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Résumeé

Dans cette thése, nous nous intéressons aux liens entre une grande classe de parti-
tions (ou de permutations) d’un ensemble fini et des polynomes de type Appell et ainsi
sur quelques propriétés de ces polyndmes. En se basant sur des techniques combina-
toires, nous démontrons de nouvelles identités et relations récurrentes et nous déduisons
quelques identités et interprétations combinatoires. Nous introduisons et étudions une
nouvelle classe des nombres de Stirling de premiére espéce. Ces nombres sont utilisés,
par la suite, pour exprimer les nombres et les polyndémes hypergéométriques de Cauchy
généralisés que nous définissons. Les polynomes de type Appell & arguments entiers
sont exprimés en utilisant les polynomes partiels r-Bell. Nous définissons et étudions
les polynémes d’Appell généralisés. Nous donnons leur connexion avec les polynomes
partiels de Bell. Nous établissons une nouvelle identité sur une paire de polynoémes de
type Appell généralisés, qui généralise celle de Carlitz. Les expressions des dérivées
successives de quelques fonctions sont données avec des applications.

Mots clés :

polynémes partiels r-Bell, polynémes de type Appell, identités combinatoires, rela-
tions récurrentes, nombres de Stirling.
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Introduction Générale

Les polynoémes d’Appell ou de type Appell ont attiré I'attention de plusieurs
chercheurs, vues leurs applications vastes dans différents domaines mathématiques et
physiques. Plusieurs polynémes de ce type sont munis d’une étude particuliére, tels que
les polyndémes de Bernoulli, d’Euler, d’Hermite et leurs extentions.

L’étude proposée dans ce document est a orientations analytique et combinatoire
et concerne une famille de polyndémes du type Appell. Il s’agit, d’'une part, de donner
quelques propriétés importantes a des polynomes du type qu’on considére, et d’autre
part, d’interpréter leurs valeurs aux points entiers par les polynomes partiels r-Bell,
liés aux nombres de partitions colorées d’un ensemble fini.

En effet, il s’agit alors d’une étude regroupant un aspect polynémial et un as-
pect combinatoire. L’aspect combinatoire est basé sur la combinatoire énumérative qui
consiste & compter et a étudier divers types de groupements que ’on peut faire a par-
tir d’ensembles finis, tels que les arrangements, les permutations, les partitions d’un
ensemble et les combinaisons.

Certains types de problémes combinatoires ont attiré l'attention de plusieurs
chercheurs depuis 'antiquité, dont on cite :

— Au 8m¢siécle, Al Khalil ibn Ahmed (716 — 786), introduisait une approche combi-
natoire, dans ses raisonnements avec son travail lexicographie de la langue arabe.

— Au 12°7€ siecle, H. Bhaskara (1114 — 1185), connait la formule générale pour les
coefficients binomiaux.

— Au 13°™¢ siécle, Ibn Al- Banna (1256 — 1321), dans son livre Rafe al-Hijab, éta-
blissait des propositions combinatoires relatives aux permutations.

— Au 17°m¢ siécle, B. Pascal (1623 — 1662) et P. Fermat (1601 — 1665), fondaient
le calcul des probabilités (Triangle de Pascal).



Au cours des derniéres décennies, la combinatoire énumérative s’est développée
rapidement, sous I'influence de I'informatique, le calcul des probabilités et la crypto-
logie. C’est une branche de la combinatoire destinée a ’énumération et au comptage
des objets. Plusieurs suites connues dans la litérature font parties de la combinatoire
énumeérative telles que les coefficients binomiaux, les nombres de Stirling, les nombres
de Lah, les nombres de Cauchy, les polynémes partiels de Bell et les polynémes de
partitions. Plusieurs travaux de recherche récents et anciens ont été réalisés pour ces
nombres et polynomes, voir |1}, 5], 13} 211, 25} [33].

L’aspect analytique est basé sur le théoréme d’inversion de Lagrange et le théo-
réme de Carlitz [17] qui prouve une excellente identité reliant les polynémes de Bernoulli
d’ordre supérieur des deux espéces. Au moyen du théoréme d’inversion de Lagrange, on
montre que le théoréme de Carlitz [17] reste vrai pour une grande classe de polynomes
de type Appell. Ceci nous a permi d’établir d’autres propriétés et de nouvelles identités
pour les polynémes considérés.

Afin de réaliser ce travail, nous avons organisé cette thése de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, nous rappelons les éléments nécessaires de la combi-
natoire énumérative utilisés dans cette thése. Nous exposons des notations, des défini-
tions, des exemples illustratifs et quelques propriétés des nombres de Stirling [25] 82],
de nombres et polynomes de Bernoulli [0 [79, [78] et de polynomes partiels de Bell et
r-Bell [8, 511, 52, (6].

Dans le deuxieme chapitre, nous introduisons une nouvelle classe de nombres r-
Stirling de premiére espéce : les nombres r-Stirling quasi-s-associés de premiére espéce,
2 S ’ . . s . .
notés, mr et définis par la fonction génératrice :

k
°t 1 1 "
n_|_,r, n 7
%;{k:—l—r}rn! k(1 -t (Zz>

1>8

En se basant sur des outils combinatoires, nous établissons des identités combinatoires
et des relations récurrentes ainsi que leurs interprétations combinatoires.

Le troisiéme chapitre est motivé par le travail de Komatsu [38] 89], introduisant
les nombres et les polyndémes hypergéométriques de Cauchy CNn €t ey () par :

t" _z
D enn =Fy(t) et Y enn(n) _FN()(1+t) ,

n=0 : n=0
ou
(=) V/N 0
Fy(t) = T nltn, NZl,n;IZO



Nous définissons les nombres et les polynémes hypergéométriques de Cauchy géné-
ralisés cg\?)n et cg\?)n (x), par les fonctions génératrices :

a tn 1% « tn o —x
Doy =FR() et YN (@) S =FRm @+

b
n=0 ’ n=0

Au moyen des fonctions génératrices et les polynémes partiels r-Bell, on montre que

; 4 N+1
(a) n N'n! n+ Nj j
= E —1) —a)?
CN,TL — ( ) (n + N])' |: ] ( Oé) )

et

)" & ! Nj+r]"
0 = G el |t ren

N Z N j+r ],
k1.1 N
(k) n NFE! n+ Nk+r
= (-1) —————— k e N.

Dans le quatriéme chapitre, motivé par le travail de Tempesta [78, [82] sur les po-

lynémes de Bernoulli d’ordre supérieur, nous introduisons des suites (PT(LO‘) (A,H )) ,
n=>0
dépendant seulement du choix de deux fonctions A et H, analytiques dans un voisinage

de zéro, par la fonction génératrice

(AL@) H(t) =3 P (A, H) :L—n,

n=0

Ces nombres représentent une généralisation des polyndmes de Bernoulli d’ordre su-
perieur des deux espéces et des polynémes de Bernoulli dégénérés définis par Carlitz
[17]. Notons par exemple que, pour le choix de A (t) = exp (t) — 1 et H (t) = exp (xt),
les nombres P\ (A, H) se reduisent aux polynémes de Bernoulli d’ordre supérieur de
premiére espéce BLY ().

Pour une nouvelle application du théoréme d’inversion de Lagrange, nous démontrons
I'identité principale :

P (A, HoA) = P"™=) (4, A'H),

ot AcA=AoA=tet At) :=%(t).

Cette identité généralise celle de Carlitz [17, Eqs. (2.11), (2.12)], reliant les polynomes
de Bernoulli des deux espéces.

Nous donnons, de plus, quelques propriétés et relations récurrentes de ces polynomes,

ainsi que I'expression des dérivées successives de certaines fonctions.



Le cinquiéme chapitre regroupe des expressions et des identités des polyndmes
de type Appell p (x| A), définis par la fonction génératrice :

t A\ t"
— ) A @) =) PM(x|A)—, A(0)>0.
(a@) @or=Srowiag 40>
n _ tTL
On montre que, pour A(t) = Zant— et A(t) = > a,—, les nombres Pl (A, H)
n>1 n' n>1 n'

satifont les relations de récurrence :

n

P (A AH) = Y Bug (@, ., Goki1) P (A H)
k=0

o - n (&3

PO AAH) = 3 (ariarl? (A),
k=0

ot B,k (a;) est le (n, k)-polynome partiel de Bell [24, 511, 52, [56].

Pour H (t) = (A’ (t))”, nous obtenons les polynomes de type Appell P (x| A) et les

relations précédentes deviennent :

n

PUt) (p 41 [ A) = > Bup @,8s, ... Gyon) P (2 | A)
k=0

n n N
P (e +1] 4) = Z(k)ank+lP£ M| A).

k=0

Ensuite, nous donnons les expressions des polynémes de type Appell P,ga) (x| A) a argu-
ments entiers, en utilisant les polynomes partiels r-Bell. Nous démontrons les identités

n . —1
J+k r _\ pls
=) = 3 (U1 B @B ),
=0

_ n+k\ " .
P ) = (7)) B, @),

Pt (p 4 1[A) = Y BY) @) P (w41 | A),
k=0

ol B,(f,)ﬁ (a;) est le (n, k)-polyndome partiel r-Bell [, 56].

Les deux premiéres identités généralisent certaines identités sur les polyndémes de Ber-
noulli et la troisieme est une nouvelle identité qui enrichit I’ensemble des identités
connues sur les polynémes d’Appell.
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CHAPITRE 1

Flements de la combinatoire énumeérative

11



Elements de la combinatoire énumérative

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les définitions élémentaires nécessaires pour les
chapitres qui suivent. Nous exposons de brefs rappels sur les notions combinatoires
célébres, en fixant les notations qui vont étre utilisées dans la suite. Nous donnons
des exemples illustratifs pour mieux comprendre ces notions. Nous présentons aussi
toutes les propriétés et identités imporantes qui seront utilisés dans le reste de cette
theése. Dans la suite, on présente toutes les suites de nombres et de polynémes usuels qui
seront utilisées dans les démonstrations des résultats obtenus. Nous citons par exemple,
les nombres de Stirling, les nombres, les polynomes de Bernoulli et les polynomes
multivariés de Bell.

1 Permutations et combinaisons

Soit N,, = {1,2,...,n}. Un k-uplet ordonné (ai,as,...,ax), avec a, € N,,, r =
1,2,...,k, 1 <k < n, est appelé k-arrangement de I’ensemble N,, ou tout simplement
k-arrangement de n, n = |N,|.

Théoréme 1. [Z]] Le nombre des k-arrangements de n, 1 < k < n, est égal

Pr=nn—-1)---(n—k+1).

n

Exemple 2. Les 2-arrangements de l’ensemble {1,2,3,4}, de 4 éléments sont
{1.2}5{2,1}:{1,3}; {3, 1}; {1,4}; {4, 1};
{2,3}:{3,2}:{2,4}; {4, 2} {3,4}: {4,3};

ainst, le nombre des 2-arrangements d’un ensemble a 4 éléments est (4)?l =4%x3=12.

Pour le cas particulier £ = n, on obtient une permutation de I’ensemble N,,.
D’ou la définition :

Définition 3. Une permutation de I’ensemble N,, est une application bijective de N,,
dans lui méme. On note par S,, I'’ensemble de toutes les permutations de N,,.

Le nombre de permutations de N,, est égal a n!, n = |N,| > 1.

On peut représenter une permutation o de S,, sous la forme d’une matrice a deux
lignes et n colonnes en mettant les nombres de 1 & n sur la premiére ligne et leurs
images par o juste en dessous. Cette représentation est trés commode pour faire le
produit de deux permutations.

Exemple 4. Soit o et T deuxr permutations de Sg définies par

0(l1)=2,0(2)=4,0(3)=5,0(4)=6,0(5)=1eto(6)=3

Page: 12



Elements de la combinatoire énumérative

T(1)=4,7(2)=2,73)=1,7(4) =6,7(5) =5 et 7(6) = 3.
Alors, on écrit
(123456 (123456 ; (123456 (123456 (123456
77 \aas613) 7~ \421653) " 77 T \24s613) \421653) ~ \642315
ol le produit o1 représente ici I'application composée o o T.

Définition 5. Une permutation o de S, est un k-cycle (cycle de longueur k) s’il existe
11,19, ...,1; distincts de N,,, tels que :

J(Zl) = 7:270-(7:2) = Zg,,O’(’lk) = 7:1
J(j) :j7 Sl] ¢ {ihiQ,...,ik},
On note (i1, 4s, . . ., ix) le k-cycle défini ci-dessus, son support est 'ensemble {iq, 4o, . .., iy}

Définition 6. |21 p. 163| Une permutation o de S,,, décomposée en k; cycles a supports
disjoints et de longueurs i, i = 1,2,--- ,n, tels que ky + 2ky + - - - + nk,, = n est dite de
type [ki, ko, kn).

Exemple 7. Soit la permutation o de S, définie par
B (123456

325614
cycle de longueur 2 et 1 cycle de longueur 3) comme suit

). Alors, o peut étre décomposée en 3 cycles (1 cycle de longueur 1, 1

o=(1,3,5)(4,6) (2) = (2) (4,6) (1,3,5),
elle est de type [1,1,1,0,0,0].

Définition 8. Une k-combinaison de I’ensemble N,,, ou tout simplement k-bloc de n,
est un sous ensemble non vide de k éléménts de N,,, avec 1 < k < n = |N,|.

Théoréme 9. [2]] Une k-combinaison de n est une distribution de k boules indistin-
guables dans n urnes distinguables, contenant chacune une boule au plus.

Exemple 10. Le nombre des 2-combinaisons de 4 (combinaison de 2 éleménts parmi 4)
est égal a 6. Les 6 combinaisons sont

{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4} .

Page: 13



Elements de la combinatoire énumérative

2 Coefficients factoriels, binomiaux et multinomiaux

Définition 11. Soient z un nombre réel et k£ un entier non-négatif. La factorielle
déscendante d’ordre k de x, notée (x)ﬁ, est donnée par

()t { z(z—1)..(z—k+1), k>1,

_k_ _ _ . o .
(x>7_(x_|_]{;)ﬁ_(:E+k)(m+k—1)...(x+1)’k_1’27”'etx7é 1,-2,...,—k.

La factorielle descendante vérifie les relations de récurrence

(z)E = x(m—l) =(z—k+1) )™, zeR, k>1,
(@) = (@ = DF + k(2 — 1), reR, k>1,
(2)E = (2)" (& — r)ET, z€R, kr>1,

Définition 12. Soient x un nombre réel et k un entier non-négatif. La factorielle
ascendante (montante) d’ordre k de z, notée (z)" est donnée par

% r(x+1)..(r+k-1), k=1,
(x)k:{ 1, k=0

Remarquons que : (2)* = (z 4+ k — 1)% On peut facilement vérifier que :
(—2)f = (=)F (@) = () (x+ k= DE et (—o)f = (1" (@)% k=1,2,....

Définition 13. Soient z un nombre réel et k un entier non-négatif. Le coefficient
binomial d’ordre k de x, noté par (i), est donné par

k
)@y
1, k= 0.
Le coefficient binomial (‘,’;) compte le nombre de k-combinaisons de x, lorsque z est un

entier naturel.

Théoréme 14 (Formule binémiale de Newton). Soient x et y deux nombres réels et
n un entier non-négatif. Alors

(z+y)" = i (Z) akyn Tk,

k=0

Page: 14



Elements de la combinatoire énumérative

Les coefficients binomiaux vérifient les relations suivantes

)+ (- () renaon

) - (i)_(kfl)+...+<_m<g),xeR,M,

(Z:[D - (Z) + (k'-ktl) P <Z> :;:(i) n>0, k>0, (11)
)
)

x\ (x—k x r—p+k
f— pu— >
(k)(p—k) <p—k>( k )’xeR’k/l’
— (-1 <_kx),x€R,k>1.

Si on remplace n par un nombre réel ou complexe z, dans la relation (1.1)), on aura

) = @) () e () ) oo

Le tableau suivant donne les premiers coefficients binomiaux, pour n € Z et k € N :

n=[ -4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4
k=0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
k=1 4 -3 2 1 2 3 4
k=2 10 6 3 1 1 3 6
k=3 20  -10 4 1 1 4
k=4 35 15 5 1 1
k=5 56 -21 6 -1 0

Tableau 1.1 — Les premiéres valeurs de (Z)

n 0
(0) = 1, n=0,£1,42,..., (k)zéok,

(”) — 0, n=0,41,42, ... k=12,...,

( " ) - 0, n=0,1,2 .. k=12, ...

avec

n+k

Le coefficient multinomial est une généralisation du coefficient binémial et donné
par la définition suivante

Page: 15



Elements de la combinatoire énumérative

Définition 15. Soient ky, ko, ..., k,, m > 1, des entiers naturels. Le nombre
ki+ko+ ...+ ky, (k1 4+ ko4 ...+ kp)! ,
- 0 k’L P 07 - ]-a"'7 ’
( by kg, ko ) T ! m

est appelé coefficient multinomial.

Ce coefficient apparait dans la formule multinémiale donnée par le théoréme suivant

Théoréme 16. Soient x;, 1 =1,..., m des nombres réels et n un entier non-négatif.
Alors

T+ x4+ ...+ x,) = s P A

(@1 42 EED DR () e Do

ki+ko+..+km=n

3 Séries et fonctions génératrices

Les fonctions génératrices constituent un moyen trés important pour un traitement
unifié des problémes combinatoires et probabilistes.

Définition 17. On appelle série formelle sur C, en une indéterminée ¢, toute expression
formelle f de type

f=rf)= Zantn-

n=0

On dit que a,, est le coefficient de ¢" dans f, et on écrit : a,, = [t"] f.
Le coefficient ag = f (0) est dit terme constant de la série formelle f. Si ap = 0, on dit
que f est sans terme constant et on écrit

F=1@)=> ant"

n=1

L’ensemble des séries formelles sur C est noté C [[t]]. _
Une série formelle f (t) est dite réversible s'il existe une série formelle notée f (¢) telle
que

FF@)=F0@) =t

f (t) est appelée série inverse de f.

Proposition 18. Une série formelle f(t) vérifiant ag = 0, est réversible si et
seulement si a; # 0. Dans ce cas l'inverse est unique.

Définition 19. Une série f est dite de Maclaurin si elle est de la forme

r0=3 o) =X [mo) L5
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1 d”
Si on pose a, = [ﬁ% ( )L_O, n=0,1,..., alors
f(t) - Z(lntn,
n=0

dn
. b = | &
Si on pose [ o

n

f6)y=2% b

n—

0
t dn t RS .
Exemple 20. 1. f(t)=¢": b, = T =1, n=0,1,.... D’ou le développe-
t=0

ment de la fonction exponentielle

n=0
2 F(t) = —log (1—1) LA™ (g (1— 1) L w12 ainsil
: =—1lo —t): a,=|——(—1o — =—,n=12 ..., ainsile
& n! dtm & — N
développement
1
-1 —t)= —t".
og(1—1t) nt
n=1
3. En posant u = —t, dans 'exemple précédent, on obtient le développement
= (1)
log (1+1t) = —t".
og (1+1) ; .
bT) =ty L y 2= ("), n=0.1,..., ains
= Dy = | ——— =—(x)" = , n=0,1,..., ainsi
n! dtm o n! n
T - X n
e =5 ()
n=0
Définition 21. Soit (a,),, une suite de nombres réels. La somme
>_ant",
n=0

est appelée fonction génératrice (ordinaire), tandis que la somme
oo tn
E an—,
n!
n=0

est appelée fonction génératrice exponentielle, de la suite (a,,).
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Exemple 22. 1. La fonction génératrice de la suite (ay,), a, = (x) est

E(t)=1+t)°"= i (2)%

n=0

2. La fonction génératrice exponentielle de la suite (a,), a, = (x)* est

E)=14t)"=)» (2)"—.

1(2n—2
3. La fonction génératrice de la suite (Cy,), -, des nombres Catalan, C,, = — ( " ) )
z n\n-—
est donnée par

C(t) =

N | —

. . : + 1
4. La fonction génératrice de la suite (I " ) est donnée par
n n=0
_ “(r4+n—1
1—t)" = t".
=3 ()

La somme et le produit de deux fonctions génératrices ordinaires ou exponentielles sont
donnés par les propositions suivantes

Proposition 23. Considérons les fonctions génératrices

A=) att, Bt)=> bt* et C(t) =) at”,
k=0 k=0 k=0

alors

C(t) = A(t)+B(t> < c=ap+b, k=0,1,....

1

g Ly oo

C(t) = AW)B(t) < o= ajbpj, k=0

J=0

Proposition 24. Considérons les fonctions génératrices exponentielles

o0 o0 k
A(t):l; k, , Zbk— et C(t L;ck%

alors

C(t) = A(t)—f—B(t) <~ c,=ap+b, k=0,1,....
C(t) = A(t)B(t) <:>ck:Z(§>ajbk], k:(),l,

J=0
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4 Suites de nombres et de polyndmes usuels

4.1 Nombres de Stirling

La factorielle déscendante (¢)™ peut étre exprimée sous la forme d’un polynome de
th

(1) = i (—1)"* [Z} 0> 0. (1.2)

k=0
Inversement, t" peut étre exprimée sous la forme d’un polynéme de factoriels de ¢ :

= i{Z} ), n> 0. (1.3)

On a donc, la définition suivante :

Définition 25. Les coéfficients (—1)"* [}] et {}} des développements 1' et ||
sont appelés, respectivement, nombres de Stirling de premiére et de deuxiéme espéce.

De cette définition, on déduit que

{Z] = {Z}:(), pour 1 <n < k.

- o[- e

Théoréme 26. [21] Les nombres de Stirling de premiere espéce (—1)"" (] et de
seconde espéce {Z}, admettent les fonctions génératrices exponentielles :

S -

n>k

(In (1 + )",

=

!

Z{Z}g - l(et_l)k'

n=k ’

| =

Théoréme 27. 21 Les nombres de Stirling (absolus) de premiére espece [}/, donnent
la valeur absolue de (—1)”_k m Ils admettent la fonction génératrice exponentielle :

3 {Z};—T _ % (—In (1 —£)*. (1.4)

Les nombres de Stirling de premiére et de seconde espéce m et {Z}, satisfont les
relations :

[nzl}:"mjﬂk:}k—l,neN. (1.5)
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{nzl}:k{2}+{kﬁ1},k—LneN. (1.6)

ol 0, est le symbole de Kronecker.

Remarque 28. Les nombres de Stirling de seconde espéce {Z} comptent le nombre de
partitions d’un ensemble a n éléments en k blocs. Les nombres de Stirling absolus de
premiere espeéce m comptent le nombre de permutations de n éléments se décomposant
exactement en k cycles a supports disjoints.

Exemple 29. n =4 :
Le nombre de toutes les permutations de l'ensemble {1,2,3,4} est 4! =24 :

La seule permutation de type [4,0,0,0], (4 cycles de longeur 1) : (1)(2)(3)(4)

Les 6 permutations de type [2,1,0,0], (2 cycles de longueur 1 et 1 cycles de

longueur 2) :
(1)(2)(34), (1)(3)(24), (1)(4)(23),
(2)3)(1 )’1( )(4)(13), (3)(4)(12),

Les 8 permutations de type [1,0,1,0], (1 cycles de longueur 1 et 1 cycles de
longueur 3) :

(1)(234), (1)(243), (2)(134), (2)(143),

(3)(124), (3)(142), (4)(123), (4)(132).
Les 6 permutations de type [0,0,0,1], (1 cycles de longueur 4) :

(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432),
Les 3 permutations de type [0,2,0,0], ( 2 cycles de longueur 2) :

(12)(34), (13)(24), (14)(23).
Les nombre de Stirling (absolus) de premiére espéce [;ﬂ, k= 1,2,3,4 sont les
sutvants :

[=0.[)=6[]=11=8+3 [J=ce[]=1
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Les premiers nombres de Stirling (absolus) de premiére et de seconde espéce sont
données dans les tableaux suivants :

n/k| k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7

n=>0 1

n=1 0 1

n=2 0 1 1

n=3 0 2 3 1

n=4 0 6 11 6 1

n=>5 0 24 50 35 10 1

n==~06 0 120 274 225 85 15 1

n==17 0 720 1764 1624 735 175 21 1

Tableau 1.2 — Les premiéres valeurs de m

n/kl[k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=06 k="

n= 1

n = 0 1

n = 0 1 1

n=3 0 1 3 1

n= 0 1 7 6 1

n= 0 1 15 25 10 1

n= 0 1 31 90 65 15 1

n = 0 1 63 301 350 140 21 1

Tableau 1.3 — Les premiéres valeurs de {Z}

4.2 Nombres de Lah

Définition 30. Les coéfficients LZJ du développement
n n k
(7 =3[ | @ (17)
k=1
sont appelés nombres de Lah, avec ng =1et [ZJ =0sik>n.
Théoréme 31. [21] Les nombres de Lah \_ZJ admettent la fonction génératrice expo-

nentielle : i
n|t" 1 t
ZMH_H (—1—15)  kEN.

n=0
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Les nombres de Lah LZJ comptent le nombre de toutes les partitions d’'un ensemble
a n éléments en k blocs non vides, ol les éléments de chaque bloc sont ordronnés.

Il s’ensuit que les nombres de Lah satisfont la relation de récurrence triangulaire
suivante

LZJ:{Z:iJﬂL(n—i—k—l){n;lJ, Vn,k—1 €N, (1.8)

n n n n
=nl = = =
R T A R

ol 0, représente le symbole de Kronecker.

Rappelons que pour démentrer la relation ([1.8)), on applique la méthode de séparation :
Pour partitionner un ensemble a n éléments en k& blocs ordonnés, on proséde comme
suit :

avec

(a) SiI’élément n est dans un bloc de taille égale a 1, il y a LZ:H possibilités de

partitionner I’ensemble & (n — 1) éléments restants en (k — 1) blocs ordonnés.

(b) Sil'élément n est dans un bloc de taille > 2, il y a [”glj possibilités de parti-

tionner I’ensemble & (n — 1) éléments restants en k blocs ordonnés By, - - - , By. Ensuite,
on peut injecter I’elément n dans I'un des k blocs avec (n — 1 + k) possibilités, car

k
(n—1+4k =73 (|B;] +1)). Le nombre de faons dans ce cas est (n+k—1) |"."].

=1
En fin, le nombre de toutes les partitions est donné par LZJ = LZ:H +(n+k-1) L”:J .
Les nombres de Lah ont pour relation de récurrence

m - (n_i)!_(iﬂ)nifﬂ,i] n>k+1.

=k

La formule explicite suivante fournit un moyen rapide pour déterminer les valeurs des

nombres de Lah ' |
n nl|ln—
= —1 .
M k!{k—lJ’n’k €N

Les nombres de Lah peuvent étre exprimés en valeurs de nombres de Stirling de
premiére et second espéce via l’expression suivante

HE (i
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Le tableau suivant donne les premiéres valeurs des nombres de Lah.

n/k| k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=38

n=1

n =2 2 1

n=3 6 6 1

n=4 24 36 12 1

n=>5 120 240 120 20 1

n==06 720 1800 1200 300 30 1

n="7| 5040 15120 12600 4200 630 42 1

n=_8| 40320 141120 141120 58800 11720 1176 56 1

Tableau 1.4 — Les premiéres valeurs de LZJ

4.3 Nombres r-Stirling

Les nombres r-Stirling sont étudiés par Broder [13|, ces nombres représentent une
sous classe des nombres de Stirling.
Les nombres r-Stirling (absolus) de premiére espéce comptent certaines permutations
restreintes et sont donnés par la définition suivante :
Définition 32. [I3] Les nombres r-Stirling (absolus) de premiére espéce notés [}]
comptent le nombre de permutations de I'ensemble N,, en £ cycles tels que les r premiers
¢éléments sont dans des cycles différents.

Exemple 33. [3}2 est le nombre de permutations de 'ensemble {1,2,3,4} en 3 cycles
tels que les deux premiers éléments sont dans des cycles différents. On a vu dans
l’ezemple précédent, qu’il y a 6 permutations en 3 cycles :

(1)(2)(34), (1)(3)(24), (1)(4)(23),
(2)(3)(14), (2)(4)(13), (3)(4)(12),
Parmi celles-ci on prend les 5 premiéres permutations :
(1)(2)(34), (1)(3)(24), (1)(4)(23),
(2)(3)(14), (2)(4)(13),

sauf la 6™ ot les deux premiers éléments (1 et 2) sont dans le méme cycle.

Dot [g]z = 5.
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Théoréme 34. [13] Les nombres r-Stirling (absolus) de premiere espéce, admettent
la fonction génératrice :

Z{n%—r} " 1(=In(1—1)" (1.9)
pt k+r|nl E (1—-¢)" ‘

Les nombres r-Stirling de premiére espéce vérifient les propriétés et relations récur-
rentes suivantes :

Z = 0, sin<r,n<kouk<r;
_Z_T: [Z},sirzOourzl;
] n
— 1et —(n—1 B >
) e[r]r (n ) (n yoorr=1r"". n>r
] 1 n n
_ _ >9 1.10
A= (A I A 10
n+ 1] n n
= . 1.11
SRR (1)

Proposition 35. [13] Les nombres r-Stirling de premiére espéce, admettent la fonction
génératrice :
e k+r| nl k (1+1)

Les nombres r-Stirling de seconde espéce comptent certaines partitions restreintes.
L’ensemble de ces nombres représente une sous classe des nombres de Stirling de seconde
espéce et sont donnés par la définition suivante :

Définition 36. [I3] Les nombres r-Stirling de seconde espéce notés {Z}w comptent le
nombre de partitions de ’ensemble N,, en k£ blocs, tels que les r premiers éléments sont
dans des blocs différents.

Exemple 37. {?,"}2 est le nombre de partitions de 'ensemble {1,2,3,4} en 3 blocs,
tels que les premiers éléments 1 et 2 sont dans des blocs différents. Les partitions qui
vérifient les conditions sont

{11423 {4} {1} {3, 4} {2}; {1} {2,4} {3},
{23 {1, 3} {4} {2} {1, 4} {3} .

Par conséquent, {3}2 = 5.
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Théoréme 38. [13] Les nombres r-Stirling de seconde espéce {Z}T admettent la fonc-

tion génératrice :
n+r| t" 1
Z —:—(t—l)ke”.
kE+r) nl K

n=0

Les nombres r-Stirling de seconde espéce vérifient les propriétés et relations récurrentes
suivantes :

k

n n .
{k}r = {k:}’ sir=0our=1;
n n _
B R
nj, r),
AL L] S AP L r>2
k r B k r—1 k 7”—1’ -
n+1 _ n n n—1
k], N k), k—1),

Les premiers nombres 2-Stirling de premiére espéce [Z]Q sont donnés dans le tableau

suivant, pour r =2et k=2,...,7 ;n=2,...,7 avec les condition initiales; {2}2 =0
sik>n,r>kour>n.

n .
{} = 0,sin< ,n<kouk<r;
T

n/k| k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7

n=2

n=23 2 1

n=4 6 5 1

n=>5 24 26 9 1

n==~06 120 154 71 14 1

n==17 720 1044 580 155 20 1

Tableau 1.5 — Les premiéres valeurs de [Z] )
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Les premiers nombres 2-Stirling de seconde espéce {Z}Q sont donnés dans la tableau
suivant :

n/k||k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7

n=2 1

n=3 2 1

n=4 4 5 1

n=>= 8 19 9 1

n=~06 16 65 55 14 1

n="7 12 211 285 125 20 1

Tableau 1.6 — Les premiéres valeurs de {2}2

4.4 Nombres de Stirling s-associés

Les nombres de Stirling s-associés forment aussi une sous classe des nombres de
Stirling et sont donnés par les définitions suivantes :

Définition 39. [33] Les nombres de Stirling (absolus) s-associés de premiére espéce no-
tés m ° comptent le nombre de permutations de ensemble N, en k cycles de longueurs
supérieures ou égales a s.

Définition 40. [33] Les nombres de Stirling s-associés de seconde espéce notés {7}°,
comptent le nombre de partitions de ’ensemble N,, en k& blocs de longueurs supérieures
ou égales a s.

Théoréme 41. [33] Les nombres de Stirling (absolus) s-associés de premiére espéce
ms, admettent la fonction génératrice :

k
St 1 i\ 1 AN
n n 1 1
Lo )l =2 =ma-=-S"2] .

Théoréme 42. [33] Les nombres de Stirling s-associés de seconde espéce {Z}S ad-
mettent la fonction génératrice :

{54 (s -4 (-58)

n=k [>T i=1
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T . BN S N
Les nombres de Stirling (absolus) s-associés de premiére m et de seconde espéce
S P sy . A .
{Z} vérifient les propriétés et relations récurrentes suivantes :

) = ) o
- - - e
o= e Met{z :{Z},jis:()ou:s:l,

Exemple 43.

1. [3}2 est le nombre de permutations de l’ensemble {1,2,3,4} en 3 cycles de lon-

gueurs > 2. On a vu qu’il y a 6 permutations en 3 cycles. Toutes ces permutations
contiennent un cycle de longueur 1. D’ot [3] = 0.

2. [;1}2 est le nombre de permutations de l’ensemble {1,2,3,4} en 2 cycles de lon-

gueurs = 2. Parmau les 11 permutations en 2 cycles, on prend uniquement celles
avec des cycles de taille > 2. Ces permutations sont (12)(34), (13)(24), (14)(23).

D’ou [;]2 =3.

3. [3}2 est le nombre de permutations de ’ensemble {1,2,3,4,5,6} en 3 cycles de

longueur > 2. Parmi toutes les permutations en 3 cycles, on prend uniquement
celles avec des cycles de tailles > 2. Ces permutations sont

(12) (34) (56) ; (12) (35) (46) ; (12) (36) (45) ;
(13) (24) (56) ; (13) (25) (46) ; (13) (26) (45) ;
(14) (23) (56) ; (14) (25) (36) ; (14) (26) (35) ;
(15) (23) (46) ; (15) (24) (36) ; (15) (26) (34) ;
(16) (23) (45) ; (16) (24) (35) ; (16) (25) (34).

Dou [0 = 15.
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Les premiéres valeurs des nombres de Stirling (absolus) 2-associés de premiére espéce

2 . . 2 ) .
m et 2-associés de seconde espéce {Z} , sont donnés dans les tableaux suivants :

n/k| k=1 k=2 k=3 k=4

n =
n = 2

n= 6 3

n= 24 20

n= 120 130 15

n==1 720 924 210

n= 5040 7308 2380 105
n= 40320 64224 2380 2520

Tableau 1.7 — Les premiéres valeurs de [;ﬂ 2,

n/k| k=1 k=2 k=3 k=4]

n=2 1

n=3 1

n=4 1 3

n=2>9 1 10

n==~06 1 25 15

n="7 1 56 105

n==~§ 1 119 490 105
n=29 1 246 1918 1260

Tableau 1.8 — Les premiéres valeurs de {2}2

4.5 Polynomes exponentiels partiels de Bell

Les polynomes exponentiels de Bell sont introduits par Bell, voir [8]. Vu que ces
polynomes seront largement utilisés dans la suite de cette thése, nous avons trouvé
qu’il est nécéssaire de les décrire dans ce chapitre introductif.

Définition 44. [21] Soit (a,),>1 une suite d’entiers. Les polynémes exponentiels par-

tiels de Bell B, (a1, ..., an—k+1) (notés parfois B, (a;)), sont définis par la fonction
génératrice :
k
o oo
t" 1 tm
ZBn,k(alu ce ,an—k+1)a = E (Z%n@) .
n=~k m=1
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Définition 45. [21] Soit (a,)n>1 une suite d’entiers. Les polynomes exponentiels com-
plets de Bell B, (a1, ..., a,) (notés parfois B, (a;)), sont définits par la fonction géné-

ratrice :
ZBn (ala s 7a’n> E = &Xp Zam% ’
n=0

m=1

ou, en d’autre terme, sont définis par
n
B, (ay, -+ ,a,) = ZB"J“ (a1,...,ap_g+1), n =1, et By(ay,...)=1.
k=1

Théoréme 46. [Z])] Les polynomes exponentiels partiels de Bell, B,k (a1, ..., Gn—k+1),
admettent [’expression exacte :

n! ai\ k1 sag\ k2
Bu (a1, Gamirr) = ) Tkl (?) (5)
w(n,k)

ot m(n, k) est 'ensemble de toutes les solutions (ki, ko, ...) des entiers naturels tels que
kl—f—k'g—l—k?g:k? et k1+2k2+3k3:n

Théoréme 47. [2]|] Les polynomes partiels de Bell admettent [’expression

n' Apy+1 -+ App+1
Bk (a1, ... apps1) = — ) ) eiet
k!n1+.--+znkn—k (np+ D) (ng +1)!
Cas particuliers

Il est bien connu, que pour des choix appropriés de la suite (an)@l, les polynomes
partiels de Bell, B, ;(a;) se réduisent a quelques suites combinatoires particuliéres.
Nous citons quelques cas particuliers :

1. Nombres de Stirling de premiére espéce :

Bui((=1)7 (i = 1)) = (=1)"* m

de fonction génératrice expnentielle :
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2. Nombres de Stirling absolus de premiére espéce :

Buslli =18 = [}

de fonction génératrice expnentielle :
n]tn 1 [ tn
= — l_ 11! | _
ZMM—M <Z< 1) ) ZBMO w2 )5 ks

3. Nombres de Stirling de deuxiéme espéce

Bun(1,1,..) = {Z}

de fonction génératrice expnentielle :
t (&) & t
n n m n
S0)5 - (£5) - S oo
n>k m=1 m=1
4. Nombres de Lah :
, n
de fonction génératrice expnentielle :

TL

Z{ Jn' 2 (Ztm) ZBM (11,213, )_

n>k

5. Nombres de Stirling s-assciés de premiére espéce :

s—1 s
By (ﬁ (s — 1)1,317...) _ m

de fonction génératrice expnentielle :

S5 8 (50) - S (5w )

n>k

6. Nombres de Stirling s-assciés de seconde espéce :

s—1 n s
(5 00) - 1)

de fonction génératrice expnentielle :

z{g}ﬁg:%(z) S ()

n=>k m=s
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Pour x, y réels, les polynémes exponentiels de Bell vérifient les propriétés et les relations
récurrentes :

B, k(zyay, zylay, vyias, . . )= a:ky”Bn,k(al, as,as. . .),
By (way, v%ay, ..., 2"a,) = 2™ Bu(ai, as, ..., ay). (1.12)

Proposition 48. [2]/ Pourn>k>1 on a :

2”: (n) a; By jr-1(a;) = kB y(a;).

=1\

Exemple 49.
Bs 1(611, Gz, Az, a4, a5) = a3,
B5 2(@ ag, a3, CL4) = 5@1(14 + 10@2@3,
Bss(ay, as, a3) = 10a%az + 15a;as,
Bs 4(a1,a2) = 10a3a3,
B5 5((1 ) = CLI

Interprétation combinatoire

Les polynomes partiels de Bell admettent une interprétation combinatoire liée a
des ensembles de partitions coloriés. Plus précisément, si a, € N, n > 1, le polyndéme
partiel de Bell B, ; (a1, as, ..., @,—k+1) est le nombre de colorations des partitions d'un
ensemble & n éléments en k& blocs, ol :

Les blocs de taille 1 possédent a; couleurs,
Les blocs de taille 2 possédent ay couleurs, (1.13)

Les blocs de taille 3 possédent asg couleurs, et ainsi de suite.

Exemple 50. B5-(2,2,1,1) est le nombre de colorations des partitions de ’ensemble
{1,2,3,4,5} en 2 blocs, ou :

Les blocs de taille 1 possédent 2 couleurs, ci et 3,

Les blocs de taille 2 possédent 2 couleurs, cy et c3,

Les blocs de taille 3 possédent 1 couleur cs,

Les blocs de taille 4 possédent 1 couleur cy,

L’ensemble {1,2,3,4,5} admet 5 partitions en deux blocs de tailles 1 et 4; et 10 parti-
tions en deux blocs de tailles 2 et 3 :

{1}U{2,3,4,5}, {2} U{1,3,4,5} , {3} U{1,2,4,5} , {4} U{1,2,3,5},
{5} U{1,2,3,4},{1,2} U{3,4,5} ,{1,3} U{2,4,5} ,{1,4} U {2,3,5},
{1,5} U{2,3,4},{2,3} U{1,4,5},{2,4} U {1,3,5},{2,5} U {1,3,4},
(3,4} U{1,2,5},{3,5} U{1,2,4},{4,5} U {1,2,3}.
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Avec cette coloration, on obtient les 30 partitions :
(139U {2,3,4,5) {1} U{2,3,4,51 {2} U {1,3,4,5}, {2}9 U {1,3,4,5},
(339 U {1,2,4,5}  {3YT U {1,2,4,5} {4} U {1,2,3,5} , {4}9 U {1,2,3,5}"*,
(539 U {1,2,3,4}, {5YT U {1,2,3,41  {1,2}2 U {3,4,5} , {1,2}3 U {3,4,5},
{1,3Y2 U {2,4,5}% {1,3}2 U {2,4,5}  {1,4}2 U {2,3,5} {1,413 U {2,3,5},
{1,502 U {2,3,4}% {1,5}3 U {2,3,4} {2,3}2 U {1,4,5} ,{2,3}% U {1,4,5},
(2,4}2 U {1,3,5} ,{2,4}2 U {1,3,5} {2,5}2 U {1,3,4} {2,5}2 U {1,3,4}*
(3,4} U{1,2,5}% {3,432 U {1,2,5}* {3,5}2 U {1,2,4}* {3,5}% U{1,2,4}*,
(4,5} U{1,2,3} {4,5}2 U{1,2,3}%

d’ot Bss(2,2,1,1) = 30.

Le théoréeme suivant donne l'interprétation combinatoire des polynémes partiels de
Bell, pour des suites particuliéres.

Théoréme 51. [50/ Soit (a,),~, une suite d’entiers positifs. Alors, on a :
e B, i(a;) compte le nombre de partitions de ’ensemble [n] en k blocs tels que les
blocs de longueur i sont colorés avec a; couleurs,
e B,i((l —1)la;) compte le nombre de permutations de l’ensemble [n] en k cycles
tels que les cycles de longueur i sont colorés avec a; couleurs,
e B,r((D)!a;) compte le nombre de partitions de l’ensemble [n] en k blocs ordonnés
tels que les blocs de longueur 1 sont colorés avec a; couleurs.

Interprétation probabiliste
Soit (Xy,),s; une suite de variables aléatoires discrétes de méme loi de probabilité

P(X=j) = %,j > 0. Alors,

n+ k)l
Byt k(posp1,-..) = ( X ) P(X;+ ..+ Xy =n).

Si (Xn),; est une suite de variables aléatoires de moments p,, = £ (X)",n >0 :

n+k n
Bn-‘rk,k(]-?z:u’lv sy MUm—1, - - ) - ( k )E((Xl + .. +Xk) )

Théoréme 52. [2]] (Formule de Faa di Bruno), Soient f et g deux séries de Taylor
t" "
avec f(t) = X fay et g(t) = X gn— et soit h = fog définie par h(t) = f(g(t)) =

n>0 nz1
n

Zhnﬁ. Alors les coéfficients h,, sont déterminés par :
n=0 .

ho = fo

n 1.14
hn: kaBn,k(gl7g27"'> ( )
k=1
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4.6 Polynomes exponentiels partiels r-Bell

Les polynomes exponentiels partiels r-Bell, introduits et étudiés dans [50], repré-
sentent une généralisation des polynomes partiels de Bell. Ces polynomes sont notés
par BT(LT,)g (a;;by), ou By(:ﬂ/l)C (a1, as,...;0;,bo,...).

Définition 53. Soient (a,),., et (b,)
Bfgryk < (@13 ), comptent le nombre de partitions de I'’ensemble [ + r], en (k 4 7) blocs
de sorte que :

— Les r premiers éléments sont dans des blocs différents

— Tout bloc de taille ¢, non intersectant [r], est coloré avec a; couleurs

— Tout bloc de taille i, intersectant [r], est coloré avec b; couleurs

.~ deux suites d’entiers positifs. Les nombres

Théoréme 54. [56/ Pourn >k > r > 1, les polynomes exponentiels partiels r-Bell,
admettent la fonction génératrice :

00 N\ K N\ T
(r) ) t" 1 1 1%
SR o (ant) - L (Zajﬁ Shal) (1.15)
S (2en) (2

Théoréme 55. [56/ Les polynomes partiels r-Bell Bq(fli (ai;by), admettent l'expres-
S10M :

— )] > b b a RN
B b by ) = (n—r) ni+1 nr+1 nry1+ ng+ ‘
n,k (a1;a27 y U, U2, ) (k,_r !n1+.‘,+nzk::n+r_k nl'”r' (nr+1+1)'<nk+1)'
(1.16)
Théoréme 56. [56/ Les polynomes partiels r-Bell BnH jgr (a1, by), admettent ['ex-
pression :
) k1 ao ko 7 bl ) b2 r1
B, (a0) oy ey e () ()
ke (@1 01) kz {kl'kz 1! 2! % rolry!... \ 0! 1! ’

(1.17)
sous (k, 1) = ((k;);sy + (13),50), vérifiant :
Z/@- =k, Zn =, Zz (ki+r)=mn
i1 i>0 i1

La proposition suivante présente quelques propriétés et relations récurrentes des poly-
nomes partiels r-Bell.

Proposition 57. [56/ Pourn>k>1ona:

n n i
Z <j)ajBr(LJer,k+r1 (al; bl) = kB1(1+r k+r (al; bl) )

J=1

- n r—1 r
([ ) st = B i),
1

j=
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et
n r—1
ZJGJ< ) nr—jikr—1 (15 br) +7”Zjb (] 1) Br(L—jJZr—1,k+r—1 (ar; br)
= (n+7) By (i),

Interprétation probabiliste

Théoréme 58. [56] Soient (X,),-, et (Y, )n>1 deux suites indépendantes de variables

aléatoires indépendantes avec P (X = j) = fj et P(Y =j) = q] j =0 et soit
7!
Spa=X1+ ..+ X, +Yi+..+Y,
Alors, on a :
(n+p)!
B1(1q-§)-l7+q,l’+q (Pi—1; @1-1) = D! P(Spq =1).

Théoréme 59. [56] Soient (X,), -, et (Yn),-, deux suites indépendantes de variables
aléatoires indépendantes de moments identiques p, = E (X)" et v, = E(Y)" et soit

Spq=X1+ .+ X, + Y+ Y,
Alors, on a :

n—+p
p

ng+q7p+q (15 v11) = ( )E (Spa)”-

Théoréme 60. [/ (Formule de Faa di Bruno genemlzsee} Sotent fet g deuz séries
de Taylor avec f(t) = an et g(t) = Zgn— et soit h = f o g définie par h(t) =

n

flg(t) = zt—' Alors, on a :

n>0n.

i (o) re)|

Cas particuliers

kaBéiT o (905 10). (1.18)

Les nombres r-Whitney de premiére et de deuxiéme espéce et les nombres 7-
Whitney-Lah représentent des cas particuliers des polyndémes partiels r-Bell, puisque
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leurs fonctions génératrices s’écrivent repectivement :

Zwm (n, k) ;—n, = % (In (1 4 mt))" ((1 i mtﬁ)’“,

> tn 1 fem—1\" ,
ZWmm(nvk)m = y( m ) €

n=k

> t" 1 _1\k _2)\"
Zch,r(n,k)m = S (ta—mn™) ((1—mt) m) .

Donc, on peut écrire :

o W, (k) = (=1)"FF BthHT (=D (m 4+ 1) 2m+1) ... (1 = 1)m +1)),
L] Wm,r (TL, k) B7(L:—Tk+r( K 1)

Ly, (n,k) =B (m=h2(m+2).. (- 1)m+2)).
Remarque 61. Si a,, =b,,Vn > 1, on note
BY) (a) = BY) (as;ar).

Proposition 62. Sia, = b,,Vn > 1, alors les polynomes partiels r-Bell vérifient :

S B e () Ly = 2 (A (A (1)) (1.19)

+

Démonstration. Soit A (t) = ;aj 1 alors A’ (t) = ;)%HJ_ En utilisant la fonction
Jz J

génératrice des polynomes partiels 7-Bell, avec b; 1 = a;41, on trouve :

N K N\ T
t 1 t/ !
> o’y = f(To) (Semd)
' SNzt 3=0 '
1

= A (A )"

]

Pour des valeurs particuliéres a,, et par identification des fonctions génératrices, on
montre que les polynémes partiels r-Bell généralisent aussi les nombres r-Stirling et
r-Lah, et on a :

e Les nombres r-Stirling absolus de premiére espéce

==,V >1: m =BY) ((1-1)),
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e Les nombres r-Stirling de premiére espéce

a=(-1)"" (-1, V=1 (~1)" " m — B") ((—1)H = 1)!) ,

e Les nombres r-Stirling de seconde espéce

alzl,Vl>1:{Z} =BY) (1),

e Les nombres r-Lah
n

a =1, Vl>1: M =BY) (1.

4.7 Nombres et polynéomes de Bell

Les nombres de Bell B, étudiés par Bell [9], comptent le nombre ds partitions d'un
ensemble a n éléments.

Théoréme 63. [2]] Les nombres de Bell B, admettent la fonction génératrice expo-

nentielle : .
tn
EOBnE = exXp (et — 1) .

Théoréme 64. [2]|] Les nombres de Bell B,, vérifient :

s = (i)

ke (—1)
5, = Yoy

Les polyndmes de Bell & une seule variable (ou polynomes de Touchard), notés
B, (x), sont étudiés par Touchard en 1939, voir [81]. Ces polynomes sont définis par

B, () = i{’;}xk

k=0

Ces polynomes representent un cas particulier des polynomes exponentiels complets de
Bell B, (ai,...,a,) :
B, (z) =B, (z,...,x).
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Pour x = 1, on retrouve les nombres de Bell B,
B, (1) = B,.

Théoréme 65. [81] Les polynomes B, (x) admettent la fonction génératrice :

ZB —exp( (et—l)).

Ces polynémes admettent la représentation donnée par la formule de Dobinski

o0 .

B, () = exp ( ZZ—' (1.20)

1=0

4.8 Nombres et polynéomes de Bernoulli

Les nombres de Bernoulli sont utilisés fréquemment en théorie des nombres mais
apparaissent aussi dans bien d’autres domaines des mathématiques. Ces nombres ont
d’abord été étudiés en cherchant a calculer les sommes du type

Spm(n)=1" 42"+ 4 n"™,

ou m et n sont deux entiers naturels non nuls.
Les formules suivantes étaient connues des grecs, du temps d’Archiméde, prés de trois
siécles avant J-C :

n(n+1)
2

n(n+1)2n+1)

n?(n+1)>
: .

Sl (n) = 4

) So (TL) =

) S3 (n) =

Plus tard, le médecin arabe Djamchid Ben Mas’oud donna dans un manuscrit daté de
1589 la formule suivante que le mathématicien frangais Pierre de Fermat (1601-1665)
devait retrouver aprés plusieurs années :

Sy (n) = <% + 8 (n)> S (n).

Durant la méme période, le mathématicien allemand Johann Faulhaber (1580 — 1635),
[29] détermina des expressions pour les sommes S, (n) pour 1 < m < 17.

Ce fut finalement le mathématicien Suisse Jacques Bernoulli (1654 — 1705) qui donna
une formule générale faisant intervenir une suite de nombres rationnels (B,,), ., appelée
aujourd’hui en son honneur suite des nombres de Bernoulli. Cette suite est définie par
récurrence par les relations

n—

1

n—i—lk

1

1
By=1let B, =— <n+ )Bk, pour n > 1.
0
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On a alors la formule générale suivante appelée de nos jours formule de Faulhaber en
honneur au mathématicien Faulhaber

5]
2 B2k: nm+l—2k

1
o= m+1 —m | )
Z m+1 ar +;m(2k)!(m+1—2k)!

En hommage au mathématicien Suisse Daniel Bernoulli (1700 — 1782), neveu de Jacques

Bernoulli, la suite de polynomes (B, (7)), -, définie par

B, (z) = zn: (Z) B _pt",

k=0
est appelée suite des polynomes de Bernoulli. On montre qu’on a alors
1
Sh =—(Bn 1) = By1) -
(m) m+1( +1(n+1) +1)

On peut aussi définir les nombres de Bernoulli de premiére espéce B, par la fonction
génératrice exponentielle :
t" t
ZB“H e 1

n>=0

Les premiéres valeurs des nombres de Bernoulli de premiére espéce B,,, sont donnés
par la tableau suivant avec Bogy 1 =0,k =1,2,.. ..

| Bo [ Bi [ B[ By | Bs | Bs | Buo |

el mlelwla]

2 30 42

Tableau 1.9 — Les premiéres valeurs de B,,.

Les nombres de Bernoulli de seconde espeéce b,, [18], sont les nombres rationnels déter-
minés par la fonction génératrice exponentielle

;b L Y 1+t)

Les nombres nlb,, sont appelés nombres de Cauchy de premiére espéce [24], 48|, et sont

définis par
1 e
n!bn:/ (t)"dt:n!/ ( )dt.
0 o \I

Les premiéres valeurs des nombres de Bernoulli de seconde espéce b,,, sont donnés par
la tableau ci-dessous.
Les polynomes de Bernoulli de seconde espéce b, () sont définis par la fonction géné-
ratrice exponentielle

n __ t z _
an(x)t ) (14+t)", avec b, (0) = by.
n=0
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[ Bo [ 1| b | by | ba [ b5 |
EHEREE A

Tableau 1.10 — Les premiéres valeurs de b,.

Ces polynémes admettent la relation

b, (z) = ;O (Z) by, ()=

Définition 66. Les nombres de Bernoulli d’ordre supérieur de premiére et de seconde
R , . a) (@) o . .
espéce, notés respectivement By ' et by’ sont définis par les fonctions génératrices

3 gt t
" pl et—1) 7
n>0

t (0%
N = KL
;20 In(1+1)

avec B,(ll) =B, et bg) =b,.

Définition 67. Les polyndémes de Bernoulli d’ordre supérieur de premiére et de se-

conde espéce, notés respectivement B (x) et b () sont définis par les fonctions
génératrices exponentielles

S = (o )

n!
n=0

t [0}
B () ¢ — (—) A+17,
;0 In(1+1)
avec

B1(1a) (0) _ B1(1a). B 1)

b (0) = 0 b ()

Définition 68. Les polynémes de Bernoulli dégénérés, notés B (x; B, \) sont définis
par la fonctions génératrice exponentielle

> B (x58,) b <( A

— = 1+ Bt)Me=Dm = 1.
n>0 n! 14 M) — 1) ( )
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Une nouvelle classe de nombres r-Stirling de premiére espéce

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons les nombres r-Stirling quasi-s-associés de pre-
miére espece. En utilisant des thechniques combinatoires, nous donnons quelques pro-
prietés et relations récurrentes de ces nombres, ainsi que leur connexion avec les po-
lynomes partiels r-Bell. Ces nombres seront utilisés dans le troisiéme chapitre pour
expliciter une nouvelle classe de polynémes.

2 Nombres r-Stirling quasi-s-associés de premiére es-
péce

RT . ., [N N P S 2
Les nombres r-Stirling quasi-s-associés de premiére espéce, notés [Z]T, sont donnés
par la définition suivante :

Définition 69. Soient n, k, r, s des entiers non négatifs. Les nombres r-Stirling quasi-
s-associés de premiére espéce, notés [Z]i, comptent le nombre de permutations de
I’ensemble N,, en k cycles tels que les r premiers éléments sont dans des cycles différents
et n’'importe quel cycle des (k — r) cycles restants doit contenir au moins s éléments.

D’apreés la définition précédente, on a les propriétés suivantes :

Z = 0, n<sk—r(s—1) ouk<r,
o = om0

r s s 1

I L L R

= BB

- 11 1

nl>  [n n
HHr

Exemple 70.

1. [gﬂi est le nombre de permutations de ’ensemble {1,2,3,4} en 3 cycles tels que

les deuz premiers éléments (1 et 2) sont dans des cycles différents et tout cycle
n’intersectant pas {1,2}, contient au moins 2 éléments.

On a [g]Q = 6 : C’est nombre de permutations de l’ensemble {1,2,3,4} en 3
cycles tels que les deux premiers éléments (1 et 2) sont dans des cycles différents.

Ces permutations sont
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On prend uniquement celles ot tout cycle n’intersectant pas {1,2} est de lon-
gueur au moins égale a 2. Il n’y a que la permutation (1)(2)(34), qui vérifie cette

condition. D’ot [g}z =1.

2. [SE est le nombre de permutations de l’ensemble {1,2,3,4,5} en 3 cycles tels que

les deux premiers éléments (1 et 2) sont dans des cycles différents et tout cycle
n’intersectant pas {1,2}, contient au moins 2 éléments.

On a [g} , = 26 : C’est nombre de permutations de l’ensemble {1,2,3,4,5} en 3
cycles tels que les deux premiers éléments (1 et 2) sont dans des cycles différents.
Ces permutations sont

(1)(2)(345); (1)(2)(354); (1)(23)(45); (1)(24)(35); (1)(25)(34) ;
(13)(2)(45); (14)(2)(35); (15)(2)(34) ;(13)(24)(5) ;(13)(25)(4) ;
(14)(23)(5); (14)(25)(3); (15)(23)(4); (15)(24)(3) ;(1)(234)(5) ;
(1)(243)(5); (1)(235)(4); (1)(253)(4); (1)(245)(3); (1)(254)(3) ;
(134)(2)(5); (143)(2)(5); (135)(2)(4); (153)(2)(4); (145)(2)(3); (154)(2)(3).

On prend uniquement celles ot tout cycle n’intersectant pas {1,2} est de longueur
au moins égale a 2. Il y a 8 permutations (celles qui sont soulignées) vérifiant

(
(

cette condition. D’ou [g}z = 8.

2.1 Propriétés combinatoires

A partir de la définition des nombres r-Stirling quasi-s-associés de premiére espéce,
on peut établir le théoréme suivant :

Théoréme 71. Soient n,k,r,s des entiers non négatifs. Pour n > sk —r (s — 1), les
nombres r-Stirling quasi-s-associés de premiére espéce admettent [’expression explicite
sutvante :

n+r]® _ onl Z (n1+8) - (ne+ s)
k+r], k!nﬁ“_%k:nﬂk(nl+s)...(nk+8).

Démonstration. D’aprés la définition, [Ziﬂi est le nombre de permutaions de l'en-
semble N, 1, en (k4 r) cycles tels que les éléments de N, sont dans des cycles diffé-
rents et tout cycle non intersectant N, contient au moins s éléments. Pour partitionner
I'ensemble N, en (k + ) cycles By,...,B,, ..., B.iy, on affecte d’abord les éléments

de I'ensemble N, dans r cycles différents By, ..., B,. Il y a alors

1 n n! 1
E'\nqy, ... ,nge, E'nilng! .. ng,!

possibilités de choisir ny éléments, no éléments, ..., ngy, ¢éléments dans ’ensemble
N, — N, de sorte que :
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-n120,...,n. 20 :nq,...,n, sont, respectivement dans By, ..., B,,
— Nyl =S,y Ny =8 Ny o .., Ny SONE, Tespectivement dans B,yq, ..., Boyy.
Et pour former les (k + ) cycles, le nombre de possibilités est égal a :

(B =1+ (1Bl 1) (1Bral 1)+ (B =11 = il (=D)L (1)
D’ou, le nombre total est :

n+rl’ 1 n
|:k +T:| = E Z (nl >n1' c 'n,,«! (nrH — ].)' s (nr+k - 1)

vy Nty
)
T (nl,...,nk T)EC(n-l—r,k—H“)

n! 1
= o Z

Npg1 " Npgk
(nl,...,nk_,'_r)eC(nJrr,kJrr)

n! 1
a H Z (nr+1 + 5) s (nwrk + S) .

‘nydedng e =n—sk
ou
Cn+nrk+r)
= {1, ..., r) ca o F g =n,n; 2 0,n4 251 << 1 < j <k}

Comme conséquence, on a le corllaire suivant :

Corollaire 72. Soient n,k,r,s des entiers non négatifs, n > sk —r(s—1). Les
nombres r-Stirling quasi-s-associés de premiere espéce admettent la fonction généra-
trice :

A\ k
n+rl " 1 1 t
—_ = —— — | . 2.1
Z[kJm] n! E'(1—t)" (Zz> (2.1)
n>k r i>s

Démonstration. Avec les méme notations de la preuve du théoréme , on obtient :

n+r]’t 1 " 1
Sl s - a2 X

n PR n
nzk n>k (niyenga)eC T Ttk

1 ni+-4n,
=5 2. Mt >

'n120,...,nT20 Ny 128, Ny g =8

T A k
1 - tJ
- = 9 -

11 v\
- wrte (27)

>s

tnr+1+"'+nr+k

Npy1 Ntk
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On note que
t

t] s—1
I
yi 1—x
0

j=s

et la fonction f définie par f(z) = “i’:;, s > 2 n’admet pas comme primitive une

fonction élémentaire connue. O

2.2 Relations récurrentes

Comme conséquence du corollaire précédent, on a :

Corollaire 73. Soient n,k,r,s des entiers non négatifs, n > sk etn >r. On a

n+r]’ n\ +[n—7j]°
_ J
i) -2 0
et pourn = sk etn>r, on a:

W=l e

r r—1 r

Démonstration. La premiére identité est un résultat direct du corollaire ([72)). Si on
multiplie ’equation (2.1) par (1 — ¢), on obtient

k
n+r]°t" n+r]° 1 1 t
Shols - s (2
i rl,.n i r], n! N1 —1) =
n+r]® ttt n+r—1]°
i SRS VR v ol A I
= k+r| (n+1)! et k+r—1], n!
n+r—1]°t" n4+r—1]°
S S PSR 0 ol /S
n>k T n>k r—1°"
En identifiant les coefficients de —, on obtient la deuxieme identité. O
n!

Dans les propositions suivantes, nous présentons de nouvelles relations récurrentes pour
les nombres r-Stirling quasi-s-associés de premiére espéce :

Proposition 74. Pourn > sk—r(s—1) etk >2, on a

{Zr:z(n_r)j[n;:j}s

r =0 r—1
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Démonstration. Pour partitionner I’ensemble N,, en £ cycles tels que les éléments de N,.
sont dans des cycles différents et tout cycle non intersectant N,. contient au moins s élé-
ments, I’élément r peut étre dans un cycle de longueur 7+1 > 1 avec 5! (“J_T) [”;:7];11
possibilités :

(a) ("j_”) est le nombre de possibilités de choisir j éléments parmi (n — 1) — (r — 1)
éléments (aucun élément n’est dans N,._;) pour étre dans le méme cycle que I’élément

T
(b) [".117] i_ , est le nombre de fagons de partitionner les n — (j +1) =n —1—j élé-

ments qui restent en (k — 1) cycles tels que les éléments de N,_; sont dans des cycles
différents et tout cycle non intersectant N, _; contient au moins s éléments,.

(c) j! est le nombre de permutations de ce cycle. O

Corollaire 75. Pourn > sk—r(s—1) etk >2, ona:

ARl P R F

r r r—1

Démonstration. Pour s > 2, en utilisant la proposition 7 on obtient :

ms = D, (n_r)j{n;izjr

_ <n_> DI
- <nr>t§2<nlr>j[n;21j}il
- <nr>t§1<nlr>j[nk21j]il
+<n—;;<n—1—f>s_2 [Z:ﬂ
Sl e A

]

. . . ., Y \ S
Remarque 76. Les nombres r-Stirling quasi-s-associés de premiere espéce mr sont

reliés avec les nombres r-Stirling s-associés de premiére espéce m fns), définis et étudiés
par Belbachir et Bousbaa [T, par la relation suivante :
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K N g

k|, n+(s—=2)r)! k i,
() —7)! n—(s—1)r]"
[ﬂr _<nf@—;ﬂd y H}JS>L

Démonstration. D’aprés le théoréme (|71)), on a

nt(s—1)r]” _ (nt(s—2)n) (n1+5)- (nr +9)
{ k ] B (k—1)! 2 (n1+8) (g +5)

r ni+-+ng_r=n—r—s(k—r)

n+(s=2)r)(n—r)! Z (ng+s)--(n.+9)

(n—r)! (k—r)! (ng+ ) (ng + s)

(n+ (s —2)7) m

(n—r)! r

ni+-4ng_.=n—r—s(k—r)

r

2.3 Cas particuliers

e Les nombres Stirling s-associés de premiére espéce representent une restriction
des nombres r-Stirling quasi-s-associés de premiére espéce en prenant r = 0 :
— Du théoréme (|71)), on obtient :

{Z}:% 2. (n1+s)!~%~(nk+s)!'

ni+--+nr=n—sk

— pour r = 0 dans corollaire , on obtient :

n)® n\ [n —j1°
e Les nombres r-Stirling de premiére espéce representent une restriction des nombres

de r-Stirling quasi-s-associés de premiére espéce en prenant s = 1 :
— Pour s = 1 dans le théoréme , on obtient :

nl  (n—r) 1
LJT_ (k—nr)! Z (M1 + 1) (g + 1)

ni+--+nr=n—~k

— Pour s = 1 dans le corollaire ([75), on obtient la relation récurrente connue
pour les nombres r-Stirling de premiére espéce :

el i A i
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2.4 Connexion avec les polyndomes partiels r-Bell

D’aprés la fonction génératrice, on déduit que les nombres r-Stirling quasi-s-associés
[N < S P < . . ~ .
de premiére espéce mr représentent des cas particuliers des polyndémes partiels r-Bell

ij}v (az; by). Dans Pexpression (1.15)), pour les valeurs :

—DL 1>
al:{(l D, 1>s,

0, [ <s,
et
bo=(—1), V=1,
on a
o0 fn 1 )" '
(r) . _ j
S = 1 (S8) ()
—n ' "\ ! >0
1 ti * 1\’
-5 (Z5) ()
jzs
_ f: n+r sﬁ
N — k+r] nl
D’ou )
s /—S/_H
m — B (0,0, (s — 1)l ...;0L 1,21, ] (2.2)

. . . qe . ., BN N s
Ainsi les nombres r-Stirling quasi-s-associés de premiére espéce [Z] _ comptent le nombre

de permutations de [n] en k cycles tels que :
e Les r premiers éléments sont dans des cycles différents.
e Les cycles de taille 4, non intersectant [r] sont colorés avec a; couleurs, a; = (i — 1)!
pour ¢ > s et a; = 0 pour ¢ < s.
e Les cycles de taille ¢, intersectant [r| sont colorés avec b; couleurs, b; = (i — 1)!, 7 >
1.

2.5 Interprétation probabiliste
Les nombres r-Stirling quasi-s-associés de premiére espéce [Z]i possédent 'inter-
prétation probabiliste donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 77. Soient {X,} et {Y,,} deux suites indépendantes de variables aléatoires
indépendantes avec

)\j
P(X,=7) = a—— P(Y,=7)=(1-\N, j>0,
( 7) T J)=( YN, g
. —1
)\J
a = : , A€]0,1],




Une nouvelle classe de nombres r-Stirling de premiére espéce

et soit :
Sk7T:X1+..._|_Xk_|_Y1_|_..._|_Y;.
Alors, on a :
! n+s(k+r)]°
P(Si,=n)=a"(1—=X\)"\" z .
(Skr =n) =’ ) (n+sk—|—(s—1)r)!{ k+r L

Démonstration. On a :

> P (Sky=n)t"

n=0
= E(t%)
- E (tX1+"'+Xk) E (tYI+"'+Yr)

= af (1= N () e (A (ZMY

(1=xt) j
., b (s—1)r n+r]* ()"
SR CERUR D D R
n>sk+(s—1)r r )
! n+s(k+r)]"(A\)"
= Kla* (1—\) n .
o™ ) Z(n—l—sk—k(s—l)r)!{ k+r L n!

n=0
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Sur les polynémes hypergéométriques de Cauchy

1 Introduction

En 1972, L. Comtet [24] a introduit les nombres de Cauchy de premiére espéce,
notés ¢,, par I'intégrale du factoriel descendant :

e = /01 (t)"dt:n!/ol (;)dt.

On remarque que ¢, = nlb,, ot les b,, représentent les nombres de Bernoulli de seconde
espéce. Comtet [24] a donné la fonction génératrice exponentielle :

/ n
1+t D eu

n=0

Comtet [24] a démontré aussi que les nombres de Cauchy admenttent les expressions :

0 = or e SO

k=0
n - (_1)]671 k
o = (D" S e
_1\nt1
lim = ~ &(lnn)_?

n—+o0o n' n

Comme il a donné les premiéres valeurs de ¢, pour 0 <n < 7 :
Plusieurs auteurs ont étudié les nombres de Cauchy, nous citons Merlini, Sprugnoli et

a0 1 2 3 4 5 6 7|
1 =1 1 =19 9 =863 1375
’ Cn H 2 6 4 30 4 84 24 ‘

Tableau 3.1 — Les premiéres valeurs de c,.

Verri [48]. En 2007, Cheon, Hwang et Lee [23], ont introduit les polynémes de Cauchy
de premiére espéce, notés ¢, (x), par l'intégrale :

¢ (2) = nl /01 (t;x>dt,

avec ¢, (0) = ¢,. Ils ont donné la fonction génératrice exponentielle :

/ 1 n
m(l+0)(+0)° 2_en (@) o
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Ensuite, Komatsu [40] a demontré que les polynémes de Cauchy de premiére espéce
vérifient :

(e - S0

1=0

(Z)ck(x)cnk(y) = —n@x+y+n—2)c,a(z+y)—(n—1c,(x+y), n=0.

Il a donné I'expression :

w2 (s

Les nombres et les polynomes de Cauchy ont connu plusieurs généralisations, voir
[36, 37, 38, 39, 40]. En 2013, Komatsu [38, B9], a introduit une nouvelle généralisa-
tion, les nombres hypergéométriques de Cauchy, notés cy ,,, par la fonction génératrice
exponentielle :

—DNTUNN tn
S —Y el Nz
In(1+¢)— > (-1)" "2 n0 :
n=1

o

)n,1 tn

avec la convention »_ (—1 — = 0. Cette convention est justifice du fait qu'on a

n=1

=

-1

Lt i nlt (1)NtN
n N’

n 1 n=1

On a alors ¢, = ¢, : les nombres de Cauchy de pemiére espece. Il a donné les expres-
sions :

n

—Dens
ZU& = 0, eno =1,

— (N +n—1)il

n—i—1 1! N
! N+n—i

|
3
[
—
—~
|

CNpn = CN,is

=0

et a démontré que pour N > 1, n > 1, les nombres hypergéométriques de Cauchy
vérifient :

“/n 1
Z (i)CN’iCN’n_i = —N [(TL — N) CN,n + n (TL — N — 1) CN,n—l] .

=0
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Le méme auteur, Komatsu [38], [39], a introduit aussi les polynémes hypergéométriques
de Cauchy, notés ¢y, (x), par la fonction génératrice exponentielle :

(-7 tV/N 1 ZCN,n (@) n

R nl

N-—1
n(1+6- % (-1)""8 0
n=1

et a donné I'expression des polynomes hypergéométriques de Cauchy :

enm (z) = En:(—n"—i (?) (@+n—i—1)""cy,.

On note ici qu'on a ¢y, (0) = ¢y, Voici les premiéres valeurs de ¢y, pour 1 < N <5

et 0<n<3:
| N/n| 0 1 2 3 |
N=1 1 1/2 ~1/6 1/4
N=2 1 2/3 —~1/9 8/45
N=3 1 3/4 —3/40  21/160
N=4 1 4/5 —4/75  88/875
N=5 1 5/6 —5/126  5/63

Tableau 3.2 — Les premiéres valeurs de ¢y .

En 2010, Kurt [4I] a introduit la classe des polyndémes de Bernoulli généralisés de

prmiére espeéce, piN—tel (x). 11 a défini ces polynémes par la fonction génératrice ex-
ponentielle :
(0%
t IN—1a] (3 T
J— —La P
N—14n o Z By (I) n!’
exp (z) — > — n=0
n=0 T

En 2014, Mihoubi et Tiachchat [62] ont établi des expressions pour ces polynémes aux
points entiers, en utilisant les nombres r-stirling quasi s-associés de seconde espéce.
Nous avons, donc réflichi & trouver une généralisation similaire pour les nombres de
Bernoulli de seconde espéce et 'introduction des nombres et polynémes hypergéomé-
triques de Cauchy par Komatsu [38], [39], nous a motivé pour définir une généralisation
pour ces nombres et ces polyndmes, puis les exprimer en utilisant les nombres r-stirling
quasi s-associés de premiére espéce qu’on a déja introduit dans le deuxiéme chapitre.
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2 Nombres hypergéométriques de Cauchy généralisés

Dans la définition suivante, nous introduisons les nombres c%;,, qui représentent une
généralisation des nombres hypergéométriques de Cauchy :

Définition 78. Soient a € R, n, N € N, N > 1. Les nombres hypergéométriques de
Cauchy, généralisés, notés cfy,, sont définits par la fonction génératrice exponentielle :

«

(—)Y VN -y "

T m CN’"n" (3.1)
n—1 :
n=1

Le théoréeme suivant donne l’expression des cs\o,‘)n en utilisant les nombres de Stirling

s-associés de premiére espece :

Théoréme 79. Soient o € R, n,N € N, N > 1. Les nombres hypergéométriques de
Cauchy, généralisés, cg\, admettent ’expression :

n

Nin! n+ Nj1VH ;
(a) n J j
Sy —a)l.

En particulier, pour un nombre entier non positif « = —k, on a :
k N
C(ik) _ (_1)n Nnlk! n+ Nk
Nn (n+NE)!| k

Démonstration. On a :

«

n )NV /N SN tn

St | S - (S AR -k

o S (-1 = >0 JTaAF "
n>N n

ce qui implique :

CNn = fn ( ) )
ou (f, (z)) est une suite de polynémes de type binomial définie par :
. Nj!
(1) = (1) ——.
1) = (1Y =

En appliquant le théoréme B donné dans |24, pp. 139], f,, (—«) peut étre écrit :

1y Nj!
ZBnk f] ZBnk ( ]‘f‘—]N> (_Q)EJ
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et en utilisant l'identité [31”] donnée dans |24, pp. 136| par

d1tm j!aj+m n! m
Bn PIREED) . g oo = —Bn m. O,...,O, m s Um g eee .
N ((1+m)! (]—i—m)! ) (Tl—l—mk:)! + k,k( Am+1s G2 )

a - j N]'
CEVL = ZBn,k ((‘UJ ]JF—N) (—a)*
k=0

k=0
" NFn| N k
= - ——B, 0,....,0, NU(N+ D!, ... | (—a)®
. N*n! NE]YH!
S MG e L
— (n+ Nk)! k
Et pour un entier non positif &« = —k, on obtient :
k
k)T e Nt
S - (An et
n=0 n=N
k
tn
_ arky—Nk N b
= NF (Z;V( D™ (n ”'m)
. mn
_  pINkp—Nk YV )
= KN VY B,, (( DN (5 1).) ~
n>k
tn
= BN () T B (- DY
n>k ’
= RINMNS (<1 B, (0,0 o n-nn, | L
n>k ) Y Y Y ) n!
N n
_ k'th—NkZ -k {”} "
n!
n=k
N Nkl [n4+ NEJY
N n+ Nk)! k n!’
n=>0

m
Corollaire 80. Soient n, N € N, N > 1. Les nombres hypergéométriques de Cauchy

vérifient :
n k 151 N A N+1
(1) n N ny! n —+ J
CNon = CNip = (_1) . |: . :| .
i ;)(HHVJ)! j
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En particulier, les nombres de Cauchy de premiere espéce ¢, vérifient :

s B () 1T

=0

3 Expressions explicites des polynémes hypergéomé-
triques de Cauchy généralisés

Nous introduisons les polynomes hypergéométriques de Cauchy, généralisés par :

Définition 81. Soient z,a € R, n, N € N, N > 1. Les polynoémes hypergéométriques
de Cauchy généralisés, notés cg\?)n (x), sont donnés par :

«

N-1 n T CNom (ff) n— N 2> 1, (3.2)
In(14+¢t)— > (_1)”—1t_ (1+1)

n=0 n

Remarquons que,
cg\l,)n (x) = eny () : les polynomes hypergéométriques de Cauchy,

cgl,i (x) = cn ( ) : les polynomes de Cauchy de premiére espéce,
(a) ) (
1

RN

cgl,)1 (0) = ¢, : les nombres de Cauchy de premiére espéce.

0) = ! N : les nombres hypergéométriques de Cauchy, généralisés,

0) = ¢n, ¢ les nombres hypergéométriques de Cauchy,

3.1 Expression explicite par les polynémes partiels r-Bell

Dans le théoréme qui suit, nous donnons I'expression de cﬁ‘)n (x) en terme des nombres

mi, ceci pour tout entier positif r.

Théoréme 82. Poura € R, N >1etreN, ona

(@) ( ) (—1)n - n! [n—l—Nj—i—r]NH( )j
C pr— —Q)=.
N,n No s (n+Nj)' j—i—?“ .
En particulier, pour un entier négatif « = —k, on a
=) (1) 1) N*El [n+ NE+r]Y
c r) = (=1) ———— .
Nn (n+ NE)! k+r |,
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)

' (r), on a

Démonstration. D’aprés la définition de cg\%

«

Zc(a) (T)ﬁ B (—1)N71tN/N ( 1 )r
n! -1 L2 141
=0 g;:v( o

Ce qui donne
@ () = NN (m)R
N (7) (=1)
ot (f, (z)) est une suite binomiale, avec

F =5 o) = 8 (G2 (o

N+n

~—

Ce qui nous conduit a écrire
n n

) = N3 (a3 (- (n o 1)3160' (Sﬁ f) ’

=0 k=j

et la fonction génératrice de

n

A =3 (" ((jvlff!)

k=j
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est donnée par

- () 5 (S5
(

_ (—t)_Nj% (Z (—Zt)z>
_Nj n4r] " (=t)"
= ) Z[jw} (n!>

n>j r

= ZFJ {”+Nj+r]N“tn

n+NH| j+r n!

nzj

tn
En identifiant les coefficients de —, on trouve

n!’
(—=1)"n! {n + Nj+ r] N

A, j) =
(n.3) (n+ N j+r

Y
r

Et Pexpression de c§3>n (r) est donnée par

n n . N+1
(@) _ N-a (=D)"n! [n+ Nj+r Y]
xon (7) Z (n+ Nj)! jg+r ], (=a)*.

5=0
Pour a« = —k, k entier positif, on a

(=) ﬁ B (_1)N71 tN/N —k L r
ZCM” (7) o (Zj>N (_1)j—1 g) (1 —l—t)

n=0 J

e (55 ()

J>N

= N Y {””}N(_“n

S k+r],. n!
B Z(—1)”1\]%! {n—FNk—l—r]Nﬁ
= (n+ NE)! k+r |, nl
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Corollaire 83. En particulier, pour o = 1, [’expression des polyndémes hypergéomé-
triques de Cauchy au point entier x = r, est donnée par

6 B I (-1)"n! [n+Nj+r
exn (r) = e (1) = 2 Nm+NjI| j+r '

Jj=0 r

Et pour o = N =1, [’expression des polynomes de Cauchy au point entier x = r, est

donnée par
1 (=D)"nln+j+r
o) =l =3 T

per Al )L RV B

Rappelons que les nombres r-Stirling quasi s-associés de premiére espéce sont donnés
en fonction des polyndmes partiels r-Bell par la relation ([2.2)) :

s—1
n—i—rs , JP——
[k+r] =BY) o (0,0, (s =1 st con 12 ]

T

)

. (r) en fonction des polynomes partiels r-Bell est donnée par

Alors, ’expression de cg\‘i

& (r) = (~1)"N°
n N

ZWB”+Nj+T1j+T O, ,O, (N)',(N+1)',,O‘,1', <—Oé)l.

3.2 Expression explicite par la formule de Melzak

Théoréme 84. Poura € R, N>1etreN, ona

e (r) = N7 (a ;p) i (=" @9) (a+)) (j'r'z V). {n E]ij: T} X

J=0 T

Démonstration. Pour tout polynoéme f de degré < p, la formule de Melzak [47], est
donnée par
p .
a+p (P\ [ (z—))
flz+a —a( ) —1”(,)—,, 3.3
wra=a ) ()5 (33)

Le théoréme montre que N O‘cg\c,i)n (r) est un polynéme en « de degrés < n, Ainsi,
en appliquant la formule précédente pour le polyndéme

f ) = NP (r),

p ) ijc(—j) r
et = o) S ()
j=0

on obtient
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La preuve est achevée, en remplacant cg\zj ) (r), par la deuxiéme expression du théoréme
[2). 0
Si on prend p = n, le théoréme donne
o o [N\ & nti [T 7! n+Nj+r
cin () = N >0 . S
n j) (a+7)(n+ Nj)! j+r

J=0

N

T

Ce qui donne 'expression des polyndémes hypergéométriques de Cauchy en entiers po-
sitifs

n . . N
(1) n+1 - (n> j! ln+N]+r]
N (1) = v (1) = = ?;( ) i) G+ +NH G+ ],

Et l'expression des polynémes de Cauchy en entiers positifs est

e (r) = 6517)1 (r)=(n+1) i (—1)n+j (n) T J! [n+j + r}r.

= J NGO ) L R A
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Relations entre une paire de polynémes de type Appell généralisés

1 Introduction

Rappelons que les polynomes de Bernoulli d’ordre supérieur, de premiére et de
seconde espéce B\ (x) et b (x), sont définis, respectivement par :

tn t @
(a) M xt
I e

n=0
t [e%
b (2) " = <—) (1+1)°.
%; In(1+1)

Ces polynémes ont été étudiés par Carlitz en 1979, voir [17, Egs. (2.11), (2.12)], ou il
a prouvé l'identité connue

B =) () = nlbp@ (1 — 1) (4.1)

Dans ce chapitre, motivé par le travail de Tempesta [78] et Wang [82] sur les polynomes
de Bernoulli généralisés d’ordre supérieur, nous définissons une suite de polynoémes
pL) (x| A, H), dépendant seulement du choix de deux fonctions A et H, analytiques
dans un voisinage de zéro, par la fonction génératrice :

t\" N t"
(A_<t)> H(t)=> P )(a:\A,H)E.

n=0

Ces polynomes représentent une généralisation des polynémes de Bernoulli d’ordre
superieur des deux espéces ainsi que les polynéomes de Bernoulli dégénérés définis par
L. Carlitz [17].

Nous démontrons l'identité

P (x| A, HoA) =P (1-x| A AH),

avec (Ao A) (t) = (Ao A) (t) =t.

Cette identité généralise l'identité précédente de Carlitz [17]. Nous donnons aussi
quelques propriétés et relations récurrentes de ces polynomes, ainsi que ’expression
des dérivées successives d'une fonction. L’outil utilisé est le théoréme d’inversion de
Lagrange.

2 Théoréme d’inversion de Lagrange

En mathématique, le théoréme d’inversion de Lagrange démontré par Joseph-Louis
Lagrange [44], fournit le développement en série de certaines fonctions définies impli-
citement. Ce théoréme a connu plusieurs applications, nous citons par exemple celle
de Abbas et Bouroubi [I], ot de nouvelles identités sur les polynomes de Bell sont
démentrées. Dans cette section, nous présentons le théoréme d’inversion de Lagrange
avec quelques exemples d’applications.
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Soit la série formelle, sans terme constant

B(1) =3 durr, 61 #0,

n=1

et son inverse de composition

N

¢ (u) = Z

P(o(t) = ¢(5()

5 <“>L¢<t>' [%w)] =

t=0

: |

~—

vérifiant

Avec les notations précédentes, le théoréme suivant donne la version simple du théoréme
d’inversion de Lagrange, appelée Formule d’inversion de Lagrange.

Théoréme 85. [2]] Soient ¢ (t) une série formelle verifiant ¢ (0) = 0 et ¢1 # 0, et
¢ (u) son inverse de composition. Alors, pour k=1,2,... netn=12,..., ona:

[j— (6 <u>)’“} = k(n— 1)t [jt (@)] ~ (42)

u=0 t=0

Avec les mémes conditions du théoréme précédent et en utilisant les polynomes partiels
exponentiels de Bell et les polyndémes potentiels, est démontré le corollaire suivant qui
donne les coefficients de la série inverse ¢ (u)

Corollaire 86. [21, p. 437] Soient ¢ (t) une série formelle verifiant ¢ (0) =0 et ¢y #
0, et gb*l_(u) son inverse de composition. Alors, le coefficient d’ordre n,n =1,2,..., de
la série ¢ (u) est donné par

R e G2 &3 Bn
Pn = kz_% o B 1 (2751,3751, . 7n—¢1> : (4.3)

Le théoréme qui suit donne deux formes basiques du théoréeme d’inversion de Lagrange
dite (version générale), voir |21, p. 439|, pour plus de détails sur la preuve.

Théoréme 87. [21] Soient f(t) => fk% etu=¢(t)=> 1", ak%, ag # 0. Alors

ft)= +Z[CZ;11( >dfd§s>)1t:0%’ (4.4)

n

ri(1- udiif))_l =Y [Fewro)] (45)
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2.1 Quelques applications
1. Pour ¢ (t) =te™" : d’apres (4.2)), pour k=1, On a

vl [ ()] B

dtn—l
d’ou, la serie inverse de ¢ (t) = te™" est la série formelle

t=0

2. Formule d’Abel : Soient g (t) = e* et f (t) = €*". On a

(& (i), - [

— D’aprés la formule (4.4]), on déduit

oo
et = g z(z+nz)""" u_'
n!

n=0

x(z+nz)""

n!

WK

3
Il
o

d’otu, la formule

o0 n—1 [ee)
xt x ($ + TLZ) n __ n
e ZO — U= ZO A, (z,2)u”, (4.6)

n—1
x (x4 nz
ou A, (z,2) = #, n > 0, représentent les polynémes d’Abel.
n!
— On a aussi

FCCH0 >]t0 — | g (e )Lo

= [(z+n2)" e(z+m2) ]

t=0
= (z+nz)",
d’aprés la formule (4.5)), on déduit
et o0 N u” .
1_Zt:Z(x+nz) o u=te " (4.7)
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3 Relations entre une paire de polynémes de type Ap-
pell généralisés

Dans la définition suivante, nous essayons de donner une forme générale englobant
les polynomes d’Appell

Définition 88. Soient A et H deux fonctions analytiques dans un voisinage de zéro,
avec A (0) = 0 . Les nombres P (A, H) sont définis par la fonction génératrice :

t \* N t"
(A—(t)) H(t):ZPy(A,H)H (4.8)

n=0

Remarquons que :
~ Pour A(t) = exp (t)—1, H(t) = exp (zt), P\ (A, H) = B\ (z) : les polynomes
de Bernoulli d’ordre supérieur de premiére espéce.
— Pour A(t) =In(1+¢), H(t) = (1+1t)", P (A H) = b (x) : les polynomes
de Bernoulli d’ordre supérieur de seconde espéce.

~ pour A(t) = UL g () = (14 gty P (A, H) = BY (23 8,) -

les polynomes dégénérés de Bernoulli, vérifiant

B (z) = lLmB@W (z;1,))

" A—0

b (v) = LImBY (z:,1)

n

L’identité pricipale de ce chapitre est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 89. Soient A et H, deux fonctions analytiques au voisinage de zéro avec
A(0)=0 et A’ (0) > 0. Alors

P (A, HoA) = "™~ (4, A'H),
ot (Ao A)(t)= (Ao A) (t)=t et (AH)(2) = H(z) D.A(z) avec D, = L.

Démonstration. Puisque (Ao A) (t) =t, alors 'équation t = A (z) donne z = A (¢).
Donc 'équation z =t (ﬁ) admet la solution unique z = A ().

En utilisant la formule d’inversion de Lagrange (4.4]), pour toute fonction F' analytique
au voisinage de z = 0, on obtient

- S (0 (7))

n>1

Donc, pour le choix de F' (z) = (A‘(Zz)yx H (z) et puisque fDg = D (fg)—gDf, on peut
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écrire :

: \" S (A H) = P (A, AH) 2
DZ((A(z)) H<Z>)‘”Z< i+ )F

j=0

n
ainsi, en utilisant l} le nombre D"—; [F "(2) ( z > ] peut étre écrit sous la forme

A(z)
ED
_ Dg:()((ﬁ) H(z))

Capy” (P AD — B (A )
- j+1 ]'

j=0

(n—a) (n—a+1) ’
= P (A H)—n (Pﬂ (4, H) = P <A,AH>>

n

= plrmatl (A A'H).

Alors
=\ “ ) — (n—a+1) i U
<—A (z)) H(z) E P! (A, A'H) ot (4.9)

n=>0

D’autre part, puisque z = A (t) => F (z) = F (A(t)), on obtient aussi

(A?Z))_QH(@ = <%@)a => P\ (A, HoA) —n. (4.10)

n=0

D’ou l'identité découle de ) et - O

Pour présenter quelques applications du théoréeme , on donne la définition sui-
vante :
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Définition 90. Soient A et H deux fonctions analytiques au voisinage de zéro avec
A(0) =0, A’ (0) > 0 et soient o, x réels. Une suite de polyndmes <PT(LO‘) (x| A, H)> est
dite de type Appell si

(Ai(w)a( => P :z:\AH

n=0

Quand on remplace H (t) par (A’ (t))” H (t) dans le théoréme (89)), on obtient le résultat
suivant :

Corollaire 91. Soient « et x deuxr nombres réels. Soient A et H deux fonctions
analytiques au voz’sinage de zéro telles que A’ (0) > 0. Alors,

(x|AHoA) Prtl= (1 — 2z | A H), n>1.
avec Ao A(t) = AoA(t) =
Démonstration. D’aprés le théoréme , on a/

ZP (4, H o A4) ZP nmetl) (A, A'H) f;
t\“ — £\
t ¢ ' (A r A t e ! / T
- (T@s)) (A (A@®))" (HoA) (1) = (A—@)) A (1) (A (1)) H (1)

En remplacant H (t) par (A’ (¢))" H (t), on obtient :

(55) @@y E-n0 - (55) RCETES
- (4)  @orH
Or on a
A(A@) =t= A (A@t) A (t) =1
= 4 (A1) = (A () -
> @A) =(A®)
Ainsi
(%@)a (E’ (t)) h (HoA)(t) = (%)nﬂa (A () H (1)
o (5m) @) weno - (15) @O THE
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et d’apreés la définition (90]), on déduit

« n Oé tn
> P x|AHoA = prtts L=z | A H)—,
n=0 n=0
ce qui achéve la preuve. O

En particulier, pour H (t) = 1 dans le corollaire , les polynomes P\ (a: | A) définis

par
t (0%
— P A 4.11
(7m) wor-gree! @
n=0
satisfont -
P (x| A) = P (1 — x| A). (4.12)
Et pour H (t) = ( ’E t)) )Y dans le corollaire , avec (3, y deux nombres réels

et B(0) =0, B'(t) >0, les polynomes plep) (x,y | A, B) définis par :
(1) @or () oy =Xre w4,
A(t) B(t) =
satisfont
P9 2,y | A, B) = PP (1 —y, —a | A, B) = Py "% (—y, 1~ x| A, B).

Théoréme 92. Soient A et H deux fonctwns analytiques au voisinage de zéro avec
A(0) =0, A (t) > 0. Alors, les polynomes P (x | A, H) vérifient

aP Y (x4 1| A H) + (n—a) P (x| A H) (4.13)
— nD} ((ﬁ) D. (A (z))xH(Z))>, n> L.

Démonstration. L’équation z =t (ﬁ) admet la solution unique z = A (t) avec A o

A(t) = Ao A(t) = t. En utilisant la formule d’inversion de Lagrange, pour toute
fonction F' analytique au voisinage de z = 0, on obtient
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mra0z (1) 7o)

= nD; ((

+aD?_,

— P (o | A, H) + nD] (( i) ey <z>)) -

Et d’autre part, I’égalité (%) - ((Z)’ (t)>_x H (A(t)) = F (2) est équivalente &

S P (< | A, H o A) % — 14 Znggg ((ﬁ)zf <z>) ,

n=>0 n>=1
le.
P n+ao
nDi%, ((m) D. (A ()" H (t>)> +aP" (x| A H)  (4.14)
z
= (n+a)P{™ (—z| A, HoA), n>1.
La preuve sera compléte en utilisant le corollaire , aprés avoir remplacer a par
o —n. [
4 Applications & quelques paires de polyndémes

Dans cette section, nous appliquons les résultats précédents, relatifs & une fonction
analytique A (t) et sa fonction inverse A (t), & quelques paires de polynémes particuliers.

4.1 Application 1 :
Aty=t+C et A(t)=vT+2t—1:

— D’aprés (4.11)), on obtient la paire de polynoémes :

tn AN -
ZPW(MA)E = (1+§) (1+1)",

n=0

> P x|A — = (ﬁ)a(lmtﬁ.

n>0
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pour lesquels, on peut vérifier que

P@ (2] A) = n!kzi; (‘l:‘) (n ’ k) 92k,

— En utilisant (4.12)), on peut montrer que

— n 1— 1—
P,,Sa) (ZE | A) — Pén—i—l—a) (1 — ‘ A) _ n'z(n + . Oé) (n _2) 2—k:

k=0

— Le théoréme , montre que

)

1
> 1.

n—1

aPe ) (241 A+ (n—a) P (x| A) = naP ™ (x—1|A), n>
aPe+D (a:+1|z)+(n—oz)P,(L°‘) (z]4) = —nIP,(LCf)l (z+2]A4), n

4.2 Application 2 :

A(t) = ol et A(t) = V1=

— D’aprés (4.11]), on obtient les polynomes :

n ¢ a+2z
(a+2z) Y / z 2\ & T
Sre @G () @O =) iy
n=>0
pour lesquels, on peut vérifier que :
a2 (2n)! & n
P (| A) = Sy (1 () (@) (0,

k=

o

P (] A) = 0.

2n+1

— En utilisant (4.12)), on peut montrer que :

;Op&w (_zx\z)z_’: _ ( ZL(?;) )a—%((z),@)_n
- () e

2t2

avec .
P2 (=27 | A) = P"Ho72) (1 4+ 22 | A).

n
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4.3 Application 3 :

At)=exp(t)—let A(t)=In(1+1):
D’aprés (4.11]), on obtient les polynémes de Bernoulli d’ordre superieur de premiére et
de deuxiéme espece BYY (z) et b\ (—x) :

t o\ _ () " _ (@) () -
() o = X <x|A>;—ZB @5

n>0 ’ n>0

t “ - N a
(W) 1+8)7 = Y P x]A => b (-

n>0 n=0

— En utilisant (4.12)), on retrouve l'identité de Carlitz [I7, Eqs. (2.11), (2.12)] :

@ (z) = BUHIO (24 1),

n

B (z) = nlbt1=) (z —1).

n

— En appliquant le théoréme (92)), on peut montrer que :

an,(fi)l () 4+ (v — n) B,(La) () = an!bf{‘_a) (x4+1), n>1, (4.15)
nlzb, (2) + (@ —n)nb@ (z+1) = aB» 9 (z+1), n>1. (4.16)

— En combinant les deux identités (4.15)) et (4.16]) avec I'identité célebre (voir [75]
p. 95]), on obtient :

B&(x+1) = B (x) +nBY (2), (4.17)
b (z+1) = b (z)+ b, (). (4.18)

Poura#1letn>1:

B@ (z) = (1— n )B("‘ D (z )—I—n( ’ —1) B (z), (4.19)

a—1 a—1

b (z) = Q— L )wHM@+(x_”+Qdf”@y (4.20)

a—1 a—1

On note que l'identité (4.19)) est exactement I'identité (4.2.7) donnée dans [75] p.
96).

4.4 Application 4 :

A(f) = B = S (5] ), 4 et A () = L

B n=1

ou, (B[ A), =B(B—=A)---(B=A(n=1)), n=1,et (B]A), =
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D’apreés (4.11]) et (4.12)), on obtient les polynémes dégénérés de Bernoulli :

P (x| A) = B (2;8,)),
1

n

B (z:8,\) = B9 (1 -\ ),

n

avec
B (z) = LmB@ (z;1,)),
A—0
b (z) = lLmBY (z;86,1).
B—0
En appliquant le théoréme , on obtient :
aBP (z+ LA, B) + (n— a) B (23X, 8) = (4.21)

—A;)\,B> ,n> 1. (4.22)

4.5 Application 5 :
Alt) =15 et A(t) = &

T -

D’aprés (4.11)) et (4.12)), on obtient la paire de polynémes (G%a) (x) ,g,(f‘) (:13)) définis

S @@ = a-nr -,

= n!

tn [e% —2x
ngﬁ)(ac)m = 1+ (1417,
n=0 ’

Le corollaire donne :

G (z) = n!i(azzx) (4.23)
o) (@) = n!g(“‘kzx). (424)

5 Connexion aux dérivées successives d’une fonction

Dans cette section, nous montrons quelques connexions du théoréeme , au deéri-
vées successives d’une fonction.
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Proposition 93. Soient B et H deux fonctions analytiques au voisinage de zéro avec
B (t) > 0 et soient o, x deux nombres réels. On a

n (e} Z n n— (07
DLy (B 0)" w8 (0) = () D1 (B 0)*) Dl (1 ()"
k=0
Démonstration. Soient V (t) = tB(t) et U la fonction inverse de V. En utilisant le
théoréme , on peut écrire :

- Dﬁzo((m)_awva»)
_ pr, ((%)nma U (1) H (xt))
IALE (%)WQU'@)) Do (1 (+1)
IRLE, () <t>) D (H (1)
() e
- Z (Z) D ((B(®)*) Dl (H (1)) a*,

ce qui achéve la preuve. 0

Pour différents choix de H et de B dans la proposition (93]), on obtient :

Corollaire 94. Soient B et H deux fonctions analytiques au voisinage de zéro avec
B(t) >0, Ona
D (B W) e @B @) = (") D (B0 o
=0 oxp (2tB (1) = ) ) Piso (B ()77) 7,
n a A n n—k
DL (O (e o) = Y () o (

Do (1 (—B:E(fgzt)) B g(n ﬁ!k)!D?_Uk <(B (t))m) it
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5.1 Applications :

Dans cette section, en appliquant les résultats précédents pour donner les dérivées
successives de quelques fonctions connues.

Application 1 :
— Pour : B(t) =exp(t) et H(t) =exp(t) :

Le corollaire [04] donne
DIy (exp at) exp (atexp () = 3 (1) ( + )"

— Pour : B(t) =exp(t) et H(t) = cos(t) :

Application 2 :

— Pour: B(t) = (1+t)" et H(t) =exp(t) :
Le corollaire donne

D, ((1 + 1) exp (xm +t)A>) Y (Z) ((k+a)N),_, 2",

Pour : B (t) = (1 +1t)" et H (t) = cos (¢) :

D, ((1 + ) cos (a:t (1+ t)A>> - an; (Z) ((k+a) ), _, cos (kg) g
— Pour: B(t) = (1+1t)" et H(t) =sin (t) :
Dy (141 sin (wt (1+1)*)) = Z (Z) ((k+a)A),_, sin (k%) ",

— Pour: B(t) =exp(t) et H(t) = (1+1)":

D, (exp (at) (1 + ztexp (1)) = (") (k+a)" F(\), 2"
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Polynomes de type Appell et polynomes partiels r-Bell

1 Introduction

Rappelons que les polynomes de type Appell P (x| A, H) sont définis par

(5) @O HEO=X P @A 5.1)

n=0

ot A est une fonction analytique au voisinage de zéro avec A (0) = 0, A’ () > 0
et «, x réels. Remarquons que pour H (t) = 1 et A(t) = e —1ou H(t) = 1 et
A(t) =1In(1+1t), on obtient les polyndémes de Bernoulli d’ordre superieur de premiére
et de seconde espéce, respectivement.

En 2009, Cenkci [20], a donné une expression explicite pour les polynémes potentiels
avec ses applications.

En 2014, Mihoubi et Tiachachat [63], ont donné les expressions explicites pour les
polynomes de Bernoulli d’ordre superieur, aux points entiers :

woen - Ser () PIILL) e

J=0

wemn = o (V) (] e

J

et

Dans ce chapitre, en nous basant sur les résultats du chapitre précédent, nous donnons
quelques relations récurrentes pour les polynémes de type Appell pL (x| A), en uti-
lisant les polyndémes partiels de Bell, ainsi que des formules explicites en fonction des
polynémes partiels -Bell. Comme cas particuliers, nous retrouvons les identités (/5.2))

et .

Dans ce qui suit, on va utiliser les suites (a,, n > 1) et (@,, n > 1), données par
les fonctions génératrices

t" _th = _
Zanm = A(t), Zanﬁ = A(t), a1ap = 1,

vérifiants (Ao A) (1) = (Ao A) (t) =t
2 Connexion avec les polynomes partiels de Bell

La relation entre les polyndmes pL) (A, H) définis par 1) et les polynomes partiels
de Bell est donnée par la proposition suivante :
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Proposition 95. Soient A et H deuz fonctions analytiques au voisinage de zéro avec

A(0) =0, A (0) >0 et « réel. La suite (Pk(a) (A, H)) vérifie les relations :

n=0

n

PU) (A AH) = Y Bup (@, Guin) P (A H),
k=0

P (A, A'H) = "y P (A H

n ( ) ) Z(k)a k+1 ( )
k=0

Démonstration. Avec les notations précédentes, et de 1’équation (4.8]) et (4.10)), on a

1’L

(Ai ) => B k;' = P AHoA)— avec z = A(t).

k>0 n>0
Alors
k
—a) (7 — " (a) (A( ))
> P (A, HoA) o = > B (A H) i
n=0 k>0
k
— SR (A H) - (Zaﬁ-ﬁ)
= k! = " ml
a _ t"
= ZP( ) A H ZBnk al,...,an_kﬂ)m
k>0
= Z ZBnk ala"'7an—k+1)Pk(;a)(A7H)a
n>0

ce qui implique P\~ (A HoA) = Y- By (@1,...,0n—kt1) Pk(a) (A, H). D’ou, la pre-
k=0

miére relation découle en utilisant le tiéoréme .
En utilisant la définition de P (A,H), on a:

ZP (A, A'H Z: _ <AL(t))aH(t)A'<t>,
)z

n=0 n=0

“/n N "\ "

n=>0 \ k=0

Et la deuxiéme découle en identifiant les coéfficients de %n, O]
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En particulier, pour H (t) = 1 et A’(t) > 0 dans (5.1)), on obtient les polynémes
(qua) (x| A)) tels que

(AL@)Y ;P (z | A) T; (5.4)

avec les mémes conditions de la proposition (95)), le corollaire suivant donne des re-

lations récurrentes vérifiées par les polyndomes pL) (x| A), en utilisant les polynomes
exponentiels partiels de Bell :

Corollaire 96. Soient A une fonction analytique au voisinage de zéro avec A (0) = 0,
A" (0) > 0. Soient o, = réels. La suite de polynomes (P,&"‘) (x| A)) satisfait les
>0

=

relations récurrentes :

P£n+1+oc) (33' +1 | A) — ZBn’k (al, .. ,6n,k+1) P]Ea) (.I‘ | A) )

n

PO (z4+1]A) = Z(Z)an e P (x| A),

k=0

ot By (a1, ..., an—k4+1) est le polynome partiel de Bell.

2.1 Applications
Application 1 :

A(t)=t+ % et A(t) = +/1+2t— 1, on obtient la paire de polynomes :

P (x| A) = n!kzi; (7:‘) (n f k> 27",

PO A) = s =3 (M) ()2

k=0
Le corollaire , donne
'/ k 1
(n+a+1) _ i () .
et el ) = 530 ) g e 1),
k=0
P (o A) = MDD o (g ) e p), (1)
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Application 2 :

A(t) = exp(t) — 1 et A(t) = In(1+1t), on obtient les polynémes de Bernoulli
d’ordre superieur de premiére et de deuxiéme espéce B (x) et b (—x).
En appliquant le corollaire , on obtient

B7(1n+1+a) (l’) — Z |iZ:| B](ga) (iC o 1) ,

k=0
n n N
5O @ = () B -,
k=0
et
I
b @ —=1) = 3 i (),
k=0
n n—=k
(« - <_1) 1 (o)
Y -1 = D 0 e oEo @)
k=0
Application 3 :
n AB
A =9 s g, D an - O
n.

n>1
o, (B|A), =BB=A)---(B=A(n—-1)), n > 1, et (B|A), = 1. On obtient les
polynomes dégénérés de Bernoulli :

P (x| A) = B (z;8,\),

n

B (z;8,A) = B (1—a;M, ).

n

En appliquant le corollaire , on obtient :

Bt (x+ ;A B) = > Buw ((5 | >‘>j> B, (w37, 5).
k=0

n

B (xz+1;\p6) = Z(:) BN Bl(ca) (x4, 8) .

k=0

Application 4 :

A t « (63
et A(t) = 1T On obtient la paire de polynémes <G5L ) (x) g (:c))

A(t) =

définis par :

1—-t
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- 2
G () = “!Z(OH;; x) (5.5)
k=0
)
g9 (x) = mz( L ) (5.6)
k=0
Du corollaire , on obtient
n « & n (63
G @) = Y [3|6 o), (5.7
k=0
@@r1) = S ekt 11 5.8
Y (r+1) = f (n + 1)!g," (). (5.8)
k=0

3 Expressions explicites des polynémes de type Ap-
pell en fonction des polyndmes partiels r-Bell

Des expressions explicites des polynomes de type Appell sont données par les pro-
positions suivantes :

Proposition 97. Soit A une fonction analytique au voisinage de zéro avec A (0) =0,
A" (0) > 0. Soient n,s,k,r des entiers non négatifs. Les polynomes de type Appell
P (x| A) admettent l’expression :

iR L o
PO =3 (17 ) B @B @ 659)

J=0

Démonstration. 11 est clair que

On a aussi :

AAR) = t=AAW)A @) =1

(A®)

!/

— A(t)= (Z
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d’apres la définition de P (z | A), on a :

St = (4) @wor

(Z;A—ém) (A (aw) @@y

"B (40 ) (Zaj(“f”]) (Zaj+1(“‘§f)>]> ,

en appliquant le théoréme ((54)), on obtient :

ZPék)(s—r!A)g = KI(AQ) 0SB, (@ (A(t))j

|
n=0 ’ j=k J:

7>k
. -1 .
Jtk . _ (AQ®) ‘
=2 ( ! ) B e (@) - (4 (1)
j=0
J+k r) t"
- Z ( k ) BJ-HC-H’ k+r CL[ ZBn—l-s j+s (CL[) _|
Jj=0 n=j '
Jj+k ()
= SIS (1) e @8,
n>0
. . . . t"
et par identification des coefficients de —, on retrouve le résultat. O

' Y
Proposition 98. Soient n, k,r des entiers non négatifs. Pour toute fonctzon A ana-

lytique au voisinage de zéro avec A(0) = 0, A’ (0) > 0, les polynomes P (:1: | A)
admettent [’expression :

n+k\ "
P 1) = (") B ). (5.10)

Démonstration. De la définition des polynomes P™ (x| A),ona:

Seteiat = () @or

n=0

Page: 80



Polynomes de type Appell et polynomes partiels r-Bell

= MA@ (A @)
L Z Br(fir,kw (1) t_

n!
n=k

= Zan-H“k—l—r )

n=k

n+k ! (r) t"
- Z( k ) B ktrdetr (Cll)m,

n=0

tnfk

n!

n
et par identification des coefficients de , la preuve s’acheve.

Pour démontrer les resultats obtenus, on a besoin du théoréme suivant :

Théoréme 99. Soient n, s, k,r des entiers non négatifs. Soient U (t) = > U,L; et

n=0

V() = 2 Vil avec U (t) =V (A(t)) (A (t))". Alors, les relations inverses suivantes
n=0
sont vérifiées

Un = ZBT(L:)-T,]C-FT‘ (al)‘/k?
k=0

Vi = ZBr(Qr,kJrr (@)U
k=0

i.e.
ZBn—l-r k+r Bli—grj—l—r (al) = 5(j=n)'
Démonstration. Si U (t) = Y U,L et V (t) = YV, 5, avec U (t) = V (A () (A’ (¢)".

n=0 n=0

Alors en appliquant le théoréme , on obtient la premiére identité.
En remplacant ¢ by A(t), on obtient V () = U (A (1)) (Z, (t)) , et en appliquant le
théoréme , on obtient la seconde identit’e. ]

Théoréme 100. Soient A une fonction analytique au voisinage de zéro avec A (0) = 0,
A" (0) > 0. Soient a, x réels et n, k,r des entiers non n’egatifs. On a :

P (2 41| A) ZBWW P (z+r|A), (5.11)
qut est équivalent a

P (z 471 A) ZBW pn (@) PITT (2 1 1] A) (5.12)
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Démonstration. On démontre que les deux membres de I'identité (5.12) admettent la
méme fonction génératrice. En effet,

T (0% tn
> (ZB,SL pon (a1) PO (341 | A>>

|

n=20 \ k=0 n:
k+1+a) "

- ZPIE T+ 1 | A <ZBn+r k—f—r )
k>0 n>k !

= ZpékﬁLlJra) (33' +1 | A) (A (t))k (A/ (t))r

k!
k>0

et par 'identité PIEHHQ) (x+1]A) = P,s_a) (—z | A), le dernier developpement de-
vient

S (e 1 2) B = (L“)) (@ () @@y

k>0

n

La premieére identité peut étre obtenue a partir de la deuxiéme, en appliquant le théo-

réme . ]

Remarque 101. Des valeurs particuléres de Pk(a) (x| A) peuvent étre obtenues par la
relation récurente , en prenant o = 0, x = —r telles que

Pé”“)(l—r|A>=Dfo((AL(t)) <A’<t>>1> B, (@),

qui donne pour r = 0

P (1] 4) = D<(%) A'(t)):lmzo),

P (0] A) = Df:(]((AL(t))nH) _a,
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De plus, pour 0 < k < n, on obtient

D((AL@) A’(t)) = PV

En particulier

prt (-1 nHA’(t) g i@=" nx1
t=0 A(t) - n n,1 1) — n, = 1,

D?=02<<AL@>HHA/@)> _ ﬁ:o(g@_kak, n>2.

Proposition 102. Soit A une fonction analytique au voisinage de zéro avec A (0) = 0,
A" (t) > 0. Soient m,r, s des entiers non négatifs. Alors, on a :

n . —1
n —-m ] + m s+r r .
U (541 | A) = Z( ) BEY o (@) B @), s> —r

. m
7=0
(5.13)
et .
n m n+m B s+1 _
PrtlEm) (s A) = ( o ) Br(ljm)JrerLerS“ (@), s > —1. (5.14)
Démonstration. En effet, I'identité
-1
—m n+m r
P 1) = (T B o (5.15)
implique, en utilisant I'identité (5.11)) :
Pt (s 411 A) = 3 B, @) P (s | A)
=0
n ]"—m —1
= Z( m ) By('itr2~8+r,m+s+r (al) BT(L:ZT,jJrr (al) )
5=0
pmtntl) (s 4) = P™ (s+ 1| A)
-1
n-+m (s+1) _
= B .
( m ) n+m+s+1,m+s+1 (al)
H
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Remarque 103. St m > n + 1, on obtient

P(mnl)(r+1|A) ”+1 m)(r+1|A)

n

ce qui implique, en utilisant et , ["identité suivante :
n —1
r+1 m—1 n—+m r _
B£n+r,)mfn+r (@) = (m D 1) Z( j > BT(L-i)-m-Q-?"J-i-r (ar) By j (@) -

D’autres résultats sont donnés par la proposition suivante :

Proposition 104. Soient o, x,y réels. Soient A et H deuz fonctions analytiques au
voisinage de zéro avec A(0) =0, A’ (t) >0, H(0) >0, H(A(t)) >0, H(t) = Zh nots
H(t)= > h,5 et

n=0

S0 ey | A1 5 = (415 ) @) @)

n>0

(TR L
ngk) (7”, S | A) = ( k > Br(L—&)-s J+s (G[, hl) B]+)]€+'r k+r (ala hl) :
0

j=

Démonstration. En effet, par définition, on peut écrire

Sl sl 0ty = (4) @A) @ o)

n>0

- (M) @y @ o)y

r (
- ZB]('H“ b (@5 1)

j>k

(j + k) B0 (b,h) A (,mj (@ (1))

Jjt+k+rk+r

tn

(it k .
(Z( k ) B7(H)-s Jts (al7 hl) BJJr)kJrr k+r (al7 hl>> m
n=0 j— |
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Exemple 105. Pour A (t) = 2= i1 () =1 et H (t) = exp (t), on obtient

m

() a0y @y = (=) oo =Tmst (5) 5

n=0

et

-n

Jt+k s — _
< e ) Bﬁls ts (a1, ) Bjirk (@)

Sy
=
~
| o
—
I
3
<.
3 |l M:
()

|
3

+k _ -
() B 1) By (- 1)

J=0

" iR\t . .
_ N J<Jk ) W (G + b k) Won s (n, )
j=0

qui est exactement un cas particulier du théoréme 1 de [65].

On constate aussi que la formule de Leibnitz donne

. " a+f
D;, <(A_(t)) H, (t) Hy (t))
) () ) () )

ce qui est équivalent a

Plth) (A HiH,) = Z( )P(a) (A, Hy) PP (A, Hy). (5.16)
=0
Si on pose P (:v | A, H) = Pj(a) (A, H"), on obtient

n

ey At =Y ()P e AP A 5D

J=0

Corollaire 106. Soient n,j des entiers non négatifs et o réel. Soient A et H deux
fonctions analytiques au voisinage de zéro avec A(0) =0, A'(t) > 0. On a

Pénﬂm ZBn+2J+1 al (A H)

Démonstration. Pour Hy (t) =1 et Hy (t) = H (t) dans 'identité (5.16)), on obtient

n

PO (4 ) = 3 (”) PO (A1) PO (A H),
J

Jj=0
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<m$ﬁWAn:PMWAHMMMHQ 1.
Or par 'identité ,ona:

P (A1) = PV (0] A)

n—j n—
-1
n _
= (k:) BT(LlJZl,kJrl (ar)
-1
(0 e (B
- (k) Dt:() ( j' B ( )
(e (B
k)70 G+ )
o\
= (k:) Bryo i (@) .
ce qui donne B,(Hzl o1 (@) = Boya i (@) O

3.1 Applications

Application 1 :

A(t)—e—letA():l(l t):
=1, Vizletag=(-)"1-1;VIx>1

(o ) — Y R E AL =Y B @) L

n=0 n>0
avec B (x) : Les polynoémes de Bernoulli d’ordre superieur de premiére espéce.
1. La proposition ({5.9)) donne :

~ (j+k - - s
5061 =3 () B (07 0 10) B 0,

J=0

d’ow, on retrouve le résultat de I’équation (10) du corollaire (2), établi dans [63],
Vs, k,r>0:

po6-n=> (TN ] v 1400

J=0

2. L’equation (5.10)) donne :

_ n-+k .
500 = (") B 0,
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d’ot, les polynémes de Bernoulli d’ordre superieur de premiére espéce vérifient

_ n+k\ Y (ntkar
- (1) )

3. Le théoréme (100]) donne :

(n+1+4a) _ - _1\n—k n+r (a)
B (x+1) = kzzo( 1) [kHLBk (x+7),
u n—+r a
BW (z4+7r) = }:{k+r}3§“+)@+4y
k=0 r

Si on dérive les deux membres de 'identité p fois, on obtient

71 n
+p ek (K+P\ | n+p+7r o
Btptlte) (p 4 1) = (” ) E: 1 ( ){ } B (z 41,

ce qui donne pour v =0 :

B (1) = (" ﬂ’) _1:0 (—1)"* (k +p) [" 1 T} (x+7— 1)

P P k+p+r],

4. La proposition ((102)) donne :

B(n+1—m)(8+1) _ Z(_l)n—j J+m J+m+s+r n+r
" m m+s+r f o li+r],)

j=0
-1
B7(L"+1+m)(—s) — (1) n+m n+m+s+1 .
m m+s+1 s+1
5. Le corollaire (106)) donne :
Bntita) (z) = (_1)n+1—j n+2 B (z).
" = j+17

Application 2 :

A(t) =In(1+1t) et A(t) = e! — 1. Ce qui donne : a; = (=1)""' (1 = 1)!, VI > 1,
a; = 1, Vl;? 1et

t “ t
(EJTIE) (1+8)~"=> P xL4 = b (- Ot

n=0 n=0

avec by (x) : Les polynomes de Bernoulli d’ordre superieur de seconde espéce.
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. La proposition ({5.9)) donne :

[e% & ]+k - ' S —_
PO a) = 3 (1) B 0B (C0 - 1)

j=0

d’ow, on retrouve le résultat de I’équation (11) du corollaire (2), établi dans [63],
Vs, k,r >0 :

bW (s —r) =P (r—s|A) = Zn:(—l)nj (jj;k)l{jjqﬁ—r}s {nJrSL.

s kE+r J+s
. Lequation ([5.10)) donne :

_ n+k\"" _
50 = ("7 1) Bk 1 a1,

d’ot, les polynomes de Bernoulli d’ordre superieur de seconde espéce vérifient :

B n+k _1n—|—k:—|—7“
woo- (T )

. Le théoréme ({100]) donne :

" n—+r a
B (@ +1) = Z[k—l—r] B (x+7),
k=0 r
B (z ) = S (—m P gleriee) ()
pr k+r ,

. La proposition ({102 donne :

n . —1rF.
b(n—l—l—m)(_s_l) _ iZ(_DJ J7+m J+m+s+r T?‘f‘?“ 7
n n!j:() m m+s+r | J+r),

p(nt14m) (—S) _ m! {n+m+3+1} .
" (n+m)! | m+s+1 [,
. Le corollaire ({106]) donne :
"l (n+2
i) () = S L b (z).
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Application 3 :

— 1
A(t) =sin(t) et A(t) = arcsin (t) rie gy = (—=1)*™, VI > 0et @ = F<ZT/2;2!(21) , V>
0.On a N
t "
<sin(t)) cos ( ;F s—r | A)E’ cos (t) > 0.

1. La proposition (/5.9 donne :

a . j+k ! r F(l+l)(2l>‘ s 21+1
Frs )(S - 7’) - Z ( Lk ) Bj('—i-)k+r,k+r (# B7(L4)’S,j+5 (<_1) - ) .

J=0

2. L’equation (5.10)) donne
_ n+k ,
) = (") B, (077),
3. Le théoréme (100|) donne

P (41| A) = ZBWW( D) FEE) (@4 1). (5.18)

4. La proposition ((102)) donne

—1 1
b n+m st1 r(l+3)@2n!
FT(L e )(_S) = < m ) ngjm)Jrs+1,m+s+1 ( ( \/%21)| y S > —1.

5. Le corollaire (106 donne
(nt1ta) r(1+31) @) N
o ZB"”]“ (% £ (@).

Application 4 :

— 1
A(t) = aresin (£) et A (t) = sin (£) siear = "D i > gera = (1), W >

0.On a N
t s—T t’n
- 1 —¢2) 2 — E (@) (g _pr| A) —
(arcsin (t)) (1-7) Ja® (s =r [ A) n!

n=0

1. La proposition (5.9 donne :

a - ]+k - T F<l+l)(2l>‘ s 2[+1
f?g )(S - T) = Z ( k ) Bg('—f—)k+r,k+r <# BT(H)-s,j—i-s (<_1) * ) :

J=0
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2. L’equation (5.10)) donne :

1= (") B (W) |

3. Le théoréme (100|) donne

f(n+1+a) SL’—l— ZBn-i—rk—i—r( )2l+1> f( )<1’+7‘) (520)
4. La proposition ((102]) donne

-1
n m n + m $
flrtltm) (_g) = ( " ) B’r(z—:_nlz)-ﬁ-s-l-l,m-l-s-kl ((_1)2H1> , 82 —1L (5.21)

5. Le corollaire (106 donne

flntite) ZBn+2 j+1 ( )2l+1) f](a) (z).

Application 5 :

¢ ¢
A .
et Al =1

ieaq =1, VI > 1etaq = (—1)ll!, VIl > 1. On obtient la paire de polynoémes
(GSf“) (x) g (x)) définis par :

A(t) =

SER @) = (-t
Soo @) = ()

1. La proposition (5.9 donne

o " (i+k n+s .
6 =n = S (1) 0] B (010,

2. L’equation (5.10)) donne

o= (3 1,
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3. Le théoréme (100) donne

GO (z+7) = {””

L TJ GFT) (4 1) (5.22)

k=0

4. La remarque donne

G(n+1) (1 - T) = Br(zii)-r,k—i-r ((_1)l l') : (523>

n

5. La proposition ((102)) donne

-1
Gg"Her) (—s) = (n * m) Br(zs:_nll)+3+1,m+s+l <(_1)l “) , s 2 —L (5.24)

m

6. Le corollaire (106)) donne

3

(nt110) () — N (_py | T 2| @
i =3 |7 17| @)

Application 6 :

Aft)= L et A(t) = -
1,

1+t 1—t
iea = (=)', VI>1, Vixleta=1,V>1.

On a
1. La proposition (5.9 donne

n . —1, .
(@) (o _ Jj+k Jj+Ek+r (r 1\
In (S T) Z ( k ) \‘ E+r SBn-i-sJ-i-s (( 1) l) .

J=0

2. L’equation (5.10)) donne
. n+k\"' ;
00 = (") B (C1)'1).

3. Le théoréme (100|) donne

g1+ (2 + 1) = 37T g (@ 4. (5.25)
—~ k+r .

4. La remarque donne

gt (1 —r) = V :f TJ . (5.26)
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5. La proposition ((102)) donne

-1
(ntitm) (_ oy _ (T t™m n+m+s+1 S 1 5 97
.gn ( S) < m ) \‘ m+s+1 Tvs/ . ( )

6. Le corollaire (106 donne

(n+1+a) _ - n+2 (a)

4 Sur lidentité P\ (4, H o A) = P""'"") (A, A'H)

Exemple 107. Soient n,r,s,d des entiers non négatifs. Soient A et H deux fonctions
analytiques au voisinage de zéro avec A(0) =0 et A’ (0) > 0. Soient

(r+1)dn+s
((d—Dn)ls ("G )
Un(r;s;d) = rdn + s (<rfl+1>l+s) Biatyntsrants(y), n =1, Uo(r,s;d) =1,

n

o S -B(r—i—l)n—i-s7 rn—l—s(Y) o
Va(r,s) = s ((TETS“) , n>1 and Vy(r,s) = 1.

Des théorémes (3) et (16), donnés dans [53], si on pose

At) = tH,4(t), Hr,s(t):HZUn(r,—s;d)Z—T,
Alt) = tH,.(t), Hrs(t)=1+i:vn(r, s)td—T,
on obtient 7
G = e @ S L0, g = e 0 2 = H )
@ = H.(t), @—Hmds(w

Alors la suite de polynomes <Pq§a) (x| s)> définie par

Srein = (5m) @0

n>0

= (Hr,s (t))a_h (Hr,s (t) - tH;,s (t))x
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verifie
P (| rs) = PO (L—a|r+s,s),
)

P9 (z|rs) = P

n

De plus, la suite (FT(ZQ) (x| r, s)> définie par

S P x|7“s—7: _ (ﬁ)a<zl(t)>x

n>0

(x |7, —s).

vérifie
F;nﬂ_a) (x| rs)= Fff‘) (1—xz|r+sd,s).
Pour toute foncton f, le choix de H = f (A’) dans l'identité
P (A, HoA) = P"™=) (A, A'H)
donne le corollaire suivant :

Corollaire 108. Pour toute fonction f, on a :

P (Z, f (%)) _ P (AL A f (A)),

D, ((Zi(t)) f (%@)) _pp, ((AL@) (1) f (A <t>>) |

1.€.

Exemple 109. Pour A(t) = ——, on a
Dry (407 F(L+0%) = Dy ((1 gty (ﬁ))
- ;BJDLO((1—115)&]6((1—102))’

et pour le choiz f (t) = t*, on obtient (o + 2k), = > \_?J (a+ 21{;)3.
=0

t 1 _
Exemple 110. Pour A (t) = et f(t) = - on obtient A (t) = 1-v1—42

1+ 2
D ((1 — V- 4t2) ((1 —2) VI — 4% + 1 —4752))
= 212 1

= DX, ((1 + t2)2"“‘“)
_ (2n)!(2n+ 1- a>.

n
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Remarque 111. S0 f(x) = \%g (x+ %), lidentité précédente peut étre réduite a
I'identité équivalente :

o (AT (1 1)) - oo (a4 1)),

A/

1.€.
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Conclusion et Perspectives

Cette thése représente une contribution modeste reliant les polynomes de type Ap-
pell et les nombres de différents types de partitions d’un ensemble fini.

Nous avons abouti, d'une part, a établir certaines propriétés et identités importantes
sur les polynémes de type Appell et d’autre part, nous sommes arrivés a interpréter
combinatoirement les valeurs d’une classe importante de ces polyndémes.

Plus précisément,

— Nous avons évalué les polynomes hypérgéométriques de Cauchy aux points en-
tiers, en déterminant une classe convenable de nombres de Stirling.

— Nous avons exprimé les polynomes de type Appell aux points entiers a ’aide des
polynomes partiels r-Bell. Ceux-ci donnent une application imporatante de ces
polynomes de partitions.

— Nous avons trouvé une nouvelle application du théoréme d’inversion de Lagrange.
Ce théoréme a des applications trés vastes dans la litérature et le fait d’avoir ar-
raché une nouvelle application renforce notre travail.

Au cours de cette thése, nous avons constaté qu’a travers des techniques combina-

toires, nous avons démontré plusieurs identités et relations récurrentes ainsi que des
expressions explicites pour des suites de nombres et de polynomes.
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Nous proposons les perspectives suivantes :
— La recherche d'une application du théoréme d’inversion de Lagrange multidimen-
tionnnelle similaire au cas scalaire pour établir des identités analogues concernant

les polynomes de type Appell & plusieurs variables.

— En utilisant I'identité trouvée sur les polynomes de type Appell, établir certaines
propriétés sur des polyndémes de méme classe et qui sont associés aux graphes.

— La recherche des classes de polynomes multivariés liés a la partition d’un entier,
analogue a la classe des polynomes partiels r-Bell.
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