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Résumé

Une étude paramétrique est entreprise afin de déterminer les conditions optimales d’'un systéme de
Solidification verticale de type Bridgman.

Une analyse détaillée est menée sur les structures d'écoulements et les transferts couplés de
chaleur et de soluté pendant le changement de phase d'un alliage métallique dans une cavité
cylindrique verticale exposée a un profil de température linéaire qui varie avec le temps.

Un code de calcul a été développé sur la base de la méthode des volumes finis pour résoudre les
équations conservatives. Celles-ci sont explicitées en coordonnées cylindriques axisymétriques et en
formulation primitive (2 D %).

ce travail a traité le transfert de chaleur et de masse dans un four de croissance partagé en trois
zones ; chaude, froide et la région du profil de température, en régime transitoire en évaluant les
effets couplés des forces d'inertie, des poussées d’Archiméde et le terme de changement de phase
sur le champ dynamique et le transfert thermosolutal. L'étude a été menée afin de quantifier les effets
des groupements adimensionnels gouvernants le systeme.

L'accent est mis sur I'influence du champ magnétique a travers le nombre de Hartmann sur l'effet
de I'écoulement dans le bain et la distribution du soluté. Ces effets de convection naturelle sont
exprimés par le nombre de Rayleigh thermique et le rapport des forces de poussées combinées. On
montre également I'effet magnétohydrodynamique qui favorise les échanges thermique et massique
dans la zone pateuse, sauf quand celle-ci est faible. La force d’Archiméde a, dans ce cas, des effets
inverses.

La simulation numérique a été utilisée pour étudier 'influence de la convection thermo-solutale sur

les ségrégations chimiques lors de la solidification Bridgman des alliages métalliques semi-
conducteur. Les résultats montrent un fort amortissement solutal de la convection thermique pendant
la solidification. A la suite de cet amortissement solutal, les ségrégations chimiques augmentent et
l'interface devient morphologiquement instable. Les calculs numériques qui décrivent l'effet de la
convection sur la distribution du soluté montrent que I'effet de I'amortissement solutal peut étre évité
et 'amélioration de la qualité des cristaux dans deux cas : a) la croissance a vitesses faibles ; b) la
croissance sous champ magnétique permanent.
La simulation numérique montre que les cristaux obtenus a des vitesses de croissance faibles sont
plus homogénes et leur qualité structurale est améliorée par rapport aux cristaux obtenus a grandes
vitesses. Une trés bonne concordance de nos résultats numériques avec les résultats expérimentaux
trouvés auparavant.

Mots Clés :  Solidification vertical, Champ magnétique, Simul  ation numérique, transfert de
chaleur, transfert de masse, technique de Bridgman.



Abstract

A parametric study is carried out in order to optimize heat and mass transfer conditions during the
Bridgman vertical solidification process.

A detailed analysis is conducted on the fluid flow and the coupled heat and mass transfer during
the phase change of semiconductor metallic alloys in vertical cylindrical cavity exposed to a linear
temperature profile varying with time.

A computer code was developed based on the finite volume method to solve the conservative
equations. These are explained in axisymmetric cylindrical coordinates and primitive formulation (2D
).

This work has treated the transfer of heat and mass in a growth furnace divided in tree zones; hot,
cold and region of temperature profile in unsteady state with evaluating the coupled effects of inertial
forces, buoyancy forces, phase change term on the dynamic field and the thermosolutal transfer. The
study was conducted to quantify the effects of dimensionless groups governing the system.

The emphasis is put on the magnetic field influence through the Hartmann number on the both flow
in melt and solute distribution. These effects of natural convection are expressed by thermal Rayleigh
number and the ratio of the combined buoyancy forces. We show also the magnetohydrodynamic
effect which promotes heat and mass exchanges in the mushy zone, except when it is low. The
buoyancy force has, in that case, opposed effects.

Numerical simulation is used in order to analyze the influence of the thermo-solutal convection on
the chemical segregation during the Bridgman solidification of the semi conductor metallic alloys. The
results show a strong solutal damping effect on the thermal convection during the solidification.
Following this solutal damping, the chemical segregation increases and the interface becomes
morphologically unstable. The numerical calculations which describe the convection effect on the
solute distribution show that the damping solutal effect can be avoided and the quality of crystals
improved in two cases: a) when the growth occurs at low pulling rates, b) when the solidification
occurs under static magnetic field. The numerical simulation shows that the crystals obtained at low
pulling rates are more homogenous and their structural quality is improved compared to the crystals
obtained at high speeds. A very good agreement of our numerical results with experimental results
found previously.

Keys Words: _Directional solidification, Magnetic fields, Computer simulation, Heat transfer,
Mass transfer, Bridgman technique
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INTRODUCTION GENERALE

Cette étude est une contribution a l'analysecrosxopique des écoulements et des
transferts de chaleur et de masse lors du chamgedee phase dans le processus de
solidification verticale par la technique de Bridgmdes alliages métalliques qui se
caractérisent par la présence d’une zone dengkitagsimilée a un milieu poreux.

Cet axe de recherche s’inscrit dans le cadreedthématique développée au sein de l'unité
de développement de la technologie du silicium s vanalyser les transferts de chaleur et
de soluté dans des processus de croissance. Batmriaine de I'élaboration d’alliages
métalliques, les principaux enjeux industriels @ési dans la possibilité de maitriser la

structure métallurgique ainsi que les défauts guiisnnent lors du changement de phase.

Lors de la solidification, les mouvements hygmamiques dans la phase liquide ont une
influence importante sur la structure du produliddié ainsi que sur la ségrégation (c’est-a
dire les inhomogénéités de composition au sein di¢miau solide). Lorsqu’ils sont naturels,
ces mouvements sont engendrés par la convectiomdbelutale due aux gradients de
température et de concentration, eux-mémes liés diffixsivités thermiques des phases,
solutale des especes chimiques et aux différenee®iductibilités thermique du solide, du

liquide et du creuset pour la convection radiale.

Afin d'isoler les phénomenes dus a la convectias expériences de solidification ont été
réalisées en microgravité et sur Terre. En micvtgal’absence de convection a permis
d’isoler son réle en comparant les expériences aghes réalisées sur Terre. Cependant les
expériences en microgravité ont un colt non négtiteeet surtout elles ne permettent qu’une
comparaison a posteriori entre des expériencesetv&ns convection. L'idéal consisterait a
contréler cette convection naturelle en lui subatit un mouvement connu et contrélé. Ceci
semble possible dans les métaux liquides, en arnilisin brassage extérieur pour créer des

écoulements forcés contrdlés. On peut alors espd@ngoser un mouvement organisé. Ce



Introduction

contrble de I'écoulement devra déboucher sur latrie@ide la structure de solidification

(cellulaire, dendritique), ainsi que sur une mséles défauts.

Parmi les défauts les plus importants, on ditdr des ségrégations, on peut en distinguer
trois types : les microségrégations (a I'échellelaledendrite), les macroségrégations (a
I'échelle du lingot) et les mésoségrégations (éehatermédiaire). Ces deux derniers types
de ségrégation sont causeés par I'écoulement didécu I'intérieur de la zone pateuse, zone
mi-solide et mi-liquide associée a l'existence dewndrites. Ce mouvement du liquide y
draine les éléments d'alliages et les rejette tmmsne liquide.

L'utilisation d’'un champ électromagnétique pawntroler ces écoulements dans le cas
d’alliages métalliques, est devenue un moyen @i et a déja fait I'objet de plusieurs
expériences et d’applications industrielles. Ertefivec un champ électromagnétique, il est
possible d’agir sur les écoulements sans aucuracophysique. Le brassage est assuré par la
force de Laplace induite par le champ magnétique. fairme ainsi que lintensité de
I'écoulement dépendent uniquement de cette fordesidurs configurations de champ
magnétique ont été utilisées en métallurgie, lesmgds permanents, les champs tournants et
les champs glissants. Le champ permanent peutétéea 'aide d’'un aimant, il permet de
freiner la gravité lors de la mise en forme du maté Le champ tournant ainsi que le champ
glissant peuvent étre produits par des moteursppalkgs, leur conception est un peu plus
compliquée que celle du champ permanent. Dans dedaan champ tournant, le champ
magnétique est distribué le long d'un cercle. Cetipartition donne naissance a un
mouvement toroidal, qui, & son tour, donne naigsanan mouvement poloidal secondaire
par effet centrifuge. Dans le cas d’'un champ magunétglissant, le champ magnétique est
distribué le long des génératrices de linductelimééire). Une telle conception donne
naissance a une force de pompage qui induit un ememt purement poloidal. L'intensité et
la direction de ce mouvement peuvent étre contsdlée qui, avec son organisation plus
simple, lui confere un avantage par rapport au ghaournant, ou seule l'intensité du

mouvement toroidal est contrblable.
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La contribution de cette thése s’inscrit dansdatinuité des travaux effectués au sein de
'unité de développement de la technologie du foific (UDTS) sur l'analyse des effets
convectifs lors de la solidification dirigée de ¢&yBridgman.

Dans ce travail, nous avons réalisé la simulatiomérique de la convection naturelle dans
une enceinte cylindrique remplie de métal liquiiéide & bas nombre de Prandtl) et soumise
a un gradient de température latéral. L'intérét'ékeide réside dans son implication dans la
croissance des cristaux destinés a la fabricagsrsdmi-conducteurs et le refroidissement des
composants électroniques. En effet, I'apparition laeconvection pendant la croissance
cristalline peut conduire a des inhomogénéitéscqnduisent a des striations et a des défauts
qui affectent la qualité des cristaux obtenus.

Les oscillations de température, dues aux ingi@bilde I'’écoulement convectif dans les
métaux liquides, induisent également un refroidiss® non uniforme au front de la
solidification. La convection est alors étudiée sigmbut de la réduire. Une modélisation du

probleme en 2D a été menée en utilisant un codsegbase sur la méthode des volumes finis.

Aprés avoir présenté le contexte de I'étudesdagite introduction générale, un rappel sur
les fondements de la solidification en présenceau d’une convection forcée est effectué
dans le premier chapitre. La deuxieme chapitre aenaacré a la définition du probleme posé
et a la formation des équations de conservatiorrégissent les phénomenes physiques au
cours de croissance de type Bridgman. L'approcheédelution numérique des équations
conservatives est abordée au quatrieme chapitrendthode des volumes finis est utilisée
pour résoudre les équations, exprimées en forrounlatitesse — pression-température-
concentration. Le couplage des variables physiguestives est obtenu grace a I'algorithme
« SIMPLER ».

Sur ces bases, un code de calcul a été dé¥elmppangage Fortran au chapitre quatre.
L’implémentation du programme est entreprise poénifier sa sensibilité au maillage et
établir un calcul de précision. Par la suite, otregsrend la simulation de certains résultats
traités auparavant par d’autres auteurs. lls peemetle s’assurer de la validité du code dans
différentes configurations thermiques, solutaledygiamiques assez proches des cas que nous

avons étudié.
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Dans l'avant dernier volet de cette thése, reymsons, en détail, les effets de différents
parametres gouvernant le systeme dans un espacericyie.
Nous étudions numériquement l'influence des patasephysiques sur les transferts de
chaleur et de soluté. L'accent est mis sur l'infloe du champ magnétique sur les structures
d’écoulement et les transferts couplés afin derd@éter I'efficacité du processus de la

magnétohydrodynamique.

Enfin, nous terminons cette thése par une o générale qui résume les principaux
obtenus et nous permet de dégager parmi les pékgsea moyen terme, les extensions
immédiates a donner a ce travail pour le probleraesdlidification dans le sens de la

démarche adoptée par notre laboratoire.



NOMENCLATURE

Principales notations
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Ste

: rapport de forme de la cavitéi{R)
. coefficient de convection-diffusion

: coefficient dans I'équation discrétisée

: terme constant dans I'équation discrétisée
: champ mangnétique

: concentration du soluté dans le fluide

: chaleur spécifique a pression constante

. diffusion solutale

: nombre de Darcy

: tenseur des déformations

: force de volume

. force de laplace
. fraction liquide
: fraction solide
. accélération de la pesanteur
: nombre de Grashof
: nombre de Grashof thermiqug.@, AT.R®/v?)
: nombre de Grashof solutaj 3. AC.R®/v?)
: hauteur de la cavité
: nombre de Hartmann
. enthalpie
. le courant de Foucault
: conductivité thermique pour un milieu donné
: coefficient de partage d'équilibre thermique
: nombre de Lewisgd/Pr).
: rapport des forces de volum@, (AC/B, .AT)
: nombre de Nusselt
. pression adimensionnelle
: hombre de peclet
: nombre de PrandtM(. /a . )

: coordonnée radiale adimensionnelle
. coordonnée radiale

: nombre de RayleighGr.Pr)

: nombre de Rayleigh thermiqu&k; .Pr)

: nombre de Rayleigh soluta§, Pr

: nombre de Sherwood
: terme source linéarisé

: nombre de Schmidiv(. /D, ) ou partie constante du terme source linéarisé
: coefficient deg, dans I'expression du terme source linéarisé

: nombre de Stefan
: temps
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N < c
<1@<l_<< E‘—|

: température

. écart de température£Ty)

: composante de la vitesse dans la directiorleaxia
: volume

: vitesse d'interface

: vitesse de tirage

: vecteur vitesse
: composante de la vitesse dans la directioraladi
: coordonnée axiale

Lettres grecques

a

Q
$

< £>A1 40D <EL Q J\.MDD_‘E)}?

Préfixes

o
A
7

Exposants

I

*

o

Indices

C
C

. diffusivité thermique
: coefficient de relaxation

. coefficient d’expansion solutale

. coefficient de dilatation thermique du fluide
: coefficient de diffusivité numérique

. opérateur différentiel agissant sur les scalairesteurs et tenseurs
. opérateur de Laplace

: dérivée des equation @arman-koseny
: porosité de la matrice poreusé.(/V ,..)
: la conductivité électrique

: variable dépendante générale

: viscosité dynamique

: viscosité cinématiqueu(p)

: masse volumique

: tortuosité

: tenseur des contraintes visqueuses

. coefficient inertiel microscopique adimensionié=(0,35)
: fonction de courant

. Facteur de variation au cours du temps

: I'épaisseur de la couche limite
: longueur ou hauteur des volumes de contrble
: parametre de convecto-diffusion

: relatif aux corrections des variables dépendantes
: relatif aux variables adimensionnelles
: valeur calculée au pas de temps précédent

: concentration
. paroi chaude



NOMENCLATURE

F : fluide

f . paroi froide

eff . effectif

I . interface

ind : induit

L - liquide

max : maximum

min - minimum

mix : mixte

moy : moyen

nb : nceuds voisins

r . indice de la direction radiale
S : solide

Z . indice de la direction axiale

p, e, w, n,s :relatifs aux points de calcul Est, Ouest, Nor&ad
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GENERALITES SUR LA SOLIDIFICATION VERTICALE DIRIGEE

|. INTRODUCTION GLOBALE SUR LA CROISSANCE CRISTALLI NE ET SES
DIFFERENTES TECHNIQUES

La croissance cristalline est un processusdiidification, vertical ou horizontal, selon
lequel se forme un cristal par tirage a partir dhain fondu ou par adjonction progressive
d'atomes ou de molécules sur la surface d'un gpréexistant ou par le refroidissement lent
d’'un métal liquide contenu dans une ampoule ou dangeuset lors de son mouvement dans

le four. Les types de cristaux obtenus sont legsii:

‘ Monocristaux ‘

[ Microélectronique ] [ Mecanique ] [ Optoélectronique ]
Silicium Horlogerie Cristaux
— H-electronique passifs
H 2 gp'”et”e KBr,SBr,Cal,
uartz
CEIFE...
Pl S | S—
GaAs Piézo-
électriciteé Cristaux
& H\,erer— actifs
fréguences Quartz; GaPO,
S - ;R
InP
Télecom [ Photon/Electron ] [ Photon/Photon ]
Detecteurs Scintillateurs, lasers,
(CdTe,HgTe,InP...} doubleurs

{KTP,KDP,BGO,LBD, GEG)

Figure I.1 : Segmeioiades types de cristaux
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Le besoin de produire des cristaux de hau#ditg¢ optique a engendré le développement
de différentes méthodes de croissance. L'étudgaeessus thermodynamiques, dynamique
de fluides, vitesse de tirage, interface, ségrégatnorphologie, stabilité et défauts cristallins
ont donné lieu a un progres important dans les aiseances de différentes techniques, on

peut citer :

I.1. Méthode de tirage

La technique la plus couramment utilisée aujourdfour la production de nombreux
monocristaux est le tirage Czochralski. Elle cdmesgs cristalliser le matériau a partir de sa
phase liquide en trempant a la surface du bainuamnd germe monocristallin orienté du
cristal a obtenir. Le bain se solidifie sur le gerldgerement plus froid. Le cristal formé est
extrait en tirant lentement ce germe vers le h@uatpeut contrbler le diametre de croissance
du cristal en faisant varier la température du loaitta vitesse de tirage. Aujourd’hui on utilise
une pesée du cristal (ou du creuset) pour conttéldiamétre du cristal. La température du
bain, du moins a l'interface, est fixée par I'égeal solide-liquide. En réalité, on fait varier
l'apport de puissance au bain, le cristal compednaatifférence en générant plus ou moins de
chaleur latente de solidification, donc en modifiaon diametre. La pesée du cristal n'est pas

utilisée pour le silicium car le solide est plugdéque le liquide.
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Figure 1.2 : Comparaison entre la méthode de |& flottante (a) et la méthode de
Czochralski (b)

Un appareillage Czochralski est généralememtposé de 2 parties: une partie supérieure
supportant la téte de tirage et une partie infégieul se trouve le creuset calorifugé, chauffé
par induction haute fréquence. Pour certains ensi@ilicium, LINbDO3 par exemple) un
chauffage résistif peut étre utilisé. L'ensembli pdouvoir travailler aussi bien a I'air ambiant
gue sous gaz inerte ou sous vide. La perfectiomrihtal est souvent liée a la précision
mécanique du dispositif de tirage, a la sensibilieé la pesée et au dispositif thermique
entourant le creuset. L'interface de croissancel’gngeut ajuster en jouant sur la vitesse de
rotation du germe doit étre la plus plate possifie d'éviter les tensions qui ont pour effet
d'augmenter fortement la densité de dislocationsfdit des hautes températures de fusion,
les creusets doivent étre constitués d'un matéeatre chimiquement vis-a-vis du matériau a
élaborer et de I'atmosphére, ce qui impose desumétables : platine ou iridium pour les
oxydes. En particulier I'utilisation de l'iridiunmterdit de travailler en atmosphére riche en
oxygeéne. Dans le cas de semi-conducteurs ou dérimat non-oxydes, l'utilisation de

creusets en quartz ou carbone peut étre envisagée.
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Figure 1.3 : Exemples de monocristaux obtenusipage Czochralski [1].
(a) Y2SiO5 non dopé et dopé Er, Yb, Tm et Cr: atistémetteurs lasers, (b) CawO4 dopé
Nd : cristal laser autour de 1.06 microns, (c) \GHCa4B3010 : cristal laser et doubleur de
fréquences, (d) LaMgAI11019 dopé Co : absorbanirabte a 1.55 microns.

Les vitesses de croissance utilisées en tgagbnCzochralski sont de l'ordre de quelque
mm/heure pour les matériaux non dopés. En cas jpiegeo notamment en vue d'un effet laser
(néodyme dans YAG par exemple), il est nécessaralichinuer fortement cette vitesse
jusqu'a quelques dixiemes de mm par heure [1]teGéduction a pour effet d'éviter les
défauts liés a des phénomenes locaux de surfusippel@s: striations) et d'obtenir une
concentration en dopant la plus homogene possibles de cristal. Ce probleme est
particulierement critique dans le cas de subsbitigtide cations ayant des rayons ioniques trés

différents.
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l.1. Méthode de fusion de zone (FZ)

La fusion de zone (verticale ou horizontasf) surtout considérée comme une méthode de
purification des matériaux. Elle peut cependante éttilisée pour la croissance de
monocristaux. Dans ce cas le matériau est prémare forme d'un barreau polycristallin,
monté généralement verticalement sur un suppont, uize partie va étre fondue localement.
La préparation du barreau polycristallin est unnpaommun crucial entre toutes ces
techniques. Le bain fondu est suspendu comme wrtéegentre les 2 parties du barreau. Cette
zone fondue est ensuite déplacée lentement, teerbarreau et par refroidissement un
monocristal peut étre généré a partir de la zomefolwdue du barreau ou sur un germe amené

au contact du barreau si une de ses extrémitésfaratue (figure 1.2a).

La fusion du matériau peut étre obtenue pé#eréntes techniques: induction haute
fréquence, concentration d'un rayonnement lumiraweffet Joule & l'aide d'une résistance
extérieure ou partiellement immergée dans la ziguide. L'utilisation d'une résistance (lame
de platine percée de trous par exemple), amenéerdact du barreau permet une fusion de
celui-ci. Si un germe est amené au contact ded'date de la lame puis déplacé vers le bas,
la croissance peut démarrer et cette méthode @ppesistor plan) peut permettre la
croissance de cristaux de grandes dimensions. diasance sous atmosphére contrbélée est
egalement possible. Ce sont les modes de chauffageoncentration d'un rayonnement
lumineux qui se sont le plus développées ces demi@gnnées : lampes (méthode du four a
image) ou laser CO2. Cette derniere méthode appelddPG: "Laser Heated Pedestal
Growth") consiste a provoquer la fusion par uttima du rayonnement d'un laser CO2
continu focalisé sur le barreau fritté [2]. Une sib8ité intéressante de ces méthodes est le
tirage de fibres monocristallines de petits diagge{500 um a 1 mm) qui peuvent avoir un
certain intérét en recherche et dans certainescafiphs [2]. LINbO3 est un des matériaux
optiques les plus étudiés par ces différentes réthde fusion de zone.
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|.3. La méthode de Bridgman

La méthode Bridgman-Stockbarger consiste a abdsstment un bain fondu dans un
gradient de température faisant passer le bainétl liquide a I'état solide. A l'origine la
méthode Bridgman consistait a réaliser une croc&saous tubes horizontaux (voir méthode
fusion de zone). L'appellation Bridgman-Stockba@eété donnée a la croissance en creusets

verticaux qui peut étre réalisée sous différentedigurations thermiques (Figure 1.4).

| Yy

£ . —_—
& (=
L
T N N v

T . 1 R

S=1 0
o N e i,

Figure 1.4 : Principe d’'une expérience de soli@ifion dirigée

de type Bridgman

Cette méthode a été développée essentiellementlgotnoissance des semi-conducteurs,
mais a également trouvé de nombreuses applicgbomsles cristaux d'halogénures alcalins
et de fluorures.

Le matériau a cristalliser est placé dansnauset que I'on place dans la zone chaude du
four a une température supérieure a la températaréusion (Tf). Le creuset est alors
translaté lentement au moyen d'une tige supposd daa zone froide ou le cristal se solidifie.

Afin d'assurer un bon gradient de température siras une interface solide-liquide la plus

10
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homogene possible, un écran thermique peut étiséugiour bien délimiter les deux zones.
Pour ces matériaux l'utilisation d'un creuset epiite est particulierement adaptée et d'une
réalisation aisée. Le creuset a base conique arteppermet un bon contréle du début de
croissance en favorisant le démarrage d'un casiigue. Un germe peut également étre placé
dans un appendice situé a la pointe du creusetrdissance de matériaux du type oxyde se
heurte au probléme du creuset et en particuliedémoulage souvent difficile des cristaux.
Le choix du mode de chauffage dépend des matémduses conditions de croissance
nécessaires. Il existe aussi bien des fours rés{sdisistance en graphite par exemple) que des
fours a chauffage inductif. Les vitesses de trdingiasont de I'ordre de quelques millimétres
par heure. Cette méthode est particulierement édaptune cristallisation industrielle : gros

cristaux, cristaux en forme ou plusieurs cristamustanément (Figure 1.5).

Figure 1.5 : Monocristaux de BaF2 obtenus par miégH8ridgman

11
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Parmi les cristaux pour la photonique, oud® fluorures (LiYF4, MgF2, CaF2, BaF2...),
guelques monocristaux d'oxydes peuvent égalemeat dittenus par méthode Bridgman
(YAIOS, Bi4Ge3012, Y203...). Suivant la nature datdriau et du creuset, il est possible
d'obtenir par méthode Bridgman, des monocristagétopmés de formes simples: cylindres,
parallélépipédes... donnés par la forme du creudetnombreuses modifications ont été
apportées a cette technique en cherchant notamamennserver le creuset fixe. Ainsi s'est
développée la méthode de I'échangeur thermique (HftiMassocie la présence d'un germe,
placé au fond du creuset, avec un échangeur dewhgli permet d'extraire a la partie

inférieure du lingot, la chaleur latente de solddifion (Figure 1.6).

capbeur de

—
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thermocouple
de cantrile
die ur ’
E[EILI]JE 8
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thermigue

thermoecouple de contrile
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Figure 1.6 : Principe de la méthode HEM
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Les premiers travaux ont porté sur le sapbiret dopé et ont abouti a la production de
monocristaux de 70 mm de diameétre et de 10 mmidsgma, en vue d'applications telles que
les lasers ou I'électro-optique [4]. D'autres ncagimonocristallines ont alors été envisagées a
des fins commerciales, telles que Y3AI5012 dopé@odyme (YAG:Nd), MgF2 dopé au
cobalt pour les matériaux lasers. Certains matérssusont développés industriellement et
présentent une meilleure qualité cristalline lolisgjusont produits par HEM (AI203,
Bi4Ge3012, ...), la raison se trouvant, avant tdats la forme (convexe) et dans la position
(par rapport au liquide) particulieres de lintedadurant la croissance, l'absence de

mouvement évitant de la perturber [5].

I ASPECTS FONDAMENTAUX
II.1. La structure d’interface et I'équilibre ther modynamique local
a) Interfaces rigoureuses et facettées

Nous nous intéressons ici au processus desarce vu comme |'attachement d’unités
structurales sur une phase cristalline "macroscaJicA cette échelle, on reste généralement
proche des conditions d’équilibre thermodynamigeg,loin du domaine des surfusions
élevées rencontrées dans les phénoménes de geominatnous faut cependant d’abord
préciser un certain nombre d’idées sur les notidasstructure d’interface et d’équilibre
thermodynamique local. Ici encore, nous nous emdt@ns aux phénomeénes de base, une
présentation beaucoup plus complete et rigoureoswant étre trouvée dans larticle de

revue de Bennema [6] ou dans le livre de Flemmiigs

La surface de séparation entre la phase kgeida phase solide (I'interface) peut étre plus
ou moins complexe : la géométrie la plus simpl@r@cevoir est celle d'un plan parfaitement
lisse a I'échelle atomique (on parle alors d'iaiseffacettée, voir figure 1.7-a) mais on peut
également imaginer une configuration de plus ounsi@rande rugosité (figure 1.7-b). On
peut enfin concevoir que, dans la pratique, unerfiate facettée au niveau macroscopique
présente souvent des défauts de structure a léaweel'unité structurale (terrasses, marches,
décrochements, trous ou unités adsorbées, cf.efigidrc), et on verra que ces rugosités
locales jouent en fait un grand réle dans la ajuitidu processus de solidification. Il faut
€galement noter que des modeles théoriques omrépdsés pour prédire la rugosité des
interfaces (voir par exemple le travail de base ibckson [8]mais que leur présentation

dépasserait le cadre de ce texte.

13



Chapitre 1 Généralités sur la solidification vasale dirigée

Figure 1.7 : Surfaces de séparation facettées étrajueuse (b) entre phases solide et liquide
[7]. Par a rapport au cas idéal (a), l'interfagep(ésente deux unités adsorbées, une marche

et un décrochement indiqué par une fleche.

Cela dit, la notion méme de surface de séparasbrmune commodité mathématique dont la
validité physique mérite d'étre discutée. Les tésall de simulation par dynamique
moléculaire montrent en effet que I'amplitude desivements des unités structurales ne subit
pas nécessairement une discontinuité marquée aagmmsle la température de fusion. La
transition liquide-solide se fait parfois sur ur@ne diffuse dont I'épaisseur est typiquement
de quelgues unités structurales (voir figure 1.8).

14
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Solide

Figure 1.8 : Représentation de la transition ligugblide a travers une zone diffuse, dont

I'épaisseur est typiquement de quelques unitéststales [7].

Les problémes de configuration et de cinétidgeroissance sur ces interfaces diffuses ont
été abordés dans la littérature (voir par exempletrdvail fondateur de [9]mais les
développements théoriques dépassent le cadre gwopes. On s’en tiendra donc a la
représentation simplifiee de surface matériellerpraractériser les fronts solide-liquide. Le
processus de croissance cristalline se dérouksffriiquemment en présence de gradients de

température et de concentration,

Le systeme ne peut pas étre globalement a ililegu thermodynamique. On peut
néanmoins introduire la notion d’équilibre thermodsnique local a I'interface de croissance,
en étudiant sous quelles conditions une unité tstrale incorporée dans le solide pourra
trouver une « bonne » position dans le réseawttimstQuelle que soit la structure du front de
croissance, on peut penser que le processus récasgne diffusion de « surface » de
coefficient DS sur une échelle de longueur de ferde la dimension de l'unité structurale,
notée ici a. Le probléeme a été volontairement foénte facon assez vague, mais on va voir
gue l'analyse des ordres de grandeur suffit powar tine conclusion sur la validité de
I'hypothése d’équilibre local. Un résultat génédak études sur les Phénomenes de transport
est qu’'un processus de diffusion de coefficientud e échelle d se fait a une vitesse de
I'ordre de D/d.

15
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b) Microstructure de solidification

La microstructure d’'un matériau solide esttrizce, parfois complexe, laissée par les
transformations de la matiére subies au long de tiauchaine d’élaboration et de traitements
successifs. La raison premiére de I'existence diesostructures dans les matériaux est le
mangque relatif de mobilité des atomes a I'étadeoli

La microstructure résulte d'une déstabilmatimorphologique dont l'origine est
thermique pour un métal pur et constitutionnel poaralliage. La croissance d’'un alliage
dans des conditions d'instabilité d'interface delidsiication peut conduire a des

microstructures de type cellulaire ou de type diéinde comme illustré sur la figure 1.9.

(@ (b) ()

Figure 1.9 : Différentes formes d’interface de dification:

(a) Cellules d’'amplitude faible, (b) cellules pyotles, (c) dendrites colonnaires.
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II.2 LA THEORIE DE SEGREGATION

Le terme ségrégation réfere a la redistrdvuties constituants dans le bain pendant la
solidification. Cependant, la ségrégation est wtefar majeur de contréle de la qualité du
cristal obtenu de la croissance a partir d’'un Haimdu. Cette section revoit les notions
physiques de base sur les ségrégations chimiqudsseméthodes possibles de leurs

réductions.
[1.2.1 Conservation de soluté

Les ségrégations chimiques sont contrbléesoats de croissance par le diagramme de

phase d’équilibre de I'alliage métallique. La cdma d’équilibre a I'interface solide —liquide

exige que la composition du liquidg et la composition du solideg a l'interface soit fixée

par le diagramme de phase. Le rappmyt C, est constant et égale au coefficient de partage

déquilibre k, :

Kk, = CglC_ (1.1)

L’'uniformité de l'incorporation du soluté dans lelide et sa distribution dans le liquide est
contrélée par les équations de continuité et lasatons de conservation de quantité de
mouvement (Navier et Stokes), d’énergie et de aunagon.

L’équation décrivant le rejet du soluté a I'iritare est la suivante:

Co=k,C, -1, )% 0.2

p

Ou la concentration du solide, coefficient de sggtién, concentration initiale du soluté et la
fraction solidifiee sont donnés patg, k, C,, f, respectivement. Cette equation est connue

comme étant I'équation de Pfann [10] pour mélarayepiet.

17
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[1.2.2 Ségrégation longitudinale
a) La regle de Scheil-Gulliver

Une hypothése simple permettant de calcideprbfil de concentration le long d'un
barreau solidifié directionnellement est de suppgse la composition du bain liquide est a
chaque instant homogene. Cette hypothese n'estiet® sensu compatible avec I'équation

représentant la conservation du soluté au fromtroissance.

—DL[GC—L] v, b-k)c, (.3)

az,_

Sauf a considérer une vitesse d'interfagaie ou un coefficient de diffusion DOnfini. La
présence de mouvements convectifs intenses démasndondu, une situation assez fréquente

dans la pratique, permet une homogénéisation guaafaite de la composition. Quoi qu'il en
soit le calcul de la concentratiog(z) = k, C, (z)a la cote z d’'un barreau de longueur L peut

se faire en écrivant un bilan de conservation. figt,da quantité de soluté incorporée dans le
cristal doit étre égale a la variation de la massesoluté présente en phase liquide Q, cette

derniere étant proportionnelleLa- z)C, (z). On ne détaillera pas ici le calcul, le lecteur
pouvant par exemple se reporter a la référencean@at [11] pour une présentation plus

compléte. Une intégration de la relatia@ = -k, C, (z) & partir de la condition initiale

C_ =C, enz=0 permet d'accéder au profil de concentration :

Col2) = ky C,(2) = ky Gy [1- 14 | 1) (1.4)

fs : fraction solidifiée, définie parfg = z/ L

L'équation précédente est connue dans la littéraoms le nom d'équation de Scheil-Gulliver.
Les profils correspondants sont représentes sfiguee 1.10 pour différentes valeurs de k
[12]. On constate que les variations de conceptralie long du barreau peuvent étre tres
importantes pour les coefficients de partage sicatifement différents de I'unité. Cela posé,
comme nous l'avons déja signalé pour le probleme amtraintes de croissance, les
variations acceptables pour une application doulodeent étre quantifiées au cas par cas par

les utilisateurs.
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Figure 1.10 : Représentation des profils de comeéinh le long du cristal dans I'hypothése
de mélange complet dans le bain (cf. loi de Schailyr diverses valeurs du coefficient de

partage K[12].

Il importe par ailleurs de remarquer que la loiSaeil-Gulliver ne peut rester valable jusqu'a
la fin de la solidification( fg = 1) pour les valeurs dg, < 1 , puisque la concentration prédite

devient infinie. Dans la pratique, plusieurs mésargs peuvent étre activés:

-A gradient de température et vitesse de croissdmgrées, l'interface solide-liquide subit
une instabilité morphologique quand la concentratiépasse le seuil de Mullins et Sekerka
[13] avec formation de cellules ou de dendritestt€transition fait que le probléme ne peut
plus étre considéré monodimensionnel.

- La solubilité du soluté en phase solide est gédagrent limitée. Une structure eutectique ou

péritectique va donc se former quand la composdigrasse un certain seuil, et il devient ici
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également nécessaire de tenir compte du transpaniagse dans les directions normales a
celle de la croissance.

- méme dans les systemes a miscibilité totalepddficient de partage ne peut rester constant
guand la concentration devient trop élevée, eestrplus possible de réaliser simplement

l'intégration de la relation de conservation.

b) Cas diffusif dans le liquide

Une autre hypothese permettant de quantifier |&lpte concentration dans les cristaux
élaborés est de supposer que le transport sokttgiueement diffusif, ou en d'autres termes
gue la vitesse de convection, solution des équatiln Navier-Stokes, est partout nulle ou
négligeable.

Dans le repere mobile a la vitesse du front de croissance, I'équation régissant la

conservation de la masse dans la phase liquidespeautttre sous la forme :

2
o _, 0°C, aC,

=DL
ot oz? oz,

5

Z, : distance au front de croissance
Il faut également spécifier une condition a l'agxé&émité du domaine liquide, supposé ici

infini pour des raisons de commodité mathématique.

En prenantc, - C, quand;, - «, on trouve facilement que le systeme admet unisol

quasi stationnaireiC,_/ dt = 0 de la forme :

C, (zl_) =C, {1+[(1_kk)} exp{—V'DZL J} (1.6)

La composition dans le liquide a l'interfage= 0 étant égale a C, / k, cette solution

montre qu'il est possible d'atteindre un régimenaogitdu point de vue de la ségrégation ou la
composition dans le solide formé est égale a laposition nominale de l'alliage. Il est

intéressant par ailleurs de remarquer que lesti@gde concentration dans le liquide se font

dans une couche limite d'épaisseur caractéristiqeeD, /v, a lavant du front de

solidification. Ce résultat permet de préciserggothéses de départ : tout d'abord, I'infini de

la condition aux limites doit étre mesuré a I'éhde la couche limite elle méme. Dans la
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pratique, vu sa structure exponentielle, la sotutiera correcte des que la dimension du bain
fondu dépassera quelques /v, . Plus important, il n'est en fait pas necessaieelg vitesse

de convection soit nulle partout dans le bain, coedition suffisante est que le transport
convectif soit négligeable a I'échelle de la coutimite. Le front de croissance étant une
frontiere ou la vitesse de convection doit s'ammihgpothése de non glissement sur les
surfaces solides). La validité de cette conditiogpehd fortement de la vitesse de

solidification V, imposée par I'utilisateur.
c) cas intermédiaire : convecto-diffusif

Quel que soit le mode de transport dans Ie, b existe une couche limite solutale
enrichie (pour k < 1) ou appauvrie (pour k > 1)padnt du front de solidification. Cette idée a
été confirmée par un bon nombre de résultats expétaux ou de simulations numériques.
L'effet de la convection est globalement de rédlépaisseur de cette couche limite par
rapport a sa valeur [V, en régime diffusif. Du point de vue mathématiqude peut étre

définie a partir de la relation suivante:

(1.7)

C. : concentration dans le bain fondu loin de l'ifstee, cet infini devant bien sir étre encore

mesuré a I'échelle de la couche limite elle méme.
En régime de croissance diffusif quasi permaagnt (Cﬁ’ / k), et on retrouve = (DL 1V, )
En revanche une convection intense aura pour e@ffdirasser efficacement le bain de sorte

quec| sera proche dg® avec pour conséquence une réductioa.de
Il est intéressant de définir un parametre de cotovdiffusion 7 = oV, /D, en normalisant
I'épaisseur de la couche limité par sa valeur de réference en régime difinisifv, . Donc

la concentration a l'interfacg peut étre calculée comme suit:
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(1.8)

La derniere étape consiste a definir un coefficemtpartage effectif ky comme étant le
rapport de la composition incorporée dans le sotidea la composition au loin dans le

bainc . Il vient :

_C{ _kC| _ k

cr ¢ [-(1-k)g]

eff (lg)
Le coefficient de partage effectifsk variant entrek = 0) pour les régimes de convection

intense(77 = 0)et (k = 1) pour le régime diffusif7 =1). Un des résultats du travail pionnier

de Burton, Prim et Schlichter [14] a été de montpee k¢ pouvait étre substitué a k dans
I'équation de Scheil-Gulliver pour prédire les fisofle ségrégation axiale dans les cristaux

élaborés :
Cs (Z) = Keit Co (1_ fs )(keff -1 ) 10)

L'équation précédente n'est valable qu'aprées umseplransitoire nécessaire pour que la

concentrationCg(z) passe dekC, ak;C, . Par ailleurs, la discussion faite au dessusasur |

validité de I'équation de Scheil-Gulliver a la @le solidification pouk < 1 peut étre reprise

ici. Pour les variations de I'épaisseur de la taulimite le long du front de croissance sont

associés aux ségrégations radiales. Plus de détddhs ce qui suit.

11.2.3 Ségrégation radiale

a) cas convectif
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On suppose que le liquide est homogénéisé a chaspaat par un fort mouvement convectif.

A l'instant t le front de solidification est damsgdosition Z/L (L : longueur de I'échantillon) et

Z
C(Ij (1.11)

Apres un interval de temps dt la fraction solidifigera liquide

la concentration en soluté est :

(z/L) + f (1.12)
Ou f est la déflexion de l'interface. Donc la centration en soluté est :
c((z/L) + f) (1.13)

Donc, la difféerence maximale de concentration dars®lide le long de l'interface est :

AC :c(E + fj - c(fj (1.14)
L L

Figure .11 : Ségrégation radiale et axiale dansysteme a deux dimensions

En utilisant la formule de Sheill [15] :
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k-2
AC = k(k-1)C, (1— f) f (1.15)

Finalement, la ségrégation radiale dépend de lebcoel de l'interface.
b) cas diffusif
Dans le cas diffusif (la convection est coasé@ négligeable), le facteur principal qui joue

sur la ségrégation radiale est la déflection dediface solide-liquide. Le soluté est rejeté et
diffusé normalement a l'interface et se concentreentre de I'interface, figure 1.12.

Liquide

Solide

Figure .12 : Ségrégation radiale dans le réginffesf

24



Chapitre 1 Généralités sur la solidification verale dirigée

Coriell et Sekerka [16] ont calculé analytiquemené relation entre la différence radiale de

concentration et la courbure de l'interface dansaled’'une courbure faible.

En régime stationnaire la concentration en solatigfait I'équation du transport de masse :

V aC _

0°C+— — = (1.16)
D 0z

Avec
V: vitesse de solidification
D: diffusivité chimique
Avec les conditions aux limites :

Ooc) (k -1) = pd (1.17)

0z
C (z-w)=C, (1.18)

cl étant la concentration en soluté dans le liquitieterface.

En utilisant le développement en série de FouFexpression obtenue par Coriell et Sereka

[16] pour la ségrégation radiale est:

ac:l(l—k)f (1.19)
D
ou
x _ Cmax = Crin (1.20)
Cmoyen

La formule (1.20) représente la forme adimensiolenele la ségrégation radiale avec

(Cmax - Cmin) est la difference maximale de concentration darsolide le long de l'interface

etCnoy la valeur moyenne de la concentration dans leis@galement le long de l'interface.
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[1.3. POLYPHASES MICROSTRUCTURE
a) l'eutectique

Plusieurs diagrammes de phases présententéaction eutectique, c'est-a-dire qu'un
liquide L se transforme au cours du refroidissenpenir donner deux phases solideset S

suivant :

L - a+p

«—

Voici un diagramme typique ou I'on trouve un pauatectique E (Figure 1.13). Ce point est

caractérisé par une composition et une tempérptérases.

e
IIII-— POINT ELITEGTI'I.'.EI.IEI
-._. A | — B
Er----13 T | .
e f! - =
i . |
1
' Hypoeutectigue | :
i 4 #
i i Hyp&reutechique
i i I [
A L Gy C, B

Figure 1.13 : Diagramme de phase: point eutect[@idg

En partant d'un mélange a la composition ¢igiee et en refroidissant au dessous de la

température eutectique on aboutit a la formatiodalex solidesr et g dont les proportions

des phases peuvent étre calculées par la regkede®ents inverses :
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Proportion de solider :
_EB_ AB- AE

fy B e (1.21)
Proportion de solides :
_AE _AB-EB___
fg= B e 1- f, (1.22)

La figure .14 est caractéristique d'une structwrgectiquea en noir efg en blanc.les

constituant eutectique : solide biphasé, agrégaptasesr a la composition £et g ala

composition @, de composition moyenne-C

' 4
¢

Figure 1.14 : Structure eutectique [18]
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b) péritectique
Plusieurs diagrammes de phases présentent wimngaéritectique, c'est-a-dire qu'une
phase solider réagit avec une phase liquide L au cours du @igsément pour donner une

seconde phase solige

En partant d'un mélange hypo péritectiqadréiction en B est inférieure a celle du point
péritectique) et en refroidissant au dessous dierppéritectique, on aboutit & une solution
solide dea et de g dont les proportions des phases peuvent étreléakpar la regle des
segments inverses. Au cours du refroidissement,patiee couche des grains de réagit
avec le liquide pour donner la phase solgl@utour des grains. Dans le cas d'un mélange
hyper péritectique (la fraction en B est supérieaireelle du point péritectique) et apres
refroidissement au dessous du palier péritectidjues reste aucun grain de et on obtient

uniguement une phase en équilibre avec le liquide (voir figure 1.15).

Hypopéritectique

Figure 1.15 : Diagramme de phase: point périteetiqu
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Suite a une croissance péritectique on aboutit alemment a une microstructure de type
granulat plus liant : les granulats sont des déeslde la phase entourées de rubans ge
et le liant des dendrites de phaseSuivant les conditions de la transformation pétigue, la
phase o initiale peut étre soit conservée, soit partiebemdissoute. En condition de

refroidissement contrainte, on peut observer destsires en bande paralleles (Figure 1.17).

Sste

Lig

foint pEnteciique

Poat sutachiguse

Tamperature {%C)

F—m

FD 20 40 &0 E0 Bi
Tanewr an B {%)

Figure 1.16 : Diagramme de phase de plomb — bisr{RithBi) [19]
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Figure 1.17 : Structure lamellaire de l'alliage Ali53,4 at% [20]
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I.4. LA CONVECTION EN ZONE PATEUSE

Avant d'expliquer le phénomene de convectiorzene pateuse, il semble judicieux de

définir correctement a quoi correspond la zoneys&te

La zone pateuse ou « mushy zone » apparatoars de la solidification et doit son
existence a l'instabilité de l'interface liquiddide. Elle correspond a un milieu biphasé pour
lequel les valeurs macroscopiques de la températude I'enthalpie ne permettent plus de
distinguer la phase solide de la phase liquide: deax phases sont intimement liées.
Cette zone est schématisée sur la figure .18 etaiinque dans le cas d'une croissance
colonnaire (b), cette zone est constituée d'uml tindritique solide autour duquel se trouve
le liquide interdendritique. Remarquons que leszqgrateuses en (a) et (b) n‘ont pas la méme

configuration géométrique.

Cependant, des mouvements convectifs appardislans la zone pateuse. Il a été prouvé
expérimentalement que ceux-ci modifiaient de fagomsidérable la morphologie de la zone
pateuse et les ségrégations qui se forment. llteexionc un fort couplage entre la
morphologie et I'écoulement. En effet, la convettlans la zone pateuse modifie le transport
de la chaleur et du soluté par lequel la solidifiza est contrdlée; elle affecte ainsi le
changement de phase et par suite la formation thutdé L'influence de la convection en
zone pateuse sur la formation des ségrégations reut pétre négligée.

Il est par conséquent important de déterminergiioel de ces mouvements convectifs afin de

pouvoir les modéliser et les contréler.

Les mouvements du liquide interdendritique darmolze pateuse sont dis essentiellement a la
convection naturelle dont lorigine est a la foihermique et solutale

- Effet thermique : lors du refroidissement, ilayprésence de gradients de température
importants qui induisent des différences de demsites le liquide : le liquide plus chaud donc
plus Iéger est soumis a la poussée d'Archimede atssiste a la mise en place de cellules de
convection.

- Effet solutal : il existe également des gradiede concentration, ou gradients solutaux, dus
au rejet de soluté dans le liquide ce qui engendeeaugmentation ou une diminution de la

densité de celui-ci.
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germination
en volume

liquide

flux de
chaleur
a) germination équiaxe
hétérogéne en
surface
liquide
—
flux de T Vi, Tt
chaleur

solidification solidification
planaire dendritigue

b) germination colonnaire
Figure 1.18 : Schéma de la zone pateuse

a/ cas d'une croissance dendritique équiaxe

b/ cas d'une croissance dendritique colonnaire
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La variation de densité résultante correspond, dapproximation de Boussinesq, a la

relation :

p=p, (1+ Br AT + B AC, ) (1.23)

pr représente le coefficient d'expansion thermiggegle coefficient d'expansion solutal et

C, la concentration en soluté dans le liquide inteddéique. Donc, les gradients solutaux

sont couplés aux gradients de température. L'’hygsathd'un liquide interdendritique a

I'équilibre  thermodynamique (c'est-a-dire parfaig@in mélangé, sans surfusion
constitutionnelle) donne par l'intermédiaire dugdeanme des phasgs = m, 4C, . De ce
fait:

p=pol+ B +5 1 m JoT] (1.24)

Comme S /m est de l'ordre de 0a 10° et g de l'ordre de 10 pour les alliages
métalliques, on peut dans la plupart des cas rexglagconvection thermique dans la zone

pateuse. La force volumique de pesanteur s'exesganin élément de volume de liquide de

masse volumique s'écrit :

Fp =09 = p, (1 + Be ' m, AT)g (1.25)
Le bilan avec la force d'Archiméede donne :
Fp +Fa = P9-p9=Bc/m 4T g (1.26)

Les effets convectifs vont beaucoup dépendre dertation des gradients solutaux par

rapport au vecteur gravite.
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[Il. SOLIDIFICATION SOUS L’EFFET D'UN BRASSAGE EXT ERNE

On peut espérer contréler, dans certaine ragka qualité du produit par la maitrise des
ecoulements présents dans la phase liquide. Ptasisayens extérieurs (brassage mécanique,
électromagnétique ...... ) ont été utilisés. lls prodatsdes écoulements forcés dans le bain
liquide et dans la zone péateuse qui ont un effgtomant sur les propriétés de cette zone
modifiant les conditions de solidification. Un @t nombre d’études théoriques sur I'effet de
la convection forcé ou naturelle sur la solidifioa dendritique ont montré que la couche
solutale en avant de la pointe de la dendritefaesment perturbée. Les résultats montrent
qgue, plus la convection n’est importante, plusaliet de la couche solutale diminue [21]. En
effet, la convection tend a homogénéiser aussi bBigempérature que la concentration a la
pointe de la dendrifedonc a redistribuer le rejet de soluté en changksnphénomeénes
d’accumulation. La vitesse de la pointe de la démdfaccroit donc avec la vitesse du fluide
[22-23]. Mise a part leur influence sur la direatiale croissance des dendrites, ces
homogénéisations solutales et thermiques autourddedrites ont I'avantage, dans certain
cas, de limiter la macro ségrégation, d’éviterdanfation de porosité et d’affiner la structure
[24-26]. Dans ce qui suit, nous allons brievemeommenter les difféerentes méthodes
utilisées dans la littérature pour brasser le Hajnide ainsi que leurs effets sur la
solidification dirigée.

l1l.1. Brassage mécanique (vibrationnel)

L’avantage de ce type de brassage est |lgj@ilt peut s’appliquer a tous les matériaux
métalliques ou autre (alliage tranparent, poudreDeux types de vibrations mécaniques

peuvent étre distinguées : axiales et rotatives.
a) Vibration axiale

Des expériences de solidification ont été menéesNgaiyen Thi et al [27] sur l'alliages
binaires Al-Ni a 1.5% et 3.5% pds en Ni pour delews de gradients de température variant
entre 20 et 50 K.cthet des vitesses de tirage comprises entre 03 etrils'. Le mouvement
est crée dans le bain liquide en faisant vibrecréiset. Les parametres de référence pour

analyser I'effet des vibrations sont la fréquenee/itbration et I'amplitude.

Les premiers résultats ont montré gu'’il existe @ietesur la croissance dendritique mais

aucun effet notable n’a été observé en régime dessance cellulaire ce qui confirme
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limportance de la zone pateuse. A partir d'un aivele vibration suffisant, Nguyen Thi et al
[27] ont constaté le passage d'une structure calioendendritique vers une structure

fragmenté.
b) Vibration par rotation (accelerated crulgtrotation technique)

On impose un mouvement de rotation au creuset, we pgut induire trois types

d’écoulements dans le bain liquide (Couette, Ekraarspirale) [28-30]. Le creuset peut
atteindre des vitesses de rotation de 100 a 40& toar minute. Cette rotation peut étre
effectuée soit en rotation simple, soit en altetarsens de rotation et imposant un signal
(trapeze, sinusoide, triangle.....). Des études 3[&1lent montré que I'écoulement induit par

cette méthode ainsi que son effet sur la microgtraaépend du niveau de convection.

Lors de la solidification d’alliages transparen®C( éthanol), Mao et al [33] ont mis en
evidence trois domaines différents en fonction cesctéristiques du brassage paramétrées

par le nombre de Reynolds (rapport entre les fadtrertie et les forces visqueuses).

Re < 40, 'espacement primaire diminue (cellules et deedji
Re - 40, passage du front dendritique ou cellulaire varéront plan.

Re = 500, régime instable (trés turbulant) avec une augatemt de I'espacement primaire

(dendrites) due a la fragmentation.

l1l.2. Brassage électromagnétique

Le mécanisme du brassage électromagnétique asgt sur la création d’'une force de
Laplace dans les matériaux conducteurs en provodagparition d’une circulation forcee
dans la partie liquide. En effet, si 'on considem échantillon métallique entouré d’une
bobine d’induction, la circulation d’'un courant &éque j dans les spires d’'induction crée un
champ magnétique qui pénetre dans I'échantilloengiendre un courant induit (courant de
Foucault) j,q dont le sens est opposé a j. l'interaction endredurant induit et le champ

magnétique B qui est la somme des champs induitisgbgqng crée la force de Laplace [34] :

F=j.,xB 1.277)

Dans le cas particulier des systemes a courantnatie le courant induit et le champ

magnétique ne sont présents que dans une portidardaine métallique d’épaisseur :
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& =50plf (1.28)

Ou p désigne la résistivité électrique du matériauu@rcm et f la fréquence du courant. Le

mouvement du liquide est alors créé par 'inhomeégérde la force de Laplace le long de
I'échantillon. Cette force varie selon le dispdgitili lui donne naissance (champ tournant,

champ pulsant, champ glissant....).

a) champ magnétique permanent

Considérant tout d’abord le cas de I'action d’'uardp magnétique permanent sur un liquide
conducteur. Ce champ magnétique permanent peutrégesoit par une bobine alimentée par
un courant continu soit par un aimant. Il peut étrkisé pour réduire la convection naturelle

qui peut apparaitre lors de la solidification dake.

Laskar [35] ont montré l'existence a lintérieur da zone pateuse d'un courant
thermoélectriquerf, associé au champ magnétique permanent B, qui dugiesance a une

force de Laplace d’origine thermoélectrique (appmarisimultanée d’'un courant électrique et
d’'un flux de chaleur en présence d’'un gradientetdeprature et d’'un gradient de potentiel

électrique) :

Fre =g XB (1.29)

Cette force engendre un mouvement a l'intériedadmne pateuse, qui reste localisé.

Les travaux de Lehmann et al [36jontrent que I'application d’'un champ magnétique
uniforme permet d’éviter la ségrégation en deurgdls Cu-Ag et Al — Cu en contrebalancant
la convection naturelle a l'intérieur de la zonéep&e. Un autre exemple d’effet sur la macro
ségrégation est étudié par Tewari et al [3¥gns le cas de l'alliage Pb-Sn 18% pds pour

lequel la formation de kreckles» peut étre supprimée en limitant la convecticiinmede.

Ces études montrent I'importance de I'origatadu champ par rapport a la direction de
la croissance pour que l'effet de freinage sor@ff. De plus, cette technique est tributaire du
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pouvoir thermoélectrique des composés de I'allieiggue les études citées ci-dessus ont été

faites avec des alliages possédant une assez gidfgdence de pouvoir thermoélectrique.

b) champ magnétique tournant

Le brassage par champ tourn&utating Magnetic Field RMFest le plus utilisé dans la
métallurgie. Cette technique est basée sur leipemt’'un moteur asynchrone. Le moteur est
alimenté par un courant alternatif polyphasé. L& dan moteur triphasé est le plus répondu
car on utilise en général les trois phases du véaeac une fréequence de fonctionnement du

moteur de 50 Hz. Chaque phase est décal@ertedans I'espace et dans le temps.

L’application d’'un champ tournant dans le liquidgose un mouvement de rotation toroidal.
Cette rotation induit a son tour des forces degiwescentripetes sur les parois du creuset qui
impose un mouvement secondaire poloidal (contems das plans méridiens s'il demeure
stable). Le sens (descendant prés des paroiscendst au centre de I'échantillon) est

toujours celui indiqué sur la figure 1.19.

Rotation du liquid —» C)

Liquide

Zone pateus

Figure 1.19 : écoulement induit par un champ magoéttournant
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Dans la zone pateuse, I'écoulement poloidal va adgdroi latérale vers le centre du
I'échantillon ou il remonte dans le bain liquide @onnant naissance a l'intérieur de la zone

pateuse a des boucles de recirculation [38].

Des expériences de solidification dirigée de Weisl €39] et Willers et al [40], ont démontré
I'efficacité du brassage avec un champ magnétiquenant. Les particules fluides pouvant
atteindre des vitesses de 0.5 Tp®ur un champ de 25mT dans l'alliage Al-Si. Lesidies

de recirculation déforment I'interface entre la eqgéteuse et le bain liquide créant une zone
de dépression au centre qui donne naissance a acr® segrégation radiale (présence d’un
canal ségrégé de taille non négligeable dans leleaslliages solutalement stables comme
I'alliage Al-Ni).

Notre étude constitue une contribution a la la nisdéon macroscopique des processus de
solidification des mélanges a plusieurs constiiadbus nous intéressons particulierement a
la zone solide-liquide (zone pateuse ou dendrijigues I'on décrit par un milieu poreux a

hétérogénéité évolutive. Dans ce but, nous préserttans ce qui suit les notions de base sur

les milieux poreux ainsi que les modeles d’écoulgneéde transfert.

IV. MODELES MATHEMATIQUES REGISSANTS LE PROCESSUS DE
SOLIDIFICATION VERTICALE

IV.1. Modéle monophasique

Pour développer un modele monophasique siygsteme d’équations bi phasique, il faut
placer un certain nombre d’hypothéses et le rapmoxiliaire entre les deux phases doit étre
appelé. Les variables dans des modéles monophasigoetent habituellement une moyenne
de propriétés. La spécification du rapport aak#i (lien intermédiaire entre les deux régions
solide et liquide) et I'identification des variall dépendront du processus changement de

phase en question.

Les hypothéses utilisées dans tous les meduksentés ici conformément aux études
antérieures de Beckermann et Viskanta [41] sanslgvantes: 1) L’écoulement est laminaire
et newtonien. 2) Les propriétés physiques des gémses sont homogenes et isotropes. 3)
L'effet de petites perturbations dans les deux doesala dispersion des flux, le phénomene

de surfusion) est négligé. 4) L’interface de sdkdtion est en équilibre thermodynamique
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=T

(T liquide

solide

et C;=k,C, ). Ces hypotheses seront prolongées et des hypsthes
additionnelles supplémentaires comme divers modelesdéveloppées.
a. La forme des équations de conservation

La forme générique des équations régissatratesfert de chaleur et de masse pour les
modeéles monophasiques est donnée dans la tabl€dsl équations sont développées en

termes d’enthalpie h définies comme :

.
h= jcs dT (1.29)
0
Et la vitesse du systeme est :
pu:ps gs us +p| gl u| (|30)
On note avec la définition d’enthalpie :
H.,=h, H, =h+JH (1.31)
ou
.
H=]le -c, )aT+L (1.32)
0
Et OT =0h/cq (1.33)

0
Masse a(p) + D(pU) =0

—

0 _0p .
Quantité de mouvemen a(pu) + O(puu) = T +D(:“ DU)+ F,

0 0 .
E(pv)+ D(puv): —6—5 +D(,u Dv)+ F, — M

Enthalpie

S

) K
E(ph) +0(puh) —D(C— DhJ +S,

Soluté

ot

9 (pc*)+0(puct)=0(p* oc*)+s.

Table I.1 : Le modele général
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Probléme

Solide Pateuse Liquide

S\
/ \

Le domaine du probleme

L’'échelle macroscopique

(a) Schéma du fluide
pateux (g=u) (b) Schéma de structure
dendritique colonnaire {& 0)

L'échelle microscopigue \
¢ < @Q? <
i
(c) Représentation de microstructure =

disperséeC=f, C,+ f, C,
(d) Représentation de
microstructure distincte

La nature de la distribution solutale

/ \

_/

d(i) Diffusion infinie en liquide et d(ii) Pas de diffusion en solide
solide ( Lever)C=f,C .+ f, C, (Scheil)C= J'CS +f, C

Figure 1.20: Le domaine du probleme monophasique
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La definition des parameétres genériques sttelenes de sources, & ,F et F dans la
table 1.1 dépendront du modéle en question et eaesémbles des hypotheses prises en
considération. Ces différentes hypothéses et ladquossible de ces parametres, variables et

sources, sont examinées par la suite.
B. L’échelle d’étude

Il est important d‘identifier les échellessddifférents phénoménes qui se présente en
modélisation numérique des systémes de solidifinatie développement des équations de
transport ayant lieu a I'échelle macroscopique&camn nombre de volumes de contrdles afin
de résoudre les régions des deux phases. Danspgbsatons typiques, ces volumes de
controles sont de I'ordre de 1@m. Cependant, dans plusieurs systémes, la magikaie
l'interface de solidification est tres fine, ellstede I'ordre de 10 — 10Qm. Si tous les
phénomenes de solidification sont pris en constaéral’effet d’'interface de solidification ne
peut pas étre négligé. Chaque analyse macroscopidhesoin de capturer I'influence des

phénoménes qui se présentent a I'échelle microgaegé2-43].
C. Deux cas limites

En dérivant les modéles monophasiques, a&dlée macroscopique, deux cas limites

peuvent étre identifiés :

Cas 1: Dans lequel le solide est totalement disperses da phase liquide et les vitesses du
solide et le liquide sont égaux (Figure 1.20(a)).

Cas 2 :Dans lequel la matrice solide est distincte aecdll liquide ou (us=0) (Figure 1.20

(b)). D’apres cela, on distingue les modéles sus/an
C.1. Le modele fluide pateux (modéle A)

Le modéle du fluide pateux est adéquat aatérraux amorphes (cires et verres). Dans ce
modele, on assume que le solide est entieremgurdis dans le liquide et qu’ils se déplacent

avec la méme vitesse. La nature du fluide pateudestrée dans la Figure 1.15 (a).
< = (1.34)

Employant I'hypothése de vitesses, I'équatiodd), I'enthalpie h et le champ de vitesse
u, les équations des deux phases peuvent étreir@smiour éliminer les termes de transfert
d’interface. Les parameétres du modeéle et les teduesource appropriés qui résultent de cette

étape sont récapitulés dans la table 1.2 (a).
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Dans ce cas, il faut retenir que :

. I est commode d'assumer le coefficient de diffasiefficace du modele
monophasique développé comme étant le coefficierdyen des coefficients diffusifs des
deux phases, solide et liquide.

luef'f = Hs Fs + IUI I:| (|-35)
Avec Fg et F, sont les fractions solide et liquide respectivement

. Dans la région du fluide pateux, toutes les padiesolide sont en équilibre avec le

fluide environnant. Dans ce cas, l'interface daldication est distribuée dans toute la région

pateuse.
. La concentration du soluté dans les phases liqgtidelide est exprimée par
C, =k, G (1.36)
. L’équation du soluté peut étre écrite en termes dnélange de concentration définie
par :
C.n=f C +f,C, (1.37)

La condition centrale dans un modéle contenant zoree pateuse est que la vitesse du
systeme s'approche de zéro pendant que la fradtidiquide s'approche de zéro et qu’il n'y a

aucune vitesse dans la région solide.
C.2. Dendrites colonnaires

Ce modele s’accorde avec la zone dendritmplennaire des alliages métallurgiques.
Une illustration descriptive de la nature de laezdendritique colonnaires est montrée dans la
Figure 1.15 (b). Dans ce modéle, la phase solidlassimée distincte de celle du liquide et se

déplace avec une vitesse prescrite (nulle dansatinstatique et non nulle dans la coulée

continue). Notant que pour le systéme de bétiqa;id‘us :O), la vitesse du systeme est

donnée papu=p, g, u, . En revanche dans la coulée continue, on retrug@odéle A).
L’hypothése de la structure dendritique estefa I'échelle macroscopique. A I'échelle
microscopique, la maniére dont la microstructutteregrésentée a un effet important sur le

modele qui résulte (voir la figure 1.20 (b)). Deuarsions de modéles dendrites colonnaires

seront considérées :
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- Dans la premiere version, la microstructure samalelée comme solide dispersé dans la

matrice liquide (figure 1.20 (c)) (Modéle B).

- Dans la deuxiéme version, la microstructure samlélisée comme la matrice solide,
distincte de celle du liquide (figure 1.20 (d)) (ke C).

Les parameétres génériques et les termes de sadesedeux modeles sont donnés dans la

table 1.2.
Parametre (a) (b) (c)
Vitesse du systéme u=u, =uq u=f, u, u=f, u,
Concentration | c* = c* =C, c* =,
Viscosite B =l =15 9514 9, | 47 =p plp 1= plp
Diffusivité solutale D" =ps9sDs +0, 9D, /k | D" =ps9sDs +p, 9, D, /k D" =p g D
Iﬁ:fef;jrillvc;fjee k* =0sks * 9 k| k* =gsks + 9 kI k* =0sks + 9 kl
Quantité de - _
mouvement FX ~ Fx =_{k0@_ 9 )2/g|3(p/p| )}” Fx __{ko(l_ 4 )zlg's(p/p' )}u
y ~ 2 __ _ 2, 3
Fy:—{ko(l—gl) /g|3(p/,0| )}v Fy = {ko(l gl) l9i (p/p|
Enthalpie 0 d 0
P %:‘E(Pﬁd")‘m(ﬂflum) :‘E(Pfld")‘m(ﬂld") %:‘a(Pﬁd")‘D(pUdH)
__ 0 0 _0
Soluté Sc—‘a[(l/ ot el | s --g[(ll Do, |- S 'E(f"(l_ o )-

D[(l/k -1)pf, uCS]

D[(l/k -1)p uCS]

oo f

Accouplement de I3
Température -
Soluté

TLr‘(l,‘ f )\(1‘k)1Tm
b= Jo-k)

T =Tn _(Tm -Te )Cmix/Cc

T=

e T,_r—(ll— f )‘(1—k)1Trn
I.l_(l_fl Xl_k)]

T =Ty _(Tm -Te )Cmix/Cc

T =Tq —(Tm -Te )C| 1Ce

Table 1.2 : (a) Modele A, modéle du fluide pate(b) Modele B, dendrites colonnaires avec

microstructure dispersée; (c) Modele C, dendritdsrmaires avec microstructure dispersée
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C.2.1. Dendrites colonnaires avec microstructurgpdrsée (modele B)

En dérivant les équations de quantité de rmant du modele étudié, il est nécessaire de
combiner directement les équations des deux ph&mssendant, si une telle approche est
employée, le soin doit étre pris pour éviter n'im@auelle contradiction dans la définition de
la pression qui est considérée la méme dans chalgase. Dans ce modele, ce probleme

potentiel est évité par I'adoption de I'approchegmsée par Bennon et Incopera [44].

afin de décrire la vitesse du solidg,, Une force externeF(FX ,Fy) est incluse pour assurer

gue les équations de mouvement de la phase salidats bien définies de sorte qu'ils
puissent étre combinés avec les equations deasepiquide. Une expression appropriée de
F peut étre trouvée en faisant appel a la natutécteulement dans la région pateuse. Dans le
cas d'une structure dendritique colonnaire, ciettee est régie par la loi de Darcy [45]. Les
formes de ket F, données dans la table 1.2 (b), sont derivéespeliqaiant I'équation de

Carman - Kozeny pour I'écoulement dans les milganeux [46].

En employant la définition donnée de F etappliquant les hypothéses additionnelles

suivantes :
i. Un solide exempt d'effort interne.
ii. Petits efforts visqueux résultant des gradientdedesité locaux.
iii. Densité constante dans chaque phase.

Le modele monophasique résultant est donnée danabla 1.2 (b). Ces équations de
mouvement sont identiques a ceux proposées parBReartrincorper§d7] avec les conditions
additionnelles d'une vitesse de solide nulle ataldensité constante. Dans ce cas, les termes

source (ket i) deviennent nuls dans les régions liquides.

Dans les modéles dendritigues colonnaires omloasiques, I'équation du soluté est
dérivée sous I'hypothése de I'équilibre macrosco@idu soluté sur un volume de contréle

arbitraire fixe dans la zone pateuse. A partiradd¢'@équation suivante peut étre dérivée [48] :

%(pcmix) + D(p UC| )=D(IOS gs Ds DCS +10| gl DI |:JCI ) (|38)
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Ou Gix est une valeur représentative obtenue dans l'espesant la moyenne sur un volume
défini a I'échelle microscopique (voir Fig.l.2 (biJe volume microscopique est représenté
par :

V = Vs (volume de la fraction du solide) +, folume de la fraction du liquide)

La forme genérale de.fs peut étre écrite comme :

__[,0| C avi +Ips C, dV,

1)39
Y ()

La nature de la microstructure assumée et lesmsmas de redistribution du soluté dans un
volume microscopique détermineront la forme exadie G,x. Dans le cas d'une

microstructure dispersée (Fig.l.15 (c)), on assquoeela matrice solide est dispersée dans tout
le liquide etC,, =1 C, + f, C, avecC,=KkC, dans toute la région pateuse. D’aprées la
conservation du soluté, I'équation (1.38) peut &tete sous la forme monophasique avéc C

Def €t Sc comme défini dans la table 1.2 (b).

C.3. Dendrites colonnaires avec microstructurgtidcte (Modeéle C)

A I'échelle macroscopique, ce modéle esttijea au modeéle B (table 1.2 (b)), la région
pateuse se compose d'une rangée de dendrites amé&snnomme représenté dans la Figure
.15 (b). Cependant, la microstructure est repri&gesomme une région solide et liquide
distincte (Figure 1.15 (d)). Ceci peut étre vu coenextrémité opposée a une microstructure
disperseée (Figure 1.15(c)).

Les définitions appropriées a ce modéle donhées dans la table 1.2 (c) ou les équations
de transport de masse, de mouvement et d’enthafpie identiques au modéle précédent
(modele B (Table 2(b)). Les différences surgisseanms I'équation de transport du soluté ou la
facon avec laquelle £x (équation (1.39)) est calculée. La forme dgixQlans le modele
courant dépendra des mécanismes de transport dué stdcal assumés a I'échelle

microscopique.

Dans le contexte métallurgique, il y a delituagions alternatives qui peuvent étre

considérées :
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1) La diffusion du soluté a I'échelle microgitjue, est supposé infini dans le solide et le
liquide (la regle de lever s'applique) ayant pasultat des profils uniformes de concentration
(Figure 1.20 (d) (i)). Ceci signifie que toutes [eties du solide sont en équilibre avec toutes
les parties du liquide et les conditions sont dssléeement identiques a ceux trouvées dans

une microstructure dispersée Modéle B (Table 2(b)).

2) La diffusion dans le liquide est infinie ket diffusion dans le solide est nul. C'est
I’hypothese sur laquelle I'équation de Scheilbestée. L'équation de Scheil est valide dans
beaucoup de situations métallurgiques de solidifipa.Dans ce cas-ci la concentration du
soluté dans le liquide sera uniforme, en revanalmhcentration du soluté dans le solide aura

un profil (Figure.20 (d)(iii)). L'approche d&cheilest explorée ci-dessous.

On note queV, =g.V , I'équation (1.39) prend la forme

gS
PCr=p 1 C + _[Cs da (1.40)
0

Oua est une variable pour effectuer I'intégration.

Sous I'hypothese de non surfusion locale et pulsgy' a aucun transport du soluté dans le
solide, la concentration a un point quelconqueadlids est égale a la concentration lorsque le
solide est formé a la premiére fois. L'intégralemside second terme a droite de I'équation

(1.40) est donc indépendant du temps. En outregloxr =gs(t), la position du front de
solidification est liée a la relati@® =C.= kC, . L’emploi de ces observations et

'application de la régle de Leibnz menent a latieh suivante:

3(0Cp)

ot %(pcl )+%(,0C| (fl _1)) + kG %('0 fs ) (1.41)
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La substitution de cette expression dans I'équatéeoconservation du soluté (équation (1.38))
avec I'hypothése de la diffusion nulle dans ledeolmeéne a des termes appropriés pouetD

S: données dan la table 2(c).

D) Couplage

Avant que les divers modéles développés s$uke puissent étre numériquement résolus,
un rapport auxiliaire doit étre défini pour couplerchamp d'enthalpie (la température) et le
champ solutal. Les relations de couplage de la éeatpre et le soluté pour chacun des
modeles sont données dans la table 2(a)-(c). lladfale ces modeles dépend de la nature des

hypothéses utilisées.

Dans le cas d'un fluide pateux (modéle Ag omcrostructure dispersée (modele B) et une
microstructure distincte avec I'équilibre thermoakyrique local (équivalent au modele B), le
couplage est réalisé par le diagramme de chandategrhase d'équilibre pour les équations
des systemes binaires (Figure 1.16). La suppost@mlignes droites de liquidus et de solidus
dans le diagramme de phase, les relations donreées ld table 2(a) et (b) peuvent étre

obtenus par une géométrie simple.

Dans le cas d'une microstructure distinctedae C), I'équilibre n'existe pas au niveau
des volumes microscopiques et le traitement du éuprilibre de couplage est donc exigé.
Donc on suppose que lors du changement de phasdemaérature d’'un volume
microscopique est a la température du liquidg, dorrespondante a la concentration du
liquide, G, la température a un point quelconque dans lamépéateuse peut étre lice a la
concentration du liquide par lintermédiaire de ligne de liquidus du diagramme de
changement de phase (Figure 1.16). C’est la baselps relations de couplage données dans
la table 2(c).
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Figure .21 : Le digramme de changement de phase

IV.2. Modele bi phasique

Les bilans volumiques de températurg. Bt de concentration §& s’obtiennent en
écrivant les équations de conservation de I'éneegjide la masse de soluté dans les deux
phases (solide et liquide). Pour un alliage binditeé, des expressions simplifiées peuvent
étre écrites dans le cadre dumedele minimale, qui consiste a négliger la diffusion de
soluté dans le solide et a considérer la diffusi@rmique infiniment rapide par rapport la
diffusion solutale dans les deux phases. Cettei@erhypothése est vérifiée pour la majorité
des matériaux dans la mesure ou le coefficientiffiesibn solutale (R - 10° cnt/s) est trés
inférieur au coefficient de diffusion thermique quirie entre 18(pour les métaux) et 10

cn/s (pour les alliages organiques).
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X A
A
L Liquide
— Interface de
< solidification
Solide
Y >
0 « > r

Figure 1.22 : demaine du probléme bi phasique

La forme générique

Les équations de quantité de mouvement, dssena@t d'énergie qui régissent les
phénomenes de solidification verticale pour un nedaé phasique sont développées,
séparément, pour chaque phase (dans notre cdgda polide et liquide). Ces équations sont
couplées par les bilans inter faciaux (contindeda température, conservation de la chaleur

et la conservation du soluté).
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» Phase liquide

. Equation de conservation de la masse :
pOu =0 (1.42)
. Equation de Navier - Stokes
ou [~ - =
0o {E +[a DF} = -OP+p0%u —p, g [B, (T, - T, ) -Bc (G, - G, ) (1.43)
. Equation de conservation de la chaleur :
oT -~
pC,. {a_tL + (u D)TL } =k O°T, 44)
. Equation de conservation du soluté :
a;:tL + (GD)CL = D, 0%C, (1.45)

> Phase solide

* Champ de vitesse :

u=0 (1.46)
. Equation de conduction de la chaleur :
oT.
pcpsa—tS = kg 02Ty (1.47)
. Equation de diffusion du soluté :
aa% = D, 0°C, (1.48)

a) Traitement des interfaces

Dans les équations qui suivent, I'indigsignifie que la valeur de la grandeur considérée
est prise au niveau de linterface de solidificatidDn néglige les effets associés a la

contraction (ou la dilatation) volumique qui accagpent le changement de phase.
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Continuité de la température [TS ]¢ = [TL ]¢ =T, (1.49)
Conservation de la chaleur [kSDTS -k OT, ]¢ Nn=LVn (1.50)
Conservation du soluté D, [D C]¢ n = [CS - CLLV n (1.51)

Dans ces équations; let k. désignent les conductibilités thermiques dansol@e et le
liquide. V la vitesse de croissance. n la nornealen point de I'interface. L la chaleur latente

de fusion de I'alliage par unité de volume ¢tl® coefficient de diffusion solutale.

V. OBJECTIF DE CE TRAVAIL

A partir de la revue bibliographique relatigax différents types de croissance, aux
modeéles de zones pateuses et aux différents modetghématiques représentant les
problemes de changement de phase, nous présatdos ce qui suit le travail entrepris

constituant notre contribution a I'étude de cesnginéenes dans leurs différents aspects.

Ce travail se propose d'étudier numeériquementolavection thermosolutale au cours de
changement de phase des alliages concentrés sechiateurs sous l'effet magnétique. Le
cadre général de cette étude est l'influence dmlilement dans le bain et I'effet du champ
magneétique sur les transferts de chaleur et deeamass de phénomene de solidification

verticale de type Bridgman.

Nous nous intéressons strictement ici a I'étuderaos@opique sans prendre en compte le
probleme de la microstructure de la zone pateusegy assimilée dans notre cas a un milieu

poreux pendant la croissance.

Nous envisageons d’abord de définir les limites mlobléme étudié dans une cavité

axisymeétriqgue cylindrigue de type Bridgman en ogmfation fluide pur au début de la
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solidification ce qui devait conduire a une confajion solide pur a la fin du processus avec

le développement de la zone péateuse en fonctigardps.

En fin, l'insertion de I'effet magnétique et la dission des résultats obtenus.
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MODELISATION MATHEMATIQUE

[. INTRODUCTION

Dans les conditions usuelles d’élaboratiorpHase liquide est presque toujours animée de
mouvement macroscopiques dus a la convection favoépaturelle et on ne peut pas se
limiter au cas diffusif. La convection naturelleup@voir plusieurs origines(i) la différence
de masses volumiques entre les deux phases quit,ireu général, un retrait lors du

changement de phage) les gradients de température ou de concentratios ldabain fondu.

Les phénomenes de convection thermosolutale ehangement de phase au cours de la
solidification verticale en instationnaire sont itégar les équations de quantité de
mouvement, d’énergie et de conservation de solécours de la croissance cristalline,
l'effet magnétohydrodynamique sur le processussigfoe décrit l'interaction entre les

champs ; magnétique et de vitesse.

Ce chapitre est consacré a la mise en équatioprableme physique considéré dans un
espace cylindrigue. On commencera par I'écritie® équations sous leurs formes générales,
puis on passera en revue les différents traitemaatses équations et des conditions aux
limites pour arriver a la forme adimensionnellé g@té retenue dans ce travail. Enfin, nous
définirons les seégrégations chimiques radiales aetvitesse de croissance quantifiant

respectivement le transport de soluté et la rédactle la convection dans le bain.
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. MODELE PHYSIQUE

Nous considérons une cavité cylindrique diggoverticalement et fermée, de hautdur
et de rayorR contenant un alliage métallique concentré. Le atlest considéré comme
étant un fluide incompressible de viscosité cinégoatv et de diffusivité thermique. Le

soluté est deéfini par le coefficient de partagg et la diffusivité solutal®.

Les parois horizontales de cette cavité sont siggsoadiabatiques et imperméables a tout
transfert de masse (parois passives) tandis qperta verticale est imposée a un profil de

température.

A
VAR
$ r
A — ] >
Liquide
: —
H ! R 1
! Q
B A X
0 Zone pateuse N
! +
: o
v Solide
v E

Figure II.1 : Représentation du modele physique
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[lI- FORMULATION MATHEMATIQUE

[1l.1-Hypotheses simplificatrices

Un ensemble d’hypothéses est retenu dans cette,&iid de simplifier la modélisation

numérique et de s’approcher a la réalité du problenCes hypotheses sont issues des

propriétés physiques de I'’écoulement dans le bamdd. Ces simplifications dépendent en

grande partie du mode de changement de phase tizt principales hypotheses prises en

compte sont les suivantes :

N

8.
9.

On considére que le bain fondu est un fluide Neigtan

On suppose que les propriétés physiques du flaidees que la densité ne varie pas de
facon significative avec la température et la cotregion. Elles sont prises constantes
et évaluées a une température et a une concentratigenne de référence.

Vu la géométrie du probléeme, I'’écoulement est batisionnel et axisymétrique, c’est
a dire que toutes les variables sont indépendaetéangle azimutab (9/06 =0).
L’écoulement de convection naturelle est provoguéukanément par les forces de
poussée thermique et solutale tout en demeuraidine

La zone pateuse est considérée comme étant ununpl@eux indéformable,
homogene, isotrope, saturé par une seule phasde flues interfaces fluide-poreux sont
perméables au fluide et diathermes.

les pores n'ont pas une forme bien précise.

La vitesse de tirage est suffisamment faible pag lg@ systéme soit constamment en
équilibre thermodynamique. Les phénomeénes atomisigissupposés avoir des temps
caractéristiques tres inférieurs a ceux de déplanedu creuset. La surfusion cinétique
est alors négligeable.

La diffusion du soluté dans le solide est négligéeil [15].

Le profil de température imposé est linéaire. ivae T, a T,

10.Le champ magnétique imposé durant la solidiftcagst permanant et axial.
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Cette hypothése de Boussinesq généralisée estlevafaur les faibles gradients
thermiques et solutaux, avec un écart de tempeérataximal qui reste inférieur a 30 [°C].
Nous supposons, en outre, que l'effet du gradienpission sur la masse volumique est
négligeable.

L’expression de la densité en fonction de la termjpde et la concentration est linéaire,
dans le cas ou le fluide ne présenterait pas unmoex de densité [49]. Dans ces conditions,

la masse volumique s’écrit :
P(T,C) = Pol1=B; (T~ Ty) ~Bc(C~Cy)] (1. 1)

Ou, T, et C, sont respectivement la température et la coratsmir moyennes de
références €., B, sont respectivement les coefficients de dilatatiblermique et

d’expansion massique de la densité a pressionamest
[11.2.Mise en équation du probleme

Les variables primitives : vitesse, pression, temafpge et concentration sont modelées en

cordonnées cylindrigues comme suit :

» Equation de continuité

10(ru) | av
Bt W AT Il
r or 0z -2
* Equation de mouvement dans la direction radiale
U du  ov ap 19| 0u | glou u
ol —tu—+vVv— |=—-—+u |——|r—|+—| — |-— | ~a (1.3)
ot or 0z or ror| or 0z| 0z e

Le terme (I) présente I'écoulement dans la zoneys&. Dans les problémes de changement
de phase des alliages métalliques, la zone paestisessimilée a un milieu poreux de porosité
¢ d'apres V.R.Voller et C.Prakash [46] et J.C. Heimet al [50]. Selon la loi de Darcy,
est dérivée des équations de Carman-koseny [51].
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e =-cl1-¢)21lc3 + ) (11.4)
avec
7=1-Fg (11.5)
ou
Fg : estla fraction solide.

La constante C dépend de la morphologie de la pateuse. Selon V.R.Voller et C.Prakash

[46]. Elle est égalea6 x10%. Dans la méme référence, la constante g est intrpdur éviter

la division par zéro. Elle est égale a 0.001.

* Equation de mouvement dans la direction axiale

(6v v avj_ dp 19 v | gfov JB; R?
pl—+tu—+v—|=——+ Uy |=—|r— | +—| — | | +p0- V—&V
ot or 0z 0z ror| or 0z| 0z U

%/_J
|

(11.6)

Oul présente I'effet de la force électromagnetiqueed\B, est I'induction magnétique en

[Tesla] etd est la conductivité électrique en [Am/V].

* Equation d’énergie

oT oT oT oT oT
P Co| b U v | =k |19 T[40 —[OMH} (11.7)
ot or 0z r or or 0z| 0z ot

Il

Ou (I) exprime la quantité de chaleur libéréesldu changement de phase avec :
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Ah = f, AH (1.8)
ou
AH : la chaleur latente de solidification.
f, : Fraction liquid
» L’équation de concervation du soluté

Selon la modélisation mathématique des problemesoligification pour les modeles mono

domaines d’'apres Timchenko et[&R], le transport de soluté est gouverné par Ediqun

suivante :
oC oC oC 19| 0C 9| 0oC
+u +v =D| =——|r— |+ —| — (11.9)
ot or 0z r or or 0z| 0z
ou:
C=1fCs + 1 G -10)
ou:
fg =1- fI (1.11)

fs est la fraction solide.

C, :Laconcentration du soluté dans la partie tiqui

Cs : La concentration du soluté dans la partie solide
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Comme la diffusion dans le solide est négliggdoh I'hypothése de Scheil), do@ ne
dépend pas du temps(&!tS /ot = O). En outre, a I'interface de solidification, le fzage du

soluté est exprimeé pa(cS =k, C,) avec k, comme coefficient de ségrégation. Donc,

I'équation (11.9) peut étre partiellement dérivéeus la forme suivante:

a%: {(145) aaitl} +(a;_§(kp—1)q] (1.12)

Le premier terme (I) peut étre exprimé comme étantariation du soluté dans la partie

liquide. Le second (II) définit le rejet de soluléns la zone pateuse dont la vitesse de
déplacement\7 = (af%] Az , voir Timchenko et g52], avecAz est la taille du volume
de contréle dans la direction de solidification.

En substituant la variation de la concentratioraleotexprimée par I'équation (11.12) dans

I’équation (11.9), on obtient :

aC aC oC oC oC
ﬁ—fs) Lru—L +v I=Dlar ! +0 ! +afs

ot or 0z ror| or 0z (kp _1)0' (11.13)

0z| 0z ot
L'équation décrivant la distribution du soluté aurs d'un mélange complet extréme peut étre

obtenue en effectuant un bilan de masse a l'interfde solidification. Le soluté rejeté a

I'interface peut étre donné par :

Cs = kpCy (1— fs )k"_l (11.14)

Ou la concentration du soluté dans le solide, aoefft de ségrégation, la concentration initiale
du soluté et la fraction solide sont respectivemexrimés pat,, k,, C,, fs . L'équation

(11.14) est connue comme étant I'équation de SBeilliver pour un mélange complet.
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[11.2. Conditions aux limites
Les conditions aux limites seront de plusieurs sype

a) Conditions dynamiques

* sur les deux couronnes horizontales (supérieurdéteure) la condition d’adhérence

impose des vitesses nulles, on obtient alors:
u=v=0 (11.15)

« A l'axe du cylindre qui est considéré comme un d&eymeétrie
M_%_o (11.16)

b) Conditions thermiques

* Sur les deux couronnes horizontales (supérieurdéteure) la condition d’adhérence

impose des vitesses nulles, on obtient alors :

o _,

z=0ou H —
0z

(11.17)

* A l'axe du cylindre qui est considéré comme un d&eymeétrie :

6T=O

> (11.18)

» Lasurface latérale est exposée a un profil dpéeature linéaire :

r =R T(2) =- LTC)xH T, (I1.21)

Lg

Avec L est la longueur de la zone du profil de tempeérature
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c) Conditions solutales

Pas de fuite de matiere le long des parois veetscdll creuset (flux radial nul) :

oC (11.20)

_:O
or

Sur la surface supérieure du liquide, on supposi& Oy a aucune évaporation

(matériau non volatil) et le flux de matiere esk:nu

(11.21)

d) Conditions initiales

A T'état initial, le fluide est au repos & la zodeaude et & une concentration unifo®ge

Les équations qui traduisent cette condition sesislivantes :

At =0, u=v=0 C =C,, T=T, (11.24)

111.3. Le calcul de la fraction de solidification

Lors de la solidification métallurgique d'afliage métallique, la fonctiorfg (T) dépend
de la nature de la distribution du soluté et agrmismme d’équilibre de changement de phase.

Dans le présent travail, une formule linéaire sampbur la fraction de solidification locale

fs (T) est donnée par:

0 T=>T,
T, -T
L
fs(T) =9 ———— T, =T 2T, (11.23)
1 T < Tg

ou T, est la temperature du liquidus a laquelle la fdiomadu solide débute el est la

température du solidus a laquelle la solidificattompléte est atteinte.

62



Chapitre 2 Mou@ltion Mathématique

VI. VARIABLES REDUITES ET GROUPEMENTS ADIMENSIONNEL S

VI.1. Les grandeurs de référence

Pour adimensionner le systeme d’équations régissatsitangement de phase au cours du
temps, nous adoptons la largeur de la cavité colongeieur de référence. Cette grandeur de
référence deéfinit le rayon hydraulique de I'espagéndrique qui affecte directement les
forces motrices donnant naissance a I'écoulemenvemif [53]. Ainsi, les références

utilisées dans l'adimensionnement sont comme suit :

* R:rayon de la cavité

* v/ R :Vitesse de référence définie en fonction deidaosité cinématique.

« AT=T, —T, :Ecart de température de référence entre lesszcmaude et froide.

¢ C, : Concentration de référence
En fonction des choix précédents, la grandeur fleendce associée a la pression est :

. ,01/2 / R? : Pression de référence.

On en déduit la forme adimensionnelle des variadbéesotre probleme :

t =y t/R? I =r/R Z =z/R U =Ru/v

V' =RV /v p =R%p/ pv? = -1 ), -T.) =g

En termes de paramétres adimensionnels, le systédmeations global a résoudre est le

suivant :
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Les différents groupements adimensionnels sonhidgiar :

o) o7,

ror 0z
au Lou LoV o |10 .00 5 | ou u ,
U =t = | —— |t | | —a

ot or 0z o’ | r ar o | oz| az | 2

VAR VAR, Vi p 19/ .0v 5 |ov .

—tU —+V — - —/+ | —=| t —= P —& o+

ot or 0z 0z r or or 0z | 0z

GRl(—(T* —1)+ N(c* - )) - GR,V'

oT" .07 ,adT LoT” T’

— tU —+vV —| =GR; i*i*r ; +i*7* +GR4afi

ot or 0z r or or 0z | 0z ot
R I e L R A [t

ot or 0z ror or 0z | 0z ot

(11.26)

GR =[98 ATR®) (va), GR, =BZR?&/pv, GR, = uC,/A ,GR, =AH/C, AT

GR =D/v

Les expression déR, , GR,,GR;, GR, et GR; pour un fluide newtonien sont récapitulées

dans le tableau suivant :

Groupement Symbole
GR Ray
GR, Ha?
GR, 1/pPr
GR, 1/ Ste
GR, 1/Sc

Table Il.lrdepements adimensionnels
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VI.2. Les parametres caractéristiques du probléme

Les parametres caractéristiques intervenamis des équations adimensionnelles ci —

dessus, dont les valeurs conditionnent le trandéechaleur et de masse dans la cavité sont :
VI.2.1.Les paramétres géométriques

Le rapport de forme qui caractérise I'allongementadvité :A=H /R

VI.2.2.Les parametres physiques

Les parametres adimensionnels usuels figurantldaableau I1.1 sont les suivant :

Le nombre de Prandtl : Pr=v/a (a :diffusivité thermique)
Le nombre de Rayleigh thermique : Ra; = (g B AT R® )/ (l/ a)
Le nombre de Schmidt : Sc=v/D (D :ladiffusivité massique)
Le nombre de Rayleigh solutal : Ra, = (g Bs Co R® )/ (l/ a)

Nous appelons convection naturelle tout trahstenvectif généré uniquement par un
gradient thermique et solutal seulement. Par ra@ocas de la convection thermique, deux

nouveaux parametres apparaissent dans le systéqeation (11.24) adimensionnées en plus

des nombres de Prand®() et de Rayleigh thermiqueR@a; ) : le nombre de Schmidt (Sc) et

le nombre de Rayleigh solutaRé. ) qui introduit la force de volume d’origine sollgadans

I'équation de Navier-Stokes en milieu fluide. Nazeractérisons I'importance relative des

transferts de masse et de chaleur par deux rapports
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* Le rapport des forces de poussées thermique aabolu

C
N =Re _FeCo 1.26)
Ray B AT
* Le nombre de Lewis qui est le rapport des diffuéthermique et solutale :
Le=>C-92 (11.26)
Pr D

On appelle Matériau a Changement de PhagséGP - tout matériau capable de changer
d'état physique dans une plage de températureirgsiT . Tout matériau, solide ou liquide
(ou gazeux) possede une capacité a stocker ou dédamergie sous forme de chaleur. On

distingue 2 types de transfert de chaleur (ou teahthermique):

* Le transfert thermique par Chaleur Sensible (Gfns ce cas, le matériau en question
peut céder ou stoker de I'énergie en variant sprerempérature, sans pour autant
changer d'état. La grandeur utilisée pour quaniéi€CS échangée par un matériau est

la chaleur massique, notée Cp et exprimée en Bikg.

» Le transfert thermique par Chaleur Latente (ClLangice cas, le matériau peut stocker
ou céder de I'énergie par simple changement dtétdaten conservant une température
constante caractéristique du changement d'étagrdradeur utilisée pour quantifier la
CL échangée par un matériau est la Chaleur Latimt€hangement de Phase notée

4AH lors de la transition Liquide/Solide. Celle-ci egprimée en J/kg.

Le paramétre adimensionnel qui caractérise le d@rargt de phase est définit comme suit :
Le nombre de Stefan :

Ste= Cp AT / 4H ()%

Notre modeéle développé, couple les équations dgdiddynamique a celle de la
solidification dirigée. Ce modele macroscopiquestietéresse qu’'a I'effet de la convection
dans le bain liquide ainsi qu’a la forme et 'eng@ment de la zone pateuse en fonction du

temps durant la solidification.
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Samanta et Zabaras [S#pntrent qu'ils parviennent a contrebalancer Emikements dus a

la gravité en appliquant un champ magnétique peamtan

Le paramétre adimensionnel qui caractérise I'effetgnétique est définit comme suit:
o
Ha= B,R /— BI7)
pv

Le nombre de Prandtl caractérise le fluide étugirégénéral tous les alliages métalliques ont
des nombres de Prandtl inférieurga5]. Pour une géométrie et un fluide donné, le nombre

de Rayleigh représente I'écart de températureadess chaude et froide.

VI.3. Les conditions aux limites adimensionnelles

En tenant compte des hypothéses énoncées atidiebhapitre et de I'adimensionnement

des grandeurs physiques, les conditions aux lirsites exprimées par :

e Sur les parois horizontales :

X . T oc”
z =0ou A u =V =0 — =0 et —=0 (l.28)
0z 0z

e Sur la paroi latérale:

= (VoL Xt +1 (1.29)

Avec Va et L*g sont respectivement la vitesse de tirage etrlgueur de la zone du profil de

température adimensionnes.
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. Sur 'axe de symétrie :
ou’ oV ot ac’
" = — = — = — =0 (1.30)
or or or ‘ or
r=0 r=0 r=0 r=0

V. LES SEGREGATIONS CHIMIQUES

A linterface solide-liquide, il ya un paraglu soluté entre le solide et le liquide décrit

par le coefficient de partage ou de segrégation :

k, = C,/C, (1.31)

Avec C, et C, les concentrations en soluté du solide et dudigai I'interface.

Le diagramme de phase pour l'alliage Sn-Pb stemté sur la figure I1.2. Le coefficient de
ségrégation étant inférieur a(ldp :0.065), une fraction C; =k, C, du soluté sera

incorporée dans le solide et le reste demeure aliguide. Pendant la solidification, le
soluté qui s’accumule en avant de l'interface estdporté dans le bain liquide par diffusion
et par convection. La concentration du solutérddiiface augmente continuellement au cours
de la solidification, entrainant une variation &xiale composition dans I'échantillon
(ségrégation axial). L’écoulement du fluide an awdml'interface a donc une influence sur la
répartition solutale dans le liquide. Le transplritsoluté des parois du creuset vers le centre
de I'’échantillon génere des variations radialescdeposition (ségrégations radiales). Ces
ségrégations sont un probleme pour les cristauxt des propriétés dépendent de la

composition.

68



Chapitre 2 Mou@ltion Mathématique

350 1 1 1 1 1 1 1 1 1

300 >
250 - Liquid L
200+ -

(Pb)
150 (Sn) -

T °C)

100+ -

50 - -

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Sn Mass % Pb Pb

Figure II.2 : Diagramme de phase de I'alliage Ph-$h Fecht/1989/

D’aprés Brown et Kim [56] et Stelian et al [57}5@s ségrégations chimiques dans la
direction radiales peuvent étre données par ceujui

x=(C...~Coin )/ C (1.32)

av

ou C., C... €tcC,, sontrespectivement les concentrations maximal@male et moyenne

min

a l'interface de solidification.

En régime convectif développé, les mouvements tdydramiques tendent a réduire les

ségrégations radiales a cause de I'homogénéisaliprbain. L’'expression proposee par
Kaddeche et al [59] pour la variation radiale deaemtration montre une variation &br/°

des ségrégations radiales :
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sCc=11f - k,) PeGr° sc?° (11.33)

Ou Pe est le nombre de Peclet solui2¢ =RV, /D . On observe que I'élévation de

I'intensité convective décrite par le nombre desbdd tend a réduire les ségrégations
radiales.

VII. VITESSE DE SOLIDIFICATION

Le calcul de la vitesse de la zone pateuse a itédda relation définie par Timchenko et al
[52] donnée par:

V = ot r0t)az

L’analyse de cette vitesse en fonction de la vitekstirage va étre effectuée dans ce qui suit.
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[. INTRODUCTION

En analyse numérique, taéthode des volumes finisest utilisée pour résoudre
numeériguement des équations aux dérivées partiallesiéme titre que la méthode des
différences finies et la méthode des éléments. fMas, contrairement & la méthode de
différences finies qui utilise des approximatiomsdErivées, les méthodes de volumes
finis utilisent des approximations d'intégrales.

Toutefois, la méthode des éléments finigsatiune formulation variationnelle de
I'équation a résoudre, tandis que la méthode demes finis est fondée directement sur
la forme primitive de I'équation.

On résout I'équation aux dérivées partigllesnaniére approchée sur un maillage.
Ce maillage est constitué deolumes finis Les volumes sont des petites unités
(volumes en 3D, des surfaces en 2D, des segmeni®edont la réunion forme le
domaine d'étude. Les volumes finis peuvent étrestcoils autour de points d'un
maillage initial, mais pas nécessairement.

La méthode de volumes finis a été mise autpaitialement pour des lois de
conservation, mais des développements récents fienna présent de I'utiliser pour
des équations elliptiques et paraboliques. Ces tiémga aux dérivées partielles
contiennent des termes de divergence. Les intégrde volume d'un terme de
divergence sont transformées en intégrales decsudn utilisant le théoreme de flux
divergent. Ces termes de flux sont ensuite évalugsnterfaces entre les volumes finis.
On utilise une fonction de flux numérique pour daime approximation des flux aux
interfaces. Comme le flux entrant dans un volumendoest égal au flux sortant du
volume adjacent, cette méthode est conservativeuCest particulierement important

lorsqu'on résout des lois de conservation.
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Un autre avantage de la méthode des voluimes ést qu'elle est facilement
utilisable avec des maillages non structurés. Eat,da formulation de la méthode de
volumes finis ne tient aucun compte de la compéedit maillage, pour ce qui est de la
discrétisation des lois de conservation. En revames caractéristiques géométriques du

maillage peuvent jouer un réle déterminant pouquiesst des flux diffusifs.

[I. DESCRIPTION DU MAILLAGE

S.Patankar [60] a exposé la méthode des \eduinis telle qu'on peut répartir le
domaine d’étude en un nombre fini de volumes costigntourant chacun un noeud,
figure 1.1 .Ainsi les termes de transport appssant dans les équations de
conservation de mouvement, de masse et d’énergieept étre intégrés sur chaque

volume de contréle fini par le biais de schématdiipolation.

32l

4 ! ! | i T

Figure III.1 : Discrétisation du domaine de calcul
en deux dimensions

- mmmp Lavitesse radiale v

—) La vitesse axiale u
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Le domaine d’étude est discrétisé a I'aldme grille bidimensionnelle (uniforme
ou non) orientée positivement vers la droite suian) et vers le haut suivant (0z).
Pour écrire le schéma de discrétisation en un ggimous désignerons par E et W les
noeuds situés en Est et en Ouest (Figure IlI.N et S les nceuds situés au Nord ou au
Sud. Le " volume " de contrGle centréfea pour dimension,Ar Az. Les points situés

aux limites de ce volume sont n, s, w et e respectent.
[ll. DISCRETISATION DE L'EQUATION GENERALE

Les équations de conservation de quantitthdevement dans les deux directions
(axiale et radiale), de température et de soluté [@s deux modeles physiques étudiés

peuvent étre écrite sous la forme suivante:

0 0 0 0 op 0 op

el +—(ove) + —(pru = —|I'—=| + —[rT—| + S (lll.1
2pd s Lhve) + Zorug) = 21 2] .+ ()45 iy
ou:

¢ . est la variable caractéristique du systeme (s&egempérature ...... ) généralisée par

unité de volume.
I': est le coefficient de diffusion généralisé (pw@ux matériaux et phénomenes
traités), il exprime la propriété de transport coenfa viscosité ou la conductivité

conjointement avec le gradient de la variable ojppéey .

S : est le terme de source spécifique a chaquablegi.

Equation ¢ r S
Continuité 1 0 0
Quantité de mouvement suivantx| | 4 ~Tp + F_V’

Equation d’énergie T Kk S
Equation de soluté G D S,

Table lll. 1 : Tableau récapitifl des équations de conservations.
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Ou:

_—

F, : Représente les forces de volumes.

V:Le champ de vitesse.
M : Viscosité dynamique.
k : Conductivité thermique.

D : Diffusivité solutale.

I11.1. La discrétisation du terme in stationnaire

t+At

/

ot

) C—) S

J'i (v p@)r dr dzdt ((pg/))t+At - (o) )yrpArAz = ypr, Or Az(qpt+At - qf) (111.2)

I11.2. La discrétisation des termes convectifs

t+At

ne

| 112 (ovg)rardzet = {vnpn%;% -V %} rpArat - (113)
z

t sw

t+Atne
J‘Hir oug. dxrdrdt—{u Mo Po % ;% —uWerWW} AzAt (111.4)
t

I11.3. La discrétisation des termes diffusifs

t+Atn e
H i(ra—wj dzrdrdt =| T, (a_q)] - Ty (%)] roArAt =
<y 0Z\ 0z 0z ), 0z ),

g
ESEES

(1n.4)
rpArAt
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t+Atn e
J' “ —(rr q)j rdrdzdt= | r. I, [%’j Il [6_(0} AZAt
ror or or Je or ),

_ {re re(%—'%j _rwrw{uj ]Azm
& &,

(111.5)

I11.4. Rassemblement des termes discrétisés

PV I Ar T T Ar = P VeI Ar M r,Ar Pl U Az r,M Az
+ + + + +
2 fo74 2 fo74 2 a

S e

2 a At

w

- AzA
+{ PulwhBZ rWI'WAz]F,Orp ZAr }(%

_ = PuVal Ar N Far,Ar a + Ps VeI Ar N [ r,Ar o
2 a, 2 lo74

- P.r, uAz r,r, Az = P, U, AZ r,[ Az
e'e e +_¢& e + w-wTw + w_w +b 1.6
Pour exprimé I'équation discrétisée sous la torm
a®% =ayRta @ ta @ ta, @ th (1.7)
On integre I'équation de continuité sur le voluneecdntrole :
ne a
d dr+||— dzrdr = 0 1.8
”62 zrdr ”rr,oru)zr r (111.8)
SwW
(), = (o). |ror + [(oru ), - (oru ), Jz= 0 (11.9)

Soustrayons I'équation (111.6) de I'équation (I)}.8n obtient :
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=PV Ar T Ar Ps Vsl Ar M r,Ar ~ Pel U Az r,r.Az
+ + + + +
2 lo74 2 o 2 o

n S e

2 a At

w

{pWrWuWAz rWFWAz} yp'r,Ar Az }
+ + + X @,

- PV r,Ar  Tor Ar pur Ar rr Ar
:|: — + P @y + ° + — |t

2 x, 2 [
- P.r, uAz r.r, Az Pol,U,AZ r,[ Az
e'eYe 4 _e'e + wiww + ww + b 111.10

D’aprés cette équation, on définit les termesveotifs et diffusifs :

- _ Lr,Ar
S AA N, D, = &
- _ Fgr,Ar
Fs = 0 VeI, Ar D, = &
Fe = Ioere ueAZ De = re reAZ
Fe
F. = P.u,Az D, = ul W82
a

La discrétisation de I'équation de convection fugiion en espace a I'aide du

schéma power law peut s’écrire sous la formeasiey:
a, ¢ = a @ +* a @+t a @ + a, g +b (I11.11)

Avec :
i _Fn - E
aN—[Fh,Dn 2,0} ag [FS,DS+2,O}

76



Chapitre3 Prdcgée Numérique

F
ap{—Ff D, —7&0} aB{Fb Dy +F—2b,0}

ap =ayt+ta ta +aB+(Fn—Fs)+(Ff—Fb) (1n.12)

Cette formulation est valable pour n’importe queinp entre deux interfaces et

non pas seulement au milieu d'un volume de coatrol

On définit les nombres de Peclet :

- F - F
R =" y =
Dn Ds

F
Pf =_f Pb:F_b
Dy Dy

L’expression dea, peut s’exprimer avec le schéma Power Law comme qui

suit :
PourR <-10 A -_p

Dn
Pour -10< R, <0 %:(1+ 01R ) -R
Pour 0< R <10 %z(l—O.an)S
Pour R, > 10 % -0

L’écriture générale en utilisant le schéma Powew Lest la suivante:
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Jl+[o.-r]
)=|ofi - odm| F|

a, =D[0i - 04R,

AR

L’équation discrétisée finale sera :

a, %= Q3@ ta et aa@g +ta,q +b (1n.13)
Avec :

ay =Dn AlFl) +[0.-F: |

as =D: A[P)) +[0,F |

a- =D, A[P) + [0,-F ]

aB:DbAﬂP|)+[O,Fb]
b=s,r,ArAz+al¢, a,=ay+ag+ag +ay —S,r, ArAz+a)

0 P, T, Ar Az
P At
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IV. LINEARISATION DU TERME SOURCE

Quand le terme de source dépend de la vagigbl nous exprimons cette

dépendance par une forme linéaire donnée pardaaelsuivante :
S=s, *+S,¢, (111.14)

L'incorporation de la dépendance linéaire est e@iél que de traiter S comme étant une

constante. Quand S est une fonction non linéake, d, nous devons la linéariser en
fonction des valeurs de. ®t § dont eux méme peuvent dépendregde. Pendant

b

chaque cycle d'itération, le; 8t S seraient calculés a partir des nouvelles valeurs

deg . La linéarisation du terme de source doit étre hmene représentation de S en
fonction deg, . De plus, la régle de base des volumes finis im@xégatif. Il 'y a

plusieurs méthodes pour €crire I'expression de ®mction de Set S¢@ mais la plus

recommandée est la suivante :

s=s + (—SJ (qop - qp;) (111.15)
@

Le symbole (*) est utilisé pour indiquer les vakeudes variables a [litération
précédente.
On revient sur notre probléme et on déterminenkgdliisation des termes de source pour

nos équations qui régissent les deux modéles pésposétudier.
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Equation S S
Continuité 0 0
Equation du mouvement _(Pe —Ry) -&
suivant (or) R
u
Equation du mouvement _GRl( (T _1) _ N(C _ 1)) —Hal-¢
suivant (0z) (Py —Ps)
Equation d’énergie T fFo—f 0
GR4 S S
At
Equation de C 0 "
. (K, - 1) ot
concentration At

Table I1.2: Expression des termes sources ling&sr{Sc et Sp)

pour les différentes équations

Le systeme d’équations algébriques (Il1.13), apiserétisation des équations de
conservation est non linéaire. Pour le résoudndai appel a des méthodes itératives
ou les coefficients des équations sont considéo@sme connus a chaque itération.
Parmi ces méthodes itératives, on distingue lehoukt de résolution ligne par ligne.
Cette méthode économique, procede par propagatidimtbrmation prise aux limites
du domaine, sur tout I'étendu du champ de cal€iglle ci combine entre I'algorithme

TDMA et un processus itératif de Gauss-Seidel. (danexe II).

V. DISCRETISATION DE L’'EQUATION DU CHAMP DYNAMIQUE

L’analyse des équations gouvernantes pour les ceampes de vitesse u et v, révele
que ces dernieres ne peuvent pas étre obtenuededient par la résolution des
équations du mouvement. En effet, ces équationserment des gradients de pression
qui sont des termes sources indépendant de tamgesmltiables. Cependant, la pression

est explicitée a travers I'équation de continuite.
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V.1. Equations du mouvement

Les equations de mouvement expriment la cgasen de quantité de mouvement
dans les deux directions du domaine d'étude. Laarétisation est similaire a celle de
I'équation générale de transport sauf que les ceantes de vitesse sont évaluées sur
les faces du volume de contréle. Celles-ci sontri;}es comme des moyennes

arithmétiques des vitesses aux nceuds adjacenisg fig 2.

a) Les vitesses associées a la composante axialg deonées par :

_ vy t Vp _ vg + Vp
vV, = —— v, = ————
2 2
u, = Ue T Uny u, = Ug + Ug,
2 2

Ven + Ves an + VWS
Ve = V, =
2 2
ue:uE+uP uW=uP+uW
2 2
! Ay
_____ :r____ n eﬂ; - .______E_____ __nv\g_ﬂ'j__ne_d:'______E_____
! | ! - ! ! ; !

W Pgmd € Egmd p P L G T
N | o s
----- A STt B AR S I
S | | S | |

1 1 1 ' ' 1 ' 1 ' 1 '

Figure II.2 : Composantes de vitesse sur les vekidecalés :
a) direction radiale associe a u

b) direction axiale associe a v
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V.2. Equation de correction de la pression

La détermination du champ de pression né&ee$sitroduction d’'une équation
susceptible d’évaluer la pression en chaque painnhdillage principal de la pression.
La combinaison des équations discrétisées de ¢g@atdi mouvement et de continuité
permet d’établir cette équation. Les équationsréis®es associées aux composantes de

vitesse calculées sur le maillage décalé s’écrivent

ac U, = Yau +b + (P - RJA (I11.16)

Le champ estimé de la vitesse s’exprime comnte sui

p; - Ps*]As (.17

c
1

w Zav u, +b +[Pp - PWJAN
Cela nous permet d’écrire les valeurs exactes digdsse et de la pression :

P=P +P : P’ est la correction de la gres

u=u +u U’ est la correction de laegi$e suivant (or)
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V=V +v : V' est la correction de léegse suivant (0z)
En soustrayant les équations (111.16) de (lll.15f),obtient :
in=Yau, +Ps - Py (111.18)
u'SZZaVu;,+ (PS - P'P)dS
Ve = Za,,v,,' + [P{D - Pl‘zjde
v\',v = Za,, vl', + [PW - PF',de

La détermination de la pression P’ permet de catdes champs corrigés de la

vitesse et de la pression. Elle est obtenue gqudtion discrétisée suivante :

a,Po = ay Py + agPy + ag P + ay Ry +b (L9)
Avec :

ay = d, r,Ar a. = d, r,Az

ag = d, r, Ar a, = dyr,Az

Le termeb dans I'équation de correction de la pression,tréesre que I'équation

de continuité discrétisée a un signe moins préste@ne représente la source massique
produite par le champ de vitesse. Les correctgutEessives de la pression doivent

s’annuler lorsque le terme b tend vers zéro. Batdés termes, b est un indicateur de la

convergence.
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VII. SEQUENCE DES OPERATIONS DE L’ALGORITHME SIMPLE R

Apres avoir exposé la méthode de discrétisation di#ésrentes équations, nous
présentons les grandes lignes de I'algorithme SIERIpour la résolution des champs
couplés dynamique (vitesse-pression), thermiquesattale pour le régime de

convection mixte, qui peuvent se résumer commnte sui

1. Donner un champ initial de la vitesse comme pEegrestimation.

2. Calculer les coefficients des équations diss#és pour déterminer les pseudos
vitesses.

3. Calculer les coefficients de I'équation disis® de correction de pression

4. Calculer le champ de vitesse en utilisant Iagion estimée.

5. Déterminer les corrections de pression.

6. Corriger le champ de vitesse.

Tant que le critére de convergence du point dedym@amique, thermique et solutale
n'est pas satisfait, on retourne a I'étape 4 jusg@onvergence pour un méme pas de
temps. Par ailleurs, un critére temporel de caygmee est testé en dernier lieu pour
arréter le programme si le régime permanant esinatsinon on reprend le calcul a

partir de I'étape2.
VIIl. DISCUSSION DE L’ALGORITHME SIMPLER

Les équations de pression P et de correction dsipreP’ sont de forme similaire a

la différence que les termes a, u',, et > a, V', sontnégligés pour I'équation en

P'. Cette omission dans la procédure de calcultitéra’influe guére sur la
solution finale. En effet quand les termes soudsasennent nuls, les pressions de
correctionP’ le deviennent aussi. De ce fait, la solution pbéesatisfait les

équations du mouvement, ainsi que I'équation déirmoité.

Dans l'algorithme SIMPLE, un choix initial adéquéit champ de pression joue un
réle important, ce qui n'est pas nécessaire poMPRER, car il est plus facile
d’estimer un champ de vitesse raisonnable dansajarité des problemes. D’autre

part, le champ de pression est plus précis et Ini¢ @ucune correction. Par conséquent,
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la procédure de calcul SIMPLER, permet de rédwréemps de calcul au détriment
d’'un nombre d'opérations plus important dans unemméétape. Par ailleurs,
L'utilisation de la sous-relaxation est facultatiparticulierement dans I'équation de

pression, vu la précision du champ de pressiomalpar SIMPLER.

IX. CRITERE DE CONVERGENCE ET FACTEURS DE RELAXATIO N

On dit qu’'un processus itératif a atteint la cogesice lorsque les itérations ne
produisent aucun changement significatif dans Eews des variables dépendagptes
Pratiguement, on exprime cette convergence paestrdtarrét du processus itératif qui
dépend de la nature du probléme et des objectitsideal.

Le critére de convergence le plus répondu danistéaature porte sur les résidus de
quantité de mouvement, de la masse, de I'’énergie sbluté. Ces résidus sont définis

par :
R, =>.8,0,+b-a,0, (111.20)

Evidemment, quand l'équation discrétisée est sutiesf R, va tendre vers zéro.

Mathématiquement, on traduit ¢a par l'inégalitésante :
YRy <t (1. 21)
Q

Avec : Q Domaine de calcul ete Valeur infiniment petite caractérisant

I'erreur sur la solution obtenue.

C. J. Ho et F. J. Tu [61] ont utilisé un critere cnvergence basé sur I'erreur

absolue de I'ordre de 70

Max@, —@,| <& (111. 22)

Avec : @, La valeur actuelle de la variable dépendante.

(p; La valeur a I'itération précédente de la variatdpendante.
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Par contre, D. Angirasa et al [62], P. Nithiarasalg63] ont garanti la convergence
de leurs méthodes de résolution grace a un cti@sé sur I'erreur relative et exprimé

par :

9, ~ @,
(13

Max| <g (1. 23)

Un dernier critere de convergence est employé notamh par R. Bennacer [64].
Bennard[65] ainsi que D. Gobin et al [66]. Ce test uglile rapport du terme de
correction de pression a la pression calculée ouiédre inférieur sur tout le domaine a

une valeur prédéterminée (généralement prise égHd).

Nous avons retenu plusieurs criteres de convergbaseés sur l'erreur relative
maximale de chaque variable couplée a un résidimmim de I'’équation de continuité
(généralement inférieur & 2P pour chaque pas de temps. Pour la limite dumrégi
permanent, nous avons basé notre critere sur llersdative entre deux pas de temps

successifs pour toutes les variables.

Enfin, la technique de relaxation est aussi utiligéar contréler la convergence du
processus itératif. Une divergence peut avoir l@s de la résolution des systéemes
d’équations algébriques a caracteres non-linéagtegouplées. Pour eéviter cette
divergence, le processus de convergence est rdlang itération a une autre au moyen
de la sous-relaxation. Elle consiste & introduinefacteur de sous relaxation compris

entre 0 et 1, dans I'’équation (111.13), ce qui denn

o, +bh
Z_wq,} (1. 24)

P
ap

%=%+%{
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cp; . est la valeur de la variable obtenue a une itératrécédente (*) ;

@,: est la valeur calculée de la variable

La technique de relaxation tend a diminuer lediésd’une premiére approximation
puisque ces résidus sont nuls pour la solutiontexd€n général, il n'y a pas de garantie
qui assure toujours la convergence pour tout camachon linéaire et couplé des
équations. En absence de cette garantie, on gamimoins avoir de I'espoir, du fait

que, pour un grand nombre de problémes compleres po atteindre la convergence.

Il est a noté que cette technique de relaxatiopeng étre exploitée que dans le
processus itératif pour un méme pas de temps. eTmiaxation dans I'évolution
temporelle est proscrite dans notre approche.

X. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit la méthodesgedtisation qui permet I'écriture
du systéme d’équations algébriques. Afin d’optanike temps de calcul, nous avons
choisi I'algorithme ligne par ligne en couplage @lee méthode de correction par blocs.
L’algorithme SIMPLER est choisi pour le traitemelot couplage pression — vitesse. Le
prochain chapitre est consacré au développementcddes de calcul et a leur

validation.
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[.INTRODUCTION

Apres avoir consacrés une bonne partie deagail a la maitrise de la méthode des
volumes finis et a I'élaboration d’'un code de calticonvient de valider le programme

écrit a partir de la discrétisation explicitée aapitre précedent.

Avant de simuler des problemes complexes et ausbdont on ne connait pas de
propriétés particuliéres, telles que la symétrimmdthamp ou la valeur d’'une variable du
probleme en un point donné. La performance du cadeérique est testée pour les
deux milieux possibles fluide et/ou poreux afinvdeifier le degré de précision atteint
par la méthode numérique en rapport avec les phémesnphysiques réels et fixer les

limites d’utilisation du code de calcul.

Nous informons que notre code de calcul estp@itr des problemes en cordonnées
cartésiennes comme il est fait pour des problemesoedonnées cylindriques. Donc,
cela nous a permis de tester notre code pour tEsatit problemes traités, convection
thermique et solutale et le changement de phasse andeux milieux ; liquide et

poreux, en cordonnées cartésiennes.

Afin de contréler la bonne discrétisation des teymmoteurs dynamiques et de
changement de phase ainsi ceux de I'équation deseceation de soluté, des
comparaisons systématiques pour les modéles decimv et de changement de phase
permettent de s’assurer de la bonne prise en codgsealifférents termes discrétisés

constituant les équations de conservation.
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Le code de calcul SIMPLER été largement utilisé pour la résolution des lgrabs
de solidification dirigée dans plusieurs cas diétuAfin de pouvoir I'étendre a notre
probleme physique qui est partagé en trois zohggide, pateuse (simulé comme étant
un milieu poreux et solide, il est nécessaire diauae bonne maitrise de la méthode
des volumes finis.

Pour évaluer le degré de précision de nos gdsuhous avons choisi plusieurs types
de validation puisées dans la littérature, a sawog validation en convection naturelle

et une autre en changement de phase dans desxfiligles et poreux.

[I. SENSIBILITE DU CODE AU MAILLAGE

Afin de vérifier I'effet du maillage sur les tdtats, nous avons simulé les deux cas
de croissance ; la solidification verticale sousagts I'effet magnétohydrodynamique.
L’évolution de la fraction solidifiée a été analgggour trois types de maillage régulier:
10x 30, 15x 75et pour30x 90(voir figure IV.1 et IV.2).

1,0 H

0,8

0,6

0,4+

La fracion solidifiée (Fs)

0,2 5

0,0 T I T I T I T I T I T
0 15 30 45 60 75 90

Temps adimensionnel
Figure IV.1: L’effet du maillage sur I'évolution da fraction solidifiée sans I'effet
magnétique

Ra = 8x10°, Ste= 105, pr =0.11, N =-085, A= 3, Ha =0
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1,04

0,8

0,6

0,4

La fracion solidifiee (Fs)

0,2

0,0 ; , . , . , . , . , .
0 15 30 45 60 75 90

Temps adimensionnel

Figure 1IV.2: L'effet du maillage sur I'évolution da fraction solidifiée sous I'effet
magnétique

Ra = 8x10°, Ste= 105, pr =0.11, N = -085, A= 3, Ha =50

D’apreés les résultats illustrés sur les deunrgg IV.1 et V.2, on constate que I'effet
magnétohydrodynamique n’influe pas sur I'évolutida la fraction solidifiée. On
remargue que la courbe associée au maillage10de30 est largement éloignée de
celles del5 x 75 et30 x 90 avec une variation amplifiée au maximum a 76%. Rour

maillage au-dela dis x 75 , cet écart est de I'ordre de 2%.
Dans la suite, on adoptera pour des raison®agiomis précision/colt de calcul un

maillage régulier 80 x 90 . Celui-ci évolue suivant une loi exponentielle geflil est

représenté sur la figure 1V.3.
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Figure IV.3: Maillage régulier d80 x 90 pour une cavité cylindriqué\ =3

[ll. CALCUL DE PRECISION

Le test d’arrét du processus itératif est bas¢@bservation des résidus des équations
de conservation de la masse, de la quantité de enwert, de I'énergie et de la

concentration. Ces résidus peuvent étre défineldogent pour chaque variable.

Ro =zanb§”ab tb-a, g
ab

Un deuxiéme critere de convergence de la résalutérative beaucoup plus

rigoureux est employé pour garantir une solutiopspgfue adéquate. Pour cela, nous
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avons opté pour un critére de convergence fondBésatuation de I'erreur relative de

chacun des paramétres dépen@lamtw, p,T et C). Il est défini comme suit :

¢ eétant infiniment petits fixés en fonction de laégsion de convergence voulue.

Nous avons obtenu des résultats avec différentésismns de convergences. Nous

avons constaté sur les profils de vitesse par ebeerfigure V.4, que les solutions

n'évoluent pratiquement plus dés=-10"° . Nous avons donc gardé cette valeur pour

la suite de nos calculs. Le nombre maximal d’itéraftteint lors de ces simulations est

de21x10°.

3,0

0,0 . . , . . , . . , . . ,
0 10 20 30 40

Temps adimensionnel

Figure 1V.4: L’évolution de la fonction de courgraur différents résidus

Ra = 8x10°, Ste= 105, pr =0.11, N =-085, A=3,Ha =0
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IV. VALIDATION DU CODE DE CALCUL

Nous avons testé la validité de notre prograrpme la convection naturelle et forcée
en régime permanent et pour le changement de mraségime transitoire pour les

deux configurations, fluide et poreuse.

IV.1 Ecoulement dans une boite chauffée (Therm&riven Cavity)

De Vahl Davis [67] a organisé un symposium posardedes de calcul de benchmark
des écoulements convectifs naturels dans des saatéées. Le fluide est initialement
au repos. Il se met en mouvement car la differetheetempérature entraine une
différence de masse volumique qui provoque l'apioaride force d’Archimede. Ce

probléme est classique pour valider les calculsaeection thermique.

Figure IV.5: Cavité différentiellement chauffée

Une des parois verticales a été maintenue a&ampérature plus élevée que l'autre.
Les parois horizontales supérieures et inférieargseté isolées. La cavité est remplie

d’air. Les grandeurs classiques du probleme sonbhebre de PrandtPr et le nombre
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deRa . La validation de ce probleme : vitesses, tempégaket taux de transfert
thermique ont été obtenus & des nombres de Rhyeid0®, 10* 10° et 10°.
Toutes les comparaisons entre nos résultats etdmde Vahl Davissont illustrées sur

les différentes figures suivantes :

A)

i

%

Ja L

B)

i

i

Figure IV.6: Structure des isocontours de la corapteshorizontale de la vitesse dans
le cas de la convection naturelle

A) Nos résultats ; B) Référence [67]

a) Ra =10’
b) Ra=10'

c) Rax0
d) Rax0°
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A)

I

B)

)/P\@

@ (b) © (d)

Figure IV.7: Structure des isocontours de la coraptesverticale vitesse dans le cas

de la convection naturelle

A) Nos résultats ; B) Référence [67]
a) Ra =10’ c) Rax0
b) Ra=10' d) Ra#0°
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Les différentes validations effectuées, illustréas les figures précédentes, montrent
un bon accord entre les résultats qualitatifs goasnavons obtenu grace au code
SIMPLER et ceux de De Vahl Davis. Pour appuyer @estat, nous avons récapitulé
dans le tableau IV.1 toutes les comparaisons datmés. Nous avons notamment

indiqué I'écart relatif entre les deux études emuaieconcerne le calcul du nombre de

oT
Nusselt Nu défini paj'a— dy .
X
0

Ra =10 maillage ‘wmin ‘umax‘ ‘Vmax Nu. | Nu. | Nu
Référence
[67] 41 x41 1.174 3.634 3.679 0.694 1.50 1.118
Présent 41 x41 1.177 3.657 3.686 0.689 1.50 1.119
travail
Erreur 0.2 0.6 0.1 0.7 0 0.1
relative %
Ra=10 | maillage ‘wmin ‘umax ‘Vmax Nu. | Nu, | Nu
Référence
[67] 41 x41 5.098 | 16.182 19.509 0.592 3.545 2.234

Présent 41 x41 5.079 16.09 19.55 0.581 3.436 2.25%9

travail

Erreur relative 0.3 0.6 0.2 1 3 1
%
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Ra=10 | maillage ‘,/,mm ‘umax ‘Vmax Nu., | Nu,, Nu
Référence
[67] 81 x81 9.142 34.81 68.22 0.736 7.761 4510
Présent 81 x81 9.649 43.52 68.42 0.727 7.434 4.546
travail
Erreur 5.2 25 0.2 1 4.2 0.8
relative %
Ra=16 maillage ‘,/,mm ‘umax ‘Vmax Nu. | Nu,, | Nu
Référence
[67] 81 x81 16.961 65.33 216.75 1.005 18.076 | 8.798
Présent 81 x81 17.03 66.87 220.92 1.001 18.025 8.98(
travail
Erreur 0.4 2 2 0.3 0.2 0.2
relative%

Tableau IV.1 : Comparaison des résultats nigués pour la convection naturelle
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IV.2. Ecoulement dans une cavité adiabatique a parentrainée (Driven Cavity)

La cavité entrainée est un probleme hydrodyqaenclassique, il traite I'écoulement
isotherme dans une cavité carrée. Le fluide etaiement au repos dans un domaine

carré (voir figure 1V.1). Il se met en mouvement kzaparoi supérieure est entrainée a
une vitesse uniformeu , (régularisée aux coins pour evité les singularités la
pression). Le paramétre caractéristique du probleest le nombre de
ReynoldRe=pu,L/x . Le domaine de calcul est un carré défini commi :su
estO<x<let O<y<1. Il est discrétisé selon un maillage uniforme anarie

suivant le nombre de Reynolds.

\ 4

Figure IV.9 : Cavité adiabatique a paroi entrainée
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Nous nous intéressons ici uniqguement a des resnbde Reynolds
modéréd00< Re < 10000. Dans cet intervalle, notre modéle indique que
I'écoulement converge vers un état stationnaireusNoebservons des tourbillons

secondaires qui ont sensiblement la méme taillecgug obtenues par Nonino et Croce
[68].

(@) (b)

Figure IV.10 : Isovaleurs de la fonction de counaotir Re = 10Q

(a) Nos résultats, (b) Référence [68].
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Figure IV.11 : Isovaleurs de la fonction de counamtir Re =1000.
(&) Nos résultats, (b) Référeltds.

(@) (b)

(b)

Figure IV.12 : Isovaleurs de la fonction de cotaour Re = 10000
(a) Nos résultats, (b) Référeida.
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IV.3. Convection naturelle thermosolutale

a) Validation avec des résultats expérimentaux
La convection thermosolutale bidimensionnellensddaune cavité rectangulaire
différentiellement chauffée et concentrée a étéliétuexpérimentalement par Han et
Kuehn [69]. Ce travail a été effectué en utilisame technique électrochimique avec
des électrodes verticales maintenues aux tempésadiifferentes. Une comparaison des
résultats est réalisée dans les deux cas ou lessfale volume d’origine thermique et
solutale cooperent et s’opposent. Notre validagsh fondée sur la comparaison des
nombres de Nusselt et Sherwood moyens pour plgsieambres de Grashof thermique

et solutal (voir le tableau 1V.2).

Nu Nu Sh Sh
Référence | Présent | Référence| Présent
Rapport de Grr G N P S [69] travail [69] travail
forme
2.0x10° 0 0 | 85 10.6 10.6
H/IL=1 3.1x10° 00 2390 101 100.4
3.7X10° 3.2x10° | -8.6 | 85| 2390 5.3 4.2 92 91.4
34x10° 8.8 11.6 115
H/L=4
32x10° | © 2390 103 102.1

Tableau IV.2 : Comparaison de nos résultats avex de la Référence [69].
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b) Validation avec des résultats numérique

Une validation qualitative du transfert de séldst réalisée pour une enceinte
rectangulaire remplie d'aifPr = 0.71). Ce travail a été entrepris auparavant par
Béghein et al [70] et Benzeghiba [71]. Les réssilsemblent corrects par rapport a
Benzeghiba [70]. En comparant avec ceux de Béghteal [71], nous observons une

différence qui est causé par un maillage inadéq{tx41)et qui induit des

perturbations importantes des résultats obtenus.

Le Présent travail avec un maillage de Référence [70] Référence [71]
(41x41)
0.5 11.31 11.29 11.00
1 16.84 16.87 16.40
5 30.80 30.81 28.70

Tableau IV.3: Comparaison des nombres de Sherwood moyens poanieection

naturelle thermosolutale avec : Pr=0 .71, RaZHd N=0.01
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IV.4. La convection naturelle thermique en présencd’un milieu poreux

Dans notre modeéle physique la zone pateusassshilée a un milieu poreux ou le
terme de Darcy est rajouté aux termes de diffudams les équations de conservation
de la quantité de mouvement (modele de Brinkmarg. domparaison pour les
écoulements en présence de milieux poreux estlimé®e puisque la majorité des
travaux proches de la configuration qui nous irsgee ont été réalisés en convection

naturelle dans des cavités rectangulaires.

La validation des résultats présenté ici eseélsur la comparaison des nombres de
Nusselt moyen avec les résultats numériques pregua@enzeghiba [71], Nithiarasu
[63] et Lauriat [73] pour un transfert naturekbtimique convectif dans une cavité
poreuse différentiellement chauffée pour le modé&e Darcy Brinkman. Cette
validation est faite en fonction des nombres adsmemels de Rayleigh Ra et Darcy
Da (conditionne le mouvement convectif dans la im@&atporeuse) tout en variant la

porosité §) du milieu poreux (voir le tableau IV.4) :

£¢=04 £¢=0.9
Da | Ra Nu Nu Nu Nu Nu Nu
Référence [63] présent| Référence [63] présent Référence [33] | Référence [71]
travail travail
10° | 10 1.080 1.078 1.080 1.078 1.070 1.08
10° | 10° 2.99 3.06 3.01 3.08 3.06 3.03
10° | 10° 12.0 11.66 12.2 12.2 13.2 12.4
10° | 10° 1.02 1.01 1.02 1.02 1.02 1.02
10° | 10 3.80 3.36 4.19 4.24 4.26 4.30

Tableau IV.4 : Comparaison des nombres de Nussslens en convection naturelle

pour le modele de Darcy-Brinkman avepr. =1, N =0, A=1
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Nu Nu Nu
Da Ra Référence [63] présent Référence [73]
travail

10° 10’ 1.080 1.078 1.070

10° 10° 3.00 3.07 3.09

10° 10° 11.57 11.69 12.80

107 10° 1.08 1.07 1.07

107 100 3.00 2.87 2.97

107 10’ 9.63 9.026 9.62

Tableau IV.5 : Comparaison des hombres de Nusseitlp modele de Darcy-

La concordance avec les résultats des autés précédemment est assez bonne

Forchheimer poupr =1, N =0, A=1 = 04.

guantitativement.

G.Lauriat et V.Prasad [73] poBa = 10° qui ont surestimé le transfert de chaleur par

leurs approches numériques. Cet écart est retrpavdées études les plus récentes de

Toute fois, un écart de 8% cquepit est enregistré vis-a-vis de

M.Benzeghiba [71]. Les nombres de Nusselt moyensr p@ modele de Darcy-

Forchheimer qui incluent les effets inertiels msopiques sont regroupés dans le

tableau IV.5. L'accord entre les différentes siniolas est assez satisfaisant.
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Da Ra Nu Nu Nu
Référence [63] présent Référence [33]
travail

10° 10’ 1.080 1.078 1.070
10° 10° 3.00 3.07 3.09

10° 10° 11.57 11.69 12.80
107 10° 1.08 1.07 1.07

107 100 3.00 2.87 2.97

107 10’ 9.63 9.026 9.62

Tableau IV.5 : Comparaison des nhombres de Nusseitlp modele de Darcy-

Forchheimer poupr =1, N =0, A=1 = 04.

IV.5. La convection naturelle thermique en présencd’'un champ magnétique

L’effet du champ magnétique au cours de lassanice réside dans le terme source de
I'équation de conservation de quantité de mouvem@fin d’'assurer une bonne
discrétisation de ce terme et l'inclure dans npim@gramme de calcul, une validation
du code a été effectuée vis-a-vis au travail de .M.@amah [74] ou le phénomeéne de
convection thermosolutale sous l'effet d’'un chamg@gmétique constant a été analysé.
Cette référence nous a permis de valider lesseffes nombres de Rayleigh et de

Hartmann sur la structure d’écoulement. Les calounk été effectués avec un maillage
de 20 x 40 mais nous avons Vérifié polRa = 10° qu’un maillage de40 x 80 donne

des résultats quasiment identiques. La comparaisbaatisfaisante et la différence sur

la valeur maximale de la fonction de courant efgfriaure a4 %.

Lorsqu’on s’intéresse a la convection naturgllermosolutale dans les liquides,
d’apres la figure IV.13 on constate qu’a faiblesmboes de Lewis, les écoulements
peuvent présenter une structure monocellulaire raksde. L'effet du nombre de

Rayleigh est éclairé sur la figure V.3 & un nombee Hartmann constant. A faible
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nombre de Rayleigh (Ra = 103), la cellule est prolongée verticalement ou les

isocourants et isoconcentrations représentent uasiqgarallélisme axial. En

contrepartie, tellement que la déviation des ismwal est trés importante
pour(Ra = 106), un parallélisme est obtenu au centre de la caeits la direction de

prolongation de la cellule.

isocourants isothermes Isoconcentrations

(]

b) Whax= 1 Ra 10
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=

L)

b) Wmax = 24 Ra=16

Figure IV.13 : Convection thermosolutale sous éeff’'un champ

magnétique constant aved®’ = 0-7» N =1 A=1 le =1 Ha=25

(@) Présent travail (b) Référence [74]

La figure 1V.14 illustre I'effet du champ magitpte représenté par le nombre de

Hartmann sur la structure de I'écoulement ainsi dgi¢ransfert de chaleur et de masse

aRa=10° ol la convection naturelle est bien prononcée. Raur 0, on remarque

gue I'écoulement est multicellulaire. La comparaisies champs de concentration et de
température calculés montre un accord qualitatifeésant sur I'existence du régime

multicellulaire. L'augmentant du nombre de Hartmammflue directement sur la
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structure de I'’écoulement ou la transition verséigime unicellulaire est observée. Cet
effet est attribué a la réduction de I'intensitécod@vection naturelle. Ces constatations

sont confirmé par la simulation de M.A. Teamah [74]

isocourants isothermes Isoconcentrations

a) Wmax=37.3
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IV.6. Validation de la méthode d’enthalpie « Changment de phase avec

convection naturelle »

Ce paragraphe a pour but de valider le code aleulc pour un probleme bi-
dimensionnel classique de changement de phase wen&nceinte rectangulaire en
présence de convection naturelle. Nous avons aitiféxpérience de Gau et Viskanta

[75] comme référence pour la validation.

La figure IV.5 donne une représentation de l&nie utilisée lors de cette expérience.

Elle est de hauteur H =635cmet de largelww =889cm. Les deux parois

horizontales sont adiabatiques tandis que les gatois verticales sont isothermes. La

paroi chaude est aT, =38 C et la paroi froide est &, =28.3 C . La cavité est

bY

remplie de Gallium solide pur, initialement a la me température que la paroi

froideT,

T Gallium solide
Température initiale T H
To

A
v

W
Figure IV.15 : L’'expérience de Gau et Viskanta [75]
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Les propriétés physiques du Gallium utiliséassda simulation numérique sont
données dans le tableau IV.5.

¢ 381.5 B 1.2E-4
k 32.0 H 1.81E-3
AH 80160 P 6093
Ts 302.93 £t 6095

Tableau IV.6 : Propriétés physiques utilisées pe@allium pur (unités M.K.S.A).

Ces propriétés correspondent a un nombre ded®@da 0.0216, ce qui montre que
I'énergie diffuse beaucoup plus rapidement que dantité de mouvement dans le
Gallium liquide.

Pour résoudre ce probléme, nous avons adopténtaufation enthalpique proposée par
Voller/1987/ pour laquelle I'énergie totale est @@ en deux composantes, la chaleur
sensible et la chaleur latente. Une descriptions pli¢taillée de cette méthode

enthalpique est fournie par Brent et al [76].

A cause de la nature de la méthode enthalpigoes avons présenté les termes de
convection qui apparaissent dans les équationsodsecovation par un schéma de
puissance du premier ordre qui ne requiert quéofmation du voisin immédiat. Nous
avons utilisé un maillage non uniforf@® x 32), de telle maniére & avoir un maximum
de point la ou la fraction de liquide varie rapidam Nous avons vérifié que la
réduction du pas d’espace n'engendre pas de ioaripérceptible dans la solution. Un
pas de temps constant de 5s a été choisi. Lesctitéiges suivants doivent étre satisfaits

simultanément pour déclarer la convergence :

-La norme résiduelle adimensionnée de I'équationcaeservation de la masse est
inférieur &0 > .
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-La norme résiduelle adimensionnée de I'équationcdaservation d’énergie est
inférieure 40 7° .

-Le champ de fraction liquide demeure inchangé.

Les figures IV.6 et IV.7 représentent les chande température et d’écoulement
pendant la I'évolution dans le temps du phénoméniision du Gallium.
Aprés 3min de fusion, lintensité de convection &ét faible, cela résulte un front
virtuellement plan. Apres 6min, lintensité de cention augmente et devient plus
importante. Ce qui explique le développement mdaajique de I'’écoulement et du
champ de température.
D’aprés la comparaison de nos résultats avec ceuBrdnt et al [76], on constate

gu’une bonne concordance est obtenue.

() (b)

I

t=3 min
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9

(b)

e

\&Jﬁ

B

t=10 min

t=19 min

Figure IV.17 : Comportement de la fonction de catirpendant le changement de

phase : a) Nos résultats b) Référence [76]
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V. CONCLUSION

Apres avoir détaillé la structure du code de cattabli, nous avons effectué une
série de simulations numeériques. La qualificatid@ ce programme est assez
concluante pour les différents cas limites. Noosvens donc aborder sereinement
I'exploitation de ce code pour étudier I'effet dertains parametres liés au mode de

transfert en présence du changement de phasd'aifeismagnétique dans le dernier
chapitre.
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RESULTATS ET DISCUSSION

[. INTRODUCTION

Apres avoir mis au point et validé notre déle numérique grace aux résultats
disponibles dans la littérature, nous nous propesbatudier le transfert de chaleur et de
masse lors du changement de phase dans un espadairan Cette étude a pour but la
compréhension du phénomene de couplage doublesifiifus du processus de solidification
verticale par la méthode de Bridgman et l'analyse l'éffet électromagnétique sur la
convection dans le bain ainsi que sur la distiiibutiu soluté dans le produit final.

Parmi les parameétres gouvernant le systéme dtié) nous distinguons le nombre de
Rayleigh thermique qui caractérise I'écart de temmipée, le rapport des forces de poussée
conjuguées qui exprime la dominance des forcesctiimmede en fonction du rapport des
diffusions cinétique et solutale explicité par mmbre de Schmidt, le nombre de Stefan qui
représente le rapport entre la chaleur sensibla ehaleur latente, le nombre de Hartmann
caractérisant la racine carré du rapport entferize électromagnétique appliqué et la force
de viscosité, le rapport de forme décrivant la géoia de la cavité cylindrique et enfin le
nombre de Prandtl définissant la nature du fluides domaines de variation de chaque

parametre sont en général :

0<Ha<400, 10° <Ra<10?, 10t < Ste! <100 1< A <10

Dans la majorité de nos calculs, nous avonsigéréle cas d'un fluide & un nombre de
Prandtl inférieur a l'unité. Ce choix est motiver pa fait que la plus part des solutions des

matériaux semi conducteurs sont des solutions aggeauPr < 1 dans les quelles le nombre
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de Schmidt est supérieur a 1 a cause de la différenportante entre la diffusivité de masse
et de chaleur [77-78]. Cela indique I'importanecl'dffet convectif sur les ségrégations.

Dans le cas de changement de phase, le homb&tefien fait son apparition pour les
modeles mono domaines. D’aprés Voller et Prakash [Brent et al [76], Beckermann et
Viskanta [48], la formule responsable sur ce phé&mdans le systeme d’équations est prise
en considération dans le terme source d’équati@gmedgie. Pour les modeles a deux
domaines -ou les deux phases liquide et solide s&pdarées-le changement de phase est pris
en considération comme étant une condition a late de solidification. Dans ce cas,
d’apres Brown et Kim [56]le nombre de Stefan est remplacé par le nombre edéetP
déterminé en fonction de la vitesse de tirage.

Le signe du rapport des poussées d’Archiméte dépend fortement de la nature des
alliages métalliques et de leurs dopants. Daradeou le soluté est plus lourd que le solvant,
Sn-pb [79] et HgCdTe [56]es coefficients d’expansion thermique et solutalitsde signe
différent. Par conséquent, le rapport de poussseségatif. Dans le cas contraire ou le
solvant est plus lourd que le soluté, on site egke de Il'alliage GalnSb ou les deux
coefficients d’expansion thermique et solutal quuitifs [58].

En solidification sous champ magnétique, le na@rde Hartmann fait son apparition. La
valeur de ce parametre dépend fortement de l'iftterte convection dans le bain. Dans

'étude antérieure de Sampath et Zabaras [8{, varie de0 a 400 pour une valeur de
Rayleigh égale 82 x10*. Ces considérations, nous ont amené a évaluemigilsution du

nombre de Hartmann tout au long de nos simulations.

Dans un premier temps, nous analysons le phéne de transfert de chaleur dans une
configuration annulaire de type Bridgman divisée tois zones; chaude, profil de
température et froide, ou les résultats sont coéspavec des résultats expérimentaux fournis
par I'unité de Développement et Technologie duckiin (UDTS). Par la suite, nous nous
intéressons au transfert de chaleur et de masgeésance du changement de phase sans et

sous I'effet électromagnétique.
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[I. TRANSFERT DE CHALEUR DANS UN FOUR DE TYPE
BRIDGMAN VIDE

Nous présentons maintenant nos résultats ausaeune cavité cylindrique de rapport de

forme égale &6 (pour une longueur d&600mm et un rayon d&4 mm) divisée en trois
zones :

-Chaude de températuiig,, et de longueur adimensionnelle egalé.a

-Zone du profil de température linéaire de longuadimensionnelle égale &l15 et
d’équationT(z) = —axz + b, aveca etb sont donnés expérimentalement.

-Zone froide de températufg,, et de longuedrl5.

La région chaude a été constituée d’'un corderkanthal chauffant enroulé au tube
intérieur. La création du profil de températurerenes deux zones se fait par le décalage du
bobinage de la résistance ou la température estiBée par un thermocouple et réglée par un
régulateur intégré dans le circuit. Notre étude égue a été basée sur les données
expérimentales obtenues au sein de 'UDTS.

Nous nous limiterons a la représentation trestsires de I'écoulement et des isothermes a
l'intérieur d’un four de type Bridgman vide & unmbre de RayleighRa =3x10°pour un
écart de températuraT =T, - T..,,;, égale 80°C. L'étude du phénomeéne de transfert de

chaleur du probleme physique proposé a nécesapglication du code de calcul pour les

groupements adimensionnels suiva@®@R, = 0 et GR, = Oavecs=0.

Nous retrouvons sur la figure V.1 pour un rapperformeA = 36, I'écoulement purement
thermique est multicellulaire. D’aprés les valetes isocourants on constate qu’a un nombre
de RayleigiRa=3x10°, I'écoulement est trés faible. La cavité tend slorers une

stratification verticale en température et le tfarisde chaleur est pratiguement diffusif avec

des isothermes sensiblement horizontales.
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Ligne de courant Isotherme

Ra=3x10°, 103 xy: (0, 01, 2)

Figure V.1 : Ligne de courant et isothermes en eotion naturelle purement thermique dans
un four de type Bridgman.
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Dans le but de comparer les résultats numéricuec ceux de I'expérimental, la
représentation de la distribution de températurelesideux figures V.2 et V.3 est faite en
dimensionnel. La superposition des profils de t@ramre axiaux en plusieurs positions

radiales confirme que le mode de transfert deethadst régit par la conduction (figure V.2).

990 ‘ ‘

980 = r*=0.0mm §
] *  r*=4.2mm
970 r*=9.8mm |

* —
960 e r*=14mm |

950

940

930

Température (C)

920

910

900

890
0 10 20 30 40 50

Position (cm)

Figure V.2 : La répartition de la chaleur verticafeplusieurs positions radiales

En réalité, une zone de température constaptd jgmais obtenue. Notre comparaison a été
focalisée sur la zone du profil de température ewmhtal. Les résultats exposés sur la
figure V.3 représentent une erreurde %. Cet écart entre les deux profils de tempéragate
dd a la non-uniformité du flux de chaleur imposka &urface latérale au four expérimental

ainsi gu’au phénomeéne de rayonnement non- consitdére nos calculs.
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* Profil de température expérimental imposéa 0
m  Profil de température numérique imposéa* = (

970 -

960 "

950 2

940

930

Température T(TC)

) o

920

910 *—m

900

*

890

0 10 20 30 40 50
Position X(cm)

Figure V.3 : Comparaison entre les profils de terafpge: expérimental et numeérique au
centre du four

L’étude précédente nous a permis de définir wmdiguration de type Bridgman ainsi que
valider notre code avec des résultats expérimerfiaurais par I'équipe CRM11 au sein de
'UDTS.

Dans ce qui suit, on étudie numériguementdastfiert de chaleur et de masse pendant le
changement de phase d’'un métal liquide semi-corduexposé a un profil de température

—_—

linéaire. Le déplacement du bain fondu a une \etesmstante/, dans la zone du profil de

température de longueut; en régime variable est modélisé par la variatorprofil de

température a la surface latérale du domaine @elcah fonction du temps.
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[ll. Le déplacement uniforme du bain dans le four

lll. 1. Effet du nombre de Rayleigh thermique

Pour des raisons de solubilité, il arrive\\ani que le soluté s’incorpore difficilement
dans une des deux phases (la phase solide en IjéAérai au cours de la solidification, le
solide rejette le soluté en avant du front deddatation, cela a pour conséquence
d’augmenter la concentration dans le bain liquldelingot n’étant pas infini, il y aura une
accumulation en soluté dans le bain liquide. Ainsie partie du lingot solidifiée dans les
premiers temps aura une composition plus pauvrengupartie solidifiée plus tardivement.
On comprend aisément que la ségrégation, phénomémneseque de la solidification des
alliages métalliqgues, est génante dans la mesurelleuest source d’hétérogénéité de
composition des lingots ainsi obtenus. Les ségi@gatont particulierement influencées par

les phénomenes convectifs.

Pour étudier I'effet du nombre de Rayleigh thigue en convection thermosolutale en
présence du changement de phase, nous avons choigias typique ou les forces

d’Archiméde thermique et solutale s’opposent avecrapportiN=-085. La variation du

nombre de Rayleigh thermique se situe dans la pduts des cas entr0® ettc®. Le cas
extréme envisagéRaT =106) correspond a une convection solutale ou le nondare

Rayleigh équivalent est éIe(/ézag3 = -85x10° ) Une telle valeur du nombre de Rayleigh

est envisageable sans pour autant dépasser leerégimnaire, car comme l'indiquent El
Ganaoui et al [81], le signal temporel de la fomtile courant devient apériodique et le bain
fondu devient siége d’un régime complexe. Bejahagfe [82] indiquent que la transition en

régime turbulent dépend principalement du nombreGdashof et non pas du nombre de
Rayleigh. Cette transition se produit & des nomltesGrashof de l'ordre d€°. Par

conséquent, nous admettons dans nos simulation$égailement est laminaire.
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La convection naturelle double diffusive estplnénomeéne trés important dans le processus
de solidification verticale ou les écoulementserthique et solutal sont entrainés par un
gradient de température axial dans la directiorpahcessus de solidification verticale. Le
soluté rejeté a l'interface est moins lourd quedb/ant, donc le nombre de Rayleigh solutal

dans ce cas est négatif.

Au cours du changement de phase des aliaggalliques caractérisés par des diagrammes de

phase, on constate I'apparition de trois zoneslg@nle processus : liquide, pateuse et solide. La
partie liquide est définie p&; = O, pateuse par 0 €, <1 et F, = 1pour larégion solide. La
modélisation du phénomeéne de solidification enmégvariable nous a permis de poursuivre le
processus dans le temps et voir I'évolution dess trégions (voir figure V.3). A <7,
I'écoulement est bicellulaire et symétrique. Cettgnétrie est provenue par le mouvement
uniforme du bain dans la zone du profil de tempéeat At™ > 7, la fraction du solide croit, la

zone pateuse se développe et I'écoulement devigsitrdétrique. On remarque que lintensité de
I'écoulement positif s’affaiblit et sa cellule 8&tnge verticalement dans la cavité avec le
développement de la zone pateuse. En revanclteul&ment négatif se rétrécit ou il n‘'occupe

plus que le voisinage de la paroi supérieure. @ansas, on a les iso concentrations qui prennent
une forme en « S » et qui la gardent jusqu=T75 .
At =150, lors de la disparition du liquide et l'apparitiate la zone solide. L’écoulement

devient trés faible ainsi que le rejet du soluténderface (zone pateuse/solide). Cela résulte un

champ de soluté faible et une stratification hamtale en concentration.

D’aprés ce qui a précédé, on conclut que pouéaart de température entre les deux zones ;

chaude et froideAT égale a80 qui correspond un nombre de Rayleigh therm(aag=103),

I'écoulement thermique dans le bain fondu est éaibt I'écoulement solutal est nettement
dominant. Dans ce cas, la cavité tend alors veesstnatification verticale en concentration et le

transfert de chaleur est pratiquement diffusif.
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Ra; =10°, N=-0.85, Pr=0.11, Ste=1.05, Sc=19.6k, =42, [V, /L, J=2x10?, Dt= 05

Les valeurs des iso courant et le développemenpmatogiqgue du champ de concentration
(voir figure V.4 & V.5) ont montré que poRa; > 10°, la convection est bien prononcée et

I'écoulement est devenu plus signifiant. Nous remans que la similitude du champ de

concentration n’est plus totalement respectées \Reiations substantielles du gradient solutal
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prés de linterface liquide — zone pateuse a calesda structure d’écoulement résultant du
développement de la zone pateuse. Enfin, la coionethermosolutale (solutale pour un soluté
léger en bas ou thermique chaud en bas) crée umamamnt hydrodynamique a I'échelle de tout

I'échantillon qui entraine une variation importatgiéeconcentration le long de I'échantillon.

A la phase finale de solidificationt” > 75, on a la disparition totale de la zone liquide

( F, = 0) et 'apparition de la zone solider( = 1). Cela induit une intensité de convection assez

faible qui préserve la stratification horizontale champ de concentration a des nombres de

Rayleigh important.
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Une augmentation du nombre de Rayleigh se trgoni 'augmentation de I'écart de
température entre les deux zones ; chaude et fr@idequi intensifie la convection dans la
phase liquide ou les mouvements hydrodynamiquesuast influence importante sur la
structure du produit solidifié ainsi que sur largggtion (c’est-a-dire les inhomogénéités de
composition au sein du matériau solide). Lorsquibnt naturels ces mouvements sont
engendrés par la convection thermosolutale due graxlients de température et de

concentration.
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Figure V.6: L’écoulement maximal en fonction du roede Rayleigh
Ra; =10°, N=-0.85, Pr=0.11, Ste=1.05, Sc=19.6k,=42, [V, /L, )=2x10, Dt= 05

L’évolution de I'écoulement dans le bain fondst @résentée sur la figure V.6 par la
fonction de courant pour plusieurs nombres deldRgty. Au début de la croissance,
I'écoulement est maximal dans la zone liquide. @marque que plus Ra est important autant

la durée de convection est importante dans le ain. > 90 la zone liquide se minimise

avec le temps et la valeur de la fonction de auuchute vers une valeur nulle. Par

conséquent, le développement du phénomene defisalidin réduit 'écoulement dans le
bain fondu jusqu’a ce qu’il s’annule completement.
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Figure V.7 : Ségrégation radiale en fonction didation solidifié ara, = 8x10°

Les ségrégations radiales sont présentées stiguee V.7 en fonction du temps a

Ra; =8x10°0U la convection dans le bain est assez import@mebserve des variations de

concentration radiales faiblesta= 115par rapport a celles &i =150. La compétition entre

la convection dans la partie liquide et la filtomtimassique du soluté dans la zone pateuse
pour des grands nombres de Rayleigh donne naissanne structure de transfert de masse
complexe a linterface (liquide-zone pateuse). Ge&nwmene devient important avec le

développement de la zone pateuse, ce qui résakeplification des ségrégations radiales
avec le temps.

Les résultats numeériques obtenus sont compasesl@s prédictions de Kaddeche €ef58l]

pour un régime convectif :

- -1/9 -2/9
5C—1.1(1— kp)PeGr Sc (V.1)

132



Chapitre 5 ésultats et discussion

Nous retrouvons sur la figure V.8 paur< 17, une superposition parfaite des résultats
obtenus numériquement avec les valeurs calculélagarmule de Kaddeche et [&l9] ou le
régime de transfert de chaleur est purement coifivactt” > 17, le régime convectif diminue
avec la réduction de la zone liquide et le réginfieiglf augmente avec le développement de

la zone pateuse. Par conséquent il est difficilsatesfaire la formule de Kaddeche ef5)]
pourt” > 20.

0,08
|
~ 0,06 -
2 e
S = Calculs Numériques .
e e Kaddeche et al /1996/
5 { J
D 0,04
> s
» .
I ]
'% J
o 0,02 _ "
| [ ]
a
a a
a [ ]
000 p—= = m B - . I I
0 5 10 15 20
Temps (1)

Figure V.8 : Evolution des ségrégations radialeéma = 8x10°.

Comparaison des résultats numeériques et théormpleslés par la formule de Kaddeche et al
[59] pour un régime convectif.
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On constate que I'écoulement complexe infiliectement sur le rejet de soluté a
l'interface « liquide-zone pateuse » et engendre lEtérogénéités de composition dans le
produit final. La vitesse du fluide entrant dansztane pateuse influe directement sur les
conditions de solidification, en effet lorsque leide entre dans la zone pateuse, il introduit
un liquide plus chaud et plus riche en soluté. iancas d’'une configuration ou le champ
magnétique impose un mouvement dirigé vers le bazatre de I'échantillon, il apparait une
couche visqueuse sur le bord de I'’échantillon dagselle le liquide est dirigé vers le haut.

De plus, la taille de cette couche visqueuse dimiotsque le niveau de convection augmente
laissant ainsi une place de plus en plus grandaégion centrale ou le liquide est entrant. Ce
résultat a été observé dans les expériences dat4a88].

L'utilisation d’un champ électromagnétique paantréler les écoulements dans le bain et
la répartition du soluté dans le Crystal dans k& @es alliages métalliques est devenue un
moyen privilégié et a déja fait I'objet de plusiew@xpériences et d’applications industrielles.
En effet, avec un champ électromagnétique, il essiple d’agir sur les écoulements sans

aucun contact physique et réduire le taux de cdioredans le bain.

lll. 2. L'effet d’application d’'un champ magnétiqu e axial

Dans le cadre de cette thése nous avons prafias@menter I'intensité d’induction
électromagnétique pendant la solidification d'géamétallique en utilisant un champ
magnétique permanent. Il est bien connu que I'epptin d’'un champ magnétique dans la
direction de solidification réduit I'écoulement date bain fondu. Cela est clairement
démontré a travers I'étude faite p&amanta et Zabaras [84] sur l'intensité de I'éemdnt
dans le bain en fonction de l'intensité du chamgmétique appliqué. Dans ce but, on fixe le

nombre de Rayleigh thermiqueRa, = 8x10°et on fait varier le nombre de Hartmann.

D’aprés les figures V.9 et V.10, on constate tjaffet électromagnétique est localisé
guantitativement sur I'écoulement et qualitativetr&ur le champ de concentration du soluté
et gu’il n’a aucune influence sur la fraction sdlié& Les iso-courants deviennent trés serrés a

I’horizontale et leurs valeurs baissent au fur Btesure avec l'intensité du champ magnétique
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appligué. D’autre part, on remarque que les isaceomations s’approchent vers une bonne

stratification horizontale.

Xi Li et al [85] ont montré l'existence a l'intéde de la zone pateuse d'un courant
thermoélectrique associé au champ magnétique pemhatlonne naissance a une force de
Laplace d’origine thermoélectrique. Cette force eamfe un mouvement a l'intérieur de la
zone pateuse qui reste relativement localisé. laamtix de Lehmann et f86] montrent que
'apparition d’'un champ magnétique uniforme perndé&tviter la ségrégation dans deux
alliages Cu-Ag et Al-Cu en contrebalancant la cative naturelle a l'intérieur de la zone
pateuse. Un autre exemple d’effet sur la macroégggion est étudié par Tawari et al [86]
dans le cas de l'alliage Pb-Sn 18%pds, pour lelgugéclenchement de phénomeénes instables
de type Rayleigh-Bénard dans la zone pateuse, pigres qui conduisent a la mise en place
concomitante de canaux ségrégés (formation de lég€cket de macro ségrégations

longitudinales peuvent étre supprimée en limitaonvection naturelle.

Ces études montrent I'importance de l'orientattlu champ par rapport a la direction de
croissance pour que l'effet de freinage soit effebte plus, cette technique est tributaire du
pouvoir thermoélectrique des composés d’alliagesaliigues et que les études citées ci-
dessus ont été faites avec des alliages possédantissez grande différence de pouvoir

thermoélectrique.
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Figure V.11: L’évolution de I'écoulement maximal ®nction du nombre de Hartmann
Ra; =8x10°, N

10.85, Pr=0.11, Ste=1.05, Sc=19.6k,=42, [/; /L, )=2x103, Dt= 05

La compétition entre les forces d’ArchimededetLaplace pour des grands nombres de
Hartmann donne naissance a une structure d’éceunlkefaible dans le bain fondu (voir

figure V.11). Des calculs effectués p&a = 8x10°, ont montré que les échanges de chaleur
et de masse diminuent constamment quatadaugmente.

Pour de valeurs importantes
deHa, la circulation est faible et le champ de conadmin est du type diffusif. Par

conséquent, une stratification solutale se formetteC stratification horizontale tend a
diminuer les ségrégations radiales a I'interfacea@ification (voir figure V.12).

D’aprés C.W.Lan et al [87], l'effet électromagnée peut réduire I'écoulement provoqué

par les poussées d’Archiméde ou le transfert déechaet les ségrégations des dopants
peuvent étre contrélés.
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lll. 3. L’effet du rapport de forme

La cristallogenese est réalisée dans une ampsnédée sous vide. La géométrie de
'ampoule ou le bain effectue son changement des@lest un facteur majeur dans la qualité
du cristal obtenu. Dans ce but, nous avons prog@téadier I'effet du rapport de forme sur

I'écoulement dans le bain fondu ainsi que sur éggégations chimiques.

D’'une facon générale, nous observons gu'en coruechaturelle, les cavités a fort
allongement verticalA > 1 n’engendrent que des écoulements de faiblasiiee En effet, les

parois passives (horizontales) sont alors bien snadtendues que les parois actives
(verticales). Le transfert thermique se fait edsbl@ment par conduction tandis que le
transfert de masse se fait par convection dangdashes limites tres étroites le long des

parois actives. Cela permet I'établissement desistentrations en « s », voir figure V.13.

Pour une cavité carrée = 1), nous avons obtenu deux cellules thermiques ataes : 'une

en haut et l'autre en bas de la cavité. La syméthtenue résulte une égalité des deux

eécoulements, positif et négatif, en valeur absolue.

Pour des rapports d'aspect supérieurs a l'unitécolilement acquis une structure

multicellulaire symétrique. Poudr=3,0n enregistre |'apparition des cellules de catiohs

faibles qui occupent une petite partie de I'espaweulaire au niveau de I'axe de symeétrie.

Néanmoins, cette structure disparait pour un rappoforme élevé A = 10), figure V.13.
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La figure V.14 illustre le comportement dégregations radiales pour différent rapport de
formeA. On constate quéC devient faible avec I'augmentation du rapport deme. Ce
résultat confirme les analyses expérimentales deaRdt Diéguez [88] faites sur la croissance
du Gallium Antimonide par la méthode de Bridgmasoht démontré que l'incorporation des
dopants dans des ampoules larges engendre dégatigns radiales plus que dans le cas des
ampoules fines. On conclut que l'allongementadedvité est un moyen trés intéressant pour
réduire la convection dans le bain, figure V.1&s ségrégations radiales, figure V.16, ainsi

gu’homogeénéiser la distribution des dopants dapsdduit final.
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Figure V.14 : Les ségrégations radiales pour difiérrapport de forme A & =118.
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[1l. 4. L'effet du nombre de Stefan

L’évolution de la solidification est présentéefenction du rapport entre la chaleur latente

et la chaleur sensible exprimé par le nombre d@ﬁﬁnvers&te‘l) :

11
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0,3 4

Fraction solidifiée (fs)

0,2 1

0,14

0,0

—-— Ste'=100
—+—Ste'=10
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Temps (t)

100

Figure V.16 : Evolution du phénoméne de solidifmaten fonction du nombre de Stefan
Ra, =8x10°, N=-0.85 Pr=0.11, A =3, Sc=19.6k, =42, (\/gJ / L*g )=2><1O‘3, Dt= 05

Nous remarquons que l'augmentation du nombr8tdfan entraine une diminution dans la

fraction solidifiée. Apres la phase transitoireytes les fractions solidifiées associées a des

nombres Steldifférents tendent vers 1 ou le régime permanentaétsint a la fin du

changement de phase. Ce résultat est logiqueu diaiaque la solidification engendrée lors

d’'un grand dégagement de chaleur par le bain Iiﬂ(ﬁds‘lz 100) est plus lente que celle lors

de petites quantités Iibéré(sse‘ls 10‘1). Bennacer et al [64] ont exposé ce résultat

numerique pour le phénomene de fusion par la métdedloating zone.
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Figure V.17 : Evolution du phénoméne de solidifimaten fonction de la coordonnée axiale
at =72
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Figure V.19 : Evolution des ségrégations radiatefoaction du nombre de Stefan
at =120

On retrouve sur la figure V.19 ['évolution aeades ségrégations radiales a plusieurs
nombres de Stefan. En changement de phase ramte!=10" etSte!=10), les
ségrégations radiales sont plus prononcées quelg@oas olbte 1 = 100. Plus le changement
de phase est long plus les ségrégations sont rimainies. Tout simplement, &te* =100 ,

le changement de phase est plus important quetesfart de chaleur. Et comme c’est le
transfert de chaleur par convection qui provoqseskgrégations, donc quand il est réduit les

ségrégations seront aussi négligées.
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lll. 5. L'effet de la vitesse de tirage

Le régime transitoire est obtenu par le déplasgmniforme du profil de température a la
surface latérale du domaine de calcul du bain fof@ki mouvement se fait a une vitesse

constante de la zone chau%l‘ﬁ )a la zone froid(a'C ) Cette vitesse de deplacement définit la

vitesse de tirage du bain fondu dans la zone diil deotempérature.

La maitrise de la technique de croissance paéthode de Bridgman nécessite de contréler
précisément le gradient de température et la @tdsstirage, et de les adapter au matériau a
faire croitre dans le but d’améliorer la qualitépteduit. Pour mieux visualiser I'effet de la
vitesse de tirage, on a choisi un cas a faiblebmerde Rayleigh ou la convection n’a pas une
grande influence sur le processus de solidificatRendant que la vitesse de tirage varie, la

longueur de la zone du profil de température estteraue constante.

L’évolution du processus de solidification dégdortement de la vitesse de tirage. Lorsque
la fraction solidifiée atteint I'unité, cela veuire que le changement de phase est achevé. La
figure V.18 présente le processus de solidificatipour plusieurs vitesses de tirage

adimensionnelles. D’apres la figure ci-dessous, remarque que pour un rapport

dev, /L, =10, le changement de phase est trées long comparasic aselui

* * — _3
dev, /L, =8x107°.
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Figure V.20 : Evolution de la solidification en fdion de la vitesse de tirage

Les calculs effectués pow /Ly, =2x107et V, /L, =10~ ont montrés qu'a faible vitesse
de tirage, les ségrégations radiales sont faiblais figure V.21). En appliquant nos résultats
sur le GaInSb, le dimensionnement des  rapports/, /L, =2x10"et

Vg /L*g =103 correspondent a des vitesseg, =12um/set V, =054um/s respectivement

pour R=12mm etL, = 216mm. L'étude expérimentale et la modélisation numégigie la
convection thermosolutale durant la croissanceyge Bridgman sur le GalnSb de Stelian
[57] a montré que powy =1um/s, les ségrégations radiales sont faible et [leffet
électromagnétique sur la croissance peut étregédhns ce cas.
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Figure V.21 : Evolution axiale des ségrégationsalad en fonction de la vitesse de tirage

Pour simuler la vitesse de la zone pateusemtitm de la vitesse de tirage, la longueur de
la zone du profil de température est maintenuetaatss et les calculs ont été effectués pour
guelques points du domaine de calcul.

Le calcul de la vitesse de la zone pateuse a fetéted via la relation définit par Timchenko

etal [52] (V = (af%JAz) POUN /Ly =107,V / Ly =2x107% etV / Ly =8x107.
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Figure V.22 : Evolution de la vitesse de la zonepse en fonction du rapporf /L,

(8)Vg /Ly =107, (b)V, /Ly =8x107%, (C) Vg /Ly=2x10"°

La figure V.22 illustre I'évolution de la vitessle la zone pateuse en quelques points du

domaine de calcul pendant le phénoméne de soltiic verticale. Comme le mouvement

du bain liquide se fait vers le bas, on remarquelgs derniers points du domaine de calcul ce

sont les premiers a faire bouger a une vitessema&i atteinte brusquement. Cette vitesse

est maintenue constante au cours du changemeimade.pA la fin du processus, elle rechute

subitement a zéro.

Poulvg /L*g =102, la vitesse de croissance est moins uniforme etigtallisation du bain

fondu est plus rapide en comparant avec le cHg*/d% =2x10"%. La simulation numérique

et les expériences montrent que les cristaux obtenuutilisant des vitesses de croissance
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faibles sont plus homogenes et leur qualité straktuest améliorée par rapport aux cristaux

obtenus a grandes vitesses.

V. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons procedé a I'étedia dtructure des écoulements ainsi que
celles des transferts de chaleur et de masse eneéransitoire pendant le phénomeéne de
croissance cristalline verticale par la méthoddddgman. Il s’avere que I'introduction de
'effet magnétohydrodynamique au cours du changénden phase pour les besoins de
'amélioration du produit final augmente le nomlite parametres intervenants dans cette
étude. Nous avons volontairement restreint notésgartation a certains facteurs majeurs, bien
gue les autres aient fait 'objet d’'une analyserafgmdie microscopique.

A travers cette recherche une étude macroscopiguamgtriqgue a été réalisée. Nous avons
montré que; sous certaines conditions, la conwectihermo-solutale influe sur les
ségrégations chimiques qui déstabilise I'hnomogéndit cristal obtenu. Deux méthodes ont
été proposées pour éviter 'amortissement solutalcaurs de la solidification et pour

améliorer la qualité des cristaux :

» La croissance Bridgman sous champ magnétique.

» La croissance Bridgman a vitesse faibles.
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CONCLUSION GENERALE

L'une des principales motivations de ce traesil de contribuer a la compréhension des
phénomenes de convection naturelle lors du prosedsusolidification verticale par la
technique de Bridgman dans un espace cylindrigisyreétrique. L’objectif de notre travail
de recherche a concerné I'étude de l'influenceadmhvection thermosolutale combinée a un
champ magnétique permanent dans la direction deolasance sur la solidification verticale

dirigée.

Plus précisément, nous avons réalisé un modeenque permettant de simuler en détails
la mécanique des fluides et les transferts theresiqau cours du changement de phase en
régime instationnaire. L'approche milieu poreuxt@& etenue pour modéliser la zone pateuse

au cours de la croissance.

Avant de tester le modéle sur le cas du prosesiu croissance, des procédures de
validation du code de calcul sont soumises. Noosaveérifie que le modele était capable de
reproduire les résultats connus pour la convediimoee et naturelle en milieux fluide et
poreux dans une cavité carrée. Ensuite nous await®\ve cas du changement de phase et la
convection naturelle sous l'effet électromagnétiduee concordance entre le modeéle et les

résultats des autres s’avere satisfaisante.

Sur plusieurs points, ce travail apporte unetridoution originale et compléte les résultats
disponibles en cavité cylindrique dans le cadrend’approche macroscopique du probleme
de solidification sous I'effet électromagnétiqueus avons mis au point pour cela un modeéle
numérique, basé sur la méthode des volumes finisi@goudre les équations de conservation
gouvernant ces écoulements axisymétrigues. Noussaesté le code de calcul en se basant
sur des résultats de publications antérieures audes solutions asymptotiques quand

I'approche analytique est possible.
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Lors de la solidification d'un alliage métallegau semi-conducteur a partir d'un bain fondu,
le transport de soluté par convection induit degrogénéités de composition dans le solide
formé. L’application d'un champ magnétique peraetréduire les mouvements convectifs
dans le liquide afin de s'approcher du régime aesport de soluté purement diffusif.

Notre étude nous a permis de montrer la réductemadconvection naturelle dans le bain
liquide et la diminution des ségrégations radiaasprésence d'un champ magnétique axial
lors de la solidification verticale de type Bridgma

En conclusion, nous avons réussi a établir unalation numeérique originale et inédite afin
de prédire la performance d'un tel dispositif ddidéication. Jusqu’'a nos jours, les
chercheurs éprouvent beaucoup de difficulté a ceraeprobléme de solidification car ce
phénomene complexe fait intervenir un nombre asspprtant de parametres. Ainsi a titre
d’exemple nous avons réussi a diminuer les ségoggathimiques radiales de prés de 60%
pour un nombre de Hartmann égale a 150 et andlysétesse de la zone pateuse en fonction
de la vitesse de tirage.

Deux méthodes ont été proposées dans le caadettéghése pour éviter 'amortissement de
I'écoulement au cours de la solidification desagidis métalliques et pour améliorer la qualité

des cristaux :

i) La croissance Bridgman sous champ magnétique.

i) La croissance Bridgman a vitesse faible (afin d&nieffet d’amortissement).
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ANNEXES

ANNEXE |

Cette annexe est consacrée au traitement des @uwgidi base qui expriment les principes
de conservation de la masse, la quantité de mouvetrénergie et le soluté gouvernant les
transferts de chaleur et de masse dans un milieemmnt fluide. On débutera par la
formulation des équations vectorielles avant de€lgie sous leurs formes tensorielles, en

configuration axisymeétrique.
. EQUATIONS GENERALES

I.1 Equations de conservation de la masse

Considérant un domain@ de volume V, occupé par un fluide de masse volumiq
globalep. Si on suppose gu'’il n'y a pas de source ou dedgumnatiére dans le milieu continu,

ona.:

j [% +0(pV)]dv =0 (A. 1)

Cette égalité doit étre satisfaite quel que soddmaineQ, par conséquent, I'équation du

bilan local de conservation de la masse est :

Jp v
[E +0(V)]=0 (A. 2)

L’hypothése d’écoulement incompressible réduitecétjuation a :
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v =0 (A. 3)
[.2. Equation de conservation de la quantité de maement

D’aprés la deuxieme loi de Newton, la dérivé paitire de la quantité de mouvement des
fluides contenus dans un domaine X infinitésimalégmle a la somme des forces extérieures

agissantes sur lui, qu’elles soient volumiques ®sutfaces. D’ou :

DV - = = =
pdvﬁ =Fcp +Fp + Ry +Fy, (A 4)

Fens Fprs Fyin Frpy o sONt respectivement les forces qui dérivent dhamp de potentiel

(on ne confédérera que la pesanteur), les forcgsedsion, les forces de viscosité et enfin la

force électromagnétique.

Fen, For, Fy ONt pour expressions respectivgsgdV, - PdV etCtdv
T est le tenseur des contraintes de viscosité dlefdéfini par :
T=2uD-v,0V I (A. 5)

Ou: Id est le tenseur identité.

D est le tenseur des taux de déformation défini par :

@OV +0' V) (A. 6)

ol
N

v, est la viscosité de volume, généralement négligeabh viscosité de volume ne peut

avoir d’effet pour les écoulements incompressibles.
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Commert est un tenseur symétrique - conséquence diredeeamservation des moments

des forces et compte tenu des propriétés de I'tpéfa on a £t = 0 (u01V). En définitif,

I’équation de quantité de mouvement prend la foveworielle suivante :

p{%—\: +\7.D\7}=—iP+p§+D(,ui\7) +F,, (A.7)

[.3 Equation de I'énergie

Le principe de la conservation de I'énergie nougrma écrire que la dérivé particulaire
de I'énergie totaleE =pU+pv?/2 (U étant I'énergie interne d’une partie d’un fleid
contenue dans un domaif® est égale a la somme des puissances des fotgzreres et

des puissances calorifiques échangées avec lergystdérieur &

En négligeant les transferts radiatifs on a :

DY) gy = ([-ng-pPoV +7:0v v A. 8
Sv[Dt i[ a T +qv} (A 8)

Dans le membre de droite de cette équation, omdig trois termes :

« —[q est la densité de flux de chaleur fourni au systemtérieur par conduction, avec

G=-kOT.

POV est la puissance des forces de pression,

« T1:0V estla puissance des forces de viscosité.

* q, estle terme source lié au changement de phase.

En écoulement incompressible, ondd=C,,  dllieu deC, dT + [T.aP/aT‘p - PJ.dV

et Le bilan énergétique étant satisfait quel guée lsodomaineQ, on déduit I'équation du

bilan local en appliquant le théoreme de la divecge ce qui donne finalement :

pCVB—I + D(T.V)} =—0§-POV +1:0V (A. 9)
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Notons qu’'un bilan enthalpique (systeme ouvertjifesipparaitre ga la place de LCet
B TdP/dT a la place de- POV . Pour les écoulements incompressibles, on aéindéutiliser

le bilan d’énergie interne au lieu du bilan entigae. Dans le cas des écoulements isobares,
il vaut mieux utiliser un bilan enthalpique et cest di au fait que la variation de I'enthalpie
tient compte du travail des forces de pression.
I.4 Equation de la concentration

Par similitude au transfert de chaleur, on peutiexgr le transfert de soluté, grace aux
équivalences entre ces deux transferts (voir aeapi®. Bejan /1995/).

caT DOa J~ g

En absence de réaction chimique, I'équation deargation de soluté est formulée comme

suit ;

—dv=j— 03 (A. 10)

Le terme J représente le flux de soluté qui traverse lestigoes du domain®, avec

J=-D.OC. Le bilan massique est satisfait, du moment quiaa source ou puits d’espéces

chimique ne sont relevés. Dans ces conditiongu#éon finale du transfert solutale est :

‘Z—f +0(CV) =-0J (A. 11)

II. SYSTEME DE COORDONNEES UTILISEES

Vu la géométrie du probléme, nous nous proposoécrice les équations le gouvernant
dans le systéme des coordonnées cylindrique8, (z). Dans un deuxieme temps, on se
limitera au cas des écoulements axisymétriquest éedire dont toutes les variables sont

indépendantes de I'angle azimtal
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Certains auteurs ont préféré traiter des probleamedogues en utilisant le systéme de
coordonnées cartésiennes, ceci afin d’écrire ptaplement leurs équations. L’inconvénient
majeur d’un tel choix est la mauvaise représematies conditions aux limites sur les parois
courbées.

Toutes les équations qui suivent sont un développérmdes précédentes en écriture
tensorielle beaucoup plus générale.

[I.1. Equation de continuité

ou +ga(rv)

A. 12
0z r or ( )

[I.2. Equation du mouvement

* Projection suivant la direction z :

E - _E +1.6 (rt,,) +}6 (Te,) + 0(T,,) +pg, (A. 13)
Dt 0z r oOr r 00 0z

La dérivée particulaire de la varialgpesst définie par :

D¢ _0¢, 94, % Wwo¢

Dt ot 0z or r 00

» Projection suivant la direction r :

Dv | w? P 10(rt,) 19(ty)  0(T,) Te
== 4= LU Wy LA rz/ % 4 A. 14
P Dt P r ar r or r 00 0z r PI: ( )

Le membre de gauche encadré représente la fortéfuge.

* Projection suivant la directioh:

p%_pﬂ :_1E+ia(r2'[re) +1-0(Tee) +0(Tez)
Dt r roe r? or r 0o 0z

+P0, (A. 15)
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Le membre de gauche encadré représente la forCeritdis.

D’aprés la définition du tenseur des contraintegjweuses pour les fluides a viscosités

apparentes et en écoulement incompressibieZ(J.B) et du tenseur des déformatiolds on
a les résultats suivants :

= =) 1oV ! :“[@+ﬂ}
" ar 0 ar r 00 & o 0z

1. =T T =2uX+1'a_W 1 :“6_W+}@
oo % r raoe o 9z r a0

Tzr :Trz TZS :TQZ Tzz = 2].1%

[1.3. Equation de I'énergie

Pour un milieu isotrope, la loi de Fourier lie lecteur densité de flux de chaleur a la
température par la relaticip=-k.0]  qui se traduit par :

q :_ka_T q :—Ea_T q :—ka—T
' or °  roe ? 0z
L’équation du bilan local de I'énergie interne est
pCVEzli(kra—Tj+%i(ka—Tj+i(ka—Tj+p¢ (A. 16)
Dt ror 06) reor\ 00) o0z\ o0z

ou uCID:?:EV est la quantité de chaleur dissipée par frottemsont développement
donne I'expression de la fonction de dissipati@gueusep :

B z(avjz z(aujz (v 10W]2 (aw 16u)2 (au av]2 0 (w] 1ov)’
b=2— | +2—| +2] —+—"— | +| —+——| + + + +
or 0z r r oo 0z r06

o oz) Larlr) roe
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[1.4. Equation du soluté

Dans un milieu homogene et isotrope, la loi de Féodprime le flux massique en fonction

du gradient de concentration par la relatibn—D.CIC qui est formulée aprés projection par :

3 =% 5, =-D% -
r 00

L’équation de conservation du soluté est formulge: p

E:Ei(ma_cj +ii(Da_Cj +3(Da_cj (A. 17)
or r2or\ 09) o0z\ oz
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ANNEXE Il

Il s’agit de résoudre un systéme d’équations nodslres. Pour le résoudre, on fait appel a
des méthodes itératives ou les coefficients desitéms sont considérés comme connus a

chaque itération ;

a0 = A0 + 3,0, + @, tapsth (A.1)

La méthode de résolution classique consiste a désaes équations en bloc sur une ligne
(ar ou z) qui se déplace de facon a balayer limbte du domaine de calcul. Cette méthode
itérative consiste a résoudre, a chaque itératioh,systemes tridiagonaux din" est le
nombre de lignes dans la direction de balayage.

Dans notre cas, le balayage est vertical, c’esteq gue la résolution en bloc concerne des
lignes horizontales ce qui permet de propager taste&ment sur la largeur de la cavité les

conditions imposeées sur les parois actives.

A l'itération k+1, I'équation (A. 1) donne en topiint :

k+1 k+1 Kk +1

R0 —ag@: " —a,,, = aN(PkN + ascpg +b (A- 2)

Les ¢ désignent les valeurs connues a litération précted Donc, cette équation ne

contient que trois inconnuegs™, @™, @{*. On peut ainsi, former une équation sur chaque

nceud suivant la direction radiale (E : Est, W : ue

En utilisant la notation indicielle, cette équateura la forme générale suivante :

B —viol a0 =, 1=1n (A-3)
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Avec :
Bi=ap
Yi =&
a; =—ay

A =ayy +aggs +b

L’ensemble de ces équations constitue un systerdqudtions dont la matrice des

coefficients est tridiagonale ;

B v O ol | [A ]
a,B,y, O ¢, A,
0
o By
0 || P Ao
0 0o, By vofl® | [ ]

(A. 4)

Le systéme ainsi obtenu, sera résolu par l'algowthT.D.M.A (Tri Diagonal Matrix
Algorithm). Cette technique de résolution rapideatribuée &homas/1949/ et qui est une

version simplifiée de I'algorithme de Gauss.

On considere deux vecteurs E et F tel que :

K +1

¢, t Ei—1(pk+1 =k,

{@”+E@ﬁ=ﬁ

En introduisant I'expression dg_, dans I'équation (A. 3), on obtient :

(ﬂk+1+ Yi (pk+1 - A —oF
Bi —a,E; i Bi —-a;E

En identifiant les équations (A. 5) et (A. 6), il éécoule :
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Yi et F= A —oiR

E, :m B-aE., (A.7)

La procédure de calcul est la suivante :

» Calcul de E et R par les conditions aux limites ;

» Calcul des Eet F par les relations (A. 6) pouri=2an-1;

+ Calcul de@™ par les conditions aux limites ;

+ Détermination dep™ a partir de la relation (A. 5) pour=n-1 a 1 grace

a une substitution successive.

Une fois les valeurs dg™* sur une ligne de la direction r, sont déterminéaspasse a la

ligne suivante en appliquant la méme procédure éputonsidérant les variables suivant
'autre direction (suivant z) constantes. Le métheminement est utilisé pour les autres

variables dépendantes.

173



