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Introduction

L’étude des particules en physique repose sur la notion de symétrie. Mathématiquement
cette symétrie est décrite par la théorie des groupes [1].

En effet, il est possible de classer les propriétés liées aux particules élémentaires en
trois catégories: intrinséque (interne), cinématique et dynamique, chaque catégorie est
liée & un type donné de symétrie et donc a un type donné de groupe.

En mécanique quantique non relativiste, la symétrie cinématique, c’est a dire 'invariance
de la physique dans le changement de référentiels d’inertie, est représentée par le groupe
de Galilée, mais lorsqu’on parle de la physique des particules les énergies mises en jeu
sont généralement supérieures aux énergies de masse au repos des particules, on fait alors
appel a la mécanique quantique relativiste. Cette derniére repose sur les postulats de la
relativité restreinte et ceux de la mécanique quantique. Les conséquences des postulats
de la relativité, c’est a dire la constance de la vitesse de la lumiére et 'invariance de
toutes les lois de la physique dans tous les repéres inertiels, se reflétent sur la structure de
I’espace-temps, qui est toujours & quatre dimensions mais qui est désormais muni d’une
pseudo métrique qui lie 'espace et le temps, c’est ’espace temps de Minkowski. Le groupe
de symétrie, qui permet le passage d'un repére d’inertie a un autre, n’est plus alors celui
de Galilée mais de Poincaré.

La mécanique quantique relativiste est donc une théorie qui tente d’appliquer les
postulats de la mécanique quantique a la relativité restreinte afin de décrire la dynamique
d’une particule quantique dont la vitesse est de ’ordre de la vitesse de la lumiére dans le

vide.
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L’une des incohérences de la mécanique quantique relativiste est celle liée a la locali-
sation spatiale qui permet de définir la position qui est nécessaire aussi bien & la notion
méme de la particule, qui est un objet infiniment petit localisable en un point, qu’a la
description des interactions de ces particules.

En effet, dans la mécanique quantique conventionnelle. Les processus de mesure ne
tiennent pas compte de 'origine de la perturbation qu’entraine I’observation du systéme
quantique. Ce dernier est traité indépendamment de ’appareil de mesure qui est alors
supposé parfait. Or les appareils de mesure réels présentent des imperfections qui touchent
le systéme et la mesure.

Ce probléme de mesure n’est que théorique et ne géne en rien les prédictions de la mé-
canique quantique tant que les énergies mises en jeu sont non relativistes. Dans le domaine
relativiste, cette notion de mesure parfaite (notamment celle liée & l'opérateur position)
est incompatible avec la condition de causalité, en effet, selon le théoréme d’Hegerfeldt
[2], il est impossible de préparer un état d’un systéme relativiste élémentaire qui soit
parfaitement localisé dans une région finie de ’espace. Parmi les théories physiques ré-
centes proposées pour supprimer cette difficulté de la mécanique quantique, la mécanique
quantique stochastique sur 'espace des phases [3]. Cette théorie repose sur une notion
plus souple du processus de mesure et attribue une extension a toutes les particules élé-
mentaires. Cette extension stochastique est liée aux fluctuations, lors de la mesure de la
position, de I'impulsion et du spin, dues aux imprécisions innévitables des appareils de
mesure réels. La mesure est alors décrite par des opérateurs positifs qui ne sont plus des
projecteurs. Ces opérateurs sont définis par des fonctions d’onde propre d’une particule
d’essai stochastiquement étendue et jouant le role de micro-détecteur réel [4]. Chacune de
ces fonctions caractérise une représentation irréductible de 1’espace des phases du groupe
de symétrie cinématique du systéme quantique considéré.

Une autre théorie & attribuer une extension aux particules élémentaires, est la théorie
quantique fonctionnelle [5|mais cette extension n’est pas liée a la mesure, elle est intrin-
séque a la particule. Cette théorie a été proposée par J.L. Destouches 'un des étudiants

de de Broglie. Ce dernier a doté la particule d'un caractére ondulatoire et a proposé la
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théorie de la double solution, ot I’équation d’onde associée & une particule admet deux
solutions liées, I'une est 'onde ¥ associé a 1’état de la particule, et 'autre 'onde u qui
représente la particule elle méme. J.L. Destouches, généralise cette théorie en se basant
sur une conception non ponctuelle de la particule élémentaire et considére que la ponctu-
alité n’est qu’un moyen pour simplifier les calculs. Dans la réalité physique on ne peut ni
isoler cette particule du reste de 'univers ni empécher I'influence de ce dernier sur cette
particule. C’est ainsi qu’il a introduit sa théorie fonctionnelle ou chaque particule est
représentée par une onde physique u. On dit alors que la particule posséde une extension
fonctionnelle (intrinseque).

En combinant la théorie stochastique et la théorie fonctionnelle, un modeéle de partic-
ule stochastiquement et intrinséquement étendue a été développé au sein de notre équipe
[6]. Dans le cas relativiste I’étude a été faite pour une particule scalaire [7, 8]. Nous nous
proposons dans le présent travail, de reprendre ce modéle pour une particule relativiste
spinorielle de spin entier. La particule étendue est alors représentée par deux modes.
Le mode externe qui est stochastique et doté d’un spin entier, évolue dans ’espace des
phases stochastiques relativistes. Quant au mode interne, qui est ponctuel et scalaire,
il reste confiné dans un espace-temps interne de Minkowski et est décrit par une onde
physique. Apres avoir briévement rappeler, dans le premier chapitre, la mécanique quan-
tique stochastique non relativiste pour les particules scalaires [9] et spinorielles [10], nous
présentons dans le second chapitre la mécanique relativiste stochastique pour des par-
ticules scalaires puis spinorielles. Dans le chapitre trois, nous abordons notre travail
qui consiste en ’étude de la particule relativiste spinorielle intrinséquement et stochas-
tiquement étendue, les espaces d’Hilbert, les systémes de covariance, les interprétations
probabilistes puis les propagateurs sont déterminés. Nous reprenons notre étude pour le

cas particulier du spin externe unité puis nous terminons par une bréve conclusion.



CHAPITRE

La Mécanique Quantique
Stochastique Non

Relativiste

1.1 Introduction

La mécanique quantique explique de nombreux phénomenes tels que le rayonnement élec-
tromagnétique, le fonctionnement des semi-conducteurs, les propriétés des métaux...et au-
cune expérience physique n’a, a ce jour, imposé sa révision, tant que les énergies mises en
jeu sont non relativistes. Néanmoins, elle est entachée depuis sa naissance, d’incohérences
mathématiques liées au processus de mesure utilisé. En effet, dans cette théorie, le systéme
étudié est traité indépendamment de 1’appareil de mesure [11] et ce dernier est considéré
comme classique et parfait. Signalons cependant que ce probléme de mesure n’est que
théorique et ne géne en rien les prédictions de la mécanique quantique non relativiste qui
sont d’une remarquable précision.

Parmi les théories physiques récentes proposées pour supprimer cette difficulté con-
ceptuelle de la mécanique quantique, la mécanique quantique stochastique sur ’espace des
phases [3, 4] semble étre la seule a apporter une solution raisonnable a ce probléme [12].
Cette théorie repose sur une notion plus souple du processus de mesure et remplace les

valeurs exactes des observables quantiques obtenues lors de mesures effectuées par un ap-
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pareil de mesure parfait par des valeurs stochastiques mesurées a ’aide de détecteurs réels,
ainsi la localisation au sens strict liée & la mesure de 'opérateur position (ou impulsion)
est remplacée par une localisation stochastique dans ’espace des phases.

Dans ce chapitre, nous présentons la mécanique quantique stochastique (MQS) sur
I’espace des phases en commencant par un premier paragraphe qui traite des particules
libres scalaires. Comme cette théorie est basée sur la théorie des groupes, nous allons
formuler le processus de mesure de la mécanique quantique conventionnelle puis celui de la
MQS en termes de systéme d’imprimitivité et de systéeme de covariance. Nous aborderons
également |’aspect probabiliste de cette théorie stochastique a travers le courant et la
densité de probabilité ainsi que le propagateur et le lien avec leurs équivalents de la
mécanique quantique conventionnelle.

Le but de notre travail étant d’étudier le spin dans la mécanique quantique stochas-
tique, nous présentons dans le deuxiéme paragraphe de ce chapitre, comment est introduit

le spin dans la mécanique quantique stochastique.

1.2 La mécanique quantique stochastique pour une

particule libre scalaire

1.2.1 Les systémes d’imprimitivité Galiléens

Une particule élémentaire quantique non relativiste de masse m et de spin nul est associée
[13] & la représentation projective(!) U (g) unitaire irréductible du groupe de Galilée G[14,
15].

Cette représentation est définie, dans le cas d’une particule scalaire, par son action

sur I'espace d’Hilbert H(R?  dk) des fonctions W (k) =(k | ¥) de carré intégrable dépen-

imp)

(Une représentation projective se caractérise par la propriété suivante

U(g)U(g) = exp (;& (g,g’)> Ulgg); g=(ba,v,R)
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dantes de la variable impulsion k :

0(b,a,v, R)(ﬂ (k) = exp {% {(%)b - k.a] } ¥ (R (k — mv)) (1.2.1)

Les quantités (b,a, v, R)? sont les paramétres de transformation de ce groupe [16].
Leurs actions respectives sont générées par les opérateurs infinitésimaux H, P, K,J qui
forment les observables fondamentales de la mécanique quantique non relativiste. Les
opérateurs H, P et J possédent les interprétations physiques d’hamiltonien, d’opérateur
impulsion et d’opérateur moment cinétique, tendis que le générateur K ne possede pas
d’interprétation physique en considérant ce groupe abstrait, mais en étendant le groupe
de Galilée de sorte a avoir le groupe de Galilée étendu G, on peut lier 'opérateur
K a l'opérateur position Q = % Cette interprétation peut se déduire facilement de la
représentation projective (1.2.1) car celle-ci a été déduite de la représentation vectorielle
du groupe étendue.

Dans cette représentation impulsion, I'opérateur P prend une forme diagonale dans la

base® {|k)} dont les éléments sont normalisés & 1'unité
(k| k') =6 (kK —k) (1.2.2)

et satisfont la relation de fermeture (résolution de I'identité) suivante

/ 1K) (k| dk = 1. (1.2.3)

La représentation configuration, correspond a une représentation ou 'opérateur posi-
tion Q est réalisé comme 'opérateur multiplication. Les états {|x)} propres de Q sont,

comme dans le cas de la représentation impulsion, normalisés sur la distribution de Dirac

(x| x') =6(x"—x) (1.2.4)

@peR, acR? . veRs

conf’ imp

et R € SO(3).
3)Le goupe de Galilée étendu G est composé des éléments § = (6,9) 0 €R,g € G.
(UEn fait les éléements de cette base sont des distributions et non des éléments de 1’espace d’Hilbert

des états. Ce point constitue, pour les mathématiciens, une inconsistance.
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et résolvent l'identité

/ Ix) (x| dx = 1. (1.2.5)

La transformation de Fourier

B (x) = W / Pp exp {%p.x} B (p) (1.2.6)

R3

imp

permet le passage a la représentation unitaire configuration U qui agit comme suit

U(b.a,v, R)¥] (x) = exp {% Bmv% + mv(x — a)} } B(R(x—atby)) (L2.7)

En faisant agir 'opérateur évolution
U o~ ~ n* > h?
exps ——Hotp; Hy=———=—""-A\ 1.2.8
P { nl } 0 2m dx? 2m= " ( )
nous obtenons 'action de cette représentation sur I’état de la particule & un instant ¢
i

[U(b, a,v, R)\i/} (x,1) = exp {ﬁ [—%va(t —b) +mv.(x — a)] } X

V(R Y (x—a—v(t—b)),t—Db) (1.2.9)

Les fonctions \i!(x, t) sont solutions de 1’équation de Schrédinger libre
0 U (x,t) L U (x,1) (1.2.10)
th—¥(x,t) = ——A,V(x, 2.
ot 2m

Dans la mécanique quantique non relativiste, on associe a 'opérateur Q un opérateur
de projection ou opérateur & valeur projective (traduction de PV measure)® EQ(A)
EQ?(A) = /dx %) (x| (1.2.11)
A
qui vérifie
(EQA))(x,1) = xo(x)¥(x, 1) (1.2.12)

oll x4 (x) est la fonction caractéristique

1. sixc A
o — ’ R 1.2.13
Xax) {0, six ¢ A } ( )

(5)Un opérateur de projection E obeit aux propriétés suivantes: E = E*, E = E? et |[E|| = 1.
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Cet opérateur [17] réalise la résolution spectrale de 'opérateur position
+oo
Q= / x [x) (x| dx (1.2.14)

L’opérateur EQ(A) est un opérateur de localisation spatiale pour ’espace des états
du systéme et il est associé & une localisation parfaite ou stricte.

La probabilité que la mesure de la position donne une valeur appartenant a A lorsque
le systéme est dans l'état |¥) est donnée par la valeur moyenne de EQ(A) dans Pétat
normalisé¢ ¥

Py(A) = (U|EQ(A)D) = / dx¥* (x)U(x) (1.2.15)

A

L’opérateur de projection EQ(A) posséde les propriétés suivantes:

E(M) = 1 (1.2.16)

qui provient du fait que la probabilité définie sur tout I’espace de configuration M, est
normalisée & I'unité et que la probabilité définie sur une union d’ensembles de Borel est
la somme des probabilités sur chaque ensemble Borel® [18].

De plus il posséde la propriété de transformation [17] suivante sous ’action du groupe

de Galilée isochrone!”

U(g)EQXA)U(g) = E?gA), gA = {Rx+vt+a,x € A} (1.2.18)

qui exprime le fait que la probabilité de localiser la particule qui est dans I’état transformé

U (g)\if dans la région A est égale a la probabilité de localiser cette particule dans la région

(6)Les ensembles Borel dans R™, appartiennent & la plus petite famille de sous-ensembles de
R"™ obéissant aux propriétés suivantes:

- la famille est fermée sous la complémentarité

- la famille est fermée sous les unions dénombrables

- la famille contient tous les sous-ensembles ouverts.

(MLe groupe de Galilée isochrone est le groupe de Galilée sans les translations temporelles g =

(0,a,v, R).
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transformée gA quand elle est dans I’état U. La paire {EQ, U } constitue un systéme
d’imprimitivité dans ’espace de configuration. Les systémes d’imprimitivité peuvent aussi
décrire le processus de mesure d’autres observables fondamentales comme I'impulsion, le
moment angulaire, le spin...[17]. La paire {E®, U} forme alors un systéme d’imprimitivité
dans 'espace des impulsions.

Le mécanisme de mesure de la mécanique quantique conventionnelle est donc défini par
la donnée d’un systéme d’imprimitivité. Ce dernier est constitué d’une famille d’opérateurs
de projection et de la représentation du groupe de symétrie de 1’espace-temps considéré.

Toutefois, sachant qu’en réalité, I’appareil de mesure n’est pas parfait, les mesures des
positions ou des impulsions ne peuvent se faire qu’avec une précision finie, cela revient a
remplacer les opérateurs de projection (de localisation au sens strict ou parfait) par des
opérateurs positifs de localisation dans I’espace des phases et les systémes d’imprimitivité

deviennent alors des systémes d’imprimitivité généralisés ou systemes de covariance.

1.2.2 Les systémes de covariance et probabilités

Un systéme de covariance est une paire {U, E*} constituée d’une représentation U d’un
groupe G et d’une mesure & valeurs opérateur positif® (traduction de Positive Operator

Valued measure ou POV) E*(A) vérifiant [3]
V(o) ES(A)U(g) = B(gA) , Vg € G (12.19)

La mécanique quantique stochastique non relativiste utilise la notion de localisation
dans l’espace des phases I' = R®. La représentation U du groupe de Galilée qui agit sur

Pespace d’Hilbert H(R® =R}, ; x R?  dqdp) des fonctions ¥ (q, p) = (q, p/¥) de carré

mp)

intégrable dépendantes des variables position q et impulsion p a pour expression:

Ub,a,v,R)U(qp,t) — exp{% <_m2\/2 (t = b)+mv (q—a))}Dj (R) »

V(R ' (q—v(t—b)—a),R"(p—mv),t—b[1.2.20)

()L opérateur positif satisfait la condition suivante E¢(A) > 0.

Cet opérateur ne peut pas étre un projecteur car £ # E2.
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ou D7 (R) est la matrice de rotation (elle est égale a 1 dans le cas scalaire).

Ces fonctions satisfont ’équation de Schrédinger par rapport a la variable q

2

0 h
79y N 1.2.21
Zhat (q,p,t) om q (Q7p7t) ( )

L’opérateur positif £¢(A) [3]constituant le systéme de covariance est donné par I'intégrale

ES8) = [ €qp)dadplea, i AcT (1.2.22)

En étendant l'intégration a tout l'espace des phases I', on obtient un opérateur qui

projette un vecteur | ¥) de H sur un vecteur | ¥¢) d’un sous-espace H* de H, tel que

) = B(0) | W) = [ dadp¥e (a.p.1) | ) (1.2.23
T
ou
Ve (a,p,t) = {qp [ V) = /dq’dp’éi;p (d',p) ¥ (d, P, 1) (1.2.24)

L’opérateur E¢ (T') correspond & l'identité dans H*
ES (D) = / | £qp)dadp(Eqp |= 1ae (1.2.25)
T

Les fonctions &, sont nommées résolution continue de lidentit¢ dans H £, elles
s’obtiennent par application de la représentation espace des phases U (0,a = q,v = p/m, )

sur la fonction £ nommée générateur de cette résolution [19, 20]

$qp = U (0,q,p/m, I)§ = Uqgpé (1.2.26)

Les fonctions £ possédent la propriété d’invariance sous rotation

£ (Rq, Rp) = ¢ (a,p) (1.2.27)

et les fonctions conjuguées se définissent comme

£"(q,p) = exp (—%qp) ¢ (a,p) (1.2.28)

Ces fonctions & sont interprétées comme les fonctions d’onde propres d’une particule

d’essai jouant le role d’un micro-détecteur réel (imparfait) au repos stochastique a I’origine

10



1.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre scalaire

d’'un repére classique. Les fonctions £ , seront alors celles de la méme particule a la
position stochastique q et ayant I'impulsion stochastique p [3].

Dans les représentations configuration et impulsion, les fonctions & , ont respective-

a,p’

ment pour expressions

bap () = |Uapé| () = exp (%p-(x - q)) £(x—q) (1.2.29)
gq,p (k) = [gq,pg} (k) = exp <_%k'Q) é(k - p) (1.2.30)

ou (qu,p et Uq,p sont les représentations configuration et impulsion de I’élément (0, q, p/m, I)
du groupe de Galilée.
La probabilité que la mesure simultanée de la position q et de I'impulsion p donne la

valeur (q,p) de A = A x A est définie comme la moyenne de I'opérateur positif

P<q€A,p€A> = (V[ES(Q) W) = / dqdp¥* (q,p) ¥ (q,p) (1.2.31)
A=AxA
A c R ACR}

conf mp

En étendant le domaine d’intégration correspondant a l'une des variables a tout

I'espace R?, on définit les probabilités marginales

Plachpery,) = [da [ aolwiap)
A R?

imp

2

_ / dq / iy (%) [ (x) (1.2.32)
A R3
3 ~ 2
P(acrbyped) = [a [ dalviap)
A R%on,
2
‘ (1.2.33)

_ / dp / ki (1) (k)
A R

ou les fonctions de confiance du micro-détecteur dans, respectivement, I’espace de

configuration et d’impulsion sont données par

2

i (x) = (27h)’ (1.2.34)

£(x—q)

Gk = (27rh)3‘§(k—p)‘ (1.2.35)

11



1.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre scalaire

La fonction X, (x) est interprétée comme la densité de probabilité que la mesure de
la position donne q quand la particule est en x. De méme, Y, (k) est interprétée comme
densité de probabilité que la mesure de 'impulsion donne p quand l'impulsion de la
particule est k.

Ainsi, P <q € A, p € R?mp> définit la probabilité que la mesure de la position de la par-
ticule donne la valeur q contenue dans l'intervalle A indépendamment de son impulsion.
De méme, P (q S ]Ri‘onf,p € A) est interprétée comme la probabilité que I'impulsion
donne la valeur p de A indépendamment de la position. Ce sont ces probabilités mar-
ginales qui vont permettre le passage vers la mécanique quantique conventionnelle.

La probabilité totale P (q € A, p € A) est interprété comme la probabilité que les

mesures simultanées de la position et de I'impulsion donnent (q, p) dans A = A x A, avec

la fonction de confiance

Xap (5,k) = 1§ (%) X5 (k) (1.2.36)

1.2.3 Densité et courant de probabilité

En mécanique quantique, on définit la densité de probabilité p et la densité de courant de
probabilité J par:
p(x.1) = [U(x, ) (1.2.37)

et

h 1 h
I 1) = 5o [WO9Y VY] = R [ql*%w)

(1.2.38)

Ces deux quantités satisfont & I’équation de continuité

W FvI(x,8) =0 (1.2.39)

En mécanique quantique stochastique dans I’espace des phases, on définit des grandeurs

analogues
p(a,p,t) = [¥(q,p, 1)’ (1.2.40)
et

h * *
Jé(qa P, t) = 2_7m [\Ij <q7 P, t)vq\P(q? P, t) - \I](qa P, t)quj (qa p, t)] (1241)

12



1.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre scalaire

qui satisfont également & une équation de continuité

dp*(a, p, t)

P + VqJ(q,p,t) =0 (1.2.42)

Soulignons ici, que le courant de probabilité J¢(q, p,t)) est défini d’une maniére ad
hoc pour satisfaire I’équation de continuité. Afin de pouvoir lui donner une interprétation
physique nous définissons les densités (ps(q,t),j£ (q,t)) stochastiques par analogie aux

densités (p(q.t), J%(q,t)) de la mécanique statistique classique [3].

a0 = [ @ pfdp (1.2.43)
R3

ae _ p 2

@t = [ 2juapfp (1.2.44)
R3

L’intégration des densités (p*(q, p,t),J¢(q, p,t)) par rapport & I'impulsion[3]

P*(q,t) = / dpp*(q,p,t) = /dx;%fl (x) [P (x, t)|2 (1.2.45)
R?mp R3
J(at) = / Jé(q,p,t)dp:/dxxg (x) J(x,t) (1.2.46)
R3 R3

imp

redonne les mémes densités (1.2.43) et (1.2.44), a condition que & soit réelle, et permet,
a la limite ponctuelle (qui correspond au passage Xg (x) — d(x —q) de la fonction de
confiance de I'appareil de mesure réel vers 'appareil de mesure parfait), de montrer que
la densité de probabilité stochastique p*(q,t) et le courant stochastique J¢ (q,t) tendent

vers leurs homologues p(q,t) et J(q,t) de la mécanique quantique conventionnelle.

1.2.4 Les propagateurs

En mécanique quantique, 1’évolution temporelle du vecteur d’état |¢)) se fait selon la loi
[11]

A

W) = U(t =) [y) (1.2.47)

13



1.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre scalaire

ou Popérateur évolution U(t — t') est donné par

A

Gt —t) = exp|~3Halt —1)]

iP? ,
= — — 1.2.4
exp { th(t t)} ( 8)
Le propagateur
K(x,t:x 1) = (x| Ut —t)|x) (1.2.49)

est défini comme I’élément de matrice de Popérateur évolution U(t—t') dans la représenta-
tion configuration. Il représente I’amplitude de probabilité de transition de 1’état localisé
en x’ & l'instant t', vers 1’état localisé en x & 'instant t.
Ce propagateur est caractérisé par les propriétés d’unitarité et de reproductibilité
suivantes
K" t7:xt") = K* (X, t';x7,1") (1.2.50)

K (x”,t";x,t) = K x",t;x' t") K (X', t';x,t) dx’ (1.2.51)
R3
Pour une particule libre de masse m, son expression est [21]
ilm(x — x')2)
h2 (t—1t)

m 3
2

K(x,t;x',t') = (m)

exp( (1.2.52)

Remarquons que lorsqu’on tente de définir, a ’aide de ce propagateur, la probabilité
que la particule ayant été préparée a I'instant ¢’ & la position x’ soit détectée a l'instant ¢

a la position x
Px,t:x, 1) = /p(x,t;x’,t') dx — (27rh)3/|K(x,t;x',t’)]2dx o (1.253)

alors cette probabilité diverge dans ’espace de configuration.

En gardant a D'esprit le fait qu’un propagateur est une amplitude de probabilité de
transition entre un état initial et un état final, on définit le propagateur stochastique
comme la valeur moyenne de 'opérateur évolution exprimé dans la représentation espace

des phases du groupe de Galilée

K (q,p, t:d, ', ') = (§qp| Ut — ') |Eqp) (1.2.54)
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1.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre scalaire

cette quantité conserve les propriétés d’unitarité et de reproductibilité

KS(q7,p”,t";d,p ") = K¥(d,p,t;q",p", ")
= | K'(q",p",t";q,p, 1) X
R6
K*(q,p, t;d,p', ') d’qd’p (1.2.55)
La densité de probabilité que la particule ayant été préparée a I'instant ¢ aux coor-
données stochastiques {(q’ , )23) ; (p', )}f),)} soit détectée a 'instant ¢ aux coordonnées

stochastiques { (q, S(g) ; (p, 5(%) } est définie comme le carré d’un propagateur stochastique
pla,p,t;d, 0, t') = 27h)* | K¢ (q,p, t;d, P, )| (1.2.56)

Cette extrapolation leve la difficulté originale (le fait que le propagateur (1.2.49) n’est
ni un véritable produit scalaire, ni il détermine une véritable densité de probabilité), en

effet, comme (1.2.54) satisfait

(271')3/ | Kf (q”,p”,t”;q/,pl,t') |2 d3q>>d3p7> -1 (1257)
R6

il détermine une véritable densité de probabilité

Le passage vers la limite ponctuelle permet de lier le propagateur stochastique (1.2.54)
au propagateur conventionnel (1.2.49). Dans le cas particulier [3] ou la fonction d’onde
propre stochastique de la particule d’essai jouant le réle de micro détecteur correspond
a celle de I’état fondamental d’oscillateur harmonique non relativiste [22], le propagateur

stochastique a alors pour expression [3]

” ” l2 5
”. — -3 __
Kl (q P 7t 7qlap/7t/) - (27Th) <l2( t,)) X

t?? o
(qn_q/)Q 14 pva_p/ 2
P e -\ n )%
il?
X exp

QMR — 1)

» oyl

2m

(@ —dq).(p”+P) - (p"2+p?)]  (1.2.58)

h
N 12 t” o t/ — 12 s T tn _ t/
ol ( ) + Z4m< )

15



1.3. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre spinorielle

Le passage au cas ponctuel correspond a la limite du parameétre ’extension [ nul

) 7Tﬁ2 3/2 , ) K (q77 ) t”; q/’ t,) £’ ?é t/
%lm <2_Z2) Kl (q P 7t77;qlvp/7t/> = (1259)
—0 ) <q>7 _ q/) £ =

Le propagateur conventionnel émerge comme une limite renormalisée du propagateur
stochastique. Quand [ — 0, le terme de renormalisation tend vers l'infini mais pas le

propagateur stochastique.

1.3 La mécanique quantique stochastique pour une
particule libre spinorielle

Nous avons, dans le paragraphe précédent, présenté la mécanique quantique stochastique
pour le cas de la particule libre scalaire. Voyons comment sont formulés les principaux
résultats lorsqu’on attribue a la particule ainsi qu’au micro-détecteur un spin respective-
ment désigné par j et j. Le systéme, constitué de la particule et du micro détecteur,
aura donc un spin total J.
La représentation U; espace des phases du groupe de Galilée GG agit dans ’espace
d’Hilbert H;
H;y=PF2J+1)®L*(); I'=R" (1.3.1)

Comme cette représentation est hautement réductible, il est nécessaire de trouver ses
sous-représentations irréductibles pour pouvoir décrire les particules élémentaires [13]. La
représentation espace des phases de spin total J est donnée par :

Us(9)¥) (a,p,t) = exp% (—mTVz (t—b) +mv. (q— a)) D (R) x

(R (q-v(t—b)—a), R (p—mv),t—b) (13.2)
ott DY (R) [31] est la matrice de rotation de spin J =0, 1,1, ...

) 99

L’étude des sous-représentations irréductibles de la représentation U; se fait en effec-

tuant I’analyse harmonique du groupe de Galilée. Deux cas de figure se présentent [23].
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1.3. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre spinorielle

Le premier, que nous allons présenter, consiste a considérer un spin total J nul (J = 0),
cela correspond a ’égalité des spins entiers de la particule et du micro-détecteur. Dans
le deuxieéme cas, le spin est non nul (J # 0), le spin de la particule et du micro-détecteur

sont alors différents et peuvent étre entiers ou demi-entiers.

1.3.1 La représentation de spin total nul

Le systéme évolue dans l'espace d’Hilbert Hy ~ L?(T') et la représentation espace des
phases s’écrit :

(Un(0) ¥) (a.p.1) = exp (—%@_mmv. <q_a>> y

V(R (gq—v(t—b)—a), R (p—mv),t—b) (1.3.3)

En considérant une particule de spin entier j et un micro-détecteur de type n et de
méme spin j, chaque sous-représentation irréductible est désignée par UJ' 7 et le sous-
espace d’Hilbert sur le quel elle agit Hy 7. La particule est représentée dans Pespace des
impulsions par la fonction v (k) ayant (2j 4+ 1) composantes v, (k) avec 1, € L*(R?) et
s = —J,...,+j. Le micro-détecteur est représenté par sa fonction propre Eq’p (k) ayant

(2 4+ 1) composantes £, . . (k). Le sous-espace HJ” est constitué de la famille de toutes

q,P;s

les fonctions de Hy qui s’écrivent sous la forme suivante:

vap) = >, / Eaps (K) ¥, (k) dk (1.3.4)
=2 / exp(%q.méi (p—K) ¥, (k) dk (1.3.5)

Les fonctions & s’écrivent en coordonnées sphériques comme le produit d’une com-

q7p7s
posante radiale e,(|p —k|) et d’une composante angulaire Yj, (p —k). Les fonctions
en(|p — k|) appartiennent & l'espace L2 (R, p?dp) de toutes les fonctions f(p) de carré
sommable par rapport au module p € [0, 00| de I'impulsion et & la mesure d’intégration

di(p) = p*dp. Les fonctions angulaires ne sont autres que les harmoniques sphériques

avec la notation Yj, (k) =Y (k/|k|);  j=0,1,2...
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1.3. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre spinorielle

Ainsi, la fonction d’onde propre éq7p7s (p — k) s’écrit

& (p—k) = (2rh) " 2e;(lp — k)Y, (p — K) (1.3.6)
et les fonctions 1 (q, p) peuvent étre écrites sous la forme[23]:
3 I 7 -
Y (q,p) = (2wh) 72 Y /exp(ﬁq‘k)enﬂp —k|)Yjs (p — k) 1, (k) dk (1.3.7)

S:_‘jR3
pour tout n et j fixés.

La représentation Uy (g) se décompose en somme directe des sous-représentations Uy’

et 'espace Hy en sous-espaces orthogonaux H\) J
Uo(g) = Gp2r ®520 Us” (9) (1.3.8)

et
L*(T) =~ Hy = &2, &2, Hy’ (1.3.9)

L’irréductibilité des sous-représentations Up" 1)) est vérifiee en utilisant la méth-
ode d’équivalence des représentations, "si une représentation est irréductible, toute autre
représentation qui lui est équivalente est également irréductible" [24].

En effet, partant de la représentation impulsion U ;(g) , qui est unitaire et irréductible,

nous pouvons trouver une transformation We
We : 0 — ;.9 € Hj 9, € Hj (1.3.10)
telle que
Us(g) = WeU(9)We ! (1.3.11)

assurant l'invariance des produits scalaires[10]

(Veltoe) yni = <W5?Z)|ng~ﬁ> = <@7)|1~U>H (1.3.12)

nj
HO J

et dont 'inverse existe

We'We = WeWet =1 (1.3.13)

9 Par commodité, nous allons noter dans ce qui suit ng par Hg et U(;lj (g) par UO£ (9)
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1.3. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre spinorielle

1.3.2 Les systémes de covariance et probabilités

La mesure a valeur projecteur (PV) Ejy (A) [23] associé a la représentation Uy donne un

systéme de covariance{Uy, Ey}, pour le groupe de Galilée isochrone G'.

(Eo (A)¥) (q,p,0) = xala,p)¥ (q,p,0) ACT (1.3.14)

Ce systéme de covariance, est décomposable en somme directe de systémes de covari-

ances irréductibles {Ug7, £y’ } .

ES(A) = / 1Us 0, q, p/m, 1) €) dadp (Us (0,q, p/m. I) € (1.3.15)
A

chaque couple {U(;L 7 Egj } constitue un systéme de covariance dans le sous-espace Hy a,
L’interprétation physique des opérateurs Egj (A) est lice a la localisation des systémes
quantiques dans ’espace des phases stochastique. En effet, la probabilité de localisation

dans cet espace est définie comme la valeur moyenne de I'opérateur positif Eg (A)

ng (A) <1/15| ES (A) |?/15>

= [ daipit(@p)vciap) (13.16)
A=AxA
Une interprétation plus détaillée est possible quand on passe aux systémes de covari-

ances marginaux {UO (9) ,Egj} et {Uo (9), Egj} :

S (A) — (Ri(mf x A), Ac RS, (1.3.17)
S (A) — (A fomp), Ac R, (1.3.18)

grace aux quels les probabilités marginales sont définies:

Po(B) = (ve E§ () |ve) (1.3.19)

Pi (A) = (wel B (B) |ve) (1.3.20)

Selon l'orientation du spin de la particule par rapport au micro-détecteur, les expres-
sions de ces probabilités sont différentes. En fait, deux cas se présentent, celui ou les deux

spin sont alignés et celui ou la particule possede un spin ayant une direction quelconque

par rapport a celui du micro-détecteur.
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1.3. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre spinorielle

Premier cas

L’amplitude de densité de probabilité de spin @S(X) est parfaitement alignée en tout point

x € R3

wons avec I'axe des coordonnées stochastiques [23] sur lequel le spin est mesuré. Cet

axe coincide avec le spin du micro-détecteur de sorte qu'une seule composante de 1 (x)

est non nulle. Les probabilités marginales s’écrivent [23]

Py (B) = / dp / iy, () [0 (k)‘2 (1.3.21)
A R3

. . 2
Py, (A> = / dq / dXX g5 (%) \ws (x) (1.3.22)
A B3
en fonction des fonctions de confiance
- 2
Xps () = (27h)* |€, (k—p)‘ (1.3.23)
R 2
Xas (X) = (27h)*|€, (x —q) (1.3.24)

La fonction de confiance x,, , (k) représente la densité de probabilité que la mesure
de impulsion donne p quand la particule a I'impulsion k, et x (x) est la densité de
probabilité que la mesure de la position donne q quand la particule est en x. Cette
interprétation reste la méme que celle du paragraphe précédent mais pour une particule
avec un spin entier non nul.

La probabilité P, (A) (1.3.16) représente la probabilité d’observer les valeurs stochas-
tiques (q,p) € A pour une mesure simultanée de la position et de 'impulsion de cette

particule.

Deuxiéme cas

En général, Pamplitude de densité de probabilité 1)(x) est une matrice colonne a (2j + 1)
composantes {ﬁs(x) [23]. Le spin de la particule prend ainsi une direction quelconque par
rapport a 'axe des coordonnées stochastiques sur lequel il est mesuré. La fonction d’onde
s’écrit alors ‘
3 A A
¢<q7 p) = (27‘-5)_5 Z /gq,p,s (X) ws (X) dX (1325)

S:_jR3
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1.3. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre spinorielle

et les probabilités marginales dans les espaces impulsion et configuration ont la forme

suivante

P, (A) /dp/dq Z/gqps (k) dk | x

+J o

> / Eaps (K) 1y (K) K’ (1.3.26)
s'=—jps

ow (A> /dq/dp Z/fqps (x)dx| x

3 -,

+Jj ’

2. / Eqp (X) Uy (%) dx’ (1.3.27)
s'=—jp3

Ces mémes probabilités peuvent se mettre sous la forme

Py, (A) - Z / ) £A (%), (x)dx (1.3.28)

*JRB
Py, (A) - Z / Di(k) FA(K)d, (k) dk (1.3.29)
SS/:—jRg
ou les fonctions [23]
1200 = [, 00 € o) (1.3.30)
Ag
260 = [ dat, (@) @) (1331)
Ax
avec
qd = x-q, Ac=x-A (1.3.32)
p = k—-p, Ak=k—-A (1.3.33)
possédent les limites suivantes
lim f2(x) = 6. (1.3.34)
A—R3
dim f2(k) = O. (1.3.35)
A—R3
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1.3. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre spinorielle

Ces fonctions servent a définir les fonctions de distribution de spin [23]

() = | Sé/(x)HQ(i A ) (1.3.36)
X () = ]fsé/(k)HQ(ii fé(k)f) (1337)

qui vérifient les relations de normalisation suivantes [25]

+Jj +7
D) = Yo () =1 (1.3.38)
s'=—j

s=—j
+Jj +7
Do) = Y o) =1 (1.3.39)
s'=—j s=—j

Ces relations de normalisation permettent d’interpréter x5+ (s') et x5% (s') comme des
fonctions de confiance du spin stochastique s = (s, x,). Le sens physique de ces fonctions
de confiance est que la mesure du spin par rapport au systéme quantique ne donne jamais
une valeur exacte mais une distribution de valeurs.

Notons aussi que ces interprétations sont compatibles avec la limite ponctuelle qui
correspond & la mécanique quantique conventionnelle, car la fonction fSAS, (x) tend vers le
produit du symbole de Kronecker avec la fonction de confiance dans I’espace de configu-
ration [23].

L) — duxa (%) (1.3.40)

Par conséquent, la probabilité stochastique tend vers la probabilité conventionnelle

Py, (A) — /

RB

2

¥, (x)| dx (1.3.41)

1.3.3 Les propagateurs

Le propagateur s’exprime par la relation suivante
K (q,p, t5d, 0’ 1) = (Eqp | Ut = 1) [€qrpr) (1.3.42)

Ce propagateur posséde la propriété d’invariance par rapport aux translations spatiales

et aux rotations [23]

K*(a+ Rq,a+ Rp,t;a+Rq,a+ Rp’,t') = K*(q,p,t;q,p’,t) (1.3.43)
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1.4. Conclusion

Pour une particule de spin non nul, le propagateur libre stochastique a pour expres-

sion(t0)

+i o
1 k ~%
K*(q,p,t;q,p,t) = Z /dk exp (_ﬁ%(t — t’)) Eqps (K) g prs (k) (1.3.44)
s:*sz

Ce propagateur contient (2j + 1) termes et représente ’amplitude de probabilité que
la particule, ayant été préparée aux coordonnées stochastiques (q’, p’) a 'instant ¢, soit
détectée en (g, p) a l'instant ¢ sans que s change de valeur.

Si on exprime les fonctions d’onde propre en coordonnées sphériques, ce méme prop-

agateur possede 'expression suivante

K*(q,p,t;d,p,t") = %[/dkexp (% [(q—q’) .k—%(t—t’)}) X
) (p—k).(p’—k) e . e -
py (B EM ) o k) (1349

ol P; est un polynome de Legendre d’ordre j.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la mécanique quantique stochastique pour une par-
ticule libre, d’abord scalaire puis spinorielle. Les résultats de cette étude nous permettent
de dire que la mécanique quantique stochastique est une théorie complete qui résout les
inconsistances mathématiques de la mécanique quantique conventionnelle. La notion de
mesure quantique est alors reformulée en terme de théorie des groupes en considérant des
appareils de mesure quantiques et imparfaits et en passant d’un espace de configuration

(ou impulsion) & un espace des phases.

(10) Relation obtenue en exprimant 'opérateur évolution et les fonctions d’onde propres en représentation

impulsion
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CHAPITRE

La Mécanique Quantique

Stochastique pour une

Particule Relativiste libre

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté la mécanique quantique stochastique
(MQS) non relativiste pour des systémes avec et sans spin. Dans cette théorie, les partic-
ules élémentaires qui évoluent dans un espace des phases stochastiques I'¢ = {(q, p; Xg,p)}
ne sont plus ponctuelles mais possédent une extension stochastique liée au processus de
mesure utilisé lors la mesure de la position, de I'impulsion et du spin. La mesure est alors
décrite par des opérateurs E¢ positifs, dont la valeur moyenne est liée & la probabilité
de mesurer des valeurs stochastiques et qui sont définis par des fonctions d’onde pro-
pre £ d'une particule d’essai stochastiquement étendue jouant le role de micro-détecteur
réel possédant une fonction de confiance x4 , [4]. Chacune des fonctions ¢ caractérise
une représentation irréductible de I'espace des phases du groupe de Galilée du systéme
quantique considéré. La MQS résout les inconsistances mathématiques de la mécanique
quantique conventionnelle mais c’est surtout dans le domaine relativiste que la MQS

présente un intérét majeur. En effet, la mécanique quantique stochastique relativiste
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2.1. Introduction

(MQSR), qui se construit par analogie a la mécanique quantique stochastique en rem-
placant formellement le groupe de Galilée par celui de Poincaré, permet d’appliquer les
principes de la relativité restreinte a ceux de la mécanique quantique sans que cela ne
conduise aux inconsistances habituelles de la mécanique quantique relativiste convention-
nelle, telles que des densités de probabilité négatives, des quadri-vecteurs courant non
covariants, des opérateurs positions impossibles a construire...

La MQSR étudie des particules élémentaires qui évoluent dans un espace des phases
stochastiques relativistes u,, , = {(q, D; Xgp)}, ou x/ , est la fonction de confiance d’un
micro-détecteur réel ayant une fonction d’onde propre 7, servant a mesurer les quadri-
positions et quadri-impulsions stochastiques. Mais si on veut généraliser les résultats de
la MQS au cas relativiste, il faut conserver le caractére tridimensionnel de I’espace et la
notion usuelle de simultanéité. Cette derniére est définie par un feuilletage™'!) de I’espace-
temps de Minkowski par une famille d’hyperplans genre espace orthogonaux a 'axe du
temps. Ainsi sur un méme hyperplan o, les interprétations de la MQS se généralisent au
cas de la MQSR.

Nous allons, dans ce chapitre présenter la MQSR. Pour se faire, nous commencons par
un premier paragraphe qui traite la MQSR pour la particule libre scalaire dans lequel nous
abordons en premier les systémes d’imprimitivité et les difficultés liées a leur utilisation
dans le domaine relativiste, puis nous présentons l’espace des phases stochastiques rela-
tivistes, les systemes de covariance relativistes et les interprétations physiques qui vont
avec. Nous introduisons également le quadri-vecteur courant de probabilité et le propa-
gateur stochastique. Dans le paragraphe suivant, nous étendons les principaux résultats
de la MQSR dans le cas ou la particule posséde un spin j et plus particuliérement un spin
entier en effectuant ’analyse harmonique de la représentation de spin zéro de I'espace des

phases du groupe de Poincaré.

(1D yoir annexe A

25



2.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule relativiste libre

2.2 La mécanique quantique stochastique pour une

particule relativiste libre

2.2.1 Les systémes d’imprimitivité relativistes

Dans le régime relativiste, le groupe de Galilée est remplacé par celui de Poincaré ou
plus exactement par le sous-groupe noté Pi qui ne contient ni les inversions spatiales ni
celle du temps. Pl se réalise comme le produit semi-direct du groupe des translations
spatio-temporelles T* (dont les éléments sont des quadri-vecteurs a*) et du groupe de
Lorentz propre SO (1,3). Chaque transformation de Lorentz propre A est décomposée
en un produit d’une rotation R par un transformation A, de vitesse v, nommé boost de

Lorentz pure, son action sur les quadri-vecteurs z# = (2, x) de I'espace de Minkowski

M(1,3) est
0 0 0o, VX v’ ~1/2
2 2t =t )y = (1= )
X — X =x+vV ﬁ(azo—l— LE) (2.2.1)
c v+ 1 ¢

Un élément du groupe de Poincaré est donc décrit par les parameétres (a, A) et son

action sur, respectivement les quadri-vecteurs position et impulsion, est

r — 2 =a+Ar; A=AR
ko K =AMk =AM,k Rk); v=n,(c,vV) (2.2.2)
Une particule élémentaire quantique scalaire relativiste libre de masse au repos m
est associée a la représentation vectorielle de Wigner U unitaire irréductible du groupe
de Poincaré. Cette représentation agit sur espace d’Hilbert L?(vE, dS,,(k)) des fonc-

tions (k) = (k|p) de carré intégrable sur I’hyperboloide v,, des masses a deux nappes

tridimensionnelles v}, v, muni de ’élément de mesure invariant relativiste d€2,, (k)
Vm = v U vE ={k/ k* = k.k = ko.ko — kk = m*c% k* = 0} (2.2.3)

dQ,, (k) = §(k* — m*c?)dk* (2.2.4)
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2.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule relativiste libre

et son action est définie par

Ula,A) : p(k) — @' (k) = exp(%a.k)(p(/\_lk) (2.2.5)

ou

a.k = apky —ak (2.2.6)

Dans cette représentation, les générateurs infinitésimaux pour, respectivement, les

translations spatio-temporelles, les rotations spatiales et les boosts(!?) sont réalisés comme:

(Bo)k) = k() p=0123 (2.2.7)
Jo)(k) = —ih(kx Vi) @p(k); Vi= (%) ,i1=1,2,3. (2.2.8)
(K@)(k) = ihkoVip(k); (2.2.9)

ou l'opérateur quadri-impulsion Py possédent a travers ses composantes temporelle et
spatiales les interprétations physiques d’hamiltonien Py = H et d’opérateur impulsion
P. L’opérateur J est le moment cinétique, tendis que le générateur K peut étre lié a un
opérateur position du type Galiléen.

On associe a l'opérateur }3#, un opérateur EX(A) qui est un projecteur et qui vérifie

(E" (D)) (k) = xa(k)p(k); A cCw, (2.2.10)
ot xi(k) est la fonction caractéristique de A. Cet opérateur est nommé la mesure a
valeur projecteur (PV) qui réalise la résolution spectrale de I'opérateur quadri-impulsion
]—Z’M. La famille d’opérateurs £ (B) est covariante sous Paction des transformations de

Poincaré

U(a, NEP(A)T Ya,A) = EP(AA) (2.2.11)

et la paire {U(a, A), EF(A)} constitue un systéme d’imprimitivité [26] de la représentation
impulsion.
La probabilité que la mesure de 'impulsion donne une valeur appartenant a A lorsque

le systéme est dans 1’état @ est donnée par la valeur moyenne de EF (A) dans 1’état

(12) yoir annexe A
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2.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule relativiste libre

normalisé @

@1 EP@)5hs = [ 1) oo (2.2.12)

Aﬂl/?n
Ainsi si nous interprétons P*, comme un opérateur de quadri-impulsion, alors nous
pouvons considérer @(k) comme une amplitude de probabilité pour les impulsions rela-

tivistes k € v,

En utilisant la transformation de Fourier

o) = (2nh) / exp(—%x.k)gb(k)dﬂm) (2.2.13)

Um
nous obtenons des fonctions qui satisfont, dans le cas scalaire, I’équation de Klein Gordon

o 0 +m20
dz,, Ozt h?

2
> P(x) =0 uw=0,1,2,3. (2.2.14)

o(z) = ¢p0(x) = exp(—iPyax®)P(x); Py = VP2 +m2c? (2.2.15)

Si nous considérons que Q* est un opérateur position qui se réalise comme un opérateur

multiplication
Q" p(x) = 2" p(x) (2.2.16)
au quel nous associons la famille d’opérateurs & mesure projecteur PV, EQ(A), Ac o,

qui formerait avec la représentation unitaire irréductible U(a, A) dans L? (o, do)
Ula, \)¢ (2) = ¢ (A" (z — a)) (2.2.17)

un systéme d’imprimitivité dans 1’espace de configuration.

Ces PV opérateurs E?(A) permettraient de définir une densité de probabilité | (z)|? .
Cependant, un tel systéme d’imprimitivité lié & un schéma de localisation au sens strict
n’est pas physiquement acceptable [17]. En effet, la probabilité totale obtenue par intégra-
tion, par rapport a un repére d’inertie donné, de cette densité |p (:1:)\2 sur des hyperplans
correspondant & différents instants dépend du temps et n’est donc pas conservée.

Par analogie au cas non relativiste, nous pouvons construire a partir de I’équation de

Klein Gordon, une équation de continuité

9,7 (x) =0 (2.2.18)
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2.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule relativiste libre

telle que le quadri-vecteur

o,

J1(@) = 5" () () (2.2.19)

soit conservé.

Mais dans le cas relativiste, j*(x) ne peut pas étre interprété comme un courant de
probabilité, car j° (x) n’est pas définie positive. On peut, en effet, construire explicitement
des fonction ¢ € L? (o) pour lesquelles j° (z'))0 et j° (2”) (0 pour 2/, 2" € o [28].

Néanmoins, la construction précédente a mis en évidence, dans 'espace des états

L*(0,do(x)), le produit scalaire covariant suivant

A~ A~ . A~ % < A~
b1 22)o = i [ 21(0)3, 2y(a)do" (2 (2:2.20)
ou
~ 7 A ~ ~ A A a
1(2) Ou@a () = 1 (2) 0upy (2) = 2 (2) uipn ()5 Ou =52 (2.2.21)
et
1
dot(x) = n*do(z) = ge“o‘ﬂvdmadxgdxv; o, B,y =0,1,23. (2.2.22)

Les quantités n* sont les composantes, par rapport a un repére d’inertie donné, d’un
vecteur unité normal & 'hypersurface genre espace o de l'espace de Minkowski M (1, 3),
sur laquelle I'intégration est effectuée et €,,3, est le tenseur complétement antisymétrique
de Levi-Civita [27].

La notion de particule strictement localisée en un point de I’espace-temps est également
a Dorigine de la difficulté de définir mathématiquement un opérateur position X7, j =
1,2, 3 qui satisfait des critéres qui font de lui, & la limite non relativiste, un opérateur de
position quantique et qui permet d’avoir une formulation covariante relativiste lorsqu’il
est écrit sous une forme quadrivectorielle.

En effet, le probléme s’est posé lorsque Dirac a essayé¢ de définir I'opérateur X% qui

représente pour ¢ = 1,2, 3, la position d'une particule.
X4 p(x) > 2'9() (2.2.23)

Avec cette définition, la quantité Xp A P ne peut pas étre identifiée au moment

orbital. Cet opérateur ne redonne pas & la limite non relativiste 'opérateur position
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2.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule relativiste libre

classique. De plus 'opérateur vitesse associé ne prévoit que deux valeurs propres possibles
des vitesses +c interdisant ainsi le spectre continu [3] et X% ne laisse pas invariant I'espace
des solutions d’énergie positive qui décrit tous les états d’une telle particule et n’est ainsi
pas relié a cette particule seulement.

Apres Dirac, la recherche d’un opérateur position relativiste s’est poursuivie. Plusieurs
tentatives ont abouti & des expressions différentes, nous allons présenter les deux plus
importantes.

En s’intéressant aux solutions de I’équation de Klein Gordon, le choix le plus évident

[3] d’'un opérateur position est

(Q"P)(x) = a"p(a); 1 =0,1,2,3; p € L*(0) (2.2.24)

Ce choix a 'avantage d’étre covariant sous la représentation configuration du groupe
de Poincaré U (a,A) mais il ne commute pas avec l'opérateur de masse M? qui est un
Casimir™® du groupe de Poincaré, donc il ne peut pas étre lié a la localisation d’une
particule élémentaire.

Le second choix est celui de Newton et Wigner X i,w

(X d) k) = (0 — Lo e ) o193 (22.25)
Nw o 20k + m2) ) 23 (22

Cet opérateur satisfait toutes les conditions d’un opérateur de positon mais il ne peut
pas définir des densités de probabilité covariantes sous les transformations du groupe de
Poincaré.

Il semblerait ainsi, que la construction d’un opérateur position relativiste, lié a la
notion de localisation au sens strict, et de systémes d’imprimitivité associés est impossible
a réaliser. C’est ce que prouve mathématiquement le théoréme de Hegerfeldt [2]:

"Supposons qu’il existe un opérateur N(A) dont la valeur moyenne (1, |[N(A)|,) =
out(A) représente la probabilité de présence du systéme dans la région A & Uinstant t,
alors il n’y a aucun état du systéme relativiste localisé o linstant t = 0 dans la région

finie A qui puisse satisfaire la condition de causalité”.

(13)yoir annexe A
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2.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule relativiste libre

En conclusion, il est impossible de préparer un état d’un systéme relativiste élémentaire
qui soit strictement localisé dans une région finie et par conséquent, 'opérateur N(A) ne
peut pas étre un projecteur.

Les points de 'espace des phases stochastiques de la MQS ne sont pas ponctuels mais
posseédent une extension en rapport avec un processus de mesure réel, cette théorie peut
donc étre utilisée pour remédier aux problémes de localisation de la mécanique quantique
relativiste. Pour pouvoir généraliser la théorie quantique stochastique au cas relativiste, il
faut effectuer un feuilletage de ’espace-temps de Minkowski en hyperplans genre espace.
Sur un hyperplan, tous les événements sont simultanés, ils ont lieu au méme instant et

sont sans relation de cause a effet entre eux par rapport & un repére de Lorentz donné.

2.2.2 L’espace des phases stochastique relativiste et les systémes

de covariance relativistes

L’espace des phases relativiste d’une particule de masse au repos m est défini par [29]:
pE = M(1,3) x v (2.2.26)

Une hypersurface 3, genre espace de cet espace p,, est le produit d’un hyperplan o

+

m

genre espace de l'espace de Minkowski M (1, 3) et de 'hyperboloide des masses v
Ym=StUX, NE=0xvE (2.2.27)
On définit dans cet espace, 1’élément invariant de mesure

d¥,(q,p) = 2¢(po)pudo”(q)dQn(p);  e(po) = £1sipy 20 (2.2.28)

Sur un hyperplan genre espace tel que ¢° = const, I’élément de mesure dX! devient

d¥! (q,p) = dadp, ¢° = const (2.2.29)
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2.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule relativiste libre

ceci nous permet de définir dans 1’espace de Hilbert des phases relativistes!') L?(X),

un produit scalaire analogue au produit scalaire non relativiste dans L?(T")

(Prlpa)ss = / ©1 (¢, p) w2 (¢, p) dadp (2.2.30)
¢ = (a); p=>0"p) (2.2.31)

q,p € R’etp’=/p?+m2c. (2.2.32)

La représentation espace des phases du groupe de Poincaré qui est vectorielle et ré-

ductible
Ua,A) : ¢(q,p) = ¢'(¢,p) = o(A (g — a), A" "p) (2:2.33)

est générée par les opérateurs

pro— ind (2.2.34)
dq,

J = ihqx Vq—ihp x V, (2.2.35)

= z‘hqi +ihp°V, (2.2.36)

et agit dans I'espace de Hilbert L*(X} d¥F) des fonctions ¢(q, p), solutions d’énergie

positive de ’équation suivante

o 0 m2c?

o(,p) = ©0(00,9),p); @po=exp(—iPog’)e (2.2.38)

Cette représentation étant fortement réductible, pour pouvoir définir une particule

élémentaire selon Wigner, on doit trouver ses sous-représentations irréductibles U”

U = E,U=W,Uuw,! (2.2.39)
W, LA}, dQn(k) — E,L*(3)) = L*(Z) ) (2.2.40)

(14) A partir de ce paragraphe, nous ne considérons que les particules et donc que la nappe positive vt

de hyperboloide des masses.
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qui agissent dans le sous-espace irréductible L2(E:;Lm). Pour cela, on utilise la méthode

(15) impulsion et espace des phases. Comme pour le

d’équivalence des représentations
cas non relativiste [3], chaque sous-espace L*(X} ) est caractérisé par un générateur de

résolution unique 7 invariant sous rotation tel qu’en représentation impulsion on ait

N i
Tlop(k) = exp(Lak)n(p-k); p,k € vy, (2.2.41)

Les fonctions 7 sont les analogues relativistes des fonctions d’onde propres non rela-
tiviste % de la particule d’essai utilisée pour détecter le systéeme quantique au voisinage

de la position stochastique (0, 0; X(g),o)

(k) = (2me)*2E(k); k= (K°, k) ev; (2.2.42)

m

Le passage de 7) vers 1), ,, qui permet de détecter des particules aux positions stochas-

tiques (19 (q, p; ngq) se fait par 'action du groupe de Poincaré
. ~ { A .
Nap(K) = (U(q, M) (B) = exp(5-a.k)i(A, R); 0 € L2 (vy,) (2.2.43)

Ceci nous permet d’interpréter, n comme le vecteur d’état d’une particule d’essai qui
joue le role de micro-détecteur a l'origine d’un repere d’inertie et 7, , le vecteur d’état d’une
particule d’essai du méme type aprées avoir subit un boost de Lorentz et une translation
spatio-temporelle afin de détecter une particule dans un état ¢ ayant une localisation
spatio-temporelle stochastique moyenne ¢ et une impulsion stochastique moyenne p.

On définit également Iopérateur positif E, (X))

E,(Zh) = / | Ny prdadp(n,,, | (2.2.44)

S
qui projette un vecteur | ) de L*(X},) sur un vecteur | ¢,) d'un sous-espace L*(%}, )
de L*(Z)
o) =E"(23) [ ¢ = [ dadpg, @.p) | n,,) (22.45)

=5

(15)La démonstration est présentée dans 'annexe B dans le cas général de la particule spinorielle sto-

chastiquement et intrinséquement étendue.
(16)interprétation de la fonction de confiance relativiste Xp 4 sera donnée ultérieurement.
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ou

Py (60) = (g | P)ug = (Ngp | 9o, = /dQL (k) 13 (k) & () (2.2.46)

+

VUm

L’opérateur correspondant & I'identité dans LZ(Z;W) est alors défini par

B, (55) = / i, )dadplil, , |= Ls: (2.2.47)

4°=0
pEvh

L’opérateur E, (A)
ET] (A) = / | nq,p>dqdp<nq7p |

ACSH,

associé a la représentation irréductible U, (a, A), vérifie la relation de covariance suiv-
ante

Uy (9) Ey (D) U (9) = Ey (9A) g € E (0) (2.2.48)

Le couple {U,, E,} forme un systéme de covariance par rapport a E (o), le sous-
groupe Euclidien de Poincaré qui se réalise comme le produit semi-direct des translations
d’espace-temps et des rotations qui laissent ¥ = o x v invariant.

Nous pouvons obtenir dans I’espace des phases L?(3) un opérateur de position sto-

chastique covariant relativiste [3]

(Que)a.p) = d"¢(g,p); 1 =0,..3. (2.2.49)

et en utilisant Vopérateur £, (X)) de projection orthogonale sur L? (Effw) on introduit

Qn(0) = Ey(37) Q% Ey(27) (2.2.50)
tel que
Qo) =W, X3 W, j=1,2,3. (2.2.51)
et
< @/ Xnwp >, =< Wyd/QuWyd >y (2.2.52)

Nous remarquons que la valeur moyenne de 'opérateur de Newton-Wigner en représen-
tation impulsion apparait comme la valeur moyenne de ’opérateur position stochastique

mais seulement sur ’hypersurface ¢° = const de 'espace des phases.
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L’opérateur de Newton-Wigner était le choix le plus intéressant pour étre un opéra-
teur de position relativiste, mais cet opérateur ne peut étre covariant. En fait, cette
comparaison prouve que la mécanique quantique stochastique peut régler le probléme de
localisation stricte posé en mécanique quantique relativiste, de maniére & trouver un opéra-
teur de position stochastique relativiste covariant qui soit une extension de I'opérateur de

Newton-Wigner.

2.2.3 Densité, courant de probabilité et interprétations proba-

bilistes

Par analogie au cas non relativiste, les résultats précédents permettent d’interpréter dans
le cas relativiste, n comme le vecteur d’état d’'une particule d’essai qui joue le role de
micro-détecteur a l'origine d’un repére d’inertie de Lorentz et 7, , le vecteur d’état d’une
particule d’essai du méme type apres avoir subit un boost de Lorentz et une translation
spatio-temporelle afin de détecter une particule dans un état ¢ ayant une localisation
spatio-temporelle stochastique moyenne ¢ et une impulsion stochastique moyenne p

Donc la valeur moyenne de 'opérateur POV E, (A)

Po(Ap) = (ol Ey(Ap)le); Ap CE 0

m?q

= / dadp | (¢,p)[* (2.2.53)
Aqo

représente la probabilité de mesurer la quadri-position stochastique moyenne ¢ et la
quadri-impulsion stochastique moyenne p d’une particule relativiste scalaire dans 1’état
¢ lorsque ces mesures sont effectuées a un instant q° par rapport & un repére d’inertie
choisi. L’hypersurface E;’qo de I'espace des phases est le produit cartésien de I’hyperplan
q" constant de I'espace de Minkowski et de I’hyperboloide des vitesses v.

Afin d’interpréter la localisation stochastique relativiste, nous devons construire I’équivalent
relativiste des probabilités marginales non relativistes.

Pour cela, considérons dans un repére d’inertie de X a ¢ = const I'expression suivante

P, <A> = /dpp"(p); Ac vl (2.2.54)

A
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ou

p"(p) = / day (q,p) ¢* (¢, p) (2.2.55)

correspond & la densité de probabilité marginale de mesurer les impulsions stochastiques
indépendamment de la position.

En remplacant

(W,2)a.0) = [ expl= ek (A, 02(0)d0 () (2256)

v
dans p"(p) puis en intégrant et en utilisant la transformation unitaire de Fourier-Plancherel,

cette densité de probabilité marginale s’exprime comme

p"(p) = (27T7"’L)3/ (AR 1P| @(k) |* (2K%) " dQun (k) (2.2.57)

En posant ¥’ = A 'k, on aura

91) = [0 1Bk P (200" 5 (225%)
Xg(K) = @2mh)” [ (k) | (2.2.59)
a(k") = (2me)2E(K) (2.2.60)
et

Xo(K) = (270)” | €(K) (2.2.61)
Xg(K) = (2mh) (2me) | £(K) [*= (2me)¥5(K) (2.2.62)

et p(p) devient
p"(p) = mc/f(g(k') | P(AK) 2 [(QAUk’)—l]Oi—l;, (2.2.63)
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2.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule relativiste libre

Pour une mesure stricte de I'impulsion
K — 64K (2.2.64)
nous obtenons pour (k = A k" = p ou k' = (me, 0))

Py (8) = [ o) — [ 120 F 42 (0) (22.65)
A A
La probabilité marginale correspond donc & la probabilité conventionnelle dans I’espace
des impulsions de la mécanique quantique relativiste, mais ceci n’est possible que dans
un voisinage non relativiste.
De méme la densité de probabilité marginale de mesurer les positions stochastique

indépendamment de I'impulsion s’écrit

p"(q) = /dplso(q,p)IQ; p=(°,p) e}, (2.2.66)

mais cette intégration ne peut se faire explicitement d’une maniére a faire apparaitre

une fonction de confiance 5(2(3:) dans ’espace de configuration qui permettrait le passage

au cas ponctuel, ceci confirme le fait qu’a la limite ponctuelle on ne peut pas avoir une

interprétation probabiliste cohérente dans la représentation configuration en mécanique
quantique relativiste.

En fait, par analogie au cas relativiste, p7(q) est égale & la composante

temporelle d'un quadri-courant de probabilité stochastique relativiste qui tend & la limite

¢ — 00 vers son homologue non relativiste [3]

m@=2 [T . (22.67)

o,
Ce courant satisfait la loi de conservation

djk (q)
ol

=0 (2.2.68)
si les générateurs de résolution 7 sont réels, c’est-a-dire qu’ils satisfont la condition.

n(p-k) =n" (p-k) (2.2.69)
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2.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule relativiste libre

La composante temporelle de ce courant correspond a la densité de probabilité de

localisation stochastique multipliée par m !

gy (@) = m™'p"(q) =/ | o(q,p) |* dp (2.2.70)

est définie positive, et s’interpréte comme la densité de probabilité marginale de mesurer
les impulsions stochastiques indépendamment de la position.

Les composantes marginales p"(p) et p"(q) possédent une interprétation, qui a la limite
non relativiste, coincide avec celle de leurs homologues Galiléens. De méme, la quantité
‘2

| ©(q,p) |* peut étre interprétée comme une densité de probabilité au point stochastique

(¢,p) = (¢, 23 x7,) » (2.2.71)

en la comparant a son analogue |¢ (q, p, 15)|2 non relativiste.

En effet, en passant & des approximations pour des faibles impulsions, on obtient

|so<q,p>|2:|w<q,p,t>|2+0( p” ) (2.2.72)

m2c?
Ainsi |¢ (¢, p) |2 représente effectivement une densité de probabilité de localisation dans

I’espace des phases stochastiques relativistes u:{w

f oy = {(q_,p) = (¢,p;x1,) /(a,p) € Z), = 0 % Vﬁ} (2.2.73)

Par contre et & la différence de son homologue non relativiste, la fonction de confi-
ance x, , relativiste, ne peut plus s’écrire comme le produit de la fonction de confiance
configuration et la fonction de confiance impulsion dans n’importe quel repére de Lorentz
[3].

Dans le repére propre de la particule d’essai (p’= 0), la fonction de confiance du micro
détecteur XZ/,p/ (', k") peut s’écrire, comme dans le cas non relativiste, comme le produit
d’une fonction de ’espace des impulsions S(f](k’ ) par la fonction de confiance de I'espace

de configuration 5(2, (x) non relativistes

X (@ ) 2 G (%K) = X5 (X)X6(K) = X6 (X — d) X5 (K) (2.2.74)
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2.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule relativiste libre

Si nous notons A, la transformation pure de Lorentz permettant le passage de ce repére

propre a celui du laboratoire alors

o= Ak (2.2.76)
ou
k.p
dx'dk’ = (1 - ko—po) dxdk (2.2.77)

Dans le repére de laboratoire x7 (v, k) s’écrit donc

Xip (2, 8) = X§p (x,Kk)

koY ¢ p-(x—q) ¢ p pk
= 23 - q—-— % Glk—- — (K0 — —/——
p.k Xo (X 1 PO (mc+p0)p> % Xo ( mc < o + mc))
£ $5(x—a)%5 (k- p) (2.2.78)

Par conséquent, une hypersurface ¥/ | de I'espace des phases stochastique relativiste
qui est I'équivalent relativiste de I'¢, ne peut s’écrire comme le produit cartésien de I'espace

de configuration stochastique par I’espace des impulsions stochastiques.

2.2.4 Les propagateurs

Par analogie au cas non relativiste, le propagateur relativiste de particules libres stochas-

tiquement étendues est défini comme:

Kn (q/,p/;q,p) = <77q’,p/ | 77q,p>v,fl
i *
= [ew|pa—ortr wnnenagm e
Ce propagateur fournit, pour une particule étendue, qui pour une localisation spatio-
temporelle stochastique ¢ posséde une quadri-impulsion stochastique p, la probabilité
d’atteindre les différentes localisations stochastiques ¢’ le long d’une hypersurface genre

espace o et de posséder les quadri-impulsions stochastiques p'.
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2.2. La mécanique quantique stochastique pour une particule relativiste libre

Ce propagateur stochastique garde les principales propriétés de son homologue non
relativiste. En effet, comme

27Th
/!K q.p;5q,0) 1?dEn(q"p") =1 (2.2.80)

=h
il détermine donc une véritable densité de probabilité et satisfait, les propriétés d’unitarité
et de reproductibilité
K (d',p5q,0) = Ky (4,04, 7) (2.2.81)

Ky (d',p'0,p) = / Ky (d',0q",0") Ky (@", 075 4,p) %0 (¢, D7) (2.2.82)

Sh
Afin d’établir un lien entre ce propagateur stochastique relativiste libre d’une particule
scalaire et les propagateurs connus de la théorie des champs locaux, intéressons nous a

la partie du propagateur de Feynman qui rend compte de la propagation de la particule

seulement (on ne tient pas compte des antiparticules) [4]

s N 2i 1, €xp [—ik (27 — 2')]
Kp@" =) = (27r) Lo/dk k? —m? +ie
= 2(02m)° / exp [ik (2" — 27)] dQ,, (k) (2.2.83)

k)0
Dans le cas particulier ot la fonction 7 (k) est celle de 'état fondamental de I'oscillateur

harn onique relativiste
Ul k) = k") = N, exp ——l /{ZO 2.2.84

oll N,,,; est une constante de normalisation calculée & partir de la condition (imposée par

I'isométrie de W)

/ . | ' (mep®) |* dp = 2me (2mh) (2.2.85)
le propagateur stochastzigcelvun(; prend la forme
Ky (0,034, 7) /exp (—— (a—q) .k~ Qf.f (p+1) k) A (k) (2:2.86)
avec
N’n_l?l = (227;:23 /exp {—%mc (p2 + m202)1/2} dp (2.2.87)
R3
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2.3. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre spinorielle

En comparant (2.2.83) avec (2.2.86), on aura

N, (@ p5d p) = Krld” =) (2.2.88)

Comme dans le cas non relativiste, le propagateur stochastique multiplié par la con-

stante de normalisation tend, dans le cas ponctuel, vers le propagateur de Feynman.

2.3 La mécanique quantique stochastique pour une
particule libre spinorielle

Dans le paragraphe précédent on a présenté la mécanique quantique relativiste stochas-
tique pour une particule scalaire, voyons maintenant comment introduire le spin dans le
cas relativiste. Considérons la particule systéme de spin J, constituée d’une particule de
spin j et d’une particule d’essai de spin j' qui joue le role d’un micro-detecteur.
La représentation U; de I'espace des phases de Poincaré, agit dans ’espace d’Hilbert
H,
Hy=PF2J+1) e L* (%) (2.3.1)
qui contient des matrices colonne ¢ (q,p), d’éléments ¢, (q,p), s = —J,...., +J, défi-

nis sur sur une hypersurface ;' de 1'espace des phases relativiste et qui sont de carré

intégrable par rapport & la mesure invariante de Lorentz

A%, (q,p) = 2p"do,(q)dQ}, (p) (2.3.2)

La représentation espace des phases de spin J est donnée par

(U (a, M) 9)s(g,p) = Y Dy (A AAx-1,) 00 (A (g — a) , A™"p) (2.3.3)
s'=—J

AT AN, € SO(3) € SO(3,1)
o AJ'AAs-1, est une rotation nommée rotation de Wigner, et D7, une matrice de la
représentation de dimension J du groupe SU(2). C’est donc une matrice de la représenta-
tion spinorielle pour J demi-entier (J = 1,3, ..) et vectorielle pour .J entier (J =0, 1,2,..)

du groupe des rotations spatiales SO(3).
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2.3. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre spinorielle

L’analyse harmonique du groupe de Poincaré [32] permet de distinguer deux cas, celui
ou le spin total J n’est pas nul et qui correspond & une combinaison de spins entiers
ou demi-entiers différents pour la particule et le micro-détecteur (j # j'). Puis le cas o
le spin total est nul J = 0 et qui correspond & une égalité entre les spins entiers de la

particule et du micro-detecteur (j =j = 0,1,2...). Nous allons présenter ce dernier cas.

2.3.1 Analyse harmonique de la représentation de ’espace des

phases relativistes Uj (a, A)

La représentation U (a, A), obtenue en posant J =0 dans (2.3.1) et (2.3.3), est une
représentation vectorielle réductible du groupe de Poincaré, mais a la différence du cas
non relativiste, elle n’est pas globalement unitaire. Son analyse harmonique a permis de
prouver l'existence d’un opérateur © [32] de Hy = H ;o vers H,, non borné mais dont
Iinverse ’est, tel que la représentation Up(a, A) = OUy(a, A)O~ soit unitaire dans Hy.

L’espace Hy est la somme directe de tous les sous-espaces orthogonaux © Hy' a
Hy =&, 62, OH’ (2.3.4)
et la représentation Uy est la somme directe de sous-représentations ©OU;’ (a, \)O™
Uo(a,A) = &2, &2, 0Uy (a, )0 (2.3.5)

En fait, c’est la restriction Uy I(a,A) de Uy(a, ) & chaque sous espace H 7 qui fournit
une représentation unitaire irréductible du groupe de Poincaré.
H{’ est alors constitué de la famille de toutes les fonctions de Hy qui s’écrivent sous

la forme:

@i (4,0) = Z / exp (—%q-k) Mnis (A5 k) @ (K) dQf, (k) (2.3.6)

s=—j

Vm

ou ¢, (k) € L*(v),) est la composante du vecteur @ (k) a 2s + 1 composantes et 7;
la s ieme composante de la fonction d’onde propre 7);,; du micro-détecteur qui, dans la

représentation impulsion peut étre exprimée en coordonnées sphériques comme le produit

p.k).

mc

d’harmoniques sphériques Y, (R (k,p) p) et de fonction radiale e,,(
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2.3. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre spinorielle

o (ALR) = (2m0)™ )2 e0 ()7, (R (k) ) (233.7)

Les fonctions angulaires Y (p) peuvent s’écrire avec une notation plus simple
% _ys( P ). . _
o) = (2 =012, (2.3.8)
p|
telles que pour chaque k fixé, on introduit des coordonnées sphériques ot 6 est I'angle
entre k et p et R(k,p), une rotation dans le plan déterminé par les vecteurs k,p qui

s’écrit sous la forme

R (k,p) = Ay ApAy -1y (2.3.9)
et qui admet la propriété suivante
R(k,p) = R(p, k)" (2.3.10)

Les fonctions e, (p°) appartiennent & 1'espace L?(R, dji(p°®)) et satisfont la relation

d’orthonormalisation suivante

“+oo

[ P )ew P = (2311)

mc

ou dji(p®) est la mesure d’intégration
di(p’) = p°(p3 — m*c?) 2 dp” (2.3.12)
Les fonctions @nj(q, p) peuvent donc étre écrites sous la forme.
ome 1Y% < 1 p.k
e = ] 3 [oo (e (5)
S=7J 4
Yis (R (k,p) p) @, (k) dS2,y, (k) (2.3.13)

Dans chaque sous-espace H' J engendré par les fonctions d’onde @nj(q, p), les éléments

@, (k) € v} satisfont la condition additionnelle suivante

/\@S (k)] dk < oo (2.3.14)
vih
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2.3. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre spinorielle

La vérification*” de I'irréductibilité des sous-représentations U;” (a, A), se fait, comme
dans le cas non relativiste, par équivalence. En effet, il existe une transformation intégrale

32]

8,0 = [22]7 [ oo (jrp) )5

TXVpy

Vi (R (k.p)p) n; (4,p) ¥ (q, D) (2.3.15)

qui préserve le produit scalaire dans les deux espaces d’Hilbert Hy Tet H =032+ 1) ®
L2 ()

<90nj | QDnj>ng = <Wn9~0 ‘ Wn¢>ng = <9~0 | @)Hj (2'3'16)
et qui relie la représentation irréductible ﬁj(a, A) de Pespace des impulsions a Uy (a, A)
par la relation d’équivalence unitaire

Us?(a, A) = W, Uj(a, AW, 1 (a,A) € P (2.3.17)

ce qui assure Virréductibilité des restrictions Uj” (a, A) de Up(a, A) & Hy?.

Chaque sous-espace de la décomposition précédente est invariant & gauche par Uy(a, A)

et est caractérisé par un générateur de résolution unique n = 7, ; satisfaisant
n(Rq, Rp) =n(q,p); YRe€SOB)CP (2.3.18)

0 (¢.p) =N, g, (0%, —p); (p.q) €0 x v, (2.3.19)

tel que 'opérateur

Py (Zh) = / | D000 @%m (0:0) (Mg i gy = Uolg, Ap)n
=h
(Py) (q,0) = (n4p | @) » Yo € Hy (2.3.20)

soit un projecteur sur Hy?(1%),

(17 Voir Pannexe B

(18) Par commodité, notons Hy? par HY et U (g) par U (g)
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2.3. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre spinorielle

Dans la représentation impulsion le vecteur 7 s’obtient par 'action de I'opérateur W, - !

sur le générateur de résolution n

=W, (2.3.21)

et
Ngp = Ui (g, M) (2.3.22)

2.3.2 Les systémes de covariance

Pour la mécanique stochastique, les systémes de covariance jouent un role équivalent au
systéme d’imprimitivité dans les processus de mesure. La représentation Uy (g) et la PV

mesure Fy (A),

(Eo (A)¢) ((0,9),p) = xala,p)p ((0,q),p) ACT (2.3.23)

forment un systéme de covariance {Uy, Fyy} pour le sous groupe Euclidien (o) du groupe
de Poincaré.

Pour tout le groupe de Poincaré, c’est la mesure POV

+oo
Fy(B) = / Eo (Ap,q°) dq¢°, B C (2.3.24)
1 i
Ey (A, qo) = exp <7—iP0q0) Eq (A)exp (—ﬁPOqU> (2.3.25)

Ap = {(a,p)/(¢,p) € B} CT

qui donne lieu & un systéme de covariance {Uy, Fy} pour le groupe de Poincaré. Nous
devons souligner ici que, dans le cas relativiste I'expression de Fy (B) ainsi définie, n’est
pas covariante relativiste. Donc pour remédier a ce probléme, nous redéfinissons le produit
scalaire d’une maniére a avoir une expression covariante sur tout le groupe de Poincaré
[3].

A partir de la mesure PV Ej (A) précédente, nous pouvons construire la mesure POV

ET(A) = P,Ey (A) P, (2.3.26)

45



2.3. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre spinorielle

Le couple {U{, E{} forme alors un systéme de covariance pour le sous-groupe Euclidien
E (o) de Poincaré sur I'espace de Hilbert H{.

Notons que du fait que Uy ne peut pas se décomposer en somme directe des sous-
représentations irréductibles Uy, on ne peut pas décomposer le systéme de covariance
{Uo, Ev} en somme directe des systémes de covariance irréductibles {U{, E{}, ceci veut

dire qu’il est impossible de définir des systémes de covariance marginaux {Up, E(} .

2.3.3 Les probabilités

Dans le cas relativiste, la représentation Uy n’étant pas unitaire, nous ne pouvons pas
déterminer les systémes de covariance marginaux et les interprétations probabilistes qui en
découlent. Néanmoins, les opérateurs E (A) restent des opérateurs de localisation dans
'espace des phases relativistes stochastiques et les fonctions ¢, ; (¢, p) peuvent toujours
étre interprétées comme des amplitudes de probabilité stochastique [32]

La valeur moyenne de Ej (A)
P, (D) = (p)| Ef (Ap) |@,); ApCT

J .
= (27h)7® 2mc/ dqdp Z | / exp %q(k; — k') x
+

Aqo s's=—j |
V”'II?Vm

Py (R0 ) B en (P05 (R (k1) )

P (k) @ (K) A, (k) dQ, (K')]. (2.3.27)

représente la probabilité que la mesure de la position spatio-temporelle stochastique
moyenne et de la quadri-impulsion stochastique moyenne d’'une particule quantique dans
un état ¢, ; soit contenue dans A lorsque ces mesures sont effectuées a un instant ¢° par

rapport a un repére d’inertie de Lorentz choisi.
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2.3. La mécanique quantique stochastique pour une particule libre spinorielle

2.3.4 Les propagateurs

Dans chaque sous-espace irréductible H{, le propagateur libre quantique relativiste d’une

particule spinorielle est défini par la relation suivante [32]

Ky (0:0:d,0") = (Mgp | Mg )t (2.3.28)

Ce propagateur contient (2j+1) termes et représente, pour une particule étendue ayant
une localisation spatio-temporelle stochastique ¢ et une quadri-impulsion stochastique p
I’amplitude de probabilité d’atteindre la localisation stochastique ¢’ et de posséder la
quadri-impulsion stochastique p'.

Ce propagateur est invariant relativiste
K, (a+Agq,Ap;a+ Ad', Ap') = K, (¢,p; ¢, ) (2.3.29)

(a,A) € P, (q.p),(¢,p) € put,

En exprimant ce propagateur dans la représentation impulsion, on trouve
+J
Ky @mid ) = 3 [ (6) iy, (025, () (2:3:30

s=—j
]U;;

- Z‘ / exp [% (q/—q).k] e (ATk) 7, (AR dSY, (K)(2.3.31)

s=— Jox
En remplagant 775 (A, 'k) par son expression (2.3.7) et en utilisant le théoréme d’addition

des harmoniques sphériques|33|, ce propagateur s’exprime comme:
mc(2j+1)/ [z ]
K,(¢,p;q,p) = ————=>[exp|=(¢ —q).k| x
0 (4,04, 1) 2 (20 Pl —a)
(R(k,p)p-R(k,p’)p’)
pllp]

en (p—k) et (p/‘k) A, (k) (2.3.32)

mc mc

P

J

ou P; est un polynéme de Legendre d’ordre j

En comparant ce propagateur au propagateur non relativiste K¢ on remarque que le
premier est invariant sous toutes les transformations de Poincaré, par contre le deuxiéme
ne peut étre invariant par les boost, ceci indique que le propagateur relativiste admet un

degré de symétrie plus large que le propagateur non relativiste.
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2.4. Conclusion

2.4 Conclusion

Ainsi, comme dans le cas non relativiste, nous pouvons obtenir dans le cas de particule
stochastiquement étendue de spin entier, les propagateurs, les systémes de covariance et
interpréter le POV associé comme un opérateur de localisation dans ’espace des phases
stochastiques relativistes, néanmoins et du fait de la non unitarité de la représentation du
groupe de Poincaré, il est impossible de construire des fonctions de confiance spinorielle

comme cela a été le cas pour le groupe de Galilée.
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CHAPITRE

Particule Quantique

Relativiste
Stochastiquement et

Intrinséquement Etendue

3.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons présenté la mécanique quantique stochastique
qui permet d’éliminer les inconsistances de la mécanique quantique relativiste. La MQS
attribue une extension aux particules due aux imperfections des appareils de mesure
réels. Cette théorie n’est pas la seule & doter les corpuscules d’une extension. En effet,
Destouches [5, 34|, dans sa théorie quantique fonctionnelle qui est la généralisation de
la, théorie de la double solution de de Broglie [35], attribu aux particules une extension
fonctionnelle afin de pouvoir tenir compte de 'influence du milieu extérieur sur leurs
caractéristiques propres. Selon Destouches, un corpuscule, & I'image d’un globule fluide,
ne peut étre ni rigide ni ponctuel.

Le modele géométro-différentiel (MGD) s’inspire de cette derniére conception et plutot

que de concevoir une particule comme un globule fluide, elle est désormais composée de
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3.2. La théorie fonctionnelle

deux modes quantiques, interne et externe, ponctuels [36] quantifiés par la méthode des
représentations induites [37]. L’extension de ce type de particule est dite intrinseque.
Afin d’améliorer ce modele, une extension stochastique a été adoptée pour le seul mode
accessible directement & la mesure, a savoir le mode externe. Le mode interne est toujours
supposé ponctuel. Ce travail a été réalisé, par notre équipe de recherche dans le cas scalaire
[16] et spinoriel [10] pour des particules Galiléennes et dans le cas scalaire [7] seulement
pour des particules relativistes.

Notre travail, consiste a reprendre le MGD amélioré dans le cas relativiste et & étudier
I'influence du spin du mode externe stochastique. Le mode interne reste, comme dans les
travaux précédents, scalaire et ponctuel.

Pour cela, nous allons, dans le premier paragraphe, présenter briévement la théorie
quantique fonctionnelle. Dans le second paragraphe, nous reprenons les principaux résul-
tats de 'étude [7] de la particule relativiste stochastiquement et intrinsequement étendue.
Enfin dans le troisiéme paragraphe, nous dotons le mode externe d’un spin entier et nous
étudions les états spinoriels possibles de la particule relativiste stochastiquement et in-
trinséquement étendue et puis nous appliquons ces résultats au cas particulier du spin 1,

enfin nous terminons ce chapitre par une conclusion.

3.2 La théorie fonctionnelle

Cette théorie est I'une des plus anciennes a doter la particule d’extension. J.L. Destouches
[5, 34], son auteur, considére que la meilleur approximation que I’on puisse faire en distin-
guant le corpuscule du reste de I'univers, est de tenir compte de l'influence de ce dernier
sur les caractéristiques propres du corpuscule. En conséquence, une particule élémentaire
doit étre représentée par une fonction, I’onde physique u, décrivant ses caractéristiques et
ne peut plus étre ponctuelle ou rigide.
Rappelons qu’en mécanique quantique conventionnelle, I’argument de la fonction d’onde

1 (x,t) représente les coordonnées, a un instant donné, d’un point correspondant a la po-
sition de la particule ponctuelle. Dans la théorie fonctionnelle, ce point est remplacé par

une onde physique u dépendante de variables ¢ de type spatio-temporel. La position
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3.3. La particule relativiste libre stochastiquement et intrinséquement étendue

x devient alors une fonctionnelle F[u] qui est une généralisation de la singularité de de
Broglie [35].

Comme le point x est remplacé par une fonction u, la fonction d’onde 1(x,t) de la
mécanique quantique conventionnelle est remplacée par une fonctionnelle X dépendant
de u

Xu, 1] (3.2.1)

Cette fonctionnelle, qu’on nomme fonctionnelle prévisionnelle, permet une interpréta-
tion probabiliste et obéit & la décomposition spectrale
Xut] =) eit)X;[ul (3.2.2)
i
telle que X; représente 1’état pour lequel une observable A posseéde la valeur propre a;
avec I'amplitude de probabilité c;.
Notons enfin, que la fonction abstraite u peut étre obtenue en lui associant un modéle

physique spécifique comme celui d’un globule fluide [5].

3.3 La particule relativiste libre stochastiquement et

intrinséquement étendue

3.3.1 La particule scalaire relativiste intrinséquement étendue

Le modele géométro-différentiel [36] a été élaboré en considérant les idées de la théorie
fonctionnelle et en choisissant un modeéle physique particulier pour 'onde physique wu.

Dans ce modele la fonctionnelle X est un champ bilocal avec une partie externe et interne

Xul(z, &) = o(z,€) (3.3.1)

Le point x appartient a I’espace-temps de Minkowski externe M et le point & & un
espace-temps de Minkowski interne M’. La quantification des deux modes se fait par la
méthode des représentations induites [37].

Nous allons présenter cette méthode dans le cas simple d'une particule ponctuelle

relativiste scalaire (de spin 0), de masse m, puis nous la généraliserons aux deux modes.
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3.3. La particule relativiste libre stochastiquement et intrinséquement étendue

La représentation configuration U (P) de Poincaré P, peut étre obtenue par induction

[37, 38] & partir de la représentation irréductible D(L) du sous groupe de Lorentz L
UP)=D(L)TP (3.3.2)

Elle agit, dans le cas de particule scalaire, sur les éléments ¢ de 'espace d’Hilbert
H (M, d*x)
Ua,N)p (@) =@ (A (x—a));A€L, a€T (3.3.3)

Les vecteurs de cet espace H , ne peuvent étre considérés comme des états physiques
d’une particule [37]. En effet les vecteurs de base |x) décrivent une localisation ponctuelle
de la particule, qui viole, selon le théoreme d’Hegerfeldt [2], la causalité. Les états localisés
¢ (x) sont alors nommés états virtuels [37].

Quand a la représentation impulsion U (P), elle est induite a partir de la représentation
unitaire et irréductible A™°(H) du sous groupe Euclidien H = [T] R produit semi-direct

des translations 1" et des rotations R.
U™(P)=A"(H) 1P (3.3.4)

Cette représentation, irréductible et unitaire [13] agit sur les états réels (ou matériels)

@™ appartenant a espace d’Hilbert H™ (C:-, Q2 (k)) selon

0m(a, A)@mo] (k) = exp(ia.k) 3™ (A~ 1k) (3.3.5)

keCr={k/ kK =m?k" >0} (3.3.6)

Notons que dans la méthode de la représentation induite nous utilisons un systéme
d’unité pour lequel 7 = 1 et ¢ = 1, et nous considérons une mesure invariante dQ2; (k)

dans 'espace des impulsions qui est le double de celle de la théorie stochastique.

Pk

A (k) = —5 (3.3.7)
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3.3. La particule relativiste libre stochastiquement et intrinséquement étendue

Le processus de localisation des états scalaires réels se fait a 1'aide d’un opérateur de

commutation [,,o qui, sous forme intégrale, s’exprime comme

LHom = Urh, (3.3.8)
() = (Lhe@™) (@)
= [ aq (k) exp(—ik.a’) ™ (k) (3.3.9)
42 /|
Om

Le processus de matérialisation des états virtuels, se fait au moyen d’un opérateur

K0 de commutation inverse du précédent

KH,U = U™K}, (3.3.10)
(k) = (K o9)(k)
= 4m3 d*z exp(ik.z)p(z) (3.3.11)
T2
M

La composition d’une matérialisation suivie d’une localisation conduit au processus

de propagation d’un état localisé

5™ (o) = [IioKio?] (af) = / T o (2!, ) () (3.3.12)

@mo e ﬁmO CI:.,

ou le propagateur posséde I'expression intégrale suivante

m2

It (2, x) = 32n) / dQy (k) exp(—ik.(z' — z)) (3.3.13)
ch
Le propagateur causal de la théorie des champs conventionnelle est obtenu par com-

binaison de ces fonctions avec la fonction de Heaviside 6(+2°)1%
IT70 (%) = 0(a° )T (2) + 0(—2") I (2) (3.3.14)

Pour appliquer cette méthode a la particule intrinsequement étendue composée, rap-

pelons le, d'un mode externe scalaire de masse m et d’un mode interne scalaire de masse

) o ) . lsiz>0
(19)La fonction de Heaviside est définie comme suit: 0(z) =
O0siz <O
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3.3. La particule relativiste libre stochastiquement et intrinséquement étendue

14, nous avons besoin de quatre types d’espace de Hilbert obtenus par produit tensoriel
des espaces de Hilbert externe et interne.

D’abord I’espace de Hilbert
o (M,d's)® H (M,d%€¢)=He H (3.3.15)
des états bilocaux localisés ¢(x, &), sur le quel agit la représentation réductible
Ula,\) @ U(d',N); (a,A) € P,(a,\') € P’ (3.3.16)

générée par les opérateurs concernant respectivement la partie externe

. ) 0
J = i(xxVy) (3.3.18)
, 0
et interne
Ny Y
J = i(€x V) (3.3.21)
: (0
Puis les espaces de Hilbert
H (M, d*z) @ ™ (C)F,d/(¢)) = Ho H" (3.3.23)
am(cr dt (k) @ H(M',d%€) = H™ o H (3.3.24)

des états possédant respectivement, un mode externe localisé avec un mode interne réel

~ 110

@"°(x,¢), et un mode externe réel avec un mode interne localisé ™°(k, &).

Ces espaces sont respectivement, les supports des représentations réductibles suivantes
Ula, N) @ U (', A (3.3.25)
U™ (a,A) @ U(d', A (3.3.26)
Enfin 'espace de Hilbert des états complétement réels Zfo(k, ()

~ 10

H™ (CF,dy (k) © H* (CrF,d5(Q)) = H, (3.3.27)
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3.3. La particule relativiste libre stochastiquement et intrinséquement étendue

sur le quel agit la représentation irréductible suivante
U™ (a, A) @ U (a’, A') (3.3.28)

telle que UM (a/, A') et U™ (a, A) sont générées respectivement par

P, = k" (3.3.29)

J = —i(kxVy) (3.3.30)

K = i(kVy) (3.3.31)
et

pPo= " (3.3.32)

J = —i(¢x V) (3.3.33)

K = i("Vy) (3.3.34)

La propagation est réalisée par le passage d’un état complétement localisé de HeH

vers un autre état complétement localisé a travers un état complétement réel

A N = KO N A A A
HH — H,,— HyoH" Cc Ho H' (3.3.35)

et le propagateur obtenu est le produit des propagateurs externe et interne

My (2, &5 2,€) = ™2 ) @ TI*(¢5€) (3.3.36)

3.3.2 La particule scalaire relativiste intrinséquement et sto-

chastiquement étendue

Le modele précédent de la particule intrinsequement étendue peut étre amélioré en y in-
troduisant une composante stochastique. Le mode interne n’étant pas directement affecté
par la mesure peut étre maintenu ponctuel. Par contre le mode externe peut étre décrit
stochastiquement car il est directement mesurable. Nous considérons donc une partic-
ule étendue stochastiquement et intrinséquement composée d’'un mode quantique externe
étendu stochastiquement, et d'un mode interne ponctuel. Dans cette partie, les deux

modes sont supposés scalaires et nous ne considérons pas les antimodes.
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3.3. La particule relativiste libre stochastiquement et intrinséquement étendue

Nous pouvons également construire quatre espaces d’Hilbert. Le premier correspond
au cas ou les deux modes sont dans la représentation impulsion, il est constitué d’états

complétement réels

L2 @ H" = Lv),dQn(k) @ H" (C)F,dQ(C))
= (B0} (3.3.37)

Sur cet espace agit la représentation impulsion

~H - -

U,, =U™(a,\) @ U"(d,N\) (3.3.38)
Les autres espaces de Hilbert

Hy® H® = L*(S},,d%)) @ H (C/F,d(C) = {@"%(q,p,¢)}  (3.3.39)

Ut = Uyla, )& U"(d,N) (3.3.40)
HyoH = L*(%),.d5)) @ H(M,d*%€) = {¢,(q,p.6)} (3.3.41)
U, = Uyla,N)®U(d,\) (3.3.42)
et
Hy® H" = L*(3),.dsh) @ 0" (M, d*%) = {¢(q,p.&)} (3.3.43)
Ur = Uyla,A) @ U"(d,N) (3.3.44)

correspondent & des états pour les quels le mode externe est stochastique et le mode
interne respectivement, réel, localisé et réel localisé.

Les probabilités que la mesure de la position et de I'impulsion stochastique donne une
valeur (¢,p) de A C X et que la mesure de 'impulsion interne ¢ soit une valeur de A

est donnée par
P (AxA) = (g (AxA) e

= / ds, (¢,p) A5 (O |@2(a. 0. Q)| (3.3.45)
AxXA/
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3.3. La particule relativiste libre stochastiquement et intrinséquement étendue

ou les fonctions

CO/;)L<Q7 b, C) - <ﬁq,p7g| gbi]l‘>
Jo ~10
= [ W7, () Frn (k.0 (3.3.46)
sont obtenues par projection de I’état ‘;z> sur 1’état propre |7~7q7p14> qui est réalisé comme

le produit tensoriel de I’état propre stochastique 7 avec I’état "propre" interne ponctuel

[9)
|7~7q,p,4> - |7~7q,p> ®¢) (3.3.47)
tel que
(10 =¢"(~¢) (3.3.48)
Le couple {U#l, E (A @ A )} constitue un systeme de covariance qui est le produit
du systeme de covariance stochastique externe et du systéme d’imprimitivité ponctuel
interne.
Comme pour le paragraphe précédent la propagation peut étre obtenue par l’action

successive d'une matérialisation et d’une localisation

Py(a.p. ) —— Pho(k.Q) —— @(d.p.¢) (3.3.49)
WTI ® ©0 ”7® 1o

ouW,, I :[0 et K :0 sont respectivement les opérateurs de commutation stochastique externe,
de localisation interne et de matérialisation interne.

Le propagateur total est alors le produit

Pola,p,€) == ¢ (¢ €) (3.3.50)
K (¢,0,6d,0,€) = K, (¢,p:4,p) 1" (€, €) (3.3.51)

du propagateur stochastique libre externe

Ky (q,p,64,0.¢) = / L A0 (R, (R) Ty (K) (3.3.52)
et du propagateur interne
T~ e /L2 dQ+ 5 _ ¢
€-¢) 220 Jos i (€) exp [—iC. (£ = &)] (3.3.53)
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3.4. La particule spinorielle relativiste stochastiquement et intrinséquement étendue

3.4 La particule spinorielle relativiste stochastique-
ment et intrinséquement étendue

Afin d’améliorer le modeéle de la particule relativiste stochastiquement et intrinsequement
étendue nous allons considérer dans ce paragraphe une particule spinorielle étendue com-
posée de deux modes quantiques. Le mode interne de masse p, reste scalaire - le cas du
mode interne spinoriel sera traité dans un autre travail- et ponctuel et est quantifié par
la méthode des représentations induites. Le mode externe de masse m, est doté d’un spin
j- Au vue des résultats du chapitre précédent, nous allons donc étudier une particule
spinorielle intrinsequement étendue dont les mesures de la position et de 'impulsion ex-
terne se font dans un repére de Lorentz, a l'origine du quel une particule d’essai de spin
j qui sert de micro-détecteur est stochastiquement au repos. Et comme pour le chapitre

précédent, nous allons limiter notre étude au cas du spin j entier.

3.4.1 Les systémes de covariance

Pour étudier la particule relativiste de spin j stochastiquement et intrinsequement éten-
due, c’est-a-dire donner les interprétations probabilistes et déterminer les propagateurs,
nous devons définir principalement quatre espaces de Hilbert différents pour décrire les
différents états possibles du systéme.

~ 1O
Le premier est 'espace de Hilbert des états H,; complétement réels

~ 10
H. =

; H; @ H"
= [PQj+ 1) ® L2 (v}, dO (k)] @ H (qj, dQ;(g))
~ 10
_ {ij (k, g)} (3.4.1)
Sur cet espace agit la représentation impulsion, produit tensorielle de deux représen-

tations impulsions irréductibles unitaires de Poincaré interne et externe

0 ~ ~
Uj(a, \) @ U (a’, \) (3.4.2)

~ M
Uj
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3.4. La particule spinorielle relativiste stochastiquement et intrinséquement étendue

telle que U;(a, A) est générée par

P, = k* (3.4.3)
J = —ih(kxVy)+S (3.4.4)
S x k
K = ih(k'Vy) — 4.
! ( k) mce + ko (3.4.5)

Dans cette représentation, les états du systéme sont représentés par des fonctions

d’onde de la forme

5y (6,0 =(kCI3, ) = (koK DE) (3.4.6)

o les états de base | k, () sont le produit des états "propres" externe et interne satisfaisant

K1k = k% (k-K) (3.4.7)
(c'1¢) = ¢%(¢-¢) (3.4.8)
L’opérateur
Z*(A@A’) — / | Ry C)(k, € | A2 (k)Y (C) (3.4.9)
AA!
A c v Ncof

constitue avec la représentation (3.4.2) un systéme d’imprimitivité
Le second espace de Hilbert que nous définissons est 1’espaces des états pour lesquels

le mode externe est stochastique et le mode interne réel

HY O = (55,055 @ B (O d05(0)

m7,r] ’

= {& (@m0} (3.4.10)

Dans cette représentation, les états du systéme sont associés aux fonctions d’onde
~ 110 ~ ~ 110 ~ ~ 10
Splrtj (q7p7 C) = <77q,p; C/@Zj) = ((nq,p ’ ®<C ’) @Z])

- [ 3 feo (e (5)

s=—j
V;tl

Vi (R (k,p) D) B (k C) d() (3.4.11)
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3.4. La particule spinorielle relativiste stochastiquement et intrinséquement étendue

sur lesquelles agit la représentation produit de la représentation irréductible de ’espace

des phases et de la représentation irréductible impulsion interne.
Ul = Ug?(a, ) @ U (a’, \) (3.4.12)

Le produit de l'opérateur POV correspondant & la partie stochastique externe par

I’opérateur PV correspondant a la partie interne
B(awd) = Bo [ @00
A/
= [ @ ) (gl [0 ©106€ (a3

A A/
+. A/ '+
A C X5 A'cC,

constitue un opérateur POV, qui avec (3.4.12) forme un systéme de covariance.

Les deux derniers espaces de Hilbert sont, I’espace

HY @ H' = L* (S} ,,d5)) @ H (M, d"€) = {¢,; (a.9;€)} (3.4.14)

m?n,

9 1/2 7 .
Pnj (@, 0:€) = [(2::;_:;3] Z/+ exp (—%k.q) X

s=—j
PRy (R 5. (k, €) dQ (k 4
muni de la représentation
U, = U (a, \) @ U(d', ') (3.4.16)

et 'espace

HY 9 B = 12(S,.055) @ B (M'.d') € By © 1

= {¢h; (@)} (3.4.17)
1/2 J .
@53' (¢,p;;€) = {(2277:;3} S;/exp (—%k.q) X
o (Z2) Vi (REp) P () (349
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3.4. La particule spinorielle relativiste stochastiquement et intrinséquement étendue

muni de la représentation

Ut = Ug?(a,A) @ U*(d’, \') (3.4.19)

Ce sont les espaces de Hilbert des états dont les parties externe et interne sont respec-
tivement stochastique et localisée puis stochastique et réelle localisée'?

Les opérateurs

E(awA) - E3®/d4§|€><€|

A

- /dZ; (4:p) ‘nq,p> <77q,p‘ ® /d45 1€) (€] (3.4.20)

A A/
A C I ANcM

constituent, avec la représentation (3.4.16) un systéme de covariance dans H' T @ H et

avec (3.4.19), un systéme de covariance dans H{? @ HW".

3.4.2 Les interprétations probabilistes

A chaque opérateur POV défini précédemment correspond une probabilité. Ainsi la valeur

moyenne de (3.4.9)
~ ~ L ~,\ ~#0
P, (A@A’) = (¢ |E<A®A><ﬁj )
~H0
- [ [Ft0

AA

" 408 ()R (O) (3.4.21)

représente la probabilité d’obtenir lors d’une mesure stricte, une valeur de I'impulsion
contenue dans A C v pour le mode externe ayant une composante de spin s, et une
impulsion contenue dans A’ C C:[ pour le mode interne.

On peut également définir la probabilité P, (A QA ) de mesurer les valeurs externes

stochastiques (¢,p) € A C X et une impulsion interne de A’ lorsque la particule est dans

(19 Notons également que 'on peut définir les espaces de Hilbert H i ® Het H i ® HM des fonctions
&5 (K, €) et &F (K, §).
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létat @l

P (A@A) = (@ E(Aed) el

~ [ |ams| gz
A,A"
£ =) ():

VUm

~p0

Yjs (R (k,p)p) o, (K, Q) d (k) x

= [ ) ()
Z exp | =k'.q | €], X
, h mc

I —
s'=—j
V’ITL

A HO*

Yo (R(K.p)p) oy (K, C)d,(K) (3.4.22)

En intégrant sur tout le domaine de définition des variables stochastiques, nous obtenons

les probabilités sur la mesure des impulsions internes seulement

P,(Shed) = P (A) = (@0 E(She i) e

= / A (Q)d= (q.p)8,5° (q.9,¢) @45 (4.,€)

oA
2mc
_ + +
A/
j .
Z /exp (—ik‘.q) €n <p_k) X
. h me
s:—jyiqb

Yie (R (k,p)p) & (k. ) d2 (k)

- i\ . (PF

E exp | =k'.q | e, X
— h me
s'=—j "L

m

A 1O%

Yiu (R(K.p)p) oy (K, Q) (K). (3.4.23)

De méme en étendant le domaine d’intégration des impulsions internes a tout C’:,

nous pouvons obtenir les probabilités de mesure stochastique du mode externe seulement
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et qui correspondent & la valeur moyenne de E (A ® C’:[)

P,(AxCH) = (@2 E(A®C) L)

= [ O (000 88 000

_ ]7519;(() /A {(;Lh;} 2y, (q,p) %
% fom () (52)

Yiu (R (k,p)P) Zs (k. C) () x

5 [ iva)s (55)

s’*j_,_

* ~HOE + /10
Vi (R(K,p)p) @y (K, Q) d,(K). (3.4.24)
10
Dans le cas ou la fonction <p“ (k, ) est un vecteur a (2s+ 1) composantes quelconque,
la relation (3.4.22) ne peut se réduire, néanmoins, dans le cas particulier ou 1’on factorise

~H0 . : :
¢ (k,¢) en un produit tensoriel de fonctions externe interne

2 (5, 0) = p(k)(C) (3.4.25)

ot ¢(k) est la fonction d’onde, dans la représentation impulsion du mode externe qui est
une matrice colonne a 2s + 1 composantes et 1}(( ) la fonction d’onde, toujours dans la
représentation impulsion, du mode scalaire interne.

La probabilité (3.4.22) devient

<A x A) P,(A).Py(A) (3.4.26)
@) = [ [ a0 [ =@, @, (3.427)
A =h
et

3 ©| 0 (3.4.29)

Py(A) —/dzfn(qvp)so;j(q,p)%j(q,p)/

Gt
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Si les fonctions internes sont normalisées a 1'unité, alors les probabilités P,(A) sont

celles du mode externe stochastique seulement.

3.4.3 Les propagateurs

La propagation est définie comme le passage d’un état localisé ©,,; (¢, p; ) vers un état réel
localisé gbﬁj (¢, p';¢). Comme dans le paragraphe précédent, ce passage se fait a travers

~H0
un état complétement réel ¢; (k, ().

Buy (0.0:6) = By (,0) — &y (d.1:€)) (3.4.29)

Le premier processus, se fait par ’action de I'opérateur I/Vn_1 ® K:[O réalisé comme le
produit tensoriel des opérateurs Wn_let K:O respectivement opérateur de commutation
stochastique externe et opérateur de matérialisation interne. Cela permet le passage d’un
état ayant un mode externe localisé stochastiquement en (¢, p) et un mode interne virtuel
localisé en & a un état matériel qui possede une impulsion externe k£ et une impulsion

interne (.

Wre Ky « HY @ H — H; @ H*

<W ®K+~“O) (k,¢) = L{ 2me }1/2
0% )\ 45 | (27h)°
/d4 / exp(iC.£) X

. Dk
exp (#{:q) e (%) X

Vi (R (k.p)p) &y (a,0:€) dS) (,p)  (3.4.30)

L’opérateur W, @ I}

L0, produit tensoriel de I'inverse de I'opérateur de commutation

stochastique externe et de 'opérateur de localisation interne, permet le passage de 1’état

réel, d’impulsion externe £ et interne (, vers un état dont le mode externe est localisé
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3.5. Application au cas du spin unité

stochastiquement en (¢, p’) et le mode interne réel localisé en &

W,® Ly : H;®H" — HY @ H" (3.4.31)
I 2me ]**
W [—}— N AN - 7
( 77® Mo@m)(qap,f) 477_% |:(2’/Th)3:|
j
> [a9i) [ ew(-ic)x
szfjcl_l_ Vm

' 'k
exp <—%k.q’) en (];nc) X

Yo (R (k) P) Br (k) dm(k)  (34.32)

La propagation est la composition de ces deux processus et le propagateur total est le

produit
KN (q4,p,64,0,¢) = Ky (q,p;¢, ) T (€,€) (3.4.33)

du propagateur interne

(€)= - (’;)3 [ ewi-ic. €~ (3.4.34)
o

et du propagateur stochastique libre externe

K, (q,p;d,p) = /d%(/f)ﬁ;p(’f)ﬁq',p/ (k)

fons

<R(l<:.p)p.R(k:.p’)p’) y
pllp |

en (p—k> et (pl‘k ) dQ,, (k) (3.4.35)

P

J

mc mc

3.5 Application au cas du spin unité

Nous allons reprendre les principaux résultats du paragraphe précédent dans le cas parti-

culier ou le spin du micro détecteur et du mode externe est l'unité. Le mode interne est

quant a lui toujours scalaire.
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La particule étendue stochastiquement et intrinsequement est représentée dans l’espace
des impulsions par la fonction d’onde zgo(k, (), qui posseéde trois composantes <,0 (k: ()
N’; (k, (), zil(k, (). De méme, la fonction d’onde propre 7, (k) a également trois com-
posantes 7)_y (k) , 7 (k) , 741 (k).

Dans I'espace Hy' @ H"| cette fonction d’onde s’écrit

Ph(g,p.¢) = Z/nqps " (k, €) d (k)

5——1

= [y 0 00 + 0 (D F (1,0 +

Um

0 (B) o (k)2 () (35.1)

En écrivant la fonction d’onde propre 7; , . (k) comme le produit d’une fonction an-

gulaire Y, (R (k,p) p) et une fonction radiale e, (g@—k) on aura

- ome 112 i p.k

[Yio1 (R (k,p) P) 91 (k, C) + Yio (R (k,p) ) 9o (k, C) +
Yip1(R (k,p) P)@ (K, )], (k) (3.5.2)

La probabilité P, (A Q A ) de mesurer les valeurs externes stochastiques (¢,p) € A
et une impulsion interne de A’ lorsque la particule est dans l'état @Z(l) posséde alors

I’expression suivante
P (AeA) = @8 E(AcA) e

= [ame } dﬂz<<)dzz<q,p> | dniw) x

Vm

/dQ+ exp (—%(k - k:’).q> en (%Z) e (fjc) X
[Yiot (R (k,p) P) 3o (,C) + Yio (R (k,p) P) By (K, C) +

Yier (R (k,p)p) Bra (6, O) x [V (R (K., p)p) By () +
Yiy (R(K,p)p) By (K,C) + Vi (R(K.p)p) Bra (K,)). (3.5.3)
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3.5. Application au cas du spin unité

En intégrant cette probabilité sur tout le domaine de définition C’:[ des impulsions
internes, nous obtenons la probabilité de mesurer les positions et impulsions stochastiques

externes (¢,p) € A indépendamment des impulsions internes:

P,(AxCH) = [(22%3] / 2t (C)dT (¢, p) / (')
sy (k-1 (25) : (22)

Um

Yia (R (kp) D) 5 (5, C) + Yo (R (. p) ) G (k, C) +
Vi (R (k,0) D) E oy (5, O] % Y7y (R(K,p) D) &y (K, ) +
Yiy (R(K,p)p) By (K,Q) + Yy (R(K.p)p) By (K, Q)] (3.5.4)

Cette probabilité compte neufs termes dont trois correspondent au cas ou le spin de
la particule et du micro-détecteur sont parfaitement alignés, les autres termes sont liés

aux fluctuations du spin par rapport a I'axe des impulsions stochastiques sur lequel il est

mesuré.

Dans le cas ol le mode externe possede un spin unité, le propagateur s’écrit comme

Ki(q,p,6:4,0,¢) = Ky(q,p;d,p") 11" (£,E)

- (55) |5t [ 1w l-ic =€)

Gt

Jaw [ 6 = 0 1 ey (22

Um

(Vi1 (R (k,p")p) Y11 (R (k,p) p')+Y10(R (k,p) p)+

Yio(R (k,p") p')+Y141 (R (k,p) p) Yi11 (R (k,p) p')]. (3.5.5)
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3.5. Application au cas du spin unité

Expression que I'on peut écrire en fonction des polyndémes de Legendre P; d’ordre 1,

> /de(() X

Cii

/ﬁn dQt (k) exp [—iC. (€ — &)] exp {% ¢ —q) k} y

P (R(k‘p)p‘R(k'p,)p/> X en <p—k) e (pl‘k) . (3.5.6)

lpllp| me me

me (25 +1)  p?
om (2rh)® "2 (2n)

KN (q,p,6:d,0,€) =
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Conclusion

Le but de ce travail était d’étudier I'impact du spin dans le modeéle de la particule rel-
ativiste stochastiquement et intrinsequement étendue. Pour cela, nous avons commencé
par présenter la mécanique quantique stochastique, en traitant d’abord le cas de la par-
ticule libre non relativiste et sans spin. Nous avons ainsi introduit la notion d’espace des
phases stochastiques, de systeme de covariance lié¢ & la représentation dans cet espace et
a des opérateurs a valeur positive qui sont la généralisation des opérateurs de projection
et qui permettent de mesurer la position et I'impulsion de fagon réaliste en introduisant
une composante stochastique liée aux appareils de mesure réels, imparfaits et quantiques.
Puis nous avons donné un apercu sur la maniére dont le spin stochastique a été introduit
dans le cas non relativiste ceci nous a permis de montrer que non seulement la mesure
de la position et de 'impulsion induisait une extension stochastique mais que la mesure
du spin était également stochastique et liée & une fonction de confiance de spin. Dans
le paragraphe deux, nous avons abordé la mécanique quantique relativiste stochastique
pour une particule scalaire en mettant en évidence les différences entre ce cas et le cas
non relativiste. Nous avons montrer que pour la MQSR . la localisation stochastique ne
contre dit pas les principes de la relativité restreinte et qu’il était possible de définir des
courant de probabilité covariant et des opérateurs de position stochastique. L’analyse
harmonique de la représentation spin nul de ’espace des phases du groupe de Poincaré
nous a permis d’étudier le cas d’une particule relativiste de spin entier stochastiquement
étendue. Comme dans le cas non relativiste, nous avons obtenu les systémes de covariance,
I'interprétation probabiliste et les propagateurs, néanmoins comme la représentation de

I’espace des phases de spin nul de Poincaré n’est pas unitaire globalement, le passage vers
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3.5. Application au cas du spin unité

les probabilités marginales ne peut se faire méme approximativement. Tous les résul-
tats présentés dans ces deux chapitres concerne une particule qui possede une extension
stochastique.

Le troisiéme chapitre décrit des particules relativistes stochastiquement et intrin-
sequement étendues. Ces derniéres sont composées de deux modes, 'un externe évolue
dans 'espace des phases stochastiques relativistes et le second interne qui évolue dans
I’espace de Minkowski interne, confére a la particule son caractére intrinséquement éten-
due. L’essentiel de notre contribution, présentée dans le chapitre trois, a consisté a repren-
dre le modele de la particule relativiste stochastiquement et intrinsequement étendue et
de considérer un mode externe avec un spin entier, nous avons étudier le cas particulier
d’un spin externe unité.

Cette étude nous a permis de construire les espaces de Hilbert des états possibles
physiques du systéme et de déterminer les représentations susceptibles de décrire ces par-
ticules élémentaires. Les opérateurs a valeurs positives (POV) obtenus nous ont permis de
donner les différentes interprétations probabilistes. Enfin, nous avons obtenu ’expression
du propagateur relativiste libre qui décrit ’évolution de ce type de particule. Nous avons
également fait une application des résultats obtenus au cas particulier du spin unité.

Dans notre travail nous n’avons considéré que des spins entiers, mais I’étude de la
représentation de spin J # 0 obtenu par la composition des spins demi entiers du micro-
détecteur et de la particule ponctuelle permettrait d’étendre cette étude au cas de par-
ticules possédant des spins demi-entiers. De méme, le choix d'une expression particuliére
pour la fonction d’onde propre du micro-détecteur 7 et de 'onde physique permettrait de
calculer de maniere explicite le courant et la densité de probabilité ainsi que les propaga-

teurs. Ces remarques pourraient constituer ’objet de travaux ultérieurs.
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A L’espace-temps de
Minkowski et le

groupe de Poincaré

.1 L’espace-temps de Minkowski

Quand on parle de la relativité restreinte, on doit forcément parler de ’espace de Minkowski
qui est un espace pseudo-euclidien, & quatre dimensions. Dans cet espace, la distance entre

deux points (deux événements) infiniment voisins est donnée par
ds® = *t? — dx? (0.1.1)

On peut représenter ’espace-temps par un cone de lumiére, tel qu’a partir d'un événe-
ment, que l'on prend comme origine du cone et qu’on appelle événement présent, tous
les événements qui se situent avant celui-ci sont les événement du passé représentants la
partie inférieure du cone nommeée nappe du passé '~ , 'autre nappe qui est placée apres
Porigine est la nappe future I'". Tous les événements qui se situent & extérieur du cone

constituent lailleurs de cet événement.

Ce cone de lumiére divise I’espace-temps en différentes régions:

Lorsque ds? > 0, les événements sont tous & l'intérieur du cone, on dit que Iespace
est du genre-temps.

Lorsque ds? < 0, les événements sont tous & l'extérieur du cone, 'espace est du genre-

espace.
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.2. La causalité et la simultanéité en relativité restreinte

Lorsque ds?> = 0, les événements sont & la frontiére du cone, 'espace est du genre
lumieére.

On remarque aussi sur le cone de lumiére une ligne qui indique la trajectoire de la

particule, cette ligne est appelée ligne d’univers, telle que la pente % entre 'axe du

temps et cette ligne est la vitesse v de la particule, cette vitesse est égale a la vitesse de

la lumieére dans le vide, ¢ au bord du cone.

FUTUR

Particula massive

Photon

Ailleurs Evénement
-
ds?<0 présent

Figure 1: Le cone de lumiére dans 1’espace de Minkowski

.2 La causalité et la simultanéité en relativité re-
streinte

La causalité en physique, exige que si un événement est la cause d’un autre événement,
qu’on appelle effet, alors la cause préceéde 'effet.

Si on essaye de voir cela & partir du cone de lumiére, on remarque que tous les
événements qui se situent a l'intérieure et au bords du cone de lumiére de sorte que

cdt > dx = ¢ > v sont liés entre eux d’'une maniére causale. Par contre ceux de lailleurs
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.2. La causalité et la simultanéité en relativité restreinte

ne peuvent étre reliés d’une maniére causale, en effet ds*> < 0 implique que ¢ < v, cela
voudrait dire que 'effet précéderait la cause chose qui n’est pas réelle, ainsi la causalité
est violée.

Une autre notion importante en relativité restreinte est la simultanéité, si on adopte
la définition d’Einstein de cette derniére ( a savoir que deux événements se produisant
en deux points distincts A et B sont simultanés si deux signaux lumineux issus de A
et B arrivent au méme moment au milieu M du segment AB), alors pour un observateur
galiléen, tous les événements qui se produisent sur la nappe du passé sont simultanés. Mais
I’analogue des événements simultanés du cas classique est constitué de tous les points de
lailleurs sans influence sur I'observateur a un instant donné.

Pour avoir une analogie avec le cas non relativiste, et garder la notion d’espace a
trois dimensions d’événements simultanés, on définit la simultanéité dans des hyperplans
genre temps X, dans lesquels chaque point se situe dans l'ailleurs de I'autre, donc deux
observateurs peuvent considérer deux événements sur cette hypersurface comme étant
simultanés. Ainsi, la simultanéité est définie par un feuilletage de I’espace-temps par une

famille de surfaces du genre espace, sans intersection, indexées par un parameétre réel[39].

Figure 2: Feuilletage de I’espace de Minkowski
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.3. Le groupe de Poincaré P = 1S0(3,1) :

En relativité restreinte, le feuilletage le plus commode est celui défini par des hyperplans

genre espace orthogonaux a un axe temps [39]

Figure 3: plan du genre espace passant par A et B

.3 Le groupe de Poincaré P = 150(3,1) :

Le groupe de Poincaré est formé de toutes les transformations de l’espace-temps de
Minkowski M vers lui méme qui laissent invariante la distance au carré entre deux points

voisins.

ds® = ds” (0.3.1)

On représente ce groupe dans I’espace de Minkowski par une base (e, u = 0, 1,2,3)),

telle que
€€y = N, (0.3.2)
1 0 0 0
0 -1 0 0
Ny = (0.3.3)
0O 0 -1 0
0o 0 0 -1

(ULes indices grecques (v, B, ...) varient de 0 & 3 et les indices (i, 7, k, ...) varient de 1 a 3.
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.3. Le groupe de Poincaré P = 150(3,1) :

est le tenseur métrique.

Les quadri-vecteurs de cet espace se décomposent sur cette base selon
A= Ate, (0.3.4)

Les A" sont alors appelées les composantes contra-variantes de A dans la base e,. Les

composantes covariantes s’écrivent en fonction de la métrique 7, comme
A =mn,,A" (0.3.5)
Le produit scalaire entre deux quadrivecteurs A et B est
A.B =n,A"B" (0.3.6)

Ainsi, on peut écrire
ds* = N, "

Le groupe de Poincaré (ou groupe de Lorentz inhomogene) est le produit semi-direct du
groupe de Lorentz SO (3, 1) par le groupe des translations spatio-temporelles " = T*. Un
élément de ce groupe est donc représenté par le couple g (A, a) o A est une transformation
de Lorentz et a un quadri-vecteur décrivant une translation dans M.

Ainsi, la transformation de tout quadri-vecteur de ’espace de Minkowski s’écrit :
't = A" 2t 4 at (0.3.7)
Pour cet ensemble de transformations, la loi de multiplication est donnée par:
g(Aa)g(N,d')=g(AN,Ad' + a) (0.3.8)

Muni de cette loi, cet ensemble forme le groupe de Poincaré qui a pour élément neutre
g (1,0) et dont I'inverse de chaque g (A, a) est donné par g (A, —A~ta).
Afin d’étudier ce groupe, intéressons nous au groupe de Lorentz puis au groupe des

translations.
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.4. Le groupe de Lorentz L = O(1,3)

.4 Le groupe de Lorentz L = O(1,3)

Le groupe de Lorentz n’est qu'un sous groupe du groupe de Poincaré (sans les translations
dans l’espace-temps), alors la loi de transformations des quadri-vecteurs n’est qu’un cas

particulier de celle de Poincaré avec a* = 0 (%)
't = A" ¥ (0.4.1)

La matrice de Lorentz A est le produit de la matrice de rotation R par un boost A,

ou
1 00O
0
R = (0.4.2)
0 O
0

O est une matrice 3 x 3 de SO(3) qui représente une rotation tridimensionnelle dans
I’espace euclidien.

et A, une matrice qui, dans le cas ou la vitesse est dirigée suivant I'axe oz, s’écrit

coshé 0 0 sinhé
0 10 0
sz - (043)
0 0 1 0
sinhé 0 0 coshé

tel que & est le parameétre du boost, qui est un angle de rotation hyperbolique dans les
plans (z°, 2?), défini par

tanh & = % (0.4.4)

Ce parameétre, nommé rapidité n’est pas borné, il varie de —oo a oco. Cette caractéris-
tique fait que le groupe de Lorentz, contrairement au groupe des rotations spatiales, n’est

pas un groupe compact.

(2)Nous adoptons ici un point de vue passif qui consiste a étudier la transformation des repéres liés aux

deux observateurs.
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.4. Le groupe de Lorentz L = O(1,3)

Lorsque la direction de la vitesse est quelconque, alors A ,, devient

0 vt 0 cosh (&)
A, = ;v = : n=v/1vi (04.5)
v 1+vvi/ob+1 v sinh () n

Le groupe de Lorentz étant le groupe des transformations linéaires et homogénes qui
laissent invariant le produit scalaire entre les quadri-vecteurs de 'espace de Minkowski,

la matrice A de transformation de Lorentz doit satisfaire la relation:
FAnA =1 (0.4.6)
qui s’écrit sous forme de composantes
NagA® A =1, (0.4.7)

A partir de (0.4.7), on déduit que (det A)2 =1 donc que det A = F1.

Cette méme relation nous donne pour p = v =0, : (A%)? =D (A7))*+1> 1et
ainsi, A% > 1 ou A% < 1.

Gréace a ces deux derniers résultats, on peut définir quatre sous ensembles de Lorentz

classés dans le tableau suivant

LL A% >1 et déth = +1
L' A% >1et déth = —1
Ll A% < 1etdéth = +1
LY A% < 1et déth = —1

(0.4.8)

Le seul sous-ensemble qui nous intéresse est LL, car c’est le seul qui posséde une struc-
ture de groupe, plus précisément, c’est le seul qui contient I'identité, on le nomme le groupe
de Lorentz propre et on le note SO (3,1), (groupe des matrices spéciales, orthogonales
ayant trois composantes spatiales et une temporelle).

Ce groupe est caractérisé par six parameétres indépendants, continus correspondants &
toutes les rotations possibles (réelles ou hyperboliques) de I’espace M, c’est donc un groupe
de Lie qui détermine une algebre de Lie dont les vecteurs de bases sont les générateurs de

ce groupe.
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.4. Le groupe de Lorentz L = O(1,3)

Pour trouver ces générateurs, on effectue une transformation de Lorentz infinitésimale.

En développant au premier ordre la matrice de Lorentz, on obtient:
A =68 + dw, (0.4.9)

ol dw*, constituent les parametres infinitésimaux des boosts et des rotations.
En utilisant la relation (0.4.7), on trouve que: dwt, = —dw",
En fonction des générateurs J*° | la transformation de Lorentz infinitésimale devrait

s’écrire

A (bwap) =1 —1/2i6wap ] = A = 6" — 1/2ibwas(JP)" (0.4.10)

v

avec JoB = — JBa

L’identification de ces deux derniéres équations permet de définir ces générateurs

(Jap)’, = (07,5 — 0570a) (0.4.11)
tel que

0 JOl JOZ JOS

_ JOl 0 J12 _ J31
S = (0.4.12)

_go2 _ g2 g 23

_ J03 J31 _ J23 0

Ces six générateurs sont liés aux générateurs K; des boosts et .J, des rotations spatiales

par

Jij = €ypr; G5, k=1,2,3. (0.4.14)

Donc on aura

JH = (0.4.15)

tel que
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.4. Le groupe de Lorentz L = O(1,3)

0 00 O 0O 0 00 00
0 00 O 0 0 0 =2 00
J, = Jy, = J, =
0 00 —2 0 0 00 0 2
0 0 2z O 0 — 0 0 00
01 00 0 010 00
1 0 00 0 00O 0 0
Ka; — Ky = KZ g
0 00O 1 0 00 0 0
0 00O 0 00O 1 0

o o o O

(0.4.16)

o o o O

(0.4.17)

o o o =

En passant au processus d’exponentiation, on détermine I’expression d’une transfor-

mation de Lorentz finie

Aw) = exp(—z’%waﬁJo‘ﬁ)

oll w,p constituent les parametres des boosts et des rotations.

(0.4.18)

Nous pouvons aussi exprimer ces générateurs sous une forme différentielle

JP = i(x%0° — 2P0%)

(0.4.19)

L’algebre de Lie de SO (3, 1) s’exprime en fonction de des générateurs K; et J, comme

[Ji, J]] = iEiijk
[Ji, K] = dein Ky,
[Ki7 Kj] = iEz‘ijk

Elle peut également s’écrire en fonction des J,,

[‘],twv JPU] - i(nup‘]lw - nup‘]l’ff + nuaJVP - nua‘]ﬂﬂ)
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.5. Le groupe T* des translations quadri-dimensionnelles

.5 Le groupe 7" des translations quadri-dimensionnelles

Le groupe des translations quadri-dimensionnelles 7% est 1’ensemble des transformations
inhomogeénes de 'espace-temps de Minkowski, son action sur les quadri-vecteurs de cet
espace-temps est donnée par

¥=z+a (0.5.1)
qui en termes de composantes devient
't =t +a (0.5.2)
La transformation infinitésimale s’écrit donc
T (6a) = exp (—ida"P,) (0.5.3)
ou le générateur de translation est le quadri-gradient
P, =10, (0.5.4)
Ces générateurs au nombre de quatre, vérifient la relation de commutation suivante
[P, P =0 (0.5.5)

cette relation définit I’algébre de Lie de T

.6 Algébre de Lie du groupe de Poincaré

Le groupe de Poincaré étant un groupe a dix paramétres (trois de rotation, trois de boosts
et quatre de translations), son algébre de Lie sera complétement définie si des relations de
commutation entre tous ses générateurs sont établies. Ainsi en plus des commutateurs de
I’algeébre du groupe de Lorentz et ceux des translations quadri-dimensionnelles, 1’algebre

de Lie de Poincaré contient le commutateur [P, J,,].

[Pl“ Jﬂo'] = i(n,upPO' - n,uUPP) (062>
[J,UJ/’ JPU] = i(JPVn;AO' - JUV??,up + J,upnlla - J,U«Unup> (063)
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.7. Opérateurs de Casimir du groupe de Poincaré

La premiére de ces relations caractérise le fait que le sous groupe des translations est
abélien, la seconde que le groupe de Poincaré est le produit semi- direct du groupe de
Lorentz au groupe des translations, enfin la derniére montre que la composition de deux

rotations de Lorentz (boosts et rotations) donne une rotation de Lorentz.

.7 Opérateurs de Casimir du groupe de Poincaré

En mécanique quantique, 1’état d’'un systéme physique est représenté par un vecteur
de norme unité dans 'espace de Hilbert des états[13] montre qu’a toute transformation
g (A, a) d’un systéme physique dans I’espace de Minkowski, correspond une transformation
U(g (A, a)) des états de ce systéme, cette derniére est appelée la représentation du groupe
de Poincaré. Pour le groupe de Poincaré, cette représentation peut étre scalaire, vectorielle
et spinorielle. Lorsque la représentation est irréductible, elle est étiquetée par les valeurs
propres de grandeurs qui commutent avec tous les générateurs du groupe, ces grandeurs
sont appelées les opérateurs de Casimir. Les casimir d’une représentation du groupe de
Poincaré sont I'opérateur carré de masse P? = M? et I'opérateur de Pauli-Lubanky 142

définis respectivement par

M? = Py —P? ;(E*-p’c® =m’c) (0.7.1)
]‘ (PJ)2 1 vo g
_WW2 == J2 — M2 ) (WIJ« = ieﬂVﬂU‘] P ) (072)

Le premier est li¢ & la masse de la particule (si le systéme physique décrit est une
particule massive) et le second & son spin. La représentation irréductible U,,;(g (A, a))
de Poincaré est donc susceptible de décrire toutes les caractéristiques d’une particule
élémentaire.

Remarquons cependant que compte tenu que groupe de Lorentz n’est pas compact,

cette représentation irréductible n’est unitaire que lorsqu’elle est de dimension infinie(®).

() Théoreme [1]:
Un groupe de Lie simple non compact n’admet pas de représentations unitaires de dimension finie

excepté la représentation triviale ot tous les générateurs sont représentés par la matrice identité.
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B Calcul d’isométrie

.1 Dans le cas de la particule relativiste scalaire in-
trinséquement et stochastiquement étendue

L’opérateur de commutation stochastique W, ® 1.0 permet le passage, pour chaque
valeur fixée de ¢° € R!, des fonctions de la représentations impulsion z(k, () € H ® H"
vers les fonctions ¢(q,p;¢) € H, ® H" de la représentation espace des phases externes
et impulsion interne. Nous allons vérifier, dans le cas de la particule relativiste scalaire
stochastiquement et intrinséquement étendue, qu'il y a égalité® des produits scalaires
dans les espaces de Hilbert de ces fonctions. Mathématiquement, cette égalité se traduit
par

@ B sncr = 8| Doy (0.1.1)

ou les produits scalaires dans H, ® HM et H ® H" s’expriment respectivement comme

<@ | @zjgxcpfz / dQZ(C)dqu / dQTJZ(k/)dQ;L(k”))X

I'x C:[ v Xvih

~
~

7o () (K3 (K, OB, ) (0.1.2)

et
31 B = / Bk O) [ 42 () d ()

VEXCI

En utilisant la relation suivante

o) = x5 0 KA, 6) 013)

(H16galité est démontrée pour k € v, mais une démonstration analogue est possible pour k € v,
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.1. Dans le cas de la particule relativiste scalaire intrinséquement et stochastiquement

étendue
le produit scalaire (0.1.2) devient
b 1 P = [ a9 ©dadp [ a2 0) x
FXCI 'U;';LX'U;';L
) ~x _ ~a o * ~
exp(£q.(K” = K))ii" (A, K )i (A K)o (K, Qe (R, ) (0.1.4)
_ m3 3
I' = Rconf X Rimp
En effectuant une intégration sur q, sachant que
(27h) 3 / dq exp(%q.(k" ~K))=6(K —K) (0.1.5)
Rgonf
En intégrant ensuite sur les impulsions externes, tel que
dk
A (k) = 55, K= (K + m?c)"/? (0.1.6)

On aura

@ | Phyiacs = (270)° / dpd22* (¢) / 29 (1) (2K0) 1 [T(AT ) 2] Bk, C) P

R3

imp

= [ 4050 © 1 30O P ([ Canldper) T4 ) 0.L7)

v xCiF R3

imp

X C;f v

Afin que I’égalité des produits scalaires soit vérifiée, nous devons montrer que dans
I’expression précédente, l'intégrale / (27h)3dp(2k°) 1 | (A 1K) |? est égale a I'unité. Si

R3

imp

nous exigeons 'invariance sous rotation de 77(k), ceci implique que 77 dépend exclusivement

de | k | ou, d’une maniére équivalente de k°
Tgp(k) = n(mek?), k= (k%) e v, (0.1.8)

ou

mck® = (Ay(me, 0)).Avk = p.Ak, p=mv (0.1.9)

En remplagant dans (0.1.8), nous obtenons

(A, k) = n(me(A, k)") = n(p.k) (0.1.10)
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cela nous permet de voir que nous vérifions effectivement 1'isométrie de W,

Fos | Buidsiecs = | 0D O | 3RO P= B | By (O.11D)
vﬂ'nXC[f

mais a la condition que

/ dp |n(p.k) |*= 2k°(27h) 3 (0.1.12)

p=mv

En fait l'invariance de p.k et d€2,,(p) permet d’écrire I’égalité suivante

. :
[ty =20 [ iel) P dp's 5 = A 0.1.13

v pevh

qui finalement aboutira a la condition suivante sur la norme des fonctions 7

/ | (k) |* dk =2mc(27h) 3 (0.1.14)
k‘E’U;tL

Avec cette condition, la fonction 7, ,(k) s’écrira

_ i
Top(k) = exp(za-k)n(p-k); p,k € vy, (0.1.15)

Il existe une correspondance directe entre le générateur de résolution E(k) dans le
cas non relativiste exprimé en représentation impulsion et la fonction 77(k) définie sur

I’hyperboloide de masse [40]
7(k) = (2me)?E(k): k= (K°, k) ev? (0.1.16)

m

L’étude de la représentation d’espace des phases relativistes, nous a permis de trouver
que P'espace des phases relativistes L?(2) joue un role analogue a celui de L?(T") si nous

travaillons dans un repére d’inertie ol o est 'hyperplan ¢° = cst.

.2 Dans le cas de la particule relativiste spinorielle

intrinséquement et stochastiquement étendue

Dans le cas relativiste spinoriel, I'opérateur W, ® 1 = W,,; ® 17,0 permet, pour un ¢° €

~H0
R'donné, le passage de la fonction d’onde dans la représentation impulsion @5 (k,¢) €
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~ 10 - ~
H. = H; @ H"™ vers une fonction d’onde dans la représentation espace des phases

j
externes et impulsions internes @Z? (q,p;¢) € HY @ H" |
Démontrons qu’il y a égalité des produit scalaires dans ces deux espaces, en effet, le

produit scalaire dans Hj? ® H" est défini comme

(Pnj | Prjlstixct = / dQ,; (¢) dadp@},; (g, p; Q)n; (g, p; ) (0.2.1)

IxCyF

En remplacant les fonctions ¢,,;(q, p; ¢) par leurs expressions

J .
NOVED B I (%q.k) e (AS1R) B (k, Q) (k) 0.2.2)

s=—7 m
et les fonctions d’onde propres 7,,;, par un produit de fonction radiale ¢,, et d’harmonique
sphérique Y

finis (A5 1p) = (2me)' (2m) " €5 (==)Y: (R (k.p) P) (0.2.3)

n me Js

puis en effectuant une intégration sur q, la relation (0.2.1) devient

+j
Fos | Pudsines = O [ 420 ) [ a0 555 00,03 (1,0
s,8'=—j C;f Vm
x / ip' en (B2 Ty (Rp') Y;y (RP) (0.2.4)
vt "“me 78 J%

Exprimons p’ en coordonnées sphériques ot 6 est angle entre k et p’. Remarquons

aussi que R (k.p) est une rotation dans le plan k, p’ et elle ne change pas ¢. Par conséquent
Yio(#,6) = CyuP} (cos §')ei*? (0.2.5)

ou Cjs est une constante qui dépend de j,s et Pf(cos 0') les fonctions de Legendre
associées[41]

La relation d’orthonormalisation des Y,

/ sin 0/ d6’ / oY (0, 8) Yy (0, 0) = 6,655 (0.2.6)

[
v

alors I'intégrale )

Yy, (Rp) Yy (RP) (0.2.7)

/

k.p
e
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est nulle si s et s’ sont différents.
En posant p = A,:lp’ et en décomposant le p en composante paralléle et orthogonale

a k, on aura

py = (me) (kopo + |K| D)) (0.2.8)

pp = kI 'kp; pi=p-plkl 'k (0.2.9)

et la relation (0.2.4) peut alors s’écrire

+J
(0.2.10)

Comme p et |Ys (p )] sont des fonctions paires de p; € R pour tous les p € v}, nous
pouvons alors conclure que

+Jj

Bos | Badsies = 2 [ 40 ©) [ a0 () x
s:—j CJ’ V"L
NMO
(k, Q) ‘ /d,u Do ]en(pg)] : (0.2.11)
dii(p) = po(p} — m*c?)2dpy
Comme les fonctions radiales satisfont la relation suivante
[ ditmiesmmren (o) = (0.2.12)

mc

alors ’expression (0.2.4) se réduit a

<g0n]|30n]2+ C+—Z/dQ+ /V+dQ+()

s==J &

~10

(F, C)

<S~0nj ’ (Enj>v;;><c’;" (0213)

Ce qui prouve 'unitarité de la transformation intégrale W,,; ® 1 5,0 définie de H i® HHO

vers Hy? @ HM.
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