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Introduction

Dans ce mémoire on étudie le problème de la stabilisation frontière de l�équation

des ondes avec des conditions au bord de Ventcel stationnaires. Les problèmes de Vent-

cel sont caractérisés par la présence d�opérateurs di¤érentiels tangentiels de même ordre

que l�opérateur principal. Ces problèmes interviennent dans la modélisation de nom-

breux phénomènes : mécaniques comme l�élasticité (cf:[16], [18]) ou physiques comme les

processus de di¤usion (cf:[17], [23], [26].) ou la propagation d�ondes (cf:[3]) :

Les conditions de Ventcel (cf:[16]) sont obtenues par des méthodes asymptotiques.

La condition :

@�u��Tu = g sur �

dite condition de Ventcel (cf:[17]), a été introduite par Ventcel pour des processus de

di¤usion. (cf:[26]).

Plus généralement l�approche proposée peut être utilisée pour étudier la stabilisation

frontière d�autres problèmes comme :

. le bilaplation

. l�équation de la chaleur

. les équations de Maxwell.
ou d�opérateur plus généraux : coe¢ cients variables, ordre élevé ; etc. . . .

Soit 
 un ouvert borné de R3 de frontière � de classe C2 ; on considère f�0;�1g une
partition de � telle que :

(H1) :

� = �0 [ �1

avec :

mes
�
�1
�
� 0 et �0 \ �1 = ?

On considère deux constantes positives a et b et on suppose que :

(H2) :

mes
�
�0
�
� 0 ou a � 0
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Le premier problème étudié est un problème avec condition de Ventcel pour l�équation

des ondes : 8>>>>>><>>>>>>:

u00 ��u = 0 dans 
� R+

u = 0 sur �0 � R+

@�u��Tu = �au� bu
0
sur �1 � R+

u (0) = u0 dans 


u
0
(0) = u1 dans 


(Ps)

Soit V l�espace dé�ni par :

V =
�
v 2 H1 (
) ; v0�0 = 0; v0�1 2 H1 (�1)

	
(1)

muni de la norme k:kV dé�nie par :

kvkV =
�Z




jrvj2 dx+
Z
�1

�
jrTvj2 + a jvj2

�
d�

� 1
2

(2)

On note par V 0 le dual de V :
La théorie des semi groupes linéaires, permet de montrer que si (u0; u1) 2 V �L2 (
),

alors le problème (PS) admet une solution faible unique u 2 C (R+;V) \ C1 (R+; L2 (
))
et pour des données initiales régulières et compatibles la solution est régulière. L�énergie

de la solution u est dé�nie par :

E (u; t) =
1

2

Z



�
jruj2 + ju0j2

�
dx+

1

2

Z
�1

�
jrTuj2 + a juj2

�
d� (3)

La compacité, le principe d�invariance de la Salle (cf:[15]) et le théorème de Holmgren

(cf:[12], p. 129 ,th. 5.3.3) permettent de montrer le théorème suivant :

Théorème 0.1 (Premier théorème principal)On suppose que les condition (H1) �
(H2) sont véri�ées. Alors pour toute solution faible u du problème (PS) l�énergie E (u; t)

décroît vers zéro lorsque t tend vers +1:

On considère ensuite l�équation des ondes avec condition de Ventcel stationnaire :8>>>>>><>>>>>>:

y00 ��y = 0 dans 
� R+

y = u1 sur �0 � R+

@�y ��Ty = u2 sur �1 � R+

y (0) = y0 dans 


y0 (0) = y1 dans 


(PV )

On introduit l�espace H = L2 (
) ; muni de la norme k:kH dé�nie par :

kvkH =
�Z




(v)2
� 1

2

(4)
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et l�espace V dé�ni précédemment ; muni de la norme k:kV dé�nie par :

k:kV =
�Z




jrvj2 dx+
Z
�1

jrTvj2 d�
� 1

2

(5)

On suppose que :

(H3) :

mes
�
�0
�
� 0

et qu�il existe x0 2 R3 tel que :
(H4) :

�0 = fx 2 � ; (x� x0) :� (x) � 0g
�1 = fx 2 � ; (x� x0) :� (x) � 0g

où � désigne la normale unitaire sortante.

On désigne par (@m�) l�opérateur de courbure de � ; Les valeurs propres de (@m�) sont

les courbures principales de � ; les inverses des courbures sont les rayons de courbures de �:

Dans la suite on fera l�hypothèse (H5) suivante : les rayons de courbures sont positifs,

ce qui implique en particulier que :

tr (@m�) � 0 sur �1

La méthode générale de stabilisation développée dans [14] permet de montrer le résul-

tat suivant :

Théorème 0.2 (Deuxième théorème principal) Il existe deux opérateurs linéaires
bornés :

P : V 0 �! V Q : L2 (
) �! V

et des constantes M � 0 et w � 0 tels que si on pose :

u1 = �@� (Py0 +Qy)=�0 u2 = (Py
0 +Qy)�1 (6)

Alors le problème (PV) est bien posé dans H� V
0
et on a :

k(y; y0)kH�V 0 �M


�y0; y1�

H�V e�wt 8t � 0, 8

�
y0; y1

�
2 H � V 0

(7)
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Dans ce travail on a adopté le plan suivant :

Dans le chapitre I, on rappelle dans la première section quelques éléments de

géométrie di¤érentielle pour les surfaces. Dans la section 2, on présente quelques nota-

tions, dé�nitions et résultats préliminaires d�analyse fonctionnelle ; la théorie des opéra-

teurs et des semi groupes, systèmes dynamiques abstraits et les espaces de sobolev.

Dans le chapitre II, on étudie la régularité de la solution du problème (PS), puis on

montre le premier théorème principal.

Dans le chapitre III, on montre que le problème (PV ) homogène (u1 = u2 = 0)

est bien posé dans H� V, on donne un résultat de régularité des solutions faibles puis
un théorème d�unicité.On donnera un bref rappel du résultat général de stabilisation

développé dans[14], par V . Komornik avant la démonstration du deuxième théorème

principal.
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Chapitre 1

Rappels

Ce chapitre rassemble les dé�nitions et propriétés essentielles, qui seront utilisées de

façon constante dans les chapitres ultérieurs.

1.1 Rappels sur la géométrie di¤érentielle pour les

surfaces

On s�intéresse dans ce paragraphe aux notions fondamentales permettant de calculer la

dérivée d�une fonction, d�un champ de vecteurs, où d�un endomorphisme (plus générale-

ment de tenseurs) dé�nis sur une surface.

1.1.1 Paramétrisation

Soit � une surface plongée dans l�espace R3 lui-même rapporté à une base orthonormée,
on transforme un ouvert b� du plan �O; �1; �2� en la surface � par une carte régulière
' = ('1; '2; '3) (cf. �gure 1.1).

Si on fait varies une seule des composantes �1ou �2 on obtient une familles de

courbes tracées sur � appelées lignes de coordonnées.

1.1.2 La normale et le plan tangent

En chaque point m de �; on dé�nit deux vecteurs tangents à � par :

a� (m) =
@'

@��
�
'�1 (m)

�
� = 1; 2 (1.1)
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Les vecteurs a1 (m) et a2 (m) sont supposés linéairement indépendants. La normale uni-

taire à � en chaque point m est dé�nie par :

� (m) = � =
a1 ^ a2
ka1 ^ a2k

(1.2)

où ^ (respectivement k:k) désigne le produit vectoriel (respectivement la norme euclidi-
enne). Le plan tangent à � en m engendré par les vecteurs a1 (m) et a2 (m) est noté

Tm (�) :

1.1.3 Base duale

En générale, la base fa� (m)g = fa1 (m) ; a2 (m)g du plan tangent Tm (�) n�est ni
orthogonale, ni normée. On est donc amené à utiliser la cobase ou base duale notée

fa� (m)g = fa1 (m) ; a2 (m)g dé�nie par :

a� (m) :a� (m) = ��� (1.3)

où ��� est le symbole de Kronecker, �; � = 1; 2:

a� (m) ; �; � = 1; 2 est une forme linéaire sur le plan tangent, mais on peut l�identi�er

avec un vecteur du plan tangent.

1.1.4 Tenseur métrique

On dé�nit le tenseur métrique de la surface � associé à la carte ' par :

g�� = (a�; a�) �; � = 1:2 (1.4)

où (; ) désigne le produit scalaire dans R3: On note jgj le déterminant de ce tenseur.

1.1.5 Le transposé d�un vecteur

Soit q = q1a1 + q2a2 un vecteur arbitraire du plan tangent Tm (�) ; on lui associé par

le produit scalaire de R3 une forme linéaire (vecteur transposé) :

q = q1a
1 + q2a

2: (1.5)

Les q� sont les composantes contravariantes et les q� sont les composantes covariantes.

On a :

q� = g�1q
1 + g�2q

2 � = 1; 2: (1.6)
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En e¤et :

On a :

q:a� = q�a
�:a� = q��

�
� = q�

d�où :

q� = (q; a�)

= g��q
�

= g�1q
1 + g�2q

2 � = 1; 2:

où (:; :) désigne le produit scalaire usuel de R3:

1.1.6 Intégration sur �

jgj
1
2 représente l�aire du parallélogramme construit à partir des vecteurs a1 (m) et a2 (m)

; si f est une fonction scalaire dé�nie sur � on a :Z
�

f (m) d� =

Z
^�

fo'
�
�1; �2

�
jgj

1
2 d�1d�2 (1.7)

1.1.7 Dérivation sur une surface

Dérivation d�une fonction scalaire

Soit f une fonction dé�nie sur � et su¢ samment régulière ; sa dérivée est une forme

linéaire sur l�espace tangent dé�nie par :

@mf =
2X

�=1

@f

@��
a� =

2X
�=1

f;�a
� (1.8)

Le transposé de @mf noté @mf est un vecteur appelé gradient tangentiel de f dé�ni par :

@mf =
2X

�=1

q�a� = rTf (1.9)

avec :

q� =
2X
�=1

g��
@f

@��
=

2X
�=1

g��f;�

où g�� est le tenseur métrique dual de g�� tel que :

2X
�=1

g��g�� = ��� �; � = 1; 2 (1.10)
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1.1.8 Opérateur de projection

On désigne par � (m) l�opérateur de projection orthogonale sur le plan tangent Tm (�)

en m à �. Si q (m) est un vecteur de R3; � (m) q (m) (au point m de �) est un vecteur de

Tm (�) tel que :

(q (m)� � (m) q (m)) z = 0 8z 2 Tm (�) (1.11)

Le transposé de la normale � (m) est la forme linéaire noté par � (m) qui véri�e la relation

suivante :

Id3 = � (m) + � (m) � (m) (1.12)

où Id3 désigne l�identité dans R3.
� (m) � (m) est la projection orthogonale sur la droite engendrée par � (m) :

On désigne par C le transposé d�un endomorphisme C de R3 dé�ni par :

8y; z 2 R3 (Cy; z) =
�
Cz; y

�
(1.13)

On véri�e que � est symétrique, c�est-à-dire � (m) = � (m) pour tout m 2 �.
Tout champ q (m) dé�ni sur �, peut être décomposé en une composante tangentielle :

qT (m) = �q (m) (1.14)

et une composante normale :

q� (m) = � (m) :q (m) (1.15)

On a :

q (m) = qT (m) + qm (m) � (m) ; m 2 �: (1.16)

1.1.9 Dérivée d�un champ tangentiel

Soit qT un champ régulier de vecteur tangent à � :

m 2 � �! qT (m) = q� (m) a� (m) 2 Tm (m) :

On dé�nit la dérivée de qT sur � par :

@mqT =
2X

�=1

@qT
@��

:a� (1.17)

=

2X
�=1

q;�a
�;
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c�est un endomorphisme qui applique le plan tangent dans R3 et non pas dans le plan
tangent lui même. On introduit les symboles de christo¤el ���� par :

�:a�;� =
2X
�=1

����a� �; � = 1; 2; (1.18)

où :

a�;� =
@2'

@�1@�2
= a�;�

ce qui prouve que :

���� = �
�
�� (1.19)

Lemme 1.1 La dérivée du tenseur métrique g�
 est donnée par :

g��;� = �
�
��g�� + �

�
��g�� (1.20)

Preuve. De (1.4) on a :

g��;� = (a�;�; a�) + (a�; a�;�)

Et de (1.18) , on obtient :

g��;� = (�a�;�; a�) + (a�; �a�;�)

=
�
����a�; a�

�
+
�
a�;�

�
��a�

�
= ����g�� + �

�
��g��

ce qui donne (1.20) .

Si on pose qT = q�a�; on obtient :

@mqT =
�
q�a�

�
;�
:a� (1.21)

=
2X

�=1

2X
�=1

�
q�;�a� + q�a�;�

�
a�:

La dérivée covariante du champ qT sur � et par dé�nition �@mqT ; elle applique le plan

tangent dans lui même et on a :

�@mqT =

2X
�=1

2X
�=1

q�;��a�:a
� +

2X
�=1

2X
�=1

q��a�;�:a
� (1.22)

=
2X

�=1

2X
�=1

q�;�a�:a
� +

2X
�=1

2X
�=1

q����;�a�:a
�

=
2X

�;�=1

�
q�;� + �

�
��q

�
�
a�:a

�:

11



1.1.10 Opérateur de courbure

On dé�nit l�opérateur de courbure de la surface par :

@m� =

2X
�=1

@�

@��
:a�: (1.23)

Puisque @�
@��

(� = 1; 2) est un élément du plan tangent, il existe des scalaires b�� tel que :

@�

@��
= �

2X
�;�=1

b��a�

et donc :

@m� = �
2X

�;�=1

b��a�:a
� (1.24)

Cet opérateur applique le plan tangent dans lui même.

Lemme 1.2 L�opérateur de courbure @m� est symétrique

Preuve. Pour � = 1; 2 ; on a :

�:a� = (�; a�)

= 0

D�où : �
@�

@��
; a�

�
+ (�; a�;�) = 0:

On pose :

b�� =
2X
�=1

g��b
�
� (�; � = 1; 2) ; (1.25)

on obtient :

b�� = (�; a�;�) ; (1.26)

ce qui prouve on particulier que b12 = b21. Alors :

8y; z 2 Tm (�) :
y = y�a�; z = z�:a�

On a :

((@m�) y; z) = �
�
b��a�::a

�:a�y
�; z�a�

�
= �b�� (a�:; a�) y�:z�

= �b��y�z�

= (y; (@m�) z) :

Ce qui montre que l�endomorphisme de courbure @m� est symétrique.
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1.1.11 Dérivée d�un champ normal

On note par q�� le champ normal ; on a par dé�nition :

@m (q��) = �@mq� + q� :@m� (1.27)

1.1.12 Dérivée d�un champ de vecteurs sur �

Lemme 1.3 Soit q un champ de vecteurs dé�ni sur ; � on a :

@mq = �@mqT � �qT@m� + �@m� + q� @m�:

Preuve. D�après(1.16) on a :

@mq = @mqT + @m (q��)

= @mqT + �@mq� + q�@m�

de (1.12) , il vient :

@mq = �@mqT + ��@mqT + �@mq� + q�@m�

En�n :

@m (�qT ) = �@mqT + qT@m�

= 0

Puisque �qT = 0:

On obtient :

@mq = �@mqT � �qT@m� + �@mq + q�@m�

1.1.13 Expression de la divergence

Expression de la divergence d�un champ de vecteurs sur une surface �.

La divergence du champ de vecteurs tangents à � :

qT = q1a1 + q2a2

est un champ scalaire dé�ni sur � par :Z
�

div (qT ) zdm = �
Z
�

@mzqTdm pour tout z 2 D (�) : (1.28)

où D (�) désigne l�ensemble des fonctions indé�niment dérivables sur � à support compact
(le support d�un fonction est le complémentaire du plus grand ensemble ouvert sur lequel

elle est identiquement nulle).
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Expression de la divergence d�un champ d�endomorphisme sur une surface �.

Désignons par �t un champ d�endomorphismes du plan tangent à la surface �.

Posons :

�t = ��� :a
�a�:

(on a utilisé la convention de sommation par indice répété).

La divergence tangentielle du champ �t est un champ de formes linéaire sur Tm (�), noté

div�t et dé�ni par :Z
�

div�t:qTdm = �
Z
�

tr2 (�t:�@mqT ) dm pour tout qT 2 D (�; T (�)) (1.29)

tr2 désigne la trace d�un endomorphisme du plan tangent dans lui même et D (�; T (�))
désigne l�espace des champs tangents à � dont les composantes dans la base de Tm (�)

sont fa�g � = 1:2: sont dans D (�) :

1.1.14 Espaces fonctionnels sur la surface �

Espace L2 (�) :

L2 (�) est l�espace des fonctions f : � �! R telle que f = f � ' 2 L2 (�) :

On pose :

kfk2L2(�) =
Z
�

jf j2 dm =

Z
b� jf j

2 jgj
1
2 d�1d�2:

où g est le tenseur métrique.

Espace L2 (�; T (�)) :

Un champ qT :

� �! T (�)

m �! qT (m) = q1 (m) a1 (m) + q2 (m) a2 (m) 2 Tm (�)

est dans L2 (�; T (�)) si q� 2 L2 (�) pour � = 1; 2:

On pose alors :

kqTk2L2(�;T (�)) =
Z
�

qT qTdm =

Z
�

2X
�=1

q�q
�dm: (1.30)

où q� = g�� q
�:

La norme dé�nie par (1.30) est équivalente à la norme dé�nie par : 
2X

�=1

kq�k2L2(�)

! 1
2
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Espace H1 (�) :

C�est l�espace des fonctions f : � �! R de L2 (�) telles que @mf est dans L2 (�; T (�)) :
On pose alors :

kfk2H1(�) = kfk
2
L2(�) +



@mf

2L2(�;T (�)) : (1.31)

On note H1
0 (�) le sous-espace des fonctions de H

1 (�) nulles sur le bord @� de �. C�est

aussi la fermeture de D (�) dans H1 (�) muni de la norme dé�nie par(1.31) :

Théorème 1.1 Si u 2 C1 (�) et qT 2 (C1 (�))2 sont respectivement une fonction et un
champ de vecteurs tangents à la surface �, on a la formules de stokes suivante (cf:[21]) :Z

�

(r�u:qT ) d
 +

Z
�

udiv�qTd
 = 0 (1.32)

1.1.15 Calcul de la dérivée d�un champ de vecteurs dé�ni sur
une coque

Représentation géométrique d�une coque
On considère une surface régulière � plongé dans R3 et on pose :


� = ��]� �; � [ (1.33)

Si M désigne un point de 
�, on peut écrire :


� =
�
M 2 R3; OM = Om+ x��

	
(1.34)

où O est une origine arbitraire de R3 ; m un point de � et x� un scalaire compris entre ��
et �:(�gure 1.2). Nous considérons l�endomorphisme du plan tangent Tm (�) dé�ni par :

� = I + x�@m�: (1.35)

Dans le cadre de l�hypothèse des coques minces (cf:[16]), nous avons :

��1 = I � x�@m� + (x�)
2 (@m�)

2 + :::+ (�x�)n (@m�)n + :::::

Calcul de la dérivée d�une fonction réelle dé�nie sur 
�

Considérons une fonction réelle q, dé�nie sur 
� et que l�on peut par conséquent

considérer comme une fonction de m et de x� . En di¤érentiant la relation (1.34) , on

obtient :

dM = dm+ x�@m�:dm+ �dx� (1.36)
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Nous avons :

�:dM = �:dm+ x��:@m�:dm+ �:�dx�

= dm+ x�@m�:dm

Donc :

�:dM = (I + x�@m�) :dm (1.37)

D�après (1.35) ; il vient :

�:dM = �:dm (1.38)

Soit :

dm = ��1:�:dM (1.39)

Par ailleurs (1.36) donne :

�:dM = �:dm+ �:x�@m�:dm+ �:�dx�

= �: (I + x�@m�) :dm+ dx�

= �:�:dm+ dx�

de (1.39) , on a :

�:dM = dx� (1.40)

De la dérivée d�une fonction scalaire sur 
� ; nous avons l�égalité :

@Mq:dM = @mq:dxm + @x�q:dx�

En utilisant (1.39) et (1.40) ; il vient :

@Mq = @mq:�
�1:� + @x�q� (1.41)

Calcul de la dérivée d�un champ de vecteurs dé�ni sur 
�

Soit q un champ de vecteurs de R3 sur 
�. La dérivée, notée @mq, est en chaque point
un endomorphisme de R3, tel que :

@MqdM = @Mq:dm+ @x�qdx�

D�après (1.41) , on a :

@MqdM =
�
@mq:�

�1:�+ @x�q:�
�
:dM

En utilisant la décomposition :

q = qT + q��

16



nous pouvons écrire :

@Mq = @MqT + @M (q��)

= @mqT :�
�1:�+ @x�qT :� + @m (q��) :�

�1:�+ @x� (q��) �

Remarquons alors que :

@m (q��) = q�@m� + �@mq�

ceci conduit à :

@Mq = @mqT :�
�1:�+ @x�qT :� + q�@m�:�

�1:�+ �:@mq� :�
�1:�+ @x�q� :�

D�après (1.12) , on a :

@Mq = (� + �:�) @mqT :�
�1:�+@x�q:� + q�@m�:�

�1:�+�:@mq:�
�1:�+@x�q�:�

ou encore :

@Mq = �:@mqT :�
�1:�+@x�q:� + �:�:@mqT :�

�1:�+q�@m�:�
�1:� (1.42)

+�:@mq:�
�1:�+@x�q�:�

Remarquons ensuite que la relation :

�:qT = 0

implique que :

qT :@m� + �:@mqT = 0

ce qui donne :

�:�:@mqT :�
�1:� = ��:qT :@m�:��1:� (1.43)

De (1.42) et (1.43) ; il vient :

@Mq = �:@mqT :�
�1:�+q�@m�:�

�1:�+@x�q:� � �:qT :@m�:�
�1:� (1.44)

+�:@mqT :�
�1:�+@x�q� :�

Si on prend x� = 0, (1.35) s�écrit :

� = I

De l�inégalité (1.44) , on aura sur � :

(@Mq)0� = rq0� (1.45)

= �:@mqT :�+q� (@m�) :�+@�qT :� � �:qT : (@m�) :�

+�: (@mq�) :�+(@�q�) �:�

D�où :

(@Mq)0� =

 
�@Mq + q� (@m�) @�qT

@mq� � qT@m� @�q�

!

17



 18

 

18 



1.2 Rappels généraux

1.2.1 Notions de base sur les distributions.

Dé�nition 1.1 D(
) est l�espace des fonctions ' dé�nies et indé�niment dérivables dans

 et à support compact dans 
 (c�est-à-dire pour chaque ' il existe un compact K � 

tel que ' est nulle en dehors de K):

Théorème 1.2 D(
) est dense dans Lp(
) pour tout p � 1

Dé�nition 1.2 D(
) est l�espace des restrictions à 
 des fonctions de D(Rn): Si 
 est
borné on a :

D(
) = C1(
)

Et en générale :

D(
) 6= D(
):

Exception intéressante : D(Rn) = D(Rn):

convergence dans D(
)

Une suite ('j)j de D(
) converge vers une fonction ' de D(
) si :
(i) Il existe un compact K � 
 qui contient tous les supports des 'j:
(ii) Quand j ! +1, les dérivées de tous les ordres de 'j convergent uniformément sur
K vers les dérivées correspondantes de ':

1.2.2 Espace des distributions D0(
)
Dé�nition 1.3 l�espace des distributions D0(
); est l�espace des fonctionnelles linéaires
et continues sur D(
): On note h:; :i le produit de dualité entre D0(
) et D(
). Donc
T 2 D0(
) si pour tout ' 2 D(
) on a :
(i) l�application '! hT; 'i est linéaire ;
(ii) si 'j ! ' dans D(
); alors : 


T; 'j
�
! hT; 'i

dans C:

Par dé�nition, deux distributions T1 et T2 sont égales si :

8' 2 D(
); hT1; 'i = hT2; 'i

Remarque 1.1 Les distributions sont une généralisation des fonctions et le produit de
dualité h ; i est une généralisation du produit scalaire de L2(
):
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Convergence dans D0(
)

Dé�nition 1.4 Une suite (Tj)j de D0(
) converge vers T 2 D0(
) si :

8' 2 D(
) ; hTj; 'i ! hT; 'i :

Remarque 1.2 Dans tout ce travail, on identi�era L2(
) à son dual. On a alors, la
situation suivante :

D(
) � L2(
) = (L2(
))0 � D0(
)

Dérivation dans D0(
):

Soit T 2 D0(
); on dé�nit @T
@xi

par :

8' 2 D(
);
�
@T

@xi
; '

�
= �

�
T;

@'

@xi

�
:

1.2.3 Les espace de Sobolev

Nous renvoyons à [1] pour les démonstrations des résultats ci-dessous.

Soit 
 un ouvert de Rn . on dit qu�une distribution T 2 D0 (
) est dans (Lp (
))n

(1 � p � 1), s�il existe une fonction f 2 Lp (
) ; telle que :

hT; 'i =
Z



f (x)' (x) dx pour tout ' 2 D (
) :

Il est bien connu qu�alors la classe de f est unique.

Par la suit on considère m 2 N , p 2 [1;1] et on pose :

Wm;p (
) = ff 2 Lp (
) ; D�f 2 Lp (
) pour tout � 2 Nm tel que j�j � mg

alors Wm;p (
) est un espace de Banach lorsqu�on le munit de la norme dé�nie par :

kfkWm;p =
X
j�j�m

kD�fkLp pour tout p 2 Wm;p (
)

On note Wm;p
0 (
) la fermeture de D (
) dans Wm;p (
) :

Lorsque p = 2; on notera de préférence Wm;2 (
) = Hm (
) ;Wm;2
0 (
) = Hm

0 (
).

Sur Hm (
) on utilisera plutôt la norme équivalente :

kfkHm =

0@X
j�j�m

kD�fk2L2

1A 1
2
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qui fait de Hm (
) un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire :

hu; viHm =

0@X
j�j�m

Z



D�uD�vdx

1A :

Théorème 1.3 Hm(
) est un espace de Hilbert séparable.

Théorème 1.4 D(
) est dense dans Hm(
):

Cette densité permet de dé�nir les traces d�ordre supérieur des fonctions de Hm(
)

sur @
:

Notation 1 On note 
0' la restriction à @
 des valeurs de ': L�application 
0 est linéaire
et continue de D(
) muni de la norme de H1(
) dans C0(@
) muni de la norme de

L2(@
): Par densité 
0 se prolonge en une application linéaire continue :

H1 (
) ,! L2 (
) :

1.2.4 Espace image de la trace

Théorème 1.5 L�espace image de 
0 est H1=2(@
). C�est un espace de Hilbert pour la

norme :

k�kH1=2(@
) = inf
v2H1(
)


0v=�

kvk1;


Théorème 1.6 D(
) est dense dans :

H1
0 (
) =

�
v 2 H1(
) ; 
0v = 0

	
Théorème 1.7 (Inégalité de Poincaré) Il existe une constante c dépendant du di-
amètre de 
 telle que :

8v 2 H1
0 (
) ; kvkL2(
) � c krvkL2(
) :

c�est-à-dire la semi norme j:j1;
 est une norme sur H1
0 (
) équivalente à la norme

k:k1;
 :
On note H�1(
) le dual de H1

0 (
); espace de Hilbert pour la norme duale :

kfk�1;
 = sup
v2H1

0 (
)

hf; vi
jvj1;
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où les crochets désignent la dualité entre H�1(
) et H1
0 (
). Du fait de la densité de D(
)

dans H1
0 (
), on peut identi�er les éléments de H

�1(
) à des distributions. On dit alors

que H�1(
) est un espace de distributions. Ceci justi�e les crochets pour noter la dualité.

Exemple important : la dérivée normale 
1v dé�nie sur @
 par :

8v 2 H2(
); 
1v = rv0@
:�

On a 
1v 2 H1=2(@
) pour toute fonction v 2 H2(
) et on a la formule de Green pour le

Laplacien :

8u 2 H2(
), 8v 2 H1(
),
Z



�u:v dx = �
Z



ru:rv dx+
Z
@


@�uv d@


Théorème 1.8 D(
) est dense dans :

H2
0 (
) =

�
v 2 H2(
) ; 
0v = 0 et 
1v = 0

	
Notation 2 On désigne par H�2(
) le dual de H2

0 (
): Comme D(
) est dense dans
H2
0 (
); H

�2(
) est un espace de distribution.

Théorème 1.9 (Extension de l�inégalité de Poincarré) Il existe une constante c

telle que :

8v 2 H2
0 (
); kvkH2(
) � c k�vkL2(
) :

c�est-à-dire la semi norme k�:k0;
 est une norme sur H2
0 (
) équivalente à la norme

k:k2;
 :

Théorème 1.10 D(
) est dense dans Lp(
) pour tout p � 1:

Remarque 1.3 L�application 
0 n�est pas dé�nie pour les fonctions de L2(
); l�application

1 n�est pas dé�nie pour les fonctions de H

1(
).

Théorème 1.11 Soit m 2 NF

i) L�application �!
mu =
�

0u; 
1u; ::::; 
m�1u

�
dé�nie sur D

�


�
se prolonge par densité

au une application linéaire continue surjective de Hm (
) sur
j=m�1
�
j=0

Hm�j� 1
2 (
)

ii) Il existe un relèvement continu de
j=m�1
�
j=0

Hm�j� 1
2 (@
) dans Hm (@
) :

Et l�on a :

Ker �!
m = Hm
0 (
) :
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Lemme 1.4 Soit H1 (�:
) = fv 2 H1 (
) ;�v 2 L2 (
)g, muni de la norme :

kvkH1(�:
) =
�
kvk2H1(
) + k�vk

2
L2(
)

� 1
2

Alors D
�


�
est dense dans H1 (�:
) :

Preuve. On considère une formeM; linéaire, continue sur H1 (�:
), nulle sur D
�


�

et on montre qu�elle est identiquement nulle. En e¤et :

Le fait queM est une forme linéaire et continue sur H1 (�:
), le théorème de représen-

tation de Riesz assure l�existence et l�unicité d�une fonction f 2 H1 (�:
) telle que :

hM; vi = (f; v) 8v 2 H1 (�:
)

où (; ) est le produit scalaire associé à cette forme, dé�ni par :

(f; v) =

Z



(fv +rfrv +�f�v) dx

Il vient :

Mv =

Z



(fv +rfrv +�f�v) dx

Si prend ' 2 D
�


�
, on obtient M' = 0. Donc :Z



(f'+rfr'+�f�') dx = 0 8' 2 D
�


�

(1.46)

D�après la formule de Green, (1.46) donne :Z



(f'+ (�f � f)�') dx+

Z
@


f@�'d@
 = 0 8' 2 D
�


�

(1.47)

Soit � 2 D (Rn) ; telle que :
' = �0


On pose g = �f 2 L2 (
) et on désigne par ef le prolongement par 0 de f en dehors de

; c�est-à-dire : ef = ( f dans 


0 à l�extérieure de 


et : eg = ( g dans 


0 à l�extérieure de 

:

D�où (1.47) s�écrit : � ef +��eg � ef� ;��+ Z
@


f@��d@
 = 0 .
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En prenant ' 2 D (
) ; on aura :

ef +��eg � ef� = 0 dans D0 (
) :

De plus pour ' 2 D (Rn�
), on aura :

ef +��eg � ef� = 0 dans D0 (Rn�
)

Donc :

�
�eg � ef� = � ef 2 L2 (Rn)

D�où ::

b��eg � ef� = k�k2�beg � bef� 2 L2 (Rn) ;
(où b: désigne la transformation de Fourier).
et : beg � bef 2 L2 (Rn)
car eg � ef 2 L2 (Rn).
Alors : �

1 + k�k2
��beg � bef� 2 L2 (Rn)

Ce qui montre que :

eg � ef 2 H2 (Rn) =
n
u 2 � 0 (Rn) ;

�
1 + k�k2

� 2
2 bu 2 L2 (Rn)o

Or eg � ef est nulle à l�extérieure de 
 ; donc :
g � f 2 H2

0 (
) :

Comme D (
) est dense dans H2
0 (Rn) et g � f 2 H2

0 (
) ; il existe alors une suite 	j 2
D (
) qui converge vers g � f dans H2

0 (
).

Le fait que 	j 2 D (
) donne l�égalité suivante :

(	j;�') = (�	j; ')

qui implique :

(g � f;�') = (� (g � f) ;�')

de (1.47) avec g = �f ; il vient :Z



(f +�(g � f))'dx+

Z
@


f@�'d@
 = 0 8' 2 D
�


�

(1.48)
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Comme ef +��eg � ef� = 0 dans D
�


�
et �

�eg � ef�
0

= �(g � f), (1.48) donne :Z

@


f@�'d@
 = 0 8' 2 D
�


�

D�où :

f0@
 = 0

mais f 2 H1 (
) et �f 2 L2 (
), alors :

f 2 H2 (
) \H1
0 (
)

Pour le voir, il su¢ t de résoudre le problème :(
��f = k 2 L2 (
)

f0@
 = 0

En�n, de la densité de D
�


�
dans H2 (
) ; l�égalité suivante :Z




(f'+rfr'+�f�') dx 8' 2 D
�


�

montre que :

f � 0

donc :

M� 0:

Alors D
�


�
est dense dans H1 (�:
) :

Lemme 1.5 Soit L2 (�:
) = fv 2 L2 (
) ; �v 2 L2 (
)g ; muni de la norme :

kvkL2(�:
) =
�
kvk2L2(
) + k�vk

2
L2(
)

� 1
2

Alors D
�


�
est dense dans L2 (�:
) :

Preuve. Pour cela on considère une formeM; linéaire, continue sur L2 (�:
), nulle

sur D
�


�
et on montre qu�elle est identiquement nulle. En e¤et :

Le fait queM est une forme linéaire et continue sur L2 (�:
), le théorème de représen-

tation de Riesz assure l�existence et l�unicité d�une fonction f 2 L2 (�:
) telle que :

hM; ui = (f; u) 8u 2 L2 (�:
)

où (:; :) désigne le produit scalaire associé à cette forme, dé�ni par

(f; v) =

Z



(fv +�f�v) dx
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Il vient :

Mv =

Z



(fv +�f�v) dx

Si prend ' 2 D
�


�
, on obtient hM; 'i = 0:Donc :Z




(f'+�f�') dx = 0 8' 2 D
�


�
: (1.49)

On désigne par ef le prolongement par 0 de f en dehors de 
; c�est-à-dire :
ef (x) =

(
f (x) si x 2 


0 si x =2 


Si on prend ' 2 D (
) ; on obtient :D
�
� ef�

0

; '
E
=

D
�
� ef� ; 'E

=
D ef;�'E

= hf;�'i
= h�f; 'i

ce qui montre que :

�
� ef�

0

= �f

au sens de distribution.

De même on montre que :

�
� ef�

Rn0

= 0

ce qui permit d�écrire :

�
� ef� = ( �f dans 


0 à l�extérieure de 

:

De plus �f 2 L2 (
) car f 2 L2 (�:
) et �
� ef� 2 L2 (Rn) : Mais :

b�� ef� = k�k2 bef 2 L2 (Rn) ;
et bef 2 L2 (Rn) car ef 2 L2 (Rn). Alors :

�
1 + k�k2

� bef 2 L2 (Rn)
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ce qui montre que ef 2 H2 (Rn) =
n
u 2 � 0 (Rn) ;

�
1 + k�k2

� 2
2 bu 2 L2 (Rn)o :

Or ef est nulle à l�extérieure de 
 ; donc :
ef 2 H2

0 (
) :

Comme D (
) est dense dans H2
0 (Rn) et f 2 H2

0 (
) ; il existe alors une suite 	j 2 D (
)
qui converge vers f dans H2

0 (
) :

cela implique :

	j �! f dans L2 (
)

et :

�	j �! �f dans L2 (
)

D�après (1.49) , on a : Z



�
f'j +�f�'j

�
dx = 0; 8j 2 N

à la limite on obtient : Z



jf j2 + j�f j2 = 0

ce qui donne :

f = 0

Donc :

M =0:

ce qui termine la démonstration.

Lemme 1.6 Soit jjj:jjj la norme dé�nie sur H1 (
) par :

jjjvjjj =
h
krvk2L2(
) + a kvk2L2(�1)

i 1
2
:

On suppose que mes (�0) = 0: Alors il existe une constante c � 0 telle que :

kvkH1(
) � c jjjvjjj (1.50)

Preuve. On raisonne par l�absurde ; il existe alors une suite (wn)n de fonction de V
telle que :

1

n
kwnkH1(
) � jjjwnjjj

Si on pose :

vn =
wn

kwnkH1(
)
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On obtient :

kvnkH1(
) = 1 (1.51)

et

jjjvnjjj <
1

n
(1.52)

D�une part on a d�après (1.51) , la suite (vn)n est bornée dans H
1 (
) et comme l�injection

H1 (
) ,! H1�s (
) est compacte, avec 0 < s < 1
2
; on peut alors extraire une suite notée

(vn)n qui converge dans H
1�s (
) vers v:

De la continuité de la trace on a :

vn0�1 �! v0�1 sur H1�s� 1
2 (�1) : (1.53)

Comme :

0 < s <
1

2
alors :

1

2
� s � 0

D�où :

H
1
2
�s (�1) ,! L2 (�1)

ce qui donne d�après (1.53) :

vn0�1 �! v0�1 dans L2 (�1)

et d�après (1.52) , l�unicité de la limite entraîne que :

v0�1 = 0

Donc :

v0� = 0

puisque mes (�0) = 0:

Comme l�injection canonique de H1 (
) dans L2 (
) est compact ; on peut donc extraire

de la suite (vn)n une sous suite (vn)n telle que :

vn �! v dans L2 (
)

de plus, la continuité de l�injection canonique de L2 (
) dans D0 (
) montre que :

vn �! v dans D0 (
) :

et d�après la continuité de la dérivation de D0 (
) dans D0 (
) on a :

rvn �! rv dans (D0 (
))
n
:
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En�n :

de (1.52) il vient :

rvn �! 0 dans
�
L2 (
)

�n
la continuité de l�injection :

L2 (
) ,! D0 (
)

montre que :

rvn �! 0 dans (D0 (
))
n
:

L�unicité de la limite entraîne que :

rv = 0 dans (D0 (
))
n
:

ce qui prouve que rv = 0 2 L2 (
) et v est une constante dans 
:
mais v0� = 0 alors :

v = 0 dans 
:

comme : 8><>:
vn �! v dans L2 (
) :

et

rnv �! rv dans (L2 (
))n :
avec :

v = 0

alors :

vn �! 0 dans H1 (
)

ce qui contredit (1.51) .

1.2.5 Rappels d�analyse fonctionnelle

Introduisons maintenant quelques espaces fonctionnels fondamentaux. Pour p donné

avec 1 � p � +1, on appelle Lp(
) l�espace des (classes de) fonctions mesurables sur 

que l�on munit de la norme :

kfkLp(
)
d�ef
= (

Z



jf(x)jp dx)1=p < +1 pour p < +1

kfkL1(
)
d�ef
= sup

x2

ess jf(x)j < +1 pour p = +1:
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C�est un espace de Banach pour la norme dé�nie ci-dessus. L�espace L2(
) est un espace

de Hilbert muni du produit scalaire :

(f; g)
d�ef
=

Z



f(x)g(x) dx:

On introduit maintenant des espaces de fonctions à valeurs dans un espace de Hilbert

séparable X:

Une fonction f : [0; T ]! X est dite étagée si elle est de la forme :

f(t) =

kX
i=1

vi�Ei(t)

où les vi sont des éléments de X en nombre �ni, les Ei forment une partition mesurable

(pour la mesure de Lebesgue de [0; T ] et �Ei désigne la fonction caractéristique de Ei. On

dit qu�une fonction f : [0; T ]! X est mesurable s�il existe une suite de fonctions étagées

fn telle que :

lim
n!+1

kfn � fkX = 0

presque partout dans [0; T ] :

Comme dans le cas scalaire, la relation d�égalité presque partout est une relation d�équival-

ence sur l�ensemble des fonctions mesurables sur [0; T ] à valeurs dans X et pour 1 � p �
+1, on appelle Lp(0; T ;X) l�espace des classes de fonctions mesurables de [0; T ] dans X
que l�on munit de la norme :

kfkLp(0;T ;X)
d�ef
= (

Z T

0

kf(t)kpX dt)1=p < +1 pour p < +1

kfkL1(0;T ;X)
d�ef
= sup

t2[0;T ]
ess kf(t)kX < +1 pour p = +1:

Convention. Dans ce travail, on supposera que 
 est un ouvert de Rn avec n � 1.

Notation 3 On note � le vecteur normal unitaire sur la frontière @
, dirigé vers l�extéri-
eur de 
:

Théorème 1.12 Soit 
 un ouvert borné connexe de Rn de frontière C1 par morceaux et
�0 une partie de sa frontière telle que mes(�0) > 0, alors la semi norme :

j:j1;
 =
nX
i=1





 @v@xi




2
0;


induit une norme sur V = fv 2 H1(
); v = 0 sur �0g équivalente à celle induite par la
norme k:kH1(
) :
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Théorème 1.13 Si v est une fonction de H1
0 (
); la fonction ev, prolongement de v par 0

dans Rn=
, appartient à H1(Rn):

Théorème 1.14 On désigne par b: la transformation de Fourier ; on a :
Hm(Rn) =

�
v 2 L2(Rn); (1 + j�j2)m=2bv 2 L2(Rn)	

et la norme :

kvkHm(Rn) =


(1 + j�j2)m2 bv



L2(Rn) :

Théorème 1.15 On note 
 =
�

0; 
1; ::::
n�1

�
l�application trace précédente et on pose :

Hm
0 (
) = Ker 


En identi�ant L2 (
) avec son dual, on montre que les injections suivantes :

D (
) ,! L2 (
) ,! H�m (
) ,! D0 (
)

sont continues et à images denses (H�m (
) étant le dual de Hm
0 (
)).

Les applications 
j ne sont pas surjectives sur L
2 (
:) On pose par dé�nition :


j (H
m (
)) =

m�1
�
j=0

Hm�j� 1
2 (�)

1.2.6 Rappels sur les opérateurs et les semi groupes

Opérateurs non bornés dans un espace de Banach X

Dans ce paragraphe, on suppose que X est un espace de Banach. Sa norme est notée

k:k :

Dé�nition 1.5 Un opérateur linéaire dans X est un couple (D;A) où D est un sous-

espace vectoriel de X et A : D ! X est une application linéaire. On dit que A est borné

si kAxk reste borné lorsque u 2 fx 2 D; kxk � 1g. Dans le cas contraire, il est dit non
borné

Dé�nition 1.6 Si (D;A) est un opérateur linéaire dans X, le graphe de A, est un espace
vectoriel dé�ni par :

G (A) = f(u; f) 2 X �X; u 2 D; f = Aug

On désignera dans la suite, le couple (D;A) par A (cf:[24])
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Dé�nition 1.7 Un opérateur (linéaire) A dans X est dit dissipatif si on a :

8u 2 D(A); 8� > 0; ku� �Auk � kuk :

A est dit m-dissipatif si A est dissipatif et pour tout � > 0; l�opérateur I��A est surjectif,
c�est à dire :

8f 2 X; 8� > 0; 9u 2 D(A); u� �Au = f:

Opérateurs non bornés dans un espace de Hilbert X

Dans ce paragraphe on suppose que X est un espace de Hilbert, muni du produit

scalaire h; i . Si A est un opérateur linéaire dans X de domaine dense, la formule :

G (A�) = f(v; ') 2 X �X; 8 (u; f) 2 G (A) ; ('; u) = (v; f)g

dé�nit un opérateur linéaire A� adjoint de A de domaine :

D (A�) = fv 2 X; 9 c <1; jhAu; vij � c kuk ; 8u 2 D (A)g

tel que

hA�v; ui = hv; Aui ; 8v 2 D (A�) , 8u 2 D (A)

Proposition 1.1 A est dissipatif dans X si et seulement si hAu; ui � 0; pour tout u 2
D(A):

Dé�nition 1.8 Soit A : D (A) �! X un opérateur linéaire non-borné. On dit que A est

monotone si A :

(Au; u) � 0 8u 2 D (A) :

Si de plus

8f 2 X; 9u 2 D (A)

tel que

u+ Au = f

alors il est maximal monotone.
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Semi groupe engendré par un opérateur m-dissipatif

Soit X un espace de Banach et A un opérateur m-dissipatif dans X, de domaine dense.

On désigne par L(:) l�espace des fonctions linéaires et continues et Cn (:; :) l�ensemble des

fonctions de classe n (n 2 N) :

Théorème 1.16 Il existe une unique famille à un paramètre T (t) 2 L(X) dé�nie pour

t � 0 et telle que :

1) T (t) 2 L(X) et kT (t)k � 1: 8t � 0:
2) T (0) = I:

3) T (t+ s) = T (t)T (s) ; 8s; t � 0:
4) Pour tout x 2 D(A):

u(t) = T (t)x est l�unique solution du problème :8><>:
u 2 C([0;+1) ; D(A)) \ C1([0;+1); X)

u0(t) = Au(t); 8t � 0
u(0) = x

en�n, pour tout x 2 D(A) et t � 0; on a T (t)Ax = AT (t)x:

Le résultat suivant précise le théorème.1.16 .

Proposition 1.2 Il existe des constante M � 0 et b telles que :

kT (t)k �Mebt

Systèmes dynamiques abstraits (cf:[7])

Dans tout ce paragraphe, (Z; d) désigne un espace métrique complet, (Z sera en

pratique l�un des sous-ensembles positivement invariants mentionnés ci-dessous).

Dé�nition 1.9 Un système dynamique sur Z est une famille fS(t)gt�0 d�applications sur
Z telle que :

(i) S(t) 2 C(Z;Z); 8t � 0:
(ii) S(0) = Idendit�e:

(iii) S(t+ s) = S(t)S(s); 8s; t � 0:
(iv) 8z 2 Z; la fonction S(t) z 2 C([0;+1) ; Z):

Dé�nition 1.10 pour tout z 2 Z, la courbe continue t �! S (t) z est appelée trajectoire

issue de z:
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Dé�nition 1.11 Soi z 2 Z L�ensemble :

! (z) = fy 2 Z, 9 tn �!1, S(tn)z �! y; lorsque n �!1g

est appelée ensemble ! � limite de z:

Théorème 1.17 On a :
! (z) = \

s�0
[
t�s
fS (t) zg :

Fonctions de Liapunov et principe d�invariance Soit (Z; d) un espace métrique

complet et fS(t)gt�0 un système dynamique sur Z:

Dé�nition 1.12 Une fonction � 2 C(Z;R) est dite fonction de Liapunov pour fS(t)gt�0
si

�(S(t)z) � �(z) 8z 2 Z et 8t � 0:

Remarque 1.4 Si � est une fonction de Liapunov pour fS(t)gt�0, alors pour tout z 2 Z
la fonction t! �(S(t):z) est décroissante (au sens large).

Théorème 1.18 (Principe d�invariance de la salle) (cf:[7], [15])
Soit � une fonction de liapunov pour fS(t)gt�0 et soit z 2 Z tel que [

t�0
fS(t):zg soit

relativement compact dans Z; alors

(i) c = lim
t!+1

�(S(t):z) existe.

(ii) �(y) = c, 8y 2 !(z):
En particulier, on a

8y 2 !(z) et 8t � 0, �(S(t):z) = �(y)

Théorème 1.19 (de Hille yosida) Soit A un opérateur maximal monotone dans un
espace de Hilbert H. Alors pour tout u0 2 D (A) il existe une fonction

u 2 C1 ([0;+1 [; H) \ C0 ([0;+1 [; D (A))

unique telle que (
du
dt
+ Au = 0 Dans [0;+1 [

u (0) = u0

De plus on a

ju (t)j � ju0j

et ����dudt (t)
���� = jAu (t)j � jAu0j
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Théorème 1.20 Etant donné ' 2 H 0; il existe f 2 H unique tel que

h'; vi = (f; v) 8v 2 H

De plus on a

jf j = k'kH0 :

1.2.7 Problème variationnel abstrait

Soit X un espace de Hilbert sur R; de norme k:k ; de dual X 0 et de norme duale k:k� :

8f 2 X 0 ; kfk� = sup
v2X; v 6=0

f(v)

kvk :

Soit a une forme bilinéaire sur X �X et ` un élément de X 0: On pose le problème :

Chercher u 2 X tel que:

8v 2 X ; a(u; v) = `(v): (1.54)

Lemme 1.7 (de Lax-Milgram) On suppose que a est continue surX�X etX-elliptique

; c�est-à-dire il existe une constante M � 0 et une constante � > 0 telles que :

8v 2 X ; 8u 2 X ; a(u; v) �M kvk kuk

8v 2 X ; a(v; v) = a(u; v) � � kvk2 :

Alors le problème (1.54) a une solution unique u et

kuk � 1

�
k`k�

c�est-à-dire l�application u! ` est un isomorphisme de X sur X 0:
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Chapitre 2

Stabilité forte

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on montre par une application du principe de la Salle, la stabilisation

forte du problème (PS) :

Ce chapitre comporte deux sections. Dans la premier section, on étudie l�existence et

l�unicité de la solution du problème (PS) :Dans la deuxieme section, on montre, en utilisant

le principe de la Salle (cf:[7],[15]) et le théorème de Holmgreen ([12], p,129, th.5.3.3), la

décroissance vers zéro de l�énergie de la solution de l�équation des ondes avec conditions

au bord de Ventcel stationnaires par un Feedback frontière linéaire.

On rappelle que le problème (PS) est dé�ni par :8>>>>>><>>>>>>:

u00 � �u = 0 dans 
� R
u = 0 sur �0 � R

@�u��Tu = �au� bu
0
sur �1 � R

u (0) = u0 2 


u
0
(0) = u1 2 


(PS)

avec u0 et u1 sont dans V :
et l�espace V est dé�ni par :

V =
�
v 2 H1 (
) ; v0�0 = 0; v0�1 2 H1 (�1)

	
et l�énergie de la fonction u est dé�nie par :

E (u; t) =
1

2

Z



�
jruj2 + ju0j2

�
dx+

1

2

Z
�1

�
jrTuj2 + a juj2

�
d�
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Proposition 2.1 L�expression noteé et dé�nie par :

kvkV =
�Z




jrvj2 dx+
Z
�1

�
jrTvj2 + a jvj2

�
d�

� 1
2

(2.1)

est une norme sur V :
Preuve. Soit v 2 V tel que kvkV = 0. Alors :

krvk2L2(
) + krTvk2L2(�1) + a kvk2L2(�1) = 0 =)

8><>:
krvk2L2(
) = 0 dans 


krTvk2L2(�1) = 0 sur �1
a kvk2L2(�1) = 0 sur �1

On distingue deux cas :

Si a = 0 : on a mes
�
�0
�
� 0. D�où

kvkV = 0 =) rv = 0 dans 


=) v est une constante.

comme v 2 V alors v0�0 = 0: Ce qui montre que v est nul sur une partie de la frontière.
Donc :

v = 0:

Si mes
�
�0
�
= 0 , alors a � 0: D�où

kvkV = 0 =)

8><>:
rv = 0 dans 


rTv = 0 sur �1
v0�1 = 0 sur �1

D�où :

v est une constante

et

v0�1 = 0

Donc v = 0. Ce qui montre que k:kV est une norme:

La formulation variationnelle de problème (PS) et :8><>:
(u00; v) + (u; v)V + b

R
�1
u0vd� = 0

u (0) = u0

u0 (0) = u1
(2.2)

avec

(u; v)V =

Z



rurvdx+
Z
�1

rTurTvd� + a

Z
�1

uvd�; 8v 2 V (2.3)
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En e¤et, soit v 2 V , on multiplie la première équation de (PS) par v et on applique
formellement la formule de green. On obtient :

0 =

Z



(u00 ��u) vdx

=

Z



u00vdx+

Z



rurvdx�
Z
�1

@�uvd�

Ce qui donne :

(u00; v) +

Z



rurvdx+
Z
�1

rTurTvd� + a

Z
�1

uvd� + b

Z
�1

u0vd� = 0 (2.4)

puisque @�u� �Tu = �au� bu0 sur �1:

On désigne par A : V �! V 0 l�opérateur linéaire, borné, dé�ni par :

hAu; viV 0;V = (u; v)V (2.5)

avec

(Au; v)V 0;V =
Z



rurvdx+
Z
�1

rTurTvd� + a

Z
�1

uvd� (2.6)

et par B : V �! V 0

(Bu; v)V0;V = b

Z
�1

uvd� (2.7)

(2.3) donc équivalente à :8><>:
u00 +Au+ Bu0 = 0 8u 2 V

u (0) = u0 2 V
u0 (0) = u1 2 V

(2.8)

2.1.1 Résultats préliminaires

On montre les résultats préliminaires suivants :

Lemme 2.1 L�opérateur B est continu de V dans V 0:

Preuve. Soit u 2 V ; v 2 V ; on a :���(Bu; v)V 0;V��� � b

Z
�1

juvj d�

� b kukL2(�1) kvkL2(�1)
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On distingue deux cas :

Si mes
�
�0
�
= 0; alors a � 0 ; comme

kvkV =
�
krvk2L2(
) + krTvk2L2(�1) + a kvk2L2(�1)

� 1
2

Alors ���(Bu; v)V 0;V��� � b

a

p
a kukL2(�1)

p
a kvkL2(�1)

� c kukV kvkV

avec c = b
a
:

Si a = 0; alors mes
�
�0
�
� 0 et on a :

kvkV =
�
krvk2L2(
) + krTvk2L2(�1)

� 1
2

D�où ���(Bu; v)V 0;V��� � b kukL2(�1) kvkL2(�1)
� b kukH1(
) kvkH1(
)

D�après le théorème 1.12 , il existe une constante c � 0 tel que :���(Bu; v)V 0;V��� � c kukV : kvkV

ce qui montre que Bu 2 V 0 et la continuité de l�application :

B : V 0 �! V

On dé�nit sur V � L2 (
) l�opérateur C de domaine :

D (C) =
�
U = (u; v) 2 V � V ; Au+ Bv 2 L2 (
)

	
par

C =

 
0 �I
A B

!
Si on pose U = (u (t) ; u0 (t))t, le problème (2.8) s�écrit(

U 0 + CU = 0 dans R
U (0) = (u (0) ; u0 (0))t

(2.9)
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Proposition 2.2 L�opérateur C est maximal monotone sur V � L2 (
) :

Preuve. .C est monotone.

Soit U = (u; v) 2 D (C) ; on a :

(CU;U)V �L2(
) = ((�v;Au+ Bv) ; (u; v))V�L2(
)
= (�v; u)V + (Au+ Bv; v)L2(
)
= (�v; u)V + (Au; v)V 0;V + (Bv; v)V 0;V :
= (Bv; v)V 0;V

puisque :

(Au; v) = (v; u)V
On obtient :

(CU;U)V�L2(
) =

Z
�1

b jvj2 d� � 0

car b � 0. Ce qui montre que l�opérateur C est monotone.

: (I + C) est surjectif de D (C) sur V � L2 (
) :

Soit W = (w1; w2) 2 V � L2 (
) : On pose U = (u; v). D�où :

(I + C)U = W () (u; v) + C (u; v) = (w1; w2)

() (u; v) + (�v;Au+ Bv) = (w1; w2)

Donc

(I + C)U = W ()
(

u� v = w1

v +Au+ Bv = w2
(2.10)

Ce qui donne en particulier :

v +A (v + w1) + Bv = w2

D�où

(I +A+ B) v +Aw1 = w2

Donc

(I +A+ B) v = w2 �Aw1

avec

w2 2 L2 (
) ; Aw1 2 V 0

donc

w2 �Aw1 2 V 0:
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Alors pour montrer que (I + C) est surjectif de D (C) sur V � L2 (
), il su¢ t de

montrer que (I +A+ B) est surjectif de V sur V 0.
On considère un élément f 2 V 0 et on cherche un élément v 2 V tel que :

((I +A+ B) v � f; z)V 0 V = 0; 8z 2 V

On pose :

: a (v; z) = ((I +A+ B) v; z)V 0 ;V :
: L (v) = b (f; v)V 0;V 8f 2 V :
on a :

: a (:; :) est bilinéaire.

: a (:; :) est continue sur V :
Soit u; v 2 V, on a :

ja (u; v)j =
���(u; v)V + (Au; v)V 0;V + (Bu; v)V 0;V���

�
Z



juvj dx+
Z



jrurvj dx+
Z
�1

jrTurTvj d� + a

Z
�1

juvj d� + b

Z
�1

juvj d�

� kukL2(
) kvkL2(
) + krTukL2(�1) krTvkL2(�1) + krukL2(
) krvkL2(
)
+a kukL2(�1) kvkL2(�1)

On distingue deux cas :

Si a = 0, alors mes
�
�0
�
� 0 et on a :

ja (u; v)j �
h
kuk2L2(
) + kruk

2
L2(
)

i 1
2
h
kvk2L2(
) + krvk

2
L2(
)

i 1
2
+

krTukL2(�1) krTvkL2(�1)
� kukH1(
) kvkH1(
) + krTukL2(�1) krTvkL2(�1)

D�après le théorème 1.12 , il vient :

ja (u; v)j � c kukV kvkV

D�où la continuité de a (:; :) :

Si mes
�
�0
�
= 0 alors a � 0 et on a :

ja (u; v)j � kukH1(
) kvkH1(
) + krTukL2(�1) krTvkL2(�1) + a kukL2(�1) kvkL2(�1)

D�après le lemme 1.6 , il existe une constante c � 0 tel que :

ja (u; v)j � c
�
kruk2L2(
) + a kuk2L2(�1)

� 1
2
�
krvk2L2(
) + a kvk2L2(�1)

� 1
2
+ kukV kvkV

� c0 kukV kvkV :
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D�où la continuité de la forme a (:; :) :

:a (:; :) est coercive. Soit v 2 V, on a :

a (v; v) = ((I +A+ B) v; v)V 0:V
= (v; v)V 0:V + (Av; v)V:V + (Bv; v)V 0:V
=

Z



jvj2 dx+
Z
�1

jrTvj2 d� +
Z



jrvj2 dx+ a

Z
�1

jvj2 d� + b

Z
�1

jvj2 d�

�
Z
�1

jrTvj2 d� +
Z



jrvj2 dx+ a

Z
�1

jvj2 d�

= kvk2V

:L (:) est linéaire.

:L (:) est continue. En e¤et :

Soit v 2 V et f 2 V 0, on a :

jL (v)j �
���hf; viV 0;V���

� kfkV 0 kvkV

D�où la continuité de L (:) :

On peut alors appliquer le lemme 1.7 de Lax Milgram qui assure l�existence et l�unicité

d�un élément v 2 V tel que :

(((I +A+ B) v; z))V 0;V = hf; viV 0;V 8z 2 V

De la première équation de (2.10) on a :

v = u� w1

comme u 2 V et w1 2 V alors u 2 V ce qui implique

U = (u; v) 2 V � V

En�n de la deuxième équation de (2.10) on a :

Au+Bv = w2 � v 2 L2 (
)

Car w2 2 L2 (
) et v 2 V. Et alors pour tout w = (w1; w2) 2 V � L2 (
), il existe

U = (u; v) 2 D (C) tel que :
(I + C)U = w

Donc l�opérateur (I + C) est surjectif.

Alors l�opérateur (I + C) est maximale monotone.
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Proposition 2.3 Soit H1 (�;
) = fv 2 H1 (
) ; �v 2 L2 (
)g ; muni de la norme :

kvkH1(�:
) =
�
kvk2H1(
) + k�vk

2
L2(
)

� 1
2

On peut dé�nir une application continue :

H1 (�:
) �! H� 1
2 (
)

v 7! (@�v0�)

Et pour tout élément w 2 H1 (
) et tout élément v 2 H1 (�:
) on a :

(@�v; w)H� 1
2 (
);H

1
2 (
)

=

Z



(w�v +rwrv) dx

Preuve. Soit w 2 D
�


�
l�espace des restriction à 
 des fonctions de D (Rn). D�après

le théorème 1.11 , pour tout ' 2 H
1
2 (�) ; il existe un relèvement v 2 H1 (
) telle que

' = v0� et :

kvkH1(
) � c k'k
H
1
2 (�)

On dé�nit ainsi un relèvement R par :

H
1
2 (�) �! H1 (
)

' 7! R' = v

avec :

(R')0� = '

Et soit Tw dé�ni par :

T! : H
1
2 (�) �! R
' 7! hTw; 'iH� 1

2 (�);H
1
2 (�)

=
R
�
@�wR'd�

où @� représente la dérivée normale.

Montrons d�abord que Tw 2 H� 1
2 (�) :

D�après la formule de Green on a :���hTw; 'iH� 1
2 (�);H

1
2 (�)

��� =

����Z
�

@�wR'd�

����
=

����Z



(rwrR'+�wR') dx
����
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D�où :���hTw; 'iH� 1
2 (�);H

1
2 (�)

��� � krwkL2(
) krR'kL2(
) + k�wkL2(
) kR'kL2(
)

�
�
kwkH1(
) + k�wkL2(
)

��
kR'kL2(
) + krR'kL2(
)

�
� c

�
kwkH1(
) + k�wkL2(
)

�
kR'kH1(
)

� c kwkH1(�;
) kR'kH1(
)

De la continuité de R, on obtient :���hTw; 'iH� 1
2 (�);H

1
2 (�)

��� � c0 kwkH1(�;
) k'kH 1
2 (�)

Ce qui prouve que

Tw 2 H� 1
2 (�)

et

kTwkH� 1
2 (�)

� c kwkH1(�;
)

donc l�application :

T : w 2 D
�


�
�! Tw 2 H� 1

2 (�)

est bornée surD
�


�
muni de la norme deH1 (�:
) ; elle peut donc être prolongée d�après

le lemme 1.4 par densité en une application linéaire continue de H1 (�:
) dans H� 1
2 (�) :

Proposition 2.4 Soit L2 (�:
) = fv 2 L2 (
) ; �v 2 L2 (
)g, muni de la norme :

kvkL2(�:
) =
�
kvk2L2(
) + k�vk

2
L2(
)

� 1
2

On peut dé�nir une application continue :

L2 (�:
) �! H� 1
2 (�)�H� 3

2 (�)

v 7! (v0�; (@�v)0�)

Et pour tout élément w 2 H2 (
) et pour tout élément v 2 L2 (�:
) on a :

(v; @�w)H� 1
2 (
);H

1
2 (
)

� (@�v; w)H� 3
2 (
);H

3
2 (
)

=

Z



(v�w + w�v) dx

Preuve. Soit w 2 D
�


�
, pour ' = ('1; '2) 2 H

3
2 (�)�H 1

2 (�), il existe un relèvement

v 2 H2 (
), telle que :

'1 = v0�, '2 = @�v0�
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et :

kvkH2(
) � c k'k
H
3
2 (�)�H

1
2 (�)

On dé�nit ainsi un relèvement R par :

H
3
2 (�)�H

1
2 (�) �! H2 (
)

' 7�! R' = v

où :

' = ('1; '2) = ((R')0� ; @� (R')0�)

Soit Tw = (T 1w; T
2
w) dé�ni par :

T! : H
3
2 (�)�H

1
2 (�) �! R

' 7!
hT 1w; '1iH� 3

2 (�);H
3
2 (�)

� hT 2w; '2iH� 1
2 (�);H

1
2 (�)

=R
�
((@�!)'1 � !'2) d�

Montrons que Tw 2 H� 3
2 (�)�H� 1

2 (�) :D�après la formule de Green on a :���
T 1w; '1�H� 3
2 (�);H

3
2 (�)

�


T 2w; '2

�
H� 1

2 (�);H
1
2 (�)

��� =

����Z



(�wv � w�v) dx

����
� k�wkL2(
) kvkL2(
) +

kwkL2(
) k�vkL2(
)
� c1 k�wkL2(
) kvkH2(
) +

c1 kwkL2(
) k�vkH2(
)

� c1

�
k�wkL2(
) + kwkL2(
)

�
kvkH2(
)

D�où :

jTw (')j � c kukL2(�;
) k'kH 3
2 (�)�H

1
2 (�)

Ce qui prouve que :

Tw 2 H� 3
2 (�)�H� 1

2 (�) :

et l�application :

w 2 D
�


�
�! Tw 2 H� 3

2 (�)�H� 1
2 (�) :

est bornée sur D
�


�
, muni de la norme de L2 (�;
) ; elle peut donc être prolongée

d�après le lemme 1.5 par densité en une application linéaire continue de L2 (�;
) dans

H� 3
2 (�)�H� 1

2 (�) :
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Proposition 2.5 Soit

Z =
�
v 2 V ; �v 2 L2 (
) ; @�v ��Tv 2 L2 (�1)

	
on a :

Z � H2 (
) \ V

et il existe une constante positive c telle que :

kvkH2(
) � c
�
kv ��vkL2(
) + k@�v ��TvkL2(�1)

�
, 8v 2 Z (2.11)

Preuve. On commence par établir l�inclusion :

Z � H2 (
) \ V

Soit v 2 Z � V ; la proposition (2.3) montre que :

@�v 2 H� 1
2 (�1)

comme :

@�v ��Tv 2 L2 (�1)

et :

L2 (�1) ,! H� 1
2 (�1)

alors :

�Tv 2 H� 1
2 (�1)

d�où :

�0 (v) 2 H
3
2 (�1)

et :

kvk
H
3
2 (�1)

� c kv ��TvkH� 1
2 (�1)

Car :
I ��T : H

3
2 (�1) �! H� 1

2 (�1)

v 7�! v ��Tv

est un isomorphisme.

De plus comme :

v0�1 2 H
3
2 (�1)

et :

v ��v 2 L2 (
)
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Alors :

v 2 H2 (
)

En e¤et ; étant donné f dans L2 (
) et g donné dans H
3
2 (�1), le problème :8><>:

u��u = f dans 


u = 0 sur �0

u = g sur �1

admet une solution unique u 2 H1 (
) avec :

kukH1(
) � c
h
kfkL2(
) + kgkH 1

2 (�1)

i
Les théorèmes classiques de régularité montrent que u 2 H2 (
) et :

kukH2(
) � c
h
kfkL2(
) + kgkH 3

2 (�1)

i
D�où :

kvkH2(
) � c
h
kv ��vkL2(
) + kv0�1kH 3

2 (�1)

i
(2.12)

En�n, on montre par l�absurde l�estimation (2.11) ; il existe alors une suite
�
wk
	
� Z;

telle que : ( 

wk


H2(
)

= 1; wk ��wk �! 0 dans L2 (
) ;

@�w
k ��Tw

k �! 0 dans L2 (�1)

En posant :

fk = wk ��wk et gk = @�w
k ��Tw

k:

On obtient :Z



fkvdx+

Z
�1

gkvd�1 =

Z



�
wkv +rvrwk

�
dx+

Z
�1

rTvrTw
k d�1 8v 2 V (2.13)

Comme : 

wk


H2(
)

= 1

La suite
�
wk
	
est bornée dans H2 (
) ; Alors wk converge vers w dans H2�s (
) forte

avec 0 < s < 1
2
.

Par passage à la limite dans (2.13) ; on obtient :Z



(wv +rvrw) dx+
Z
�1

rTwrTvd� = 0 8v 2 V (2.14)

puisque :

fk = wk ��wk converge vers 0 dans L2 (
) (2.15)
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et :

gk = @�w
k ��Tw

k converge vers 0 dans L2 (�1) (2.16)

Si on prend le cas où v = w 2 V dans (2.14) on obtient :

kwk2L2(
) + krwk
2
L2(
) + krTwk2L2(�1) = 0

Ce qui montre que :

wk �! 0 dans L2 (
) (2.17)

et :

wk �! 0 dans H1 (
) (2.18)

Ce qui donne d�après (2.15) et (2.17) :

�wk �! 0 dans L2 (
) (2.19)

Comme :

:wk 2 H1 (
)

:�wk 2 L2 (
)
Alors :

wk 2 H1 (�;
)

avec : 

wk

2
H1(�;
)

=


wk

2

H1(
)
+


�wk

2

L2(
)

de (2.17) et (2.19) ; il vient :

wk �! w = 0 dans H1 (�;
)

Cette dernière convergence assure d�après la proposition 2:3 la convergence de
�
@�w

k
0�1
�

vers zéro dans H� 1
2 (�), puisque l�application :

H1 (�;
) �! H� 1
2 (�)

v 7�! (@�v0�)

est continue.

D�après (2.16) on a :

@�w
k ��Tw

k �! 0 dans L2 (�1)

La continuité de l�injection :

L2 (�1) ,! H� 1
2 (�1)

montre que :

@�w
k ��Tw

k �! 0 dans H� 1
2 (�1) :
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Alors la convergence de
�
@�w

k
�
0�1
vers zéro dans H� 1

2 (�1), montre que �Tw
k convergence

vers zéro dans H� 1
2 (�1). D�où wk0�1convergence vers zéro dans H

3
2 (�1) :

car :

kvk
H
3
2 (�1)

� c
�
kv ��TvkH� 1

2 (�1)

�
, 8v 2 Z

En�n :

wk 2 H2 (
)

le fait que :

wk0�1 2 H
3
2 (�1)

et :

wk ��wk 2 L2 (
)

et comme :

wk0�1 �! 0 dans H
3
2 (�1)

et :

wk ��wk �! 0 dans L2 (
)

Alors de (2.12) ; il vient la convergence de wk vers zéro dans H2 (
) :

Ce qui contredit : 

wk

2
H2(
)

= 1

Proposition 2.6 Si v 2 Z alors v0� 2 H2 (�1) et on a :

kv0�kH2(�1)
� c

�
kv ��vkL2(
) + k@�v ��TvkL2(�1)

�
; 8v 2 Z

Preuve. Si v 2 Z, alors v 2 H2 (
) : D�où :

@�v 2 H
1
2 (�1)

Comme @�v ��Tv 2 L2 (�1) : Donc :

�Tv0�1 2 L2 (�1)

ce qui montre que :

v0�1 2 H2 (�1)

Comme l�application :
H2 (�1) �! L2 (�1)

v 7�! v ��Tv
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est un isomorphisme, alors :

kvkH2(�1)
� c kv ��TvkL2(�1)
� c

�
kv � @�vkL2(�1) + k@�v ��TvkL2(�1)

�
On conclut alors grâce à (2.11) .

2.2 La régularité

Proposition 2.7 on a :

D (C) =
�
(u1; u2) 2 V � V : �u1 2 L2 (
) ; @�u1 � �Tu1 + au1 + bu2 = 0, sur �1

	
Preuve. Soit U = (u1; u2) 2 D (C) ; on a :

(Au1 + Bu2; v)V 0;V = (Au1; v)V 0 + (Bu2; v)V

=

Z



ru1rvdx+
Z
�1

rTu1rTvd� + a

Z
�1

u1vd� +

b
R
�1
u2vd�; 8v 2 V

Si on prend v dans D (
) alors :

v0�1 = 0:

On obtient :

��u1 = Au1 + Bu2

D�où :

��u1 = Au1 + Bu2 2 L2 (
) :

ce qui montre que u1 2 H1 (�;
).

D�après la proposition 2.3 (@�u1)0�1 est dé�nie comme un élément de H
� 1
2 (�1) et pour

v 2 V on a :

(Au1 + Bu2; v)V 0;V = �
Z



v�u1dx+ (@�u1; v)H� 1
2 (�1);H

1
2 (�1)

� (�Tu1; v)H�1(�1);H1(�1)

+

Z
�1

(au1 + bu2) vd�

Comme :

��u1 = Au1 + Bu2

Alors :

@�u1 ��Tu1 + au1 + bu2 = 0 sur �1
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ce qui montre que :

(u1; u2) 2
�
(u1; u2) 2 V � V ; �u1 2 L2 (
) ; @�u1 ��Tu1 + au1 + bu2 = 0; sur �1

	
Réciproquement, soit (u1; u2) tel que :

� (u1; u2) 2 V � V :
��u1 2 L2 (
) :
�@�u1 ��Tu1 + au1 + bu2 = 0; sur �1:

Soit v 2 V, on a :

(Au1 + Bu2; v)V 0;V = (Au1; v)V 0 + (Bu2; v)V

=

Z



ru1rvdx� h�Tu1; vi+ a

Z
�1

u1vd� + b

Z
�1

u2vd�

comme u1 2 H1 (�;
) et d�après la proposition 2.3 ; (@�u1)0�1 est dé�nie comme un

élément de H� 1
2 (�1) et on a :

h@�u1; viH� 1
2 (�1);H

1
2 (�1)

=

Z



(v�u1 +ru1rv) dx

D�où :

hAu1 + Bu2; viV;0V = (@�u1; v)H� 1
2 (�1);H

1
2 (�1)

�
Z



v�u1dx�

h�Tu1; vi+
Z
�1

(au1 + bu2) vdx

= �
R


v�u1dx 8v 2 V :

Si on prend v 2 D (
) ; on obtient :

(Au1 + Bu2; v)D0(
);D(
) = �h�u1; vi 8v 2 D (
)

ce qui montre que :

Au1 + Bu2 = ��u1 2 L2 (
) :

et :

(u1; u2) 2
�
(u1; u2) 2 V � V ;Au1 + Bu2 2 L2 (
)

	

Proposition 2.8 D (C) est dense dans V � L2 (
) :
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Preuve. On introduit les ensembles D0 et D dé�nis par :

D0 =
�
(u1; u2) 2 V � V ; u1 2 H2 (
) ; @�u1 ��Tu1 + au1 + bu2 = 0, sur �1

	
et :

D =
�
(u1; u2) 2 V �H1

0 (
) ; u1 2 H2 (
) ; @�u1 ��Tu1 + au1 = 0; sur �1
	

On a D � D0: En e¤et Si (u1; u2) 2 D alors (u1; u2) 2 V �H1
0 (
) � V � V, u1 2 H2 (
)

et @�u1 ��Tu1 + au1 + b0 = 0 sur �1.

D�où :

u = (u1; u2) 2 D0

On montre maintenant que D est dense dans V � L2 (
) :

Soit (v1; v2) 2 V � L2 (
) tel que :

((v1; v2) ; (w1; w2))V�L2(
) = 0; 8 (w1; w2) 2 D

Ou encore :

(v1; w1)V + (v2; w2)L2(
) = 0; 8 (w1w2) 2 D

Si on prend w1 = 0, w2 2 H1
0 (
), alors (0; w2) 2 D, on obtient :

(v2; w2)L2(
) = 0 8w2 2 H1
0 (
)

Ce qui donne v2 = 0 (par densité de H1
0 (
) dans L

2 (
)), il reste (v1; w1)V = 0 pour tout

élément w1 de H2 (
) \ V qui véri�e :

@�w1 ��Tw1 + aw1 = 0 sur �1 (2.20)

(v1; w1)V = 0 s�écrit :Z



rv1rw1dx+
Z
�

(rTv1rTw1 + av1w1) d� = 0

En intégrant par parties dans 
 et sur �1 ; on obtient :Z



rv1rw1dx = �
Z



v1�w1dx+

Z
�1

(v1@�w1) d�

et : Z
�

rTv1rTw1d� = �h�Tw1; v1iH� 1
2 (�1);H

1
2 (�1)

Alors :

�
Z



v1�w1dx+ h@�w1 ��Tw1 + av1w1; v1iH� 1
2 (�1);H

1
2 (�1)

8w1 2 H2 (
) \ V
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D�après (2.20) on obtient : Z



v1�w1dx = 0

pour tout élément w1 de H2 (
) \ V qui véri�e (2.20) .
Montrer que v1 = 0; revient a montrer que l�application :

D �! L2 (
)

(w1; w2) 7�! �w1

est surjective ; pour cela on prend f 2 L2 (
) et on résout le problème :8><>:
��w1 = f dans 


w1 = 0 sur �0
@�w1 ��Tw1 + aw1 = 0 sur �1

(2.21)

Dont la formulation variationnelle est :Z



rw1rwdx+
Z
�1

(rTw1rTw + aw1w) d� = (f; w) 8w 2 V (2.22)

D�après le lemme 1.7 de Lax Milgram, ce problème admet une solution unique w1 2 V.
En e¤et : On pose :

. a (w1; w) =
R


rw1rwdx+

R
�1
(rTw1rTw + aw1w) d�

. L (v) =
R


fwdx

Comme :

. a (:; :) est bilinéaire.

. a (:; :) est continue sur V � V :
Soient w1; w 2 V :

ja (w1; w)j � krw1kL2(
) krwkL2(
) + krTw1kL2(
) krTwkL2(
) +
a kw1kL2(
) kwkL2(
)

� c kw1kV kwkV

. a (:; :) est coercive sur V � V.
Soit w 2 V, on a :

a (w;w) = krwk2L2(
) + krTwk2L2(
) + a kwk2L2(
)
= kwk2V

D�où la coercivité.

. L (:) est linéaire sur V :
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. L (:) est continue sur V : Soit w 2 V :
De plus d�après la proposition 2.5 ; w1 2 H2 (
) : En e¤et :

Comme : w1 2 V, �w1 = �f 2 L2 (
) et @�w1 ��Tw1 = �aw 2 L2 (
).
On obtient :

w1 2 Z

Alors d�après la proposition 2.6 :

w1 2 H2 (
) \ V

Donc :

w = (w1; w2) 2 D; 8w2 2 H1
0 (
)

Ce qui prouve la surjectivité de l�application :

D �! L2 (
)

w 7�! �w1

D�où :

v1 = 0

et D est dense dans V � L2 (
).

En�n on montre maintenant que D0 � D (C) :

Soit U = (u1; u2) 2 D0 ; on a :

(u1; u2) 2 V � V :

et :

�u1 2 L2 (
)

puisque u1 2 H2 (
) :

. @�u1 ��Tu1 + au1 + bu2 = 0 sur �1:

Ce qui montre d�après la proposition 2.6 que :

(u1; u2) 2 D (C)

Donc :

D0 � D (C)

et D (C) est dense dans V � L2 (
) ; ce qui termine la démonstration.
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Proposition 2.9 Le domaine D (C) est donné par :

D (C) =
�
U = (u1; u2) 2 V � V ; u1 2 H2 (
) ; @�u1 ��Tu1 + au1 + bu2 = 0; sur �1

	
et la norme jjj:jjjD(C) dé�nie sur D (C) par :

jjj(u1; u2)jjjD(C) =
�
ku1k2H2(
) + ku2k

2
V

� 1
2

est équivalente à la norme k:kD(C) dé�nie par :

jj(u1; u2)jjD(C) =
�
ku1k2V + ku2k

2
V + k�u1k

2
L2(
)

� 1
2

Preuve. Cela revient à montrer que D (C) est égal à l�espace D0 dé�ni dans la preuve

de la proposition 2.8 : On sait que D0 � D (C) ; il reste à montrer que D (C) � D0:

Soit U = (u1; u2) 2 D (C). Alors (u1; u2) 2 V � V et �u1 2 L2 (�1) : D�où :

u10�1 2 H
1 (�1)

et :

u20�1 2 H
1 (�1)

Donc :

u10�1 2 L
2 (�1)

et :

u20�1 2 L
2 (�1)

Comme :

@�u1 ��Tu1 = �au1 � bu2 sur �1:

Alors :

@�u1 ��Tu1 2 L2 (�1)

Ce qui montre d�après la proposition 2.5 :

u1 2 H2 (
)

et :

ku1kH2(
) � c
�
ku1 ��u1kL2(
) + kau1 + bu2kL2(�1)

�
(2.23)

Ce qui permet d�avoir l�équivalence des normes. En e¤et :

Soit (u1; u2) 2 D (C) ; il est clair que :�
ku1k2H2(
) + ku2k

2
V

� 1
2 � c

�
ku1k2V + k�u1k

2
L2(
) + ku2k

2
V

�
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De plus, d�après (2.23) , on a :

ku1kH2(
) � c
�
ku1 ��u1kL2(
) + kau1 + bu2kL2(�1)

�
� c

�
ku1kV + ku2kV + k�u1kL2(
)

�
Alors : �

ku1k2H2(
) + ku2k
2
V

� 1
2 � c

�
ku1k2V + ku2k

2
V + k�u1k

2
L2(
)

� 1
2
:

D�après les propositions 2.2 , 2.8 , 2.9 , on déduit le théorème suivant (cf:[2], [5], [13]).

Théorème 2.1 i) Pour (u0; u1) 2 V �L2 (
) ; le problème (PS) admet une unique solu-
tion u véri�ant :

u 2 C
�
R+;V

�
\ C1

�
R+;L2 (
)

�
et si u est la solution du problème (Ps) la fonction dé�nie par

t �! E (u; t)

est décroissante ; et véri�e

kE (u; :)kL1(R+) � E (u; 0)

ii)Si (u0; u1) 2 D (C), la solution u du problème (PS) véri�e :

(u; u 0; u 00) 2 L1
�
R+; H2 (
)� V � L2 (
)

�
de plus la fonction :

t �! ku 0 (t)k2V + k�u (t)k
2
L2(
)

est dé�nie p.p et est décroissante sur R+:
Preuve. i) soit (u0; u1) un élément de V �L2 (
). La théorie des semi groupes assure

l�existence et l�unicité de la solution :

U (t) = (u (t) ; u0 (t))

= T (t)U (0)

du problème :8><>:
U = (u; u0) 2 C (R+;V � L2 (
)) \ C (R+;D (C))

U 0 (t) = �CU (t) t � 0
U (0) = (u0; u1)
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où T (t) est le C0 semi groupe de contraction engendré par l�opérateur �C:
Dire que (u; u0) 2 C (R+;V � L2 (
)) revient à dire que :

u 2 C
�
R+;V

�
et u0 2 C

�
R+;L2 (
)

�
:

D�où :

u 2 C
�
R+;V

�
\ C

�
R+;L2 (
)

�
:

et :

kU (t)kV�L2(
) � kU (0)kV�L2(
)
avec

kU (t)kV�L2(
) = k(u (t) ; u0 (t))kV�L2(
)

=
h
ku (t)k2V + ku0 (t)k

2
L2(
)

i 1
2

=
1

2
E (u; t)

et

kU 0 (0)kV�L2(
) = k(u (0) ; u0 (0))kV�L2(
)

=
h
ku (0)k2V + ku0 (0)k

2
L2(
)

i 1
2

=
h

u0

2V + 

u1

2L2(
)i 12

=
1

2
E (u; 0)

Alors

E (u; t) � E (u; 0) 8t � 0

est décroissante et on particulier :

kE (u; :)kL1(
) � E (u; 0)

ii) Si (u0; u1) 2 D (C) ; le théorème 1.19 , de Hill Yosida assure l�existence et l�unicité
de la solution U (t) = (u (t) ; u0 (t)) du problème :8><>:

U = (u; u0) 2 C1 (R+;V �H) \ C0 (R+;D (C))
U 0 (t) = �CU (t) sur R+

U (0) = (u0; u1)

Donc

(u; u0; u00) 2 L1
�
R+;H2 (
)� V � L2 (
)

�
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et comme :

kU 0 (t)kV�L2(
) = k(u0 (t) ; u00 (t))kV�L2(
)

=
h
ku0 (t)k2V + k�u (t)k

2
L2(
)

i 1
2

et :

kU 0 (0)kV�L2(
) = k(u0 (0) ; u00 (0))kV�L2(
)
on a :

CU (t) = T (t)CU (0)

d�où :

kCU (t)kV�L2(
) � kCU (0)k

or :

CU (t) =

 
�u0 (t)

Au (t) + Bu0 (t)

!
comme :

Au (t) + Bu0 (t) = ��u (t)

puisque :

(u (t) ; u0 (t)) 2 D (C)

(voir la démonstration de la proposition (2.7) ).

on obtient :

ku0 (t)k2V + k�u (t)k
2
L2(
) � ku0 (0)k

2
V + k�u (0)k

2
L2(
)

Ce qui montre la décroissance de la fonction :

t �! ku0 (t)k2V + k�u (t)k
2
L2(
) 8t � 0

pour terminer la preuve, on doit faire appel aux lemmes suivants.

Lemme 2.2 L�ensemble f(u (t) ; u 0 (t)) ; t 2 R+g est borné dans (H2 (
) \ V) � V, où
u (:) est la solution du problème (PS) avec (u0; u1) 2 D (C) :

Preuve. D�après la proposition 2.9 , l�équivalence entre les deux normes k:kD(C) et
jjj:jjjD(C) donne :

ku (t)k2H2(
) + ku0 (t)k
2
V � c

h
ku (t)k2V + ku0 (t)k

2
V + k�u (t)k

2
L2(
)

i
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D�où :

ku (t)k2H2(
) + ku0 (t)k
2
V � c

h
ku (t)k2V + ku0 (t)k

2
L2(
) + ku0 (t)k

2
V + k�u (t)k

2
L2(
)

i
� c

�h
ku (t)k2V + ku0 (t)k

2
L2(
)

i
+
h
ku0 (t)k2V + k�u (t)k

2
L2(
)

i�
De plus la décroissance de l�énergie

ku (t)k2V + ku0 (t)k
2
L2(
) � ku0 (0)k

2
V + ku0 (0)k

2
L2(
)

et la décroissance de la fonction

t �! ku0 (t)k2V + k�u (t)k
2
L2(
)

montrent :

ku (t)k2H2(
) + ku0 (t)k
2
V � c

h
ku0 (0)k2V + ku0 (0)k

2
L2(
) + ku0 (0)k

2
V + k�u (0)k

2
L2(
)

i
Alors :

ku (t) ; u0 (t)k(H2(
)\V)�V � c0; 8t � 0:

la constante c0 dépend de (u0; u1) mais ne dépend pas du temps.

Lemme 2.3 L�injection (H2 (
) \ V)� V ,! V � L2 (
) est compact.

Preuve. Soit (vn)n = (v
1
n; v

2
n)n une suite bornée dans (H

2 (
) \ V)�V, en particulier
v1n est bornée dans H

2 (
) ; comme l�injection H2 (
) ,! H1 (
) est compacte on peut

alors extraire une sous suite
�
v1np
	
p2Nde fv

1
ngn tel que

�
v1np
	
p2Nconverge dans H

1 (
) :

Comme l�injection :

H2 (
) ,! H2�s (
) ,
�
0 � s � 1

2

�
est compact, on peut extraire une suite

�
v0np
	
p
de fv1ng qui converge dans H2�s (
), donc

dans H1 (
).

D�où
�
vnp0�1

	
converge dans H

3
2
�s (�1) donc dans H1 (�1) puisque s � 1

2
, d�où fvnpg

converge dans V :
On termine en remarquant que l�injection :

V ,! L2 (
)

est compacte
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2.3 Démonstration du premier théorème principal

On montre par un calcul classique, que l�énergie est décroissante et on :

E (S)� E (T ) =

Z T

0

Z
�1

b (u0)
2
d�dt ; 0 � S < T < +1

En e¤et : on multiplie y00 � �y = 0 par y0 et on intègre formellement par partie dans


� (S; T ). D�après la formule de Green on obtient :

1

2

Z



(y0)
2
dx

����T
S

�
Z T

S

Z
�

@�yy
0d�dt+

Z T

S

Z



ryry0dxdt = 0 (2.24)

De plus comme :

@�y = �Ty � ay � by0 sur�1:

et :

y0 = 0 sur�0(cary = 0 sur�0):

Alors :

1

2

 Z



�
(y0)

2
+ (ry)2

�
dx

����T
S

+

Z
�1

�
(rTy)

2 + a (y)2
�
d�

����T
S

!
+

Z T

S

Z
�1

b (y0)
2
d�dt = 0

D�après la dé�nition de l�énergie, on a :

E (T )� E (S) = �
Z T

S

Z
�1

b (y0)
2
d�dt � 0

car b � 0:
On peut prendre dans la suite (u0; u1) 2 D (C) puisqueD (C) est dense dans V�L2 (
)

et l�énergie est continue par rapport aux donnée initiales.

Pour montrer que l�énergie décroît vers zéro , d�après le Principe de La Salle, il su¢ t de

montrer que pour toute suite (tk) tendant vers +1 telle que
�
u (tk) ; u

0
(tk)
	
converge

dans V � L2 (
) vers (z0; z1) ; alors (z0; z1) = 0. En e¤et :

D�après la dé�nition 1.9 , la dé�nition 1.12 et la remarque 1.4 , l�énergie est une fonction

de Liapunov, puisque :

E (u (t)) � E (u (0)) ; 8t 2 R+

et d�après la proposition 2.9 l�ensemble
��
u (tk) ; u

0
(tk)
�
; t 2 R+

	
est précompact dans

V � L2 (
) ; on peut alors appliquer le théorème 1.18 (Principe d�invariance de la Salle)

qui assure l�existence de la limite c de l�énergie et on a :

c = E
�
z0
�
:
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Il reste à montrer que cette limite est nulle. En e¤et :

Soit (tk) une suite de nombres réels croissante vers +1 et telle que :

U (tk) =
�
u (tk) ; u

0
(tk)
�

converge dans V � L2 (
) vers un élément (z0; z1) :

On pose zk (t) = u (tk + t) ; où zk est la solution du problème (PS) avec la donnée de

Cauchy
�
u (tk) ; u

0
(tk)
�
; on a d�après i) du théorème 2.1 La suite

�
zk; z

0
k

�
est précompact

dans L1 (R+; V � L2 (
)). Soit alors une sous suite notée encore
�
zk; z

0
k

�
qui converge

dans L1 (R+;V � L2 (
)) vers un élément
�
z; z

0�
où z est la solution du problème (PS)

avec la donnée de Cauchy (z0; z1) : On montre que z = 0 dans 
� R+:
E (z; t) est constante : en e¤et :

E (z; t) = lim
k�!+1

E (zk; t)

= lim
k�!+1

E (u; tk + t)

= lim
s�!+1

E (u; s)

La dernière limite existe d�après le principe de la Salle ; on a alors :Z T

0

Z
�1

b
�
z
0
(t)
�2
d�dt = 0 ; 0 � S < T < +1

qui donne :

z
0
= 0 sur �1 � R+

puisque b � 0:
On pose w = z

0
; comme w = 0 sur �1; alors w est solution du problème :8>>><>>>:

w" ��w = 0 dans 
� R+

w = 0 sur �0 � R+

@�w = 0 sur �1 � R+

w = 0 sur �1 � R+

(2.25)

D�après le théorème de Homgren, (cf:[12], p.129,Th.5.3.3) w est nulle dans 
�R+. z est
alors une constante du temps. Donc z (t; x) = z (x) avec z0 solution du problème :8><>:

��z0 = 0 dans 


z0 = 0 sur �0

@�z
0 ��T z

0 + az0 = 0 sur �1

(2.26)

puisque : (
z" = 0 dans 


z0 = 0 sur �1
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On multiplie la première équation de (2.26) par z0 puis on intègre par partie sur 
 ; On

obtient : Z



��rz0��2 dx+ Z
�1

���rT z
0
��2 + a

��z0��2� d� = 0
D�où :

z0 = 0

Comme :

z0 (x) = z (x)

et :

z0 = 0

Alors :

(z; z0) = (0:0)

et :

lim
t�!+1

E (u; t) = 0

Ce qui termine la preuve.
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Chapitre 3

Stabilité exponentielle

3.1 Introduction

On s�intéresse dans ce chapitre à la méthode de stabilisation exponentielle, développée

par V. Komornik (cf:[14]) ; c�est une autre approche pour la stabilisation, proche de la

méthode d�unicité hilbertienne de J.L.lions (HUM). Cette approche est plus directe que le

schéma classique ; en e¤et au lieu de montrer la chaîne : Observabilité =) contrôlabilité

=) stabilisation

On montre uniquement : Observabilité =) stabilisation.

Nous avons organisé ce chapitre comme suit :

Dans la première section on montre que le problème (PV ) homogène (u1 = u2 = 0)

est bien posé dans H� V. Dans la deuxième section on donne un résultat de régularité
des solutions faibles. Dans la troisième section on donne le théorème d�unicité. Dans la

quatrième section on rappelle le résultat général de stabilisation développé dans [14] par

K. Komornik puis on montre le théorème 0.2 qui assure à partir d�un feedback frontière

un taux de décroissance arbitrairement grand de l�énergie pour l�équation des ondes avec

des conditions au bord de Ventcel stationnaires.

La nouveauté principale est que le taux de décroissance est aussi grand que l�on veut.

En outre on donnera une construction explicite du Feedback.

Signalons que F.Bourquin J.S Bri¤aut et M.collet ont développé un traitement numérique

des problèmes de stabilisation par la méthode de V. Komornik (cf:[4]) :

3.2 Existence des solutions

On suppose dans ce paragraphe que les hypothèses

(H1) : � = �0 [ �1
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(H3) : mes
�
�0
�
� 0

(H4) : il existe x0 2 R3 tel que �0 = fx 2 � ; (x� x0) :� (x) � 0g et �1 = fx 2 � ; (x� x0) :� (x) � 0g
(H5) : les rayons de courbures sont positifs, ce qui implique en particulier que :

tr (@m�) � 0 sur �1 .
sont véri�ées. On rappelle le problème (PV ) et les espaces dé�nis en introduction :8>>>>>><>>>>>>:

y00 ��y = 0 dans 
� R+
y = u1 sur �0 � R+

@�y ��Ty = u2 sur �1 � R+
y(0) = y0 dans 


y0(0) = y1 dans 


(PV )

.H = L2(
) muni de la norme k:kH dé�nie par :

kvkH = (
Z



jvj2 dx)1=2

et :

V =
�
v 2 H1(
); v=�0 = 0; v=�1 2 H1(�1)

	
muni de la norme k:kV dé�nie par :

kvkV = (
Z



jrvj2 dx+
Z
�1

jrTvj2 d�)1=2:

On considère le problème homogène (PH) associé au problème (PV ) :8>>>>>><>>>>>>:

y00 ��y = 0 dans 
� R+
y = 0 sur �0 � R+

@�y ��Ty = 0 sur �1 � R+
y(0) = y0 dans 


y0(0) = y1 dans 


(PH)

On dé�nit sur H l�opérateur non borné A =�� de domaine :

D(A) =
�
v 2 V ; �v 2 L2(
); @�v = �Tv sur �1

	
muni de la norme :

kvkD(A) = (k�vk
2
L2(
) + kvk

2
V)
1=2
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Alors le problème (PH) s�écrit :8>>><>>>:
y00 +Ay = 0 dans 
� R+

y = 0 sur �0 � R+

y (0) = y0 dans 


y0 (0) = y1 dans 


(3.1)

La formulation variationnelle du problème (PH) est :

(y; v)00
 +

Z



ryrvdx+
Z
�1

rTyrTvd� = 0 8v 2 V. (3.2)

Proposition 3.1 On a D(A) � V \H2(
) et la norme k:kD(A) est équivalente sur D(A)
à la norme induite par H2(
):

Preuve. On désigne par c une constante positive assez grande.
Soit v 2 D(A), d�après la proposition 2.3 @�v est dé�nie comme élément de H�1=2(�1)

et comme @�v = �Tv sur �1 � R1; il vient :

�Tv 2 H�1=2(�1)

D�où :

v0�1 2 H3=2(
):

Comme v 2 V, on obtient :
v 2 V \H2(
)

En�n, pour montrer l�équivalence entre les deux normes, il su¢ t seulement de montrer

l�existence d�une constante c � 0 telle que :

kvkH2(
) � c
h
kvkV + k�vkL2(
)

i
8v 2 D(A)

Pour cela, on va supposer que cette inégalité n�est pas vraie ; d�où il existe une suite�
vk
	
2 D(A) telle que :( 

vk



H2(
)
= 1 vk ! 0 dans V.

�vk ! 0 dans L2(
):

D�après la proposition 2.3 et le fait que vk 2 H1(�;
) (car vk 2 D(A)) ; il vient :

@�v
k ! 0 dans H�1=2(�1):

D�où :

�Tv
k ! 0 dans H�1=2(�1):
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car �Tv
k = @�v

k sur �1:

Ce qui montre que :

vk0�1 ! 0 sur H
3
2 (�1)

mais :

vk ��vk ! 0 dans L2 (
)

et : 

vk


H2(
)

� c
�

vk ��vk



L2(
)
+


vk0�1

H 3

2 (�1)

�
Alors :

vk ! 0 dans H2 (
)

Ce qui contredit l�égalité


vk



H2(
)
= 1:

La proposition suivante assure l�existence et l�unicité de la solution (cf:[13], [19]).

Proposition 3.2 i) Si (y0; y1) 2 V �H le problème (PH) admet une solution faible

unique

y 2 C0(R+;V) \ C1(R+;H)

et pour tout T > 0; on a :

kyk2L1(0;T ; V) + ky0k
2
L1(0;T ; H) � CT (



y0

2V + 

y1

2H)
ii) Si (y0; y1) 2 D(A)� V alors la solution y du problème est dans

y 2 C0(R+; D(A)) \ C1(R+;V)

et pour tout T > 0 il existe une constante positive C1T telle que

kyk2L1(0;T ; D(A)) + ky0k
2
L1(0;T ; V) � C1T (



y0

2D(A) + 

y1

2V)
L�énergie E(y; t) associée à la solution y du problème (PH) dé�nie par :

E(y; t) =
1

2

Z



(jryj2 + jy0j2)dx+ 1
2

Z
�1

jrTyj2 d�

est une constante qui sera notée E0:

Preuve. Si (y0; y1) 2 V �H; la théorie des semi groupe assure l�existence et l�unicité
de la solution faible :

Y = (y; y0) 2 C
�
R+;V � L2 (
)

�
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du problème : (
y0 (t) = �Ay (t) t � 0
y (0) = (y0; y1)

Dire que (y; y0) 2 C (R+;V � L2 (
)) revient à dire que :

y 2 C
�
R+;V

�
et y0 2 C

�
R+;L2 (
)

�
:

D�où :

y 2 C0
�
R+;V

�
\ C1

�
R+;L2 (
)

�
:

et le fait que la solution y est donnée par Y (t) = T (t)Y (0), où T (t) est le C0 semi

groupe de contractante engendré par (�A), il vient :

kT (t)k � 1

Donc :

kY (t)kH � kY (0)kH 8t � 0

Alors pour tout T > 0, on a :

kyk2L1(0;T ;V) + ky0k
2
L1(0;T ;H) �



y0

2V + 

y1

2H
La démonstration de ii) de la proposition fait appel au théorème 1.19 de Hill-Yosida.

Commençant d�abord par écrire l�équation y00��y = 0 sous forme d�un système de deux
équations du 1er ordre : (

y0 � z = 0 dans 


z0 ��y = 0 dans 

(3.3)

On pose :

Y =

 
y

z

!
Le système (3.3) s�écrit :

Y 0 + AY = 0

avec :

AY =

 
0 �I
�� 0

!
Y =

 
0 �I
�� 0

! 
y

z

!
=

 
�z
��y

!
(3.4)

On considère l�opérateur non borné :

A : D(A) � H ! H
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dé�ni par :

(3.4) avec D(A) = D(A)� V � V \H2 (
)� V

H = V �H

D (A) =
n
v 2 V ; �v 2 L2(
); @�v = �Tv. sur �1

o
et :

V =
�
v 2 H1(
); v=�0 = 0; v=�1 2 H1(�1)

	
Véri�ons que A est maximal monotone dans H:

. A est monotone.
En e¤et : si on prend Y =

 
y

z

!
2 D(A); on obtient :

(AY; Y )H = (A(y; z); (y; z))V�H = ((�z;��y); (y; z))V�H = (�z; y)V + (��y; z)H

=

Z



�rz ry dx+
Z
�1

�rT z ry d� +
Z



��y z dx

D�après la formule de Green et le fait que @�y = �Ty sur �1, il vient :

(AY; Y )H =

Z



�rzry �
Z
�1

rT zrTyd� +

Z



ryrzdx+
Z
�1

rTyrT zd�

D�où :

(AY; Y )H = 0

Ce qui montre que A est monotone.

. A est maximal monotone, il su¢ t de prouver que :
A+ I : D (A) �! H

est surjectif.

Soit F = (f; g) 2 H, montrer que A+ I est surjectif revient à résoudre l�équation :

AY + Y = F

c�est-à-dire le système :
�z + y = f dans 


��y + z = g dans 

(3.5)
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avec y 2 D (A) et z 2 V. On déduit de (3.5) que :

��y + y = f + g (3.6)

multipliant par la suite (3.6) par z 2 V ; puis en intégrant formellement par partie sur 

; on obtient :

�
Z



(�y:z + yz)dx =

Z



(f + g)z dx

De la formule de Green et de l�égalité :

�Tv
k = @�v

k sur �1

il vient : Z



ry:rzdx+
Z
�1

rTy:rT zdx+

Z



yzdx =

Z



(f + g)zdx8z 2 V

on pose :

a(y; z) =

Z



ryrzdx+
Z
�1

rTyrT zdx+

Z



yzdx

et :

L(z) =

Z



(f + g)zdx:

La bilinéarité, continuité, coercivité de a(:; :) et la continuité de L(:)

(resp linéarité de L (:)) montrent d�après le théorème 1.7 de Lax Milgram l�existence et

l�unicité de la solution y 2 V.
De plus, d�après la deuxième équation de (3.5) ; on a :

�y 2 L2(
)

Comme :

@�y = �Ty sur �1

ce qui montre que :

y 2 D (A)

Donc :

(y; z) 2 D( (A)� V = D (A)

Alors l�opérateur A est maximal monotone.

Le théorème 1.19 de Hill Yosida assure pour tout (y0; y1) 2 D(A) = D(A) � V
l�existence et l�unicité de la solution Y = (y; z) 2 C1(R+;V) \ C0(R+;D(A)) telle que :(

Y 0 (t) + AY (t) = 0 sur R+

Y (0) = (y0; y1)
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avec z = y0:

De plus on a :

ky (t)kD(A) � ky (0)kD(A) 8t � 0

ce qui donne :

ky (t)kD(A) + ky0 (t)kV � ky0kD(A) + ky1kV 8t � 0

pour tout T > 0 on a :

kyk2L1(0;T ;D(A)) + ky0k
2
L1(0;T ;V) � (



y0

2D(A) + 

y1

2V)
Par la suite, on prend (y0; y1) 2 D (A), on multiplie l�équation y00 ��y = 0 par y0 et

on intègre formellement par partie dans 
� (S; T ) : On obtient :

0 =

Z T

S

Z



(y00y0 ��yy0) dxdt

ce qui donne :

1

2

d

dt

Z



(y0)
2
dx�

Z T

S

Z
�

@�yy
0d�dt+

Z T

S

Z



ryry0dxdt = 0: (3.7)

cela d�après la formule de Green.

De plus comme :

y = 0 sur �0;

c�est-à-dire :

y0 = 0 sur �0

et :

@�y = �Ty sur �1:

(3.7) , s�écrit :
1

2

d

dt

�Z



�
(y0)

2
+ jrTyj2

�
dx+

Z
�1

jrTyj2 d�
�
= 0:

On pose:

E (t; y) =
1

2

�Z



�
(y0)

2
+ (ry)2

�
dx+

Z
�1

jrTyj2 d�
�

qui représente la dé�nition de l�énergie.

Ce qui montre que E (:) est une constante par rapport au temps t.

Par un argument de densité, on montre que E (:) est une constante par rapport au

temps t pour (y0; y1) 2 H = V �H.
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3.3 Une identité

Lemme 3.1 La dérivée du tenseur métrique dual g�� est donnée par :

g��;� =
@g��

@��
= �(����g�� + ����g��)

où ���� désigne le symbole de Cristo¤el.

Preuve. La dérivée de :
g��g�
 = ��


est donnée par :

g��;� g�
 = �g��g�
;�

où g�� est le tenseur métrique dual et ��
 est le symbole de Kronecker.

D�après 1.1 , il vient :

g��;� g�
 = �g��
�
g�
�

�
�� + g���

�
�


�
D�où :

g��;� g�
g

� = �g��g�
����g
� � g��g���

�
�
g


�

= �g��������� � ����
�
�
g


�

Si � = �, on a :

g������
�
�� = g������

= ����g
��

Et si � = � on a :

����
�
�
g


� = ���
g

�

= ����g
��

De (1.19) , on obtient :

g��;� = �
h
����g

�� + ����g
��
i
:

Lemme 3.2 étant donné f un champ scalaire de classe C2 dé�ni sur �, on a :

�@m(@mf) = �@m(@mf)

où � désigne la projection sur le plan tangent et la barre désigne le transposé d�un vecteur.
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Preuve. On a :
@mf = f;�a

�

D�où :

@mf = g��f;�a�

Donc :

@m
�
g��f;�a�

�
=

�
g��f;�a�

�
;�
a�

= g��;� f;�a�a
� + g��f;��a�a

� + g��f;�a�;�a
�

Alors :

�@m(@mf) = g��;� f;�a�a
� + g��f;��a�a

� + g��f;��a�:�a
�

D�après le lemme 3.1 et le fait que �a�:� = �
�
��a� ; il vient :

�(@m(@mf)) = �(����g�� + ����g��)f;�a�a� + g��f;��a�a
� + g��f;��

�
��a�

= �����g��f;�a�a� � ����g��f;�a�a� + g��f;��a�a
� + g��f;��

�
��a�a

�

= �����g��f;�a� � ����g��f;�a�a� + g��f;��
�
��a�a

� + g��f;��a�a
�

= (g��f;�� � ����g��f;�)a�a�

En�n :

�@m(@mf) = (g��f;�� � ����g��f;�)a�a�

= (g��f;�� � ����g��f;�)g��a�g��a�
= (g��f;��g��g

�� � ����g��f�g��g��)a�a�

= (g��f;�� � ���:�g��f;�)a�a�

ce qui termine la démonstration.

Lemme 3.3 Si uT et vT sont deux champs vectoriels tangents de classe C1 dé�nis sur �
on a :

@m (uTvT ) = uT (@mvT ) + vT� (@muT )

Preuve. Par dé�nition on a :

@m (uTvT ) = @m (uT :vT )

= uT :@mvT + vT :@muT

= uT :�@mvT + vT :�@muT

car uT 2 Tm (�) et vT 2 Tm (�) : Alors :

@m (uTvT ) = uT (@mvT ) + vT� (@muT )
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Lemme 3.4 Soient f un champ scalaire de classe C2 et qT un champ tangent de classe
C1 dé�ni sur � ; alors

rTf rT (rTf qT ) = rTf(�@mqT )rTf +
1

2
@m(jrTf j2)qT

où rT est le gradient tangentiel.

Preuve. On a :

rTf rT (rTf qT ) = (@mf)(@m((@mf)qT ))

= @m((@mf)qT )@mf

D�après le lemme 3.3 , il vient :

@m((@mf)qT )(@mf) = (@mf)(�@mqT ) + qT
�
�@m

�
@mf

��
= (@mf)(�@mqT ) +

�
�@m

�
@mf

��
qT

d�où :

rTf rT (rTf qT ) = @m ((@mf)qT )
�
@mf

�
+ (@mf)

�
�@m

�
@mf

�
qT
� �
@mf

�
= (@mf)(�@mqT ) + (@mf)

�
�@m

�
@mf

�
qT
�

d�après le lemme 3.2 , on a :

(�@m(@mf) = (�@m(@mf)

donc :

rTf rT (rTf qT ) = (@mf) (�@mqT )
�
@mf

�
+ (@mf)

�
�@m

�
@mf

�
qT
�

En�n d�après le lemme 3.3 , on obtient :

@m(jrTf j2) = @m(@mf@mf)

= 2 (@mf)
�
�@m

�
@mf

��
rTf rT (rTf qT ) =

Alors :

rTf rT (rTf qT ) = @mf(�@mqT )(@mf) +
1

2
@m(jrTf j2)qT

= rTf (�@mqT )rTf +
1

2
@m(jrTf j2)qT

Ce qui termine la démonstration.
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Lemme 3.5 Pour tout champ de vecteur scalaire � dé�ni sur � et tout champ tangent
vT supposés réguliers on a :

(@m�)vT = tr(vT@m�) et divTvT = tr(�@mvT )

Preuve. Si vT = v�a� = v1a1 + v2a2; on a:

a�(vT@m�)a� = a1(vT@m�)a1 + a2(vT@m�)a2

On calcule d�abord vT@m� :

@m�vT =

�
@�

@��
a�
�
(v�a�) � = 1; 2 ; � = 1; 2

=

�
@�

@�1
a1 +

@�

@�2
a2
��

v1a1 + v2a2
�

=
@�

@�1
v1 +

@�

@�2
v2

d�où :

a�(vT@m�)a� =
�
v1a1 + v2a2

�� @�

@�1
a1 +

@�

@�2
a2
�

= v1
@�

@�1
+ v2

@�

@�2

= v�@��

mais :

tr(vT@m�) = v1
@�

@�1
+ v2

@�

@�2

= v�@��:

ce qui montre que :

tr(vT@m�) = a�(vT@m�)a
�

= v�@��:

de plus :

(@m�)vT = (@��)a
�(v�a�)

=

�
@�

@�1
a1 +

@�

@�2
a2
��

v1a1 + v2a2
�

=
@�

@�1
v1 +

@�

@�2
v2

= (@��)v
�
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Alors :

tr(vT@m�) = (@m�)vT

ce qui montre la première relation. Soit  2 D(�) un champ scalaire ; d�après (1.28) on
a : Z

�

 divTvT d� = �
Z
�

(@m )vT d�

de la première relation, on a :Z
�

 divTvT d� = �
Z
�

tr(vT@m ) d�

comme :

@m( vT ) = vT@m +  (@mvT )

ce qui donne par projection :

�@m( vT ) = vT@m +  (�@mvT );

et puisque vt 2 Tm (�) et 	 est un champ scalaire ce qui permet d�écrire :Z
�

 divTvTd� = �
Z
�

tr(�@m( vT ))d� +

Z
�

 divTvTd� (3.8)

Si �T est un champ régulier d�endomorphisme du plan tangent à � et vT un champ tangent

régulier ; (1.29) donne :Z
�

divT �TvTd� = �
Z
�

tr(�T�@m(vT ))d�

en particulier si on prend �T = i2, où i2 est l�identité du plan tangent, il vient :Z
�

divT i2vTd� =

Z
�

tr(�@m (vT ))d�

Donc (3.8) s�écrit :Z
�

 divTvTd� =

Z
�

 divT i2vTd� +

Z
�

 tr(�@m (vT ))d�

Pour montrer que divTvT = tr(�@mvT ) pour tout champ tangent vT , il su¢ t de montrer

que : Z
�

divT i2vT = 0

pour cela on calcule : Z
�

divT i2wT
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pour tout wT 2 D(�; T (�)) l�espace des champs tangents de classe C1 sur �: En e¤et :Z
�

divT i2wT = �
Z
�

tr(�:(@mwT ))d� = �
Z
�

divTwTd�

D�après le théorème 1.1 : Z
�

divTwTd� = 0

D�où divT i2 = 0:

ce qui termine la démonstration.

Lemme 3.6 Soit x0 2 R3, on pose q = x� x0 = qT + q��: On a :8><>:
�@mqT + q�@m� = i2

@mq� = qT@m�

divT qT = 2� q�tr(@m�)

(3.9)

où i2 est l�identité du plan tangent.

Preuve. D�après (1.45) et le fait que q0� = qT + q�� ; on a :

@Mq0� = �:@mqT :� + q�@m�:� + @�qT :� � �:qT :@m�:� + �:@mq� :�

+@�q���

D�où :

rq0� = @Mq0� = �:@mqT :� + q�@m�:� + �:@�qT � � (@m�) qT :� + @mq� :�

+@�q�

soit w = wT +w� un champ de vecteurs, dé�ni sur �: On calcule wrq0�w où w représente
le transposé de w ; on obtient :

wrq0�w = wT
�
�@mqT + q�@m�

�
wT + wT

�
@mq� � (@m�) qT

�
w� + w�@�qTwT +

w�@�qTwT + w�@�q�wT

ce qui donne :

rq0� =
 
�@mqT + q�@m� @mq� � (@m�) qT

@�qT @�q�

!
de plus, comme :

rq = i3

=

0B@ 1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CA
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où i3 est l�identité de R3, on obtient :(
�@mqT + q�@m� = i2

@mq� � (@m�) qT = 0

Ce qui permit d�écrire par transposition :(
�@mqT + q�@m� = i2

@mq� � (@m�) qT = 0
Comme l�opérateur de courbure est symétrique, on obtient :

�@mqT + q�@m� = i2

et :

@mq� = qT@m�

Pour la troisième relation, on utilise d�abord la première relation de (3.9) , qui montre

que :

�@mqT = i2 � q�@m�

Et d�après le lemme 3.5 , il vient :

divtqT = tr(�@mqT )

= tr (i2)� tr (q�@m�)

= 2� q�tr (@m�)

Proposition 3.3 Etant donné q élément de W 1;1(
; R3); on pose :

q=� = qT + q��:

Alors pour tout (y0; y1) 2 D(A) � V ; la solution y du problème (PH ) véri�e la relation
suivante :

Z



y0(q:ry)dx

������
T

0

+
1

2

TZ
0

Z



divq(jy0j2 � jryj2)dxdt (3.10)

�1
2

TZ
0

Z
�0

q�(@�y)
2d�dt+

TZ
0

Z



ry:rq:rydxdt� 1
2

TZ
0

Z
�1

divT qT jrTyj2 d�dt

+
1

2

TZ
0

Z
�1

q�(jrTyj2 � j@�yj2 � jy0j2)d�dt+
TZ
0

Z
�1

rTy(�@mqT )rTyd�dt

= 0
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Preuve. On multiplie la première équation de (PH) par q:ry puis on intègre sur

� (0; T ) ; la deuxième équation par qT :rTy puis on intègre sur �1 � (0; T ) ; la somme
donne :
TZ
0

Z



y00(q:ry)dxdt�
TZ
0

Z



�y(q:ry)dxdt+
TZ
0

Z
�1

(@�y ��Ty):(qT :rTy)d�dt = 0 (3.11)

Comme :

TZ
0

Z



y00(q:ry)dxdt =

Z



y0(q:ry)dx

������
T

0

�
TZ
0

Z



y0(q:ry)0dxdt (3.12)

=

Z



y0(q:ry)dxdt

������
T

0

� 1
2

TZ
0

Z



q:r(y0)2dxdt

De la formule : Z



q:rydx =
Z
�

q:�yd��
Z



divqydx (3.13)

(2.9) s�écrit :

TZ
0

Z



y00(q:ry)dxdt =

Z



y0(q:ry)dx

������
T

0

� 1
2

TZ
0

Z
�

q:�
���y0���2 d�dt+

1

2

TZ
0

Z



divq jy0j2 dxdt:

et d�après la formule de Green il vient :

TZ
0

Z



�y(q:ry)dxdt =

TZ
0

Z
�

@�y(q:ry)d�dt�
TZ
0

Z



ry:r(q:ry) dxdt

=

TZ
0

Z
�

@�y(q:ry)d�dt�
TZ
0

Z



ry:rq:rydxdt�

TZ
0

Z



ry:q:r(ry)dxdt

Appliquons de nouveau (3.13) ; on obtient :Z



ry:q:r(ry)dx = 1

2

Z



q:r(ry)2dx = �1
2

Z



divq: jryj2 dx+ 1
2

Z
�

q:� jryj2 d�
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d�où :

TZ
0

Z



�y(q:ry)dxdt =

TZ
0

Z
�

@�y(q:ry)d�dt�
TZ
0

Z



ry:rq:ry dxdt (3.14)

+
1

2

TZ
0

Z



div q: jryj2 dxdt� 1
2

TZ
0

Z
�

q:� jryj2 d�dt

alors :

TZ
0

Z



(y00 ��y)(q:ry)dxdt =

Z



y0(q:ry)dx

������
T

0

+
1

2

TZ
0

Z



divq(jy0j2 � jryj2)dxdt (3.15)

+

TZ
0

Z



ry:rq:rydxdt+ 1
2

TZ
0

Z
�

q�(jryj2 � jy0j2)d�dt

�
TZ
0

Z
�

@�y(q:ry)d�dt = 0

D�après lemme 3.4 , il vient :

TZ
0

Z
�1

�Ty(qT :rTy)d�dt = �
TZ
0

Z
�1

rTy:rT (qT :rTy)d�dt

= �
TZ
0

Z
�1

rTy(�@mqT ):rTyd�dt�

1

2

TZ
0

Z
�1

@m(jrTyj2)qT d�dt

= �
TZ
0

Z
�1

rTy�@mqTrTyd�dt+

1

2

TZ
0

Z
�1

divT qT jrTyj2 d�dt:
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Donc :

TZ
0

Z
�1

(@�y ��Ty)(qT :rTy) d�dt = �1
2

TZ
0

Z
�1

divT qT jrTyj2 d�dt (3.16)

+

TZ
0

Z
�1

rTy�@mqTrTyd�dt

+

TZ
0

Z
�1

@�y1(qT :rTy)d�dt = 0

La somme de (3.15) et (3.16) donne :

Z



y0(q:ry)dx

������
T

0

+
1

2

TZ
0

Z



divq(jy0j2 � jryj2)dxdt�
TZ
0

Z
�

@�y(q:ry)d�dt (3.17)

+

TZ
0

Z
�1

@�y(qT :rTy)d�dt+

TZ
0

Z



ry:rq:rydxdt� 1
2

TZ
0

Z
�1

divT qT jrTyj2 d�dt

+
1

2

TZ
0

Z
�

q�(jryj2 � jy0j2)d�dt+
TZ
0

Z
�1

rTy�@mqTrTyd�dt

= 0

Sur �0 on a :

qry = q�(@�y)

D�où : Z
�0

(
1

2
q� jryj2 � (@�y)(qry))d� = �

1

2

Z
�0

q�(@�y)
2d�

car y = 0 sur �0, donc y0 = 0 sur �0:

Sur �1 on a :

jryj2 = jrTyj2 + (@�y)2

et :

(@�y)(q:ry) = (@�y)(qT :rTy) + q�(@�y)
2 + q�(@�y)

2

d�où : Z
�1

(
1

2
q� jryj2 � (@�y)(qry) + (@�y)(qT :rTy)) d� =

1

2

Z
�1

jrTyj2 � (@�y)2d�
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alors :

Z



y0(q:ry)dx

������
T

0

+
1

2

TZ
0

Z



div q(jy0j2 � jryj2) dxdt+
TZ
0

Z



ry:rq:ry dxdt

�1
2

TZ
0

Z
�1

divT qT jrTyj2 d�dt�
1

2

TZ
0

Z
�1

q� jy0j2 d�dt�
1

2

Z
�0

q�(@�y)
2d�

+

TZ
0

Z
�1

rTy(�@mqT ):rTy d�dt+
1

2

Z
�1

q�(jrTyj2 � (@�y)2)d�

En�n :

Z



y0(q:ry)dx

������
T

0

+
1

2

TZ
0

Z



divq(jy0j2 � jryj2)dxdt� 1
2

TZ
0

Z
�0

q�(@�y)
2d�dt

+

TZ
0

Z



ry:rq:ry dxdt� 1
2

TZ
0

Z
�1

divT qT jrTyj2 d�dt

+
1

2

TZ
0

Z
�1

q�(jrTyj2 � (@�y)2 � jy0j2)d�dt+
TZ
0

Z
�1

rTy(�@mqT ):rTyd�dt

= 0

3.4 Régularité des solutions faibles

Théorème 3.1 Soit (y0; y1) 2 V � H: Si y est La solution du problème (PH), alors
@�y 2 L2loc(R

+; L2(�)) et il existe une constante c > 0 indépendant de (y0; y1) et T > 0

telle que :

TZ
0

Z
�

(@�y)
2d�dt � c(T + 1)E0 (3.18)
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Preuve. On commence par prendre (y0; y1) 2 D(A) � V : On considère un champ
q 2 W 1;+1(
;R3) tel que q=� = � (cf:[20]) La relation (3.10) s�écrit :

Z



y0(q:ry)dx

������
T

0

+
1

2

TZ
0

Z



divq(jy0j2 � jryj2) dxdt� 1
2

TZ
0

Z
�0

(@�y)
2d�dt

+

TZ
0

Z



ry:rq:ry dxdt+ 1
2

TZ
0

Z
�1

(jrTyj2 � (@�y)2 � jy0j2) d�dt

= 0

D�où :

1

2

TZ
0

Z
�

(@�y)
2d�dt =

Z



y0(q:ry)dx

������
T

0

+
1

2

TZ
0

Z



divq(jy0j2 � jryj2)dxdt

+

TZ
0

Z



ry:rq:rydxdt+ 1
2

TZ
0

Z
�1

(jrTyj2 � jy0j2)d�dt:

Donc :

1

2

TZ
0

Z
�

(@�y)
2d�dt �

Z



(y0)2dx+

Z



(qry)2dx

������
T

0

+
1

2

TZ
0

Z



divq(jy0j2 � jryj2)dxdt

+

TZ
0

Z



ry:rq:ry dxdt+ 1
2

TZ
0

Z
�1

jrTyj2 d�dt:

� c1E0 + c2TE0

Alors :

1

2

TZ
0

Z
�

(@�y)
2d�dt � c(T + 1)E0 (3.19)

c = max(c1; c2):

On termine par un argument de densité.

3.5 Théorème d�unicité

On pose :
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R = kx� x0kL1(
;R3) ; Rj = kx� x0kL1(�j ;R3) ; j = 0 ; 1; C1 = ktr(@m�)kL1(�1)
(3.20)

On rappelle d�après l�hypothèses :

(H4) qu�il existe x0 2 R3 tel que :

�0 = fx 2 � ; (x� x0) :� (x) � 0g
�1 = fx 2 � ; (x� x0) :� (x) � 0g

où � désigne la normale unitaire sortante.

(H5) que les rayons de courbures sont positifs, ce qui implique en particulier que :

tr (@m�) � 0; sur �1

Théorème 3.2 Soit (y0; y1) 2 V �H et T � 2R. Alors la solution y du problème (PH)
correspondant véri�e :

(T � 2R)E0+
1

R

��y0��2


� R0
2

Z T

0

Z
�

(@�y)
2 d�dt+

R1
2
(1 + C1)

Z T

0

Z
�1

jrTyj2 d�dt (3.21)

Preuve. On prend q = x � x0 dans (3.10) et on suppose que (y0; y1) 2 D (A) � V ;
le lemme 3.6 permet d�obtenir :

(y0; q:ry)jT0 +
3

2

Z T

0

Z



jy0j2 dxdt� 1
2

Z T

0

Z



jryj2 dxdt (3.22)

=
1

2

Z T

0

Z
�

q� (@�y)
2 d�dt+

1

2

Z T

0

Z
�1

q�

����y0���2 � jrTyj2
�
d�dt

�1
2

Z T

0

Z
�1

q�tr (@m�) jrTyj2 d�dt+
Z T

0

Z
�1

q�rTy (@m�)rTyd�dt

= 0

On multiplie la première équation de (PH) par y et on intègre sur (0; T )�
, on obtient :

(y0; q:ry)jT0 +
Z T

0

Z



�
jryj2 �

���y0���2� dxdt+ Z T

0

Z
�1

jrTyj2 d�dt = 0 (3.23)

La somme (3.22) et (3.23) donne :

(y0; q:ry + y)jT0 +
1

2

Z T

0

Z



�
jryj2 �

���y0���2� dxdt+ Z T

0

Z
�1

jrTyj2 d�dt

=
1

2

Z T

0

Z
�

q� (@�y)
2 d�dt+

1

2

Z T

0

Z
�1

q�

����y0���2 � jrTyj2
�
d�dt

�1
2

Z T

0

Z
�1

q�tr (@m�) jrTyj2 d�dt+
Z T

0

Z
�1

q�rTy (@m�)rTyd�dt
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ou encore :

(y0; q:ry + y)jT0 + TE0 (3.24)

=
1

2

Z T

0

Z
�1

q� (@�y)
2 d�dt� 1

2

Z T

0

Z
�1

jrTyj2 d�dt+
1

2

Z T

0

Z
�1

q�

����y0���2 � jrTyj2
�
d�dt

�1
2

Z T

0

Z
�1

q�tr (@m�) jrTyj2 d�dt+
Z T

0

Z
�1

q�rTy (@m�)rTyd�dt

Le terme intégré se majore par la méthode de V.komornik comme dans (cf:[12], [18]) :

On pose :

� (t) = (y0 (t) ; q:ry (t) + y (t))

où :

q:ry (t) =
X
k

qk:@ky (t)

= qk:@ky (t)

(convention de la sommation avec un indice répété).

on a : ���(y0 (t) ; (q:r) y (t) + y (t))
j
T

0

��� � j� (0)j+ j� (T )j
on écrit :

j� (t)j � �

2
jy0 (t)j2
 +

1

2�
jqk:@ky (t) + y (t)j2


où est une constante positive qui sera choisie plus loin. On a :

jqk:@ky (t) + y (t)j2
 = jqk:@ky (t)j2
 + jy (t)j
2

 + 2

Z



y (t) qk: (@ky (t))

= jqk:@ky (t)j2
 + jy (t)j
2

 +

Z



qk
�
@k jy (t)j2

�
= jqk:@ky (t)j2
 � 2 jy (t)j

2

 +

Z
�1

q� jy (t)j2

� R2 jryj2
 � 2 jyj
2

 +

Z
�1

q� jy (t)j2

d�où :

j� (t)j � �

2
jy0 (t)j2
 +

R2

2�
jryj2
 +

1

�
jyj2
 +

1

2�

Z
�1

q� jy (t)j2 d�

On prend � tel que :
�

2
=
R2

2�
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(pour faire apparaître l�énergie) c-à-d � = R:

On obtient :

j� (t)j � R

2

Z



�
jy0 (t)j2 + jryj2

�
dx+

1

2R

Z
�1

q� jy (t)j2 d��
1

R

Z



jyj2 dx

� RE0 +
1

2R

Z
�1

q� jy (t)j2 d��
1

R

Z



jyj2 dx

� RE0 +
1

2R

Z
�1

q� jy (t)j2 d��
1

R
jyj2


La relation (3.24) donne alors :

(T � 2R)E0 +
1

R

��y0��2


� 1

2

Z T

0

Z
�

q� (@�y)
2 d�dt+

1

2

Z T

0

Z
�1

q� jy0j2 d�dt+

1

2R

Z
�1

q�
���y0��+ jy (T )j2� d� +

1

2

Z T

0

Z
�1

q�
�
2rTy (@m�)rTy � tr (@m�) jrTyj2 � jrTyj2

�
d�dt

D�après (3.20) et l�hypothèse (H5), il vient :

(T � 2R)E0 +
1

R

��y0��2


� 1

2

Z T

0

Z
�

q� (@�y)
2 d�dt+

1

2

Z T

0

Z
�1

q� (1 + tr (@m�)) jrTyj2 d�dt

� R0
2

Z T

0

Z
�

(@�y)
2 d�dt+

R1
2
(1 + C1)

Z T

0

Z
�1

jrTyj2 d�dt

On termine par un argument de densité.

Par conséquence on a :

Conséquence 3.1 Soit T > R: Pour (y0; y1) 2 V �H on pose :

(y0; y1)

F = (Z T

0

Z
�0

(@�y)
2 d�dt+

Z T

0

Z
�1

jrTyj2 d�dt)1=2

où y est la solution du problème homogène correspondant aux données de Cauchy y0 et

y1 et k:kF est une norme sur V �H et le complète F pour cette norme est égale à V �H
puisque il existe d�après (3.18) et (3.21) deux constantes C1(T ) > 0 et C2(T ) > 0 telles

que :

C1(T )E0 �


(y0; y1)

F � C2(T )E0 8(y0; y1) 2 V �H (3.25)

3.6 Une méthode pour la stabilisation rapide

Avant de faire la démonstration du théorème, on rappelle le résultat général de stabili-

sation développé par V.Komornik dans [14]. Pour cela on considère le problème linéaire
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suivant :

x0 = Ax+Bu; x(0) = x0 (3.26)

où A est un opérateur linéaire, fermé, à domaine dense sur un espace de Hilbert H et

B un opérateur linéaire, fermé, à domaine dense d�un espace de Hilbert G vers H. On

considère aussi le problème dual du problème (3.26) :

'0 = �A�'; '0(0) = '0;  = B�' (3.27)

où A� et B� sont les adjoints de A et B respectivement. On fait les hypothèses suivantes

:

(H1) : L�opérateur A� engendre un groupe continu dans H 0:

(H2) : il existe un opérateur linéaire continu E : G ! H et un nombre complexe � tels

que B� = E�(A+ �I)�:

(H3) : Il existe deux nombres positifs T et c0 tels que :

k kL2(0;T 0 ; G0) � c0 k'0kH0 ; 8'0 2 D(A�):

(H4) : Il existe deux nombres positif T et c tels que :

k'0kH0 ;� c k kL2(0;T ; G0) 8'0 2 D(A�):

Lemme 3.7 Les hypothèses (H1)� (H3) donnent la nouvelle version de (H3) suivante :
Pour tout T > 0, il existe CT > 0 tel que :

k kL2(�T; T ; G0) � CT k'0kH0 ; 8'0 2 D (A�) (3.28)

Preuve. On �xe m � 1 et on considère le temps T tel que :

(m� 1)T 0 � T < mT 0 (3.29)

où T 0 est dé�ni dans l�hypothèse (H3) :

D�après (3.27) et (3.29) , on peut écrire :Z T

�T



B�e�sA
�
'0


2
G0
ds �

Z mT 0

�mT 0



B�e�sA
�
'0


2
G0
ds (3.30)

=

Z 0

�mT 0



B�e�sA
�
'0


2
G0
ds+

Z mT 0

0



B�e�sA
�
'0


2
G0
ds
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D�une part on a :Z mT 0

0



B�e�sA
�
'0


2
G0
ds =

m�1X
j=0

Z (j+1)T 0

jT 0



B�e�sA
�
'0


2
G0
ds

=
m�1X
j=0

Z T 0

0




B�e�(s+jT
0)A�'0




2
G0
ds

�
m�1X
j=0

C2



e�jT 0A�'0


2

H0
�

m�1X
j=0

C 02



e�T 0A�


j k'0k2H0

= C21T k'0k
2
H0

donc : Z mT 0

0



B�e�sA
�
'0


2
G0
ds � C21T k'0k

2
H0 (3.31)

D�autre part on a :Z 0

�mT 0



B�e�sA
�
'0


2
G0
ds =

Z mT 0

0



B�esA
�
'0


2
G0
ds

=

Z mT 0

0




B�e(mT
0�s)A�'0




2
G0
ds

=

Z mT 0

0




B�e�sA
�
emT

0A�'0




2
G0
ds

� C2



emT 0A�'0


2

H0

� C21T




eT 0A�


2m k'0k2H0

d�où : Z 0

�mT 0



B�e�sA
�
'0


2
G0
ds � C21T




eT 0A�


2m k'0k2H0 (3.32)

De (3.31) et (3.32) , (3.30) s�écrit :Z T

�T



B�e�sA
�
'0


2
G0
ds �

Z mT 0

�mT 0



B�e�sA
�
'0


2 ds � C21T k'0k

2
H0 + C21T




eT 0A�


2m k'0k2H0

on obtient le résultat avec :

CT = C1T

�
1 +




eT 0A�


2m�1=2
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On va dé�nir la solution de (3.26) par transposition (cf:[13]), pour cela on �xe x0 2
H et u 2 L2loc (R+; G) arbitraires puis on multiplie l�équation 3.26 par la solution de

l�équation (3.27) ; une intégration formelle par partie entre 0 et T donne:

hx (T ) ; ' (T )iH;H0 = hx0; '0iH;H0 +

Z T

0

hu (s) ;	(s)iG;G0 ds (3.33)

En e¤et :

Soit ' solution du problème (3.27) , d�après (3.26) on a :

hx (t) ; ' (t)iH;H0 = hAx (t) ; ' (t)iH;H0 + hBu (t) ; ' (t)iH;H0

= hx (t) ; A�' (t)iH;H0 + hu (t) ; B�'i
= �hx (t) ; '0 (t)iH;H0 + hu (t) ;	(t)i

Et comme l�intégration par partie formelle de
R T
0
hx0 (t) ; ' (t)iH;H0 ds donne :Z T

0

hx0 (t) ; ' (t)iH;H0 dt = hx (t) ; ' (t)iH;H0

���T
0
�
Z T

0

hx (t) ; '0 (t)i dt

= hx (T ) ; ' (T )iH;H0 � hx (0) ; ' (0)iH;H0 �
Z T

0

hx (t) ; '0 (t)iH;H0 dt

avec x (0) = x0 et ' (0) = '0: Alors :

hx (T ) ; ' (T )iH;H0 � hx0; '0iH;H0 =

Z T

0

hx0 (t) ; ' (t)iH;H0 dt+

Z T

0

hx (t) ; '0 (t)iH;H0 dt

donc :

hx (T ) ; ' (T )iH;H0 = hx0; '0iH;H0 +

Z T

0

hAx (t) +Bu (t) ; ' (t)iG;G0 ds+
Z T

0

hx (t) ;�A�' (t)iH;H0 dt

= hx0; '0iH;H0 +

Z T

0

hx (t) ; A�' (t)iH;H0 dt+

Z T

0

hu (t) ; B�' (t)iG;G0 ds�Z T

0

hx (t) ; A�' (t)iH;H0 dt

En posant 	 = B�' (t), on obtient :

hx (T ) ; ' (T )iH;H0 = hx0; '0iH;H0 +

Z T

0

hu (s) ;	(s)iG;G0 ds

On dé�nit alors la solution de (3.26) comme étant une fonction continue x : R ! H

qui véri�e (3.33) pour tout '0 2 H 0 et pour tout T 2 R+:
La dé�nition précédente est justi�ée par le théorème suivant :
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Théorème 3.3 Pour tout x0 2 H et tout u 2 L2loc(R+; G); le problème (3.26) possède

une solution unique. De plus pour tout T > 0 il existe CT > 0 tel que :

kxkL1(�T;T ; H) � CT (kx0kH + kukL2(�T;T ; G)) (3.34)

Preuve. Comme la quantité :

hx0; '0iH;H0 +

Z T

0

hu (s) ;	(s)iG;G0 ds

est une forme linéaire, continue et bornée de '0 2 H 0 et H 00 = H on peut donc assurer

d�après le théorème 1.20 de Riesz Fréchet l�existence d�un élément unique y (T ) 2 H tel

que :

hy (T ) ; '0iH;H0 = hx0; '0iH;H0 +

Z T

0

hu (s) ;	(s)iG;G0 ds; 8f 2 H 0

Dans la première étape, on montre la continuité de la fonction :

T 7�! y (T )

En e¤et : Soient T1; T2 tel que :

T1 � T2 � 0

on a :

ky(T1)� y(T2)kH = sup
k'0kH0�1

���hy(T1; '0)� y(T2; '0iH;H0

���
= sup

k'0kH0�1

����Z T2

T1

hu(s); '(s)iG:G0 ds
����

� sup
k'0kH0�1

Z T2

T1

��hu(s); '(s)iG�G0�� ds
� sup

k'0kH0�1
(

Z T2

T1

ku(s)k2G ds)1=2:(
Z T2

T1

k (s)k2G0 ds)1=2

De (3.28) , il vient :

ky(T1)� y(T2)kH � sup
k'0kH0�1

(

Z T2

T1

ku(s)k2G ds)1=2cT k'0kH0

� cT (

Z T2

T1

ku(s)k2G ds)1=2

comme la quantité (
R T2
T1
ku(s)k2G ds)1=2 tend vers zéro quand T1 tend vers T2 alors :

ky(T1)� y(T2)kH tend vers zéro
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lorsque T1 �! T2

ce qui montre la continuité de la fonction :

T �! y (T )

on a :

hy(T ); '0iH:H0 =


y(T ); eTA

�
'(T )

�
H:H0 =



y(T )eTA; '(T )

�
H:H0:

D�après l�hypothèse (H1), '0 7! ' (T ) est un automorphisme sur H 0:

En posant x(T ) = y(T )eTA, on a :

hx (T ) ; ' (T )iH;H0 = hx0; '0iH;H0 +

Z T

0

hu (s) ;	(s)iG;G0 ds

où esA est le C0 semi groupe engendré par l�opérateur A.

Dans la deuxième étape, on montre la continuité de la fonction :

t! x(t)

En e¤et :

Soit t0 2 R et h 2 R+, il vient :

x(t0 + h)� x(t0) = e(t0+h0)A [y(t0 + h)� y(t0)] + (e
(t0+h0)A � et0A)y(t0)

donc :

kx(t0 + h)� x(t0)k �


e(t0+h)A

 ky(t0 + h)� y(t0)k+



(e(t0+h)A � et0A)y(t0)




Comme eTA est un C0 semi groupe, alors d�après la proposition 1.12 , il existe deux

constantes M! � 0 et ! � 0, telles que :

e(t0+h)A

 �M!e
!(t0+h)

D�où :

kx(t0 + h)� x(t0)kH �M!e
!(t0+h) ky(t0 + h)� y(t0)k+



(e(t0+h)A � et0A)y(t0)




puisque M!e
!(t0+h) ky(t0 + h)� y(t0)k +



(e(t0+h)A � et0A)y(t0)


 tend vers zéro quand h

tend vers 0. Alors :

kx(t0 + h)� x(t0)kH tend vers zéro.
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quand h tend vers 0.

ce qui montre la continuité de la fonction :

x : R!H

t ! x(t)

En�n pour l�estimation (3.34) on a :

hx (T ) ; ' (T )iH:H0 =

����hx0; '0iH:H0 +

Z T

0

hu(s);  (s)iG:G0 ds
����

� kx0kH k'0kH0 +

Z T

0

ku(s)kG k (s)kG0 ds

� kx0kH k'0kH0 + (

Z T

�T
ku(s)k2G ds)1=2:(

Z T

�T
k (s)k2G0 ds)1=2

� kx0kH k'0kH00 + kukL2(�T;T ; G) : k kL2(�T;T ;G0)

d�après l�inégalité (3.28) , on obtient :���hx (T ) ; ' (T )iH;H0

��� � hkx0kH + cT kukL2(�T;T ; G)
i
k'0kH0 (3.35)

Comme :

kx (T )kH = sup
'(T ) 6=0

hx (T ) ; ' (T )iH;H0

k' (T )kH0

avec :

' (T ) = e�sA
�
'0

et que '0 �! ' (T ) est un isomorphisme, il existe alors une constante C tel que :

kx (T )kH � C sup
'0 6=0

hx (T ) ; ' (T )iH;H0

k'0kH0

cette dernière inégalité et (3.35) donnent le résultat demandé.

Ce qui achève la démonstration.

3.6.1 Quelques notions de contrôlabilité et d�observabilité.

On rappelle brièvement certaines résultas sur l�observabilité et la contrôlabilité.

Dé�nition 3.1 Soit T � 0:
(1) Le problème (3.26) est dit exactement nul-contrôlable au temps T si pour tout état

initial x0 2 H; il existe une fonction u 2 L2loc (R ; G) telle que :

kukL2(0;T ; G) � c kx0kH
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et telle que la solution du problème (3.26) correspondant véri�e la condition �nale :

x (T ) = 0

(2) Le problème (3.26) est dit exactement contrôlable au temps T si pour tout couple

x0; x1 2 H, il existe une fonction u 2 L2loc (R ; G) tel que :

kukL2(0;T ; G) � c0 (kx0kH + kx1kH)

et telle que la solution du problème (3.26) correspondant véri�e la condition �nale :

x (T ) = x1

(3) Le problème (3.27) est dit exactement observable au temps T si :

k'0kH0 � c00 k	kL2(0;T ; G0) ; 	 = B�'

pour tout '0 2 D (A�) :
Commentaire 3.1 Cela implique que si 	 = 0 sur [0; T ], alors '0 = 0 ; d�où la solution
' = 0. L�observation de 	 sur [0; T ] permet donc de déterminer la solution ', d�où la

dé�nition observable. De plus la solution ' dépend continûment de l�observation 	.

Théorème 3.4 Soit ! un nombre réel, sous les hypothèses (H1)� (H4) ; la formule :

h�!'0;  0iH;H0 =

Z T

0

e�2!s


JB�e�sA

�
'0; B

�e�sA
�
 0
�
G;G0

ds (3.36)

où J : G0 ! G est l�isomorphisme canonique de Riesz, dé�nit un opérateur positif, auto

adjoint :

�! : H
0 ! H:

De plus �! est un isomorphisme et :

kxk! =


��1! x; x

�1=2
H0;H

dé�nit une norme équivalente sur H:

Preuve. : L�opérateur �w est dé�ni positif.
Il su¢ t de montrer pour '0 2 H 0 :

h�w'0; '0iH�H= � 0 8'0 2 H 0
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et :

h�w'0; '0iH�H= = 0) '0 = 0

En e¤et :

Soit '0 2 H 0

h�w'0; '0iH�H =

TZ
0

e�2ws


JB�e�sA

�
'0; B

�e�sA
�
'0
�
G�G= ds

=

TZ
0

e�2ws


B�e�sA

�
'0


2
G=
ds

d�où :

h�w'0; '0iH�H= � 0 8'0 2 H 0

de plus :

h�w'0; '0iH�H= = 0

revient à dire que :
TZ
0

e�2ws


B�e�sA

�
'0


2
G=
ds = 0

où encore : Z T

0

e�2ws k	(s)k2G0 ds = 0

avec 	(s) = B�' (s) = B�e�sA
�
'0:

Donc :

h�w'0; '0iH�H= = 0 =) 	 = 0 p p sur [0; T ]

D�après l�hypothèse (H4) ; il vient :

h�w'0; '0iH�H= = 0 =) ' = 0

ce qui termine la démonstration.

. L�opérateur �w est auto adjoint. Soient '0, 	0 2 H 0 on a :

h�w'0; '0iH�H =

TZ
0

e�2ws


JB�e�sA

�
'0; B

�e�sA
�
	0
�
G�G0 ds

=

TZ
0

e�2ws hJ	1;	2iG�G0 ds
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avec 	1 = B�e�sA
�
'0; 	2 = B�e�sA

�
	0:

Pour montrer que l�opérateur �w est auto adjoint, il su¢ t d�utiliser le fait que l�opérateur

J est auto adjoint, puisque G00 = G ; d�où :

h�w'0;	0iH�H0 =

TZ
0

e�2ws h	1; J	2iG�G0 ds

=

TZ
0

e�2ws hJ	2;	1iG0�G ds

= h'0;�w	0iH0�H

Donc l�opérateur �w est auto adjoint.

.L�opérateur �! est un isomorphisme.
On montre que l�opérateur �! est surjectif. Soit x 2 H et fx 2 H 00 = H (puisque H un

espace de Hilbert donc ré�exif) dé�nie par :

fx : H 0 �! C
y 7�! hfx; yiH00;H0 = hx; yiH;H0

Comme fx 2 H 00 = H, alors :

fx � ��1! : Im�! �! C

se prolonge en un élément deH 0 noté encore fx���1! , d�après le théorème de Riesz Fréchet,
il existe u 2 H unique tel que :

hfx � ��1! ; giH0;H = (u; g)H 8g 2 H:

En particulier si on prend g = �!v avec v 2 H 0 on a d�une part :

fx � ��1! ; g

�
H0;H

=


fx � ��1! ;�!v

�
H0;H

= hfx; viH;H0 = (x; v)H;H0 :

D�autre part, on a : 

fx � ��1! ;�!v

�
H0;H

= (u;�!v)H

= (�!
�u; v)H0

= (�!u; v)H0

= (x; v)H0

d�où �!u = x:

ce qui montre la surjectivité de �!:

IL reste à montrer l�existence de deux constantes c1 et c2 telles que :

c1 kxkH � kxkw � c2 kxkH
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Par dé�nition on a :

kxk2w =


��1! x; x

�
H0;H

=


��1! x;�!

�
��1! x

��
H0;H

=


�!
�
��1! x

�
;��1! x

�
H;H0

car �w est auto adjoint. D�où :

kxk2w =
TZ
0

e�2ws


B�e�sA

� �
��1! x

�

2
G
ds

Donc :

e0


B�e�sA

� �
��1! x

�

2
L2(0:T ;G)

� kxk2w � e�2wT


B�e�sA

� �
��1! x

�

2
L2(0:T ;G)

et d�après l�hypothèse (H4) et l�inégalité (3.28) , il vient :

cT


��1! x



2
H0 � kxk2w � c0T e

�2wT 

��1! x


2
H0

on a :

kxkH =


�! ���1! x

�


H

� k�!k


��1! x




H

� cT (c
0
T )
� 1
2 ewt kxkw

puisque �! est continu.

De plus :

kxkw � p
cT


��1! x




H

� p
cT


��1! 

 kxkH

� p
cT c2 kxkH

puisque ��1! est continu.

Alors il existe deux constantes c1T =
�p

cT c2
��1
et c2T = cT (c

0
T )
� 1
2 ; telles que :

c1T kxkH � kxkH � c2T kxkw

ce qui montre l�équivalence entre les deux normes kxkw et kxkH :
Nous donnons maintenant le théorème sur la stabilisation rapide démontré dans [14]:

95



Théorème 3.5 (cf:[13])On suppose qu�il existe un temps T > 0 pour lequel les hypothèses

(H1) : L�opérateur A� engendre un groupe continu dans H 0:

(H2) : il existe un opérateur linéaire continu E : G ! H et un nombre complexe � tels

que B� = E�(A+ �I)�:

(H3) : Il existe deux nombres positifs T et c0 tels que :

k kL2(0;T 0 ; G0) � c0 k'0kH0 ; 8'0 2 D(A�):

(H4) : Il existe deux nombres positif T et c tels que :

k'0kH0 ;� c k kL2(0;T ; G0) 8'0 2 D(A�):

sont véri�ées. Soit ! > 0 arbitraire. on pose :

F = �JB���1! x (3.37)

Alors l�opérateur A�BJB���1! engendre un semi groupe continu dans H et la solution

du problème à boucle fermée :

x0 = Ax+BFx; x(0) = x0 (3.38)

véri�e :

kx(t)k! � kx0k! e�wt; 8t � 0 (3.39)

pour tout x0 2 H:
Preuve. On donne d�abord une démonstration formelle de ce théorème.

On Commence par écrire �! 2 L (H 0; H).

�! =

Z T

0

e�2!se�sABJB�e�sA
�
ds

On �xe x0 2 H arbitraire et on considère la solution de (3.38) ; il vient :

d

dt



��1! x (t) ; x (t)

�
H0;H

=
d

dt
(kx (t)k!)

2

=

�
��1! x (t) ;

d

dt
x (t)

�
H0;H

+

�
d

dt

�
��1! x (t)

�
; x (t)

�
H0;H

comme :�
��1! x (t) ;

d

dt
x (t)

�
H0;H

=


��1! x (t) ; Ax (t) +BFx (t)

�
H0;H

=


��1! x (t) ; Ax (t)

�
H0;H

�


��1! x (t) ; BJB� ��1! x (t)

�
H0;H

=


��1! x (t) ; A�!

�
��1! x (t)

��
H0;H

�


��1! x (t) ; BJB� ��1! x (t)

�
H0;H

=


��1! x (t) ; (A�! �BJB� )

�
��1! x (t)

��
H0;H
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de plus :�
d

dt

�
��1! x (t)

�
; x (t)

�
H0;H

=

�
��1!

d

dt
(x (t)) ; x (t)

�
H0;H

=


��1!

�
Ax (t)�BJB� ��1! x (t)

�
;�!

�
��1! x (t)

��
H0;H

=


�!�

�1
! Ax (t) ;��1! x (t)

�
H0;H

�


BJB���1! x (t) ;��1! x (t)

�
H0;H

car �! est un opérateur auto adjoint. Alors :

�
d

dt

�
��1! x (t)

�
; x (t)

�
H0;H

=


x (t) ; A���1! x (t)

�
H;H0 �



JB���1! x (t) ; B���1! x (t)

�
H0;H

=


�!�

�1
! x (t) ; A���1! x (t)

�
H;H0 �



B���1! x (t) ; JB���1! x (t)

�
H0;H

=


��1! x (t) ;�!A

���1! x (t)
�
H0;H

�


��1! x (t) ; BJB���1! x (t)

�
H0;H

=


��1! x (t) ; (�!A

� �BJB�) ��1! x (t)
�
H0;H

d�où : �
d

dt

�
��1! x (t)

�
; x (t)

�
H0;H

=


��1! x (t) ; (�!A

� �BJB�) ��1! x (t)
�
H0;H

alors :

d

dt



��1! x (t) ; x (t)

�
H0;H

=


��1! x (t) ; (A�! + �!A

� � 2BJB�) ��1! x (t)
�
H0;H

(3.40)

Si on dérive la quantité
�
e�2!se�sABJB�e�sA

��
, on obtient :

d

ds

�
e�2!se�sABJB�e�sA

��
=

d

ds

�
e�2!s

�
e�sABJB�e�sA

�
+

d

ds

�
e�sA

�
e�2!sBJB�e�sA

�

+e�2!se�sABJB� d

ds

�
e�sA

��
= �2!e�2!se�sABJB�e�sA

� � Ae�2!se�sABJB�e�sA
�

�e�2!se�sABJB�e�sA
�
A�

d�où :

�
Z T

0

d

ds

�
e�2!se�sABJB�e�sA

��
ds = A�! + �!A

� + 2!�! (3.41)
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mais :

�
Z T

0

d

ds

�
e�2!se�sABJB�e�sA

��
ds (3.42)

= �e�2!T e�TABJB�e�TA
�
+ e�2!0e�0ABJB�e�0A

�

= BJB� � e�2!T e�TABJB�e�TA
�

(3.41) et (3.42) donne :

A�! + �!A
� � 2BJB� = �2!�! �BJB� � e�2!T e�TABJB�e�TA

�
(3.43)

pour terminer la démonstration, on doit faire appel au lemme suivant.

Lemme 3.8 on a :
BJB� + e�2!T e�TABJB�e�TA

� � 0

Preuve. On a pour '0 = �A�'0;

�e�2wT kB�'k2G0 � kB�'0k
2
G0 , 8'0 2 D (A�) :

d�où :

�e�2wT hJB�';B�'iG;G0 � hJB�'0; B
�'0iG;G0 8'0 2 D (A�) :

donc :

�e�2wT hBJB�'; 'iG;G0 � hBJB�'0; '0iG;G0 8'0 2 D (A�) :

Alors : 

�e�2wT e�TABJB�e�TA

�
'0; '0

�
G;G0

� hBJB�'0; '0iG;G0 8'0 2 D (A�) :

ce qui donne le résultat demander.

Fin de la démonstration du théorème 3.5
d�après le lemme précédent, l�inégalité (3.43) donne :

A�! + �!A
� � 2BJB� � �2!�! (3.44)

de (3.40) et (3.44) , il vient :

d

dt



��1! x (t) ; x (t)

�
H0;H

�


��1! x (t) ;�2!�!��1! x (t)

�
H0;H

� �2!


��1! x (t) ; x (t)

�
H0;H
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ce qui donne :
d

dt
kx (t)k2! � �2! kx (t)k

2
!

où encore : �
kx (t)k2!

�0
+ 2! kx (t)k2! � 0 8t � 0: (3.45)

La fonction est décroissante. En e¤et :�
e2!t kx (t)k2!

�0
= 2!e2!t kx (t)k2! + e2!t

�
kx (t)k2!

�0
= e2!t

�
e2!t kx (t)k2! + kx (t)k

2
!

�
� 0

cela d�après (3.45) . Ce qui montre la décroissance de e2!t kx (t)k ; donc

e2!t kx (t)k2! � e2!0 kx (0)k2! 8t � 0

et comme :

kx (0)k2! = kx0k
2
!

Alors :

kx (t)k2! � kx0k
2
! e

�2!t 8t � 0

Cette preuve est incorrecte dans le cas où la dimension est in�nie, les solutions fortes de

(3.38) ne sont pas su¢ samment régulières de manière à justi�er les calculs.

Pour vaincre une telle di¢ culté, on utilise des équations intégrales équivalentes. On

commence d�abord par modi�er l�équation (3.43) , comme suit. On �xe '0 2 D (A�)2

(pour que A�'0 soit dans D (A
�)) et on considère la solution de (3.38) ; on aura d�après

(H2) :

e�2wT kB�' (T )k2G0 � kB�'0k
2
G0

=

Z T

0

d

ds

�
e�2wt kE� (A+ �I)� ' (s)k2G0

�
ds

=

Z T

0

d

ds



e�2wtE� (A+ �I)� e�sA

�
'0; E

� (A+ �I)� e�sA
�
'0
�
G0
ds

La quantité :

(A+ �I)� '0 2 D (A�)

car :

'0 2 D (A�)
2

d�où la fonction :

s �! e�sA
�
(A+ �I)� '0
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est dérivable et on a :

d

ds

�
e�sA

�
(A+ �I)� '0

�
= �A�e�sA� (A+ �I)� '0

d�où :

e�2wT kB�' (T )k2G0 � kB�'0k
2
G0

=

Z T

0

d

ds
e�2ws



E� (A+ �I)� e�sA
�
'0


2
G0
ds+Z T

0

e�2ws
d

ds



E� (A+ �I)� e�sA

�
'0; E

� (A+ �I)� e�sA
�
'0
�
G0
ds

= �
Z T

0

e�2ws


2!sJB�e�sA

�
'0; B

�e�sA
�
'0
�
G0;G

ds+Z T

0

e�2ws


�JB�e�sA

�
(A�'0) ; A

�e�sA
�
'0
�
G;G0

ds

= �2! h�!'0; '0iH;H0 � h�!A�'0; '0iH;H0 � hA�'0;�!'0iH0;H

donc :

e�2!T kB�' (t)k2G0 � kB�'0k
2
G0 = �2! h�!'0; '0iH;H0 (3.46)

�h�!'0; A�'0iH;H0 � hA�'0;�!'0iH0;H 8'0 2 D (A�)

car �! est auto adjoint.

D�après (3.43) et (3.46) , on obtient :

e�2!T


JB�e�TA

�
'0; B

�e�TA
�
'0
�
G0
� hJB�'0; B

�'0iG0
= �2! h�!'0; '0iH;H0 � hA�!'0; '0iH;H0 � h�!A�'0; '0iH;H0

donc :

e�2!T


e�TABJB�e�TA

�
'0; '0

�
H;H0 � hBJB�'0; '0iH;H0

= h(�2!�! � A�! � �!A�)'0; '0iH;H0

où encore :
�
��!2!��1! �! � A�! � �!A�

�
'0; '0

�
H;H0

=

�
�!�

�1
! e�2!T e�TABJB�e�TA

�
��1! �! � �!��1! BJB���1! �!

�
'0; '0

�
H;H0

ce qui implique :
�
A�! + �!A

� �BJB� + �!
�
2!��1! � ��1! e�2!T e�TABJB�e�TA

�
��1!

�
�!
�
'0; '0

�
H;H0
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On pose :

C�C = 2!��1! + e�2!T��1! e�TABJB�e�TA
�
��1! (3.47)

on obtient :

h(A�! + �!A� �BJB� + �!C
�C�!)'0; '0iH;H0 = 0

on conclut que �! réalise l�équation algébrique de Riccati :

A�! + �!A
� �BJB� + �!C

�C�! = 0 (3.48)

Grâce aux hypothèses (H1) ; (H2) et (H3) on peut appliquer le théorème de Flandoli ([8],

pp.99-100) Pour conclure que ��1! véri�e l�équation duale de l�équation algébrique de

Riccati :

��1! A+ A���1! � ��1! BJB���1! + C�C = 0

Comme l�opérateur A + BF = A � BJB���1! et le générateur du groupe U (t) (cf:[8]),

alors :

U (t)x0 = x (t)

où :

x0 (t) = (A+BF )x0

=
�
A�BJB���1!

�
x0

et :

x0 = x (0)

on calcule :

d

dt

Z t

0


�
C�C + ��1! BJB���1!

�
u (� � s)x0; u (� � s)x0

�
H0;H

d�

� d

dt



��1! u (� � s)x0; u (� � s)x0

�
H0;H

En e¤et : 
�
C�C + ��1! BJB���1!

�
u (� � s)x0; u (� � s)x0

�
H0;H

=

�
�!C

�C�! + �
�1
! BJB

�
��1! u (� � s)x0;�

�1
! u (� � s)x0

�
H0;H

=


(A�! + �!A

� � 2BJB�) ��1! u (� � s)x0;�
�1
! u (� � s)x0

�
H0;H

de (3.40) , il vient :

d

dt



��1! u (� � s)x0; u (� � s)x0

�
H0;H

=

�
��1! u (� � s)x0; (A�! + �!A

� � 2BJB����1! u (� � s)x0
�
H0;H

=


(A�! + �!A

� � 2BJB�) ��1! u (� � s)x0;�
�1
! u (� � s)x0

�
H0;H

101



On obtient alors :

d

dt

Z t

0


�
C�C + ��1! BJB���1!

�
u (� � s)x0; u (� � s)x0

�
H0;H

d�

� d

dt



��1! u (� � s)x0; u (� � s)x0

�
H0;H

=


��1w x (0) ; (A�! + �!A

� � 2BJB�) ��1w x (0)
�
H0;H

=
d

dt



��1w x (0) ; x (0)

�
H0;H

= 0

u� (t� s) ��1! u (t� s) +

Z t

s

u� (t� s)
�
C�C + ��1! BJB���1!

�
u (t� s) d�

est un opérateur constant par rapport à t:

autrement dit ; il existe un constante c, qui ne dépend pas de t telles que :

d

dt

Z t

0


�
C�C + ��1! BJB���1!

�
u (� � s)x0; u (� � s)x0

�
H0;H

d�

� d

dt



��1! u (� � s)x0; u (� � s)x0

�
H0;H

si on prend t = s dans cette dernière égalité, on obtient :

c =


��1! x0; x0

�
Alors :

��1! = U� (t� s) ��1w U (t� s)+

Z t

s

U� (� � s)
�
C�C + ��1w �J����1w

�
U (� � s) d� (3.49)

pour tout t; s 2 R:
Si on prend x 2 H, il vient :


��1w �J����1w x0; x0
�
H0;H

=


�J����1w x0;�

�1
w x0

�
H;H0

=


J����1w x0; �

���1w x0
�
G;G0

=


����1w x0



2
G0
� 0

De même on montre que :

e�2wT��1w e�TA�J��e�TA
�
��1w � 0

ce qui donne d�après (3.43) :

C�C + ��1w �J����1w � C�C

� 2w��1w
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On déduit à partir de l�inégalité (3.49) :

��1w � U� (t� s) ��1w U (t� s) + 2w

Z t

s

U� (� � s)
�
C�C + ��1w �J����1w

�
U (� � s) d�

pour tout t � s:

Par la suite, on �xe x0 2 H, arbitraire et on considère la solution x = x (t) de (3:2). De

l�inégalité précédente, il vient :

��1w x0; x0

�
H0;H

�


U (t� s)� ��1w U (t� s)x0; x0

�
H0;H

+

2w

Z t

s



U (� � s)� ��1w U (� � s)x0; x0

�
d�

comme x (t) = U (t� s)x0, on obtient :



��1w x0; x0

�
H0;H

�


��1w x (t) ; x (t)

�
H0;H

+ 2w

Z t

s



��1w x (�) ; x (�)

�
H0;H

d�

pour tout t � s. Par la suite, on �xe x0 2 H, arbitraire et on considère la solution

x = x (t) de (3.38) , il vient :

��1w x0; x0

�
H0;H

�


U (t� s)� ��1w U (t� s)x0; x0

�
H0;H

+

2w

Z t

s



U (� � s)� ��1w U (� � s)x0; x0

�
d�

comme x (t) = U (t� s)x0, on obtient :



��1w x0; x0

�
H0;H

�


��1w x (t) ; x (t)

�
H0;H

+ 2w

Z t

s



��1w x (�) ; x (�)

�
H0;H

d�

pour tout t � s et a partir du lemme donné par la suite ; on conclut que

��1w x (t) ; x (t)

�
H0;H

�


��1w x0; x0

�
H0;H

e�2wt

pour tout t � 0:
Alors :

kx (t)k2w � kx0k
2
w e

�2wt

pour tout t � 0:

Lemme 3.9 Soit f : [0;+1] �! R une fonction continue qui satisfait pour une certaine
constante w � 0 l�inégalité :
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f (s) � f (t) + 2w

Z t

s

f (�) d� (3.50)

Alors (cf. [14]) :

f (t) � f (0) e�2wt 8t � 0

Le théorème précédent permet de montrer le corollaire 3.6.1 .

Corollaire 3.1 On suppose que les hypothèses (H1) et (H2) sont véri�ées et qu�il existe

des constantes positives T; !; c1 et c2 telles que :

c1 k'0k
2
H0 � h�!'0; '0i � c2 k'0k

2
H0 (3.51)

pour tout '0 2 D(A�): Alors l�opérateur A�BJB���1! engendre un groupe continu dans

H et la solution du problème à boucle fermé :

x0 = Ax�BJB���1! x; x(0) = x0

véri�e :

kx(t)kH � c2c
�1
1 kx0kH e�wt; 8t � 0 (3.52)

pour tout x0 2 H:
Preuve. Montrer que l�opérateur A�BJB���1w engendre un groupe continu dans H,

revient à montrer d�abord que les hypothèses (H3) et (H4) sont véri�ées :

D�après la deuxième inégalité de (3.51) on a :

c2 k'0k
2
H0 � h�w'0; '0iH�H=

=

TZ
0

e�2ws


B�e�sA

�
'0



G0
ds

� e�2ws k	k2L2(0;T ; G0)

donc il existe une constante c = (c2e2ws)
1
2 tel que :

k	k2L2(0;T ; G0) � c k'0k
2
H0 :

d�où l�hypothèse (H3) .

de plus d�après la première inégalité de (3.51) on a :

c1 k'0k
2
H0 � h�w'0; '0iH:H=

�
TZ
0

e�2ws k	k2G0 ds

� k	k2L2(0;T ; G0)
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donc il existe une constante c0 = (c1)
�1tel que :

k	k2L2(0;T ; G0) � c0 k'0k
2
H0 :

ce qui montre que l�hypothèse (H4) est véri�ée. On peut donc appliquer le théorème 3.5

qui montre que l�opérateur A�BJB���1w engendre un groupe continu dans H:

pour montrer l�inégalité (3.52) , on doit faire appel au lemme 3.10 suivant :

Lemme 3.10 Sous les même hypothèses ; l�opérateur �w satis�t la double inégalité suiv-
ante :

c1 k'0k
2
H0 �k�w'0kH0 � c2 k'0kH0 8'0 2 H 0: (3.53)

Preuve. d�après la première inégalité de (3.51) on a :

c1 k'0k
2
H= � h�w'0; '0iH:H= � k�w'0kH : k'0kH0 :

d�où :

c1 k'0kH= � k�w'0kH
c1 k'0k

2
H0 � h�w'0; '0iH:H0 � k�w'0kH : k'0kH0

De plus :

k�w'0kH = sup
k	0kH0�1

h�w'0;	0iH:H=

� sup
k	0kH0�1

h�w'0; '0i
1
2

H:H= h�w	0;	0i
1
2

H:H=

et d�après la deuxième inégalité de (3.51) on a :

k�w'0k � sup
k	0kH0�1

c
1
2
2 k'0kH= c

1
2
2 k	0kH=

� c2 k'0kH=

Alors :

c1 k'0kH= � k�w'0kH= � c2 k'0kH=

Fin de la démonstration du corollaire 3.1
On a par dé�nition de la norme de k:k! :

kx (t)k2! =


��1! x (t) ; x (t)

�
H0;H

=


��1! x (t) ;�w

�
��1w x (t)

��
H0;H

=


�w
�
��1! x (t)

�
;��1w x (t)

�
H;H0
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car l�opérateur �w est auto adjoint.

D�après la première inégalité de (3.51) on a :

�w�

�1
! x (t) ;��1w x (t)

�
H;H0 � c1



��1w x (t)


2
H0 (3.54)

et de la deuxième inégalité de (3.53) ; il vient :

��1w x (t)



H0 � c�12 kx (t)kH (3.55)

De (3.54) et (3.55) on obtient :

kx (t)k2! � c1c
�2
2 kx (t)k2H (3.56)

De plus :

kx0k2w =


��1w x0: x0

�
H=:H

=


��1! x0;�w

�
��1w x0

��
H0;H

=


�w
�
��1w x0

�
;��1! x0;

�
H;H0

D�après la deuxième inégalité de (3.51) on a :

�w
�
��1w x0

�
;��1! x0;

�
H;H0 � c2



��1w x0


2
H0 (3.57)

et de la première inégalité de (3.53) ; il vient :

��1w x0



H= � c�11



�w ���1w x0
�



H
(3.58)

De (3.57) et (3.58) ; on obtient :

kx0k2w � c2c
�1
1 kx0k2H (3.59)

En�n de (3.56) , (3.59) et (3.39) ; il vient :

kx (t)k2H � c�11 c2 kx (t)k2w
� c�11 c2 kx0k2w e�2wT 8t � 0
� c�11 c2c2c

�1
1 kx0k2H e�2wT 8t � 0

Ce qui donne :

kx (t)kH � c2c
�1
1 kx0kH e�wT ; 8t � 0

D�où l�inégalité (3.53) :
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3.7 Démonstration du deuxième théorème principal

On désigne par (P 0v), le problème adjoint du problème (Pv) dé�ni par :8>>>>>><>>>>>>:

�"��� = 0 dans 
� R+

� = 0 sur �0 � R+

@�� ��T � = 0 sur �1 � R+

� (0) = �0 ; � 0 (0) = �1

	 =
�
@�� 0�0 ; � 0�1

�
(PV 0)

avec :

:�0 2 V = fv 2 H1 (
) ; v0�0 = 0; v0�1 2 H1 (�1)g.
:�1 2 H = L2 (
).

Pour T � R ; on rappelle qu�il existe deux constantes c1 (T ) � 0 et c2 (T ) � 0 telle que :

C1 (T )E0 �


�y0; y1�

2F � C2 (T )E0 8

�
y0; y1

�
2 V �H

avec : �������y0; y1�������F = �Z T

0

Z
�0

(@�y)
2 d� +

Z



Z
�1

(rTy)
2 d�

� 1
2

(3.60)

où jjj:jjjF et une norme sur V �H, est le complète F pour cette norme est égal à V �H.
y est la solution du problème (PH) correspondant aux données de Cauchy y0 et y1:

On considère les espaces :

:H 0 =V�H:
:G0 = L2 (�0)�H1

0 (�1) :

et les opérateurs :

:A� : H 0 ! H 0.

:B� : H 0 ! G0.

de domaines :

D (A�) = D (B�) = D (A)� V (3.61)

=
�
(�0; �1) 2

�
H2 (
) \ V

�
� V�@��0 = �T�0 sur �1

	
dé�nis par :

A� (�0; �1) = (��1;A�0) = � (�1;��0) (3.62)

et :

B� (�0; �1) =
�
@��00�0 ; �00�1

�
(3.63)

On pose :

' = (�; � 0) ; '0 =
�
�0; �1

�
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Le problème adjoint (P 0v) s�écrit alors :

'0 = �A�'; ' (0) = '0; 	 = B�' (3.64)

En e¤et, comme ' = (�; � 0) ; on a :

'0 = (�; � 0)
0

= (� 0; � 00)

= (� 0;��)

= �
 

0 I

�� 0

! 
�

� 0

!

d�où :

'0 = �A�'; ' (0) = '0: (3.65)

avec :

A� =

 
0 �I
�� 0

!

Proposition 3.4 A� engendre un groupe continu dans H�.

Preuve. .A� est dissipatif
En e¤et :

Soit � = (�0; �1) 2 D (A�) ; on a :

hA� (�0; �1) ; (�0; �1)iH0 = h� (�1;��0) ; (�0; �1)iV�H
= �h�0; �1iV � h��0; �1iH
= �

Z



r�0r�1dx+
Z
�1

�T�0�1d��
Z



��0�1dx

D�après la formule de Green et le fait que :

:�T�0 = @��0 sur �1:

:�0 = 0 sur �1 :

On a :

hA� (�0; �1) ; (�0; �1)iH0 = �
Z



r�0r�1dx+
Z
�1

@��0�1d� +

Z



r�0r�1dx�Z
�1

@��0�1d�

= 0
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Alors A�est dissipatif.

.I � �A� est surjectif de D (A�) sur H 0 pour tout � � 0:
Soit f = (f0; f1) 2 H 0 ; l�égalité :

(�0; �1)� �A� (�0; �1) = (f0; f1)

donne : (
�0 + ��1 = f0

�1 + ���0 = f1
(3.66)

de ce système on obtient :

�0 � �2��0 = f0 � �f1 (3.67)

Soit alors v 2 V. On multiplie la dernière équation par v ; puis on intègre formellement
dans 
 ; on obtient : Z




�0vdx� �2
Z



��0vdx =

Z



(f0 � �f1) vdx

D�après la formule de Green et le fait que @��0 = �T�0 sur �1 ; �0 = 0 sur �0, la

dernière égalité donne :Z



�0vdx+ �2
Z
�1

rT�0rTvdx+ �2
Z



r�0rvdx =
Z



(f0 � � f1) vdx 8v 2 V

Donc la formulation variationnelle de (3.67) est :

h�0; viH + �2


�0;v

�
V
= hf0 � �f1; vi 8v 2 V (3.68)

Pour montrer l�existence de �0 2 V unique véri�ant (3.68) , il su¢ t d�appliquer le lemme
1.7 de Lax Milgram ; pour cela on pose :

a
�
�0;v

�
=

Z



�0vdx+ �2
Z



r�0rvdx+ �2
Z
�1

rT�0rTvd�

et :

L (v) =

Z



(f0 � �f1) vdx

On a :

.a (:; :) est une forme bilinéaire.

.a (:; :) est continue sur V. En e¤et :
Soit v 2 V ; u 2 V. On a :

ja (u; v)j =
����Z



uvdx+ �2
Z



rurvdx+ �2
Z
�1

rTurTvd�

����
� kukL2(
) kvkL2(
) + �2 krukL2(
) krvkL2(
) + �2 krTukL2(�1) krTvkL2(�1)
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Alors :

ja (u; v)j � c kukV kvkV
D�où la continuité de a (u; v) :

.a (:; :) est coercive. En e¤et :
Soit u 2 V, on a :

a (u; u) =

Z



uudx+ �2
Z



rurudx+ �2
Z
�1

rTurTud�

� �2
�
kruk2L2(
) + krTuk2L2(�1)

�
= �2 kuk2V

donc :

a (u; u) � c kuk2V 8v 2 V

Ce qui montre la coercive de a (:; :) :

. L (:) est une forme linéaire.

. L (:) est continue. En e¤et :
Si on prend v 2 V ; il vient :

jL (v)j =
����Z



(f0 � � f1) vdx

����
=

���hf0 � �f1; viV 0;V

���
� kf0 � �f1kV 0 kvkV

D�où la continuité de L (:) :

Alors le lemme 1.7 de Lax Milgram assure l�existence et l�unicité de la solution �0 2 V
du problème (3.68) :

D�après la deuxième équation de (3.66) on a :

�1 =
1

�
(f0 � �0) 2 V

car f0 2 V et �0 2 V.
De plus, d�après la première équation de (3.66) on a :

��0 =
1

�
(f1 � �1) 2 L2 (
)

car f1 2 H = L2 (
) et �1 2 L2 (
).
mais ;

:�0 2 V.
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et :

:�T�0 = @��0 sur �1:

ce qui montre que �0 2 D (A) :
D�où :

(�0; �1) 2 D (A)� V =D (A�)

Alors I � �A� est surjectivité et A�engendre un groupe continu sur H 0:

Proposition 3.5 Il existe un opérateur linéaire borné :

E : G �! H

tel que :

B� = E� (A+ I)� :

Preuve. Dans toute la démonstration c désignera une constante positive assez grande.
On rappelle que l�espace V est dé�ni par :

V =
�
v 2 H1 (
) ; v0�0 = 0; v0�1 2 H1 (�1)

	
muni de la norme :

kvkV =
�
kvk2H1(
) + kv�1k

2
H1(�1)

� 1
2

Soit u = (u1; u2) 2 G; l�opérateur E sera dé�ni à partir de la solution v1 du problème :8><>:
�v1 = v1 dans 


v1 = �u1 sur �0
@�v1 ��Tv1 = u2 sur �1

(3.69)

La solution v1 de (3.69) est dé�nie par transposition :R


fv1dx =

R
�0
u1@�vd� + hu2; viH�1(�1);H1(�1)

8f 2 L2 (
) (3.70)

où v est la solution du problème :8><>:
v ��v = f dans 


v = 0 sur �0
@�v ��Tv = 0 sur �1

(3.71)

Le problème (3.71) a pour formulation variationnelle :Z



fwdx =

Z



vwdx+

Z



rvrwdx+
Z
�1

rTvrTwd� 8w 2 V : (3.72)
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En e¤et :

Soit w 2 V, on multiplie la première équation de (3.71) par w, puis on intègre par partie.
On obtient : Z




fwdx =

Z



(vw ��vw) dx

=

Z



(vw +rvrw) dx�
Z
�0

@�vwd��
Z
�1

@�vwd�

=

Z



(vw +rvrw) dx�
Z
�1

�Tvwd�

d�où : R


fwdx =

R


(vw +rvrw) dx+

R
�1
rTvrTwd� 8w 2 V

D�après le lemme 1.7 de Lax Milgram ; le problème (3.72) admet une solution unique

v 2 V et on a :
kvkV � c kfkL2(
) (3.73)

Comme v 2 H1 (
), alors d�après la proposition 2.3 ; @�v est dé�nie comme élément de

H� 1
2 (�) et on a :

k@�vkH� 1
2 (�)

� c
�
kvkH1(
) + k�vkL2(
)

�
La troisième équation de(3.71) , montre que v0�1 2 H

3
2 (�1) et on a :

kvk
H
3
2 (�1)

� c k@�vkH� 1
2 (�1)

� c
�
kvkH1(
) + k�vkL2(
)

�
Il s�ensuit que v 2 H2 (
), puisque �v 2 L2 (
) et :

kvkH2(
) � c
�
k�vkL2(
) + kvkH1(
)

�
(3.74)

L�estimation (3.74) et le théorème de la trace montre que :

k@�vkL2(�0) � c kvkH2(
)

� c
�
kvkH1(
) + k�vkL2(
)

�
De plus d�après l�estimation (3.73) et la première équation de (3.71) on a :

k@�vkL2(�0) � c
�
kfkL2(
) + kf � vkL2(
)

�
� c0 kfkL2(
)

ce qui montre la continuité de l�application :

L2 (
) ! L2 (�0)

f 7�! (@�v)0�0
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On a :����Z
�0

u1@�vd� + hu2; vi
H�1(�1);H1(�1);

���� � ku1kL2(�0) k@�vkL2(�0) +

ku2kH�1(�1)
kvkH1(�1)

� c ku1kL2(�0) kfkL2(
) + c ku2kH�1(�1)
kfkL2(
)

alors : ����Z
�0

u1@�vd� + hu2; vi
H�1(�1);H1(�1);

���� � c
�
ku1kL2(�0) + ku2kH�1(�1)

�
kfkL2(
)

Cette dernière inégalité montre l�existence et l�unicité d�un élément v1 2 L2 (
) véri�ant
(3.70) .

De plus : ��R


fv1dx

�� � c
�
ku1kL2(�0) + ku2kH�1(�1)

�
kfkL2(
) 8f 2 L2 (
)

Donc :

kv1kL2(
) � c kukG (3.75)

On prend v 2 D (
) dans (3.70) ; obtient :Z



fv1dx = 0

et d�après la première relation du (3.71) , il vient :

0 =

Z



fv1dx

=

Z



(v ��v) v1dx

=

Z



vv1dx� h�v1viD0(
);D(
)

= hv ��v; viD0(
);D(
) 8v 2 D (
)

Ce qui montre que :

�v1 � v1 = 0 dans 
:

au sens de distribution, d�où :

�v1 = v1 dans 
:

Soit k 2 D (�0) et w 2 H2 (
) tel que w0�1 = 0; (@�w)0�0 = k et (@�w)0�1 = 0.

Sur �1 on a @�w��Tw = 0 ; on peut alors prendre v = w dans (3.71) ; en tenant compte

113



de la proposition 2.3 , on obtient :Z



fv1dx =

Z



(v ��v) v1dx

=

Z



(w ��w) v1dx

=

Z



wv1dx� hv1; @�wiH� 1
2 (�);H

1
2 (�)

Il s�ensuit que : Z



fv1dx = �hv1; kiH� 1
2 (�0);H

1
2 (�0)

=

Z
�0

u1kd�

Comme k est arbitraire dans D (�0), on obtient :

v = �u1 sur �0

Soient h 2 D (�1) et w1; w2 2 H2 (
) tel que :

:w10�0 = 0:

:w10�1 = �h:
: (@�w1)0� = 0:

: w20� = 0:

: (@�w2)0�0 = 0.

: (@�w2)0�1 = �Tw2:

On pose :

w = w1 � w2

alors :

w0�0 = 0; w0� = �h; (@�w)0�0 = 0

et :

(@�w ��Tw)0�1 = 0

on peut alors prendre v = w dans (3.70) on obtient :Z



fv1dx =

Z
�0

u1@�wd� + (u2w)H�1(�1);H1(�1)

mais : Z



fv1dx =

Z



(v ��v) v1dx

=

Z



wv1dx�
Z



�wv1dx
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Et d�après la proposition (2.4) :Z



fv1dx =

Z



wv1dx�
Z



w�v1dx� h@�w1; v1iH� 1
2 (�);H; 12 (�)

+

h@�v1; wiH� 3
2 (�);H

3
2 (�)

Comme :
w = @�w sur �0

= 0

Alors :

hu2; wiH�1(�1);H1(�1)
= �h@�w1; v1iH� 1

2 (�1);H
1
2 (�1)

+ h@�v1; wiH� 3
2 (�1);H

3
2 (�1)

Comme :

�h@�w; v1iH� 1
2 (�1);H

1
2 (�1)

= h��Tw; v1iH� 1
2 (�1);H

1
2 (�1)

= hw1;��Tv1iH� 1
2 (�1);H

1
2 (�1)

avec :

:w0�1 = �h:
: (@�w ��Tw)0�1 = 0.

Alors :

hu2; hiH�1(�1);H1(�1)
= �h�Tv1; hiH� 1

2 (�1);H
1
2 (�1)

+ h@�v1; hiH� 1
2 (�1);H

1
2 (�1)

D�où :

@�v1 ��Tv1 = u2 sur �1

On dé�nit l�opérateur E de la façon le suivante :

E : G ! H

u = (u1; u2) 7�! (v1; v1)

où v1 est la solution du problème (3.69) :

L�étude de la continuité de E :

.E est continu :

D�après la troisième équation de (3.69) on a :

@�v1 ��Tv1 + v10�1 = v10�1 + u2

d�où :

(Id ��T ) v10�1 = v1 + u2 � @�v1
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donc :

v10�1 = (Id ��T )
�1 (v1 + u2 � @�v1)

tel que Id désigne l�identité. Puisque (Id ��T )
�1 est un isomorphisme de H�2 (�1) sur

L2 (�1), on obtient :

kv1kL2(�1) � c
�
ku2kH�2(�1)

+ k@�v1kH�2(�1)
+ kv1kH�2(�1)

�
� c

�
ku2kH�1(�1)

+ k@�v1kH� 3
2 (�1)

+ kv1kH� 1
2 (�1)

�
Car les injections H� 1

2 (�1) ,! H�1 (�1) ,! H� 3
2 (�1) ,! H�2 (�1) sont continues et

d�après la proposition 2.3 , l�application :

L2 (�;
) �! H� 1
2 (�1)�H� 3

2 (�1)

v �!
�
v0�1 ; (@�v)0�1

�
est continue.

D�où :

kv1kL2(�1) � c
�
kv1kL2(�;
) + ku2kH�1(�1)

�
� c

�
kv1k2L2(
) + k�v1k

2
L2(
) + ku2k

2
H�1(�1)

�
� c

�
kv1k2L2(
) + ku2k

2
H�1(�1)

�
car �v1 = v1 dans 
:

En�n ; comme :

ku2kH�1(�1)
� c kukG

et :

kv1k2L2(�1) � c0 kuk2G
Il vient :

kv1kL2(�1) � c kukG
.B� = E� (A+ I)� :

Pour (�0; �1) 2 D (A�) et u = (u1; u2) 2 G on a :

hE� (A+ I)� (�0; �1) ; (u1; u2)iG0;G = h(A+ I)� (�0; �1) ; E (u1; u2)iG0;G
= hA� (�0; �1) + (�0; �1) ; (v1; v1)iH0;H

= h(��1 + �0;���0 + �1) ; (v1; v1)iH0 ;H

=

Z



v1dx�
Z



�1v1dx+

Z



�1v1dx�
Z



��0v1dx
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D�après la proposition 2.4 :

�
Z



��0v1dx = �hv1; @��0iH� 1
2 (�);H

1
2 (�)

+ h@�v1; �0iH� 3
2 (�1);H

3
2 (�1)

�
Z



�v1�0dx

De plus, comme :

: h@�v1; �0iH� 1
2 (�0);H

1
2 (�0)

= 0

puisque �0 = 0 sur �0:

:� hv1; @��0iH� 1
2 (�);H

1
2 (�)

= hu1; @��0iL2(�0)
puisque �v1 = u1 sur �0

et :
:� hv1; @��0iH� 1

2 (�);H
1
2 (�)

+ h@�v1; �0iH� 3
2 (�1);H

3
2 (�1)

= h@�v1 ��Tv1iH�1(�1);H1(�1)

= hu2; �0iH�1(�1);H1(�1)
car :

:@��0 = �T�0 sur �1

:@�v1 ��Tv1 = u2 sur �1
Alors :

hE� (A+ I)� (�0; �1) ; (u1; u2)iG0;G =

Z



�0 (v1 ��v1) dx+ hu1; @��0iL2(�0)
+ hu2;�0iH�1(�1);H1(�1)

= hB� (�0; �1) ; (u1; u2)iG0;G

Car v1 ��v1 = 0 dans 
:
Grâce a la proposition 3.5 et à la proposition 3.4 , les hypothèses (H1) et (H2) sont

véri�ées ; et grâce à l�estimation (3.25) , les hypothèses (H3) et (H4) sont véri�ées.

Fin de la démonstration du théorème.
Soient (U0; U2) 2 G et (�1; �2) la solution du problème (PV 0) : On multiplie la première

équation de (PV ) par �, on intègre formellement sur 
� (0; T ) et on utilise la formule de
Green, on obtient :Z




�
y
0
� � y�

0
�
dx

����T
0

+

Z T

0

Z
�

(�@�y � @��y) d�dt = 0: (3.76)

Comme :

: @�y = �Ty � u2 sur �1

: y = u1 sur �0

: @�� = �T � sur �1

: � = 0 sur �0

(3.76) , donne :Z



(y0� � y�) dxjT0 +
Z T

0

Z
�1

(� (�Ty � u2)��T �y) d�dt�
Z T

0

Z
�0

u1@��d�dt = 0
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puisque : Z T

0

Z
�1

(��Ty ��T �y) d�dt = 0

Il vient : Z



�
y
0
� � y�

0
�
dx

����T
0

�
Z T

0

Z
�1

�u2d�dt = �
Z T

0

Z
�1

u1@��d�dt

d�où :

�
Z



�
y0 (0) � (0) + y (0) �

0
(0)
�
dx =

Z T

0



(�u1; u2) (s) ;

�
@�� j�0 ; � j�1

�
(s)
�
G
0
;G
ds

(3.77)

On pose :

:x0 = (y
1;�y0) ; x =

�
y
0
;�y

�
:' =

�
�; �

0
�
; '0 =

�
�0; �1

�
; u = (�u1; u2) :

:	 = ��' =
�
@�� 0�0 ; � 0�1

�
:

Alors (3.77) s�écrit :

hx (T ) ; ' (T )iH;H0 = hx0; '0iH;H0 +

Z T

0

hu (s) ;	(s)iG;G0 ds: (3.78)

Puisque (P 0v) et (3.65) sont équivalent ; on conclut que (Pv) est équivalent à (3.78) cette

équivalence assure l�existence et l�unicité de la solution y de (Pv) :

Alors le problème (Pv) est bien posé dans H 00 = H� V 0(car H est un espace de Hilbert

donc ré�exif) et on a d�après le théorème 3.5 , l�existence d�une constanteM = c2c
�1
1 � 0;

tel que :

kx (t)kH �M kx0kH e�wt, 8t � 0

pour tout x0 2 H:
comme :

x (t) = (y0;�y)

et :

x (0) = x0 = (y
0 (0) ;�y (0))

=
�
y1;�y0

�
Il vient :

k(y0;�y)kV 0�H �M


�y1;�y0�

V 0�H0 e�wt 8

�
y1; y0

�
2 V 0�H

C�est-à-dire :

k(y; y0)kH�V 0 �M


�y0; y1�

V 0H�V 0 e�wt 8 �y0; y1� 2 V 0�H
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Forme implicite du Feedback .
L�opérateur ��1w est dé�ni par la matrice suivant :

��1w =

 
P �Q
�R S

!

Le Feedback est alors donné par :

u = (u1; u2)

= �JB���1w x (t)

= �JB�

 
Py0 +Qy

�Ry0 � Sy

!
= �J

�
@� (Py

0 +Qy)0�0 ; (Py
0 +Qy)0�1

�
=

�
�@� (Py0 +Qy)0�0 ; (Py

0 +Qy)0�1
�

D�où :

u1 = �@� (Py0 +Qy)0�0

et :

u2 = (Py
0 +Qy)0�1

Forme explicite du Feedback.
Soit

�
�0; �1

�
2 H1

0 (
)� L2 (
), on résout le problème :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

� 00 ��� = 0 dans 
� (0; T )
� = 0 sur �0 � (0; T )

@�� ��T � = 0 sur �1 � (0; T )
� (0) = �0

� 0 (0) = �1

	(s) = B� (�; �)

=
�
@�� j�0 ; � j�1

�
(3.79)

Puis le problème : 8>>>>>><>>>>>>:

z00 ��z = 0 dans 
� (0; T )
z = e�2!s@�� sur �0 � (0; T )

@�z ��T z = e�2!s� sur �1 � (0; T )
z0 (T ) = z (T ) dans 
:

= 0

(3.80)
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Dé�nition de �!:
L�opérateur �! est dé�ni par :

�! : H 0 �! H

'0 7�!
R T
0
e�2!se�sABJB0e�sA

�
'0ds

On pose : ' = (�; � 0) ; '0 =
�
�0; �1

�
; � = (�z0; z).

Le problème en z s�écrit :(
�0 (s) = A� +BJB�e�2!s	(s) :

� (T ) = 0
(3.81)

On multiplie (3.81) par e�sA et on intègre par partie sur (0; T ) ; on aura :Z T

0

e�sA�0 (s) ds =

Z T

0

e�sAA� (s) ds+

Z T

0

e�2!se�sABJB�' (s) ds: (3.82)

comme : �
e�sA� (s)

�0
= �e�sAA� (s) + e�sA�0 (s)

ou encore :

e�sA�0 (s) =
�
e�sA� (s)

�0
+ e�sAA� (s)

l�inégalité (3.82) s�écrit :Z T

0

�
e�sA� (s)

�0
+ e�sAA� (s) ds =

Z T

0

e�sAA� (s) ds+

Z T

0

e�2!se�sABJB�' (s) ds:

Le fait que � (T ) = 0; donne :

� (0) = �
Z T

0

e�2!se�sBJB�e�sA
�
'0ds

= ��!'0:

Alors :

�w (�0; �1) = �� (0) = (z0 (0) ;�z (0)) (3.83)

D�après le théorème 3.4 l�opérateur �w est un isomorphisme de H
0
sur H.

ce qui donne d�après (3.83) :

��1! (z0 (0) ;�z (0)) = (�0; �1)

�w est donc dé�ni par :

�w : H1
0 (
)� L2 (
) �! H�1 (
)� L2 (
)�

�0; �1
�

7�! (z0 (0) ;�z (0))
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Alors :

u (t) = �JB� ��1! x

= �JB� ��1! (y0 (t) ;�y (t))

En posant
�
�0 (t) ; �1 (t)

�
= ��1! (y0 (t) ;�y (t)), on obtient :

u (t) = �JB� ��0; �1�
et par dé�nition de l�opérateur B�, il vient :

u (t) =
�
@��

0
0�0 ; �

1
�1

�
On obtient alors les systèmes :8>>>>>><>>>>>>:

y00 (t)��y (t) = 0 ; dans 
� R+

y (t) = @��
0 ; sur �0 � R+

@�y (t)��Ty (t) = �0 ; sur �1 � R+

y (0) = y0 ; dans 


y0 (0) = y1 ; dans 
8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

� 00 (s)��� (s) = 0 ; dans

� (s) = 0 ; sur �0 � R+

@�� (s)��T � (s) = 0 ; �1 � R+

	(s) =
�
@�� (s)0�0 ;�T � 0�1

�
� (0) = �0 (t)

� 0 (0) = �1 (t)

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

z" (s)��z (s) = 0 ; dans 
� R+

z (T ) = z0 (T ) ; dans 


= 0 ;

z (s) = e�2ws@�� (s) ; sur �0 � R+

@�z (s)��T z (s) = e�2ws� (s) ; sur �1 � R+

z (0) = y (t) ; dans 


z0 (0) = y0 (t) ; dans 


y est solution du problème à boucle fermé :8>>><>>>:
y00 ��y = 0 ; dans 
� R+�

y0�0 ; (@�y ��Ty)0�1
�
= �JB���1w (y0 (t) ;�y (t))

y (0) = y0 ; dans 


y0 (0) = y1 ; dans 
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié les stabilisations frontière forte et exponentielle

de l�équation des ondes avec des conditions au bord de Ventcel stationnaires ; puis on a

appliqué la méthode générale de la stabilisation développé par V. Komornik : qui nous

a donné un Feedback frontière qui assure cette stabilité exponentielle avec un taux de

Décroissance arbitrairement grand.

Quelle que travaux généralisant l�étude de la stabilisation pour des problème non

linéaire [10]

Mots clés : ondes, problème de Ventcel, Feedback frontière, stabilisation, contrôla-
bilité, observabilité, équation de Riccati
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