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Introduction

Dans ce mémoire on étudie le probléme de la stabilisation frontiere de 1’équation
des ondes avec des conditions au bord de Ventcel stationnaires. Les problemes de Vent-
cel sont caractérisés par la présence d’opérateurs différentiels tangentiels de méme ordre
que l'opérateur principal. Ces problémes interviennent dans la modélisation de nom-
breux phénomenes : mécaniques comme ’élasticité (cf.[16], [18]) ou physiques comme les
processus de diffusion (c¢f.[17], [23], [26].) ou la propagation d’ondes (cf.[3]).

Les conditions de Ventcel (cf.[16]) sont obtenues par des méthodes asymptotiques.
La condition :

ou—Aru=g¢g sur T’

dite condition de Ventcel (cf.[17]), a été introduite par Ventcel pour des processus de
diffusion. (cf.[26]).

Plus généralement ’approche proposée peut étre utilisée pour étudier la stabilisation
frontiére d’autres problémes comme :
. le bilaplation
. ’équation de la chaleur
. les équations de Maxwell.
ou d’opérateur plus généraux : coefficients variables, ordre élevé ; etc. .. .

Soit © un ouvert borné de R? de frontiére I' de classe C? ; on considére {T'g, 'y} une
partition de I' telle que :

(Hy).

Fr=rouly

avec :
mes(F_l) =0 et ToNI; =92

On considére deux constantes positives a et b et on suppose que :

(Ha) -
mes(F_o) = 0 ou a > 0



Le premier probléeme étudié est un probléme avec condition de Ventcel pour 1’équation

des ondes : c
u'—Au = 0 dans € x RT
u = 0 sur I'g x RT
Ou—Aru = —au—>bu sur T; xRt (Ps)
u (0) = u® dans Q
[« (0) = ul dans Q

Soit V' D'espace défini par :
V:{veHl Q) ; vr, =0, v, € H' (Fl)} (1)

muni de la norme |||, définie par :

ity = ([ 190Pa [ (9ol + o) ar) @
Q I

On note par V' le dual de V.

La théorie des semi groupes linéaires, permet de montrer que si (u®,u') € V x L? (Q2),
alors le probléme (Ps) admet une solution faible unique v € C (R*,V) N C* (RT, L* (Q))
et pour des données initiales régulieres et compatibles la solution est réguliére. L’énergie
de la solution u est définie par :

1 1
E(u,t):§/ﬂ (Ivul + 1) dx+§/F (IVrul? + auf?) dr (3)

La compacité, le principe d’invariance de la Salle (¢f.[15]) et le théoréme de Holmgren

(cf.[12], p. 129 ,th. 5.3.3) permettent de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 0.1 (Premier théoréme principal)On suppose que les condition (Hy) —
(Hz) sont vérifiées. Alors pour toute solution faible u du probléme (Ps) l’énergie F (u,t)

décroit vers zéro lorsque t tend vers +o0.

On considére ensuite 1’équation des ondes avec condition de Ventcel stationnaire :

(

y"'— Ay = 0 dans QxRT
Y = u; sur IgxR"
Oy—Ary = uy sur I';} xRT (Pv)
y (0) = 3y’ dans Q
y' (0) = y' dans 0

\

On introduit 'espace H = L? (Q) ; muni de la norme ||.||,, définie par :

nmm:(éaf)% (@)



et I'espace V défini précédemment ; muni de la norme ||.||,, définie par :

1
2
= ([ 1wt e+ [ (oot ar) 5

On suppose que :
(Hs) -
mes (I‘_o) =0

et qu'il existe zy € R? tel que :

(Ha) .

Iy = {zel'; (z—x0).v(z)>0}
I = {zel; (z—x) .v(zr) <0}

ou v désigne la normale unitaire sortante.
On désigne par (0,,v) P'opérateur de courbure de I" ; Les valeurs propres de (0,,v) sont

les courbures principales de I ; les inverses des courbures sont les rayons de courbures de I'.

Dans la suite on fera 'hypothése (Hs) suivante : les rayons de courbures sont positifs,

ce qui implique en particulier que :
tr(Opv) >0  sur Iy

La méthode générale de stabilisation développée dans [14] permet de montrer le résul-
tat suivant :

Théoréme 0.2 (Deuxiéme théoréme principal) Il existe deux opérateurs linéaires

bornés :
P:V—V Q:L*(Q)—YV
et des constantes M = 0 et w = 0 tels que si on pose :

w = =0, (Py +Qy)r, u2=(Py+Qy)y, (6)

Alors le probleme (Py) est bien posé dans H x V' et on a :

1w, V) g 2 M 0" | e V>0,V (") eH XV (7)



Dans ce travail on a adopté le plan suivant :

Dans le chapitre I, on rappelle dans la premiére section quelques éléments de
géométrie différentielle pour les surfaces. Dans la section 2, on présente quelques nota-
tions, définitions et résultats préliminaires d’analyse fonctionnelle ; la théorie des opéra-
teurs et des semi groupes, systémes dynamiques abstraits et les espaces de sobolev.

Dans le chapitre II, on étudie la régularité de la solution du probléme (Ps), puis on
montre le premier théoréme principal.

Dans le chapitre III, on montre que le probléme (Py) homogene (u; = us = 0)
est bien posé dans H x V), on donne un résultat de régularité des solutions faibles puis
un théoréme d’unicité.On donnera un bref rappel du résultat général de stabilisation
développé dans[14], par V . Komornik avant la démonstration du deuxiéme théoréme
principal.



Chapitre 1
Rappels

Ce chapitre rassemble les définitions et propriétés essentielles, qui seront utilisées de

facon constante dans les chapitres ultérieurs.

1.1 Rappels sur la géométrie différentielle pour les

surfaces

On s’intéresse dans ce paragraphe aux notions fondamentales permettant de calculer la
dérivée d’une fonction, d’un champ de vecteurs, ot d’'un endomorphisme (plus générale-

ment de tenseurs) définis sur une surface.

1.1.1 Paramétrisation

Soit I' une surface plongée dans 1’espace R? lui-méme rapporté a une base orthonormée,

on transforme un ouvert I' du plan (0,51,52) en la surface I' par une carte réguliére

p = (01,9, ¢3) (cf. figure 1.1).
Si on fait varies une seule des composantes £'ou &2 on obtient une familles de

courbes tracées sur I' appelées lignes de coordonnées.

1.1.2 La normale et le plan tangent

En chaque point m de I'; on définit deux vecteurs tangents a I' par :

Ao (M) = g—gpa (7' (m)) a=1,2 (1.1)



Les vecteurs a; (m) et as (m) sont supposés linéairement indépendants. La normale uni-

taire & I' en chaque point m est définie par :

a1 N\ as (12)

vim)=v=——""o-
(m) =V = o~

ol A (respectivement ||.||) désigne le produit vectoriel (respectivement la norme euclidi-
enne). Le plan tangent & I' en m engendré par les vecteurs a; (m) et as (m) est noté
T (T).

1.1.3 Base duale

En générale, la base {a, (m)} = {a; (m),az (m)} du plan tangent T, (T') n’est ni
orthogonale, ni normée. On est donc amené a utiliser la cobase ou base duale notée
{a® (m)} = {a' (m),a®(m)} définie par :

a® (m) .ag (m) = 3 (1.3)

ot 9 est le symbole de Kronecker, a, 3 = 1,2.
a®(m), o, = 1,2 est une forme linéaire sur le plan tangent, mais on peut 'identifier

avec un vecteur du plan tangent.

1.1.4 Tenseur métrique

On définit le tenseur métrique de la surface I' associé a la carte ¢ par :

Gop = (asag) o, =12 (1.4)

ou (,) désigne le produit scalaire dans R*. On note |g| le déterminant de ce tenseur.

1.1.5 Le transposé d’un vecteur
Soit ¢ = ¢*a; + q?ay un vecteur arbitraire du plan tangent T;, (I') ; on lui associé par
le produit scalaire de R3 une forme linéaire (vecteur transposé) :

7= qa' + ga®. (1.5)

Les ¢“ sont les composantes contravariantes et les g, sont les composantes covariantes.

On a:
Ga = galql + ga2q2 o = 1, 2. (16)



En effet :

On a:
G040 = qga’.aq = q55g = (q
d’ou :
G = (¢ aa)
= gasd’
= ga1q + a2’ a=12

ot (.,.) désigne le produit scalaire usuel de R3.

1.1.6 Intégration sur I

1
|g|? représente l'aire du parallélogramme construit a partir des vecteurs a; (m) et ag (m)

; si f est une fonction scalaire définie sur I" on a :
1
[rmar = [ fop (¢ gl de'ag (17)
r T

1.1.7 Dérivation sur une surface
Dérivation d’une fonction scalaire

Soit f une fonction définie sur I' et suffisamment réguliére ; sa dérivée est une forme

linéaire sur ’espace tangent définie par :

0 f—iﬁaa—if a” (1.8)
" _azlaga _Ocil “ .

Le transposé de 0, f noté 0,,f est un vecteur appelé gradient tangentiel de f défini par :

Onf = 400 =Vrf (1.9)

avec
2 2

¢ =) g s—é => 9"°fs

B=1 B=1

ot g*? est le tenseur métrique dual de g.s tel que :

2
> 9"%g5. =8 ap=1,2 (1.10)
5=1



1.1.8 Opérateur de projection

On désigne par m (m) 'opérateur de projection orthogonale sur le plan tangent 7, (I")
enm al. Siq(m) est un vecteur de R?, 7 (m) q (m) (au point m de ') est un vecteur de
T (T) tel que :

(g(m)—m(m)g(m)) z=0 Vz e T, () (1.11)

Le transposé de la normale v (m) est la forme linéaire noté¢ par v (m) qui vérifie la relation

suivante :

Ids =m(m)+v(m)v(m) (1.12)

ou Ids désigne 'identité dans R3.
v (m) v (m) est la projection orthogonale sur la droite engendrée par v (m).

On désigne par C' le transposé d’un endomorphisme C de R? défini par :
Vy,z € R? (Cy,z) = (Cz,y) (1.13)

On vérifie que 7 est symétrique, c’est-a-~dire m (m) = = (m) pour tout m € T'.

Tout champ ¢ (m) défini sur I', peut étre décomposé en une composante tangentielle :

qr (m) = mq (m) (1.14)
et une composante normale :
¢y (m) =7 (m).q(m) (1.15)
On a :
q(m) =qr(m)+ ¢, (m)v(m), meT. (1.16)

1.1.9 Dérivée d’un champ tangentiel

Soit gr un champ régulier de vecteur tangent a I :
meT — gr(m)=q“(m)ay, (m) € T, (m).

On définit la dérivée de gy sur I' par :

2
3}
OmQr = Za—gz.aa (1.17)

a=1

2
a
= E qad ,
a=1

10



c’est un endomorphisme qui applique le plan tangent dans R3 et non pas dans le plan

tangent lui méme. On introduit les symboles de christoffel Fg\yﬁ par :

2
T.Oa,p = ZFQ/BCLA CY,B = ]-7 27 (118)
A=1

ou : P
14
Ao = T~ — 4B,
B 8€1852 B,
ce qui prouve que :
I =T (1.19)

Lemme 1.1 La dériwée du tenseur métrique gg., est donnée par :
Gopn = Tapgrs + T3ugar (1.20)

Preuve. De (1.4) on a:

Gopu = (Gops ap) + (Aa, ap,)
Et de (1.18) , on obtient :
Jopu = (Taau,ap) + (aa, mag,)
A by
= (Touax,as) + (aa, I5,0.)
= T3, + 390

ce qui donne (1.20) . =

Si on pose qr = qﬁag, on obtient :

OmQr = (qﬁaﬂ)@ a” (1.21)
2 2
= ZZ (qfxag + qﬁa@a) a“.
a=18=1

La dérivée covariante du champ gy sur I' et par définition 70,,qr, elle applique le plan

tangent dans lui méme et on a :

2 2 2 2
TOmqr = ZZq,ﬁaﬂaﬁ.a“%—ZZqﬁwa@a.a“ (1.22)

a=1p5=1 a=1p=1

2 2 2 2
= ZZqiag.aa + ZZqﬁFgﬁaA.a“

a=1p=1 a=1p5=1

2
= Y (b T apa

a7ﬁ:1

11



1.1.10 Opérateur de courbure

On définit 'opérateur de courbure de la surface par :
2

ov
OV = Y _z.a”. (1.23)
a=1 85
Puisque gg_l; (o = 1,2) est un élément du plan tangent, il existe des scalaires b° tel que :
ov 2
e — bga
85 a,ﬁzzl ’
et donc : ,
OV = — Z Vag.a® (1.24)
a,f=1

Cet opérateur applique le plan tangent dans lui méme.
Lemme 1.2 L’opérateur de courbure 0,,v est symétrique

Preuve. Pour a =1,2 ;0n a:

va, = (V,a4)
=0
D’ou :
(8V > o )
5 Qa V,0q3) =
o¢” ’
On pose :
2
bap = Y _gopbly (0,8=1,2), (1.25)
pn=1
on obtient :
bOé,B = (Va aa,,@) ) (126)
ce qui prouve on particulier que by = byy. Alors :
Vy,z € T,,, (T') :
=y%aq, 2z=2%a,4
On a:
(OmV)y,2) = — (b'ga[g..a‘”‘.aﬂy“, z’\a,\)
= - (ag.,ay) y*.2>
= _ba)\yaz)\
= (y,(Onr) 2).

Ce qui montre que I’endomorphisme de courbure J,,v est symétrique. m

12



1.1.11 Dérivée d’un champ normal

On note par ¢,v le champ normal ; on a par définition :

am (QVV) = VamQu + QV-amV (127)

1.1.12 Dérivée d’un champ de vecteurs sur I'
Lemme 1.3 Soit ¢ un champ de vecteurs défini sur ; I" on a :
OmqQ = TOmqr — VG7rO0mV + VOV + @, Op.
Preuve. D’apres(1.16) on a :

Omq = Omqr + O (qyy)
- amQT + Vale/ + QVamV

de (1.12) , il vient :
Omq = TOmqr + VUOmqr + V0mqy, + q,0mV
Enfin :

am <EQT) = vamQT +q_TamV
=0

Puisque vgr = 0.
On obtient :
Omq = TOmqr — VG7OmV + V0mq + q,0mV

1.1.13 Expression de la divergence
Expression de la divergence d’un champ de vecteurs sur une surface I'.
La divergence du champ de vecteurs tangents a I" :
ar = q'a1 + ¢°az
est un champ scalaire défini sur I" par :

/dz’v (qr) zdm = — / Omzqrdm pour tout z € D(I). (1.28)
r r

ou D (T") désigne I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur I' & support compact
(le support d’un fonction est le complémentaire du plus grand ensemble ouvert sur lequel

elle est identiquement nulle).

13



Expression de la divergence d’un champ d’endomorphisme sur une surface I'.

Désignons par ¢, un champ d’endomorphismes du plan tangent a la surface I'.
Posons :
¢ = (5.d’a,.
(on a utilisé la convention de sommation par indice répété).
La divergence tangentielle du champ ¢, est un champ de formes linéaire sur 7,, (I"), noté

divC, et défini par :
/divgt.qum = — / try (¢, mOmqr) dm pour tout ¢r € D (I, T (I"))  (1.29)
r r

try désigne la trace d’'un endomorphisme du plan tangent dans lui méme et D (I',7'(T"))
désigne 'espace des champs tangents & I' dont les composantes dans la base de T, (T")
sont {a,} a =1.2. sont dans D (T') .

1.1.14 Espaces fonctionnels sur la surface I
Espace L*(T).

L% () est I'espace des fonctions f: ' — R telle que f = fop € L*(T).
On pose :

1
Iy = [ 17 dm = [ 1519l dg'ag
J r
ol g est le tenseur métrique.

Espace L? (I, T (I")).
Un champ qr :
r — 7(I)
m — qr(m) =g (m)ai (m) +¢* (m) az (m) € T, (T)
est dans L? ([, T (T")) si g, € L*(T') pour a = 1, 2.
On pose alors :

2
Jarlcrey = [ Trardm = [ aogim. (1.30)
r a=1
T

Ol G = Gag ¢°-
La norme définie par (1.30) est équivalente a la norme définie par :

1

2 2
a2
(Z lq ||L2(I‘)>
a=1

14



Espace H' (T').

C’est I'espace des fonctions f : I' — R de L? (T") telles que ,, f est dans L* (T', T (T")) .

On pose alors :
2 2 572
Hf“Hl(l") = Hf”L2(F) + ||ameL2(p;T(p)) . (131)

On note H; (T) le sous-espace des fonctions de H' (T') nulles sur le bord dI" de I'. C’est

aussi la fermeture de D (T') dans H! (T') muni de la norme définie par(1.31) .

Théoréeme 1.1 Siu € C1(T) et gr € (C*(T'))? sont respectivement une fonction et un

champ de vecteurs tangents a la surface I', on a la formules de stokes suivante (cf.[21]) :
/ (Vru.gr) dy + / udivpgrdy = 0 (1.32)
r r

1.1.15 Calcul de la dérivée d’un champ de vecteurs défini sur

une coque

Représentation géométrique d’une coque

On considére une surface réguliere I' plongé dans R? et on pose :
Q=Tx]—e¢ €| (1.33)
Si M désigne un point de €2¢, on peut écrire :
Q°={M eR? OM =Om+z,v} (1.34)

ol O est une origine arbitraire de R? ; m un point de I" et x,, un scalaire compris entre —e

et e.(figure 1.2). Nous considérons I’endomorphisme du plan tangent 7, (I') défini par :
w=1I+x,0,v. (1.35)
Dans le cadre de ’hypothese des coques minces (cf.[16]), nous avons :

pwt=1—x,0nhv+ (1’1,)2 (amy)2 + oot (—2)" ()" + ...

Calcul de la dérivée d’une fonction réelle définie sur Q¢

Considérons une fonction réelle ¢, définie sur €2¢ et que 'on peut par conséquent
considérer comme une fonction de m et de z,. En différentiant la relation (1.34) , on
obtient :

dM = dm + z,0,,v.dm + vdzx, (1.36)

15



Nous avons :

T.dM = wdm+ z,7.0,v.dm + T.vdr,
= dm+ x,0,,v.dm
Donc :
m.dM = (I + x,0,v) .dm

D’apres (1.35) ; il vient :
m.dM = p.dm

Soit :
dm = p~tw.dM

Par ailleurs (1.36) donne :
v.dM = v.dm-+v.2,0,v.dm+v.vdx,

= v.p.dm+dx,

de (1.39) ,on a :
v.dM = dx,

De la dérivée d’une fonction scalaire sur 2° ; nous avons 1’égalité :

omq.dM = 0,,q.dx,, + 0x,q.dz,
En utilisant (1.39) et (1.40) ; il vient :

O q = Ot . + Oy qU

Calcul de la dérivée d’un champ de vecteurs défini sur ()¢

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

Soit ¢ un champ de vecteurs de R? sur Q. La dérivée, notée 0,,q, est en chaque point

un endomorphisme de R?, tel que :
Oy qdM = Oyq.dm + 0., qdz,
D’apres (1.41) ,on a :
OnqdM = (8mq.,u_1.7r+ &cuqﬁ) dM

En utilisant la décomposition :

QZQT+QVV
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nous pouvons écrire :
Omq = Omqr + Ou (1)
= Opqr-p T 0y qr T 4 O (quv) ot Oy, (qv) T
Remarquons alors que :
Om (V) = quOmV + v0nq,

ceci conduit & :

L4 v.0nmqy .t Oy, qu T

O G = Omqr. i 4 04, qr.V + @O/ 1~

D’aprés (1.12) , on a :

Onq = (T 4+ v.0) Omqr.pu " m+0,,q.7 + q0mv.pu i+ v.Opqp 40, quT
ou encore :

oG = TOmqrp  m+0,,q.U + v.00mqr. b m+q,Opv .t
+0.0mq. 0, quT
Remarquons ensuite que la relation :
v.qr =10
implique que :
Gr-OmV + U.0mqr =0

ce qui donne :

V.0.Omqr- bt = —v.Gr. 0yt
De (1.42) et (1.43) ; il vient :
Onq = TOmqr T Oy 0y @V — V.G Oy T

+1.Opmqr. 40y, ). T

Si on prend x, =0, (1.35) s’écrit :
w=1I
De l'inégalité (1.44) , on aura sur I :
Om)r = V_q/r
= T.O0mGr-m+q, (Onv) . 7+0,qr.V — v.Gr. (Opv) .o
+v. (Omqy) .7+ (0vq,) V.U

ovq+ q, (Opv) 0O,
(aMCI)/r — [ Towd q_( ) o
amQV - QTamV qul/
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1.2 Rappels généraux

1.2.1 Notions de base sur les distributions.

Définition 1.1 D(Q) est ’espace des fonctions ¢ définies et indéfiniment dérivables dans
Q et a support compact dans 2 (c’est-a-dire pour chaque ¢ il existe un compact K C €

tel que ¢ est nulle en dehors de K).
Théoréme 1.2 D(Q) est dense dans LP(2) pour tout p > 1

Définition 1.2 D(Q) est l’espace des restrictions & Q des fonctions de D(R™). Si Q est

borné on a :
D(Q) = C=(Q)
Et en générale :

D(Q) # D(Q).
Exception intéressante : D(R") = D(R").

convergence dans D()

Une suite (p;); de D(€2) converge vers une fonction ¢ de D(Q) si :
(i) 11 existe un compact K C € qui contient tous les supports des ©;-
(ii) Quand j — 400, les dérivées de tous les ordres de ¢, convergent uniformément sur

K vers les dérivées correspondantes de .

1.2.2 Espace des distributions D'((2)

Définition 1.3 [’espace des distributions D'(S)), est l'espace des fonctionnelles linéaires
et continues sur D(2). On note (.,.) le produit de dualité entre D'(Q) et D(2). Donc
T € D'(Q) si pour tout ¢ € D(2) on a :
(i) Uapplication o — (T, @) est linéaire ;
(ii) si o; — ¢ dans D(Q2), alors :
<T7 90]> - <T7 90>

dans C.

Par définition, deux distributions 7} et T, sont égales si :

Vi € D(Q), (T, ) = (I3, ¢)

Remarque 1.1 Les distributions sont une généralisation des fonctions et le produit de

dualité { | ) est une généralisation du produit scalaire de L*(2).
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Convergence dans D'(1)

Définition 1.4 Une suite (T}); de D'(S2) converge vers T € D'(Q) si :
Vo € D(Q), (T,9) — (T p).

Remarque 1.2 Dans tout ce travail, on identifiera L*(2) a son dual. On a alors, la

situation suivante :

D(Q) C L*(Q) = (L*(Q)) Cc D'(Q)
Dérivation dans D'(12).

Soit T € D'(R), on définit 2L par :

Ty

oT B Op
Vo € D(Q), <axi’@> = — <T, a%i> -

1.2.3 Les espace de Sobolev

Nous renvoyons & [1] pour les démonstrations des résultats ci-dessous.
Soit © un ouvert de R™ . on dit qu’'une distribution 7" € D’ () est dans (L* (Q2))"
(1 < p < o0), sl existe une fonction f € LP (), telle que :

(T,gp)z/gf(x)go(x)dx pour tout ¢ € D ().

Il est bien connu qu’alors la classe de f est unique.

Par la suit on considére m € N, p € [1, 0] et on pose :
WmP(Q)={fe L’ (Q),D*f € L () pour tout « € N™ tel que |a| < m}
alors WP () est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme définie par :

| fllyyms = Z |D*fll,» pour tout p € W™ ()

laf<m

On note W"" () la fermeture de D () dans W™P (Q).
Lorsque p = 2, on notera de préférence W2 (Q) = H™ (Q), W™ (Q) = HJ (Q).

Sur H™ () on utilisera plutot la norme équivalente :

Al = | D 1D fII7

laf<m
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qui fait de H™ (€2) un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire :

Uy V) prm = D*uD*vdx
o = (3 [

la|<m

Théoréme 1.3 H™(Q) est un espace de Hilbert séparable.
Théoréme 1.4 D(Q) est dense dans H™(Q).

Cette densité permet de définir les traces d’ordre supérieur des fonctions de H™ ()

sur 0.

Notation 1 On note vy la restriction a OS2 des valeurs de @. L’application vy, est linéaire
et continue de D(Q) muni de la norme de H'(Q) dans C°(0Q) muni de la norme de

L2*(09Q). Par densité v, se prolonge en une application linéaire continue :

H (Q) < L2 ().

1.2.4 Espace image de la trace
Théoréme 1.5 L’espace image de vy, est H/2(0Q). C’est un espace de Hilbert pour la
norme :

lilsomy = int | Tl

Yov=p

Théoréme 1.6 D(2) est dense dans :
HQ) = o € BN 70 =0}

Théoréme 1.7 (Inégalité de Poincaré) Il erxiste une constante ¢ dépendant du di-

amétre de <) telle que :
Yo e Hy(Q) ;5 vl 2 < IVl 2 -

c’est-a-dire la semi norme |.|, o est une norme sur H}(Q) équivalente & la norme

g
On note H~(2) le dual de H}(Q2), espace de Hilbert pour la norme duale :

= sup Y

veHL(Q) |U’1,Q
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ot les crochets désignent la dualité entre H—1(Q) et HZ(2). Du fait de la densité de D(£2)
dans Hj(f2), on peut identifier les éléments de H () a des distributions. On dit alors
que H () est un espace de distributions. Ceci justifie les crochets pour noter la dualité.

Exemple important : la dérivée normale ;v définie sur 0f2 par :
Yo € H*(Q), v,v = Vugg.v

On a y,v € HY?(99) pour toute fonction v € H?(f2) et on a la formule de Green pour le

Laplacien :
Yu € H*(Q), Vo€ HY(Q), / Au.v dr = — / Vu.Vvdr+ [ 0,uv dOS
Q Q o0

Théoréme 1.8 D(Q) est dense dans :
HE(Q) = {ve H*(Q); vov =0 et yy0 =0}

Notation 2 On désigne par H2(Q) le dual de HZ(Q). Comme D(Q) est dense dans
HZ(Q2), H%(Q) est un espace de distribution.

Théoréme 1.9 (Extension de l’inégalité de Poincarré) Il existe une constante ¢

telle que :
Vv € Hg(Q), ||U||H2(Q) <c ||AU||L2(Q) :
c’est-a-dire la semi norme ||A.||, o est une norme sur Hg(SY) équivalente a la norme

Il2.0-

Théoréme 1.10 D(Q) est dense dans LP(Q) pour tout p > 1.

Remarque 1.3 L’application vy, n’est pas définie pour les fonctions de L*(S2), lapplication]
v, n'est pas définie pour les fonctions de H'(Q).

Théoréme 1.11 Soit m € NX

i) L’application ¥,,u = (You, Y1, ..., Yp_1u) définie sur D () se prolonge par densité
j=m—1 .

au une application linéaire continue surjective de H™ (Q2) sur 'Ho H™=i=3 (Q)

]:

j=m-—1 1
i) Il existe un relévement continu de  II H™ 772 (002) dans H™ (092) .

=0
Et l'on a:

Ker 5, = H ().
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Lemme 1.4 Soit H' (A.Q) = {v € H' (Q),Av € L*> ()}, muni de la norme :

1
loliman = (10 + 180132
Alors D (Q) est dense dans H' (A.Q).

Preuve. On considére une forme M, linéaire, continue sur H' (A.Q), nulle sur D (Q)
et on montre qu’elle est identiquement nulle. En effet :
Le fait que M est une forme linéaire et continue sur H' (A.Q), le théoréme de représen-

tation de Riesz assure I'existence et 1'unicité d’une fonction f € H' (A.Q) telle que :
(M,v) = (f,v) Vo€ H (AQ)

ou (,) est le produit scalaire associé a cette forme, défini par :

(f.v) :/Q(vaerVerAfAv)daz

11 vient :

./\/lv—/(fv—l-Vva—l—AfAv)dx
Q

Si prend ¢ € D (ﬁ), on obtient My = 0. Donc :

/(fg0+VfV<p+Ang0)da::0 Vo € D (Q) (1.46)
Q
D’apres la formule de Green, (1.46) donne :
/ (fe+ (Af—f)Ap)dx + f0,0d0Y=0 Yo e D(Q) (1.47)
Q o0

Soit & € D (R"), telle que :
p =P
On pose g = Af € L? () et on désigne par f le prolongement par 0 de f en dehors de

), c’est-a-dire :

> ) f dans
/= { 0 a lextérieure de ()
et :
~ )y dans 2
9= { 0 alextérieure de Q@

D’ou (1.47) s’écrit :

(f+A(§—f>,<I>)+ | jo2d00=0.

23



En prenant ¢ € D (Q2), on aura :
f+A(§—f):o dans D' (Q) .
De plus pour ¢ € D (R",/2), on aura :
J+a(g-F)=0 dans D' (R"/Q)
Donc :
A(g-T)=-Te1*®
Dou :.

A(g-7) =t (5-7) e .
(o 7 désigne la transformation de Fourier).
et : R
g-fel’®R")
car §— f € L? (R™).
Alors :

A~

(+11?) (5-7) e 22
Ce qui montre que :
g-Fem®)={ued®), (1+g) e ®))
Org— fest nulle & 'extérieure de € ; donc :
9—f€H;(Q).

Comme D (2) est dense dans HZ (R") et g — f € HZ (Q) ; il existe alors une suite ¥; €
D (Q) qui converge vers g — f dans HZ (Q).
Le fait que ¥; € D () donne 'égalité suivante :

(qjja Ap) = (A\DJV ©)

qui implique :
(9—f,Ap) = (A(g = [),Ap)
de (1.47) avec g = Af; il vient :

/ F+0(g— ) edi+ [ FopddQ=0 Ve D (Q) (1.48)
Q o0
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Comme f + A (5— fj =0 dans D (Q) et A <§— f) . A(g—f), (1.48) donne :

fO,pd0t =0 VYo € D (ﬁ)
o9

D’ou :
f/@Q =0
mais f € H' (Q) et Af € L?(Q), alors :

f e H(Q) N HY ()
Pour le voir, il suffit de résoudre le probléme :

—Af=keL*(Q)
f/@ﬂzo

Enfin, de la densité de D (Q) dans H? (2), l'égalité suivante :

/(fs0+Vsto+Ango) dx Vo e D(Q)
Q

montre que :

—
Il
e}

donc :

M
Alors D (Q) est dense dans H' (A.Q). m

0.

Lemme 1.5 Soit L? (A.Q) ={v e L?(Q), Av e L?*(Q)}, muni de la norme :

lollacy = (I03a@ + 18000 )
Alors D (Q) est dense dans L* (A.Q).

Preuve. Pour cela on considére une forme M, linéaire, continue sur L? (A.Q2), nulle
sur D (ﬁ) et on montre qu’elle est identiquement nulle. En effet :
Le fait que M est une forme linéaire et continue sur L? (A.Q), le théoréme de représen-

tation de Riesz assure l'existence et I'unicité d’une fonction f € L? (A.Q) telle que :
(M,u) = (f,u) VYue L*(AQ)

ou (.,.) désigne le produit scalaire associé a cette forme, défini par

(f,v) :/Q(fU+AfAU)da:
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Il vient :

Moy = /Q(fv—i-AfAv)dx
Si prend ¢ € D (Q), on obtient (M, ) = 0.Donc :
/Q(fQO—i-Angp)aM:O Vo e D (D). (1.49)
On désigne par fle prolongement par 0 de f en dehors de €2, c’est-a-dire :
~ { f(x) st z € Q

0 siox ¢ Q
Si on prend ¢ € D (Q2), on obtient :

(a(7),0) = (a(7) %)
(720)

(
(Af, o

< ~

ce qui montre que :

au sens de distribution.

De méme on montre que :

A <f> R™1Q =0
ce qui permit d’écrire :
A ( ];«> ) Af dans 2
B 0 & lextérieure de Q

De plus Af € L?(Q) car f € L?>(A.Q) et A (f) € L*(R"). Mais :
R(F)=lel*Fer? @,
et ?E L% (R") car f € L2 (R™). Alors :

(1+[€]?) F e L2 (™)
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~ 2
ce qui montre que f € H*(R") = {u e R, (1+]¢*)2ae L? (R”)} :
Or fest nulle a I'extérieure de €2 ; donc :

feH; Q).

Comme D (Q) est dense dans H§ (R™) et f € HZ () ; il existe alors une suite ¥; € D (Q)
qui converge vers f dans HZ ().
cela implique :

U, — f dans L* ()

et :
AU; — Af dans L* (Q)

D’apres (1.49) , on a :

/ (fo; + AfAp,)dz =0, VjeN
Q

4 la limite on obtient :

JAEREISET
Q
ce qui donne :
f=0
Donc :
M =0

ce qui termine la démonstration. m

Lemme 1.6 Soit |||.||| la norme définie sur H' () par :

1
2

2 2
il = (190132 + allolage,
On suppose que mes (I'g) = 0. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que :

0]l 10y < elll]l] (1.50)

Preuve. On raisonne par I’absurde ; il existe alors une suite (w,), de fonction de V

telle que :
1
—lwnallz gy = [llwall
Si on pose :
Wn
Up = T
HwnHHl(Q)
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On obtient :
ol rgey = 1 (1.51)
et
llealll < = (1.52)
n

D’une part on a d’aprés (1.51) , la suite (v,,),, est bornée dans H' (Q2) et comme I'injection
H' (Q) — H'™* (Q) est compacte, avec 0 < s < I, on peut alors extraire une suite notée
(vy),, qui converge dans H'™* (Q2) vers v.

De la continuité de la trace on a :

Up,p, — Ur, SUr H'"2 (I'y) . (1.53)

Comme : .

0<s<—

59

alors :

L =0

— -5

2
D’ou :

H27* () — L* (I'y)
ce qui donne d’aprés (1.53)
Up,p, — Ur, dans L*(I'y)
et d’aprés (1.52) , 'unicité de la limite entraine que :
vr, =0

Donc :

U/[‘:O

puisque mes (I'y) = 0.
Comme l'injection canonique de H! () dans L? (Q2) est compact ; on peut donc extraire

de la suite (v,),, une sous suite (v,), telle que :
v, — v dans L?(Q)

de plus, la continuité de I'injection canonique de L? (©2) dans D’ (2) montre que :
v, — v dans D' (Q).

et d’apres la continuité de la dérivation de D’ (Q2) dans D’ (£2) on a :

Vv, — Vv dans (D' (Q))".
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Enfin :
de (1.52) il vient :
Vv, — 0 dans (L? (Q))n

la continuité de I'injection :

L2(Q) — D' (Q)

montre que :

Vv, — 0 dans (D' (2))".
L’unicité de la limite entraine que :
Vv=0 dans (D" (Q2))".

ce qui prouve que Vv = 0 € L? () et v est une constante dans ).

mais v,r = 0 alors :

v =0 dans (.
comme :
v, — v dans L? ().
et
Vv — Vo dans (L2 (Q))".
avec :
v=20
alors :

v, — 0 dans H' (Q)

ce qui contredit (1.51) . m

1.2.5 Rappels d’analyse fonctionnelle

Introduisons maintenant quelques espaces fonctionnels fondamentaux. Pour p donné
avec 1 < p < 400, on appelle LP(2) I'espace des (classes de) fonctions mesurables sur §2

que ’on munit de la norme :

déf
1l 2 ( / F@)Pde)? < 400 pour p < 4o

déf
7oy & supess [£(@)] < oo pour p = too.
e
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C’est un espace de Banach pour la norme définie ci-dessus. L’espace L*(2) est un espace

de Hilbert muni du produit scalaire :

(f,9) < /Q F(2)g(@) da.

On introduit maintenant des espaces de fonctions & valeurs dans un espace de Hilbert
séparable X.

Une fonction f: [0,7] — X est dite étagée si elle est de la forme :

ft) = Z viXg, ()

ou les v; sont des éléments de X en nombre fini, les F; forment une partition mesurable
(pour la mesure de Lebesgue de [0, 77 et xj, désigne la fonction caractéristique de E;. On
dit qu’une fonction f : [0,7] — X est mesurable s’il existe une suite de fonctions étagées

fn telle que :

I —fllx =
Jim [l fu = fllx =0

presque partout dans [0, 7] .
Comme dans le cas scalaire, la relation d’égalité presque partout est une relation d’équival-
ence sur I’ensemble des fonctions mesurables sur [0, 7] & valeurs dans X et pour 1 < p <
+00, on appelle LP(0,T; X) 'espace des classes de fonctions mesurables de [0, 7] dans X
que 'on munit de la norme :

T
déf
11l oz 2 ( / IF(O1% )P < 400 pour p < +oo
0
déf
11l oo,y = SEPT]eSS [f®lx < +oopour p=+oo.
te

)

Convention. Dans ce travail, on supposera que {2 est un ouvert de R"” avec n > 1.

Notation 3 On note v le vecteur normal unitaire sur la frontiere 0S), dirigé vers l’extéri-
eur de €.

Théoréme 1.12 Soit Q un ouvert borné connexe de R"™ de fronticre C' par morceauz et

[y une partie de sa frontiére telle que mes(I'g) > 0, alors la semi norme :

n

|'|1,Q :Z

i=1

2

ov
83,}-

0,Q

induit une norme surV = {v € H'(Q), v=0 sur Ty} équivalente & celle induite par la

norme ||.|| g1 q) -
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Théoréme 1.13 Si v est une fonction de H} (), la fonction v, prolongement de v par 0
dans R"/Q), appartient ¢ H'(R").

Théoréme 1.14 On désigne par”. la transformation de Fourier ; on a :
H™R") = {v € L*R"), (1+ [¢)™* € LAR")}
et la norme :
0l gy = |3+ 1650 o
Théoréme 1.15 On note vy = (70, Y1, ....fyn_l) Uapplication trace précédente et on pose :
H" (Q) = Ker v
En identifiant L? () avec son dual, on montre que les injections suivantes :
D(Q) — L*(Q) — H ™(Q) — D' (Q)

sont continues et & images denses (H™™ (Q) étant le dual de H" (2)).

Les applications y; ne sont pas surjectives sur L% (9.) On pose par définition :

v (H™ () = "7 H™ 7% (I)

=0

1.2.6 Rappels sur les opérateurs et les semi groupes

Opérateurs non bornés dans un espace de Banach X

Dans ce paragraphe, on suppose que X est un espace de Banach. Sa norme est notée

Définition 1.5 Un opérateur linéaire dans X est un couple (D,A) ot D est un sous-
espace vectoriel de X et A: D — X est une application linéaire. On dit que A est borné
si || Az|| reste borné lorsque u € {x € D, ||x|| < 1}. Dans le cas contraire, il est dit non

borné

Définition 1.6 Si (D, A) est un opérateur linéaire dans X, le graphe de A, est un espace

vectoriel défini par :
GA) ={(u,f) e X x X, ueD, f=Au}

On désignera dans la suite, le couple (D, A) par A (cf.[24])
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Définition 1.7 Un opérateur (linéaire) A dans X est dit dissipatif si on a :
Vu € D(A), YA >0, ||u— Au|| > |jul| .

A est dit m-dissipatif si A est dissipatif et pour tout A > 0, l'opérateur [ — \A est surjectif,
c’est a dire :

VfeX, YA>0, Jue D(A), u— Nu = f.

Opérateurs non bornés dans un espace de Hilbert X

Dans ce paragraphe on suppose que X est un espace de Hilbert, muni du produit

scalaire (,) . Si A est un opérateur linéaire dans X de domaine dense, la formule :

G(A*):{<U’90) € X xX, v(“af) EG(A)’ ((,D,U):(’U;f)}

définit un opérateur linéaire A* adjoint de A de domaine :
DA ={ve X, de<oo, |(Au,v)| <cllu|l, Yu e D(A)}

tel que
(A*v,u) = (v, Au) , Yv € D (A"),Vu € D (A)

Proposition 1.1 A est dissipatif dans X si et seulement si (Au,u) < 0, pour tout u €
D(A).

Définition 1.8 Soit A : D (A) — X un opérateur linéaire non-borné. On dit que A est
monotone si A :
(Au,u) >0 Yue D(A).

Si de plus
Vfe X, Jue D(A)

tel que
u+ Au=f

alors il est mazimal monotone.
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Semi groupe engendré par un opérateur m-dissipatif

Soit X un espace de Banach et A un opérateur m-dissipatif dans X, de domaine dense.
On désigne par L(.) 'espace des fonctions linéaires et continues et C™ (.,.) I'ensemble des
fonctions de classe n (n € N).

Théoréme 1.16 I existe une unique famille ¢ un paramétre T'(t) € L(X) définie pour
t >0 et telle que :

1) T(t)
2) T(0)
3)Tt+s)=TH)T(s) , Vs, t>0.
4) Pour tout x € D(A).

u(t) =T(t)z est l'unique solution du probléme :

€L(X) et |T@)| <1.Vt>0.
=1

u e C([0,+00), D(A)) N C[0, +0), X)

enfin, pour tout © € D(A) et t > 0, on a T'(t)Ax = AT (t)x.

Le résultat suivant précise le théoréme.1.16 .
Proposition 1.2 Il existe des constante M = 0 et b telles que :

IT (@) < Me”

Systémes dynamiques abstraits (cf.[7])

Dans tout ce paragraphe, (Z,d) désigne un espace métrique complet, (Z sera en

pratique 'un des sous-ensembles positivement invariants mentionnés ci-dessous).

Définition 1.9 Un systéme dynamique sur Z est une famille {S(t)},~, d’applications sur
Z telle que : )

(1) S(t) € C(Z,Z), Vt > 0.

(i1) S(0) = Idendité.

(111) S(t +s) = S(t)S(s), Vs, t > 0.

() Yz € Z, la fonction S(t) z € C([0,+0), Z).

Définition 1.10 pour tout z € Z, la courbe continue t — S (t) z est appelée trajectoire
1ssue de z.
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Définition 1.11 Soi z € Z L’ensemble :
w(z)={yeZ,3t, — o0, S(ty)z — vy, lorsque n — oo}
est appelée ensemble w — limite de z.

Théoréme 1.17 On a :
w(z)=nNn U{S({)=z}.

s=0 t>s

Fonctions de Liapunov et principe d’invariance Soit (Z,d) un espace métrique

complet et {S(t)},5, un systéme dynamique sur Z.

Définition 1.12 Une fonction ® € C(Z,R) est dite fonction de Liapunov pour {S(t)},5,
st
O(S(t)z) < D(2) VzeZ etVt>0.

Remarque 1.4 Si ® est une fonction de Liapunov pour {S(t)},,, alors pour tout 2 € Z

la fonction t — ®(S(t).z) est décroissante (au sens large).

Théoréme 1.18 (Principe d’invariance de la salle) (cf.[7], [15])

Soit @ une fonction de liapunov pour {S(t)},, et soit z € Z tel queJ {S(t).z} soit
relativement compact dans Z, alors

(i) c = tginoo@(S(t).z) existe.

(i) ®(y) =¢c, Vy € w(z).

En particulier, on a

Yy € w(z) et Vt >0, O(S(t).2) = D(y)

Théoréme 1.19 (de Hille yosida) Soit A un opérateur mazimal monotone dans un

espace de Hilbert H. Alors pour tout ug € D (A) il existe une fonction
u € CH([0,+00 [; H)NC®([0,+0c [; D(A))

unique telle que

&t Au = 0 Dans [0,+00 |
u(0) = wg

De plus on a
|u ()] < fuol

et

du
0] = 1 0] < 4l
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Théoréme 1.20 Etant donné p € H', il existe f € H unique tel que
(pv) =(fiv) YoeH

De plus on a

1= llell g -

1.2.7 Probléme variationnel abstrait

Soit X un espace de Hilbert sur R, de norme |||, de dual X’ et de norme duale ||.||, :

viex  Ifl.= sup 1

vex, vz0 |V

Soit a une forme bilinéaire sur X x X et ¢ un élément de X’. On pose le probléme :
Chercher v € X tel que:
Vo e X, a(u,v) = £(v). (1.54)

Lemme 1.7 (de Lax-Milgram) On suppose que a est continue sur X x X et X -elliptiqud]

; c’est-a-dire il existe une constante M = 0 et une constante o > 0 telles que :
YweX, VueX, a(u,v) <Ml [ull

Yo € X, a(v,v) = a(u,v) > a |

Alors le probléme (1.54) a une solution unique u et
1
< =
lull < — 1€,

c’est-a-dire Uapplication u — £ est un isomorphisme de X sur X'.
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Chapitre 2

Stabilité forte

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on montre par une application du principe de la Salle, la stabilisation
forte du probléme (Ps) .

Ce chapitre comporte deux sections. Dans la premier section, on étudie I'existence et
I'unicité de la solution du probléme (Ps) . Dans la deuxieme section, on montre, en utilisant
le principe de la Salle (cf.[7],[15]) et le théoréme de Holmgreen ([12], p,129, th.5.3.3), la
décroissance vers zéro de I'énergie de la solution de 1’équation des ondes avec conditions
au bord de Ventcel stationnaires par un Feedback frontiére linéaire.

On rappelle que le probléme (Ps) est défini par :

p

u'— Au = 0 dans Q xR
U = 0 sur I'g xR
ou—Aru = —au—bu sur Ty xR (Ps)
u (0) = u® = Q
u' (0) = ul € Q

\

avec u? et u' sont dans V.

et l'espace V est défini par :

V={veH (Q); ur,=0, vr, € H ()}

et I’énergie de la fonction u est définie par :

1 1

ry
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Proposition 2.1 L’expression noteé et définie par :

Ivlly, = (/ Vol dz —|—/ (IVro]* +alv)?) dF) (2.1)
0 T,

est une norme sur V.

Preuve. Soit v € V tel que ||v||,, = 0. Alors :

||Vv]|ig(m = 0 dans Q
2 2 2
IVolli20) + IVrollizew, +allvllizg,) = 0= ||VTU||i2(r1) = 0 surly
a HUHiQ(Fl) = 0 surIy
On distingue deux cas :
Sia=0: onames (F_o) = 0. D’ou
lv], = 0 = Vv = 0 dans{

— ¢ est une constante.

comme v € V alors v;r, = 0. Ce qui montre que v est nul sur une partie de la frontiere.
Donc :
v = 0.

Si mes (F_O) =0, alors a > 0. D’ou

Vv = 0 dans (2

v, = 0 = Vv = 0 surly
up, = 0 surly
D’ou :
v est une constante
et

U/l“l - 0

Donc v = 0. Ce qui montre que ||.||;, est une norme.

u
La formulation variationnelle de probléeme (Ps) et :
(u",v) + (u,v), + b [r w'vdl =0
u (0) = u® (2:2)
o' (0) = u!
avec
(u,v)), = / VuVovdxr + | VyuVopvdD + a/ wodl', Yv eV (2.3)
Q Ty IN]
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En effet, soit v € V , on multiplie la premiére équation de (Ps) par v et on applique

formellement la formule de green. On obtient :

0 = /(u"—Au)vdm
Q
= /u"vdm—i—/VuV'ud:C— d,uvdl’
Q Q I

Ce qui donne :

(u",v)+/Vqudx+/ VTuVTvdF—l—a/
Q '

wvdl 4+ b/ wvdl =0 (2.4)
Fl F1

puisque 0, u— Aru = —au — bu’ sur T'.

On désigne par A : V — V' 'opérateur linéaire, borné, défini par :

(Au,v)y ), = (u,0)y, (2.5)
avec
(Au,v)y, ), = / VuVudx +/ VoruVpvdl + a/ uvdl (2.6)
Q 1] I
etpar B: YV — YV
(Bu,v)y,, = b/ uvdl’ (2.7)
ry
(2.3) donc équivalente & :
W'+ Au+By = 0 YueV
u (0) = u €V (2.8)
u' (0) = ut €V

2.1.1 Reésultats préliminaires

On montre les résultats préliminaires suivants :

Lemme 2.1 L’opérateur B est continu de V dans V'.

Preuve. Soit u € V,v €V ;ona:

IN

b | |uv|dl

I'y

‘(Bu, U)v',v‘

IN

bllll o,y 0l 2y
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On distingue deux cas :

Si mes (F_O) =0, alors a > 0 ; comme

1
2

2 2 2
lolly = (1901320 + 170 l5ae,) + allolaqr,)

Alors

IN

b
5\/a Hu”m(rl) Va HUHL2(F1)

¢ llully llvlly

)(Bu, U)v',v}

IN

avec ¢ =

Qo

Si a = 0, alors mes (F_g) >~ 0etona:

=

2 2 2
lolly = (190132 + V201320,
D’ou

(Bu,v)yy| < bllullizqy ol

AN

> bHuHHl(Q) ||U||H1(Q)
D’apres le théoreme 1.12 , il existe une constante ¢ > 0 tel que :
(B v}y | < cllully- ol

ce qui montre que Bu € V' et la continuité de 1'application :

B:V —V
u
On définit sur V x L? () I'opérateur C' de domaine :
D(C)={U=(u,v) eVxV; Au+ Bve L*(Q)}
par

o 0 —I
A B
Sion pose U = (u(t),u (t))", le probleme (2.8) s’écrit

! = d R
{ U+ CU 0 ans (2.9)

U@©) = (u(0),d(0)
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Proposition 2.2 L’opérateur C' est mazimal monotone sur V x L?(Q).

Preuve. .C est monotone.
Soit U = (u,v) € D(C) ;on a:

(CU, U)V xL2(Q) — ( v AU+BU) ( ))VXLQ(Q)
v, u) (.Au + Bv U)LQ Q)
v,u)y + (A, v)y oy, + (Bo, v)y -

(
(=
(=
(Bv,

C

vy
puisque :
(Au,v) = (v,u)y,
On obtient :
(CU, U)vxL2(Q) - /F1 b |U|2de >0

car b = 0. Ce qui montre que 'opérateur C' est monotone.
(I + C) est surjectif de D (C) sur V x L? ().
Soit W = (wy,wy) € V x L*(R2). On pose U = (u,v). Dot :

I+C)U = W «— (u,v) + C (u,v) = (wy,ws)
— (u,v) + (—v, Au+ Bv) = (wy,ws)

Donc
U — v = w

I+ U =W <=
v+ Au+Bv = w,

Ce qui donne en particulier :

v+ A+ w) + Bu=ws

D’ou

(I+A+B)v+ Aw; = wy
Donc

(I+A+B)U = W2 —.Aw1
avec

Wy € L2 (Q), Aw1 eV
donc

- Aw1 c VI.
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Alors pour montrer que (I + C) est surjectif de D (C) sur V x L? (), il suffit de
montrer que (I + A + B) est surjectif de V sur V'.

On considére un élément f € V' et on cherche un élément v € V tel que :
(I+A+B)v—f,2),,,=0, VzeV

On pose :

ca(v,z) = (I +A+B)v,2)y .
- L(v)=0b(f,v)y, VfeEV.
on a:

.a(.,.) est bilinéaire.

.a(.,.) est continue sur V.

Soit u,v € V, on a :
a(u o)l = [ 0)y + (A vy, + (B vy,

/|uv|dm+/!Vqu]d:c—|—/ \VTUVTv|dF+a/ ]uv!dF—i—b/ |uv| dT'
Q Q I Iy Iy

lull 20 101l 12@) + VTl 2oy VT[] L2 ryy + 1Vl p20) VOl L2y

IA

IA

+afull 2y 101l L2
On distingue deux cas :

Si a = 0, alors mes (F_o) >~ 0etona:

1 1
2 2 2 2 2 2
o ()] < el + 196l | [I01Fa@) + V0020 +

||VTU||L2(F1) ”VTU”L?(Fl)

IA

lwll gy 10l 1) + IVTUll oy V2Ol 20y
D’apres le théoréeme 1.12 | il vient :
|a (u, v)| < cllully, [lo],

D’ou la continuité de a (., .) :

Si mes (F_O) =0 alorsa>0etona:
ja (u,v)| < ||U||H1(Q) ||U||H1(Q) + ||VTU||L2(I‘1) ||VTU||L2(F1) +a ||u||L2(I‘1) ||U||L2(r1)

D’apres le lemme 1.6 , il existe une constante ¢ > 0 tel que :

1 1
2 2 2 2 2 2
¢ (IFulZaqq) + e llelaey) " (1901320 + allolfaqy) "+ llully ol

< ully llvlly -

IA

ja (u,v)]

A
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D’ou la continuité de la forme a (., .).

.a(.,.) est coercive. Soit v € V, on a :

a(w,v) = (I+A+B)v,v),
- (U, U)V’.V + (AU7 U)V.V + (BU, U)V’.V
= /|v|2d:6—|— \vTvy2dr+/ |Wy2d:c+a/ lw|>dl +b [ |o>dl
Q Fl Q I“1

Iy

> ]VTU|2dF—|—/|VU|2dx—|—a |v|? T
Q

I Iy

2
= v

L (.) est linéaire.
L (.) est continue. En effet :

SoitveVet fe) ona:

L (v)]

IA

0
171l 10l

IA

D’ou la continuité de L (.).
On peut alors appliquer le lemme 1.7 de Lax Milgram qui assure I’existence et 'unicité

d’un élément v € V tel que :
(I +A+B)v,2)yy = (fi0)py VzEV
De la premiére équation de (2.10) on a :
v=u—w
comme u € V et wy € V alors u € V ce qui implique
U= (u,v) €V xV
Enfin de la deuxiéme équation de (2.10) on a :
AutBv = wy —v € L* (Q)

Car wy € L*(Q) et v € V. Et alors pour tout w = (wy,ws) € V x L*(Q), il existe
U = (u,v) € D(C) tel que :

I+C)U=w
Donc lopérateur (I + C') est surjectif.

Alors I'opérateur (I 4+ C') est maximale monotone. m
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Proposition 2.3 Soit H' (A, Q) ={v e H' (Q), Av e L*(Q)}, muni de la norme :

1

2 2 2
lolimam = (Il + 1803
On peut définir une application continue :

HY(AQ) — H2(Q)

v —  (Qur)

Et pour tout élément w € H' () et tout élément v € H' (A.Q) on a :
(O, w)H_%(Q)7H%(Q) = /Q (wAv + VwVv)dx

Preuve. Soit w € D (ﬁ) I’espace des restriction & Q des fonctions de D (R"). D’aprés
le théoreme 1.11 , pour tout ¢ € Hz (I'), il existe un relevement v € H' (Q) telle que
p=uvr et:

ol gy < €0l 3,

On définit ainsi un relévement R par :

H:z () — H'(Q)
¢ — Rp=wv

avec :
(RQO)/F =¥
Et soit T, défini par :

1

T,: H2(I') — R
¥ = (T, SD>H’%(F),H%(F) - fr dywRedl
ou 0, représente la dérivée normale.

Montrons d’abord que T, € H~2 (T').

D’aprés la formule de Green on a :

<TU/7 ¢>H_%(F),H%(F) /F al/ngde‘

/ (VwV Ry + AwRy) dx
Q
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D’ou :

<T”~”’90>H—%(F),H%(F) < ||Vw||L2(Q) HVRSOHH(Q) + ||AwHL2(Q) ||R90||L2(Q)
< (Il + 18002y ) (1R 2@ + IV RG] 2o
< e (Il + 1802 ) 1Rl
<

c “wHHl(A,Q) ||R‘P||H1(Q)

De la continuité de R, on obtient :

‘<Tw’§0>H*%(F),H%(F)‘ </ HwHHl(A,Q) ||90||H%;(F)

Ce qui prouve que
T, € H 2 (I)
et
IToll -3 gy < M0l
donc I'application :
T:weD(Q) —T,ecH I

est bornée sur D (ﬁ) muni de la norme de H! (A.Q) ; elle peut donc étre prolongée d’aprés
le lemme 1.4 par densité en une application linéaire continue de H* (A.Q) dans H—2 ().
]

Proposition 2.4 Soit L? (A.Q) = {v € L*(Q), Av € L*(Q)}, muni de la norme :

%
Il aam = (10132 + 180020
On peut définir une application continue :
L*(AQ) — H2()x H 2 ()
v o (or @0)y)

Et pour tout élément w € H? (Q) et pour tout élément v € L (A.Q) on a :

(v,0,w) _1

H3(Q)H3©Q) (Ov,w) 3 f) = /Q (vAw + wAv) dx

H™3(Q),H

Preuve. Soit w € D (), pour ¢ = (y, p,) € H?3 (T')x Hz (T), il existe un relévement
v € H? (), telle que :

©1 = U, Py = Oyuir
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et :
||UHH2(Q) S c ||90||H%(F)><H%(F)
On définit ainsi un relévement R par :

3
2

H: () x H2 (I) — H*(Q)

p = Rp=v

ou :
Y = (9017 902) = ((RSO)/F , 0y (R(p)/I‘)
Soit T,, = (T}, T?) défini par :

wr Tw

T,: H:(T)x H2(T) — R
1 2 _

90 >
fp 901 - w(p2) dF

Montrons que T,, € H~2 (T') x H~2 (T') .D’aprés la formule de Green on a :

/ (Awv — wAv) dx
0

1AW 2y 10 20y +

”w”L2(Q) HAUHLQ(Q)

a1 [Awll o) [10]l g2y +

(T 01} ety i — T2 P2 amb

IN

IN

€1 ||w||L2(Q) ||AU||H2(Q)

er (lawll ey + 10l zgey ) 10l

IA

D’ou :
|Tw (gp)| S c ||u||L2(A,Q) ||SO||H%(F)><H%(F)
Ce qui prouve que :
T,eH 2(I)x H2(T).
et I'application :

weD@) —T,cH () x H 2 ().

est bornée sur D (ﬁ), muni de la norme de L% (A, ) ; elle peut donc étre prolongée
d’apres le lemme 1.5 par densité en une application linéaire continue de L? (A, ) dans
H:2T)xH=2(T). m
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Proposition 2.5 Soit

Z={veV, AveL*(), d,v—Arve L*(I)}

on a :

Z CH*(Q)NVY

et il existe une constante positive c telle que :

ol < e (Ilo = Avll o + 1000 = Arvllgy) . WweZ

Preuve. On commence par établir I'inclusion :

ZCH*(Q)NVY

Soit v € Z C V ; la proposition (2.3) montre que :

comme :

et :

alors :

d’ou :

et :

Car :

est un isomorphisme.

De plus comme :

et :

g e H 2 ()

0,0 — Apv € L*(Iy)
L*(Ty) — H 2 (IY)
Arv € H™2 (Iy)
8o (v) € H? (Iy)

1]l 3y < €llv = Ao

wiry S H™2(Iy)

I—Ap: H3 () — Hz(Iy)

v — v — Apv

ur, € H2 (T)

v—Av e L*(Q)
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Alors :
v e H? ()

En effet ; étant donné f dans L2 () et g donné dans H3 (T';y), le probléme :

u—Au = f dans €
0 sur Ty

g sur Iy

admet une solution unique v € H' () avec :

Jull oy < [y + a0

Les théorémes classiques de régularité montrent que u € H? () et :

lulleey < ¢ (1o + 190 3.,

D’ou :

(2.12)

0]l 20y < € [”U = A g2 + lloms “H%(Fl)}

Enfin, on montre par I'absurde lestimation (2.11) ; il existe alors une suite {wk} C Z,

telle que :
k — k k
[ HHQ(Q) =1, w'—Aw*—0 dans L?(Q),
dwk — Apw*® — 0 dans L2 (T)
En posant :
fr = wk — Aw* et g, = O,w* — Arw*.
On obtient :

/ frvdx + / grodly = / (w*v + Vovuw") do + / VroVow® dly Yo eV (2.13)
Q ' Q IN]

Comme :

HwkHH2(Q) =1

La suite {w"} est bornée dans H?(Q) ; Alors w” converge vers w dans H?™* (Q) forte
avec 0 < s < %

Par passage a la limite dans (2.13) ; on obtient :
/ (wv + VoVw) dz +/ VrwVpudl =0 Yo eV (2.14)
Q I'1

puisque :
fr = w* — Aw*  converge vers 0 dans L? () (2.15)
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et :

gr = O,w" — Apw®  converge vers 0 dans L*(I';)

Si on prend le cas ot v = w € V dans (2.14) on obtient :
2 2 2
w720 + IVWl[120) + [Vrwllz2c,) =0

Ce qui montre que :
w® — 0 dans  L?(Q)

et :
w" — 0 dans H' (Q)

Ce qui donne d’apres (2.15) et (2.17)

Aw* — 0 dans L? (Q)

Comme :
wh e H (Q)
Awt e L2 (Q)
Alors :
wh € H' (A, Q)
avec :
2 2 2
”wkHHl(A,Q) = HwkHHl(Q) + HAwkHL2(Q)

de (2.17) et (2.19) , il vient :

wh — w = 0dans H' (A, Q)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

Cette derniére convergence assure d’apres la proposition 2.3 la convergence de (8,,w,kr1)

vers zéro dans H~2 (T"), puisque Iapplication :

H'(A,Q) — H (D)

v — (Our)

est continue.
D’aprés (2.16) on a :

d,w* — Apw® — 0 dans L*(T')
La continuité de I'injection :

L2(Iy) = H ™2 ()

montre que :
S’ — Apw* — 0 dans H™ 2 (T'y).
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. _1
Alors la convergence de (&,wk) ;r, VeTs 2¢ro dans H~2 (I'1), montre que Arw* convergence

T
. _1 N . 3
vers zéro dans H™2 (I';). D’ou w). convergence vers zéro dans Hz (T'y).

car :

HUHH%(H) <c (HU — ATUHH,%(H)) , YweZ
Enfin :

wt € H? (Q)
le fait que :
wh. € H? (Ty)
et :
wk — Aw” e L2 (Q)
et comme :
wf., — 0 dans H? (Ty)

et :

w* — Aw® — 0 dans L? ()

Alors de (2.12) , il vient la convergence de w* vers zéro dans H? ().

Ce qui contredit :
2
Hwka(Q) =1

m
Proposition 2.6 Siv € Z alors vy € H?(T'y) et on a :
lorlsy < ¢ (10 = A0l + 1800 = Agvllyagy ), Vo2
Preuve. Siv € Z, alors v € H*>(2). D’ou :
dv € Hz (Iy)
Comme 9,v — Arv € L*(T'y) . Donc :
Aror, € L* (Ty)

ce qui montre que :
vr, € H? (T'})

Comme 'application :
m*(Ty) — L*(T)

v — v — Apv
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est un isomorphisme, alors :

HUHH2(F1) < C”U—ATUHLz(rl)

< o (v =00l oy + 100 = Arvl o, )

On conclut alors grace a (2.11) . =

2.2 La régularité
Proposition 2.7 on a :
D(C) = {(ul,uQ) cVxV:Au € L*(Q), du; — Apuy + auy + buy = 0, sur Fl}
Preuve. Soit U = (uy,u2) € D(C) ;on a:

(Auy + Bug,v)y,y, = (Aur,v)y, + (Bug, v)y,

= /Vu1Vvdx+/ VTulvTvdF+a/ wvdl +
Q I

I

bfn ugvdl',  Yv eV
Si on prend v dans D (2) alors :
U/Fl - O

On obtient :
—A’U,l = .Au1 + BUQ
D’ou :
—Aul = Au1 + Buy € L? (Q) .
ce qui montre que u; € H' (A, Q).

D’aprés la proposition 2.3 (9,u1),p, est définie comme un élément de H ~2 (T'y) et pour

vEVona:
(Auy + Bug,v)wv = —/QvAulda: + (O, uq, U)H‘%(rl),H%(rl) — (ATuhv)H*l(Fl),Hl(Fl)
—I—/ (auy + bug) vdl’
'y
Comme :
—Au1 = Au1 + BUQ
Alors :

O,uy — Apuy + auy + bug =0 sur Iy
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ce qui montre que :
(ug,ug) € {(Ul,UQ) cVxV, Aup € L2 (), dup — Apuy + aug + buy = 0, sur Fl}

Réciproquement, soit (u,us) tel que :

* (ug,ug) € V x V.

*Auy € L? (Q) .

xO,u1 — Apug + aug +bug =0,  sur Iy,
Soit v € V, on a :

(Auy + Bug, v)y,y, = (Aug,v)y, + (Bug,v)y,

= / Vu,Vodr — (Arug,v) + a/
Q

uyvdl’ + b/ usvdl’
I I

comme u; € H'(A,Q) et d’apres la proposition 2.3 , (J,us),, est définie comme un
élément de H—2 (Ty) et on a :

<a”u1’U>H—%(r1),H%(r1) = /Q (vAuy + Vu, Vo) do
D’ou :

(Aup + Bug,v%}w = (Oyuq, U)H—%(Fl),H%(FI) — /QvAulcm —

(Aquq,v) +/ (auy + bug) vdx
Iy

= - fQ vAudx Yv e V.
Si on prend v € D () ; on obtient :
(Aur + Buz, v) prq) pey = — (Aur,v) Vo € D(Q)

ce qui montre que :

Aul + Buy = —Auy € L? (Q) .

et :
(u1,ug) € {(u17u2) €V xV,Auy + Buy € L? (Q)}

Proposition 2.8 D (C) est dense dans V x L*(Q).
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Preuve. On introduit les ensembles Dy et D définis par :

Dy = {(ul,uz) cVxV, u € H*(Q), d,u; — Apuy + auy + buy = 0, sur Fl}
et :

D = {(ul,ug) cVxHy(Q) ; up € H*(Q), duy — Apuy + auy =0, sur Fl}

On a D C Dy. En effet Si (u1,us) € D alors (uj,ug) € V x Hy (Q) CV x V, u; € H*(Q)
et d,u; — Aru; +au; +60=0  sur I’y
D’ou :
u = (ug,us) € Dy
On montre maintenant que D est dense dans V x L? ().
Soit (v1,ve) € V x L*(Q) tel que :

((v1,02), (W1, wa)) s o) = 0, V(wi,wa) €D

Ou encore :

(v1, w1)y, + (v, w2)L2(Q) =0, V(wiwy) € D

Si on prend w; = 0, wy € Hy (), alors (0,w,) € D, on obtient :
(UQ,MQ)LQ(Q) = 0 \V/wQ S Hol (Q)

Ce qui donne v = 0 (par densité de Hj (Q) dans L? (9)), il reste (v1, w1),, = 0 pour tout
élément w; de H? () NV qui vérifie :

o, w; — Arwy + awy =0 sur I (2.20)

(v1,wy)y, = 0 s’écrit :
/QVmeldx + /r (VruiVrwy + avyw,) dl = 0
En intégrant par parties dans €2 et sur I'; ; on obtient :
/ Vo Vude = — / n Awdx +/ (v10,wy) dT°
Q Q Iy

et :
/VTvlvaldF = — <ATw1, U1>
r

H™3(Ty),H2(T;)

Alors :

_ / viAwidzr + (O,w, — Arwy + avlwl,vl)H,%(Fl) H ) Yw, € H*(Q) NV
Q 3
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D’aprés (2.20) on obtient :

/ nAwide =0
Q

pour tout élément wy de H? (Q) NV qui vérifie (2.20) .

Montrer que v; = 0, revient a montrer que ’application :

D — I7? (Q)

(wl, w2) —  Awy

est surjective ; pour cela on prend f € L? () et on résout le probléme :

—Aw, = f dans
wy = 0 surl) (2.21)
o,wy — Arwy +aw; = 0 sur Iy

Dont la formulation variationnelle est :
/ Vw;Vwdz —I—/ (VruVrw + awyw) dl = (f,w) Yw €V (2.22)
Q Iy

D’apres le lemme 1.7 de Lax Milgram, ce probleme admet une solution unique w; € V.
En effet : On pose :
a(wi,w) = [, Vw Vwdz + frl (Vrw, Vyw + awyw) dT
L(v) = [, fwdz
Comme :
. a(.,.) est bilinéaire.
a(.,.) est continue sur V x V.

Soient wy, w € V.

ja (w, w)]

IN

Vw20 IVl 12) + [[Vrwil| 20 [Vrwll 2y +
a ||w1||L2(Q) ||w||L2(Q)

< cllwlly lJwlly

a(.,.) est coercive sur V x V.
Soit w € V, on a :

2 2 2
a(w,w) = [[Vwliaq + IVrwliag) + allwlizg

2
= |wlly

D’ot la coercivité.

L (.) est linéaire sur V.

93



L (.) est continue sur V. Soit w € V.
De plus d’aprés la proposition 2.5 , w; € H? (). En effet :
Comme: w; €V, Aw; =—f € L*(Q) et d,w; — Arw; = —aw € L*(Q).
On obtient :
wy € 4

Alors d’aprés la proposition 2.6 :

w1 € H2 (Q) ny
Donc :

w = (wy,wy) € D,Ywy € Hy (Q)

Ce qui prouve la surjectivité de I'application :

D — I7? (Q)

w — Awy
D’ou :

V1 = 0

et D est dense dans V x L?(Q).
Enfin on montre maintenant que Dy C D (C).
Soit U = (uy,uz) € Dy ; on a :

(ul,u2) eV xV.

et :
Auy € L? (Q)

puisque u; € H?(Q).
o,ur — Arug +auy +buy =0 sur I'y.

Ce qui montre d’aprés la proposition 2.6 que :
(Ul, Ug) € D (O)

Donc :
DyCD (C)

et D (C) est dense dans V x L?(Q) ; ce qui termine la démonstration. m
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Proposition 2.9 Le domaine D (C) est donné par :
D (C) = {U = (up,up) €V xV, us € H*(Q), Oyuy — Apuy + auy +buy =0,  sur Fl}

et la norme |||.|/| ooy définie sur D (C) par :

1
2 2 2
s, w2 ey = (e + luzll})

est équivalente a la norme ||.|| oy définie par :

1
2 2 2 2
) ey = (Il + ezl + | Aw e )

Preuve. Cela revient & montrer que D (C') est égal a I'espace Dy défini dans la preuve
de la proposition 2.8 . On sait que Dy C D (C) ; il reste & montrer que D (C') C Dj.
Soit U = (u1,us) € D (C). Alors (uy,us) €V x Vet Auy € L2 (Ty). D’ou :

ULFl S Hl (Fl)

et :

Ug,, € H' (T'y)
Donc :

Uy, € L* (Ty)
et :

Uy, € L (T'y)
Comme :

oyuy — Aruy = —aug — buy  sur I'y.

Alors :

&,ul — AT'Lbl € L2 (Fl)
Ce qui montre d’aprés la proposition 2.5 :
Uy € H? (Q)

et :
[url ey < € <||U1 — Aual| g + llava + bu2||L2(F1)> (2.23)

Ce qui permet d’avoir I’équivalence des normes. En effet :
Soit (u1,us) € D (C), il est clair que :

1
2 2\2 2 2 2
(sl + lally) ™ = € (llual + 18wy + lull})
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De plus, d’apres (2.23) , on a :

lallney < ¢ (Il = Autll g + law + bul agr,) )

< (Jlunlly + luslly + 1 Au | 2o

A

Alors : . .
2 2\2 2 2 2 2
(sl + Mually) ™ <l + Nually + 1 Au 72 )

D’apreés les propositions 2.2 , 2.8 , 2.9 , on déduit le théoréme suivant (cf.[2], [5], [13]). m

Théoréme 2.1 i) Pour (u°,u') € V x L*(Q) ; le probléeme (Ps) admet une unique solu-
tion u vérifiant :

uwe C(RYY)NC (RYL?(Q))
et si u est la solution du probléme (Ps) la fonction définie par
t — FE(u,t)
est décroissante ; et vérifie
1 () gy < E (,0)
i1)Si (u®,u') € D (C), la solution u du probléeme (Ps) vérifie :
(u,u',u") € L™ (RT,H?* () x V x L*(Q))

de plus la fonction :
2 2
t— v’ @Oy + [1Au (D)2

est définie p.p et est décroissante sur RT.

Preuve. 1) soit (u°, u') un élément de V x L? (Q). La théorie des semi groupes assure
I'existence et I'unicité de la solution :

Ut) = (u(®),v ()

= T()U(0)
du probléme :
U = (uwu) € CRYSYxLEQ)NC(RT;D(C))
Uty = —CU(t) t>0
U = (uu')

o6



ou T (t) est le Cy semi groupe de contraction engendré par 'opérateur —C.
Dire que (u,u’) € C (RT;V x L?(Q)) revient a dire que :

ueC(RYY) et v eC(RSLA(Q).

D’ou :
ueC(RYV)NC(RYLP(Q)).
et :
1T D)y 2@y < 10 (0)]lypse 20
avec
U O)llyero = @), (6)lyyro)
= @+ v @)l 72|
1
et
10" (0)llyrz@ = 1 (0) 4 (02
= [l O+ I O3]
2 2 3
= [HUOH\;"'”ulHLZ(Q)]
1
Alors

E(u,t) < E(u,0) Vt>=0
est décroissante et on particulier :
1E (1 )| oo ) < E (u, 0)

i1) Si (u®,u') € D (C) ; le théoréme 1.19 , de Hill Yosida assure I'existence et I'unicité
de la solution U (t) = (u (t),u’ (t)) du probléme :

U = (uu) € CHRYVYxH)NCY(RT;D(C))
Ut = —-CU(t) sur RT
U@ = (u’u')

Donc
(u, o/, u") € L™ (RT; H? () x V x L*(Q))
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et comme :

10" Ollywre) = M@ (&) u" E)llyyr2

= |l Oy + 1Au (8)]|72q

Jun

2

et :
1T (0) Iy 20y = (" (0), 0" (0)) Iy 2
on a:
CU (t) = T (t) CU (0)
d’ou :
ICU Dllysr2) < ICU 0]
or :

_ —u' (t)
cU®) = ( Au (t) + Bu' (t) )

Au (t) + Bu' (t) = —Au (1)

comme :
puisque :

(u(t),u' (1) € D(C)

(voir la démonstration de la proposition (2.7) ).
on obtient :
2 2 2 2
lu" @Oy + 18w (D)2 < 1w’ (O] + 1Au (0)[[72q

Ce qui montre la décroissance de la fonction :
2 2
t— " @Ol + [[Au @)z VE=0
pour terminer la preuve, on doit faire appel aux lemmes suivants. m

Lemme 2.2 L’ensemble {(u(t),u’ (t)),t € RT} est borné dans (H*(Q)NV) XV, ou
u (.) est la solution du probléme (Ps) avec (u°,ut) € D (C).

Preuve. D’aprés la proposition 2.9 , I’équivalence entre les deux normes ||.|| p(c) €t

1115 donne :

ot () gy + 1 O < € [l DI + 1w’ I + 180 (1) 320
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D’ou :

2 2 2 2 2 2
lu (O [2) + 1w D]y, < ¢ [Hu O + 1 O 20y + 1w @Iy + [[Au (t)||L2(Q)i|

< e ([l @I+ e @] + [0 O+ 186 @) )

A

De plus la décroissance de I’énergie

2 2 2
lu ()5 + lu’ (0120 < 1 Oy + l[w (0) 720
et la décroissance de la fonction
2
t— [l (@) + 18w ()72,
montrent :
2 2 2 2

1w ()]3r200) + e’ @15 < ¢ |1l )] + 1w’ (0) 120y + 1’ (O[5, + [[Au (0)[170

Alors :

Hu <t> aul (t)H(H2(Q)rn))><V < Cl, Vvt > 0.
0

la constante ¢ dépend de (u°, u') mais ne dépend pas du temps. =

Lemme 2.3 Linjection (H? (Q)NV) x V — V x L*(Q) est compact.

Preuve. Soit (vy,), = (v, v2), une suite bornée dans (H? (2) N'V) x V, en particulier

v} est bornée dans H?(Q) ; comme 'injection H? () — H' () est compacte on peut

1

np}peNconverge dans H' (Q).

alors extraire une sous suite { 'U}lp}pENde {v}}, tel que {U

Comme l'injection :

H?*(Q) — H**(Q), (0 <5< %)

est compact, on peut extraire une suite {U;Lp}pde {vl} qui converge dans H?*~*(2), donc
dans H' (Q).

D’00 {vp,,, } converge dans H3*(I';) donc dans H* (T';) puisque s < 1, dou {vy,,}
converge dans V.

On termine en remarquant que l'injection :
YV — L[*(Q)

est compacte m
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2.3 Démonstration du premier théoréme principal
On montre par un calcul classique, que I’énergie est décroissante et on :

E(S) // dth 0<S<T <+
'y

En effet : on multiplie y” — Ay = 0 par 3 et on intégre formellement par partie dans
Q x (S,T). D’apres la formule de Green on obtient :

T T
1/(y’ 2 —/ /ayyy’dl“dt—i—/ /VyVy’dxdtzo (2.24)
2 Jo s Jr s Ja

De plus comme :

0y = Ary —ay — by surl;.

et :
v =0 surlg(cary =0  surly).

/ / det =0
I
D’apres la définition de I’énergie, on a :

E(T) - / / df‘dt <0
'y
car b >~ 0.

On peut prendre dans la suite (u®, u') € D (C) puisque D (C) est dense dans V x L? (Q)

et I’énergie est continue par rapport aux donnée initiales.

Alors :

%( [ (07 + ) aa|

S+/Fl(<va> ta(y)

Pour montrer que I’énergie décroit vers zéro , d’aprés le Principe de La Salle, il suffit de
montrer que pour toute suite (t;) tendant vers +oo telle que {u (t),u (t;)} converge
dans V x L? () vers (2%, 21), alors (2%, 2!) = 0. En effet :
D’aprés la définition 1.9 , la définition 1.12 et la remarque 1.4 , I’énergie est une fonction
de Liapunov, puisque :

E(u(®) < E(u(0) ; vt € R

et d’aprés la proposition 2.9 ’ensemble {(u (t) , o (tk)) , te ]R*} est précompact dans
YV x L? () ; on peut alors appliquer le théoréme 1.18 (Principe d’invariance de la Salle)

qui assure l’existence de la limite ¢ de 1’énergie et on a :

c:E(zO).
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Il reste & montrer que cette limite est nulle. En effet :

Soit (t;) une suite de nombres réels croissante vers +oo et telle que :

Utn) = (u(t) . o (t))

converge dans V x L? () vers un élément (20, 21).

On pose zi (t) = u(tp +1t), ou 2 est la solution du probléme (Ps) avec la donnée de
Cauchy (u (t),u (t)) ; on a d’apres i) du théoréme 2.1 La suite (z, 2;) est précompact
dans L™ (RT; V x L?(Q)). Soit alors une sous suite notée encore (zk, z;) qui converge
dans L™ (R*;V x L?(Q)) vers un élément (z,z') ol z est la solution du probleme (Ps)
avec la donnée de Cauchy (2%, 2'). On montre que z = 0 dans Q x R*.

E (z,t) est constante : en effet :

= kinJ:OOE (u,tp +1)
= lim F
s—lg-loo (U,, S)

La derniere limite existe d’aprés le principe de la Salle ; on a alors :

T , 2
//b<z(t)) ATdt =0: 0< S < T < +o0
0 I

qui donne :

!

z =0 sur 'y x RT

puisque b > 0.
On pose w = z ; comme w = 0 sur 'y, alors w est solution du probléme :

w —Aw = 0 dans QxRT
w = 0 sur IygxRT (2.25)

o, w = 0 sur Iy xRt

w = 0 sur I'j xR*

D’apres le théoréme de Homgren, (cf.[12], p.129,Th.5.3.3) w est nulle dans Q x RT. z est

alors une constante du temps. Donc z (t,z) = z (z) avec z° solution du probléme :

—AZY = 0 dans Q
20 = 0 sur Iy (2.26)
0,2 —Apz°+az = 0 sur I}
puisque :
7 = 0 dans Q
2 = 0 sur I
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On multiplie la premiére équation de (2.26) par 2° puis on intégre par partie sur €2 ; On

obtient :
/ |Vzo‘2dx +/ <‘VT20}2 +a |ZO‘2> dl' =0
Q 'y
D’ou :
=0
Comme :
2 (x) = z (z)
et :
2 =0
Alors :
(z,2") = (0.0)
et :
lim F(u,t)=0
t—+o00

Ce qui termine la preuve.
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Chapitre 3

Stabilité exponentielle

3.1 Introduction

On s’intéresse dans ce chapitre a la méthode de stabilisation exponentielle, développée
par V. Komornik (cf.[14]) ; c’est une autre approche pour la stabilisation, proche de la
méthode d’unicité hilbertienne de J.L.lions (HUM). Cette approche est plus directe que le
schéma classique ; en effet au lieu de montrer la chaine : Observabilité = controlabilité
—> stabilisation

On montre uniquement : Observabilité = stabilisation.

Nous avons organisé ce chapitre comme suit :

Dans la premiére section on montre que le probléeme (Py) homogene (u; = us = 0)
est bien posé dans H x V. Dans la deuxiéme section on donne un résultat de régularité
des solutions faibles. Dans la troisiéme section on donne le théoréme d’unicité. Dans la
quatriéme section on rappelle le résultat général de stabilisation développé dans [14] par
K. Komornik puis on montre le théoréme 0.2 qui assure a partir d’un feedback frontiére
un taux de décroissance arbitrairement grand de I’énergie pour 1’équation des ondes avec
des conditions au bord de Ventcel stationnaires.

La nouveauté principale est que le taux de décroissance est aussi grand que 'on veut.
En outre on donnera une construction explicite du Feedback.

Signalons que F.Bourquin J.S Briffaut et M.collet ont développé un traitement numérique

des problémes de stabilisation par la méthode de V. Komornik (cf.[4]).

3.2 Existence des solutions

On suppose dans ce paragraphe que les hypothéses
(Hl) . F:FOUFl

63



(Hs) : mes (Tg) = 0
(Hy):ilexistexrg € R3telquelg={z €T ; (x—x¢).w(z) >0}tetly={z €l ; (z—mx) v(zx) <
(Hs) : les rayons de courbures sont positifs, ce qui implique en particulier que :

tr (Omv) > 0 sur I'y .

sont vérifiees. On rappelle le probleme (Py) et les espaces définis en introduction :

.

Y '—Ay = 0 dans QxR
Y = wu; sur Iyg xRy
0y —Ary = uy sur Iy xRy (Py)
y(0) = ¢° dans Y
L ¥(0) = y' dans Q

“H = L*(Q) muni de la norme ||.||,, définie par :

ol = ( / fof? da) /2
Q

et :
V={ve H(Q), v, =0, vy, € H(I'1)}

muni de la norme ||.||,, définie par :

Joll, = (/|Vv|2dx—|—/|VTv|2dF)1/2.
Q It

On considére le probléeme homogene (Py) associé au probleme (Py) :

7

y'—Ay = 0 dans Q xR,
Yy = 0 sur Iy xR
oy—Ary = 0 sur [y xRy (Pg)
y(0) = ¢y dans Q
L ¥(0) = y' dans Y
On définit sur ‘H 'opérateur non borné A = — A de domaine :

D(A) ={veV, AveL*Q), dv=Arvsur It}

muni de la norme :

2 2
||U||D(A) = (HAUHL?(Q) + ||U||v)1/2

64



Alors le probleme (Py) s’écrit :

'+ Ay = 0 dans QxRT

Y = 0 sur TyxR* (3.1)
y(0) = ¢ dans Y)
Yy (0) = y' dans 0
La formulation variationnelle du probléme (Py) est :
(y,v)4 + /Vvadm + /VTyVTUdF =0 Yve. (3.2)
Q I

Proposition 3.1 On a D(A) C VN H?*(Q) et la norme ||.|[p 4, est équivalente sur D(A)

a la norme induite par H*(Q).

Preuve. On désigne par ¢ une constante positive assez grande.
Soit v € D(A), d’aprés la proposition 2.3 d,v est définie comme élément de H—/2(T';)

et comme 9,v = Agpv sur I'; x RY, il vient :
Apv € HY2(T))
D’ou :
U/l"l G H3/2<Q)

Comme v € V, on obtient :
v e VNH*(Q)

Enfin, pour montrer I’équivalence entre les deux normes, il suffit seulement de montrer

I’existence d’une constante ¢ > 0 telle que :
||,U||H2(Q) S & |:||U||V + ||AU||L2(Q):| VU - D(A)

Pour cela, on va supposer que cette inégalité n’est pas vraie ; d’otul il existe une suite

{v*} € D(A) telle que :

H”k”m(g) =1 =0 dans V.
Avk — 0 dans L?*(Q).

D’aprés la proposition 2.3 et le fait que v¥ € HY(A, Q) (car vF € D(A)) ; il vient :
A% — 0 dans H Y3(Ty).
D’ou :

Arv* — 0 dans H_l/z(Fl).
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car ApvF = 9,0F sur I';.
Ce qui montre que :
vf, — 0 sur H? ()

mais :
v* — AvF — 0 dans L? (Q)
et :
[ 1y < € (17 = A0y + 1)
Alors :

v" — 0 dans H? (Q)

Ce qui contredit 1’égalité Hv =1.

Ny
|

La proposition suivante assure 'existence et I'unicité de la solution (c¢f.[13], [19]).

Proposition 3.2 i) Si (y°,y') € V xH le probléme (Py) admet une solution faible
unique

y € C°(RT, V)N CYR", H)
et pour tout T' > 0, on a :
2 2 2 2

191505 v) + 19 oz 20y < Coll° [ + 19']]50)

i) Si (y°,y') € D(A) x V alors la solution y du probléme est dans
y € CORY, D(A)) N CH(R*,V)

et pour tout T > 0 il existe une constante positive C}. telle que

2 2 2 2

||y||L°°(0,T : D(A)) + ||y/||L°°(0,T V) < Czlr(HZJOHD(A) + Hyle)

L’énergie E(y,t) associée a la solution y du probléeme (Py) définie par :

1 1
B(.t) =5 [(Vol +1yP)da+ 5 [ 9yl ar
1

est une constante qui sera notée Ej.

Preuve. Si (3°,y') € V x H, la théorie des semi groupe assure I'existence et 'unicité
de la solution faible :
Y = (y,y) € C(RT;V x L* ()
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du probléme :
y(t) = —Ay(t) t>0
y(0) = y")
Dire que (y,y') € C(RT;V x L?(Q)) revient a dire que :
yeC(RYY) et yeC(RLQ)).
D’ou :
yeC®(RYV)NC (R L7 (Q)) .
et le fait que la solution y est donnée par Y (t) = T (t)Y (0), o T (t) est le Cy semi
groupe de contractante engendré par (—A), il vient :
17 ()] <1
Donc :
Y @Ol <Y (Ol vE=0

Alors pour tout T > 0, on a :

HyHiw(O,T;V) + Hy,HiOO(O,T;H) < HyOHi + HylHi

La démonstration de ii) de la proposition fait appel au théoréme 1.19 de Hill-Yosida.
Commengcant d’abord par écrire I’équation y” — Ay = 0 sous forme d’un systéme de deux

équations du 1¢" ordre :

{ Yy —2z=0 dans Q (3.3)

2 — Ay =0 dans

(1)

Y+ AY =0

r-(3 (A ()

On considére 'opérateur non borné :

On pose :

Le systéme (3.3) s’écrit :

avec :

A:DA)CH—H
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défini par :

(3.4) avec D(A) =D(A) x VCVNH*(Q) x V

H=VxH
D(A):{ veV, Avel*), dv=Ar. sur Fl}

et :

V={veH(Q), vr,=0, vr, € H(I1)}

Vérifions que A est maximal monotone dans H.

. A est monotone.

En effet : si on prend Y = < 4

z

) € D(A), on obtient :

(AY7 Y)H = (A<y’ 2)7 (y7 Z))VXH = <<_Z7 —Ay), (y7 Z))VXH - (—Z, y)V + (—Ay, Z)H
= / —Vz Vydr + —Vrz Vy dl' + / —Ay z dx
Q Q

Iy

D’aprés la formule de Green et le fait que 0,y = Ay sur I'y, il vient :

(AY,Y )y = / —VzVy — VrzVrydl + / VyVzdzr + | VopyVezdl
Q Q

Fl F1

D’ou :

(AY,Y)r =0

Ce qui montre que A est monotone.

. A est maximal monotone, il suffit de prouver que :
A+I1:D(A)— H

est surjectif.

Soit F' = (f,g) € H, montrer que A + I est surjectif revient a résoudre 1’équation :
AY +Y =F

c’est-a-dire le systéme :
—z2+y=1f dans €
—Ay+z=g¢g dans
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avec y € D(A) et z € V. On déduit de (3.5) que :
~Ay+y=[f+g (3.6)

multipliant par la suite (3.6) par z € V, puis en intégrant formellement par partie sur §2

; on obtient :
—/(Ay.z +yz)dr = /(f +g)z dx
Q Q

De la formule de Green et de 1’égalité :

AF = 90F  sur Ty

il vient :
/ VyNzdr+ | VpyVrzdr + / yzdr = /(f + g)zdaVz € V
Q r Q Q
on pose :
aly, z) = / VyV zdx +/ VryVrzdr + / yzdx
Q r, Q
et :

L(z) = /Q(f + g)zdz.

La bilinéarité, continuité, coercivité de a(.,.) et la continuité de L(.)
(resp linéarité de L (.)) montrent d’aprés le théoréme 1.7 de Lax Milgram 'existence et
I'unicité de la solution y € V.

De plus, d’apres la deuxiéme équation de (3.5) , on a :
Ay € L*(Q)
Comme :
0,y =Ary sur Iy

ce qui montre que :
y€D(A)
Donc :

(y,2) € D((A) xV =D (A)
Alors l'opérateur A est maximal monotone.
Le théoreme 1.19 de Hill Yosida assure pour tout (y°,3') € D(A) = D(A) x V
I'existence et I'unicité de la solution Y = (y, z) € C*(RT, V) N CO(RT; D(A)) telle que :
Y'(t)+ AY (t) = 0 sur Rt
Y (0) = (")
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avec z = /.

De plus on a :
1y Dllpay <M1y (O)llpay V=0

ce qui donne :

ly Ollpeay + 1 Olly < 19 Ipea + Iyl VE=0

pour tout T'> 0 on a :

1913 0 rmay + 1910z < (51 + 152115)

Par la suite, on prend (y°,y') € D (A), on multiplie 'équation 3” — Ay = 0 par 3/ et

on intégre formellement par partie dans Q x (S,7") . On obtient :

T
0= / / "y — Ayy') dadt
S Q

ce qui donne :

1d T T
s | () de — / / O,yy'dldt + / / VyVy'dzdt = 0. (3.7)
2dt Jq s I < /g

cela d’aprés la formule de Green.

De plus comme :

y=0 sur Iy,

c’est-a-dire :

y' =0 sur Iy
et :

0,y = Apy sur ['y.

1d "2 2 / 2
La 'l =o0.
57 {/Q((y) +|VTy\)d:c+ F1|VT3/| d] 0

Bt = | [ (07 @) de+ [ 1vrlar

qui représente la définition de I’énergie.

(3.7) , s’écrit :

On pose:

Ce qui montre que E (.) est une constante par rapport au temps ¢.
Par un argument de densité, on montre que F (.) est une constante par rapport au
temps t pour (y°,y') e H=V X H. =
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3.3 Une identité

Lemme 3.1 La dérivée du tenseur métrique dual g°° est donnée par :

g = dg"’
NeY aga

ol Ff;a désigne le symbole de Cristoffel.

= —([)ag™ + Thag™)

Preuve. La dérivée de :
gaﬁgﬁv = 53
est donnée par :
B, _ __ap
9 98y 9 " 9By,
ot g*? est le tenseur métrique dual et o7 est le symbole de Kronecker.

D’apres 1.1 , il vient :

9598 = =97 g Ths + 9aal),]
D’ou :
95793,9"" = =99 T059"" — g*7 95215, 97"
= —g"0T}s = 0T
Sig= A\ ona:
ga%frzﬁ = gwfﬁx
— 1‘\5)\9)\&
Etsia=Aona:
aTA a
5/\F;w gvﬁ — ngvﬁ
= I‘ff,\gﬁ/\
De (1.19) , on obtient :
9%3 = —|I%, Py Ffﬂ g)\a] .

Lemme 3.2 étant donné f un champ scalaire de classe C? défini sur T, on a :

T (O [) = 7O (O f)

ou 7 désigne la projection sur le plan tangent et la barre désigne le transposé d’un vecteur.
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Preuve. On a :

Onf = [aa®
D'ou :
Omf = 9" fras
Donc :
On (97 faag) = (9™ faas) ,a®
= g2 faasa® + ¢V fraasa® + ¢ frapaa®
Alors :

7O (O f) = Q,Aff,wﬁaa + ¢ fraaza® + g famag 40
D’apres le lemme 3.1 et le fait que mag., = Fgﬂa# ; il vient :
T(0n(Onf)) = —(Thag™ + Thag ) faasa® + g™ fraasa® + g ALl sa,
= —Ff‘mgﬁ“f7,\a5aa — Fﬁag“Af,Aagao‘ + g’\5f7,\aa/3a°‘ + g’\ﬁf,,\F’ofBauaO‘
= —Fﬁagﬁ“f,wﬁ — Fﬁag“kf,wgaa + gA"f,AFfwaﬂa"‘ + gwf,maﬂao‘
= (9" fra = T2.9"" fa)aga®
Enfin :

00 (Onf) = (9" fra —Taug" fa)aga®

(
(0 faa — Tug"’ FA)grsa* g™ ay,

= (gmf,mgwga“ - Fiugﬂﬂngwgw)%aA
(97 fra = o 9™ F ) aya’®

ce qui termine la démonstration. m

Lemme 3.3 Si ur et vy sont deux champs vectoriels tangents de classe C' définis sur T’

on a :

Om (Wrvr) = Ur (Omvr) + 077 (Omur)
Preuve. Par définition on a :

8m (W’UT) = 8m (U,T.UT)
= UT.amUT + UT.amUT

= Up.TOnUT + V. TOmUT
car ur € T,,, (I') et vy € T, (I') . Alors :

am (W,UT> = ur (amvT) + urm (amuT)
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Lemme 3.4 Soient f un champ scalaire de classe C? et qr un champ tangent de classe
Cl défini sur T ; alors

_ 1
Vrf Ve(Vrf gr) = Vo f(70mqr)Vr f + §am(’va|2)QT
ou Vr est le gradient tangentiel.

Preuve. On a :

WVT<V_TJC qr) = (Onf) (m((amf)QT))
= On((Omf)ar)Om f

D’apres le lemme 3.3 , il vient :

8m<(8mf)QT)(m) = (amf) (WamQT) +qr (Wam (amf))
= (Onf)(mOmar) + (ﬂ'am (m)) qr

d’ou :

Vel Ve(Vef ar) = 0w (Onf)ar) (Omf) + (Onf) (70m (Onf) ar) (Onf)
= (Onf)(®Ongr) + (Onf) (Wam (m) QT>

d’apres le lemme 3.2 , on a :

(70 (Omf) = (70 (O f)

donc :

Vol Vo(Vof ar) = Onf) (@0mar) (Onf) + Onf) (70m (Onf) ar)

Enfin d’apres le lemme 3.3 , on obtient :

am(|va|2) - 8m<8mfm)
= 2(0nf) (7On (Onf))

Vo f Ve(Vef ar) =

Alors :

Vil VeV ar) = 0l (x0uar)@d) + 2 0m( V2 Par
= W(WamQT)va + %8m(‘va‘2)QT

Ce qui termine la démonstration. m
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Lemme 3.5 Pour tout champ de vecteur scalaire 1 défini sur I' et tout champ tangent

v supposés réquliers on a :
(Omn)vr = tr(vrdyn) et divpvr = tr(n0yvr)
Preuve. Si vy = v%a, = v'a; + v%as, on a:
a®(vpOmn)as = a*(vrdmn)ar + a*(vrd,n)as

On calcule d’abord v70,,7 :

Omnuy = <an ﬁ)<vaaa) a=12;0=1,2

&P
8 8
0 0
Lo
o€ o€
d’ou :
a®(vrdpn)a. = (v'ar +vay) (%al + g—gcﬂ)
0 0
L]
o o€
= 0477
mais :
on on
(0rOmn) = vla—gﬁvza—ga
= 0Y0,.

ce qui montre que :
tr(vrd,m) = a“(vpOyn)a®
= v9047.

de plus :

Ommvr = (9sn)a’ (v*aq)

- (SZ LR %az) (v'ar + vas)

s o

= (3a77)va
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Alors :
tr(vrOmn) = (Omn)vr

ce qui montre la premiére relation. Soit ¢» € D(I') un champ scalaire ; d’apres (1.28) on
a:

/wdivTvT dl' = — /(&nw)vT dI’
r r
de la premieére relation, on a :
/wdivTvT dl’ = — / tr(vrOm) dll
r r

comme :

Om (Y1) = vrOpt + Y(Omvr)

ce qui donne par projection :
TOm (Vur) = V1O + V(TOpur),
et puisque v; € T}, (I') et ¥ est un champ scalaire ce qui permet d’écrire :
/F@Ddiv;pv;pdf‘ =— /1“ tr (7m0, (Yur))dl + /F@DdivTUTdF (3.8)

Si 77 est un champ régulier d’endomorphisme du plan tangent a I' et vy un champ tangent

régulier ; (1.29) donne :
/divTTTUTdF = —/tT(TTﬂ'am<UT))dP
r r

en particulier si on prend 77 = 79, ol iy est I'identité du plan tangent, il vient :

/divTiQUTdF = /tr(m?m (vr))dl
r

r

Donc (3.8) s’écrit :

/@DdivTdeF = /¢divTi2deF+/¢tT(7r6m (vr))dl’
r r r

Pour montrer que divpvr = tr(nd,vr) pour tout champ tangent vr, il suffit de montrer
/ diUTiQUT =0
r

/ diUTisz
r

6

que :

pour cela on calcule :



pour tout wy € D(I', T'(I")) 'espace des champs tangents de classe C*° sur I'. En effet :

/dz’vTing = —/tr(w.(@mfwT))dF = —/divaTdF
r r r

D’aprés le théoreme 1.1 :
/ divaTdF =0
r

D’ou diUTiQ = 0.

ce qui termine la démonstration. m

Lemme 3.6 Soit 1o € R, on pose q =2 — 219 =qr +qv. On a :

Wamq’f + QVamV = Z‘2
am‘]u = QTamV (39)
divrqr = 2—qtr(Onv)

ol iy est lidentité du plan tangent.

Preuve. D’apres (1.45) et le fait que gr = gr + qv ; on a :

Ovqr = T.O0mqr.m+ q,0nv. 7+ 0,qr.V — v.Gr.0pV. T + 1.00q,.T
+0,q Vv

D’ou :

Var = 0Ouqr = 7.0mqr.m + q.0nv.7m + v.0,qr — V (OnV) qr-V + Omq,.U
+0,q,

soit w = wy + w, un champ de vecteurs, défini sur I'. On calcule WV ¢rw ot w représente

le transposé de w ; on obtient :

wVqrw = wr (WamQT + QZ/aml/) wr + wr (amqu — (Omv) QT) wy, + w,0,qrwr +

w, Oy qrwr + w,0,q,Wr

ce qui donne :

V(]/F _ 7TamQT + QVamV amQV - (amy> qr
al,QT aVQV

de plus, comme :

I
o o -
o — o
—_ o o
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oll i3 est I'identité de R3, on obtient :
TOmqr + q,O0mV = iy
{ Oty — (Omv)qr =0
Ce qui permit d’écrire par transposition :
{ TOmqr + ¢,O0mV = iy
Oty — (Omv)qr =0

Comme 'opérateur de courbure est symétrique, on obtient :

Waqu + qyamy = ig
et :
amqu = q_TamV

Pour la troisiéme relation, on utilise d’abord la premiére relation de (3.9) , qui montre
que :
Waqu = ig — q,/aml/

Et d’apres le lemme 3.5 , il vient :

divyqr tr(mwOmqr)
= tr(iz) — tr (¢.Omv)
= 2—qtr(Onv)
m
Proposition 3.3 FEtant donné q élément de W'>°(Q, R3), on pose :

4 = qr + qV.

Alors pour tout (y°,y') € D(A) x V ; la solution y du probléme (Py ) vérifie la relation

swvante :

N | —

T
/y’(q Vy)dz| + //dwq ]y| |Vy|2)dxdt (3.10)
Q 0

T T
%//q,, LY) dth—i—//Vy Vq.Vydzxdt — —//dquTIVTy| dl'dt
0 TIo 0
T T
45 [ [al9asl = ol = lyPsavie+ [ [ Vry(eo,ar)Vrydrar
0 I 0 Iy
=0
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Preuve. On multiplie la premiére équation de (Py) par ¢.Vy puis on intégre sur

Q2 x (0,7) ; la deuxiéme équation par g¢r.Vry puis on intégre sur I'; x (0,7) ; la somme

donne :
T

[ { y'(q-Vy)dxdt — / / Ay(q-Vy)dzdt + [ P/ 0oy — Ary).(qr-Vry)dTdt =0 (3.11)

0 Q
Comme :
T T
//y q.Vy)dzdt = / (¢.Vy)d //y'(q.Vy)'d:l:dt (3.12)
0 0 0 Q
T T
= /y q.Vy)dxdt %//qv )2dwdt
Q 0
De la formule :
/q.Vydx = /q.yde— /divqydw (3.13)
Q r Q
(2.9) s’écrit :
T T
1
//y (¢.Vy)dzdt = / "(q.Vy)dz —5//qy‘y)dfdt+
0 0
1
5//dwq|y| dxdt.
et d’apreés la formule de Green il vient :
T T
//Ay q.Vy)dxdt = //ny q.Vy)dldt — //Vyv q.Vy) dxdt
0 0
T
= //@y q.Vy)dl'dt — //Vy Vq.Vydxdt —
0Q
//Vy.q.V(Vy)dxdt
0Q
Appliquons de nouveau (3.13) , on obtient :
1 1 1
/Vy q.V(Vy)dx = 5/ NV (Vy)’dx = —§/dz’vq. \Vy|? dz + é/q.y \Vy\2d1“
Q Q r
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d’ou :

T
//Ay(q Vy)dzdt =
Q

0 0

alors :

(y" — Ay)(q.Vy)dxdt =

oS~
0~

[

T

+//Vy.Vq.Vydxdt+

0 Q

T
//&,qudedt =0
0T

D’apres lemme 3.4 ,

T
//ATy(QT-va)dth
0T,

il vient :

T
//(%y q.Vy)dl'dt —

T

//Vy Vq.Vy dzdt

T

(3.14)

0
1 y 1
+§//div q.|Vy|2dxdt—5//q.V|Vy|2d1"dt
00

0 r

T
1
y'(q.Vy)dz| + 3 //divq(|y’|2 — |Vy[?)dxdt (3.15)
0

T

1

5 [ [ a9l =ty Pyarar
0 I

va.vT(qT.va>dth

—
—

N[ =
oS~ ot~ o~~~ o — 8 o~~~

—
—

Vry(mOmqr).Vrydldt —

—
.

O (IVry|*)qr dUdt

—
-

VrymOmqrV rydldt +

o—

di?]T qr |va|2 dI‘dt

| —
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Donc :

T
1 .

// Ly — Ary)(qr.Vry) dUdt = _5//d“)TQT|VTy|2dth

0 I'

T
+//VTy7r8quVTdedt
0 I't

T
+//8l,y1(qT.VTy)dth =0
0 Iy

La somme de (3.15) et (3.16) donne :

T

T . T T
/ "(¢.Vy)dz| + 5//dwq /> = |Vy|?)dzdt — / 0,y(q.Vy)dldt
0 0
T

T

[\

(3.16)

(3.17)

1
//&,y qr-Vry) dth+//Vy.Vq.Vyd:cdt— —//diquT|va’2 dl'dt
00 0

IR}

T
1
+§//qy |Vy| |y| dth+//VTy7r8quVTdedt

0 T 0 Iy

Sur 'y on a:
qVy = q,(0,y)
D’ou : . )
[ Ga Vol = @)avunar = = [ a0

Fo 1—‘0
car y = 0 sur I'g, donc 3/ = 0 sur I'y.

SurI'y on a:

Vyl® = [Vry) + (0,9)?
et :
(3,9)(q.Vy) = (0,9)(ar-V1y) + . (0,y)* + ¢, (9,y)?

d’ou :

[ Ga Vo = @0)(a) + @u)lar-Fry) dr = 5 [ 1903f* — (By)Par

I Iy
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alors :

DN | —

T T
//dw q ]y[ — |Vy|?) dedt + //Vy.Vq.Vy dxdt
0 0

/ (¢-Vy)dz| +
Q
1
- / / divr gz |Vryf? drds — | / / vy drd — / (0T

T
1
+ [ [ Vruetnar) ey dvat + 5 [ (95 - @dr
0 I'y

I'1

Enfin :
' T
/ "(¢.Vy)d //dwq |y| — |Vy|? dxdt—ﬁ//qy )V2dDdt
Q 0 To
T
—l—//Vy Vq.Vy dxdt — —//dquT|VTy| dl'dt
0 IR}
T
/ [ 1903 = @~ yP)avat + [ [ Vry(w0nar) Fryara
I 0 Ty
=0
m

3.4 Reégularité des solutions faibles

Théoréme 3.1 Soit (y°,y') € V x H. Si y est La solution du probléme (Py), alors
Oy € L2 (RT, L*(I)) et il existe une constante ¢ > 0 indépendant de (y°,y') et T > 0

telle que :

loc

T
// Ly)2dldt < (T +1)E, (3.18)
0
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Preuve. On commence par prendre (y°,4') € D(A) x V. On considére un champ
q € Wh(Q; R?) tel que ¢/r = v (cf.[20]) La relation (3.10) s’écrit :

T T T
1
/y'(q.Vy)d:c + 5//dzvq /> = |Vyl?) dadt — //(ayy)zdth
0 0 0

Q T

//VquVydwdH //IVTyI — (0,y)* — |y'|*) drdt

[\D|+—~

0 Iy
=0
D’ou :
1 g 1 g
5// Ly)2dldt = / "(¢.Vy)d +§//divq(|y'|2—|Vy|2)dxdt
0 Q 0 0 Q
T . T
+//Vy.Vq.Vydxdt+5//(|VTZJ|2— ly/|*)dTdt.
0 Q 0 I
Donc :

—_

DO |

T T
/ )2dldt < / dx—l—/ qVy)3d +§//dwq ]y[ \Vy\2)d:vdt
Q 0 0

T T
1
—l—//Vy.Vq.Vy dxdt+§//|VTy|2dth.
0 0T,

S ClEO -+ CQTEO
Alors :

% / / (0,y)%dTdt < (T + 1)Eq (3.19)

¢ = max(cy, Ca).

On termine par un argument de densité. m

3.5 Théoréme d’unicité

On pose :
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R=|x- fEO”Loo(ﬁ;Ri’r) ; Ry = [lz — x0||L°°(Fj;R3) ;7=0,1; Ch = ||t7’(am’/)||Loo(F1)
(3.20)
On rappelle d’aprés 'hypotheéses :
(H4) qu'il existe zo € R3? tel que :

I'y = {zel'; (v —x0) .v(z) >0}
I'h = {zel; (r—x) v(z) <0}
ol v désigne la normale unitaire sortante.
(Hs) que les rayons de courbures sont positifs, ce qui implique en particulier que :
tr (Omv) >0, sur I
Théoréme 3.2 Soit (y°,y') € V x H et T = 2R. Alors la solution y du probléeme (Ps)

correspondant vérifie :

1 T T
(T — 2R) E0+E|y0}; < %/ /(8,,y)2dl“dt+%(1+01)/ \Voy|* dTdt (3.21)
0 I 0

IN]
Preuve. On prend ¢ = © — zg dans (3.10) et on suppose que (y°,y') € D(A) x V ;

le lemme 3.6 permet d’obtenir :

W a Vo)l + / [ daat / [ 190l daat (3.22)
1 T

= —/ /C]y(@uy)Qdth+—/ /q<y —|VTy|2) dTdt
2/o Jr 2Jo Jr,

1 T T
1 / / Gt (Orr) [Vry[? dTdt + / / Gy (Om) VrydDdt
2 0 I' 0 I

=0

On multiplie la premiére équation de (Py) par y et on intégre sur (0,7") x €2, on obtient :

o a V)T + / /(\Vy\ ~|v] )dazdt+/ / VegPdldi=0  (3.23)

La somme (3.22) et (3.23) donne :

(v, q.Vy+y)lo + / /(\VM - ‘y‘ )dde/ \Vry|* dTdt
IR
1 T
ry

——/ / qutr (Opv |VTy| dth—l—/ / @V 1y (Opv) Vrydldt
I

- |va|2) dldt
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ou encore :

(v, q.Vy +y)|o + TE (3.24)

T 1 T
— / / ¢ (0,y) dth - —/ IVTy|2dth + —/ / Qv ( Yyl — IVTy|2) dldt
I T 2 0 'y

T
——/ / qutr (amu)]VTy|2dth+/ / @V 1Yy (Opv) Vyydldt
2 0 Fl 0 Fl

Le terme intégré se majore par la méthode de V.komornik comme dans (cf.[12], [18]) .

On pose :
C(t) = (1), q¢Vy(t)+y(t))
¢Vy () = D a0y (D)
= qr-Opy (1)

(convention de la sommation avec un indice répété).

ona:
W (1), (@V)y () +y()aly | < IO+ (D)
on écrit : )
a /
@) < 5 v (£l + %0 |- Oky () + v (1)

ol est une constante positive qui sera choisie plus loin. On a :

ey (1) +y (Do = lae-Ory (D[S + ly (D)o + 2/Qy(t) G- (Owy (1))

= ladu O+ O+ [ a(@uly @)F)

= Dy (O — 21y (O + / 0y (1)

IN

R Vgl — 21yl + / aly ()
INT

don - R? 1 1
« 2 2 2 2
< = (t — — — » t|*dl’
)l < 2|y<>|Q+2Q|Vy|g+a|y\9+2a/nq v ()

On prend « tel que :

84



(pour faire apparaitre I’énergie) c-a-d o = R.
On obtient :

con < 5 [ (v or+19P)dr s gz [ am@Pa - [ e

IN

< _ _
< BB+ gz [a@fa /|y| &

1
< E, — y ) dl — =
< R O+2R q |y()| R|?J|Q

La relation (3.24) donne alors :

1 [T 1 [T
@-2R Bt i < 5 [ [a@utdvas g [ g lypardes
2 0 I 2 0 I

1 2
ﬁ/ g (50| + Iy (7)) T +
1 [T 2 2
5/ / Qv (2VTy (Omv) Vry — tr (0,v) [Vry|” — |Vry| ) dldt
0o Jr,

D’apres (3.20) et 'hypothése (Hs), il vient :

(T —2R) Ey + — |y°|Q < //q dyy)? dldt + = //q (14 tr (Opv)) |[Vry|* dldt
Iy

< // dth+%(1+Cl//\VTy]2dth
0 1N

On termine par un argument de densité. m
Par conséquence on a :
Conséquence 3.1 Soit T > R. Pour (y°,y') € V x H on pose :

1y = (/OT /FO (0,y)* ddt + /OT /Fl Vy|? dTdt)/?

ot y est la solution du probléme homogéne correspondant aux données de Cauchy y° et
y' et ||.|| - est une norme sur V x H et le compléte F pour cette norme est égale a V x H
puisque il existe d’apres (3.18) et (3.21) deux constantes C1(T") > 0 et Cy(T") > 0 telles
que :

C1(T)Ey < H(yO yt Hf <Cy(T)Ey, Y&°, ') €V xH (3.25)

3.6 Une méthode pour la stabilisation rapide

Avant de faire la démonstration du théoréme, on rappelle le résultat général de stabili-

sation développé par V.Komornik dans [14]. Pour cela on considére le probléme linéaire
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suivant :

¥ =Ax+ Bu, x(0) =1z (3.26)

ou A est un opérateur linéaire, fermé, a domaine dense sur un espace de Hilbert H et
B un opérateur linéaire, fermé, & domaine dense d'un espace de Hilbert G vers H. On
considére aussi le probléme dual du probléme (3.26) .

¢ =—A*, ¢0)=¢p,, V=B (3.27)

ou A* et B* sont les adjoints de A et B respectivement. On fait les hypothéses suivantes
(Hy) : L’opérateur A* engendre un groupe continu dans H'.

(H,) : il existe un opérateur linéaire continu E : G — H et un nombre complexe \ tels
que B* = E*(A+ \I)*.

(Hs) : 11 existe deux nombres positifs 7" et ¢ tels que :

19l 2007 5 e < € Nlpoll g Vi, € D(A).
(H,) : 1l existe deux nombres positif 7" et ¢ tels que :

ool < c ||¢||L2(0,T ¥ed) Vo, € D(A").

Lemme 3.7 Les hypothéses (H1) — (H3) donnent la nouvelle version de (H3) suivante :
Pour tout T > 0, il existe Cr > 0 tel que :

|l 2z, 7, oy < Cr lpollgr» Vepo € D (AY) (3.28)
Preuve. On fixe m > 1 et on considére le temps T tel que :
(m—-1)T <T<mT' (3.29)

ou 1" est défini dans I’hypothese (H3) .
D’apres (3.27) et (3.29) , on peut écrire :

T mT’
/THB*eSA*goO‘zG,ds < / T/HB*eSA*%!QG,ds (3.30)
0 * —sA* 2 ml * —sA* 2
= [ el [ B ds
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D’une part on a :

ml’ A 2 T U A* 2
|Eeralga = X [ meety|
j=0 "

o s
T

m—1 T 9
[ Jeal
j=0 70 “
m—1 . 9 m—1 ) j
< ZCZ e—IT'A @0 y < chz e~ T'A ||900||§{,
j=0 Jj=0
2
= 012T ||900||H/
donc :
mT’ o 9 ) )
/ HB*e ° SOUHG/ ds < Cir H%“H/ (3.31)
0
D’autre part on a :
0 " 9 mT’ " 5
* _—8 o * S
[ Bl = [T e
mT’ ) . 2
— / HB*e(mT —s)A SOOH ds
0 G’
mT’ * ! * 2
— / HB*efsA 6mTA QOO‘ ds
0 G’
7] * 2
S CQ 6mTA gOOH
Hl
! * 2m 2
< || Il
d’ou :
0 * —sA* 2 2 T'A* m 2
|oimealds < i e | el (332
—m ’

De (3.31) et (3.32) , (3.30) s’écrit :

T . mT’ . L 2m
[ B alids< [ Bl ds < Gl + Cr | | el

—mT’
2m) 1/2

on obtient le résultat avec :

1A%
6TA

OT = OIT (1+
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On va définir la solution de (3.26) par transposition (c¢f.[13]), pour cela on fixe z¢ €

H et u € L} (R",G) arbitraires puis on multiplie 1’équation 3.26 par la solution de

loc

I’équation (3.27) ; une intégration formelle par partie entre 0 et 7" donne:

@ (1), (T)) e = (50> @) g + / (0 (). T (3))g 5 (3.33)

En effet :
Soit ¢ solution du probléme (3.27) , d’aprés (3.26) on a :

(x(t),p (t>>H,H’ = (Az(1),¢ (t)>H,H’ + (Bu(t), ¢ (t)>H,H’
= (=), A @) g + (u(t), B'p)
= — (@), ¢ ) g+ (u(t), V(1)
Et comme 'intégration par partie formelle de fOT (@' (t) ¢ (t)) g ds donne :

T

0

/0 @) o O pdt = ()0 O] / (o (1), (1)) dt
= (1), 0 (D) g — (5(0), 0 (0)) gy — / (i (£) @ (8) 1y

avec x (0) = xg et ¢ (0) = ¢,. Alors :

<x(T>,90(T)>H,H/—(xo,soo>H,H/Z/O <x’(t),so(t)>H,Hfdt+/O (@ (t) " (£) gy gy It

donc :

/0 (A (1) + Bu (), o (D). ds + / (i (t) ,— A" (1)) g o

<‘Qj (T) ) P (T)>H,H’ = <:L“0, (100>H,H’ +
T
= (2o, 00) g+ | (@), A0 )) g dl +/0 (u(t), B¢ (t))g.q ds —
T
JRCIOR O
En posant W = B*p (t), on obtient :

@ (T) 0 (T)) e = (0, o)y + / (0 ()0 (5))g s

On définit alors la solution de (3.26) comme étant une fonction continue = : R — H
qui vérifie (3.33) pour tout ¢, € H' et pour tout T' € R*.

La définition précédente est justifiée par le théoréme suivant :
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Théoréme 3.3 Pour tout xy € H et tout u € L?

loc

une solution unique. De plus pour tout T' > 0 il existe Cp > 0 tel que :

1% oo, 1y < Crlllzoll g + Nl p2-rr . @)

Preuve. Comme la quantité :

(0, 90) g e + / (0 (5) . T () o ds

(R*,@G), le probléme (3.26) posséde

(3.34)

est une forme linéaire, continue et bornée de ¢, € H' et H” = H on peut donc assurer

d’apres le théoréme 1.20 de Riesz Fréchet 1'existence d’un élément unique y (T') € H tel

que :

(T, 90) o = 70, P sp + / (w(s), 9 ()geds, VfeH

Dans la premiére étape, on montre la continuité de la fonction :

T —y(T)
En effet : Soient 77,75 tel que :
T =T =0
on a:
ly(Th) —y(T)lly = sup [(Y(Th,00) — Y(T2, Po) gy g
ool gr<1
1>
= s | [ uls) el s
llooll gy <1 |/ Ty
T>
< s [ ) e6)ge ] ds
ol gr <1 /T2
< . 2d 1/2 . 2 d 1/2
< sup ([ lu(s)lgds) . Nl(s)lle ds)
llooll g7 <1 JT T
De (3.28) , il vient :
Ty ,
ly(Th) —y(Ta)llp < sup (/ lu(s)llc; ds)er ol
leoll <1 JTy

IN

comme la quantité (f;:’;z [u(s)||Z ds)

Ts
cr ( /
Ty

1/2

lu(s) I ds) "2

tend vers zéro quand T} tend vers T5 alors :

ly(Th) — y(T2)||; tend vers zéro
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lorsque 17 — 15

ce qui montre la continuité de la fonction :
T —y(T)
on a :

Y(T), 00) g = <y(T), eTA*('O(T)>H.H’ = <y(T)eTA’ 90<T)>H.H'.

D’apres ’hypotheése (Hy), ¢, — ¢ (T') est un automorphisme sur H'.
En posant 2(T) = y(T)et*, on a :

@ (1), (T)) 1 = (50> @) g + / (0 (5). T (3))g 5

ou e*4 est le Cy semi groupe engendré par 'opérateur A.

Dans la deuxiéme étape, on montre la continuité de la fonction :
t — xz(t)

En effet :
Soit tg € R et h € RT, il vient :

x(to +h) —x(to) = eltotho)A [y(to +h) —y(to)] + (€(t0+h0)A - etoA)y(to)
donc :
|z (to + h) — x(to)|| < ||e“ ™A ly(to + B) — y(to)|| + ||(e“0HMA — eoyy(ty)||

Comme e’ est un Cy semi groupe, alors d’aprés la proposition 1.12 , il existe deux

constantes M, > 0 et w > 0, telles que :
He(to—l-h)AH < M, e (to+h)
D’ou :
l(to +h) = w(to) | < Mee ™ [ly(to + ) — y(to)[| + || ("4 — ey (to)

puisque M) ||ly(to + h) — y(to)|| + ||(e0™MA — elod)y(to)|| tend vers zéro quand h
tend vers 0. Alors :

|lz(to + h) — x(to)||; tend vers zéro.

90



quand A tend vers 0.

ce qui montre la continuité de la fonction :

r : R—H
t — x(t)

Enfin pour l'estimation (3.34) on a :

(@), (M) gw =

<x07(100>H.H' +/(; <U(5),¢(8)>G,G/ ds

IN

T
||ﬂa’o||H||<po||H/Jr/0 lu(s)ll [9(s) o ds

g 2 g 2
[zoll 7 [0l g7 + (/ [[u(s)lle dS)I/Z-(/ 1o (s) Iy ds)'/?
-T -T

< llzollg lloll g + ||u||L2(—T,T Q) ||77/}||L2(—T,T;G”)

IA

d’apres I'inégalité (3.28) , on obtient :

@)oo (M) | < lzolly +erllull oz o) ol (3.35)
( )
Comme : (o (T). o (T))
Z P H,H
|z (T)||; = sup ’
" o(T)£0 HSD(T)”H/
avec :

0(T) =",

et que ¢, — ¢ (T) est un isomorphisme, il existe alors une constante C' tel que :

z(T),0(T)) g i
1z (D), < € sup L2 D

070 ||800HH'

cette derniére inégalité et (3.35) donnent le résultat demandé.

Ce qui achéve la démonstration. m

3.6.1 Quelques notions de controélabilité et d’observabilité.

On rappelle brievement certaines résultas sur I’observabilité et la controlabilité.

Définition 3.1 Soit T' > 0.
(1) Le probléeme (3.26) est dit exactement nul-contrélable au temps T  si pour tout état

initial xog € H, il existe une fonction u € L (R ; G) telle que :

loc

[ull 20 ; @) < ¢llzollm
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et telle que la solution du probléme (8.26) correspondant vérifie la condition finale :

z(T)=0

(2) Le probléme (3.26) est dit exactement controlable au temps T si pour tout couple

T, w1 € H, il existe une fonction u € L2, (R ; G) tel que :

loc
ull 20,5 @) < ¢ (2ol + |21l )
et telle que la solution du probléme (3.26) correspondant vérifie la condition finale :

x(T) =z

(3) Le probléme (3.27) est dit exactement observable au temps T si :

ol < "Wl paor oy, ¥ =B
pour tout p, € D (A*).

Commentaire 3.1 Cela implique que si ¥ = 0 sur [0, 7], alors ¢, =0 ; d’ou la solution
¢ = 0. L’observation de ¥ sur [0,7] permet donc de déterminer la solution ¢, d’ou la

définition observable. De plus la solution ¢ dépend continiment de [’observation W.

Théoréme 3.4 Soit w un nombre réel, sous les hypothéses (Hy) — (Hy) , la formule :

T
<Aw900>w0>H,H’ = /0 e 2 <JB*€7SA @o, B e w0>G,G' ds (3.36)
ot J:G — G est lisomorphisme canonique de Riesz, définit un opérateur positif, auto
adjoint :
A, H — H.
De plus A, est un isomorphisme et :
_ 1/2
lall, = (AZ'w,2)i2,

définit une norme équivalente sur H.
Preuve. . L’opérateur A, est défini positif.

11 suffit de montrer pour ¢, € H' :

(Mo, P0) erxrr = 0 Vipy € H'
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et :
(Ao, Po) s =0 = g =0

En effet :
Soit ¢, € H'
T
0
T
—2ws * —sA* 2
= et o
0
d‘ou :
(Awpo, o) s =0 Vo, € H'
de plus :

<Aw9007 900>H><H/ =0

revient & dire que :
T
/62”“”8 HB*e’SA*%HZ/ ds =0
0
ol encore : .
| e vl as =0
0

avec U (s) = B*p (s) = B*e™*4 .
Donc :
(Ao, o) ey =0=V =0 ppsur [0,7T]

D’aprés 'hypothese (Hy) , il vient :
(Awpos o) gy = 0= =0

ce qui termine la démonstration.

. Léopérateur A,, est auto adjoint. Soient ¢,, ¥y € H' on a :

672ws <JB*675A* ©o, B*efsA* \I]O> ds

<Aw9007900>H><H = GxG'

\’ﬂ

0
T

— /e—‘m (JU, W) o ds
0
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avec W, = B*e_SA*gpo, U, = B*e 4",
Pour montrer que I'opérateur A,, est auto adjoint, il suffit d’utiliser le fait que I'opérateur]

J est auto adjoint, puisque G” = G ; d’ou :

{(Aweo, \IIO>H><H’ = e (W1, J\D2>G><G/ ds

e 2 (JWa, W) iy dS

St — 5 T —

= <<:007Aw\110>H’><H

Donc l'opérateur A, est auto adjoint.
.L’opérateur A, est un isomorphisme.
On montre que 'opérateur A, est surjectif. Soit x € H et f, € H” = H (puisque H un

espace de Hilbert donc réflexif) définie par :
fo v H — C
y = <f:137y>H”,H’ = <$7?J>H,H'
Comme f, € H" = H, alors :
f oA;1 :ImA, — C

se prolonge en un élément de H' noté encore f,oA !, d’apres le théoréme de Riesz Fréchet,

il existe u € H unique tel que :

<f:r OA(:179>H’,H = (uag)H Vg € H.

En particulier si on prend g = A,v avec v € H' on a d’une part :

<fz © A‘;l’g>H’,H = <fx OA;17Aw0>H/7H = <fx7U>H7H' = (xav)H,H/-

D’autre part, on a :

(oo B2 Aty =

d’ou A,u = .
ce qui montre la surjectivité de A,,.

IL reste & montrer I'existence de deux constantes ¢; et ¢y telles que :

allzllg < lzll, < e llzlly
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Par définition on a :

Izl = (AS'z,2)y
= (A1 A (ASM2))
= <Aw (A_lx),A_lx

0 0) AL )

car A, est auto adjoint. D’ou :

T
||$||i = /6_2“’5 ||B*e_SA* (A;lx)Héds
0
Donc :
¢’ ”B*e_SA* (AZ'e) HiQ(O.T;G) > ||z, = e [PeaC (A;1$)||i2(O.T;G)

et d’apres 'hypothése (H,) et 'inégalité (3.28) , il vient :

or [|[AL 7] il, > ||z|f2, > dpe T ||AL 2|

2
H

on a :
HxHH = HAw (A;lx)”H
< JAulH[AS =],

< op () e |2,

puisque A, est continu.

De plus :

El
A

o S Ver[[Adt],
ver | Nl
< Ve |zl

IN

. _1 .
puisque A “est continu.

Alors il existe deux constantes ¢} = (w/cTcg)_let ct=cr(d T)_%; telles que :
1 < < 2
cr zlly < lzlly < ezl

ce qui montre 1’équivalence entre les deux normes ||z||,, et ||| ;. =

Nous donnons maintenant le théoréme sur la stabilisation rapide démontré dans [14].
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Théoréme 3.5 (cf.[18]) On suppose qu’il existe un temps T > 0 pour lequel les hypothéses
(H,y) : L'opérateur A* engendre un groupe continu dans H'.

(Hs) : il existe un opérateur linéaire continu E : G — H et un nombre compleze \ tels
que B* = E*(A+ \I)*.

(Hs) : Il existe deux nombres positifs T et ¢ tels que :

||77Z)||L2(O,T’ Lo S ! [loll g » Vi, € D(AT).
(Hy) : 1l existe deux nombres positif T et c tels que :
ool s < cll¥ll 207 . o Vi, € D(AY).
sont vérifiées. Soit w > 0 arbitraire. on pose :
F=—JB*A 'z (3.37)

Alors lopérateur A— BJB*A' engendre un semi groupe continu dans H et la solution

du probléme a boucle fermée :
¥ =Ax+ BFz, x(0) =g (3.38)

vérifie :
Iz, < llzoll,e™, ¥Vt =0 (3.39)

pour tout xo € H.
Preuve. On donne d’abord une démonstration formelle de ce théoréme.
On Commence par écrire A, € L (H', H).

T
A, = / e 25 4B JB*e 4 (s
0
On fixe xp € H arbitraire et on considére la solution de (3.38) , il vient :
2
@)y = (L)

= <A;1x (1), %x (t)>H/’H + <% (AS'z () ,x (t)>H',H

(Ada) Ga®) = (At (). An )+ BFa (),
= (AJ'z(t),Ax(t)),, , — (A'z(t),BJB* A x()>H,H
= (AJj'z(t), AN, (AL x( ))> <A x(t),BJB* A x(t )>H,H

= (A'z(t),(AA, — BJB*) (; )>H/,H
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(Gosroyem) = (S GEo) )
= <A; ( z(t) — BJB* A;lx(t)),Aw (A;lx(t))>H,7H

= (AAJ' Az (t) A (t)>H, g (BJB*A 'z (1), A ' (t)>H, i

car A, est un opérateur auto adjoint. Alors :

d
<dt (A Lo (t )) x(t)>H,’H
x(t), A"A, SL’()> —<JB*A;1I( ,B*A Mz ( >H,

HH’

(
= (AAS'z (), A" A2 )>H7H,—<B*A x() TB A % (8)) 4y
= {0 A ) (50 5
= (AJ'z(t), (A A" — BJBY) ) s
d’ou :
<% (Aglx(t>)’$(t)>H,7H (A 'z (t), (A,A" — BJBY) >H,
alors :
<A z ( >H, = (A 'z (t), (AN, + ALA* — 2BJB) >H, (3.40)

Si on dérive la quantité (e‘zwse_SABJB*e_SA*), on obtient :

d . d . o d .
% (6—2ws€—sABJB*€—sA ) — % (G—Qws) e—sABJB*e—sA =+ % (e—sA) G—QwSBJB*e—sA
d .
—2ws —sA * —sA
BJB*—
+e s ( )
— _2we—2ws€—sABJB* —sA* Ae—Qwse—sABJB*e—sA*
_672ws€fsABJB*efsA*A*
d’ou :

T
d
— / T (e7e TABJBY e ) ds = AN, + A AT + 2wA, (3.41)
0 S
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mais :
T d 2 A A*
—/0 o (e7*e*ABJB*e ") ds (3.42)
— _6720.)T€7TABJB*€7TA* T 672w0€70ABJB*€70A*

= BJB*—e¢ *Te BB ™
(3.41) et (3.42) donne :
AN, + A A* —2BJB* = —2wA, — BJB* — e 2T TAB B e T4 (3.43)
pour terminer la démonstration, on doit faire appel au lemme suivant. m

Lemme 3.8 on a :
BJB* + e 2Te"TAB B e T4 >

Preuve. On a pour ¢/ = —A*p,,

—2W % 2 * 2 *
2 T||B Ol < 1B ol s Voo € D(AY).

—e
d’ou :
—e 2T (JB 0, B*0) . ar < (JB 0o, B*po) g Vo € D (A7).
donc :
—e 2T (BJB*0, )¢ or < (BIB @0, 00)gcr Voo € D (AY).
Alors :

(—e 2T TAR B e T ¢, %00>G7G/ < (BJB ¢y, eo)ger Vo € D(AT).

ce qui donne le résultat demander.

Fin de la démonstration du théoréme 3.5

d’apres le lemme précédent, l'inégalité (3.43) donne :
AN, + A AT —2BJB* < —2wA,, (3.44)

de (3.40) et (3.44) , il vient :

IN

% <A;1£L‘ (t) L (t)>H’,H <A;1x (t) ) _QWAWALle (t)>H/,H

< 2w (A (1), 2 (1), ,
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ce qui donne :

Ol encore :
(le @12) + 2w e @2 <0 vt =0, (3.45)

La fonction est décroissante. En effet :

(@ e @]2) = 2we™ [l (]2 + e (= (1)II2)

= (e Ol + = 0)112)
<0

cela d’apres (3.45) . Ce qui montre la décroissance de e ||z (¢)]| ; donc

e |z (1)]12 < e*0 |z (0)2 VE>0

w

et comme :
2 2
[z (0)[[5, = [lzoll,

Alors :
lz (012 < [lzoll? e Wt >0

Cette preuve est incorrecte dans le cas ol la dimension est infinie, les solutions fortes de
(3.38) ne sont pas suffisamment réguliéres de maniere a justifier les calculs.

Pour vaincre une telle difficulté, on utilise des équations intégrales équivalentes. On
commence d’abord par modifier 'équation (3.43) , comme suit. On fixe ¢, € D (A*)°
(pour que A*g, soit dans D (A*)) et on consideére la solution de (3.38) ; on aura d’aprés
(H2) :

—2w * 2 * 2
e |B*¢ (Dlley = 1B ¢ollc

T d —2wt * * 2
= /0 £<e |E* (A+ AI) go(s)HG/> ds
T q . .
B / (e (A ) e g, BT (A A e W gy) , ds

La quantité :
(A+ M)* ¢, € D(AY)

car :
wo €D (A*)2

d’ot la fonction :
s — e (A+ N g,
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est dérivable et on a :

d —s * —sA* *
%( YA+ M) ) = —A'e ™V (A+A) ¢,
d’ou :

2“’THB’* (Dl = I1B*¢oll e

e
— / —2ws ‘E* A+)\I)* _SA*QO()

2 S B (A M) g, B (A ALY ¥ o), ds

o s+

— —/ —2ws <2wsJB*e’SA*g00,B*e*SA*g00>G,’Gd5—|—
0

T
/ ewas <_JB*675A* (A*QOO) 7A*€7SA*SOO>GGI ds
0 b
= —2w (Aypy, %)H,H/ — (Au A%y, 900>H,H/ — (A%, Aw%>H/,H

donc :

e *T||B*g (t)||2G/ - HB*SOOHZGI = —2w (Aupy, ‘P0>H,H/ (3.46)
— (Moo, A"@o) g i — (A%Pos Autpo) Voo, € D(AY)

car A, est auto adjoint.
D’apres (3.43) et (3.46) , on obtient :

6—2wT <<]B*€_TA*Q00, B*G_TA*QOO>G, . <JB*Q00, B*800>G/
= —2w (Aupy, %00>H,H' — (AAu o, 900>H,H' — (Au A%y, 900>H,H'

donc :

e 2T (e T BIB e 00, 00) 1 — (BT B 0, 00) 1
= ((—2wA, — AN, — ALAY) @y, 900>H,H’

ol encore :

((—Au2wAS Ay — ANy — AyA") 00,000 1
<(AwA:JlewiTefTABJB*efTA*A;lAw . AwA;lBJB*A;lAw) ©o, ()00>HH/

ce qui implique :

((AA, + AyA* — BIB* + A, (2wAt — AJle ™ e ™ BIB*e "™ ALY Ay) 0, ©o) b1 1

w
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On pose :
C*C = 2wA;' + e TN e TAB B e T4 AL (3.47)
on obtient :

(AN, + AyA* — BIB* + A,C*CAL) @o, o) gy = 0

on conclut que A, réalise I’équation algébrique de Riccati :
AN, + ALA* — BJB*+ ALC*CA, =0 (3.48)

Gréace aux hypothéses (H), (Hz) et (Hs) on peut appliquer le théoréme de Flandoli ([8],
pp.99-100) Pour conclure que A_! vérifie 'équation duale de 1’équation algébrique de
Riccati :

AJYA+ A*AY — AJ'BIB*AY +C*C =0

Comme lopérateur A + BF = A — BJB*A_! et le générateur du groupe U (t) (cf.[8]),
alors :

U(t)zg =x(t)

ou :
() = (A+ BF)xg
= (A — BJB*A;l) To
et :
zo = x (0)
on calcule :
t
% <(C’*C’+A;13JB*A;1)U(T—s)mo,u(7—3)$0>H,Hd7'
0 ,
d
% <A;1u (T —8)zo,u (T —5) ZL‘0>H,7H
En effet :

((C*C + AL'BIB*A;") u(r — 8) mo, u (T — 5) m0>H,7H
= ((AuC*CA,+ AS'BIB) A u(r — 8) mo, A u (T — 8) 20) )
= ((AA, + A A" —2BJB*) A u (T — ) mo, A u (T — 5) o),

H
de (3.40) , il vient :
d
pr (A, u (T — s) o, u (T — 5) :c0>H,’H
= (AT — )0 (A + A — 2BIB) AT — ) )y
= ((AAy+ AA" = 2BIB) A u(r — 5) a0, A (7 = 8) 20) 1,
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On obtient alors :

t
jt ((C*C + AS'BIB*A,Y) u (T — 8) zo, u (T — ) $0>H/7H dr
—i <A_1u (1 —8)x0,u(T —5) $0>H'
_ <A 2 (0), (AA, + A, A* — 2BJ B*) 0)) 1 4
— <A .f >H'
- 0

t
u*(t—s)Awlu(t—s)—F/ ut (t—5) (C*C+ A" BIB*A ) u(t — s)dr

est un opérateur constant par rapport a t.

autrement dit ; il existe un constante ¢, qui ne dépend pas de t telles que :
d t
dt

_i
dt

si on prend t = s dans cette derniére égalité, on obtient :

<(C’*C’—|—A 'BJIB*AY) u (T—S)IO7U(T—S)1'0>H,7HdT

<A;1u (1 — 8) xo,u (T — ) I0>H,7H

c= <A;1x0,xo>
Alors :
t
AL =U*(t—s) AU (t — s) +/ U“(1—5) (C*C + A, BIB*A) U (1 — s)dr (3.49)

pour tout ¢, s € R.
Si on prend x € H, il vient :

(A, BB A o, $0>H,’H = (BB A, o, A;1I0>H7H,

= <J5*A;1$0,5*A;1$0>G,G,
2 20

De méme on montre que :
6—2wTA;1€—TA/6J6*e—TA*A;1 Z 0
ce qui donne d’apres (3.43) :

C*C + A'BIB* A}

v

c*C
> 2wA,!
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On déduit a partir de l'inégalité (3.49) :
t
A >U(t—s)A U (t—s) + Zw/ U (1 —5) (C*C + A" BIBA) U (1 — s)dr

pour tout ¢ > s.
Par la suite, on fixe o € H, arbitraire et on considére la solution x = x (t) de (3.2). De

I'inégalité précédente, il vient :
<A;1x0,a:0>H, g = (Ut—s) A, U (t - s) ﬂfo,$o>H, +

2w/ (U (1= 8)"A,'U (1 — s) wo, o) dr

comme z (t) = U (t — s) xo, on obtient :

(Ao 0, 30) g gy = (A (8),0 () + 20 / (A2 (7)1 (7)) g

pour tout ¢ > s. Par la suite, on fixe zy € H, arbitraire et on considére la solution
x =z (t) de (3.38) , il vient :

<A;1x0,x0>H,’H > (Ut—s)"A, 1U(t—s)m0,xo>H, +

Zw/ (U (1= 8)"A,'U (1 = s) wo, o) dr

comme z (t) = U (t — s) xo, on obtient :

AL T0,%0) s gy 2 At ( gt 2w A x( L odr
H H,

pour tout t > s et a partir du lemme donné par la suite ; on conclut que
(A e (0), 2 (0) gy < (A 20, %0) gy ™"

pour tout ¢ > 0.
Alors :
2 2
lz ()1 < llwolly, e

pour tout ¢t > 0.
[

Lemme 3.9 Soit f : [0, +00] — R une fonction continue qui satisfait pour une certaine

constante w > 0 [linégalité :
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f(s)>f({)+2w /t f(r)dr (3.50)
Alors (cf. [14]) :

f@) < f)e Vt>0

Le théoréme précédent permet de montrer le corollaire 3.6.1 .
Corollaire 3.1 On suppose que les hypothéses (Hy) et (Hy) sont vérifiées et qu’il existe
des constantes positives T, w, cq et cy telles que :

€1 ||900||§1' < (Awpg, o) < o ||900||§{/ (3.51)

pour tout ¢, € D(A*). Alors lopérateur A — BJB*A_' engendre un groupe continu dans
H et la solution du probléme a boucle fermé :

v =Ar — BJB*AJ'z,  z(0) =g

vérifie :
=)l < e2er zolly e, VE>0 (3.52)
pour tout xoy € H.
Preuve. Montrer que l‘opérateur A — BJB*A,! engendre un groupe continu dans H,
revient a montrer d‘abord que les hypotheses (Hj) et (Hy) sont vérifiées :

D’apreés la deuxiéme inégalité de (3.51) on a :

2
C2 ||900||H/ > <Aw9007900>HxH/
T

_ _ *
— /6 2wsHB*€ sA 900|

0
— 2
> e a0 o)

o s

1
donc il existe une constante ¢ = (c2e?“*)2tel que :

2 2
||\IIHL2(O,T N ool -
d’ou 'hypothése (Hj) .

de plus d’aprés la premiére inégalité de (3.51) on a :

2
CIH%HHI < <Aw9007900>H.H/
T

< [er v
0

IN

2
112207 ; @)
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donc il existe une constante ¢ = (¢;)” tel que :

2 2
||\Il||L2(O,T Ly 2 ol -

ce qui montre que '’hypothése (Hy) est vérifiée. On peut donc appliquer le théoréme 3.5
qui montre que l‘opérateur A — BJB*A ! engendre un groupe continu dans H. =

pour montrer 'inégalité (3.52) , on doit faire appel au lemme 3.10 suivant :

Lemme 3.10 Sous les méme hypothéses ; l‘opérateur A, satisfit la double inégalité suiv-

ante :

e ol < 1 Awollir < co ol Voo € H'. (3.53)

Preuve. d’aprés la premiére inégalité de (3.51) on a :

2
e lleoll s < (Awspo, 0o) s < I1Awoll g - loll g -

d’ou :
c1llgoll s < 1Aweolly
€1 ||900||§{/ < Ao o) i < 1 Awollsr - 1ol a
De plus :
[Awpollyy = sup (Ao Yo) g g/
%ol g/ <1

1 1
S sup <Aw<:007 900>12L1,H/ <A“’\II0’ \I]0>12{.H/
Woll s <1

et d’aprées la deuxiéme inégalité de (3.51) on a :

1 1
[Awpoll < sup e [l@ollpy e3 [1Woll s
[%oll <1

< clleolla

Alors :
G HSOOHH/ < HAw<P0”H/ < ¢ HSOOHH/

Fin de la démonstration du corollaire 3.1

On a par définition de la norme de ||.|| :

le @I = Atz (), (),
= (A2 (1), A (A2 (1)) gy
= (A (AS'2 (1) AZ 5 (D),
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car l'opérateur A, est auto adjoint.

D’apres la premiére inégalité de (3.51) on a :

(MuAZ'z (1), A5 2 (1)), > o A ()],

H.H

et de la deuxiéme inégalité de (3.53) , il vient :
1AL e Ol g = el (Bl
De (3.54) et (3.55) on obtient :
lz @115 = ercy® e Ol
De plus :

||330||12u = <A;1$0~ 370>H/,H
= (A w0 A (AL'20)) oy
= <Aw (A;le) 7A¢:1x07 >H,H’

D’apres la deuxieéme inégalité de (3.51) on a :

(Aw (A o) , AL o, >H,H, < ca || Ay wol 2,

et de la premiére inégalité de (3.53) , il vient :
1A o]y < e [Au (A 20) |
De (3.57) et (3.58) , on obtient :
lzoll}, < cacy* llzollZ

Enfin de (3.56) , (3.59) et (3.39) , il vient :

2 - 2
lz (O < aqlelz@)]
< clerlwoll e VE>0
< erteseacrt |zoll 3 e WE> 0

Ce qui donne :
& (O]l < caci [[zoll e, VE>0

D’ou l'inégalité (3.53) . m
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3.7 Démonstration du deuxiéme théoréme principal

On désigne par (P)), le probléeme adjoint du probléme (P,) défini par :

;

O —-A( = 0 dans Q x R*
¢ = 0 sur g x RT
0, — Ar( = 0 sur I'y x RT (Py)
C0)=¢ ; dO=¢
L v = (aVC/FOa CIFl)
avec :
Lev={weH (Q); v, =0, vr, € H (T')}.
(teH=L*().

Pour T' > R ; on rappelle qu’il existe deux constantes ¢1 (T') = 0 et ¢ (T') > 0 telle que :

O By < | (0% ) |- < Co (D) By Y (3%9') eV x K

Mol = ([ [ owras [ [ @ara) e

ot [||.]|| 7 et une norme sur V x H, est le compléte F pour cette norme est égal & V x H.

avec :

y est la solution du probléme (Py) correspondant aux données de Cauchy y° et y'.
On considére les espaces :

H'" =V xH.

G'=L*(Ty) x H(Ty).

et les opérateurs :

A* H — H'.

.B*: H — G

de domaines :
D(A*) = D(B")=D(A) xV (3.61)
= {(7707771) € (H2 Q)n V) xV,/0,ny = Arn, sur Fl}
définis par :
A" (o, m) = (=1, Ang) = — (11, Ang) (3.62)

et :
B* (770; 7]1) = (811770/%7770/1*1) (363}

On pose :
p=(¢C), ¢ =(¢"¢")
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Le probléme adjoint (P)) s’écrit alors :
@ =—A%p, p(0)=¢°, ¥=DBy (3.64)

En effet, comme ¢ = ((,¢’), on a:

= (¢

_ (CI,C”)

= (¢,AQ)

N U ¢

B ~A 0 ¢
d’ou :

¢ =—A%p, ¢ (0) =" (3.65)
avec :

0o -1
A* =
-A 0
Proposition 3.4 A* engendre un groupe continu dans H*.

Preuve. .A* est dissipatif
En effet :
Soit = (no,m,) € D(A%) ;ona:

(A" (ngsm) 5 (7707771)>H/ = (= (m,An) ; (7707771)>VXH
= _<770:771>v_<A7707771>H

= —/V%del’Jr AT??omdF—/Anode
Q Q

Iy

D’aprés la formule de Green et le fait que :
Arng = 0,n sur I'y.

Mo =0surI'; :

On a:

(A* (Woﬂh) ; (7707771)>H/ = —/QV%deQJJr/F 0u770771dF+/QV770V771dw—

/ Oyngn,dl’
r1
=0
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Alors A*est dissipatif.
oI — NA* est surjectif de D (A*) sur H' pour tout A > 0.
Soit f = (fo, f1) € H' ; I'égalité :

(10,m1) — A" (09, 1) = (fo, f1)

donne :
{ No+An = fo (3.66)
m+AAn, = fi
de ce systéme on obtient :
o — NAng = fo = Afi (3.67)

Soit alors v € V. On multiplie la derniére équation par v ; puis on intégre formellement
dans €2 ; on obtient :

/ novdxr — /\2/ Angudr = / (fo— Af1)vdx
Q Q Q

D’apres la formule de Green et le fait que 0,ny = Arny sur I'y ;9 =0 sur T, la

derniere égalité donne :

/ novdzr + X [ Vo Vrvds + )\2/ VnoVudr = / (fo— X fi)vde YveV
Q I Q 0
Donc la formulation variationnelle de (3.67) est :

(g, V) + A2 <770’U>V = (fo — \f1,v) Yo eV (3.68)

Pour montrer 'existence de 7, € V unique vérifiant (3.68) , il suffit d’appliquer le lemme
1.7 de Lax Milgram ; pour cela on pose :

a(nyv) = /Qnovda: + A? /Q VnoVudz + X [ VinoVvdD

ry

L) = [ (fo= i) v
On a:

«a(.,.) est une forme bilinéaire.
«a(.,.) est continue sur V. En effet :
SoitveV,ueV. Ona:

la (u,v)| = /uvdx+)\2/Vqudas~l—)\2/ VruV rodl
Q Q '

N

< Null o 0l z2@) + A IVl o) VUl 22y + A IV EUl pory) V2Vl 2
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Alors :
ja (u, 0) < clully [lolly
D’ou la continuité de a (u,v) .
«a(.,.) est coercive. En effet :
Soit u € V, on a :

a(u,u) = /uud:p+)\2/VuVudm+/\2 VruVrudl
Q Q

I

v

2 2
N2 (IVullfaq) + [ Vrullsg,)
= N ully
donc :
a(u,u) > cllull;, YoeV

Ce qui montre la coercive de a (.,.).
« L(.) est une forme linéaire.
« L(.) est continue. En effet :

Si on prend v € V, il vient :

1L ()| =

[ (=2 v

= ‘(fo—)\fh@v',v‘
< |lfo = Afilly o [lvlly

D’ou la continuité de L (.) .
Alors le lemme 1.7 de Lax Milgram assure l’existence et 'unicité de la solution 7, € V
du probléme (3.68) .

D’apres la deuxiéme équation de (3.66) on a :

(fo—mo) €V

> =

m =

car foe Vetn, V.
De plus, d’apres la premiére équation de (3.66) on a :

Ay = % (fi—m) € L* ()

car fi € H=L*(Q) et n, € L*(Q).
mais ;
Mo € V.
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et :
Arng = 0,n sur I'y.
ce qui montre que 7, € D (A).
D’ou :
(n9,m) € D(A) x ¥V =D (A7)

Alors I — AA* est surjectivité et A*engendre un groupe continu sur H'. m
Proposition 3.5 Il existe un opérateur linéaire borné :
EF.G— H

tel que :
B*=FE*(A+1)".

Preuve. Dans toute la démonstration ¢ désignera une constante positive assez grande.

On rappelle que I'espace V est défini par :
V={veH (Q) ; ur,=0, vr, € H ()}

muni de la norme : )
2 2 2
Iolly = (ol ) + loes s r,)

Soit u = (u1,uz) € G, Popérateur E sera défini a partir de la solution v; du probléme :

Avy = v; dans )
U1 = —uy; surly (3.69)
0,1 —Arvy = wue surly

La solution vy de (3.69) est définie par transposition :

fQ f’Uld,ﬂU - fFO UlayvdF + <U27 U>H71(F1),H1(F1) Vf e L2 (Q) (370)
ou v est la solution du probléme :

v—Av = f dans()
v = 0 surly (3.71)
dv—Arv = 0 surly

Le probléme (3.71) a pour formulation variationnelle :

/fwda::/vwda:—l—/Vvadac—l—/ VroVrwdD Yw € V. (3.72)
Q Q Q I
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En effet :

Soit w € V, on multiplie la premiére équation de (3.71) par w, puis on intégre par partie.

On obtient :
/ fwdz = / (vw — Avw) dz
Q Q
= / (vw + VoVw)de — | O,owdl — [ O,vwdl
Q To I
= / (vw + VoVw) dx — / Arvwdl
Q I
d’ou :

Jo fwdz = [, (vw + VoVw) dz + frl VroVewdl Yw eV

D’aprés le lemme 1.7 de Lax Milgram ; le probléme (3.72) admet une solution unique

veVetona:
[olly, < cllfll 2@ (3.73)
Comme v € H' (Q), alors d’aprés la proposition 2.3 , d,v est définie comme élément de
H2(T)etona:
10,003 0y < € (1ol oy + 118012y

La troisiéme équation de(3.71) , montre que v, € H2 (I';) et on a :

o3, < c oo

< e (Wl + 180] 2
Il s’ensuit que v € H? (Q2), puisque Av € L? () et :
P (N PP [ sy (3.74)

L’estimation (3.74) et le théoréme de la trace montre que :

H™2(Ty)

10l r2rgy < cllvll g
< e (Il + 180 )
De plus d’aprés l'estimation (3.73) et la premiére équation de (3.71) on a :
10l oy < ¢ (Iflliagey + 1F = 0l sy
< £l
ce qui montre la continuité de I'application :
L*(Q) — L*(Io)
fo— (81/“)%
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On a:

IN

H—1(1y),HY(T'}), ”U’1||L2(1"0) HaVUHLQ(FO) -+

/ u10,vdl + (ug, v)
To

||u2||H71(F1) ||U||H1(F1)

IN

¢ HU1HL2(F0) ||fHL2(Q) t+c HU2||H71(1“1) ||f||L2(Q)

alors :

/ u10,vdl + (ug, v)
To

< ¢ (Il oy + Il ey ) 1Ly

H-1(T),HLY(TY),

Cette dernicre inégalité montre I'existence et I'unicité d’un élément v, € L? () vérifiant
(3.70) .
De plus :

UQ fvld$| <c <||u1||L2(I‘0) + ”uQHH*l(Fl)) ”f“L?(Q) VfeL*(Q)

Donc :
[v1ll 2y < ellullg (3.75)

On prend v € D (£2) dans (3.70) ; obtient :

/ furde =0
Q

et d’apres la premiére relation du (3.71) , il vient :

- /qulda: — <AU1U>D’(Q),D(Q)
= (U — AU, U>D/(Q),D(Q) VveD (Q)

Ce qui montre que :
Avy—v; =0 dans €.

au sens de distribution, d’ou :
Avy = g dans €.
Soit k € D (o) et w € H?(Q) tel que wir, = 0, (Qw),p, =k et (J,w),r, = 0.

Sur I'; on a 9,w — Arw = 0 ; on peut alors prendre v = w dans (3.71) ; en tenant compte

113



de la proposition 2.3 , on obtient :
/ fordx = (v — Av) vidz
Q
(w — Aw) v1dx

wordr — (vy, ayw>H_%(r)7H%(r)

I
S— S— S —

Il s’ensuit que :
/valdgg = Ry g b
o

Comme k est arbitraire dans D (I'y), on obtient :

v=—u; sur [

Soient h € D (') et wy, wy € H* () tel que :

wyr, = 0.
wyr, = —h.
A(Oywr)r = 0.
. woyr = 0.
(Ovw3),p, = 0.
. (8Vw2),rl = Arw,.
On pose :
w = w; — Wy

alors :

wir, =0, wr = —h, (Qw),p, =0
et :

(O,w — ATw),F1 =0

on peut alors prendre v = w dans (3.70) on obtient :

/ fuidr = / w0, wdl’ + (uaw) yr-1(p,) g (ry)
Q To

mais :

/Qf?hdx = /Q(U—AU)UldJJ
J

wvldx—/valdx
Q
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Et d’aprés la proposition (2.4) :

/valdx = /Qwvldx— /QwAvldx— <8Vw1,v1>H_%(F)7H7%(F) +

<81/U17 w>H—% (1“)7[{% T
Comme :
w = O,w sur Iy
= 0
Alors :
<u27 w)Hfl(Fl),Hl(Fl) = <81/w17 /U1>H_7(F1),H7(F1) + <81/U17 w)H_é(Fl)ij (T1
Comme :
— O )y by T AT )
= <w17 ATU1>H—§(F1)7H%(F1)
avec :
w/Fl _h/.
(0w — Arw),p =0
Alors :
(2, B) vy, ey = ~ (BTGP g oy b oy OO0y 0 by
D’ou :

81,1)1 - ATU1 = U9 SUur Fl

On définit 'opérateur E de la fagon le suivante :

E G — H

U:(Ubuz) a— (U17U1)

ol vy est la solution du probléme (3.69) .
L’étude de la continuité de £ :
« I est continu :

D’apreés la troisiéme équation de (3.69) on a :
d,v1 — Arvy + vyr, = vur, + ug
d’ou :

([d — AT) vyr, = V1 + uz — 0,0y
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donc :
vury, = (lg — AT)_l (v1 +up — Jyvy)

tel que I, désigne lidentité. Puisque (I; — Ar)™" est un isomorphisme de H~2 (I'y) sur
L?(T;), on obtient :

il e,y < ¢ (HU2HH*2(F1) + 01|l g2,y + ||U1HH*2(1"1)>

S C <||u2||H*1(F1) + ||8VU1||H_%(F1) + ||Ul||H—%(F1)>

Car les injections H2 (I'y) — H([y) — H~2(I}) — H~2(I';) sont continues et
d’apres la proposition 2.3 , 'application :
L*(A,Q) — H™2(Iy) x H 2 (IY)

v — (ur, (@),

est continue.

D’ou :

IA

¢ (Il aa g + luzll-scoy) )

2 2 2
lo sy + 10122y + sy

H1)1HL2(F1)

IN

c

< c

/N 7 N

2 2
lonlZagey + el )

car Av; = v; dans Q.

Enfin ; comme :

||u2||H—1(F1) < clluflg
et :

ol zaey < € llulle
Il vient :

o1l 2,y < e llulle
B*=FE*(A+1)".
Pour (n9,1,) € D (A*) et u = (u1,u2) € Gon a:

<E* (A + [)* (7707 771) ) (ula u2)>G’,G (A + I)* (7707771) 7E (ub u2)>G’,G

{
= (A" (ng,m) + (Mo m) » (v1, Ul))H/,H
((=n1 +n9, —Ang +m1), (v1, U1)>H’,H

= vldx—/nlvlda:+/nlvldx—/Anovldx
Q Q Q Q
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D’apres la proposition 2.4 :

— /Q Anguidr = — (v, 8”770>H—%(F),H%(F) + (O, v1, 770>H_%(F1),H%(I‘1) — /Q Avynydx

De plus, comme :

. <81/7717 Wo)Hf%(FO),H%(FO) =0

puisque 175 = 0 sur I'g.

- <U17 8V770>H_%(F),H%(F) - <u17 8V770>L2(F0)
puisque —vy; = u; sur Iy

et :
- </U1, 8”770>H*%(1‘),H%(1‘) + <8VU17 7]0>H7%(F1),H%(F1) = <8Vvl - AT?‘)1>H*1(F1),H1(F1)
= (us, 770>H*1(F1),H1(1"1)
car :
.0uno = Arn, sur Iy
Oy — Arv; = Uy sur Iy
Alors :

(E* (A+1)" (ng,m) » (u, u2)>G/,G = /9770 (v1 — Avy) dz + (ua, 8V770>L2(1"0)

+ {20 y-10,), 1110y
= <B* (7707771) ) (u17u2)>G/,G

Car v; — Av; = 0 dans €.
Grace a la proposition 3.5 et a la proposition 3.4 , les hypothéses (H;) et (Hs) sont
vérifiées ; et grace a I'estimation (3.25) , les hypothéeses (Hj) et (Hy) sont vérifiées.
Fin de la démonstration du théoréme.

Soient (Uy, Us) € G et ((;, (,) la solution du probleéme (Py-) . On multiplie la premiére
équation de (Py) par ¢, on intégre formellement sur Q x (0,7) et on utilise la formule de

Green, on obtient :
[ (v¢=u¢)as
Q

0y = Apy—us sur Iy

T T
0 + /0 /F (C8yy — 8,Cy) dTdt = 0. (3.76)

Comme :

.y = wuy sur [y
.0, = Ap( sur I'y
¢ = 0 sur Iy

(3.76) , donne :

T T
/Q (¢ —yC¢) dx\§ +/O /1“1 (¢ (Ary — ug) — ArCy) dl'dt — /0 /FO u10,Cdldt = 0
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puisque :

T
/ / (CAry — AgCy)dTdt =0
0 I

T
/ / CugdTdt = / / 1,0, CdTdt
o Jn,
dou :

- /Q (v €O +y ()¢ (0)) do = /0 () () 5 (0 () (5)) g 0

11 vient :

/(yC yC

(3.77)
On pose :
= (=), 2= (v, )
= (€.¢) 0= (¢".¢") vu = (—ur,ua).
V=0 = (aVC/Fm erl) .
Alors (3.77) s’écrit :
T
@ (7)o Dy = oo+ [ (005), ¥ 9 . (3.78)

Puisque (P)) et (3.65) sont équivalent ; on conclut que (P,) est équivalent a (3.78) cette
équivalence assure 'existence et I'unicité de la solution y de (P,).

Alors le probléme (P,) est bien posé dans H” = H x V'(car H est un espace de Hilbert
donc réflexif) et on a d’apreés le théoréme 3.5 , Pexistence d’'une constante M = cyc; ! = 0,
tel que :

& (Olly < M llzoll e, ¥t > 0

pour tout xy € H.

z(t) = (v, —y)
et :
z(0) = o= (y(0),-y(0))
_ (yl,—yo)
II vient :

1 =9l < M |G =)y €™ ¥ (513°) € VIxH

C’est-a-dire :

VIxXH!

H(y7y,)HH><V/ S M || (y07y1) HV"HXV’ 6_1Ut V (y07 yl) € VIXH
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Forme implicite du Feedback .

L’opérateur A,' est défini par la matrice suivant :

G B
v -R S
Le Feedback est alors donné par :

u = (ug,us)

= —JB*A'z (t)

— _JB ( _Pé;_%y )

= —J (0, (PY + Qy)rr, . (PY + Q)

= (=0, (PY +Qu)r, . (PY + Qv),)
D’ou :

uy = —0, (Py' + QY)ir,
et :
uy = (Py + Qy),r,

Forme explicite du Feedback.
Soit (¢°,¢") € H{ (Q) x L2 (), on résout le probléme :

p

"—AC = 0 dans Q x (0,7)
¢ = 0 sur T’ x (0,7)
0, — Ar( = 0 sur T’y x (0,7)
¢ (0) = ¢° (3.79)
¢ = ¢t
U(s) = B(¢0)
\ = @iy Ciry)
Puis le probléme :
(- Az = 0 dans Q x (0,7)
2 = e 259,( sur Tgx (0,7)
Oz — Apz = e 25 sur Iy x (0,7) (3.80)
2/ (T) = 2z(7) dans Q.
= 0
\
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Définition de A,.
L’opérateur A, est défini par :
A, : H — H
Yy +— fUT e 2se 4B JB% 4" ©0ds

On pose: p = (¢, (), "= (¢"¢Y), =(-2,2).

Le probleme en z s’écrit :

'(s) = AO+ BJB*e 20 (s).
0 (s) 0 + BJB*e (s) (3.81)
0(T) = 0
On multiplie (3.81) par e~*4 et on intégre par partie sur (0,7, on aura :
T T T
/ e (s)ds = / e A0 (s) ds +/ e 25 BT B (s) ds. (3.82)
0 0 0
comme :
(e=*40 (s))/ = —e %A (5) + e 10 (s)
ou encore :

e 0 (s) = (10 (3))/ + e A0 (s)

I'inégalité (3.82) s’écrit :
T / T T
/ (740 (s)) +e A0 (s)ds = / e A A0 (s) ds + / e 25 e B IB*p (s) ds.
0 0 0
Le fait que 6 (T') = 0, donne :
T
6(0) = —/ e e BIB*e ™ pyds
0
= —Ay

Alors :
Aw (Co, €1) = =0 (0) = (' (0) , =2 (0)) (3.83)
D’apres le théoréme 3.4 Popérateur A,, est un isomorphisme de H sur H.

ce qui donne d’apres (3.83) :

ASH(Z(0),=2(0)) = (G0, C1)
A, est donc défini par :

Aw @ HY Q) x L2(Q) — H'(Q)x L2(Q)
(<% ¢Y) — ((0),-2(0))
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Alors :
u(t) = —JB* Aj'z
= —JB A (Y (1), —y (1))
En posant (¢°(¢),¢" (t)) =AM (v (t), —y (1)), on obtient :
u(t)=—JB* (¢°,¢")
et par définition de I'opérateur B*, il vient :
u(t) = (9Cry Cr,)

On obtient alors les systémes :

y'(t)—Ay(t) = 0 , dans QxR"
y (¢) = 9,° , sur Iy xR*
oyt —Apy(t) = ¢ , sur Ty xRF
y (0) = y° , dans Q
y' (0) = y' | dans Q
[ (" (s)—AC(s) = 0 , dans
¢ (s) = 0 , sur To xR
0,C(s) — ArC(s) = 0 : ' x RY
Uis) = (B ATy, )
¢ (0) = ¢ (t)
\ ¢'(0) = ¢ ()
(2 (s) —Az(s) = 0 , dans QxR
z(T) = 2/ (T) , dans Q
= 0 ,
z(s) = e 29,((s) , sur ToxRT
0,2 (8) —Arpz(s) = e2¥((s) , sur Iy xR
2 (0) = y (t) , dans Q
\ 2" (0) = y' (t) , dans Q
y est solution du probléme & boucle fermé :
y' — Ay = 0 , dans Q xRt
(Yro: Oy — Ary)r,) = —JBA (Y (1), —y (1))
y (0) = y° , dans y)
y' (0) = y? , dans Q
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié les stabilisations frontiére forte et exponentielle
de I’équation des ondes avec des conditions au bord de Ventcel stationnaires ; puis on a
appliqué la méthode générale de la stabilisation développé par V. Komornik : qui nous
a donné un Feedback frontiére qui assure cette stabilité exponentielle avec un taux de
Décroissance arbitrairement grand.

Quelle que travaux généralisant ’étude de la stabilisation pour des probléme non
linéaire [10]

Mots clés : ondes, probléme de Ventcel, Feedback frontiére, stabilisation, controla-

bilité, observabilité, équation de Riccati
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