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Introduction

La prise en compte de l�e¤et de petites perturbations sur un modèle phy-
sique peut s�avérer très coûteuse en temps de calcul, car elle nécessite le plus
souvent une discrétisation assez �ne ( d�autant plus �ne que la perturbation
est petite ) du modèle.
Le développement de modèles approchés moins gourmands en temps de

calcul et assez riches pour pouvoir rendre compte de l�e¤et des petites pertur-
bations est possible dans certains cas : milieux périodiques, milieux dont une
ou plusieurs épaisseurs sont très petites relativement aux autres, contraste
élevé entre deux milieux, etc....., et o¤re donc une alternative très intéressante
( voir nécessaire ) pour la simulation numérique.
Notre étude traite du cas de problèmes posés sur des domaines avec

couches minces. La simulation numérique de ces problèmes nécessite une
discrétisation à l�échelle de l�épaisseur de la couche. Le maillage comporte
alors un très grand nombre d�éléments, ce qui rend les calculs parfois longs
et peu précis. Pour cette raison, on cherche à remplacer le problème initial
par un autre problème, dont la solution est proche de celle qu�on cherche, et
qui ne fait plus intervenir la couche mince. La méthode consiste à remplacer
celle-ci par des conditions aux limites qui rendent compte de son e¤et.
De tels problèmes ont fait l�objet de nombreuses études, principalement en

électromagnétisme où cette méthode a été appliquée pour approcher le pro-
blème de di¤raction d�une onde électromagnétique par un obstacle conduc-
teur revêtu d�une couche mince. Plusieurs approches pour la construction
de ce type de conditions ont été introduites par de très nombreux auteurs
parmi lesquels nous citons Engquist-Nédélec [14], Senior-Volakis [37], Bendali
-Lemrabet [7], Ammari -Latiri-Grouz [2], Haddar-Joly [19] et plus récemment,
Bendali-Bartoli [6] .
Dans ce travail, notre intérêt porte sur des problèmes similaires en mé-

canique des structures. Plus précisément, on s�intéresse à l�étude asympto-
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tique des structures élastiques constituées par des plaques minces revêtues de
couches minces ou renforcées par des raidisseurs. L�intérêt pour une modélisa-
tion �ne de ces structures est d�autant plus grand que le nombre des applica-
tions industrielles va croissant. Elles interviennent dans plusieurs domaines
concrets, notamment l�aviation, l�automobile, le bâtiment,...etc. Parmi les
travaux e¤ectués sur le sujet et qui ont inspiré ce présent travail, on peut
citer ceux de K. Lemrabet [28] et Lemrabet-Teniou [29] où l�on étudie le
comportement d�une plaque en �exion avec un raidisseur posé sur une par-
tie de son bord. Ces travaux constituent donc un premier point de référence
pour notre étude. Par ailleurs, on peut aussi rapprocher l�étude faite ici avec
la modélisation des � multi-strucures�qui associent des éléments de dimen-
sions di¤érentes, puisqu�il s�agit de modéliser la jonction entre deux solides.
De telles structures ont fait l�objet de nombreuses études, dont les travaux de
Ciarlet [9], [10] et Ledret [27], où plusieurs modèles de jonctions de plaques
élastiques sont identi�és et justi�és par des techniques asymptotiques. Citons
aussi les contributions de Geymonat [16], Gruais [17], [18] et Aufranc[3], [4],
[5], dans ce domaine et qui se sont attachées à la modélisation de di¤érentes
multi-structures (comportement d�un assemblage collé, jonction d�une plaque
avec une poutre, plaque avec raidisseur, ...). D�une façon générale, on se re-
portera à Ciarlet [9], [10] pour des bibliographies beaucoup plus complètes
sur le sujet, en ce qui concerne notamment l�analyse asymptotique dans le
cas non linéaire et la technique des échelles multiples.
L�étude que nous proposons est divisée en trois parties principales : dans

la première partie, on étudie la �exion d�une plaque mince entourée d�une
�ne couche élastique d�épaisseur �: On traite deux cas : le cas où la rigidité
de la couche mince est supposée rester �nie et le cas où elle tend vers l�in�ni
quand � tend vers 0: La construction d�un développement asymptotique de la
solution du modèle de Kirchho¤-Love quand � tend vers zéro est décrite dans
son intégralité, des estimations optimales du reste sont données. On identi�e
des conditions aux limites approchées d�ordre 0 et 1 qui rendent compte de
l�e¤et de la couche mince, dé�nissant ainsi des problèmes approchés. L�utili-
sation de l�analyse multi-échelle permet d�obtenir des estimations optimales
de l�erreur commise.
Dans la seconde partie, on propose une extension des résultats de K.

Lemrabet [28] au cas non linéaire. On considère alors le système complet dy-
namique de von Karman pour une plaque mince dans laquelle est inséré un
corps mince élastique (raidisseur) d�épaisseur �, � étant un paramètre destiné
à tendre vers zéro. On suppose que le module de Young et la densité de masse
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du matériau constituant le corps mince varient en 1
�
, ce qui signi�e d�un point

de vue mécanique que celui-ci devient très lourd et in�niment rigide quand
� tend vers zéro.
A�n de surmonter les di¢ cultés rencontrées lors de la simulation numérique
de la solution de ce problème, on cherche à modéliser cette jonction et donner
un problème équivalent ne faisant pas intervenir le raidisseur. Pour ce faire,
on met en oeuvre une analyse asymptotique basée sur la technique des pertur-
bations singulières développée par J. L. Lions dans [31] pour des problèmes
variationnels �abstraits�, puis appliquée dans de nombreux travaux pour jus-
ti�er des modèles de corps élastiques minces. Après une mise à l�échelle adé-
quate, on établit des estimations à priori qui permettent d�extraire une sous
suite faiblement convergente et passer à la limite dans le problème variation-
nel mis à l�échelle. Le problème limite obtenu est un problème posé sur la
surface moyenne de la plaque mince avec de nouvelles conditions aux limites
évolutives non linéaires sur l�interface de jonction. Notre problème étant non
linéaire, on fait souvent appel aux techniques non linéaires dans les équations
aux dérivées partielles, notamment les théorèmes de compacité.
Dans la troisième partie, On considère le système complet de von Karman

pour une plaque mince recouverte d�une �ne couche élastique. On s�intéresse
au cas où la rigidité et la densité de la couche mince sont supposées rester
�nies et ne pas tendre vers l�in�ni pour compenser l�épaisseur de celle-ci. On
utilise la méthode des développements asymptotiques formels pour identi�er
des conditions aux limites approchées qui permettent de modéliser l�e¤et de
la couche mince. Pour dériver ces conditions aux limites, on e¤ectue une
approximation d�ordre 1, correspondant à un développement asymptotique
tronqué à l�ordre 1. Les conditions ainsi identi�ées sont celles obtenues par
passage à la limite dans la deuxième partie, mais qui dépendent cette fois- ci
de l�épaisseur de la couche mince.
Finalement, il convient de signaler que les conditions aux limites dérivées

dans tout ce travail ne sont pas classiques car elles font intervenir des dérivées
tangentielles du même ordre que celui de l�opérateur intérieur. Ces conditions
aux limites sont appelées dans la littérature russe conditions de Ventcel et le
problème associé est nommé problème de Ventcel.
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Résultats de la première partie

Soit 
+ un ouvert borné de R2, représentant la surface moyenne de la
plaque mince. Le bord de 
+ est composée de deux parties : �0 et �, sup-
posées régulières. Pour � > 0 assez petit, la couche mince 
�� provient d�une
dilatation uniforme de �0 dans la direction normale d�épaisseur � :


�� = fx+ r� (x) ; x 2 �0 et 0 < r < �g;
où �(x) est la normale au point x de �0, extérieure à 
+ ; le bord extérieur
du domaine 
�� est noté �� et le domaine complet 


� = 
+ [ �0 [ 
�� .

La plaque est encastrée sur le bord intérieur � et est libre d�e¤ort sur son
bord extérieur ��. Les équations données par le modèle de Kirchho¤-Love,
qui décrit la �exion de la plaque; s�écrivent (voir[22])8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�2w�+ = f dans 
+
D��2w�� = 0 dans 
��;

[w�] = 0 ; [@�w
�] = 0 sur �0;

M+(w�+) = M�(w��) ; sur �0;
T+(w�+) = T�(w��) sur �0;

M(w�) = 0 ; T (w�) = 0 sur ��;
w� = 0 ; @�w

� = 0 sur �
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où les opérateurs M et T sont dé�nis par :

M = D
�
�+ (1� �)

�
2�1�2@12 � �21@

2
2 � �22@

2
1

��
T = D

�
@��+ (1� �)@�

�
(�21 � �22)@12 + �1�2(@

2
2 � @21)

��
et où on a posé D = E

(1��2) , E étant le module de Young et � 2 (0; 1
2
) le

coe¢ cient de Poisson.
On souhaite trouver un problème proche de celui ci dans lequel la couche

mince n�apparaît plus. Plus précisément, on recherche des conditions aux
limites CL�(w) telle que la solution w de8<:

D+�2w = f dans 
+
w = 0 ; @�w = 0 sur �

CL�(w) = 0 sur �0

soit proche de w� quand � est voisin de 0: Ces conditions seront établies
par une méthode basée sur un changement d�échelle et un développement
asymptotique par rapport à l�épaisseur de la couche mince.
La première di¢ culté que l�on rencontre lorsque l�on veut étudier le com-

portement asymptotique et si possible la convergence de la famille w� quand
� tend vers zéro, est que les w� appartiennent à des espaces fonctionnels qui
varient avec �: On ne peut donc pas les comparer entre eux directement. Une
idée naturelle pour contourner cette di¢ culté est d�e¤ectuer une dilatation
de rapport ��1 de la couche mince dans la direction normale et de trans-
porter w� sur l�ouvert ainsi dé�ni. On transforme ainsi le domaine 
� en un
domaine �xe et le petit paramètre � n�apparait plus dans la géométrie, mais
dans les équations. L�idée consiste ensuite à approcher la solution par la sé-
rie donnant son développement asymptotique tronqué à un ordre donné, les
conditions véri�ées par cette approximation sur �0 fournissant les conditions
aux limites approchées recherchées.
Cette partie s�attache à traiter deux cas : le cas où les rigidités des maté-

riaux constituant la plaque mince et la couche mince sont du même ordre de
grandeur ( ce qui correspond à des modules de Young indépendants de �) et
le cas où la couche mince est bien plus rigide que la plaque mince (module
de Young variant en 1

�
dans 
��): Dans les deux cas, on donne des problèmes

approchés d�ordre 0 et 1.
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Cas où E = E� dans 
�� (indépendant de �)

�A l�ordre 0 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�
2w�0 = f+ dans 
+;

M+(w
�
0) = 0 sur �0;

T+(w
�
0) = 0 sur �0;

w�0 = @�w
�
0 = 0 sur �:

� A l�ordre 1 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�
2w�1 = f dans 
+;

M+(w
�
1) + �Q0(w

�
1) = 0 sur �0;

T+(w
�
1) + �P0(w

�
1) = 0 sur �0;

w�1 = 0 ; @�w
�
1 = 0 sur �:

où

Q0 = �D�
�
2(1� ��)@s (@s@� +R(s)@s) + (1� �2�)R(s)

�
@2s �R(s)@�

��
;

P0 = �D�
�
(1� �2�)@

2
s

�
@2s �R(s)@�

�
+ 2(1� ��)@s [�R(s) (@s@� +R(s)@s)]

�
;

s étant l�abscisse curviligne et R(s) la courbure de �0 en s: On montre les
estimations d�erreur suivantes :

w�+ � w�0




H2(
+)

� C�



w�+ � w�1



H2(
+)

� C�2

Remarque 1 Le problème approché d�ordre 0 correspond au modèle de plaque
en �exion, posé sur le domaine 
+: Cette approximation revient à négliger
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totalement la couche mince et ne présente, par conséquent, que très peu d�in-
térêt. Il a donc fallu aller plus loin dans le développement asymptotique pour
aboutir à des conditions d�ordre supérieur plus utiles qui font intervenir la
couche mince.

Remarque 2 L�approximation d�ordre 1 rend compte de l�e¤et de la couche
mince par les nouvelles conditions aux limites dé�nies sur �0: Ces condi-
tions ont déja été établies par K. Lemrabet dans [28], par un théorème de
convergence.

Cas où E = E� ��1 dans 
�� (dépendant de �)

� Ordre 0 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�
2w�0 = f dans 
+;

M+(w
�
0) +Q0(w

�
0) = 0 sur �0;

T+(w
�
0) + P0(w

�
0) = 0 sur �0;

w�0 = 0 ; @�w
�
0 = 0 sur �:

� Ordre 18>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�
2w�1 = f dans 
+;

M+(w
�
1) +Q0(w

�
1) + �Q1(w

�
1) = 0 sur �0;

T+(w
�
1) + P0(w

�
1) + �P1(w

�
1) = 0 sur �0;

w�1 = 0 ; @�w
�
1 = 0 sur �;

où les opérateurs di¤érentiels P1 et Q1 sont dé�nis par

Q1 = �D�

�
1

2

�
3�� + 1

� �
�� � 1

�
@2s
�
@2s �R(s)@�

�
+3(1� ��)@s [�R(s) (@s@� +R(s)@s)]

�1
2

�
3�� + 1

� �
�� � 1

�
R(s)@s [@s@� +R(s)@s]

�1
2

�
2�� + 1

� �
�2� � 1

�
R2(s)

�
@2s �R(s)@�

��
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P1 = �D�

�
1

2

�
3�� + 1

� �
�� � 1

�
@s
�
�R(s)@s

�
@2s �R(s)@�

��
�3(1� ��)@s

�
R2(s) (@s@� +R(s)@s)

�
�1
2

�
3�� + 1

� �
�� � 1

�
@3s [@s@� +R(s)@s]

�1
2

�
2�� + 1

� �
�2� � 1

�
@2s
�
R(s)

�
@2s �R(s)@�

���
et on obtient les estimations optimales suivantes :

w�+ � w�0




H2(
+)

� C�

w�+ � w�1



H2(
+)

� C�2

Remarque 3 Les opérateurs P0 et Q0 apparaissent ici dés la condition aux
limites approchée d�ordre 0 alors qu�elle n�apparaissait qu�à l�ordre 1 dans le
cas d�un module de Young indépendant de �. Cela peut s�interpréter comme
suit : la plus grande rigidité de la couche ampli�e son e¤et sur le déplacement.

Remarque 4 Le problème approché d�ordre 1 obtenu ici correspond au pro-
blème qu�on obtiendrait en poussant l�approximation à l�ordre 2 dans le cas
précédent.

Résultats de la deuxième partie

On considère une plaque mince de surface moyenne 
+, 
+ étant un
ouvert de R2 régulier, de frontière @
+ = � [ �+: On suppose que sur la
partie latérale est �xée un raidisseur mince d�épaisseur �. Le raidisseur est
représenté par 
��, où 


�
� est un ouvert de R

2: On pose @
�� = �[��� [ ���
et 
� = 
+[ ��[
��; � étant l�interface entre 
+ et 
��: On note u = (u1; u2)
le déplacement plan et w le déplacement transversal (�exion).
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On considère le modèle de transmission suivant pour cette structure
(voir[22]) :

�u
00 � divfC[�(u) + f(rw)]g = 0 dans 
� � (0; T );

�[I ��]w00
+D�2w � divfC[�(u) + f(rw)]rwg = 0 dans 
� � (0; T );

avec des conditions d�encastrement sur la partie du bord �+ [ ���

u = 0; w =
@w

@�
= 0 sur �+ [ ��� � (0; T );

et des conditions du bord libre sur ���

C["(u) + f(rw)]� = 0 ; D [�w + (1� �)B1w] = 0;

D

�
@�w

@�
+ (1� �)

@B2w

@s

�
� �

@w
00

@�
� C["(u) + f(rw)]�:rw = 0

sur ��� �(0; T ): On dé�nit les conditions de transmission sur � �(0; T ) par

[[u]] = 0 ; [[w]] =

��
@w

@�

��
= 0;
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[[C["(u) + f(rw)]�]] = 0 ; [[D[�w + (1� �)B1w] ]] = 0;��
D

�
@�w

@�
+ (1� �)

@B2w

@s

�
� �

@w
00

@�
� C[�(u) + f(rw)]�:rw

��
= 0:

On associe à ce problème les conditions initiales

u(0) = u0 ; u
0
(0) = u1; w(0) = w0 ; w

0
(0) = w1 dans 
�:

Le crochet [[ ]] désigne le saut de la trace d�une fonction dé�nie sur

� à travers la frontière � : On désigne par �(u) = 1=2

�
ru+rTu

�
le

tenseur des déformations linéarisé et C une application linéaire de l�en-
semble S des tenseurs symétriques d�ordre 4 dans lui même dé�nie par :
C(�) = D [�(tr�)IS + (1� �)�] 8 � 2 S; IS étant l�identité dans S: La fonc-
tion f est dé�nie par f(s) = (1=2)s 
 s; s 2 R2: On note D = E

(1��2) le
module de rigidité de la plaque à la �exion ; E désigne le module de young,
� le coe¢ cient de Poisson et � la densité de masse du matériau. On sup-
pose que E et � varient en 1

�
dans 
��: On note s l�abscisse curviligne et

�(s) = (�1(s); �2(s)) la normale extérieure à � en s . Les opérateurs de
traces B1 et B2 sont dé�nis par :

B1w � 2�1�2
@2w

@x@y
� �21

@2w

@y2
� �22

@2w

@x2
;

B2w � (�21 � �22)
@2w

@x@y
+ �1�2(

@2w

@y2
� @2w

@x2
):

Notre but est d�établir un problème approché ne faisant pas intervenir le
raidisseur, mais de nouvelles conditions aux limites qui rendent compte de son
e¤et. La méthode utilisée ici est celle de l�analyse asymptotique qui consiste
à étudier le comportement limite de la solution quand � tend vers zéro. A
cet e¤et, nous e¤ectuons une dilatation de l�ordre de ��1, dans le sens de
l�épaisseur, de sorte que le domaine d�étude soit indépendant de �: En se
basant sur des estimations à priori, on établit des résultats de convergence
faible d�une sous suite de la solution vers une solution d�un problème de
Cauchy-Ventcel. Le problème limite ainsi obtenu est un problème posé sur la
surface moyenne de la plaque mince avec de nouvelles conditions aux limites
non linéaires sur l�interface de jonction. La di¢ culté spéci�que que notre
problème pose demeure dans la manipulation des termes non linéaires. Nous
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la surmontons en faisant appel aux injections compactes dans les espaces de
Sobolev.

La formulation forte du problème limite est la suivante :

�+(eu+)"� divfC[�(eu+) + f(r ew+)]g = 0 dans 
+ � (0; T );
�+[I ��]( ew+)" +D+�

2 ew+ � divfC[�(eu+) + f(r ew+)]r ew+g = 0 dans 
+ � (0; T );

avec les conditions d�encastrement sur �+

eu+ = 0; ew+ = @ ew+
@�

= 0 sur �+ � (0; T );

et les conditions de Ventcel sur �� (0; T )

t� (C[�(eu+) + f(r ew+)])� = ��(eu+� )00 � E�
@

@s
[NT (eu+; ew+)] ;

t� (C[�(eu+) + f(r ew+)])� = ��(eu+�)00 + E�R(s) [NT (eu+; ew+)] ;
D+ [� ew+ + (1� �)B1 ew+] = �Q( ew+)� ��

@ ew00
+

@�
;

D+

�
@� ew+
@�

+ (1� �+)
@B2 ew+
@s

�
��+

@ ew00

@�
�C[�(eu+)+f(r ew+)]�:r ew+ =

��

� ew+ � @2 ew+
@s2

�00
+ P ( ew+)� E�

@

@s

�
NT (eu+; ew+) @ ew+

@s

�
;

où t� ( resp. t� ) est le vecteur transposé ( resp. matrice) de � (resp. � ): On
associe avec ce problème les conditions initiales

eu+(0) = u�+ ; (eu+)0(0) = u��+ ; ew+(0) = w�+ ; ( ew+)0(0) = w��+ dans 
+

ew+(0) = w�+j�; ( ew+)0(0) = w��+j�; (
@ ew+
@�

)0(0) = w���+ , (eu+)(0) = u�+j�; (eu+)0(0) = u���+ sur�

où les opérateurs P et Q sont dé�nis par :

P ( ew) = E�

�
@2

@s2

T ( ew) + 2

1 + ��

@

@s
(R(s)
S( ew))�
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Q( ew) = E�

�
2

1 + ��

@

@s

S( ew)�R(s)
T ( ew)�

et où


T ( ew+) = @2 ew+
@s2

�R(s)
@ ew+
@�

; 
S( ew+) = � @

@s

@ ew+
@�

�R(s)
@ ew+
@s

;

NT (eu+; ew+) = @eu+�
@s

�R(s)eu+� + 1
2
(
@ ew+
@s

)2:

Résultats de la troisième partie

On considère le système de von Karman pour une plaque mince recouverte
d�une �ne couche élastique. On s�intéresse au cas où la rigidité et la densité de
la couche mince sont supposées rester �nies et ne pas tendre vers l�in�ni pour
compenser l�épaisseur de celle-ci. Nous tentons de retrouver les conditions aux
limites approchées de Ventcel obtenues dans la deuxième partie en utilisant
cette fois-ci la méthode des développements asymptotiques formels.

Soit donc 
� un ouvert borné de R2 divisé en deux sous domaines 
+
et 
�� par une interface �: 
+ représente la plaque mince et 
�� désigne la
couche mince. Le problème de transmission étudié est celui donné dans la
partie 2, sans les conditions d�encastrement : la plaque 
� est supposée libre
d�e¤ort sur ���, où cette fois-ci �

�
� = @
�: (en fait, @
+ = � ; @
�� = �[���

et du fait @
� = ���):
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On transforme d�abord le domaine 
� en un domaine �xe par une mise
à échelle adéquate. L�idée consiste ensuite à approcher la solution par la sé-
rie donnant son développement asymptotique tronqué à un ordre donné, les
conditions véri�ées par cette approximation sur � fournissant les conditions
aux limites approchées recherchées. En notant (u0+; w

0
+) la solution du pro-

blème approché d�ordre 0 et (~u+; ~w+) celle du problème approché d�ordre 1,
on obtient :

�A l�ordre 0

�+
�
u0+
�00 � divfC["(u0+) + f(rw0+)]g = 0 dans 
+ � (0; T )

�+[I��]
�
w0+
�00
+D+�

2w0+�divfC["(u0+)+f(rw0+)]rw0+g = 0 dans 
+�(0; T )
avec les conditions du bord libre sur �� (0; T )

C["(u0+) + f(rw0+)]� = 0 ;

D
�
�w0+ + (1� �)B1w

0
+

�
= 0 ;

D+

�
@�w0+
@�

+ (1� �+)
@B2w

0
+

@s

�
� �+

�
@w0+
@�

�00
� C["(u0+) + f(rw0+)]�:rw0+ = 0

et les conditions initiales

u0+(0) = u�+ ; (u
0
+)
0(0) = u��+ ; w

0
+(0) = w�+ ; (w

0
+)

0(0) = w��+ dans 
+

�A l�ordre 1

�+(eu+)"� divfC[�(eu+) + f(r ew+)]g = 0 dans 
+ � (0; T );
�+[I �� ew+]" +D+�

2 ew+ � divfC[�(eu+) + f(r ew+)]r ew+g = 0 dans 
+ � (0; T );

avec les conditions de Ventcel sur �� (0; T )

t� (C[�(eu+) + f(r ew+)])� = �

�
���(eu� )00+ + E�

@

@s
[NT (eu+; ew+)]� ;
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t� (C[�(eu+) + f(r ew+)])� = �
�
���(eu�)00+ + E�R(s)NT (eu+; ew+)� ;

D+ [� ew+ + (1� �)B1 ew+] = �� Q( ew+) + ��
@ ew00

+

@�

!
;

D+

�
@� ew+
@�

+ (1� �+)
@B2 ew+
@s

�
��+

@ ew00

@�
�C[�(eu+)+f(r ew+)]�:r ew+ =

�

 
��

� ew+ � @2 ew+
@s2

�00
+ P ( ew+)� E�

@

@s

�
NT (eu+; ew+) @ ew+

@s

�!
;

et les conditions initiales

eu+(0) = u�+ ; (eu+)0(0) = u��+ ; ew+(0) = w�+ ; ( ew+)0(0) = w��+ dans 
+

ew+(0) = w�+j�; ( ew+)0(0) = w��+j�; (
@ ew+
@�

)0(0) = w���+ , (eu+)(0) = u�+j�; (eu+)0(0) = u���+ sur�

Remarque 5 A l�ordre 0, on reconnaît le problème de von Karman posé
sur l�ouvert 
+: Les conditions aux limites approchées obtenues sont en fait
naturelles, elles consistent à enlever tout simplement la couche mince. Elles
sont toutefois inintéressantes puisqu�elles ne prennent pas en compte l�e¤et
de la couche. Elles ne sont satisfaisantes que lorsque l�épaisseur de la couche
devient presque nulle. Cependant, elles devraient être retrouvées à tous les
ordres supérieurs en faisant tendre � vers 0.

Remarque 6 En poussant le développement plus loin et en faisant une ap-
proximation d�ordre 1, on retrouve les conditions aux limites approchées ob-
tenues dans la partie 2. Néanmoins, elles sont ici multipliées par �: Ceci
provient du fait que les coe¢ cients d�élasticité des deux matériaux sont du
même ordre de grandeur quand � est petit, contrairement au cas traité dans
la partie 2 où les coe¢ cients sont en ��1 dans le raidisseur. Autrement dit,
quand � tend vers 0, la couche mince doit disparaître, ce qui est en accord
avec l�intuition physique.

Remarque 7 Notre approche est ici formelle et par conséquent ne comporte
pas de justi�cations par une étude de convergence. L�obtention d�estimations
d�erreur entre la solution du problème de départ et celle du problème approché
ne parait pas évidente dans notre cas, vu la complexité du problème de von
Karman.
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Remarque 8 Dans la première partie de ce travail, nous avons e¤ectué un
développement asymptotique à partir des équations et des conditions aux li-
mites du problème. Dans cette partie, nous avons exposé une méthode qui
consiste à faire un développement à partir de la formulation variationnelle
du problème. Cette méthode est, bien entendu, équivalente à la première. Elle
est moins explicite mais plus rapide, donnant directement les formulations
variationnelles des problèmes. Vu la complexité du modèle de von Karman,
nous avons choisi d�utiliser cette technique.
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Chapitre 1

Rappels

L�objet de ce chapitre est de rappeler rapidement les notions d�analyse
fonctionnelle et de géométrie di¤érentielle dont nous aurons besoin par la
suite.

Rappels d�analyse fonctionnelle

L�espace Lp(
) (1 � p � +1)
Dé�nition 1.1 Soit 
 un ouvert borné de Rn:
a) On désigne par Lp(
) l�espace des classes de fonctions dé�nies et mesu-
rables sur 
 (pour la mesure de Lebesgue dx) telles que :Z




jf(x)jp dx < +1

On munit Lp(
) de la norme :

k f kLp(
) =

0@Z



jf(x)jp dx

1A 1
p

b) L1(
) désigne l�espace des classes de fonctions f dé�nies, mesurables et
bornées presque partout sur 
: On note :
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k f kL1(
) = sup
x2


ess j f(x)j

Théorème 1.1 Lp(
) est un espace de Banach, séparable si 1 � p < +1
et ré�exif si 1 < p < +1:

proposition 1.1 (Inégalité de Hölder)

Soient f 2 Lp(
) et g 2 Lq(
) avec : 1 � p � +1 et
1

p
+
1

q
= 1:

Alors fg 2 L1(
) etZ



jfgj dx � kf kLp(
) kgkLq(
)

L�espace de Sobolev Wm;p(
)

La mise en oeuvre et l�exploitation rigoureuse des problèmes de la mé-
canique des milieux déformables sous forme variationnelle s�e¤ectue dans le
cadre de la théorie des espaces de Sobolev. Nous rappelerons ici les dé�nitions
et les résultats qui seront utilisés par la suite. Pour les démonstrations et une
étude plus détaillée, nous renvoyons aux ouvrages spécialisés, par exemple
[1], [8], [12].

Dé�nition 1.2 Soit 
 un ouvert borné de Rn: Pour m 2 N et p � 1; on
pose

Wm;p(
) = ff 2 Lp(
) ; @�f 2 Lp(
); j�j � mg

Wm;p(
) est muni de la norme :

k f kWm;p =

0@ X
j �j�m

Z



j@�f jp
1A 1

p

Si p = 2, Wm;p(
) est noté Hm(
): C�est un espace de Hilbert pour le
produit scalaire :

((f; g))Hm(
) =
X
j�j�m

(@�f; @�g)L2(
)
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proposition 1.2 On suppose 
 borné de classe C1: On a :

si p < n; W 1;p(
) ,! Lq(
); 8q 2 [1; p�[ o�u
1

p�
=
1

p
� 1

n
si p = n; W 1;p(
) ,! Lq(
); 8q 2 [1;+1[
si p > n; W 1;p(
) ,! C(�
)

avec injections compactes.
En particulier, si n = 2; l�injection

H1(
) ,! Lp(
)

est compacte 8p; 1 � p < +1:

Théorème 1.2 On suppose n = 2: Soient s1 � 0 et s2 � 0: Alors si

r = min fs1; s2; s1 + s2 � 2g � 0;

l�application :
Hs1(
)�Hs2(
) �! Hr(
)
(f; g) �! fg

est continue.

Théorème 1.3 (cf. [30]):
Soit 
 un ouvert borné de Rn, de frontière assez régulière. Soit s 2 R:

Alors, pour tout " > 0; l�injection

Hs(
) ,! Hs�"(
)

est compacte.

Théorème 1.4 (cf. [38]):
Si n = 2; on a l�injection

H1�"(
) ,! L
2
" (
), 8" > 0:

Inégalités de Poincaré et de Korn

Soit 
 un ouvert borné de Rn et � une partie de sa frontière telle que
mes(�) > 0:
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Inégalité de Poincaré

Il existe une constante positive c (dépendant seulement du diamètre de

) telle que :

kwk2L2(
) � c
nX
i=1





 @w@xi




2
L2(
)

pour tout w dans H1(
) tel que w = 0 sur �:

Inégalité de Korn

Il existe une constante positive c (dépendant seulement du diamètre de

) telle que :

kvk2L2(
) +
nX

i;j=1





@vj@xi





2
L2(
)

� c

 
nX

i;j=1





@vj@xi
+
@vi
@xj





2
L2(
)

+ kvk2L2(
)

!

Pour tout v 2 (H1(
))
n
: (cf. [13]):

L�espace Lp (a; b ; X)

Soient X un espace de Banach et ]a; b[ un ouvert de R: On désigne par
kkX la norme dans X:

Dé�nition 1.3 On désigne par Lp (a; b ; X) (1 � p � +1) l�espace des classes
des fonctions mesurables de ]a; b[ dans X telles que

kfkLp(a;b ; X)
d�ef
=

0@ bZ
a

kf(t)kpX dt

1A
1
p

< +1 pour p < +1

kfkL1(a;b ; X)
d�ef
= sup

t2]a;b[
ess kf(t)kX < +1 pour p = +1

proposition 1.3 Pour 1 � p � +1; Lp (a; b ; X) est un espace de Banach.
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Distributions vectorielles

Dé�nition 1.4 On appelle espace des distributions vectorielles de ]a; b[ à
valeurs dans un espace de Banach X et on note D0 (a; b ; X) l�espace des
applications linéaires continues de D (]a; b[) à valeurs dans X et on note

D0 (]a; b[ ; X) = L (D (]a; b[) ; X)

Dé�nition 1.5 Soit f 2 D0 (]a; b[ ; X) et soit m un entier naturel. Alors,
l�application

' �! (�1)mf
�
dm'

dtm

�
; ' 2 D (]a; b[)

est une distribution que l�on note dmf
dtm

:

L�espace W (a; b ; V; V 0)

On considère deux espaces de Hilbert réels V et H séparables. On note
((; )) le produit scalaire et kk la norme dans V et () ; j j les notions corres-
pondantes dans H:
En outre, on suppose que V est dense dans H si bien qu�en identi�ant H et
son dual H 0, on a

V ,! H ,! V 0

chaque espace étant dense dans le suivant.

Dé�nition 1.6 Soient a, b 2 �R. On désigne par W (a; b ; V; V 0) l�espace

W (a; b ; V; V 0) =
�
u; u 2 L2 (a; b ; V ) ; u0 2 L2 (a; b ; V 0)

	
proposition 1.4 L�espace W (a; b ; V; V 0) muni de la norme

kukW =
�
kuk2L2(a;b ; V ) + ku0k

2
L2(a;b ; V 0)

� 1
2

est un espace de Hilbert.

Théorème 1.5 Pour a; b 2 R; tout u 2 W (a; b ; V; V 0) est presque partout
égal à une fonction continue de [a; b] dans H: De plus, on a :

W (a; b ; V; V 0) ,! C0 ([a; b] ; H) ;

l�espace C0 ([a; b] ; H) étant muni de la norme de la convergence uniforme.

26



Théorème 1.6 (Formule de Green)
On suppose [a; b] � R: Soit u; v 2 W (a; b ; V; V 0) alors

bZ
a

hu0(t); v(t)iV 0�V dt +
bZ

a

hv0(t); u(t)iV 0�V dt = (u(b); v(b))� (u(a); v(a)) :

proposition 1.5 Pour u 2 W (a; b ; V; V 0) ; v 2 V; on a :

hu0(:); vi
V 0�V

=
d

dt
(u(:); v) dans D0 (]a; b[) :

Convergence faible et convergence faible*

Rappelons qu�une suite (xn)n2N� ; xn 2 X; tend vers x 2 X faiblement
lorsque n ! +1 si

hx0; xni ! hx0; xi ; 8x0 2 X 0:

proposition 1.6 Soit X un espace de Banach ré�exif, (xn)n2N� une suite
bornée dans X: Alors, il est possible d�extraire de (xn)n2N� une sous suite
(x0n)n2N� qui converge faiblement dans X:

Dé�nition 1.7 (convergence faible*)
SoitX un espace normé etX 0 son dual. On dit que (x0n)n2N� ; x0n 2 X 0; converge
vers x0 2 X 0 faiblement* lorsque n ! +1 si

hx0n; xi ! hx0; xi ; 8x 2 X:

proposition 1.7 SoitX un espace vectoriel normé séparable. Soit (x0n)n2N� ; x0n 2
X 0; une suite bornée dans X 0 . Alors, il est possible d�extraire de (x0n) une
sous suite (x0m) telle que x

0
m ! x0 faiblement * dans X 0:

proposition 1.8 Soit X un espace de Banach ré�exif.
Soit (xn)n2N� une suite d�éléments de X ; on suppose
� kxnk � C < +1; 8n 2 N�

�l�ensemble des points d�accumulation de (xn)n2N� pour la topologie faible
est réduit à fxg :
Alors la suite (xn)n2N� converge vers x dans X faible.
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proposition 1.9 Soit X un espace de Banach (non nécéssairement ré�exif)
séparable.
Soit (x0n)n2N� une suite d�éléments de X 0 ; on suppose
� kx0nk � C < +1; 8n 2 N�

�l�ensemble des points d�accumulation de (x0n)n2N� pour la topologie faible*
est réduit à fx0g :
Alors la suite (x0n)n2N� converge vers x0 dans X 0 faible*.

Remarque 1.1 On sera amené au chapitre 3 à parler de la convergence
faible* dans L1(0; T ;V 0): Soit (fn)n2N� une suite d�éléments de L1(0; T ;V 0): Dire
que fn ! f dans L1(0; T ;V 0) faible* signi�e que

TZ
0

hfn(t); g(t)i dt!
TZ
0

hf(t); g(t)i dt; 8g 2 L1(0; T ;V ):

Remarque 1.2 Soit X un espace de Hilbert. Si un ! u dans X faible et
vn ! v dans X faible, on n�est pas assuré d�avoir lim (un ; vn) = (u ; v) : Par
contre, si un ! u dans X fort et vn ! v dans X faible, alors lim

n!+1
(un ; vn) =

(u ; v) :

Approximation de Galerkin d�un espace de Hilbert

Soit V un espace de Hilbert séparable et fVmg une famille d�espaces
vectoriels de dimension �nie véri�ant les axiomes :
� Vm � V ( dimVm < +1 )
� Vm ! V quand m! +1 au sens suivant :
il existe V sous espace dense de V , tel que, pour tout v 2 V, on peut

trouver une suite fvmg véri�ant :

pour tout m; vm 2 Vm et vm ! v dans V lorsque m! +1:

L�espace Vm s�appelle une approximation de Galerkin d�ordre m (m 6=
dimVm) de V:

Pour plus de détails sur ces résultats d�analyse fonnctionnelle, on se re-
portera à [12] et [30]:
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Eléments de géométrie di¤érentielle dans R2

Le but de cette section est de rappeler quelques éléments de géométrie
di¤érentielle dont les développements �gurent dans [20]

Abscisse curviligne

Dé�nition 1.8 Soit � une courbe de R2 de classe C2 et (I;M) une repré-
sentation paramétrique de � (I � R). Pour tout t 2 I; le nombre réel

s(t) =

tZ
t0

kM(�)k d�

est appelé abscisse curviligne du point m = M(t) avec m0 = M(t0) pour
origine.

Remarque 1.3 1) L�application s : I �! s(I) est un homéomorphisme de
classe C1

2) L�abscisse curviligne s mesure la longueur de la courbe � du point m0

au point m et elle est indépendante de la paramétrisation choisie.
3) L�application P dé�nie de s(I) dans � par P =M � s�1est un repara-

métrage de � par l�abscisse curviligne s:

Théorème 1.7 Soit � une courbe paramétrée de classe C2: Le reparamétrage
P =M � s�1est un C2 paramétrage et on a :



dPds





 = 1
Etude géométrique locale d�une courbe para-
métrée

Courbure et rayon de courbure

Soit (�;M) une courbe paramétrée de classe C 2 et P un reparamétrage
de � par une abscisse curviligne s:
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Dé�nition 1.9 La courbe � est dite birégulière au point m =M(t) si M
0
(t)

et M
00
(t) sont linéairement indépendants.

Dé�nition 1.10 On appelle courbure au pointm le nombre réel, noté R(s) =


d2Pds2 



Si � est birégulière au point m; on appelle rayon de courbure en m l�inverse
de la courbure en m: Le rayon de courbure se note :

r(s) =
1

R(s)

Remarque 1.4 La courbure ne dépend pas de la paramétrisation choisie.

Formules de Frénet

Soit (�;M) une courbe paramétrée de classe C 2 et birégulière en tout
point P (s) (P désignant toujours le reparamétrage de � par une abscisse
curviligne s):
On pose :

� (s) =
dP

ds

�(s) est donc un vecteur unitaire tangent à � au point P (s) =M � s�1(s):
On désigne par �(s) le vecteur se déduisant de �(s) par une rotation de

�

2
dans le sens direct.

En dérivant le produit scalaire k� (s)k2 = 1 on obtient :

� :
d�

ds
= 0 (1.1)

Il existe alors une fonction R1(s) : s(I) �! R telle que :

d�

ds
= R1(s)�(s) (1.2)

Par comparaison avec la dé�nition de la courbure on déduit que :

R(s) = jR1(s)j

Dé�nition 1.11 La fonction R1 est appelée courbure algébrique de �:

30



En dérivant la relation �(s)�(s) = 0 on obtient :

d�

ds
�(s) + �(s)

d�

ds
(s) = 0

on tire alors :

d�

ds
(s) = R(s)�(s)

d�

ds
(s) = �R(s)�(s)

Ces formules sont appelées formules de Frénet.
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Chapitre 2

Conditions aux limites
approchées pour une plaque
mince en �exion

2.1 Introduction

On étudie la �exion d�une plaque mince raidie par une �ne couche élas-
tique d�épaisseur �: La construction d�un développement asymptotique de la
solution du modèle de Kirchho¤-Love qaund � tend vers zéro est décrite dans
son intégralité, des estimations optimales du reste sont données. Nous iden-
ti�ons des conditions aux limites approchées qui rendent compte de l�e¤et
du raidisseur, dé�nissant des problèmes approchés. L�utilisation de l�analyse
multi-échelle permet d�obtenir des estimations optimales de l�erreur commise.
Nous traitons le cas d�une couche de raideur constante et celui d�une raideur
en ��1:
Cette partie est organisée en trois paragraphes : On précise d�abord le

cadre variationnel pour résoudre notre problème et l�estimation à priori qui
l�en découle, ainsi que l�écriture des opérateurs dans un système de coordon-
nées locales au bord �0. On construit ensuite le développement asymptotique
de w� et donne des estimations optimales du reste basées sur des estimations
a priori. En�n, on montre comment l�étude des premiers termes du déve-
loppement permet d�obtenir des conditions aux limites approchées pour le
problème.
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2.2 Position du problème

Soit 
+ un ouvert borné de R2, représentant la surface moyenne de la
plaque mince. Le bord de
+ est composée de deux parties : �0 et �, supposées
régulières.
Pour � > 0 assez petit, la couche mince 
�� provient d�une dilatation uniforme
de �0 dans la direction normale d�épaisseur � :


�� = fx+ r� (x) ; x 2 �0 et 0 < r < �g;

où �(x) est la normale au point x de �0, extérieure à 
+ ; le bord extérieur
du domaine 
�� est noté �� et le domaine complet 


� = 
+ [ �0 [ 
�� .

La plaque est encastrée sur le bord intérieur � et est libre d�e¤ort sur son
bord extérieur ��. Les équations données par le modèle de Kirchho¤-Love
pour le déplacement w� s�écrivent (voir[22] )8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�2w�+ = f dans 
+
D��2w�� = 0 = 0 dans 
��;

[w�] = 0 ; [@�w
�] = 0 sur �0;

M+(w�+) = M�(w��) sur �0;
T+(w�+) = T�(w��) sur �0;

M(w�) = 0 ; T (w�) = 0 sur ��;
w� = 0 ; @�w

� = 0 sur �

(2.1)

où @� désigne la dérivée normale selon � = (�1; �2) et [ ] le saut a travers
�0 ; la fonction f appartient à L2(
+) (on verra par la suite qu�une régularité
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supplémentaire est requise pour l�étude asymptotique.
Les opérateurs de trace M et T désignent respectivement le moment de
�exion et l�e¤ort tranchant e¤ectif et sont dé�nis par :

M = D
�
�+ (1� �)

�
2�1�2@12 � �21@

2
2 � �22@

2
1

��
T = D

�
@��+ (1� �)@�

�
(�21 � �22)@12 + �1�2(@

2
2 � @21)

��
où on a posé D = E

(1��2) , E étant le module de Young et � 2 (0; 1
2
) le

coe¢ cient de Poisson ; @� désigne la dérivée selon la direction tangentielle.
On fait l�hypothèse que les coe¢ cients d�élasticité E et � sont constants par
morceaux :�

E = E+ dans 
+
E = E� dans 
��

;

�
� = �+ dans 
+
� = �� dans 
��

Le coe¢ cient de Poisson est indépendant � et on considérera les deux cas
suivants pour le module Young :
�les coe¢ cients E+ et E� ne dépendent pas de � ;
�le coe¢ cient E+ ne dépend pas de � et E� = O(��1).

Le deuxième cas est plus intéressant car il correspond à une couche à la
fois très mince et très raide. Par conséquent, D qui représente le module de
rigidité de la plaque à la �exion est une fonction constante par morceaux, on
note

D+ =
E+

(1� �2+)
et D� =

E�
(1� �2�)

:

2.3 Existence, unicité, estimations à priori

Pour obtenir les estimations du reste du développement asymptotique,
on sera amené à considérer d�autres seconds membres que dans le problème
précédent : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�2w�+ = f+ dans 
+
D��2w�� = f� dans 
��
[w�] = 0 ; [@�w

�] = 0 sur �0
M+(w�+) =M�(w��) + g1 sur �0
T+(w�+) = T�(w��) + g2 sur �0
M(w�) = h1 ; T (w

�) = h2 sur ��
w� = 0 ; @�w

� = 0 sur �

(2.2)

34



On dé�nit l�espace fonctionnel suivant :

W =
�
 2 H2(
�) ;  = @� = 0 sur �

	
Soit w 2 W une solution du problème (2.2). Une intégration par parties
permet d�obtenir, pour  2 W ,Z


�

D
�
�2w

�
 dx = a(w; ) +

Z
@
�

[T (w) �M(w)@� ] d�;

où la forme bilinéaire a est donnée par

a(w; ) =

Z

�

�
D
�
@21w + �@22w

�
@21 + 2(1� �)@12w @12 +

�
@22w + �@21w

�
@22 

�
dx:

(2.3)
La formulation variationnelle du problème (2.2) s�écrit alors

8 2 W; a(w; ) = hF;  i (2.4)

où la forme linéaire F est dé�nie par

hF;  i =
Z

+

f+ dx+

Z

��

f� dx+

Z
�0

(g2 + g1@� ) d�+

Z
��

(h2 + h1@� ) d�

Le théorème suivant fournit une estimation à priori pour le problème (2.4) :

Théorème 2.1 Soient f+ 2 L2(
+), f� 2 L2(
��), g1; g2 2 L2(�0) et
h1; h2 2 L2(��). Le problème (2.2) admet une unique solution w� 2 W . De
plus, il existe une constante C, indépendante de � 2 (0; 1) telle que

w�



H2(
� )
� C

n
kf+kL2(
+) + kf�kL2(
�) + kg1kL2(�0)+ (2.5)

kg2kL2(�0) + kh1kL2(��) + kh2kL2(��)
o

DÉMONSTRATION. C�est une conséquence directe du lemme de Lax-
Milgram : la forme F est clairement continue sur W et sa norme dans W 0

est majorée par le membre de droite de l�inégalité (2.5). D�autre part, la
forme bilinéaire a est continue et coercive sur W : grâce aux conditions de
Dirichlet sur �, on peut écrire une inégalité de Poincaré dans 
� ; indépen-
dante de � (car la mesure de 
� est majorée uniformément pour 0 < � < 1). 2
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Ainsi, pour � > 0 �xé (assez petit), les équations de notre problème
constituent un problème elliptique coercif bien posé dansH2(
�): Nous allons
maintenant nous intéresser à l�analyse asymptotique de la solution w� quand
l�épaisseur de la couche mince tend vers zéro.

2.4 Changement d�échelle

A�n de construire le développement asymptotique de la solution du pro-
blème, nous e¤ectuons une dilatation normale de la couche 
�� de rapport �

�1

a�n de se ramener à une géométrie �xe. Pour cela, on écrit la couche mince
sous forme tensorielle grâce aux coordonnées du repère de Frénet sur �0: Les
opérateurs intervenant dans le problème pourront alors être développés en
puissance de �, ce qui constituera la première étape pour la construction d�un
développement asymptotique de w�:

2.4.1 Coordonnées locales

On note � et � les vecteurs unitaires respectivement tangent et normal
sur �: Ils sont directement orthogonaux :

� =

�
��2
�1

�
et � =

�
�1
�2

�
On rappelle les formules de Frénet qui dé�nissent la courbure R(s) au point
de �0 d�abscisse curviligne s:

@�

@s
= +R(s)� et

@�

@s
= �R(s)�

On notera R(s; r) la courbure de �r = fx+ rn(x) ; x 2 �0g en le point (s; r) ;
elle est donnée par

R(s; r) =
R(s)

1� rR(s)

A�n d�exprimer les opérateurs intervenant dans les équations de notre pro-
blème, nous avons besoin de l�écriture des dérivées selon les variables car-
tésiennes en fonction des dérivées dans le repère de Frénet. Les formules de
Frénet entrainent
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�
@s
@r

�
=

�
(1� rR(s)) �2 � (1� rR(s)) �1
�1 �2

��
@1
@2

�
L�inversion de ce système linéaire donne :�

@1
@2

�
=

 
�2

1�rR(s) �1
��1

1�rR(s) �2

!�
@s
@r

�
On peut alors en déduire l�expression du bilaplacien

�2 =
1

1� rR(s)
@s

�
1

1� rR(s)
@s

�
1

(1� rR(s))2
@2s +

rR0(s)

(1� rR(s))3
@s

�
+R(s; r)@r + @2r

�
+R(s; r)@r

�
1

(1� rR(s))2
@2s �

rR0(s)

(1� rR(s))3
@s +R(s; r)@r + @2r

�
+@2r

�
1

(1� rR(s))2
@2s +

rR0(s)

(1� rR(s))3
@s +R(s; r)@r + @2r

�
ainsi que celle des opérateurs de traceM et T

M = D
�
��+ (1� �) @2r

�
T = D

�
@��+ (1� �)

1

1� rR(s)
@s

�
R(s)

(1� rR(s))2
@s +

1

(1� rR(s))
@rs

��

2.4.2 Développement des opérateurs en puissance de �

A l�aide des coordonnées de Frénet, la couche mince s�écrit de manière
tensorielle


�� ' �0 � (0; �) :
En introduisant la variable dilatée - ou encore scalée - z = r

�
, on peut se

ramener au domaine �xe �0 � (0; 1) : Soit alors W � la fonction dé�nie sur
�0 � (0; 1) par

W �(s; z) = w�(s; r)

La dilatation r 7�! z transforme la couche extérieure 
�� en un domaine �xe ;
le petit paramètre � apparaît maintenant dans les équations. Le bilaplacien
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s�écrit

�2 =
1

(1� z�R(s))2
@2s

�
1

(1� z�R(s))2
@2s +

�zR0(s)

(1� z�R(s))3
@s +

1

�
R(s; �z)@z +

1

�2
@2z

�
+

�zR0(s)

(1� z�R(s))3
@s

�
1

(1� z�R(s))2
@2s +

�zR0(s)

(1� z�R(s))3
@s +

1

�
R(s; �z)@z +

1

�2
@2z

�
+
1

�
R(s; �z)@z

�
1

(1� z�R(s))2
@2s +

�zR0(s)

(1� z�R(s))3
@s +

1

�
R(s; �z)@z +

1

�2
@2z

�
1

�2
@2z

�
1

(1� z�R(s))2
@2s +

�zR0(s)

(1� z�R(s))3
@s +

1

�
R(s; �z)@z +

1

�2
@2z

�
On peut développer cette expression en puissances de �

�2 =
1

�4
A�4 +

1

�3
A�3 +

1

�2
A�2 +

1

�
A�1 + A0 + �A1 + � � �

Les premiers opérateurs sont donnés par �on a noté R pour R(s)�

A�4 = @4z ;

A�3 = �2R@3z ;
A�2 = 2@2s

�
@2z
�
+R2 @2z + zR @3z �R2 @2z (z@z) ;

A�1 = @2s (R@z) + 2zR @
2
s

�
@2z
�
+ zR0 @s(@

2
z )�R@z(@

2
s ) + z R3 @2z

+R3 @z(z@z)� z2R3 @3z + 2R@
2
z (z @

2
s ) +R0 @2z (z @s)�R3 @2z (z

2 @z) ;

A0 = @4s � 2zR @2s (R@z)� z@2s (R
2 @z) + 3z

2R2 @2s
�
@2z
�
� zR0 @s(R@z)

+3z2RR0 @s(@
2
z )� 2R2 @z(z @2s )� zR2 @z(@

2
s )�RR0 @z(z @s) +R4 @z(z

2 @z)

+zR4 @z(z@z) + z2R4 @2z � z3R4 @3z + 3R
2 @2z

�
z2 @2s

�
+ 3RR0 @2z

�
z2 @s

�
�R4 @2z

�
z3 @z

�
;

A1 = 2z@2s (R@
2
s )� 2zR @4s + z @2s (R

0 @s)� z2 @2s (R
3 @z)� 2z2R@2s (R2 @z)

�3z2R2 @2s (R@z) + 4z3R3 @2s
�
@2z
�
+ zR0 @3s � z2R0 @s(R

2 @z)

�3z2RR0 @s(R@z) + 6z3R2R0 @s(@2z )� 3R3 @z(z2 @2s )� 2zR3 @z(z@2s )
+z2R3 @z(@

2
s )� 3R2R0 @z(z2 @s)� zR2R0 @z(z @s) +R5 @z(z

3 @z)

+zR5 @z(z
2 @z) + z2R5 @z(z @z) + z3R5 @2z � z4R5 @3z

+4R3 @2z
�
z3 @2s

�
+ 6R2R0 @2z

�
z3 @s

�
�R5 @2z

�
z4 @z

�
:
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Les opérateurs de trace se développent aussi

M =
1

�2
M�2 +

1

�
M�1 +M0 + �M1 + �2M2 + � � �

T =
1

�3
T�3 +

1

�2
T�2 +

1

�
T�1 + T 0 + �T 1 + �2T 2 + � � �

avec

M�2 = D�
2
z ;

M�1 = �D���R@z ;

M0 = D���(@
2
s � zR2@z) ;

M1 = �D���(�2zR@2s � zR0@s + ��z
2R3@z) ;

M2 = D���(3z
2R2@2s + 3z

2RR0@s � z3R4@z) ;

T�3 = D�@
3
z ;

T�2 = �D�R@
2
z ;

T�1 = D�
�
@z(@

2
s )� @z

�
zR2@z

�
+ (1� ��)@z(@

2
s )
�
;

T 0 = �D�
�
@z
�
�2zR @2s � zR0 @s + z2R3 @z

�
+ (1� ��)@s (R@s)

+(1� ��)(2zR @z @
2
s + zR0 @zs)

�
;

T 1 = D�
�
@z
�
3z2R2 @2s + 3z

2RR0 @s � z3R4 @z
�
+

(1� ��)@s
�
�2zR2 @s + z2R2 @zs

�
+ (1� ��)zR @s (R@s)

+(1� ��)z
2R2 @s (@zs) + (1� ��)z

2R@s (R@zs)
�
;

T 2 = �D�
�
@z
�
�4z3R3 @2s + 6z2RR0 @s + z4R5 @z

�
+

(1� ��)@s
�
�3z2R3 @s � z3R3 @zs

�
� (1� ��)zR @s

�
2zR2 @s

�
�(1� ��)z

2R2 @s (R@s)� (1� ��)zR @s
�
z2R2 @zs

�
�(1� ��)z

2R2 @s (zR @zs)� (1� ��)z
3R3 @s (@zs)

�
Les développements en puissance de � donnés dans ce paragraphe sont

formels, on ne cherche pas à donner un sens à la convergence des séries. Ce
point de vue est celui généralement adopté en analyse asymptotique multi-
échelle, il permet la construction et la validation du développement (voir
paragraphes suivants).
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2.5 Construction du développement asymp-
totique

Dans un premier temps, on se place dans le cas où le module de Young
est indépendant du paramètre �:
On a introduit au paragraphe précédent la variable rapide z = r

�
, appli-

quant une dilatation dans la direction normale de la couche. Cette trans-
formation a pour e¤et de ramener la géométrie à un domaine �xe ; le petit
paramètre � apparaît désormais dans les équations via les développements
des opérateurs donnés au paragraphe précédent.
L�objet de cette section est la description du procédé algorithmique de construc-
tion des termes du développement asymptotique de la solution du problème.
Les développements en puissance entières de � pour les opérateurs �2; M et
T nous incitent à rechercher un développement sous la forme

w�+ =
X
n�0

�nwn+ et W �
� =

X
n�0

�nW n
� (2.6)

on rappelle que la fonction W �
� désigne la transformée de w

n
� en variables

semi-dilatées : w��(s; r) = W �
�(s; �

�1r) (les variables s et r sont respective-
ment tangentielle et normale).
En injectant l�ansatz (2.6) dans les équations et en identi�ant les termes

de même puissance de �; on obtient
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

D+�
2wn+ = f+ si n = 0 et 0 sinon dans 
+

A�4W n
� = �

P
k+l=n�4; k��3

AkW l
� pour 0 � z � 1

W n
� = wn+ sur�0

@�W
n
� = @�w

n�1
+ sur�0

M+(w
n
+) =

P
k+l=n

MkW l
� sur�0

T+(w
n
+) =

P
k+l=n

T kW l
� sur�0

M�2W n
� = �

P
k+l=n�2

MkW l
� sur��

T�3W n
� = �

P
k+l=n�3

T kW l
� sur��

wn+ = @�w
n
+ = 0 sur�

(2.7)

2.5.1 Les premiers termes du développement

Détaillons la construction des premiers termes du développement. Dans
les équations (2.7), les conditions de transmission des dérivées normales, ainsi
que des opérateurs M et T , sont découplées en raison du décalage dans les
puissances de �: Ceci va nous permettre une résolution alternative dans cha-
cun des domaines 
�� et 
+: L�opérateur T étant d�ordre 3, la connaissance
de W l

� pour l = 0; 1; 2; 3 est requise pour dé�nir le terme T+(w0+). C�est
pourquoi on recherche d�abord les quatre premiers termes extérieurs.

Pour n = 0; les équations (2.7) fournissent pour la partie extérieure W 0
�
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8>>>>>><>>>>>>:

D�@
4
zW

0
�(s; z) = 0 pour 0 � z � 1;

D�@
3
zW

0
�(s; 1) = 0

D�@
2
zW

0
�(s; 1) = 0

(2.8)

qui donne W 0
�(s; z) = �0(s)z + �0(s), où �0 et �0 sont des fonctions de

l�abscisse curviligne s. Tenant compte de la condition de transmission des
dérivées normales sur �0, on déduit que @zW n

�(s; 0) = 0, d�où

W 0
�(s; z) = �0(s):

Au rang 1, les équations véri�ées par le terme W 1
� sont les mêmes que pour

W 0
� , voir (2.8). Celui-là est donc de la forme

W 1
�(s; z) = �1(s)z + �1(s):

A l�ordre 2, apparait un second membre non nul du aux termes M0W 0
� et

M�1W 1
� : ainsi W 2

� est solution du problème

8>>>>>><>>>>>>:

D�@
4
zW

2
�(s; z) = 0 pour 0 � z � 1;

D�@
3
zW

2
�(s; 1) = 0

D�@
2
zW

2
�(s; 1) = �D��

0
�(s; 1);

avec D��
0
�(s; z) =M0W 0+M�1W 1 = D�

�
��@

2
s�

0(s)� ��R(s)�
1(s)

�
(qui,

en l�occurrence, ne dépend pas de la variable transverse z). Aussi peut-on
trouver deux fonctions �2 et �2 de l�abscisse curviligne telles que

W 2
�(s; z) = �1

2
�0�(s; 1)z

2 + �2(s)z + �2(s):

Résolvons maintenant la partie d�ordre 3 : on pose

�1�(s; z) = T 0W 0
� + T�1W 1

� + T�2W 2
�;

�1�(s; z) = M1W 0
� +M0W

1
� +M�1W 2

�:

42



Alors W 3
� résout les équations8>>>>>><>>>>>>:

D�@
4
zW

3
�(s; z) = 0 pour 0 � z � 1;

D�@
3
zW

3
�(s; 1) = ��1�(s; 1);

D�@
2
zW

3
�(s; 1) = ��1�(s; 1);

si bien qu�il est de la forme

W 3
�(s; z) = ��1�(s; 1)

�
1
6
z3 � 1

2
z2
�
� 1

2
�1�(s; 1)z

2 + �3(s)z + �3(s);

où les fonctions �3 et �3 restent à déterminer.
On peut maintenant écrire le problème que satisfait le premier terme

intérieur : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�
2w0+ = f+ dans 
+;

M+(w
0
+) = �0+(s) sur �0;

T+(w
0
+) = �0+(s) sur �0;

w0+ = @�w
0
+ = 0 sur �;

(2.9)

où les données �0+ et �
0
+ sont dé�nis par

�0+(s) =
�
M�2W 2

� +M�1W 1
� +M0W 0

�
(s; 0)

= D�
�
��0�(s; 1) + �0�(s; 0)

�
= 0;

�0+(s) =
�
T�3W 3

� + T�2W 2
� + T�1W 1 + T 0W 0

�
(s; 0)

= D�
�
��1�(s; 1) + �1�(s; 0)

�
= 0;

par dé�nition de �0 et �1, car ces fonctions ne dépendent pas de z.
En conséquence, le problème (2.9) n�est autre que le problème bi-harmonique
dans 
+ avec conditions homogènes de Dirichlet sur � et conditions de Neu-
mann sur �0 ; il dé�nit w0+ de façon unique. Les conditions de transmission
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sur �0 permettent de déterminer les fonctions �
0 et �1 :

�0(s) = w0+
��
�0
et �1(s) = @�w

0
+

��
�0
:

On revient alors à la partie extérieure : on pose

�2�(s; z) =
�
A�3W 3

� + A�2W 2
� + A�1W 1

� + A0W 0
�
�
(s; z);

�2�(s; z) =
�
T 1W 0

� + T 0W 1
� + T�1W 2

� + T�2W 3
�
�
(s; z);

�2�(s; z) =
�
M2W 0

� +M1W 1
� +M0W 2

� +M�1W 3
�
�
(s; z);

de telle sorte que W 4
� résolve le problème8>>>>>><>>>>>>:

D�@
4
zW

4
�(s; z) = ��2�(s; z) pour 0 � z � 1;

D�@
3
zW

4
�(s; 1) = ��2�(s; 1);

D�@
2
zW

4
�(s; 1) = ��2�(s; 1):

Donc W 4
� s�écrit

W 4
� = �

1

2

�
1

12
z4 � 1

3
z3 +

1

2
z2
�
�2�(s; z)��2�(s; 1)

�
1
6
z3 � 1

2
z2
�
�1
2
�2�(s; 1)z

2+�4(s)z+�4(s):

Connaissant le terme W 4
� , on peut alors dé�nir w

1
+ comme la solution du

problème intérieur8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�
2w1+ = 0 dans 
+;

M+(w
1
+) = �1�(s; 1)� �1�(s; 1) + �

1
�(s; 0) sur �0;

T+(w
0
+) = �1�(s; 1)� �2�(s; 1) + �

2
�(s; 0) sur �0;

w1+ = @�w
1
+ = 0 sur �

Pour déterminer W 1
� complètement, il nous faut préciser la fonction �

1. Cela
est rendu possible grâce à la condition de transmission d�ordre 0 à travers
l�interface �0 : pour z = 0, W 1

� = w1+. Finalement

�1(s) = w1+j�0 et �1(s) = @�w
0
+j�0 :
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On a vu dans ce paragraphe comment s�e¤ectuait la construction des premiers
termes du développement asymptotique : on détermine d�abord les quatre
premiers trermes extérieurs (W `

�)0�`�3 (à une fonction a¢ ne de z prés), ce
qui nous permet de dé�nir le problème résolu par le premier terme intérieur
w0+ dont la connaissance permet de �xer complètement les premiers termes
extérieurs.

2.5.2 Le développement complet : estimation du reste

Le procédé de construction décrit au paragraphe précédent se généralise
à tout ordre ; il permet l�obtention du développement asymptotique de la
solution w� du problème. L�utilisation des estimations à priori conduit au
résultat suivant.

Théorème 2.2 On suppose que la courbe �0 �dé�nissant le bord du domaine

+ � et le second membre f sont de classe C1. Alors la solution w� du
problème (2.1) admet le développement asymptotique

w� =
X
n�0

�nwn; (2.10)

où wnj
+(x) = wn+(x) et w
nj
��(s; r) =W n

�(s; �
�1r). Les termes wn+ et W

n
� ne

dépendent pas de � et sont construits à l�aide des équations (2.12) et (2.13)
plus bas.
Le développement (2.10) est valide au sens des développements asymp-

totiques, i.e. pour tout entier N , il existe une constante CN telle que le reste
d�ordre N dé�ni par

rN(�) = w� �
NX
n=0

wn

satisfasse l�estimation (optimale)

rN
+
(�)



2;
+

+ �
3
2



rN� (�)

2;
�� � CN �
N+1: (2.11)
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DEMONSTRATION. Supposons les termes du développement construits
jusqu�au rang N � 1. On peut alors écrire le problème satisfait par WN

� :8>>>>>><>>>>>>:

D�@
4
zW

N
� (s; z) = ��N�2� (s; z) for 0 � z � 1;

D�@
3
zW

N
� (s; 1) = ��N�2� (s; 1);

D�@
2
zW

N
� (s; 1) = ��N�2� (s; 1);

(2.12)

où les seconds membres �N�2� , �N�2� et �N�2� sont donnés par

�N�2� (s; z) = D�
X

k+`=N�4

AkW `
�;

�N�2� (s; z) =
X

k+`=N�3

T kW `
�;

�N�2� (s; z) =
X

k+`=N�2

MkW `
�:

(ces quantités sont dé�nies à partir de W `
� pour ` � N � 1). Le problème

( 2.12) détermine alors le terme WN
� , à une fonction a¢ ne en z prés, notée

�N(s)z + �N(s).
De la même façon, on peut dé�nir, à une fonction a¢ ne en z prés, les

termes W `
� pour ` = N + 1, N + 2 et N + 3. Il est alors possible d�écrire le

problème intérieur pour wN+ :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

D+�
2wN+ = 0 dans 
+;

M+(w
N
+ ) =

P
k+l=N

MkW l
� sur �0;

T+(w
N
+ ) =

P
k+l=N

T kW l
� sur �0;

wN+ = @nw
N
+ = 0 sur �

(2.13)

Il s�agit d�un problème biharmonique avec conditions de Dirichlet homogène
sur � et Neumann non homogène sur �0, qui détermine de façon unique wN+ :
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Les conditions de transmission WN
� = wN+ et @zWN

� = @nw
N�1
+ permettent

de préciser les fonctions �N et �N :

�N(s) = @nw
N�1
+ j�0 et �N(s) = wN+ j�0

Ainsi, à partir de la donnée de
�
wn+;W

n
�
�
pour n � N � 1; on a construit les

termes wN+ et W
N
� :

Prouvons maintenant l�estimation ( 2.11) : par dé�nition des termes du dé-
veloppement, le reste d�ordre N véri�e

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

D+�
2rN+ (�) = 0 dans 
+

D��
2rN� (�) = O(�N�3) dans 
���

rN(�)
�

= 0 sur �0;�
@nr

N(�)
�

= O(�N) sur �0;

M+

�
rN+ (�)

�
= M�

�
rN� (�)

�
+O(�N�1) sur �0;

T+
�
rN+ (�)

�
= T�

�
rN� (�)

�
+O(�N�2) sur �0;

M�
�
rN� (�)

�
= O(�N�1) sur ��

T�
�
rN� (�)

�
= O(�N�2) sur ��

rN+ (�) = @�r
N
+ (�) = 0 sur �

(2.14)

A�n d�utiliser l�estimation à priori du théorème 1, il faut d�abord relever le
saut de dérivée normale à travers l�interface �0 ; on note �N ce saut, on a
�N = O(�N):
Soit alors zN+ la solution dans H

2(
+) du problème biharmonique avec condi-
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tion de Dirichlet : 8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

D+�
2zN+ = 0 dans 
+

zN+ = 0 sur �0

@�z
N
+ = �N sur �0

zN+ = 0 sur �

@�z
N
+ = 0 sur �

Alors, zN+ véri�e l�estimation suivante

zN+ 

H2(
+)
= O(�N)

De même, soit zN� la solution du problème extérieur8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

D��
2zN� = 0 dans 
��

zN� = zN+ sur �0

@�z
N
� = 0 sur �0

M�(z
N
� ) = 0 sur ��

T�(z
N
� ) = 0 sur ��

On peut aussi estimer la norme de zN� :

zN� 

H2(
��)
= O(�N� 3

2 );

le facteur ��
3
2 provient de ce que le domaine 
�� dépend de �:

Revenons au problème ( 2.14), on peut alors appliquer l�estimation à priori
du théorème 1 à la fonction

~rN(�) = rN(�)� zN ;
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qui appartient à H2(
�) : on obtient

~rN(�)


H2(
�)

� C�N�
5
2 ;

car la norme L2 du second membre extérieur est le terme limitant ; il est
de l�ordre de �N�2 (une demi puissance de � est gagnée due à la mesure du
domaine 
��). D�où l�estimation pour le reste d�ordre N du développement

rN+ (�)

H2(
+)

+


rN� (�)

H2(
��)

� C�N�
5
2 : (2.15)

On peut améliorer l�inégalité précédente en écrivant

rN(�) = rN+4(�) +
N+4X

n=N+1

�nwn:

L�estimation ( 2.15) appliquée au reste d�ordre N + 4 fournit

rN+4+ (�)



H2(
+)

+


rN+4� (�)




H2(
��)

� C�N+
3
2 ;

et en estimant les normes de wn à la fois dans 
+ (elle est de l�ordre �
n) et

dans 
�� (en �
n� 3

2 ), on obtient �nalement pour rN(�)

rN+ (�)

H2(
+)
+ �

3
2



rN� (�)

H2(
��)
� C�N+1;

qui est bien l�estimation annoncée dans le théorème. 2

Remarque 2.1 L�utilisation de l�analyse multi-échelle permet l�obtention
d�estimations optimales, comme l�illustre la preuve du théorème 2 : l�erreur
est de l�ordre du premier terme négligé en tronquant la série. Comme ce
dernier est génériquement non nul, l�estimation ( 2.11) est optimale.

2.6 Conditions aux limites approchées

Même s�il est possible d�approcher numériquement w�, les calculs de-
viennent délicats quand � est trés petit. On préfère remplacer l�e¤et de la
couche mince par une condition aux limites sur le bord �0, dite condition
aux limites approchée.
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On va voir dans ce paragraphe comment le développement asymptotique ob-
tenu précédemment permet l�identi�cation d�une telle condition et, surtout
sa validation.
L�idée consiste à approcherw� par la série donnant son développement asymp-
totique tronquée à un ordre donné, la condition véri�ée par cette approxima-
tion sur �0 fournissant la condition aux limites approchée recherchée.

2.6.1 Condition d�ordre 0

On ne conserve ici qu�un seul terme dans le développement asymptotique
de w�: Rappelons que le terme w0+ est solution du problème8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�
2w0+ = f+ dans 
+;

M+(w
0
+) = 0 sur �0;

T+(w
0
+) = 0 sur �0;

w0+ = @nw
0
+ = 0 sur �;

La première condition aux limites approchée apparait immédiatement : il
s�agit tout simplement des conditions de Neumann homogènes sur �0: Cela
n�est en rien étonnant, puisque correspond au cas limite � = 0 : la condition
de Neumann imposée sur �� se transmet directement à �0:
L�estimation du reste prouvée au théorème 2 permet d�évaluer la di¤érence
entre la solution du problème initial w� et w0; dite solution du problème avec
condition aux limites approchée d�ordre 0 :

w+ � w0+




H2(
+)

= O(�):

2.6.2 Condition d�ordre 1

Plus intéressant est le cas où on conserve deux termes dans le développe-
ment : dé�nissons w[1] comme

w[1] = w0 + �w1:

Utilisant toujours les résultats précédents, on pose
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Q0 = �D�
�
2(1� ��)@s (@s@n +R(s)@s) + (1� �2�)R(s)

�
@2s �R(s)@n

��
;

P0 = �D�
�
(1� �2�)@

2
s

�
@2s �R(s)@�

�
� 2(1� ��)@s [R(s) (@s@� +R(s)@s)]

�
;

si bien que w1+ est solution du problème8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�
2w1+ = 0 dans 
+;

M+(w
1
+) +Q0(w

0
+) = 0 sur �0;

T+(w
1
+) + P0(w

0
+) = 0 sur �0;

w1+ = 0 ; @�w
1
+ = 0 sur �:

Il s�ensuit que w[1]+ véri�e les conditions suivantes sur �0 :

M+

�
w
[1]
+

�
+ �Q0

�
w
[1]
+

�
= O(�2) sur �0;

T+
�
w
[1]
+

�
+ �P0

�
w
[1]
+

�
= O(�2) sur �0;

On voit ainsi apparaitre deux nouvelles conditions sur le bord �0, et un
nouveau problème aux limites :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�
2w = f dans 
+;

M+(w) + �Q0(w) = 0 sur �0;

T+(w) + �P0(w) = 0 sur �0;

w = 0 ; @nw = 0 sur �:

(2.16)

Théorème 2.3 Soit X l�espace dé�ni par

X =
�
w 2 H2(
+) ; w 2 H2(�0) et w = @�w = 0 sur �

	
:

Le problème ( 2.16) est bien posé dans X, il est associé à la formulation
variationnelle

8 2 X; a(w; ) + � b(w; ) =

Z

+

f dx; (2.17)
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où les formes a et b sont respectivement données par ( 2.3) et

b(u; v) = 2D�(1� ��)

Z
�0


� (w)
� ( ) d� +D�(1� �2�)

Z
�0


S(w)
S( ) d�;

(2.18)
avec


� = @2s �R(s)@� et 
S = @s@� +R(s)@s: (2.19)

Soit donc w�1 la solution de ( 2.16). Il s�agit d�estimer la di¤érence entre
w�+, partie intérieure de la solution du problème initial, et w

�
1. On pourrait

procéder en utilisant une estimation à priori pour le problème ( 2.16), que
l�on appliquerait à w�1 � w

[1]
+ , obtenant alors (en combinant cette estimation

avec celle du reste w�+ � w
[1]
+ ) une estimation du type

w�+ � w�1




H2(
+)

� C�
3
2

La perte d�une demi puissance de � est due à l�estimation à priori du problème
( 2.16).
Une meilleure méthode consiste à déterminer le développement de la fonction
w�1 et de le comparer avec celui obtenu au théorème 2.2 pour w

�
+: Le problème

( 2.16) ne faisant pas intervenir de couche mince, il est aisé de construire le
développement asymptotique de sa solution.

Théorème 2.4 On suppose que la courbe �0 -dé�nissant le bord du domaine

+� et le second membre f sont de classe C1: Alors la solution w�1 du
problème ( 2.16) admet le développement asymptotique

w�1 =
X
n�0

�nwn1 ; (2.20)

Les termes (wn1 )n ne dépendent pas du paramètre � et sont construits à l�aide
des équations ( 2.22) plus bas.
Le développement ( 2.20) est valide au sens des développements asympto-
tiques, i.e. pour tout entier N , il existe une constante CN telle que le reste
d�ordre N dé�ni par

rN(�) = w�1 �
NX
n=0

�nwn1

satisfasse l�estimation optimale

rN+ (�)

2;
+ � CN�
N+1 (2.21)
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DEMONSTRATION. En injectant l�ansatz polynomial ( 2.20) dans les
équations ( 2.16), on obtient

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�
2wN1 = f ou 0 dans 
+;

M+(w
N
1 ) = �Q0(wN�11 ) sur �0;

T+(w
N
1 ) = �P0(wN�11 ) sur �0;

wN1 = 0 ; @�w
N
1 = 0 sur �;

(2.22)

équations qui permettent de dé�nir wN1 à partir de la donnée w
N�1
1 (avec la

convention w�11 = 0): L�estimation du reste se traite de la même manière que
dans la preuve du théorème 2.2. 2

Il est facile de voir que les premiers termes des développements ( 2.10) et (
2.20) coincident :

w0+ = w01 et w1+ = w11:

Les termes suivants w2+ et w
2
1 sont génériquement di¤érents si bien qu�on

obtient une estimation optimale de la di¤érence w�+ � w�1:

Théorème 2.5 La di¤érence entre la partie intérieure de la solution du pro-
blème de transmission ( 2.1) et celle du problème avec condition aux limites
généralisée d�ordre 1 -cf. problème ( 2.16)-est donnée par

w�+ � w�1




H2(
+)

� C�2

DEMONSTRATION. Il su¢ t d�utiliser les restes d�ordre 2 et les estima-
tions ( 2.11) et ( 2.21). 2

Ce dernier résultat illustre l�e¢ cacité de l�analyse multi-échelle pour l�étude

53



de problèmes avec petit paramètre. Il montre que le problème ( 2.16) est
une approximation du problème de transmission initial à la précision O(�2):
L�intérêt de considérer le problème approché plutôt que le problème initial
se situe pour les petites valeurs de l�épaisseur �: En e¤et, comme on l�a déjà
signalé, l�approximation numérique du problème avec couche mince est dé-
licat car le nombre de degrés de liberté de la méthode numérique augmente
rapidement quand � décroît. En revanche, le problème avec conditions aux
limites approchées ne fait intervenir que le domaine 
+, qui ne dépend pas
de �: On peut alors utiliser une discrétisation moins �ne, indépendante de
l�épaisseur.

2.7 Cas où le module de Young dépend de
l�épaisseur

Jusqu�à présent, on a supposé le module de Young E constant dans cha-
cun des domaines 
+ et 
��, mais indépendant de l�épaisseur �: Il est plus
intéressant de considérer un module de Young E� de l�ordre de �

�1 (E+ res-
tant indépendant de �), rendant compte en cela de la rigidité de la couche
mince par rapport à la plaque.
Précisément, on suppose que le module de Young E vaut ��1E� dans la
couche mince, et E+ dans le domaine intérieur 
+, avec E� et E+ indépen-
dants de �:

La technique développée dans les paragraphes précédents s�applique encore
dans cette situation. La seule di¤érence réside dans le décalage d�une puis-
sance de � pour les opérateurs dans la couche. Ce décalage n�a de conséquence
que dans les conditions de transmission pourM et T à travers l�interface �0 -
voir problème ( 2.7) -. Pour dé�nir le premier terme intérieur w0+, il faut ici
déterminer non plus les 4 premiers termes dans la couche, mais les 5 premiers.
Aucune di¢ culté supplémentaire n�apparaît.

Il est facile de véri�er que w0+ résout le problème suivant :
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8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�
2w0+ = 0 dans 
+;

M+(w
0
+) +Q0(w

0
+) = 0 sur �0;

T+(w
0
+) + P0(w

0
+) = 0 sur �0;

w0+ = 0 ; @�w
0
+ = 0 sur �:

et le terme suivant est solution du problème

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�
2w1+ = 0 dans 
+;

M+(w
1
+) +Q0(w

1
+) +Q1(w

0
+) = 0 sur �0;

T+(w
1
+) + P0(w

1
+) + P1(w

0
+) = 0 sur �0;

w1+ = 0 ; @�w
1
+ = 0 sur �:

où les opérateurs di¤érentiels P1 et Q1 sont dé�nis par

Q1 = �D�

�
1

2

�
3�� + 1

� �
�� � 1

�
@2s
�
@2s �R(s)@�

�
�3(1� ��)@s [R(s) (@s@� +R(s)@s)]

�1
2

�
3�� + 1

� �
�� � 1

�
R(s)@s [@s@� +R(s)@s]

�1
2

�
2�� + 1

� �
�2� � 1

�
R2(s)

�
@2s �R(s)@�

��

P1 = �D�

�
1

2

�
3�� + 1

� �
�� � 1

�
@s
�
�R(s)@s

�
@2s �R(s)@�

��
�3(1� ��)@s

�
R2(s) (@s@� +R(s)@s)

�
�1
2

�
3�� + 1

� �
�� � 1

�
@3s [@s@� +R(s)@s]

+
1

2

�
2�� + 1

� �
�2� � 1

�
@2s
�
R(s)

�
@2s �R(s)@�

���
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On en déduit immédiatement les problèmes avec conditions aux limites ap-

prochées

� Ordre 0 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�
2w�0 = f dans 
+;

M+(w
�
0) +Q0(w

�
0) = 0 sur �0;

T+(w
�
0) + P0(w

�
0) = 0 sur �0;

w�0 = 0 ; @�w
�
0 = 0 sur �:

(2.23)

� Ordre 1 :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D+�
2w�1 = f dans 
+;

M+(w
�
1) +Q0(w

�
1) + �Q1(w

0
+) = 0 sur �0;

T+(w
�
1) + P0(w

�
1) + �P1(w

�
1) = 0 sur �0;

w�1 = 0 ; @�w
�
1 = 0 sur �:

(2.24)

La même analyse que précédemment permet d�obtenir les estimations
optimales suivantes : 

w�+ � w�0




H2(
+)

� C�

w�+ � w�1



H2(
+)

� C�2

Remarque 2.2 Les opérateurs P0 et Q0 apparaissent ici dés la condition aux
limites approchée d�ordre 0 alors qu�elle n�apparaissait qu�à l�ordre 1 dans le
cas d�un module de Young indépendant de �. Cela peut s�interpréter comme
suit : la plus grande rigidité de la couche ampli�e son e¤et sur le déplacement.
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Chapitre 3

Modélisation de l�e¤et
dynamique d�un raidisseur sur
le bord d�une plaque mince

3.1 Introduction

On considère le système complet dynamique de von Karman pour une
plaque mince dans laquelle est inséré un corps mince élastique (raidisseur)
d�épaisseur �, � étant un paramètre déstiné à tendre vers zéro. On suppose
que le module de Young et la densité de masse du matériau constituant le
corps mince varient en 1

�
, ce qui signi�e d�un point de vue mécanique que

celui-ci devient in�niment rigide quand � tend vers zéro.
A�n de surmonter les di¢ cultées rencontrées lors de la simulation numérique
de la solution de ce problème, on cherche à modéliser cette jonction et don-
ner un problème équivalent ne faisant pas intervenir le raidisseur, mais de
nouvelles conditions aux limites qui rendent compte de son e¤et. Pour ce
faire, on met en oeuvre une analyse asymptotique basée sur la technique des
perturbations singulières développée par J. L. Lions dans [31]. Aprés une
mise à l�échelle adéquate, on établit des estimations à priori qui permettent
d�extraire une sous suite faiblement convergente et passer à la limite dans
le problème variationnel mis à l�échelle. Le problème limite obtenu est un
problème posé sur la surface moyenne de la plaque mince avec de nouvelles
conditions aux limites non linéaires sur l�interface de jonction. Ces condi-
tions, appelées conditions de Ventcel, ne sont pas classiques, car elles font
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intervenir des dérivées tangentielles du même ordre que celui de l�opérateur
intérieur.
On s�inspire beaucoup des travaux de K. Lemrabet concernant le cas linéaire
statique [28] (plaque avec raidisseur en �exion) et aussi le cas linéaire dy-
namique [29]. Notre problème étant non linéaire, on fait souvent appel aux
techniques non linéaires dans les équations aux dérivées partielles, notam-
ment les théorèmes de compacité.

3.2 Position du problème

Soit 
+ un ouvert borné de R2, de frontière régulière @
+ = �+ [ �,
où � est une partie ouverte connexe de mesure non nulle et �+ \� = ;: On
note � = (�1; �2) la normale extérieure et � le vecteur unitaire tangent à �
de telle sorte que la base (� ; �) soit directe en tout point de �: On désigne
par s une abscisse curviligne sur � et on considère le domaine


�� = fs+ y� ; s 2 � ; 0 < y < �g

On pose ��� = fs+ �� ; s 2 � g ; @
�� = ��� [ � [ ��� avec ��� \ � = ;
et on note 
� = 
+ [ � [ 
�� . Le domaine 
� est donc divisé en deux sous
domaines 
+ et 
�� par une interface �:

Le domaine complet
� représente la surface moyenne d�une plaque consti-
tuée par l�assemblage de deux structures : une plaque mince de surface
moyenne 
+ et un raidisseur 
�� parfaitement collé sur une partie de son
bord: Dans ce qui suit, les variables w et u = (u1; u2) representent respecti-
vement, le déplacement transversal (ou �exion) et le déplacement plan de la
plaque.
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Le système complet de von Karman pour cette structure s�écrit :

�u
00 � divfC[�(u) + f(rw)]g = 0 dans 
� � (0; T ) (3.1)

�[I��]w00
+D�2w�divfC[�(u)+f(rw)]rwg = 0 dans 
��(0; T ) (3.2)

avec des conditions d�encastrement sur la partie du bord �+ [ ���

u = 0; w =
@w

@�
= 0 sur �+ [ ��� � (0; T ) (3.3)

et des conditions du bord libre sur ���

C["(u) + f(rw)]� = 0

D [�w + (1� �)B1w] = 0

D

�
@�w

@�
+ (1� �)

@B2w

@s

�
� �

@w
00

@�
� C["(u) + f(rw)]�:rw = 0 (3.4)

sur ��� �(0; T ): On dé�nit les conditions de transmission par

[[u]] = 0;
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[[w]] =

��
@w

@�

��
= 0;

[[C["(u) + f(rw)]�]] = 0;
[[D[�w + (1� �)B1w] ]] = 0;��

D

�
@�w

@�
+ (1� �)

@B2w

@s

�
� �

@w
00

@�
� C[�(u) + f(rw)]�:rw

��
= 0:

(3.5)
sur �� (0; T ): On associe au problème (3.1) - (3.2) les conditions initiales

u(0) = u0 ; u
0
(0) = u1; w(0) = w0 ; w

0
(0) = w1 dans 
� (3.6)

Le crochet [[ ]] désigne le saut de la trace d�une fonction dé�nie sur 
� à
travers la frontière � : Cette quantité est donnée par

[[' ]] = '+j� � '�j�

où la notation '+ (respectivement '�) désigne la restriction de la fonction
' au domaine 
+ (respectivement 
��): C est une application linéaire de
l�ensemble S des tenseurs symétriques d�ordre 4 dans lui même dé�nie par :

C(�) =
E

(1� �2)
[�(tr�)IS + (1� �)�]

pour tout � dans S; où IS est la matrice identité et (tr�) est la trace de �: Le
tenseur des déformations linéarisé est donné par

�(u) = 1=2
�
ru+rTu

�
et la fonction f est dé�nie par

f(s) = (1=2)s
 s; s 2 R2:

Les opérateurs de traces B1 et B2 sont donnés par :

B1w � 2�1�2
@2w

@x@y
� �21

@2w

@y2
� �22

@2w

@x2

B2w � (�21 � �22)
@2w

@x@y
+ �1�2(

@2w

@y2
� @2w

@x2
)
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D = E
(1��2) désigne le module de rigidité de la plaque à la �exion ; E est le

module de Young, � est le coe¢ cient de Poisson et � est la densité de masse
du matériau. On suppose que E > 0; 0 < � < 1=2 et que l�on a :

E =

�
E+ dans 
+
E�
�

dans 
��
; � =

�
�+ dans 
+
�� dans 
��

; � =

�
�+ dans 
+
��
�

dans 
��

Par conséquent, D sera noté D+ ou D� selon que l�on se refère à 
+ ou 
��:
On note aussi par g0; g00 les dérivées par rapport au temps d�une fonction g:

Le système complet de von Karman décrit les oscillations planes et trans-
versales d�une plaque mince en grandes déformations. Il s�agit d�un modèle
bidimensionnel non linéaire qui constitue en lui même un modèle approché
d�un problème de plaques tridimensionnel (voir[9] ). Les conditions (3.3) sont
de type Dirichlet. Elles signi�ent que la plaque est encastrée sur la partie du
bord �+ [ ���, ce qui correspond à l�idée que cette partie est d�une façon
ou d�une autre �xée à un support rigide. Les conditions (3.4) qui sont de
type Neumann expriment le fait que la partie ��� est libre d�e¤ort. En�n,
les conditions de transmission (3.5) traduisent la continuité ou le raccord à
l�interface �:

Remarque 3.1 La plaque considérée ici est en fait une multi-structure com-
posée d�une plaque mince et d�un corps élastique collé sur une partie de son
bord. Les matériaux constituant ces deux structures sont di¤érents dans le
sens où les coe¢ cients d�élasticité ne sont pas du même ordre de grandeur.
En e¤et, le module de Young et la densité de masse sont indépendants de
� dans 
+ et varient en 1

�
dans 
��. Ceci signi�e que le corps élastique est

bien plus rigide et beaucoup plus lourd que la plaque mince, d�où le terme
�raidisseur�. Cette hypothèse est nécessaire pour obtenir l�e¤et asymptotique
du raidisseur quand � tend vers 0 car la rigidité et la densité de ce dernier
tendent vers +1, ce qui permet de compenser sa faible épaisseur.

Remarque 3.2 Le problème étudié ici peut être considéré comme exemple
de problèmes �raides�. D�une manière générale, on appelle problèmes raides
des problèmes de transmission où le domaine 
 est constitué de deux (ou
plus) sous domaines, les coe¢ cients prenant des valeurs d�ordres di¤érents
dans chacun d�eux. Leur rapport est alors caractérisé par un petit paramètre �:
Dans le cas des problèmes d�élasticité, il s�agit du couplage de deux corps dont
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le rapport des coe¢ cients d�élasticité est caractérisé par �: Autrement dit, l�un
des deux corps est plus rigide que l�autre. En tant qu�exemples physiques, on
peut penser à deux pièces, l�une métallique et l�autre en caoutchouc.

3.3 Formulation variationnelle

On écrit le problème sous la forme d�un problème variationnel dont les
inconnues u et w et les fonctions test sont prises dans des espaces fonctionnels
où l�on tient compte de l�encastrement de la plaque sur la partie �+ [ ��� et
l�on s�assure d�un minimum de régularité pour que les expressions auquelles
on sera conduit aient un sens.

Dans ce qui suit, on désigne par le symbole k:kLp(D) la norme dans [L2(
)]
k

et on note h:; :iD , le produit scalaire dans [L2(
)]
k
; k 2 N .

Soit fu;wg une solution classique du problème (3.1)-(3.2). L�énergie totale
de la plaque est donnée par :

E(t) =
1

2

n
� ku0(t)k2L2(
) + � kw0(t)k2L2(
) + � krw0(t)k2L2(
) + a (w(t); w(t))

+ hC[�(u(t)) + f(rw(t))]; �(u(t)) + f(rw(t))i
�g

où

a(w; ) = D

Z

�

��
@2w

@x2
+ �

@2w

@y2

�
@2 

@x2
+ 2(1� �)

@2w

@x@y

@2 

@x@y
+�

@2w

@y2
+ �

@2w

@x2

�
@2 

@y2

�
d
�

Un simple calcul basé sur une intégration par parties montre que

D

Z

�
(�2w) d
� = a(w; )�D

Z
@
�

�
[�w + (1� �)B1w]

@ 

@�

�
�
@�w

@�
+ (1� �)B2w

�
 

�
d(@
�) (3.7)

En e¤et,Z

�
(�2w) d
� =

Z
@
�

�
@�w

@�

�
 d(@
�)�

Z
@
�
�w

@ 

@�
d(@
�)+

Z

�
�w� d
�
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=

Z
@
�

�
@�w

@�

�
 d(@
�)�

Z
@
�
�w

@ 

@�
d(@
�) + a(w; )

+(1� �)

Z

�

@2w

@x2
@2 

@x2
+
@2w

@y2
@2 

@y2
d
� � 2(1� �)

Z

�

@2w

@x@y

@2 

@x@y
d
�

Compte-tenu de la dé�nition de B1 et B2 et en utilisant le fait queZ

�

@2w

@x2
@2 

@x2
+
@2w

@y2
@2 

@y2
d
� � 2

Z

�

@2w

@x@y

@2 

@x@y
d
� =

Z
@
�

��
@B2w

@�

�
 � (B1w)

@ 

@�

�
d(@
�)

on obtient (3.7).

Dans le but d�écrire notre problème sous forme variationnelle, on introduit
les espaces fonctionnels suivants

W (
�) =

�
w 2 H2(
�) ; wj �+[��� =

@w

@�
j�+[���= 0

�
V (
�) =

n
w 2 H1(
�) ; wj �+[��� = 0

o
U(
�) =

n
u 2

�
H1(
�)

�2
; uj�+[��� = 0

o
que l�on munit respectivement des normes standards de H2(
�); H1(
�) et�
H1(
�)

�2
: Si maintenant l�on prend ' dans U(
�) et  dans W (
�) et que

l�on multiplie (3.1) par ' et (3.2) par  ; en utilisant (3.1)-(3.5) on obtient
par intégration par parties :

� [hu0; 'i
� ]
0
+ hC[�(u) + f(rw)]; �(')i
� = 0 8' 2 U(
�)

� [hw0;  i
� + hrw0;r i
� ]
0
+a(w; )+hC[�(u) + f(rw)]rw;r i
� = 0 8 2 W (
�)

(3.8)
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Dé�nition 3.1 On dit que fu;wg est une solution faible de (3.1 )-(3.6) si

u 2 C
�
0; T ;U(
�)

�
\ C1

�
0; T ;

�
L2(
)

�2�
; w 2 C

�
0; T ;W (
�)

�
\ C1

�
0; T ;V (
�)

�
et véri�e (3.6) et (3.8).

Théorème 3.1 Le problème (3.6) - (3.8) admet une solution unique.

Preuve. voir [25].

Remarque 3.3 L�existence d�une solution faible du problème de von Kar-
man est bien connue et peut être établie en utilisant la méthode de Galerkin.
Cependant, l�unicité est bien moins évidente. Cette question a été considé-
rée pendant longtemps comme étant ouverte et a été abordée par plusieurs
auteurs. On peut citer le travail de D. Tataru et M. Tucsnack [39] où l�on
démontre un résultat d�unicité pour une plaque in�nie (i,e. dé�nie sur R2).
Ce résultat a été étendu dans le même papier à certaines géométries (plaques
rectangulaires). Finalemement, c�est à I. Lasiecka [25] qu�on doit la publi-
cation d�un papier en 1998, où elle démontre rigoureusement l�unicité de la
solution faible du système de von Karman. La méthode utilisée pour établir
ce résultat est celle proposée par Sedenko dans [35] pour l�étude des équations
de Marguerre- Vlasov.

Remarque 3.4 Nous avons vu que dans le cas du problème (3.1 )-(3.6),
la solution satisfait aux conditions aux limites (3.4) alors que les fonctions
des espaces V (
�) et W (
�) ne sont pas tenues de les satisfaire. Ceci tient
au fait que ces conditions apparaissent normalement comme conséquence de
l�intégration par parties à partir des coe¢ cients des équations du problème.
Pour cette raison, ces conditions qui sont de type �Neumann�portent aussi
le nom de conditions naturelles. Quand aux conditions aux limites (3.3), qui
sont implicitement contenues dans : ��w 2 W (
�) et u 2 U(
�) ��, elles
sont dites principales.

3.4 Changement d�échelle

Jusqu�à présent, les équations ont été écrites dans un domaine 
� dépen-
dant de �; le petit paramètre appelé à tendre vers zéro. A�n de réaliser une
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analyse asymptotique, il convient donc de faire un changement d�échelle qui
permet d�enlever la dépendance de la géométrie du problème vis à vis de �:
Ce changement d�échelle va porter le petit paramètre sur les opérateurs et
non plus sur le domaine, ce qui permet d�obtenir des résultats de convergence
dans des domaines indépendants de �:

Soit � la normale extérieure à � et � le vecteur unitaire tangent à � de
telle sorte que la base (� ; �) soit directe en tout point de �: On désigne par s
une abscisse curviligne le long de � orienté selon � : On dé�nit le changement
d�échelle suivant qui associe au domaine 
�� le domaine �xe 
� = �� (0; 1)�


� �! 
�

(s; z) �! X = s+ �z�(s):
(3.9)

On identi�e� avec��f0g et on note�� = ��f1g ; �� = @
�n (� [ ��) :
L�ouvert 
� se transforme alors en un ouvert �xe 
 = 
+ [ � [ 
�:

A toute fonction  dé�nie sur 
�� on associe la fonction
a
 dé�nie sur 
�

a
 (s; z) :=  (X)

En notant R = R(s) la courbure de � en s, on rappelle les formules de
Frénet

@�

@s
= �R� et

@�

@s
= R�

d�où, en utilisant la relation X = s+ �z�(s), on obtient

1

�

@

@z
= �1

@

@x
+ �2

@

@y

et
@

@s
= (1� �Rz)

�
�2

@

@x
� �1

@

@y

�
On a évidemment

@

@z
=

@

@�
:

Dans 
��; tout champs de vecteurs ' sera décomposé en composantes
normale et tangentielle : ' = '�� + '��: Par le changement d�échelle (3.9),
' se transforme en

a
'(s; z) = '� (s; �z)� + �'�(s; �z)�
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De plus, on dé�nit les parties tangentielle, transverse et normale du tenseur
des déformations linéarisé par

�T ('�) = (1�Rz)�1
@'��
@s

�R(1�Rz)�1'��

�S('�) = 1
2

�
R(1�Rz)�1'�� + (1�Rz)�1

@'��
@s

+
@'��
@z

�
�N('�) =

@'��
@z

qui, une fois mises à l�échelle donnent

��T ('�) = (1�R�z)�1
@'��
@s

� ��1R(1�R�z)�1'��

��S('�) =
1

2
�

�
R(1�R�z)�1'�� + ��1(1�R�z)�1

@'��
@s

+ ��1
@'��
@z

�
��N('�) =

@'��
@z

En�n, les intégrales du problème (3.8) se transforment aussi comme suit :

Z

��

 d
��=�

Z
�

1Z
0

a
 (1�R�z)dsdz

3.4.1 Formulation du problème dans un domaine �xe

Après le changement d�échelle (3.9), le problème (3.8) se transforme en
un nouveau problème posé sur l�ouvert �xe 
, où maintenant les opérateurs
dépendent du paramètre �: On désigne par u�� ; w�� ; '� et  � les images
associées, respectivement à u; w; ' et  . Plus précisement

u�� := duj
�� ; w�� :=[wj
�� ; '� := b' ;  � :=
b ;

On considère les espaces fonctionnels

W �(
) =

8><>:
( +;  �) 2 H2(
+)�H2(
�) ; +j� =  �j� ;

@ +
@z
j � = ��1

@ �
@z
j � ;

 +j�+ =
@ +
@�
j�+= 0 ;  �j�� =

@ �
@�
j��= 0

9>=>;
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V �(
) =

�
( +;  �) 2 H1(
+)�H1(
�) ;  �j� =  +j�;

 +j�+ = 0 ;  �j�� = 0

�

U �(
) =

�
('+; '�) 2 H1(
+)�H1(
�) ; '�� j� = '+� j�;
'�� j� = �'+� j� ; '+j�+ = 0 ; '�j�� = 0

�
:

Soit  2 W �(
), on dé�nit


�T ( ) = (1�R�z)�1
@

@s

�
(1�R�z)�1

@ 

@s

�
�R(1�R�z)�1

@ 

@z


�S( ) = � @

@z

�
(1�R�z)�1

@ 

@s

�

�N( ) =

@2 

@z2

et a�n d�alléger l�écriture, on pose

N �
T (u

�
�; w

�
�) = ��T (u

�
�) +

1

2(1�R�z)2
(
@w��
@s

)2

N �
S(u

�
�; w

�
�) = 2��S(u

�
�)� (1�R�z)�1

@w��
@s

@w��
@z

N �
N(u

�
�; w

�
�) = ��N(u

�
�) +

1

2
(
@w��
@z

)2:

En utilisant ces notations et en notant u� := (u�+; u
�
�) etw

� := (w�+; w
�
�) ; où

u�+ = uj
+ et w
�
+ = wj
+ ; on déduit que (u� ; w� ) est solution du problème

variationnel suivant :

u� 2 C
�
0; T ;U �(
)

�
\ C1

�
0; T ;

�
L2(
)

�2�
; w� 2 C

�
0; T ;W �(
)

�
\ C1

�
0; T ;V �(
)

�
�+

h

(u�+)

0; '+
�

+

i0
+ ��

h��
(u��)

0; '�
��

�

i0
+ �+

h

(w�+)

0;  +
�

+

i0
+ ��

h�
(w��)

0;  �
�

�

i0
+�+

�
b+
�
(w�+)

0;  +
��0
+ ��

�
b��
�
(w��)

0;  �
��0
+ a+

�
w�+;  +

�
+ a��

�
w��;  �

�
+N+

�
u�+; w

�
+; '+;  +

�
+N �

�
�
u��; w

�
�; '�;  �

�
= 0; (3.10)

8(';  ) 2 U �(
)�W �(
); avec les conditions initiales

u�(0) = u�0 ; (u
�)0(0) = u�1; w

�(0) = w�0 ; (w
�)0(0) = w�1 dans 
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où ��
(u��); '�

��

�
=

Z

�

�
u���'�� +

1

�2
u���'��

�
(1�R�z)dsdz;

�
w��;  �

�

�
=

Z

�

w�� �(1�R�z)dsdz;

a+(w
�
+;  +) = D+

Z

+

�
(
@2w�+
@x2

+ �+
@2w�+
@y2

)
@2 +
@x2

+ 2(1� �+)
@2w�+
@x@y

@2 +
@x@y

+

(
@2w�+
@y2

+ �+
@2w�+
@x2

)
@2 +
@y2

�
d
+;

a��(w
�
�;  �) = D�

Z

�

��

�T (w

�
�) +

��
�2

�N(w

�
�)

�

�T ( 

�
�)+

2(1� ��)

�S(w

�
�)

�


�S( 
�
�)

�
+�


�N(w
�
�)

�2
+ ��


�
T (w

�
�)

�

�N( �)

�2

�
(1�R�z)dsdz;

b+(w
�
+;  +) =

Z

+

rw�+r +d
+;

b��(w
�
� ;  �) =

1Z
0

Z
�

�
(1�R�z)�2

@w��
@s

@ �
@s

+
1

�2
@w��
@z

@ �
@z

�
(1�R�z)dsdz;

N+(u
�
+; w

�
+; '+;  +) =



C[�(u�+) + f(rw�+)]; �('+)

�
+


C[�(u�+) + f(rw�+)]rw�+;r +

�

+

N �
�(u

�
�; w

�
�; '�;  �) =

E�
1� �2�

Z

�

��
N �
T (u

�
�; w

�
�) +

��
�2
N �
N(u

�
�; w

�
�)

� �
��T ('�) +

1

(1�R�z)2
@w��
@s

@ �
@s

�
+
(1� ��)

2�2
N �
S(u

�
�; w

�
�)

�
2��S('�)� (1�R�z)�1(

@w��
@s

@ �
@z

+
@ �
@s

@w��
@z

)

�
+
1

�2

�
1

�2
(N �

N(u
�
�; w

�
�) + ��N

�
T (u

�; w�)

� �
��N('�) +

@w��
@z

@ �
@z

��
(1�R�z)dsdz:
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Remarque 3.5 Les formes a��; b
�
� et N

�
� sont dé�nies sur un ouvert �xe

mais leurs coe¢ cients sont raides en puissances de 1
�
.

3.5 Le modèle de Ventcel

On va maintenant mettre en oeuvre une analyse asymptotique basée sur
la technique des perturbations singulières développée par J. L. Lions dans
[31]. On établit d�abord des estimations à priori qui permettent d�extraire
une sous suite faiblement convergente et passer à la limite dans le problème
variationnel (3.10). On identi�e ensuite le problème résolu par la limite faible.

3.5.1 Estimations à priori.

Soit (u�; w�) la solution du problème (3.10). On note

E�(t) =
1

2

n
�+


(u�+)0(t)

2(L2(
+))2 + �+



(w�+)0(t)

2L2(
+)+
�+b+

�
(w�+)

0(t); (w�+)
0(t)

�
+ a+

�
w�+(t); w

�
+(t)

�
+N+

�
u�+(t); w

�
+(t); u

�
+(t); 1=2w

�
+(t)

�
+ ��

��
(u��)

0(t); (u��)
0(t)
��

�

+��
�
(w��)

0(t); (w��)
0(t)
�
+ ��b

�
�
�
(w��)

0(t); (w��)
0(t)

�
+a��

�
w��(t); w

�
�(t)

�
+N �

�
�
u��(t); w

�
�(t); u

�
�(t); 1=2w

�
�(t)

�	
:

On a alors la proposition suivante

proposition 3.1 On suppose que les données initiales sont telles que E�(0)
est bornée par rapport à �: On a alors les estimations à priori suivantes
� w� est bornée indépendamment de � dans L1(0; T ;W �(
))
� (w�)0 est bornée indépendamment de � dans L1(0; T ;V �(
))
� u� est bornée indépendamment de � dans L1(0; T ;U �(
))
� (u�)0 est bornée indépendamment de � dans L1(0; T ; (L2(
))2)

� 1
�

�
@w��
@z

�0
est bornée indépendamment de � dans L1(0; T ; (L2(
�))

� 
�T (w��);
1

�

�S(w

�
�) et

1

�2

�N(w

�
�) sont bornées indépendamment de �

dans L1(0; T ; (L2(
�))

� N �
T (u

�
�; w

�
�);

1

�2
N �
N(u

�
�; w

�
�) et

1

�
N �
S(u

�
�; w

�
�) sont bornées indépendam-

ment de � dans L1(0; T ;L2(
�))
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Preuve.
En prenant ' = (u�)0 et  = (w�)0 dans le problème variationnel (3.10)

et en intégrant de 0 à t, on obtient

E�(t) = E�(0)

d�abord pour des solutions régulières qui se généralise par la suite par densité
à toutes les solutions faibles. De plus, il est clair qu�il existe deux constantes
positives �0 et c telles que

c�1 �


(1�R�z)�1




L1(
)

+ k1�R�zk
L1(
)

� c 8�; 0 < � � �0

En utilisant les inégalités de Poincaré et de Korn, on déduit les estimations
à priori énoncées.�
Sachant que toute suite bornée d�un espace de Banach admet une sous

suite convergente pour la topologie faible �; les estimations à priori énoncées
dans la proposition 1 assurent la convergence de sous suites (u�) et (w�)
lorsque � tend vers zéro (On conviendra d�indexer encore ces sous suites par
� ). On a donc

w� �! ew faiblement � dans L1(0; T ;H2(
))

(w�)0 �! ew0 faiblement � dans L1(0; T ;H1(
))

u� �! eu faiblement � dans L1(0; T ;
�
H1(
)

�2
)

(u�)0 �! eu0 faiblement � dans L1(0; T ; (L2(
))2):

Introduisons les espaces

W (
+) =

�
w 2 H2(
+) ; wj�+ =

@w

@�
j�+= 0 ; wj� 2 H2

0 (�);
@w

@�
2 H1

0 (�)

�
V (
+) =

�
w 2 H1(
+) ; wj�+ = 0 ; wj� 2 H1

0 (�)
	

U(
+) =
n
u 2

�
H1(
+)

�2
; uj�+ = 0 ; u� 2 H1

0 (�)
o

En notant eu := (eu+; eu�) et ew := ( ew+; ew�) ; où ew� = ew j
� et eu� = eu j
� ;
on énonce le résultat suivant :
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proposition 3.2 Les limites faibles eu et ew véri�ent :
� ew+ 2 L1(0; T ;W (
+)) ; ( ew+)0 2 L1(0; T ;V (
+));

�
@ ew+
@�

�0
2

L1( 0; T ; (L2(�));
� eu+ 2 L1(0; T ;U(
+)) ; (eu+)0 2 L1(0; T ; (L2(
+))

2); (eu+� )0 j�2
L1(0; T ; (L2(�));
� ew� = ew+j� ; eu�� = eu+� j� et eu�� = 0:
Preuve
Les estimations à priori établies dans la proposition précédente montrent

que

�N(w

�
�)! 0 fortement dans L1( 0; T ; (L2(
�))

quand � ! 0: Compte tenu du fait que 
�N(w
�
�) converge vers

@2 ew�
@z2

au sens
des distributions, quand � tend vers zéro, on déduit que

@2 ew�
@z2

= 0

ce qui donne ew�(s; z; t) = ew�(s; 0; t) + z
@ ew�
@z

(s; 0; t)

pour tout (s; z; t) 2 �� [0; 1]� (0; T ). Par ailleurs, en utilisant les conditions
de transmission contenues dans la dé�nition de l�espace W �(
), on obtient

ew+ = ew� ;
@ ew�
@z

= 0

sur �� (0; T ), d�oùew+j� 2 L1(0; T ;H2
0 (�)) et ew� = ew+j�:

Finalement, la condition de transmission
@w�+
@z
j � = ��1

@w��
@z
j � sur ��(0; T )

combinée avec les estimations à priori montrent que

1

�

1Z
0

@w��
@z

dz �! @ ew+
@�

faiblement � dans L1(0; T ;H1
0 (�))

et

1

�

1Z
0

�
@w��
@z

�0
dz �!

�
@ ew+
@�

�0
faiblement � dans L1(0; T ;L2(�))
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D�une façon similaire, on montre grâce aux estimations à priori que @eu��
@z

=
0: Par conséquent, eu�� = eu�� j�, ce qui donne en combinant avec les condi-
tions de transmission eu�� = 0:
Par ailleurs, des arguments similaires permettent de faire un lien entre eu��
et la trace de eu+� sur �: Ainsi,

eu�� = eu+� j�
comme eu�� 2 H1(
�) et eu+� = 0 sur �� , alors eu+� 2 H1

0 (�): 2

Remarque 3.6 Dans ce qui suit, pour simpli�er les formules, on omettra
souvent d�écrire �explicitement� la trace sur � d�une fonction dé�nie sur

+ . Cependant, le contexte rend clair l�usage des notations et ne prête pas à
confusion. Par exemple, si une fonction dé�nie sur 
� s�exprime en fonction
d�une autre fonction dé�nie sur 
+; il s�agira alors de la trace de celle-ci sur
�:

Les estimations à priori établies dans la proposition précédente nous per-
mettent d�obtenir les convergences faibles * suivantes qui sont nécessaires
pour la suite de l�analyse. Dans ce qui suit, on considère les notations


T ( ew+) =
@2 ew+
@s2

�R(s)
@ ew+
@�

;


S( ew+) = � @

@s

@ ew+
@�

�R(s)
@ ew+
@s

;

NT (eu+; ew+) =
@eu+�
@s

�R(s)eu+� + 1
2
(
@ ew+
@s

)2:

proposition 3.3 Les convergences faible * suivantes sont satisfaites dans
l�espace L1(0; T ;L2(�))

1Z
0


�T (w
�
�)(1�R�z)dz

�
* 
T ( ew+) dans L1(0; T ;L2(�)) (3.11)
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1Z
0

1

�

�S(w

�
�)(1�R�z)dz

�
* 
S( ew+) dans L1(0; T ;L(2�)) (3.12)

1Z
0

1

�2

�N(w

�
�)(1�R�z)dz

�
* ���
T ( ew+) dans L1(0; T ;L2(�))

(3.13)
1Z
0

N �
T (u

�
�; w

�
�)(1�R�z)dz

�
* NT (eu+; ew+) dans L1(0; T ;L2(�)) (3.14)

1Z
0

1

�2
N �
N(u

�
�; w

�
�)(1�R�z)dz

�
* ��� NT (eu+; ew+) dans L1(0; T ;L2(�))

(3.15)

1Z
0

1

�
N �
S(u

�
�; w

�
�)(1�R�z)dz

�
* 0 dans L1(0; T ;L2(�)) (3.16)

Preuve
Les estimations à priori énoncées dans la proposition 3.1, montrent que

1R
0


�T (w
�
�)(1�R�z)dz est borné indépendamment de � dans L1(0; T ;L2(�)).

Il en résulte qu�on peut extraire une sous suite convergeant faiblement * dans
cet espace. D�autre part, les conditions de transmission permettent d�écrire

w��(s; z; t) = w�+(s; 0; t) + �z
@w�+
@�

(s; t) + �2
zZ
0

�Z
0

1

�2
@2w��
@z2

(s; �)d�d�

Pour tout (s; z; t) 2 �� [0; 1] � (0; T ). Par conséquent, le passage à la limite
au sens des distributions donne

1Z
0


�T (w
�
�)(1�R�z)dz ! 
T ( ew+)

ce qui implique aussi que


T ( ew+) 2 L1(0; T ;L2(�)):
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La deuxième convergence peut être démontrée en adoptant une démarche
analogue. Pour montrer la troisième convergence, on pose dans le problème
variationnel mis à l�échelle (3.10)  + = 0; '+ = '� = 0;  �(s; z) =

�2�(s) z
2

2
; où � est une fonction régulière indépendante de z. Il en résulte

que b+
�
(w�+)

0;  +
�
= 0 ; a+

�
w�+;  +

�
= 0 et N+

�
u�+; w

�
+; '+;  +

�
= 0 .

On multiplie alors (3.10) par une fonction � 2 D(0; T ) et on intègre de 0 à
T: Les estimations à priori, l�inégalité de Holder et les injections compactes
dans les espaces de Sobolev montrent que

b��
�
(w��)

0;  �
�
! 0

N �
�
�
u��; w

�
�; '�;  �

�
! 0

quand � tend vers zero dans D0 (0; T ). En passant à la limite dans (3.10), on
obtient

TZ
0

Z
�

�(s)�(t)

1Z
0

�

�N(w

�
�)

�2
+ ��


�
T (w

�
�)

�
(1�R�z)dz dsdt! 0

quand � ! 0: Comme �(s)�(t) 2 L1(0; T ;L2(�)), on obtient le résultat
(3.13).
On va maintenant montrer (3.14). En tirant pro�t du fait que N �

T (u
�; w�)

est bornée dans L1(0; T ;L2(
�)); on déduit que

1Z
0

��T (u
�
�)(1�R�z)dz est borné dans L1(0; T ;L2(�))

d�où, pour une sous suite, on a la convergence faible * dans L1(0; T ;L2(�)).
En exploitant les conditions de transmission, on écrit au sens des distributions

1Z
0

��T (u
�
�)(1�R�z)dz �! @eu+�

@s
�R(s)eu+�

quand � ! 0: Par conséquent, cette convergence est satisfaite dans L1(0; T ;L2(�)):
Par ailleurs, en utilisant un résultat de compacité, on déduit que

w�� ! ew� fortement dans L1
�
0; T ;H2�"(
�)

�
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quand � ! 0; pour tout 0 < T <1 et tout " > 0: En particulier, il s�ensuit
que

@w��
@s

! @ ew�
@s

fortement dans L1
�
0; T ;H1�"(
�)

�
quand � ! 0: En utilisant les injections compactes dans les espaces de Sobo-
lev, on déduit

@w��
@s

! @ ew�
@s

fortement dans L1 (0; T ;Lp(
�))

quand � ! 0; pour tout 2 � p < +1: Il en résulte�
@w��
@s

�2
!
�
@ ew�
@s

�2
fortement dans L1 (0; T ;Lp(
�))

quand � ! 0: Ainsi, comme ~w� = ~w+ j�; on conclut
1Z
0

�
@w��
@s

�2
(1�R�z)dz !

�
@ ew+
@s

�2
faiblement * dans L1

�
0; T ;L2(�)

�
:

En combinant ces résultats, on déduit (3.14).
Nous allons maintenant montrer la convergence (3.15). On considère le

problème variationnel (3.10) avec le choix particulier des fonctions test sui-
vant :  + = 0;  � = 0; '+ = 0; '�� = 0 et '��(s; z) = �2�(s)z; où � est une
fonction régulière indépendante de z. Ainsi, en multipliant par � 2 D(0; T )
et en intégrant de 0 à T , on obtient quand � tend vers zéro

TZ
0

Z
�

�(s)�(t)

1Z
0

�
1

�2
N �
N(u

�
�; w

�
�) + ��N

�
T (u

�
�; w

�
�)

�
(1�R�z)dzdsdt! 0

d�où
1Z
0

�
1

�2
N �
N(u

�; w�) + ��N
�
T (u

�; w�)

�
(1�R�z)dz ! 0 faiblement* L1

�
0; T ;L2(�)

�
:

Finalement, en adoptant une démarche analogue, on obtient la dernière
convergence. En e¤et, si l�on choisit dans le problème variationnel (3.10) les
fonctions test  + = 0;  � = 0; '+ = 0; '�� = 0 et '�� (s; z) = �2�(s)z ; où
� est une fonction régulière indépendante de z, on obtient (3.15). 2

On peut maintenant passer à la limite dans le problème (3.10). On va
montrer que (eu; ew) satisfait un problème de Cauchy-Ventcel.
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3.5.2 Le problème limite

Sous des hypothèses de convergence faible sur les données, nous allons,
en choisissant des fonctions adéquates dans les équations écrites sous forme
variationnelle, obtenir le problème de Cauchy- Ventcel véri�é par (eu; ew) :
proposition 3.4 On suppose que les conditions initiales veri�ent les conver-
gences faibles suivantes

(w0�+ ;

1Z
0

w0�� dz) *
�
w�+; w

�
+ j�

�
dans H2(
+)�H2(�)

(w1�+ ;

1Z
0

w1�� dz) *
�
w��+ ; w

��
+ j�

�
dans H1(
+)�H1(�)

1

�

1Z
0

@w1��
@z

dz * w��� dans L2(�):

0@u0�+ ; 1Z
0

u0���dz;

1Z
0

u0���dz

1A *
�
u�+; u

�
+� j�; 0

�
dans

�
H1(
+)

�2 � �H1(�)
�2

0@ u1�+ ;

1Z
0

u1���dz;

1Z
0

1

�
u1���dz

1A *
�
u��+ ; u

���� dans
�
L2(
+)

�2 � �L2(�)�2
alors, la sous suite u�+ (respectivement w�+) converge faiblement * dans
L1(0; T ;U �(
)) (respectivement dans L1(0; T ;W �(
+)) ) vers eu+ (respectivementew+) qui satisfait le problème de Cauchy-Ventcel
ew+ 2 L1 (0; T ;W (
+)) ; ( ew+)0 2 L1 (0; T ;V (
+)) ;�@ ew+

@�

�0
2 L1

�
0; T ;L2(�)

�
;

eu+ 2 L1 (0; T ;U(
+)) ; (eu+)0 2 L1 �0; T ; �L2(
+)�2� ; (eu+� )0 2 L1 �0; T ;L2(�)�
�+

h
eu0+; '�
+i0 + ��
�
eu0+; '���0 + �+

h
 ew0+;  �
+i0 + ��
�
 ew0+;  ���0

+�+ [b+ (( ew+)0;  )]0 + �� [b� (( ew+)0;  )]0 + a+ ( ew+;  ) + a� ( ew+;  )
+N+

�eu+; ew+; '+;  +�+N� (eu+; ew+; ';  ) = 0;
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8(';  ) 2 U(
+)�W (
+); avec les conditions initiales :eu+(0) = u�+ ; (eu+)0(0) = u��+ ; ew+(0) = w�+ ; ( ew+)0(0) = w��+ dans 
+

ew+(0) = w�+j�; ( ew+)0(0) = w��+j�; (
@ ew+
@�

)0(0) = w���+ , (eu+)(0) = u�+j�; (eu+)0(0) = u���+ sur �

où

a�( ew+;  ) =

Z
�

�
E�

�

T ( ew+)
T ( ) + 1

(1 + ��)

S( ew+)
S( )�ds

b�( ew+ ;  ) =

Z
�

�
@ ew+
@s

@ 

@s
+
@ ew+
@�

@ 

@�

�
ds

N�(eu+; ew+; ';  ) = E�

Z
�

NT (eu+; ew+)(@'�
@s

�R(s)'� +
@ ew+
@s

@ 

@s
)ds

Preuve
Soit  + 2 W (
+) et '+ 2 U(
+): On suppose que

@ +
@s

est bornée
indépendamment de � dans H1(�): On écrit le problème variationnel (3.10)
en faisant ce choix de fonctions test :

 =

�
 + dans 
+
 +j� + �z

@ +
@�

dans 
�
; ' =

�
'+ dans 
+
('+� ; �'+�) dans 
�

Pour obtenir le problème limite, on fait tendre � vers zéro dans le pro-
blème variationnel ainsi obtenu. Le passage à la limite s�e¤ectue sans aucune
di¢ culté dans a+

�
w�+;  

�
et b+

�
(w�+)

0;  
�
et l�on obtient

a+
�
w�+;  +

�
�! a+

� ew+;  +��
b+
�
(w�+)

0;  +
��0 �!

�
b+
�
( ew+)0;  +��0

au sens des distributions, quand � ! 0: On passe ensuite à la limite dans
N+(u

�
+; w

�
+; '+;  +) en ayant à surmonter une di¢ culté liée à la présence des

termes non linéaires. Les outils utilisés sont l�inégalité de Hölder et l�injection
compacte de H1(
+) dans Lp(
+); p � 2 qui nous permettent d�obtenir�

@w�+
@x

�2
!

�
@ ew+
@x

�2
fortement dans L1

�
0; T ;L2(
+)

�
�
@w�+
@y

�2
!

�
@ ew+
@y

�2
fortement dans L1

�
0; T ;L2(
+)

�
@w�+
@x

@w�+
@y

! @ ew+
@x

@ ew+
@y

fortement dans L1
�
0; T ;L2(
+)

�
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Il en résulte la convergence deN �
�
�
u��; w

�
�; '�;  �

�
versN+

�eu+; ew+; '+;  +�
dans D0 (0; T ) :
D�autre part, grâce aux résultats de convergence faible (3.11)-(3.13) éta-

blis dans la proposition précédente, on montre que�
b��
�
(w��)

0 ;  ��
��0 �!

�
b�
�
( ew+)0;  +��0

a��
�
w��;  

�
�
�
�! a�

� ew+;  +�
dans D0 (0; T ) quand � ! 0:
Il reste maintenant à démontrer que N �

�
�
u��; w

�
�; '�;  �

�
converge vers

N�(eu+; ew+; '+;  +). Cette étape de la démonstration est assez délicate vu la
présence des termes non linéaires d�une part, et le fait de se heurter à des
produits de limites faibles d�autre part. Pour établir ce résultat, on commence
par analyser le premier terme de N �

�
�
u��; w

�
�; '�;  �

�
: On montre alors que

Z
�

1Z
0

�
N �
T (u

�
�; w

�
�) +

��
�2
N �
N(u

�
�; w

�
�)

� �
��T ('�) +

1

(1�R�z)2
@w��
@s

@ �
@s

�
(1�R�z)dsdz

! (1� �2�)

Z
�

NT (eu+; ew+)(@'�
@s

�R(s)'� +
@ ew+
@s

@ +
@s

)ds

En e¤et, d�aprés les convergences (3.14),(3.15), il est clair queZ
�

1Z
0

�
N �
T (u

�
�; w

�
�) +

��
�2
N �
N(u

�
�; w

�
�)

�
��T ('�)(1�R�z)dsdz !

(1� �2�)

Z
�

NT (eu+; ew+)(@'+�
@s

�R(s)'+�)ds

au sens des distributions quand � ! 0: Il reste à démontrer que l�intégrale

Z
�

1Z
0

�
N �
T (u

�
�; w

�
�) +

��
�2
N �
N(u

�
�; w

�
�)

� �
1

(1�R�z)2
@w��
@s

@ �
@s

�
(1�R�z)dsdz

converge vers (1� �2�)
R
�
NT (eu+; ew+)@ ew+@s @ 

@s
ds: D�abord, observons que

Z
�

NT (eu+; ew+)@ ew+
@s

@ 

@s
ds =

1Z
0

Z
�

NT (eu+; ew+)@ ew+
@s

@ 

@s
dsdz
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Il su¢ t alors de montrer queZ
�

1Z
0

��
N �
T (u

�
�; w

�
�) +

��
�2
N �
N(u

�
�; w

�
�)

� �
1

(1�R�z)2
@w��
@s

@ �
@s

�
(1�R�z)

� (1� �2)NT (eu+; ew+)@ ew+
@s

@ 

@s

�
dsdz ! 0:

Pour ce faire, on écrit cette dernière expression sous cette formeZ
�

1Z
0

��
N �
T (u

�
�; w

�
�) +

��
�2
N �
N(u

�
�; w

�
�)

� �
1

(1�R�z)2
@w��
@s

@ �
@s

�
(1�R�z)

�(1� �2�)NT (eu+; ew+)@ ew+
@s

@ +
@s

�
dsdz =

Z
�

1Z
0

��
N �
T (u

�
�; w

�
�) +

��
�2
N �
N(u

�
�; w

�
�)

�
(1�R�z)� (1� �2�)NT (eu+; ew+)� @ ew+

@s

@ +
@s

dsdz

+

Z
�

1Z
0

�
N �
T (u

�
�; w

�
�) +

��
�2
N �
N(u

�
�; w

�
�)

�
(1�R�z)

�
�

1

(1�R�z)2
@w��
@s

@ �
@s

� @ ew+
@s

@ +
@z

�
dsdz

En multipliant par une fonction �(t) 2 D (0; T ) et en intégrant de 0 à T ;
en utilisant l�inégalité de Holder et les injections compactes dans les espaces
de Sobolev, on obtient���� TR

0

R
�

1R
0

n�
N �
T (u

�
�; w

�
�) +

��
�2
N �
N(u

�
�; w

�
�)
� h

1
(1�R�z)2

@w��
@s

@ �
@s

i
(1�R�z)

�(1� �2�)NT (eu+; ew+)@ ew+@s @ 
@s

o
�(t)dsdzdt

��� �������
TZ
0

Z
�

1Z
0

��
N �
T (u

�
�; w

�
�) +

��
�2
N �
N(u

�
�; w

�
�)

�
(1�R�z)

�(1� �2�)NT (eu+; ew+)� @ ew+
@s

@ +
@z

�(t)dsdzdt

����
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+

TZ
0





�N �
T (u

�
�; w

�
�) +

��
�2
N �
N(u

�; w�)

�
(1�R�z)






L2(
�)





@w��@s





L3(
�)

�





(1�R�z)�2

@ ��
@s

� @ +
@s







L6(
�)

j�(t)j dt

+

TZ
0



�N �
T (u

�
�; w

�
�) +

��
�2
N �
N(u

�
�; w

�
�)
�
(1�R�z)




L2(
�)





@ +@s





L3(
�)

�




@w��@s � @ ew+

@s






L6(
�)

j�(t)j dt:

Examinons maintenant le comportement de la première intégrale se trou-
vant dans le membre de droite de l�inégalité ci dessus quand � ! 0: Compte
tenu du fait que @ ew+

@s

@ +
@z
�(t) est dans L1(0; T ; L2(�)) et utilisant les conver-

gences faible * établies dans la proposition 3.3, on montre que cette dernière
converge vers zéro, par dé�nition de la convergence faible * . Le passage à la li-
mite dans les autres intégrales se fait en se basant sur les injections compactes
dans les espaces de Sobolev et les estimations à priori établies dans la pro-
position 3.1. En e¤et, comme w�� ! ew� = ew+ j � dans L1(0; T ;H2(
�)),
on déduit que

@w��
@s

�! @ ew+
@s

faiblement � dans L1(0; T ;H1(
�))

En utilisant un résultat de compacité, on obtient

@w��
@s

�! @ ew+
@s

fortement dans L1(0; T ;H1�"(
�)); 8" > 0

comme en dimension 2, on a l�injection

H1�"(
�) ,! L
2
" (
�)

la relation ci-dessus implique, pour " petit

@w��
@s

�! @ ew+
@s

fortement dans L1(0; T ;L6(
�)):
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De plus, (1 � R�z)�2
@ �
@s

! @ +
@s

fortement dans L6(
�) et compte tenu

du fait que H1(
�) ,! L3(
�), on déduit que
@w��
@s

est borné par rapport à

� dans L1(0; T ;L3(
�)): De plus, sachant que



@ +@s 




L3(
�)
=



@ +@s 




L3(�)

, la fonction @ +
@s
est alors bornée indépendamment de � dans L3(�): ( Ceci

provient de l�injection compacte H1(�) ,! L3(�) et du fait que @ +
@s

est
bornée dans H1(�) ).
Par conséquent, tenant compte du fait que N �

T (u
�; w�) +

��
�2
N �
N(u

�; w�) est
borné dans L1(0; T ;L2(
�)), on conclut que la deuxième et la troisième
intégrales du membre de droite de l�inégalité ci-dessus convergent vers zéro
quand � tend vers zéro. Il vient

Z
�

1Z
0

�
N �
T (u

�; w�) +
��
�2
N �
N(u

�; w�)

�
(1�R�z)�1

@w��
@s

@ ��
@z

! (1� �2�)

Z
�

NT (eu+; ew+)@ ew+
@s

@ +
@z

dsdz

au sens des distributions quand � ! 0:
De la même manière, on obtient

Z
�

1Z
0

1

�2
�
N �
S(u

�; w�)
� �
2��S('�)� (1�R�z)�1(

@w��
@s

@ �
@z

+
@w��
@z

@ �
@s

)

�
(1�R�z)dsdz

! 0;

Z
�

1Z
0

1

�2

�
1

�2
(N �

N(u
�
�; w

�
�) + ��N

�
T (u

�
�; w

�
�)

� �
��N('�) +

@w��
@z

@ �
@z

�
(1�R�z)dsdz ! 0;

ce qui permet alors d�avoir

N �
�
�
u��; w

�
�; '�;  �

�
�! N�

�eu+; ew+; '+;  +�
quand � ! 0: Finalement, un passage à la limite dans les conditions initiales
montre que
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�eu+; '+�
+ (0) + �eu+� ; '+��� (0) = �u�+; '+�
+ + �u�+� ; '+���
�eu+; '+�0
+ (0) + �eu+; '+�0� (0) + � ew+;  +�0
+ (0) + � ew+;  +�0� (0)

+b+
� ew+;  +�0 (0) + b�

� ew+;  +�0 (0) = �u��+ ; '+�
+ + �u���+ ; '+
�
�
+�

w��+ ;  +
�

+
+
�
w��+ ;  +

�
�
+
�
rw��;r +

�

+
+

�
w���;

@ +
@�

�
�

+

�
@w��

@s
;
@ +
@s

�
�

Remarque 3.7 Lorsque � ! 0; toutes les formes écrites sur 
� se com-
portent comme des formes sur �: Celles-ci représentent l�e¤et asymptotique
du raidisseur sur le bord de la plaque et traduisent l�energie de déformation
de celui-ci.

Remarque 3.8 Une question particulièrement importante serait de démon-
trer l�unicité de la solution du problème limite obtenu ci-dessus. En e¤et,
l�unicité de la solution entraine la convergence de la suite

�
u�; w�

�
toute en-

tière et pas seulement celle d�une sous suite. Il serait intéressant de reprendre
l�analyse e¤ectuée par I. Lasiecka dans [25] et l�adapter à notre cas, bien que
les nouvelles conditions aux limites non linéaires de Ventcel induisent des
di¢ cultées techniques supplémentaires.

Remarque 3.9 Le problème limite obtenu est équivalent au problème aux
limites

�+(eu+)"� divfC[�(eu+) + f(r ew+)]g = 0 dans 
+ � (0; T )
�+[I ��]( ew+)" +D�2 ew+ � divfC[�(eu+) + f(r ew+)]r ew+g = 0 dans 
+ � (0; T )(3.17)

avec les conditions de Dirichlet sur le bord �+

eu+ = 0; ew+ = @ ew+
@�

= 0 sur �+ � (0; T ) (3.18)

et les conditions de Ventcel sur �� (0; T )

t� (C[�(eu+) + f(r ew+)])� = ��(eu+� )00 � E�
@

@s
[NT (eu+; ew+)] (3.19)
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t� (C[�(eu+) + f(r ew+)])� = ��(eu+�)00 + E�R(s) [NT (eu+; ew+)] (3.20)

D [� ew+ + (1� �)B1 ew+] = �Q( ew+)� ��
@ ew00

+

@�
(3.21)

D

�
@� ew+
@�

+ (1� �+)
@B2 ew+
@s

�
��+

@ ew00

@�
�C[�(eu+)+f(r ew+)]�:r ew+ =

��

� ew+ � @2 ew+
@s2

�00
+ P ( ew+)� E�

@

@s

�
NT (eu+; ew+) @ ew+

@s

�
(3.22)

où t� ( resp. t� ) est le vecteur transposé ( resp. matrice) de � (resp. � ):
Avec (3.17) on associe les conditions initiales

eu+(0) = u�+ ; (eu+)0(0) = u��+ ; ew+(0) = w�+ ; ( ew+)0(0) = w��+ dans 
+

ew+(0) = w�+j�; ( ew+)0(0) = w��+j�; (
@ ew+
@�

)0(0) = w���+ , (eu+)(0) = u�+j�; (eu+)0(0) = u���+ sur�

où les opérateurs P et Q sont dé�nis par :

P ( ew) = E�

�
@2

@s2

T ( ew) + 2

1 + ��

@

@s
(R(s)
S( ew))�

Q( ew) = E�

�
2

1 + ��

@

@s

S( ew)�R(s)
T ( ew)� :
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Chapitre 4

L�e¤et d�une couche mince sur
une plaque mince non linéaire

4.1 Introduction

On considère le système complet de von Karman pour une plaque mince
recouverte d�une �ne couche élastique. On s�intéresse au cas réaliste où la
rigidité et la densité de la couche mince sont supposées rester �nies et ne
pas tendre vers l�in�ni pour compenser l�épaisseur de celle-ci. Pour des rai-
sons numériques, on cherche à approcher ce problème par un autre problème
ne faisant pas intervenir la couche mince, mais de nouvelles conditions aux
limites qui rendent compte de son e¤et. On utilise la méthode des déve-
loppements asymptotiques formels pour identi�er des conditions aux limites
approchées, dites de Ventcel, qui permettent de modéliser l�e¤et de la couche
mince. L�idée consiste à approcher la solution par la série donnant son déve-
loppement asymptotique tronqué à un ordre donné, les conditions véri�ées
par cette approximation sur l�interface fournissant les conditions aux limites
approchées recherchées.
Pour dériver ces conditions aux limites, on e¤ectue une approximation d�ordre
1, correspondant à un développement asymptotique tronqué à l�ordre 1. Les
conditions ainsi identi�ées sont celles obtenues par passage à la limite dans le
chapitre 3, mais qui dépendent cette fois- ci de l�épaisseur de la couche mince.
Notons en�n que l�approximation d�ordre 0 ne présente que peu d�intérêt, car
elle revient à négliger totalement l�e¤et de la couche mince.
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4.2 Position du problème

Soit 
+ un ouvert borné régulier de R2 de frontière régulière � et soit
� � 0 un paramètre. On dé�nit dans R2 l�ouvert


�� =
�
x 2 R2; d(x;�) < �

	
de frontière @
�� = �[��� où ��� = fx 2 R2; d(x;�) = �g et où d désigne la
distance du point x au bord �: On note 
� = 
+[�[
�� la surface moyenne
de la plaque constituée par l�assemblage de la plaque 
+ et la couche mince

��:

En désignant par u = (u1; u2) le déplacement plan et w le déplacement trans-
versal de la plaque, le système complet de von Karman pour cette structure
s�écrit :

�u
00 � divfC["(u) + f(rw)]g = 0 dans 
� � (0; T ); (4.1)

�[I��]w00
+D�2w�divfC["(u)+f(rw)]rwg = 0 dans 
��(0; T ); (4.2)

avec les conditions du bord libre sur ��� � (0; T )

C["(u) + f(rw)]� = 0;

D [�w + (1� �)B1w] = 0;
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D

�
@�w

@�
+ (1� �)

@B2w

@s

�
��@w

00

@�
�C["(u)+f(rw)]�:rw = 0: (4.3)

On dé�nit aussi les conditions de transmission sur � �(0; T ) par

[[u]] = 0; [[w]] =

��
@w

@�

��
= 0;

[[C["(u) + f(rw)]�]] = 0;
[[D[�w + (1� �)B1w] ]] = 0;��

D

�
@�w

@�
+ (1� �)

@B2w

@s

�
� �

@w
00

@�
� C["(u) + f(rw)]�:rw

��
= 0;

(4.4)
où [[ ]] désigne le saut à travers �: On associe avec (4.1) et (4.2) les conditions
initiales

u(0) = u0 ; u
0
(0) = u1; w(0) = w0 ; w

0
(0) = w1 dans 


�: (4.5)

On désigne par �(u) = 1=2
�
ru+rTu

�
le tenseur des déformations linéarisé

et C une application linéaire de l�ensemble S des tenseurs symétriques d�ordre
4 dans lui même dé�nie par :

C(�) = D [�(tr�)IS + (1� �)�]

8 � 2 S; IS étant l�identité dans S: La fonction f est dé�nie par

f(s) = (1=2)s
 s; s 2 R2

On note D = E
(1��2) le module de rigidité de la plaque à la �exion ; E désigne

le module de young, � le coe¢ cient de Poisson et � la densité de masse du
matériau. On suppose que E; � et � ne dépendent pas de � et qu�ils valent
respectivement

E =

�
E+ dans 
+
E� dans 
��

; � =

�
�+ dans 
+
�� dans 
��

; � =

�
�+ dans 
+
�� dans 
��

Par conséquent, D sera noté D+ ou D� selon que l�on se refere à 
+ ou 
��:
On note s l�abscisse curviligne et �(s) = (�1(s); �2(s)) la normale extérieure
à � en s . Les opérateurs de traces B1 et B2 sont dé�nis par :

86



B1w � 2�1�2
@2w

@x@y
� �21

@2w

@y2
� �22

@2w

@x2
;

B2w � (�21 � �22)
@2w

@x@y
+ �1�2(

@2w

@y2
� @2w

@x2
):

4.3 Formulation variationnelle

Comme au chapitre précédent, on écrit notre problème sous forme va-
riationnelle. Le problème considéré ici étant le même, si ce n�est que l�on
a supprimé les conditions d�encastrement, la formulation faible s�écrit de la
même manière. Plus précisément :

u 2 C
�
0; T ;

�
H1(
�)

�2� \ C1
�
0; T ;

�
L2(
)

�2�
;

w 2 C
�
0; T ;H2(
�)

�
\ C1

�
0; T ;H1(
�)

�
� [hu0; 'i
� ]

0
+ hC[�(u) + f(rw)]; �(')i
� = 0; 8' 2

�
H1(
�)

�2
� [hw0;  i
� + hrw0;r i
� ]

0
+ a(w; ) + hC[�(u) + f(rw)]rw;r i
� = 0; 8 2 H2(
�)

(4.6)

avec les conditions initiales (4.5) et où :

a(w; ) = D

Z

�

��
@2w

@x2
+ �

@2w

@y2

�
@2 

@x2
+ 2(1� �)

@2w

@x@y

@2 

@x@y

+

�
@2w

@y2
+ �

@2w

@x2

�
@2 

@y2

�
d
�

h; iD désigne le produit scalaire dans [L2(D)]
k
; k 2 N:

4.4 Changement d�échelle

La dérivation des conditions aux limites approchées repose d�abord sur
un changement d�échelle à l�intérieur de la couche mince qui permet d�enlever
la dépendance de la géométrie du problème vis à vis du petit paramètre �.
On introduit donc une paramétrisation en coordonnées locales et on dilate
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�� d�un facteur
1
�
dans la direction de la normale, dans le but de se ramener

à un ouvert �xe.
Soit � le vecteur unitaire tangent à � en s ( s étant l�abscisse curviligne

) de sorte que la base (� ; �) soit directe. On désigne par R(s) la courbure
de � en s. On e¤ectue le même changement d�échelle que celui du chapitre
précédent, c�est à dire :�


� �! 
�

(s; z) �! X = s+ �z�(s)
(4.7)

où 
� = � � ]0; 1[ : On identi�e � avec � � f0g et on note �� = � � f1g
l�image de ���.

On désigne par u�� ; w
�
� ; '� et  � les images associées, respectivement

à u; w; ' et  par le changement d�échelle précédent. Plus précisément

u�� := duj
�� ; w�� :=[wj
�� ; '� := b' ;  � :=
b ;

On considère les espaces fonctionnels

W �(
) =

(
( +;  �) 2 H2(
+)�H2(
�) ; +j� =  �j�

@ +
@z

j � = ��1
@ �
@z

j �

)

V �(
) =

�
( +;  �) 2 H1(
+)�H1(
�) ;  �j� =  +j�;

 +j�+ = 0 ;  �j�� = 0

�

U �(
) =

�
('+; '�) 2 H1(
+)�H1(
�) ; '�T j� = '+T j�;

'�� j� = �'+� j�

�
Soit  2 W �(
), on dé�nit


�T ( ) = (1�R�z)�1
@

@s

�
(1�R�z)�1

@ 

@s

�
�R(1�R�z)�1

@ 

@z


�S( ) = � @

@z

�
(1�R�z)�1

@ 

@s

�

�N( ) =

@2 

@z2
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et a�n d�écrire commodément le problème variationnel mis à l�échelle, on
pose

N �
T (u

�
�; w

�
�) = ��T (u

�
�) +

1

2(1�R�z)2
(
@w��
@s

)2

N �
S(u

�
�; w

�
�) = 2��S(u

�
�)� (1�R�z)�1

@w��
@s

@w��
@z

N �
N(u

�
�; w

�
�) = ��N(u

�
�) +

1

2
(
@w��
@z

)2

N �
T (';  ;w

�
�) = ��T ('�) +

1

(1�R�z)2
@w��
@s

@ �
@s

N �
S(';  ;w

�
�) = 2��S('�)� (1�R�z)�1(

@w��
@s

@ �
@z

+
@ �
@s

@w��
@z

)

N �
N(';  ;w

�
�) = ��N('�) +

@w��
@z

@ �
@z

En notant par u� := (u�+; u
�
�) et w

� := (w�+; w
�
�) ; où u�+ = uj
+ ; w

�
+ =

wj
+ ; on déduit que (u� ; w� ) est solution du problème variationnel :

u� 2 C
�
0; T ;U �(
)

�
\C1

�
0; T ;

�
L2(
)

�2�
; w� 2 C

�
0; T ;W �(
)

�
\C1

�
0; T ;V �(
)

�

�+

h

u�0+; '+

�

+

i0
+ ���

h��
(u��)

0; '�
��

�

i0
+ �+

h

(w�+)

0;  +
�

+

i0
+ ���

h�
(w��)

0;  �
�

�

i0
+�+

�
b+
�
(w�+)

0;  +
��0
+ ���

�
b��
�
(w��)

0;  �
��0
+ a+

�
w�+;  +

�
+ a��

�
w��;  �

�
+N+

�
u�+; w

�
+; '+;  +

�
+N �

�
�
u��; w

�
�; '�;  �

�
= 0

8(';  ) 2 U �(
)�W �(
) (4.8)

avec les conditions initiales

u�(0) = u�0 ; (u
�)0(0) = u�1; w

�(0) = w�0 ; (w
�)0(0) = w�1 dans 


et où ��
(u��); '�

��

�
=

Z

�

�
u���'�� +

1

�2
u���'��

�
(1�R�z)dsdz;
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�
w��;  �

�

�
=

Z

�

w�� �(1�R�z)dsdz;

a+(w
�
+;  +) = D+

Z

+

�
(
@2w�+
@x2

+ �+
@2w�+
@y2

)
@2 +
@x2

+ 2(1� �+)
@2w�+
@x@y

@2 +
@x@y

+

(
@2w�+
@y2

+ �+
@2w�+
@x2

)
@2 +
@y2

�
d
+;

a��(w
�
�;  �) = �D�

Z

�

��

�T (w

�
�) +

��
�2

�N(w

�
�)

�

�T ( 

�
�) + 2(1� ��)


�S(w
�
�)

�


�S( )

�
+�


�N(w
�
�)

�2
+ ��


�
T (w

�
�)

�

�N( �)

�2

�
(1�R�z)dsdz;

b+(w
�
+;  +) =

Z

+

rw�+r +d
+;

b��(w
�
� ;  �) =

1Z
0

Z
�

�
(1�R�z)�2

@w��
@s

@ �
@s

+
1

�2
@w��
@z

@ �
@z

�
(1�R�z)dsdz;

N+(u
�
+; w

�
+; '+;  +) =



C[�(u�+) + f(rw�+)]; �('+)

�

+
+


C[�(u�+) + f(rw�+)]rw�+;r +

�

+
;

N �
�(u

�
�; w

�
�; '�;  �) =

�E�
1� �2�

Z

�

��
N �
T (u

�
�; w

�
�) +

��
�2
N �
N(u

�
�; w

�
�)

�
N �
T (';  ;w

�
�)

+
(1� ��)

2�2
N �
S(u

�
�; w

�
�)N

�
S(';  ;w

�
�)

+
1

�2

�
1

�2
(N �

N(u
�
�; w

�
�) + ��N

�
T (u

�; w�)

�
N �
N(';  ;w

�
�)

�
(1�R�z)dsdz:
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4.5 Développement asymptotique et condi-
tions aux limites approchées

On utilise la technique des développements asymptotiques multi-échelle
pour identi�er des conditions aux limites approchées sur� qui rendent compte
de l�e¤et de la couche mince. L�idée consiste à approcher la solution par la
série donnant son développement asymptotique tronqué à un ordre donné, les
conditions véri�ées par cette approximation sur � fournissant les conditions
aux limites approchées recherchées.

Contrairement au chapitre 2 où l�on a e¤ectué un développement asymp-
totique à partir des équations et des conditions aux limites du problème,
nous allons ici exposer une méthode qui consiste à faire un développement
asymptotique à partir de la formulation variationnelle. Ces deux méthodes
sont bien entendu équivalentes. Seulement, la dernière en question est bien
plus rapide quoique elle est moins explicite. Nous avons choisi de l�utiliser ici
vu la complexité du problème de von Karman.

Pour mettre en oeuvre notre processus asymptotique, on développe d�abord
les formes a��; b

�
� et N

�
� en puissance positive de �: Les opérateurs 


�
T ; 


�
S

et 
�T se développent de la façon suivante :


�T ( ) =
1

�

�1T ( ) + 


0
T ( ) + �
1T ( ) + �2
2T ( ) + �3
3 + ::::


�S( ) = 

0
S( ) + �
1S( ) + �2
2S( ) + ::::::::::::::::::::::::::::


�N( ) = 

0
N( )

avec :


�1T ( ) = �R(s)
@ 

@z
; 
0T ( ) =

@2 

@s2
� zR2(s)

@ 

@z
;


1T ( ) = z
@

@s

�
R(s)

@ 

@s

�
+ zR(s)

@2 

@s2
� z2R3(s)

@ 

@z
;


2T ( ) =
@

@s

�
z2R2(s)

@ 

@s

�
+z2R(s)

@

@s

�
R(s)

@ 

@s

�
+z2R4(s)

@2 

@s2
�z3R4(s)@ 

@z
;
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0S( ) = �
@2 

@z@s
; 
1S( ) = �R(s)

@

@z

�
z
@ 

@s

�
; 
2S( ) = �R2(s)

@

@z

�
z2
@ 

@s

�
si bien que la forme bilinéaire a�� s�écrit :

a��(w
�
�;  �) = D�

R

�

��3A�3(w��;  �) + ��2A�2(w��;  �) + ��1A�1(w��;  �)

+A0(w��;  �) + �A1�(w
�
�;  �)dsdz

où :

A�3(w��;  �) = 

0
N(w

�
�)


0
N( �);

A�2� (w
�
�;  �) = ��

�

0N(w

�
�)


�1
T ( �) + 


�1
T (w

�
�)


0
N( �)

�
�zR(s)
0N(w��)
0N( �);

A�1� (w
�
�;  �) = 


�1
T (w

�
�)


�1
T ( �) + ��

�

0N(w

�
�)


0
T ( �) + 


0
T (w

�
�)


0
N( �)

�
+2(1� ��)


0
S(w

�
�)


0
S( �)� zR(s)��

�

0N(w

�
�)


�1
T ( �) + 


�1
T (w

�
�)


0
N( �)

�
;

A0�(w
�
�;  �) = 


�1
T (w

�
�)


0
T ( �) + 


0
T (w

�
�)


�1
T ( �) + ��

�

0N(w

�
�)


1
T ( �)+


1T (w
�
�)


0
N( �)

�
+ 2(1� ��)

�

0S(w

�
�)


1
S( �) + 
1S(w

�
�)


0
S( �)

�
� zR(s)

�

�1T (w

�
�)


�1
T ( �)

+��
�

0N(w

�
�)


0
T ( �) + 


0
T (w

�
�)


0
N( �)

�
+ 2(1� ��)


0
S(w

�
�)


0
S( �);

A1�(w
�
�;  �) = 


�1
T (w

�
�)


1
T ( �) + 


0
T (w

�
�)


0
T ( 

�
�) + 


1
T (w

�
�)


�1
T ( �)+

��
�

0N(w

�
�)


2
T ( �) + 


2
T (w

�
�)


0
N( �)

�
+ 2(1� ��)


1
S(w

�
�)


1
S( �)� zR(s)

�

�1T (w

�
�)


0
T ( �)+


0T (w
�
�)


�1
T ( �) + ��

�

0N(w

�
�)


1
T ( �)+ 
1T (w

�
�)


0
N( �)

�
+ 2(1� ��)�


0S(w
�
�)


1
S( �) + 


1
S(w

�
�)


0
S( �)

�
:

Par ailleurs, la forme bilinéaire b�� admet le développement suivant en
puissances de � :

b��(w
�
�;  �) = D�

Z

�

��2B�2(w��;  �) + ��1B�1(w��;  �)

+B0(w��;  �) + �B1�(w
�
�;  �) + ::::dsdz
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avec

B�2(w��;  �) =
@w��
@z

@ �
@z

;

B�1(w��;  �) = �R(s)z
@w��
@z

@ �
@z

;

B0(w��;  �) =
@w��
@s

@ �
@s

;

B1(w��;  �) = R(s)z
@w��
@s

@ �
@s

:

On va maintenant écrire le développement de N �
�: Les composantes du ten-

seur des déformations mis à l�échelle s�écrivent

��T (') =
1

�
��1T (') + �0T (') + ��1T (') + �2�2T (') + :::::::::::

��S(') = e
0
S(') + ��1S(') + �2�2S(') + ::::::::::::::::::::::

��N(') = �
0
N(')

avec :

��1T (') = �'��R(s) ; "0T (') =
@'��
@s

� zR2(s)'�� ;

�1T (') =
@'��
@s

z

R(s)
� z2R3(s)'�� ;

�2T (') = z2R2(s)
@'�T
@s

�R4z3'��

�0S(') =
1

2

�
@'��
@s

+
@'��
@z

�
;

�1S(') =
1

2

�
R(s)'�� +R(s)z

@'��
@s

�

�2S(') =
1

2

�
R2z'�� +R2z2

@'��
@s

�

93



ce qui permet d�écrire le développement en puissance de � des termes consti-
tuant la forme N �

�(u
�
�; w

�
�; '�;  �) :

N �
T (u

�
�; w

�
�) = ��1N�1

T (u
�
�; w

�
�) +N0

T (u
�
�; w

�
�) + �N1

T (u
�
�; w

�
�) + �2N �

T (u
�
�; w

�
�) + :::::

N �
S(u

�
�; w

�
�) = N0

S(u
�
�; w

�
�) + �N1

S(u
�
�; w

�
�) + �2N �

S(u
�
�; w

�
�) + ::::

N �
N(u

�
�; w

�
�) = N0

N(u
�
�; w

�
�)

N �
T (';  ;w

�
�) = ��1N�1

T (';  ;w
�
�) +N0

T (';  ;w
�
�) + �N1

T (';  ;w
�
�) + �2N �

T (';  ;w
�
�) + ::::::

N �
S(';  ;w

�
�) = N0

S(';  ;w
�
�) + �N1

S(';  ;w
�
�) + �2N2

S(';  ;w
�
�) + ::::::

N �
N(';  ;w

�
�) = N0

N(';  ;w
�
�)

où

N�1
T (u

�
�; w

�
�) = "�1T (u

�
�);

N0
T (u

�
�; w

�
�) = "0T (u

�
�) +

1

2

�
@w��
@s

�2
;

N1
T (u

�
�; w

�
�) = "1T (u

�
�) + zR(s)

�
@w��
@s

�2
N2
T (u

�
�; w

�
�) = "2T (u

�
�) +

3

2
z2R2(s)

�
@w��
@s

�2
;

N�1
T (';  ;w

�
�) = "�1T (');

N0
T (';  ;w

�
�) = "0T (') +

@w��
@s

@ ��
@s

;

N1
T (';  ;w

�
�) = "1T (') + 2zR(s)

@w��
@s

@ ��
@s

;

N2
T (';  ;w

�
�) = "1T (') + 3z

2R2(s)
@w��
@s

@ ��
@s

;

N0
S(u

�
�; w

�
�) = 2"0S(u

�
�)�

@w��
@s

@w��
@z

;

N1
S(u

�
�; w

�
�) = 2"1S(u

�
�)� zR(s)

@w��
@s

@w��
@z

;

N2
S(u

�
�; w

�
�) = 2"2S(u

�
�)� z2R2(s)

�
@w��
@s

@w��
@z

�
;
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N0
S(';  ;w

�
�) = 2"0S(')�

�
@w��
@s

@ 

@z
+
@w��
@z

@ 

@s

�
;

N1
S(';  ;w

�
�) = 2"1S(')� zR(s)

�
@w��
@s

@ 

@z
+
@w��
@z

@ 

@s

�
;

N2
S(';  ;w

�
�) = 2"2S(')� z2R2(s)

�
@w��
@s

@ 

@z
+
@w��
@z

@ 

@s

�
;

ce qui permet d�écrire :

N �
�(u

�
�; w

�
�; '�;  �) = D�

R

�
��3N�3

� (u��; w
�
�; '�;  �) + ��2N�2

� (u��; w
�
�; '�;  �)+

�N�1
� (u��; w

�
�; '�;  �) +N 0

�(u
�
�; w

�
�; '�;  �) + �2N 1

�(u
�
�; w

�
�; '�;  �)

avec

N�3
� (u��; w

�
�; '�;  �) = N0

N(u
�
�; w

�
�)N

0
N(';  ;w

�
�);

N�2
� (u��; w

�
�; '�;  �) = ��N

0
N(u

�
�; w

�
�)N

�1
T (';  ;w

�
�)+

��N
�1
T (u

�
�; w

�
�)N

0
N(';  ;w

�
�)� zR(s)N0

N(u
�
�; w

�
�)N

0
N(';  ;w

�
�);

N�1
� (u��; w

�
�; '�;  �) = N�1

T (u
�
�; w

�
�)N

�1
T (';  ;w

�
�)+

��
�
N0
N(u

�
�; w

�
�)N

0
T (';  ;w

�
�)+ N0

T (u
�
�; w

�
�)N

0
N(';  ;w

�
�)
�
+

1���
2
N0
S(u

�
�; w

�
�)N

0
S(';  ;w

�
�)�

zR(s)��
�
N0
N(u

�
�; w

�
�)N

�1
T (';  ;w

�
�) +N�1

T (u
�
�; w

�
�)N

0
N(';  ;w

�
�)
�
;

N 0
�(u

�
�; w

�
�; '�;  �) = N�1

T (u
�
�; w

�
�)N

0
T (';  ;w

�
�) +N0

T (u
�
�; w

�
�)N

�1
T (';  ;w

�
�)

+��
�
N0
N(u

�
�; w

�
�)N

1
T (';  ;w

�
�) +N1

T (u
�
�; w

�
�)N

0
N(';  ;w

�
�)
�

1���
2

�
N0
S(u

�
�; w

�
�)N

1
S(';  ;w

�
�) +N1

S(u
�
�; w

�
�)N

0
S(';  ;w

�
�)
�

�zR(s)
�
N�1
T (u

�
�; w

�
�)N

�1
T (';  ;w

�
�) + ��

�
N0
N(u

�
�; w

�
�)N

0
T (';  ;w

�
�)+

N0
T (u

�
�; w

�
�)N

0
N(';  ;w

�
�)
�
+
1���
2
N0
S(u

�
�; w

�
�)N

0
S(';  ;w

�
�)
�
;
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N 1
�(u

�
�; w

�
�; '�;  �) = N�1

T (u
�
�; w

�
�)N

1
T (';  ;w

�
�)+

N0
T (u

�
�; w

�
�)N

0
T (';  ;w

�
�) +N1

T (u
�
�; w

�
�)N

�1
T (';  ;w

�
�)+

��
�
N0
N(u

�
�; w

�
�)N

2
T (';  ;w

�
�) +N2

N(u
�
�; w

�
�)N

0
T (';  ;w

�
�)
�
+

1���
2

�
N1
S(u

�
�; w

�
�)N

1
S(';  ;w

�
�) +N0

S(u
�
�; w

�
�)N

2
S(';  ;w

�
�)+

N2
S(u

�
�; w

�
�)N

0
S(';  ;w

�
�)
�

�zR(s)
�
N�1
T (u

�
�; w

�
�)N

0
T (';  ;w

�
�) +N0

T (u
�
�; w

�
�)N

�1
T (';  ;w

�
�)

+��
�
N0
N(u

�
�; w

�
�)N

1
T (';  ;w

�
�) +N1

T (u
�
�; w

�
�)N

0
N(';  ;w

�
�)
�

1���
2

�
N0
S(u

�
�; w

�
�)N

1
S(';  ;w

�
�) +N1

S(u
�
�; w

�
�)N

0
S(';  ;w

�
�)
��
:

4.5.1 Une hiérarchie d�équations

On suppose que la solution (u;w) et les fonctions test (';  ) admettent
des développements asymptotiques formels en puissance positive de �, de la
forme

w� = w0 + �w1 + �2w2 + ::::::::::::::

u� = u0 + �u1 + �2u2 + ::::::::::::::::::

'� = '0 + �'1 + �2'2 + ::::::::::::::

 � =  0 + � 1 + �2 2 + ::::::::::::::::::

On conviendra d�indicer par + ou - les di¤érents termes de ces développe-
ments ou des données initiales suivant que l�on considère leur restriction à

+ ou 
�: Pour simpli�er, on suppose que 'k� =  k� = 0; 8k � 2 et que
'k+ =  k+ = 0; 8k � 1: On suppose aussi qu�il existe des fonctions w�+;
w��+ ; w

���
+ ; u�+; u

��
+ et u���+ indépendantes de � et véri�ant

w�+ 2 H2(
+); w
�
+ j�2 H2(�); w��+ 2 H1(
+); w

��
+ j�2 H1(�); w���+ 2 L2(�);

u�+ 2
�
H1(
+)

�2
; (u�� )+ j�2 H1(�); u��+ 2

�
L2(
+)

�2
; u���+ 2

�
L2(�)

�2
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et telles que :

w�0+ = w�+;

1Z
0

w�0�dz = w�+ j�;

w�1+ = w��+ ;

1Z
0

w�1�dz = w��+ j�;
1Z
0

@w�1�
@z

dz = �w���+ ;

u�0+ = u�+;

1Z
0

(u�0� )�dz = (u
�
� )+ j� ;

1Z
0

(u�0�)�dz = 0;

u�1+ = u��+ , (

1Z
0

(u�1� )�dz;

1Z
0

1

�
(u�1�)�dz ) = u���+ :

En injectant toutes ces expressions dans le problème variationnel mis à
l�échelle et en identi�ant formellement les mêmes puissances en �, on abou-
tit à une hiérarchie d�équations qui permet de déterminer de façon itérative
les termes du développement asymptotique. A�n d�écrire ces équations, on
introduit les notations suivantes :
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~Nk
N(u;w) = "0N(u

k) +
1

2

kX
l=0

@wl

@z

@wk�l

@z

�Nk
N(';w;  ) = "0N('

k) +
1

2

kX
l=0

�
@wl

@z

@ k�l

@z
+
@ l

@z

@wk�l

@z

�

~Nk
T (u;w) =

kX
l=�1

"0T (u
k�l) +

1

2

kX
n=0

kX
l=n

(n+ 1)!

n
(Rz)n

@wl�n

@s

@wk�l

@s

�Nk
T (';w;  ) =

kX
l=�1

"0T ('
k�l) +

kX
n=0

kX
l=n

(n+ 1)!

n
(Rz)n

�
@wl�n

@s

@ k�l

@s
+
@ l�n

@s

@wk�l

@s

�

~Nk
S(u;w) = 2

kX
l=0

"0S(u
k�l) +

1

2

kX
n=0

kX
l=n

(Rz)n
�
@wl�n

@s

@wk�l

@z
+
@wl�n

@z

@wk�l

@s

�

�Nk
S(';w;  ) = 2

kX
l=0

"0S('
k�l) +

kX
n=0

kX
l=n

(n+ 1)!

n
(Rz)n ��

@wl�n

@s

@ k�l

@z
+
@ l�n

@z

@wk�l

@s
+
@wl�n

@z

@ k�l

@s
+
@ l�n

@z

@wk�l

@s

�
La hiérarchie d�équations obtenue est alors la suivante :Z


�

n
A�3(w0�;  

0
�) + ~N0

N(u;w) �N
0
N(';w;  )

o
dsdz = 0; (4.9)

Z

�

f A�3(w0�;  1�) + A�3(w1�;  
0
�) + A�2(w0�;  

0
�)+

~N0
N(u;w)

�
�N1
N(';w;  ) + �� �N

�1
T (';w;  )

�
+
h
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0
N(';w;  )

o
dsdz = 0; (4.10)
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où la forme N1
+
(u0+; u

1
+; w

0
+; w

1
+; '+;  +) est donnée par :
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N1
+
(u0+; u

1
+; w

0
+; w

1
+; '+;  +) =

�
C["(u1+) +

1

2
(rw0+ 
rw1+ +rw1+ 
rw0+)]; "('+)

�

+

+

�
C["(u1+) +

1

2
(rw0+ 
rw1+ +rw1+ 
rw0+)]rw0+;r +

�

+

+�
C["(u0+) +

1

2
(rw0+ 
rw0+)]rw1+;r +

�

+

Dans la suite, on désignera par u�; j+ (resp.w�; j+ ) le développement asymp-
totique tronqué à l�ordre j de celui de u�+ (resp.w

�
+).

4.5.2 Détermination de w0 et u0; conditions approchées
d�ordre 0

Nous allons maintenant calculer les premiers termes des développements
asymptotiques. Pour ce faire, on étudie les équations (4.9)-(4.12) et on tire
pro�t des conditions de transmission.

La première équation (4.9) permet d�exprimer w0� en fonction de la trace
de w0+ sur � et de déterminer la composante normale de u0�: En e¤et, en
choisissant  0� = w0� et '

0
� = u0�; on obtient :

@u0��
@z

+
1

2

�
@w0�
@z

�2
= 0 (4.14)

@2w0�
@z2

= 0 (4.15)

or, les conditions de transmission sur � impliquent :

@w0�
@z

j � = 0

et comme
@w0�
@z

(s; z; t) =
@w0�
@z

(s; 0; t) +
zR
0

@2w0�
@z2

(s; �; t)d�; alors (4:15) donne

@w0�
@z

= 0: (4.16)

Par conséquent, w0� n�est autre que la trace de w
0
+ sur � :
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w0�(s; z; t) = w0+(s; 0; t) 8s 2 � 8z 2 ]0; 1[ ;8t 2 ]0; T [ : (4.17)

D�autre part, compte tenu de (4:16); (4:14) devient :

@u0��
@z

= 0

en utilisant encore les conditions de transmission, on obtient :

u0�� = 0:

La deuxième équation (4.10) permet quand à elle, d�exprimer w0� en fonc-
tion de w0+ et w

1
+ et la composante normale de u

1
� en fonction de celle de u

0
+:

Compte tenu des résultats précédents, celle -ci devient :

D�

Z

�

A�3� (w
1
�;  

0
�) + A�2� (w

0
�;  

0
�) + "

0
N(u

1
�)"

0
N('

0
�)dsdz = 0;

ce qui donne
@2w1�
@z2

= 0 (4.18)

@u1��
@z

= 0: (4.19)

Grâce aux conditions de transmission, on a :

@w1�
@z

=
@w0+
@�

j�

on obtient alors

w1�(s; z) =
@w0+
@�

z + w1+ j� :

D�autre part, l�équation (4:19) donne :

u1��(s; z; t) = u1��(s; 0; t) = u0+�(s; t) 8s 2 � 8z 2 ]0; 1[ ; 8t 2 ]0; T [ :

Considérons maintenant la troisième équation (4.11). Elle permet d�ex-
primer la composante tangentielle de u0� en fonction de de la trace de la
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composante tangentielle de u0+ sur �: Elle implique :0@Z

�

(u0��)
0'0��dsdz
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+
@'0��
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�
@w0+(s)

@s

@ 0�(s)

@z

��
dsdz = 0 (4.20)

en choisissant :  � = 0 ; '
0
�� = 0 et '

0
�� = u0�� , l�équation (4:20) devient :Z


�

�
@u0��
@z

�2
dsdz = 0 (4.21)

ce qui donne

@u0��
@z

= 0 (4.22)

d�où l�on tire grâce aux conditions de transmission :

u0�� = u0+� j� :

Prenons maintenant '0� = 0 dans l�équation (4:20). On obtient :Z
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On va maintenant étudier l�équation (4.12). Celle -ci, combinée avec les
résultats obtenus précedemment, va permettre d�écrire le problème variation-
nel résolu par

�
u0+; w

0
+

�
.

Soit  + une fonction de H
2(
+) et '+ 2 (H1(
+))

2
: On suppose que  + et

'+ sont régulières sur � .
On choisit les fonctions test  0�;  

1
�; '

0
� et '

1
� de la façon suivante :  

0
�(s; z) =

 +(s);  
1
�(s; z) = z

@ +
@�

(s); '0�� (s; z) = '+� (s); '
0
�� (s; z) = 0; '

1
�� (s; z) =

0 et '1�� (s; z) = '0+� (s): L�équation (4.12) devient alors :

�+

h�
(u0+)

0; '+
�

+

i0
+ �+

h�
(w0+)

0;  +
�

+

i0
+ a+(w

0
+;  +)

+�+
�
b+((w

0
+)
0;  +)

�0
+N+(u

0
+; w

0
+; '+;  +) = 0:

Ceci permet d�énoncer le résultat suivant (noter que u�; 0+ = u0+ et w
�; 0
+ =

w0+) :

proposition 4.1 Le terme (u�; 0+ ; w�; 0+ ) résout le problème8>>>>>>><>>>>>>>:

w�; 0+ 2 L1 (0; T ;H2(
+)) ;
�
w�; 0+

�0
2 L1 (0; T ;H1(
+))

u�; 0+ 2 L1
�
0; T ; [H1(
+)]

2
�
;
�
u�; 0+

�0
2 L1

�
0; T ; [L2(
+)]

2
�

�+

�D
(u�;0+ )

0; '
E

+

�0
+ �+

�D
(w�;0+ )

0;  
E

+

�0
+ �+

h
b+

�
(w�;0+ )

0;  
�i0

+ a+

�
w�;0+ ;  

�
+N+

�
u�;0+ ; w�;0+ ; ';  

�
= 0

(4.23)
8(';  ) 2 [H1(
+)]

2 �H2(
+) , avec les conditions initiales :

u�; 0+ (0) = u�+ ; (u
�; 0
+ )0(0) = u��+ ; w

�; 0
+ (0) = w�+ ; (w

�; 0
+ )0(0) = w��+ dans 
+

Formulation forte

La formulation forte du problème (4.23) s�écrit

�+

�
u�;0+

�00
� divfC["(u�;0+ ) + f(rw�;0+ )]g = 0 dans 
+ � (0; T )

�+[I��]
�
w0+
�00
+D+�

2w�;0+ �divfC["(u�;0+ )+f(rw�;0+ )]rw�;0+ g = 0 dans 
+�(0; T )
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avec les conditions du bord libre sur �� (0; T )

C["(u�;0+ ) + f(rw�;0+ )]� = 0 ;

D
h
�w�;0+ + (1� �)B1w

�;0
+

i
= 0 ;

D+

"
@�w�;0+
@�

+ (1� �+)
@B2w

�;0
+

@s

#
� �+

 
@w�;0+
@�

!00
� C["(u�;0+ ) + f(rw�;0+ )]�:rw�;0+ = 0

et les conditions initiales

u�; 0+ (0) = u�+ ; (u
�; 0
+ )0(0) = u��+ ; w

�; 0
+ (0) = w�+ ; (w

�; 0
+ )0(0) = w��+ dans 
+:

Le problème véri�é par le premier terme du développement asympto-
tique correspond au problème de von Karman posé sur le domaine 
+. Les
conditions obtenues ici sont en fait naturelles, elles consistent à enlever tout
simplement la couche mince. Elles sont toutefois inintéressantes puisqu�elles
ne prennent pas en compte l�e¤et de la couche. Elles ne sont satisfaisantes que
lorsque l�épaisseur de la couche devient presque nulle. Il nous faut donc aller
plus loin dans notre développement pour aboutir à des conditions d�ordres
supérieurs et approximer ainsi l�e¤et de la couche mince.

4.5.3 Détermination de w1 et u1

L�équation (4.13), combinée avec les résultats obtenus précedemment, va
permettre d�écrire le problème variationnel résolu par

�
u1+; w

1
+

�
.

Soient  + 2 H2(
+) et '+ 2 (H1(
+))
2
: On suppose que w0+; u

1
+ , u

0
+;  +

et '+ sont régulières sur � et on prend :  0�(s; z) =  +(s) ;  
1
�(s; z) =

z
@ +
@�

(s); '0�� (s; z) = '+� (s); '
0
�� (s; z) = 0; '1�� (s; z) = 0 et '1�� (s; z) =

'0+� (s):
Avec ce choix de fonctions test et en remplacant w1�; w

0
�; u

1
� et u

0
� par

leurs expressions en fonction de w1+; w
0
+; u

1
+ et u

0
+ , l�équation (4.13) donne

alors :
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Le terme (w1; u1) résout alors le problème
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(4.24)
8(';  ) 2 [H1(
+)]

2 �H2(
+) , avec les conditions initiales :

u1+(0) = 0 ; (u
1
+)
0(0) = 0; w1+(0) = 0 ; (w

1
+)
0(0) = 0 dans 
+:

La formulation forte du problème précédent s�écrit :

�+
�
u1+
�00�divfC["(u1+)+12(rw0+
rw1++rw1+
rw0+)]g = 0 dans 
+�(0; T )
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avec les conditions aux limites sur �� (0; T )
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où la fonction g est dé�nie par

g(s1;s2) =
1

2
(s1 
 s2 + s2 
 s1) ; s 2 R2

Remarque 4.1 On note l�apparition des termes supplémentaires aux se-
conds membres des conditions aux limites sur �: Ces termes, qui dépendent
des caractéristiques physiques du matériau constituant la couche mince, vont
permettre d�écrire un modèle qui rend compte de l�e¤et de celle-ci.

4.5.4 Conditions aux limites approchées d�ordre 1, pro-
blème de Ventcel

Nous allons établir le problème approché d�ordre 1 qui permettra de
rendre compte de l�e¤et de la couche mince. Celui-ci s�obtient en appro-
chant la solution du problème par son développement asymptotique tronqué
à l�ordre 1.
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On considère les espaces variartionnels

W (
+) =

�
w 2 H2(
+) ; wj� 2 H2(�);

@w

@�
2 H1(�)

�
V (
+) =

�
w 2 H1(
+) ; wj� 2 H1(�)

	
;

U(
+) =
n
u 2

�
H1(
+)

�2
; u� 2 H1(�)

o
on note u�; 1+ = u0+ +�u

1
+ et w

�; 1
+ = w0+ +�w

1
+ les développements tronqués

à l�ordre 1 de u�+ et w
�
+: En exploitant les problèmes variationnels satisfaits

par
�
u0+; w

0
+

�
et
�
u1+; w

1
+

�
; on montre que (u�; 1+ ; w�; 1+ ) véri�e :

�+

�D
(u�; 1+ )0; '

E

+

�0
+ �+

�D
(w�; 1+ )0+;  

E

+

�0
+ �+

h
b+

�
(w�;1+ )

0;  
�i0
+

a+

�
w�;1+ ;  

�
+N+

�
u�;1+ ; w�;1+ ; ';  

�
+ �

�
��

hD
(u�;1+ )

0; '
E
�

i0
+ ��

hD
(w�;1+ )

0
+;  

E
�

i0
+��

h
b�

�
(w�;1+ )

0;  
�i0

+ a�

�
w�;1+ ;  

�
+ N�

�
u�;1+ ; w�;1+ ; ';  

�o
= O(�2):

Le problème résolu par (u�;1+ ; w�;1+ ) suggère l�idée de négliger les termes en
O(�2) et de dé�nir ainsi un problème approché en annulant le second membre
de l�équation (4.25). Ce problème (qui correspond donc au problème ci-dessus
en remplaçant O(�2) par 0) rend compte cette fois-ci de la couche mince
à travers toutes ces formes qui sont écrites sur �: Celles ci représentent
l�énergie de déformation de la couche mince. En notant ( ew+; eu+) la solution
du problème ainsi dé�ni, on écrit le problème approché :8>>>>>>><>>>>>>>:

ew+ 2 L1 (0; T ;W (
+)) ; ( ew+)0 2 L1 (0; T ;V (
+)) ;�@ ew+@� �0 2 L1 (0; T ;L2(�))eu+ 2 L1 (0; T ;U(
+)) ; (eu+)0 2 L1 �0; T ; [L2(
+)]2� ; (eu+� )0 2 L1 �0; T ; [L2(
+)]2�
�+
�
h(eu+)0; 'i
+�0 + �+

�
h( ew+)0;  i
+�0 + �+ [b+ (( ew+)0;  )]0+

a+ ( ew+;  ) +N+ (eu+; ew+; ';  ) + �
n
�� [h(eu+)0; 'i�]0 + ��

�

( ew+)0+;  ���0

+�� [b� (( ew+)0;  )]0 + a� ( ew+;  ) + N� (eu+; ew+; ';  )g = 0
(4.25)

8(';  ) 2 U(
+)�W (
+), avec les conditions initiales :eu+(0) = u�+ ; (eu+)0(0) = u��+ ; ew+(0) = w�+ ; ( ew+)0(0) = w��+ dans 
+

ew+(0) = w�+j�; ( ew+)0(0) = w��+j�; (
@ ew+
@�

)0(0) = w���+ , (eu+)(0) = u�+j�; (eu+)0(0) = u���+ sur�

(4.26)
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La formulation forte du problème approché s�écrit :

�+(eu+)"� divfC[�(eu+) + f(r ew+)]g = 0 dans 
+ � (0; T )
�+[I �� ew+]" +D+�

2 ew+ � divfC[�(eu+) + f(r ew+)]r ew+g = 0 dans 
+ � (0; T )(4.27)

avec les conditions de Ventcel sur �� (0; T )

t� (C[�(eu+) + f(r ew+)])� = �

�
���(eu� )00+ + E�

@

@s
[NT (eu+; ew+)]� (4.28)

t� (C[�(eu+) + f(r ew+)])� = �
�
���(eu�)00+ + E�R(s)NT (eu+; ew+)� (4.29)

D+ [� ew+ + (1� �)B1 ew+] = �� Q( ew+) + ��
@ ew00

+

@�

!
(4.30)

D+

�
@� ew+
@�

+ (1� �+)
@B2 ew+
@s

�
��+

@ ew00

@�
�C[�(eu+)+f(r ew+)]�:r ew+ =

�

 
��

� ew+ � @2 ew+
@s2

�00
+ P ( ew+)� E�

@

@s

�
NT (eu+; ew+) @ ew+

@s

�!
(4.31)

où t� ( resp. t� ) est le vecteur transposé ( resp. matrice) de � (resp. � ):
Les opérateurs de trace P et Q sont dé�nis par :

P ( ew) = E�

�
@2

@s2

T ( ew) + 2

1 + ��

@

@s
(R(s)
S( ew))�

Q( ew) = E�

�
2

1 + ��

@

@s

S( ew)�R(s)
T ( ew)�

On associe avec (3.17) les conditions initiales (4.26).
Les conditions aux limites approchées de Ventcel (4.28)-(4.31) ne sont pas

classiques car elles font intervenir des dérivées tangentielles du même ordre
que celui de l�opérateur interieur. Ces conditions ont déja été obtenues dans
le chapitre 3. Cependant, dans notre cas elles sont dépendantes de �: Ceci
provient du fait que les coe¢ cients de l�élasticité du matériau constituant
la couche mince sont du même ordre de grandeur que celui de la plaque,
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contrairement au cas traité dans le chapitre 3 où les coe¢ cients sont en ��1

dans le raidisseur. Donc, du moins formellement, quand � tend vers zéro,
la couche mince doit disparaitre. Par ailleurs, si on remplace E� par

E�
�

et �� par
��
�
dans les conditions ci-dessus, on obtiendra exactement celles

identi�ées dans le chapitre 3.
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Conclusion

Dans cette thèse, nous avons étudié des structures élastiques constituées
par des plaques minces entourées de couches minces ou renforcées par des
raidisseurs. Nous avons établi, grâce aux méthodes asymptotiques et à l�ana-
lyse multi-échelle, des modèles approchés qui rendent compte de l�e¤et de
la couche mince ou du raidisseur par de nouvelles conditions aux limites
non classiques, appelées conditions de Ventcel. Nous avons considéré deux
modèles : celui de Kirchho¤- Love (modèle linéaire de plaque en �exion)
et le système dynamique de von Karman qui est un modèle non linéaire de
plaque en grandes déformations. Les techniques développées dans cette étude
peuvent être appliquées à d�autres modèles de plaques et à d�autres con�gu-
rations. On peut ainsi généraliser ce travail et s�intéresser aux modèles qui
rentrent dans le cadre de la thermoélasticité non linéaire, la visco-élasiticité,
la piézoelectricité...etc.
Une autre idée encore plus intéressante consiste à considérer des plaques

avec coins entourées de couches minces. La méthode des développements
asymptotiques telle qu�elle a été présentée dans le chapitre 2 ou 4 ne s�ap-
plique pas directement à cause des singularitées qui apparaissent aux coins et
qui compromettent la construction des termes du développements asympto-
tiques. On peut néanmoins faire face à ce problème et corriger ce comporte-
ment singulier en s�inspirant des travaux récents de Caloz, Costabel, Dauge
et Vial (voir [11]), où l�on a étudié un problème de transmission dans un
domaine à coin.( voir aussi [40], [41])
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Annexe : Quelques éléments
d�élasticité

Elasticité

Dé�nition 1 Un milieu continu est dit élastique si, soumis à un état de
contraintes, l�état des déformations dans ce milieu ne dépend que de la con�-
guration qu�il avait dans un certain état antérieur. En d�autres termes, on
parle d�une déformation élastique si l�objet revient à sa position initiale en
éliminant la force appliquée. En revanche, si l�objet reste déformé même après
avoir ôter la force, la déformation est dite plastique.

Dé�nition 2 Contrainte : lors de l�application d�une force sur un élément,
un ensemble de forces intérieures naissent pour équilibrer la force extérieure.
L�intensité de ces forces est appelée contrainte.

Dé�nition 3 Homogénéïté : le matériau est dit homogène, si on découpait ce
dernier en morceaux très petits, on devrait retrouver les mêmes constituants.

Dé�nition 4 Isotropie : si on prend un point dé�ni dans un matériau, pour
qu�il soit isotrope, il faut qu�autour du point et dans toutes les directions, on
ait les mêmes propriétés.

Dé�nition 5 Masses volumiques : résultat du rapport Masse / volume du
matériau. En mécanique des milieux continus, la masse est habituellement
introduite à partir de la masse volumique � (ou bien densité de masse vo-
lumique) qui est une fonction dé�nie à chaque instant t et en chaque point
M:
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Lois de comportement

Sous l�e¤et de forces de volume ou de surfaces, un point m de l�objet
considéré se déplace d�un vecteur u(m) = (ui)1�i�3 qu�on appelle champ des
déplacements. On désigne par � = (�ij) le tenseur des contraintes. Il s�agit
d�un tenseur symétrique 3�3 qui mesure les contraintes ou les e¤orts internes
s�exerçant dans le corps du fait de sa déformation.
Dans ce qui suit, on utilise la convention de sommation sur les indices

répétés. On désigne par E(u) le tenseur des déformations de Green-saint-
venant :

Eij(u) =
1

2

�
@uj
@xi

+
@ui
@xj

+
@uk
@xi

@uk
@xj

�
La partie linéaire de Eij; qu�on note :

"ij(u) =
1

2

�
@uj
@xi

+
@ui
@xj

�
est appelée tenseur des déformations linéarisé et intervient dans la théorie
linéaire de l�élasticité.
Dans le cas où le matériau considéré est isotrope et homogène, le champ des
contraintes est relié au champ des déformations par la loi de comportement :

�ij(u) =
E

1 + �

�
Eij(u) +

�

1� �
Ekk(u)�ij

�
où �ij est le symbole de Kronecker, E> 0 est le module de Young et �

(0 < � <
1

2
) est le coe¢ cient de Poisson.

Théorie des plaques

On appelle plaques des corps élastiques tridimensionnels " aplatis". De
façon plus précise, il s�agit de pièces cylindriques dont la hauteur est trés
petite par rapport aux autres dimensions. Cette petitesse est caractérisée
à l�aide d�un petit paramètre h, l�ordre de grandeur de ce petit paramètre
permettant d�étudier le comportement asymptotique du problème considéré
lorsque h tend vers zéro, ce qui équivaut à ne retenir que les termes dominants
(lorsque h ! 0) dans les équations.
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Grâce à certaines hypothèses, il est alors possible de ramener le mo-
dèle tridimensionnel de la plaque à un modèle bidimensionnel (surfacique),
formulé sur la surface moyenne de cette plaque ; (un modèle est dit bidi-
mensionnel si les fonctions inconnues ne dépendent que de deux coordonnées
de l�espace). Les modèles qu�on a considéré dans cette thèse font partie
des modèles de plaques bidimensionnels dérivés à partir des équations tridi-
mensionnelles de plaques. Le modèle linéaire de Kircho¤-Love qui décrit le
déplacement transversal d�une plaque mince et le système dynamique de von
Karman qui est non linéaire et traduit le déplacement plan et transversal
d�une plaque en grandes déformations ont été justi�és par plusieurs auteurs
et par plusieurs méthodes à partir de l�élasticité tridimensionnelle. Nous ren-
voyons le lecteur au livre de J. L. Lagnèse [22] où une étude détaillée sur la
dérivation de ces deux modèles est exhibée.
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