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Introduction

La prise en compte de l'effet de petites perturbations sur un modele phy-
sique peut s’avérer trés cotiteuse en temps de calcul, car elle nécessite le plus
souvent une discrétisation assez fine ( d’autant plus fine que la perturbation
est petite ) du modele.

Le développement de modeéles approchés moins gourmands en temps de
calcul et assez riches pour pouvoir rendre compte de I'effet des petites pertur-
bations est possible dans certains cas : milieux périodiques, milieux dont une
ou plusieurs épaisseurs sont treés petites relativement aux autres, contraste
élevé entre deux milieux, etc....., et offre donc une alternative trés intéressante
( voir nécessaire ) pour la simulation numeérique.

Notre étude traite du cas de problemes posés sur des domaines avec
couches minces. La simulation numérique de ces problémes nécessite une
discrétisation a 1’échelle de I’épaisseur de la couche. Le maillage comporte
alors un trés grand nombre d’éléments, ce qui rend les calculs parfois longs
et peu précis. Pour cette raison, on cherche & remplacer le probléme initial
par un autre probléme, dont la solution est proche de celle qu’on cherche, et
qui ne fait plus intervenir la couche mince. La méthode consiste a remplacer
celle-ci par des conditions aux limites qui rendent compte de son effet.

De tels problémes ont fait I’objet de nombreuses études, principalement en
électromagnétisme ol cette méthode a été appliquée pour approcher le pro-
bléme de diffraction d’une onde électromagnétique par un obstacle conduc-
teur revétu d’une couche mince. Plusieurs approches pour la construction
de ce type de conditions ont été introduites par de trés nombreux auteurs
parmi lesquels nous citons Engquist-Nédélec [14], Senior-Volakis [37], Bendali
-Lemrabet [7], Ammari -Latiri-Grouz [2], Haddar-Joly [19] et plus récemment,
Bendali-Bartoli [6] .

Dans ce travail, notre intérét porte sur des problémes similaires en mé-
canique des structures. Plus précisément, on s’intéresse a ’étude asympto-



tique des structures élastiques constituées par des plaques minces revétues de
couches minces ou renforcées par des raidisseurs. L’intérét pour une modélisa-
tion fine de ces structures est d’autant plus grand que le nombre des applica-
tions industrielles va croissant. Elles interviennent dans plusieurs domaines
concrets, notamment ’aviation, I’automobile, le batiment,...etc. Parmi les
travaux effectués sur le sujet et qui ont inspiré ce présent travail, on peut
citer ceux de K. Lemrabet [28] et Lemrabet-Teniou [29] ou 'on étudie le
comportement d’une plaque en flexion avec un raidisseur posé sur une par-
tie de son bord. Ces travaux constituent donc un premier point de référence
pour notre étude. Par ailleurs, on peut aussi rapprocher I’étude faite ici avec
la modélisation des “ multi-strucures” qui associent des éléments de dimen-
sions différentes, puisqu’il s’agit de modéliser la jonction entre deux solides.
De telles structures ont fait I’'objet de nombreuses études, dont les travaux de
Ciarlet [9], [10] et Ledret [27], ou plusieurs modéles de jonctions de plaques
élastiques sont identifiés et justifiés par des techniques asymptotiques. Citons
aussi les contributions de Geymonat [16], Gruais [17], [18] et Aufranc|3], [4],
[5], dans ce domaine et qui se sont attachées a la modélisation de différentes
multi-structures (comportement d’un assemblage collé, jonction d’une plaque
avec une poutre, plaque avec raidisseur, ...). D’une fagon générale, on se re-
portera a Ciarlet [9], [10] pour des bibliographies beaucoup plus complétes
sur le sujet, en ce qui concerne notamment ’analyse asymptotique dans le
cas non linéaire et la technique des échelles multiples.

L’étude que nous proposons est divisée en trois parties principales : dans
la premiére partie, on étudie la flexion d’une plaque mince entourée d’une
fine couche élastique d’épaisseur d. On traite deux cas : le cas ou la rigidité
de la couche mince est supposée rester finie et le cas ou elle tend vers ’'infini
quand ¢ tend vers 0. La construction d’un développement asymptotique de la
solution du modele de Kirchhoff-Love quand § tend vers zéro est décrite dans
son intégralité, des estimations optimales du reste sont données. On identifie
des conditions aux limites approchées d’ordre 0 et 1 qui rendent compte de
I’effet de la couche mince, définissant ainsi des problémes approchés. L’utili-
sation de ’analyse multi-échelle permet d’obtenir des estimations optimales
de l'erreur commise.

Dans la seconde partie, on propose une extension des résultats de K.
Lemrabet [28] au cas non linéaire. On considére alors le systéme complet dy-
namique de von Karman pour une plaque mince dans laquelle est inséré un
corps mince élastique (raidisseur) d’épaisseur §, 0 étant un parametre destiné
a tendre vers zéro. On suppose que le module de Young et la densité de masse
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du matériau constituant le corps mince varient en %, ce qui signifie d’un point
de vue mécanique que celui-ci devient trés lourd et infiniment rigide quand
0 tend vers zéro.

Afin de surmonter les difficultés rencontrées lors de la simulation numérique
de la solution de ce probléme, on cherche & modéliser cette jonction et donner
un probléme équivalent ne faisant pas intervenir le raidisseur. Pour ce faire,
on met en oeuvre une analyse asymptotique basée sur la technique des pertur-
bations singulieres développée par J. L. Lions dans [31] pour des problémes
variationnels ”abstraits”, puis appliquée dans de nombreux travaux pour jus-
tifier des modeles de corps élastiques minces. Aprés une mise & ’échelle adé-
quate, on établit des estimations & priori qui permettent d’extraire une sous
suite faiblement convergente et passer a la limite dans le probléme variation-
nel mis a I’échelle. Le probléme limite obtenu est un probléme posé sur la
surface moyenne de la plaque mince avec de nouvelles conditions aux limites
évolutives non linéaires sur 'interface de jonction. Notre probléme étant non
linéaire, on fait souvent appel aux techniques non linéaires dans les équations
aux dérivées partielles, notamment les théorémes de compacité.

Dans la troisiéme partie, On considére le systéme complet de von Karman
pour une plaque mince recouverte d’une fine couche élastique. On s’intéresse
au cas ou la rigidité et la densité de la couche mince sont supposées rester
finies et ne pas tendre vers I'infini pour compenser I’épaisseur de celle-ci. On
utilise la méthode des développements asymptotiques formels pour identifier
des conditions aux limites approchées qui permettent de modéliser I'effet de
la couche mince. Pour dériver ces conditions aux limites, on effectue une
approximation d’ordre 1, correspondant a un développement asymptotique
tronqué & l'ordre 1. Les conditions ainsi identifiées sont celles obtenues par
passage a la limite dans la deuxiéme partie, mais qui dépendent cette fois- ci
de I’épaisseur de la couche mince.

Finalement, il convient de signaler que les conditions aux limites dérivées
dans tout ce travail ne sont pas classiques car elles font intervenir des dérivées
tangentielles du méme ordre que celui de 'opérateur intérieur. Ces conditions
aux limites sont appelées dans la littérature russe conditions de Ventcel et le
probléme associé est nommé probleme de Ventcel.



Résultats de la premiére partie

Soit €, un ouvert borné de R?, représentant la surface moyenne de la
plaque mince. Le bord de ), est composée de deux parties : I'y et ', sup-
posées réguliéres. Pour § > 0 assez petit, la couche mince Q° provient d’une
dilatation uniforme de I'g dans la direction normale d’épaisseur ¢ :

Q ={z+rv(r);zcToet0<r<d},

ou v(z) est la normale au point x de Ty, extérieure a 2, ; le bord extérieur
du domaine €2° est noté I's et le domaine complet % = Q, UT U’ .

La plague ot la couche mince

La plaque est encastrée sur le bord intérieur I' et est libre d’effort sur son
bord extérieur I's. Les équations données par le modéle de Kirchhoff-Love,
qui décrit la flexion de la plaque, s’écrivent (voir[22])

( DTA*wS = f dans Q.
DA%’ = 0 dans Q7 |
W’ =0; [Ou’] = 0 sur g,
M*(ws) = M~(w’); sur Iy,
TH(wl) = T-(w’) surly,
Mw®)=0; T(w’) = 0 sur I's,
w=0; duw’ = 0 sur I’

—
[en)}



ol les opérateurs M et T sont définis par :
M=0D [A + (1 — ,u) (2V1V2812 — y%@% — V%af)]

T =D [0,A+ (1 — p)0- (V] — v3)02 + v1va(05 — 07))]

et ot on a pos¢ D = L2 F étant le module de Young et p € (0,2) le

-2 2
coefficient de Poisson.
On souhaite trouver un probléme proche de celui ci dans lequel la couche
mince n’apparait plus. Plus précisément, on recherche des conditions aux
limites CLs(w) telle que la solution w de

DTA%2w = f dans Q.
w=0; dw = 0 surl
CLs(w) = 0 surly

soit proche de w’ quand § est voisin de 0. Ces conditions seront établies
par une méthode basée sur un changement d’échelle et un développement
asymptotique par rapport a 1’épaisseur de la couche mince.

La premiére difficulté que ’on rencontre lorsque ’on veut étudier le com-
portement asymptotique et si possible la convergence de la famille w’ quand
§ tend vers zéro, est que les w’ appartiennent & des espaces fonctionnels qui
varient avec 6. On ne peut donc pas les comparer entre eux directement. Une
idée naturelle pour contourner cette difficulté est d’effectuer une dilatation
de rapport 6~ de la couche mince dans la direction normale et de trans-
porter w’ sur Pouvert ainsi défini. On transforme ainsi le domaine ° en un
domaine fixe et le petit paramétre  n’apparait plus dans la géométrie, mais
dans les équations. L’idée consiste ensuite a approcher la solution par la sé-
rie donnant son développement asymptotique tronqué a un ordre donné, les
conditions vérifiées par cette approximation sur I'y fournissant les conditions
aux limites approchées recherchées.

Cette partie s’attache a traiter deux cas : le cas ot les rigidités des maté-
riaux constituant la plaque mince et la couche mince sont du méme ordre de
grandeur ( ce qui correspond & des modules de Young indépendants de 0) et
le cas ou la couche mince est bien plus rigide que la plaque mince (module
de Young variant en % dans Q°). Dans les deux cas, on donne des problémes
approchés d’ordre 0 et 1.
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Cas ott £ = E_ dans 2’ (indépendant de §)
oA l'ordre O

( D+A2’U)g = f_|_ dans Q+,

M, (w)) = 0 surTy,

T (wy) = 0 surly,
| wi=0,w) = 0 surl.
e A lordre 1
( D, A%w? = f dans Q,,

M, (wd) +6Qo(w?) = 0 sur Iy,

T, (wd) +0Py(wl) = 0 sur Ty,

w=0; duwd = 0 surl.

ou

QO =—-D_ |:2<1 - /‘L—)as (8581/ + R(S)as) + (1 - MQ_)R(S) (832 - R(S)au)] 5

Py = —D_[(1—2)d? (8 = R(s)d,) +2(1 — u_)d, [~ R(s) (8,0, + R(s)9,)]] ,

s étant l’abscisse curviligne et R(s) la courbure de I'y en s. On montre les
estimations d’erreur suivantes :

<C§

Hwi - wSHH2(Q+) =

< 06

s = will o,y <

Remarque 1 Le probléme approché d’ordre 0 correspond au modéle de plaque
en flexion, posé sur le domaine §2,. Cette approximation revient a négliger

12



totalement la couche mince et ne présente, par conséquent, que trés peu d’in-
térét. Il a donc fallu aller plus loin dans le développement asymptotique pour
aboutir & des conditions d’ordre supérieur plus utiles qui font intervenir la
couche mince.

Remarque 2 L’approximation d’ordre 1 rend compte de l’effet de la couche
mince par les nouvelles conditions aux limites définies sur I'y. Ces condi-
tions ont déja été établies par K. Lemrabet dans [28], par un théoréme de
convergence.

Cas ott £ = E_ ¢ ' dans Q° (dépendant de §)
e Ordre 0

( D+A2w8 = f dans Q+,
M, (w)) + Qo(wy) = 0 sur [y,
T (w)) + Po(w)) = 0 sur Ty,
L wy=0; dw) = 0 surl.
e Ordre 1
( Dy A*uf = f dans Q,,

M, (w) 4+ Qo(ws) +0Q1(w) = 0 sur Iy,

T, (wd) + Po(wd) + 0P (wl) = 0 sur Ty,

{ wl=0; duwi = 0 surl,

ou les opérateurs différentiels P; et ()1 sont définis par

Q= ~D_ |5 (1) (uo— 1) 82 [0~ R()2,]
+3(1 — pu_)0s [—R(s) (050, + R(s)0s)]

_% (34— +1) (1 — 1) R(5)0, [0:0, + R(5)0]

_% (20 +1) (12 — 1) R¥(s) (92 - R(S)(?u)]

13



P = -D_ % (8- +1) (n_ —1) 0, [~R(s)d, (92 — R(s)9,)]
—3(1 — p_)0, [R2(s) (9:0, + R(5)dy)]
_% (Bu_ +1) (u_ — 1) 8 [0.0, + R(s)04]
5 (@ +1) (12 = 1) 2 [R(s) (22 ~ R(5)0)]
et on obtient les estimations optimales suivantes :

co

IN

||wi _wg||H2(Q+)

”wi_wf”m(m) < ¢

Remarque 3 Les opérateurs Py et Qo apparaissent ici dés la condition aux
limites approchée d’ordre 0 alors qu’elle n’apparaissait qu’a l'ordre 1 dans le
cas d’un module de Young indépendant de . Cela peut s’interpréter comme
suit : la plus grande rigidité de la couche amplifie son effet sur le déplacement.

Remarque 4 Le probléme approché d’ordre 1 obtenu ici correspond au pro-
bleme qu’on obtiendrait en poussant ’approximation a l'ordre 2 dans le cas
précédent.

Résultats de la deuxiéme partie

On considére une plaque mince de surface moyenne €2, , 0, étant un
ouvert de R? régulier, de frontiére 0, = ¥ UT,. On suppose que sur la
partie latérale est fixée un raidisseur mince d’épaisseur d. Le raidisseur est
représenté par Q0 , ot 2 est un ouvert de R?. On pose 0 =X U X UT?
et O =0, UXUQ’, ¥ étant linterface entre Q, et Q°. On note u = (uy, uy)
le déplacement plan et w le déplacement transversal (flexion).

14



% 2
é_ P
o Rt — :;‘_‘::—\:Th
L i -\__H"‘--\._L_\_ . o d}
( >TSS P et B
1+, )

L= p::-lﬂque' et le raidisseur

On considére le modéle de transmission suivant pour cette structure
(voir[22]) :
pu” — div{Cle(u) + f(Vw)]} =0 dans Q° x (0,T),
pll — Alw” + DA*w — div{Cle(u) + f(Vw)]Vw} =0 dans Q° x (0,T),

avec des conditions d’encastrement sur la partie du bord I'; U T

ow

:5:0 SUTF+UF£§_X(07T)7

u=0, w

et des conditions du bord libre sur %%

Cle(u) + f(Vw)]ly =0; D[Aw + (1 — p)Byw] = 0,

O0Aw 0Byw ow'” .
|20 12 } o Ol () + (V)] V=0

sur X° x(0,7). On définit les conditions de transmission sur X x (0, T') par
ow
[l =0: ]l = | |52]] =0

15



[Cle(w) + f(Vw)]v]] = 0 ;5 [[D[Aw + (1 — p) Byw] ]| = 0,

HD [M—w+(1—ﬂ)832w O Cle(u) + (V) yw”

ov as | Pov
On associe a ce probléme les conditions initiales

! I

uw(0) =up , u (0) =uy, w(0) =wo, w(0) =wy, dans Q°.

Le crochet [[ || désigne le saut de la trace d’une fonction définie sur
Q0 a travers la frontiere ¥ . On désigne par e(u) = 1/2 (Vu+V'u) le
tenseur des déformations linéarisé et C' une application linéaire de l’en-
semble S des tenseurs symétriques d’ordre 4 dans lui méme définie par :
C(() =D u(tr{)ls + (1 — u)C] V¢ € S, Is étant I'identité dans S. La fonc-
tion f est définie par f(s) = (1/2)s ® s, s € R% On note D = e ug) le
module de rigidité de la plaque a la flexion; E désigne le module de young,
i le coefficient de Poisson et p la densité de masse du matériau. On sup-
pose que E et p varient en % dans ©°. On note s l'abscisse curviligne et
v(s) = (v1(s),va(s)) la normale extérieure & ¥ en s . Les opérateurs de
traces B; et By sont définis par :

0w 0w 0w
Biw = 2vyv4 920y — 1/% e — 1/% 922
0w Pw 0w
BQUJ = (V% — V%)ax—ay + VlVQ(a—y2 — W)

Notre but est d’établir un probleme approché ne faisant pas intervenir le
raidisseur, mais de nouvelles conditions aux limites qui rendent compte de son
effet. La méthode utilisée ici est celle de I’analyse asymptotique qui consiste
a étudier le comportement limite de la solution quand d tend vers zéro. A
cet effet, nous effectuons une dilatation de l'ordre de 6 ', dans le sens de
I’épaisseur, de sorte que le domaine d’étude soit indépendant de §. En se
basant sur des estimations & priori, on établit des résultats de convergence
faible d'une sous suite de la solution vers une solution d’un probléme de
Cauchy-Ventcel. Le probléme limite ainsi obtenu est un probléme posé sur la
surface moyenne de la plaque mince avec de nouvelles conditions aux limites
non linéaires sur l'interface de jonction. La difficulté spécifique que notre
probléme pose demeure dans la manipulation des termes non linéaires. Nous
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la surmontons en faisant appel aux injections compactes dans les espaces de
Sobolev.

La formulation forte du probléme limite est la suivante :
py(uy)” = div{Cle(uy) + f(Vwy)]} = 0dans Q. x (0,7),
p+ [I — A] (ﬁ):i,)” + D+A2ﬁ)/+ — dZU{C[G('IZ+) + f(V{JLF)]VﬂLF} = 0 danS Q+ X (O, T),
avec les conditions d’encastrement sur I' |

- ~ ow
uy =0,wy = % =0 sur I'y x (0,7),

et les conditions de Ventcel sur ¥ x (0,7)

9,
0s

W (Cle(iy) + f(V@))) v = p_(is,) + E-R(s) [Nr(is, @4)],

' (Cle(uy) + f(Vo))v = p_(tsr)" — E-=— [Np(ty, wy)],

~ ~ ~ ow
D, AW, + (1 — p)Bing] = —Q(w,) — p‘a_;’
O0Aw 0Bsyw o’ _ _ B
~ 82'&\}/4, ! - a _ _ 8@4,
P~ {er 92 } + P(iy) _E—% Nr(ts, wy) s |

ou ‘v (resp. ‘1 ) est le vecteur transposé ( resp. matrice) de v (resp. 7). On
associe avec ce probléme les conditions initiales

T (0) =l L (@.)(0) = uf', @,(0) = wl,(@,)(0) = w?  dans ©
B4(0) = s, (@4 (0) = W, (S (0) = ™, (@)(0) = w, (@2)'(0) = s

ou les opérateurs P et () sont définis par :

~ 0? _ 2 0
P(T) = E- | 5572() + {15

(R(s)vs(w))
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Q(w) = T 55 Ys(W) = R(s)yr(w)
et ou
o, om, 0 0, 0,
Yr(wy) = 552 R(S)W ; Ys(wy) = 95 oy R(S)W,
o, 1 o,

Nrp(ug, wy) =

Résultats de la troisiéme partie

On considére le systéme de von Karman pour une plaque mince recouverte
d’une fine couche élastique. On s’intéresse au cas ot la rigidité et la densité de
la couche mince sont supposées rester finies et ne pas tendre vers l'infini pour
compenser ’épaisseur de celle-ci. Nous tentons de retrouver les conditions aux
limites approchées de Ventcel obtenues dans la deuxiéme partie en utilisant
cette fois-ci la méthode des développements asymptotiques formels.

Soit donc €% un ouvert borné¢ de R? divisé en deux sous domaines €2,
et ° par une interface ¥. Q, représente la plaque mince et Q° désigne la
couche mince. Le probléme de transmission étudié est celui donné dans la
partie 2, sans les conditions d’encastrement : la plaque €2° est supposée libre
d’effort sur X2 , oul cette fois-ci X° = 9. (en fait, 9Q,. = X ; 9 = TuUx?
et du fait 9Q° = %9).

_
—_— —_ -
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s - "\‘_\‘-\-\-‘
L]
-
-~
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-
\\\
2
o
Ca L
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\'\-\. T _"-" .l'z
- -— d_ﬂ::_f_a - *\
2

—_—

&

e
—— -

La plagqus ot la couchs nmincs
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On transforme d’abord le domaine €° en un domaine fixe par une mise
a échelle adéquate. L’idée consiste ensuite a approcher la solution par la sé-
rie donnant son développement asymptotique tronqué a un ordre donné, les
conditions vérifiées par cette approximation sur ¥ fournissant les conditions
aux limites approchées recherchées. En notant (u%,w?) la solution du pro-
bléme approché d’ordre 0 et (@, ,w, ) celle du probléme approché d’ordre 1,
on obtient :

oA l'ordre O

Py (u?r)” — div{Cle(ul) + f(Vw])]} =0 dans Q4 x (0,7)
pp [ T—=A] (W) +Dy A% —div{Cle(ul)+f(Vwl)[Vul} = 0 dans Q4 x(0,T)
avec les conditions du bord libre sur ¥ x (0,7)
Cle(ul) + F(Val)ly =0
D [AuwS + (1 — p)Biwl] =0;

6Aw9r
Oov +(

- M+)M} — P4 (6w9r) - C[e(u?r) + f(Vw?r)]y.ng = 0

D
+ Os ov

et les conditions initiales

ul (0) = u ,(u)(0) =u, wl(0)=wt ,(w?)(0)=w dans Q.

pi(uy)” — div{Cle(uy) + f(Vwy)]} = 0dans Q x (0,T),
pill — Aw,]” + DL A*wy — div{Cle(tiy) + f(Vwy)|Va,} = 0dans Q4 x (0,T),

avec les conditions de Ventcel sur ¥ x (0,7)

7 (CLe) + SV =8 (=p (@)} + - Na(i )]
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' (Cle(ii) + f(ViE ) v = 6 (=p_ (@)} + E-R(s)Ne(iiy, 04))

~ - B awli
D+ [Aw+ + (1 - M)Blw-&-] =9 <Q(w+) + p_a—;> ,
OAw 0Bsw ow' N N B
D, { 8y+ + (1 - M+)—5S ﬂ —p+E—C[e(u+)Jr]'?(v11)+)]y,vuj+ —

e, _ 0 0w,
) (P_ |:w+ - W] + P(w+) —E,£ |:NT<U+>w+) Os :|> ’

et les conditions initiales
T (0) = ul L (@)/(0) = w, @ (0) = wf , (@,)/(0) = wy' dans

B (0) = 0, () (0) = s, (P (0) = 0™, (7)(0) = s, (7,)/(0) = w5 sur
Remarque 5 A ['ordre 0, on reconnait le probléme de von Karman posé

sur louvert 0y. Les conditions aux limites approchées obtenues sont en fait
naturelles, elles consistent a enlever tout simplement la couche mince. Elles

sont toutefois inintéressantes puisqu’elles ne prennent pas en compte l’effet

de la couche. FElles ne sont satisfaisantes que lorsque I’épaisseur de la couche

devient presque nulle. Cependant, elles devraient étre retrouvées a tous les

ordres supérieurs en faisant tendre 0 vers 0.

Remarque 6 FEn poussant le développement plus loin et en faisant une ap-
proximation d’ordre 1, on retrouve les conditions aux limites approchées ob-
tenues dans la partie 2. Néanmoins, elles sont ici multipliées par 6. Ceci
provient du fait que les coefficients d’élasticité des deux matériaux sont du
méme ordre de grandeur quand o est petit, contrairement au cas traité dans
la partie 2 ot les coefficients sont en 6 dans le raidisseur. Autrement dit,
quand O tend vers 0, la couche mince doit disparaitre, ce qui est en accord
avec l'intuition physique.

Remarque 7 Notre approche est ici formelle et par conséquent ne comporte
pas de justifications par une étude de convergence. L’obtention d’estimations
d’erreur entre la solution du probléme de départ et celle du probléme approché
ne parait pas évidente dans notre cas, vu la complexité du probléme de von
Karman.
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Remarque 8 Dans la premiére partie de ce travail, nous avons effectué un
développement asymptotique & partir des équations et des conditions aux li-
mites du probléme. Dans cette partie, nous avons exposé une méthode qui
consiste & faire un développement o partir de la formulation variationnelle
du probléme. Cette méthode est, bien entendu, équivalente a la premiére. Elle
est moins explicite mais plus rapide, donnant directement les formulations
variationnelles des problémes. Vu la complexité du modéle de von Karman,
nous avons choist d’utiliser cette technique.
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Chapitre 1
Rappels

L’objet de ce chapitre est de rappeler rapidement les notions d’analyse
fonctionnelle et de géométrie différentielle dont nous aurons besoin par la
suite.

Rappels d’analyse fonctionnelle

L’espace LP(Q)) (1 <p < +4o0)

Définition 1.1 Soit Q2 un ouvert borné de R".
a) On désigne par LP(2) [l'espace des classes de fonctions définies et mesu-
rables sur Q (pour la mesure de Lebesque dx) telles que :

/|f(:v)|pd:1: < +o0

Q

On munit LP(Q) de la norme :

P

I oy = / @) de
Q

b) L>°(Q) désigne ’espace des classes de fonctions f définies, mesurables et
bornées presque partout sur 2. On note :
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| f Nl poo(y = sup ess| f(2)]
€N

Théoréme 1.1 LP(Q) est un espace de Banach, séparable si 1 < p < +00
et réflexif si 1 < p < 4o00.

proposition 1.1 (Inégalité de Holder)
1 1
Soient f € LP(Q) et g € LI(Q) avec : 1 <p <400 et —+—=1.
P q
Alors fg € L'(Q) et

/ ol ds < 1 ey 19 2ece
Q

L’espace de Sobolev W™P(Q})

La mise en oeuvre et 1’exploitation rigoureuse des problemes de la mé-
canique des milieux déformables sous forme variationnelle s’effectue dans le
cadre de la théorie des espaces de Sobolev. Nous rappelerons ici les définitions
et les résultats qui seront utilisés par la suite. Pour les démonstrations et une
étude plus détaillée, nous renvoyons aux ouvrages spécialisés, par exemple
], [8], [12.

Définition 1.2 Soit Q2 un ouvert borné de R". Pour m € N etp > 1, on
pose

WmP(Q) ={f e LX(Q) ; 0°f € L7(Q), |a| < m}

W™P(Q) est muni de la norme :

1 e = [ 3 / 0 17

| al<m g

Sip =2, Wm™P(Q) est noté H™(Q). C’est un espace de Hilbert pour le
produit scalaire :

((f,9)mm@) = Z (0°f,0%9) 20

laf<m
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proposition 1.2 On suppose Q borné de classe Ct. On a :

|
SHES

1
Q)a Vq S [1,]9*[ ot T
), Vg € [1,+o0]

)

st p<mn, WhP(Q) — L4

st p=mn, WH(Q) — L4
si p>n, WH(Q) — C(

©|A —~
=

avec injections compactes.
En particulier, st n = 2, linjection

HY(Q) — LP(Q)

est compacte Vp, 1 < p < +0o0.

Théoréme 1.2 On suppose n = 2. Soient s; > 0 et sy > 0. Alors si
r=min {s1, Sz, $1+ 53 — 2} >0,

Uapplication :
H*(Q) x H?2(Q2) — H"(Q)

(f,g) — fg

est continue.

Théoréme 1.3 (cf. [30]).
Soit Q) un ouvert borné de R", de frontiére assez réguliére. Soit s € R.
Alors, pour tout € > 0, linjection

H*(Q) — H5(Q)
est compacte.

Théoréme 1.4 (cf. [38]).
Sin =2, on a l'injection

HY™5(Q) — LZ(Q), Ve > 0.

Inégalités de Poincaré et de Korn

Soit 2 un ouvert borné de R" et I' une partie de sa frontiere telle que
mes(I") > 0.
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Inégalité de Poincaré

Il existe une constante positive ¢ (dépendant seulement du diameétre de
Q) telle que :

n

2
||w||L2(Q) < CZ

=1

2

3@-

L)

pour tout w dans H'(Q2) tel que w = 0 sur T

Inégalité de Korn

Il existe une constante positive ¢ (dépendant seulement du diameétre de
Q) telle que :

2
W20y + >

1,j=1

2

61)]- 4 (%i
axi 833]'

J

v
6?:1:i

L2 (Q i,j=1

2
+ IIUIILz(m)

L2(2)

Pour tout v € (H*(Q2))". (cf. [13]).

L’espace L? (a,b; X)

Soient X un espace de Banach et |a,b[ un ouvert de R. On désigne par
Il la norme dans X.

Définition 1.3 On désigne par L? (a,b; X) (1 < p < +00) l'espace des classes

des fonctions mesurables de |a,b| dans X telles que

b
déf
T / O dt)| < +oo pourp < +oo

déf
1o taps ) = sup ess If®llx < +oo pour p=+o0
tela,

proposition 1.3 Pour 1 < p < 400, L? (a,b; X) est un espace de Banach.
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Distributions vectorielles

Définition 1.4 On appelle espace des distributions vectorielles de |a,b[ a
valeurs dans un espace de Banach X et on note D' (a,b; X) l’espace des
applications linéaires continues de D (]a,b[) a valeurs dans X et on note

D' (Ja,b[ 5 X) = L(D (Ja, b)) ; X)

Définition 1.5 Soit f € D' (Ja,b] ; X) et soit m un entier naturel. Alors,
Uapplication
mp (4"
o — (=" f g ) ¢ € D(Ja,b])

af

est une distribution que ['on note .

L’espace W (a,b; V,V’)

On considére deux espaces de Hilbert réels V' et H séparables. On note
((,)) le produit scalaire et |||| la norme dans V' et (), || les notions corres-
pondantes dans H.

En outre, on suppose que V' est dense dans H si bien qu’en identifiant H et
son dual H', on a
Ve—H<—V

chaque espace étant dense dans le suivant.
Définition 1.6 Soient a, b € R. On désigne par W (a,b; V, V') l’espace
W(a,b; V,V')={uue L?(a,b; V), u' € L*(a,b; V') }

proposition 1.4 L’espace W (a,b; V,V') muni de la norme

N

2 2
el = (Il2gap vy + 10 W )
est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.5 Pour a, b € R, tout u € W (a,b; V, V') est presque partout
égal o une fonction continue de |a,b] dans H. De plus, on a :

Wia,bs; V.V') = C%([a,b] 5 H),

Uespace C° ([a,b] ; H) étant muni de la norme de la convergence uniforme.
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Théoréme 1.6 (Formule de Green)
On suppose [a,b] C R. Soit u, v € W (a,b; V,V') alors

b b

[ @, Ot + [0, Oyt = (B0 = (0(@).v(a).

a a
proposition 1.5 Pouru € W(a,b; V,V'), veV, ona:

d

W'(.), v) == (u(.), v) dans D' (]a,b]).

VIxVv

Convergence faible et convergence faible*

Rappelons qu’une suite (z,)nen+, T, € X, tend vers x € X faiblement
lorsque n — +o00 si

(' z,) — (2 x), Vo' e X',

proposition 1.6 Soit X un espace de Banach réflexif, (x,)nen+ une suite
bornée dans X. Alors, il est possible d’extraire de (x,)nen+ une sous suite
(@) Ynen+ qui converge faiblement dans X.

Définition 1.7 (convergence faible*)
Soit X un espace normé et X’ son dual. On dit que (z!))nen+, ), € X', converge
vers ' € X' faiblement™ lorsque n — +00 si

(l ,x) — (' z), VoeX.

proposition 1.7 Soit X un espace vectoriel normé séparable. Soit (x])nen+, x,, €
X', une suite bornée dans X' . Alors, il est possible d’extraire de (z!)) une
sous suite (x!) telle que x!, — ' faiblement * dans X'.

proposition 1.8 Soit X un espace de Banach réfiexif.
Soit () nen+ une suite d’éléments de X ; on suppose
Nzall < C < 400, Vn € N*
-l’ensemble des points d’accumulation de (x,)nen+ pour la topologie faible
est réduit a {z} .
Alors la suite (x,,)nen+ converge vers x dans X faible.
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proposition 1.9 Soit X un espace de Banach (non nécéssairement réflexif)
séparable.
Soit (2] )nen+ une suite d’éléments de X' ; on suppose

2|l < C < 400, Vn € N*

-l’ensemble des points d’accumulation de (z!))nen+ pour la topologie faible*
est réduit a {z'} .
Alors la suite (x],)pen~ converge vers &' dans X' faible*.

Remarque 1.1 On sera amené au chapitre 3 a parler de la convergence
faible* dans L>=(0,T ; V'). Soit (fn)nen+ une suite d’éléments de L>=(0,T ; V")
que f, — [ dans L*>(0,T ; V") faible* signifie que

/ (o). g(1)) dt — / (1), 9(t)) dt, ¥g € LY0,T V).

Remarque 1.2 Soit X un espace de Hilbert. Si w, — u dans X faible et
v, — v dans X faible, on n'est pas assuré d’avoir lim (u, ,v,) = (u,v). Par
contre, siu,, — u dans X fort et v, — v dans X faible, alors liril (U, 0p) =

(u,v).

Approximation de Galerkin d’un espace de Hilbert

Soit V' un espace de Hilbert séparable et {V},} une famille d’espaces
vectoriels de dimension finie vérifiant les axiomes :

-V, CV (dimV, < 400)

- Vin — V quand m — 400 au sens suivant :

il existe V' sous espace dense de V, tel que, pour tout v € V), on peut
trouver une suite {v,,} vérifiant :

pour tout m, v,, € V,, et v,, — v dans V' lorsque m — +o00.
L’espace V,, s’appelle une approximation de Galerkin d’ordre m (m #

dimV,,) de V.

Pour plus de détails sur ces résultats d’analyse fonnctionnelle, on se re-
portera a [12] et [30].
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Eléments de géomeétrie différentielle dans R?

Le but de cette section est de rappeler quelques éléments de géométrie
différentielle dont les développements figurent dans [20]

Abscisse curviligne

Définition 1.8 Soit ¥ une courbe de R* de classe C?* et (I, M) une repré-
sentation paramétrique de 3 (I C R). Pour tout t € I, le nombre réel

s(t) = / MO de

est appelé abscisse curviligne du point m = M(t) avec mg = M(ty) pour
origine.

Remarque 1.3 1) L’application s : I — s(I) est un homéomorphisme de
classe C?

2) L’abscisse curviligne s mesure la longueur de la courbe 3 du point my
au point m et elle est indépendante de la paramétrisation choisie.

3) L’application P définie de s(I) dans X par P = M o s~ 'est un repara-
métrage de X par I’abscisse curviligne s.

Théoréme 1.7 Soit X une courbe paramétrée de classe C2. Le reparamétrage
P = M o s~ test un C? paramétrage et on a :

dP
ds

Etude géométrique locale d’une courbe para-
meétrée
Courbure et rayon de courbure

Soit (X, M) une courbe paramétrée de classe C? et P un reparamétrage
de Y par une abscisse curviligne s.
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Définition 1.9 La courbe ¥ est dite biréguli¢re au point m = M(t) si M (t)
et M"(t) sont linéairement indépendants.

Définition 1.10 On appelle courbure au point m le nombre réel, noté R(s) =
‘ 2P

ds?
Si X est biréguliere au point m, on appelle rayon de courbure en m l’inverse
de la courbure en m. Le rayon de courbure se note :

Remarque 1.4 La courbure ne dépend pas de la paramétrisation choisie.

Formules de Frénet

Soit (3, M) une courbe paramétrée de classe C? et biréguliere en tout
point P(s) (P désignant toujours le reparamétrage de ¥ par une abscisse
curviligne s).

On pose :

(s) dP
s)=—
T ds

7(s) est donc un vecteur unitaire tangent & ¥ au point P(s) = M o s71(s).
On désigne par v(s) le vecteur se déduisant de 7(s) par une rotation de

T
— dans le sens direct.
En dérivant le produit scalaire || 7(s)||> = 1 on obtient :

dr
— =0 1.1
T (1.1)

11 existe alors une fonction R;y(s) : s(I) — R telle que :

dr
P Ri(s)v(s) (1.2)

Par comparaison avec la définition de la courbure on déduit que :
R(s) = |Ru(s)]

Définition 1.11 La fonction Ry est appelée courbure algébrique de X.
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En dérivant la relation 7(s)v(s) = 0 on obtient :

dr dv

%V(S) + T(s)%(s) =0

on tire alors :

dr
“L(s) = R(s)u(s)

dv
L (s) = —Ris)r(s)

Ces formules sont appelées formules de Frénet.
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Chapitre 2

Conditions aux limites
approchées pour une plaque
mince en flexion

2.1 Introduction

On étudie la flexion d’une plaque mince raidie par une fine couche élas-
tique d’épaisseur ¢. La construction d’un développement asymptotique de la
solution du modeéle de Kirchhoff-Love qaund ¢ tend vers zéro est décrite dans
son intégralité, des estimations optimales du reste sont données. Nous iden-
tifions des conditions aux limites approchées qui rendent compte de 'effet
du raidisseur, définissant des problémes approchés. L’utilisation de ’analyse
multi-échelle permet d’obtenir des estimations optimales de I’erreur commise.
Nous traitons le cas d’une couche de raideur constante et celui d’une raideur
en 6 .

Cette partie est organisée en trois paragraphes : On précise d’abord le
cadre variationnel pour résoudre notre probléme et 1’estimation & priori qui
I’en découle, ainsi que 1’écriture des opérateurs dans un systéeme de coordon-
nées locales au bord I'y. On construit ensuite le développement asymptotique
de w’ et donne des estimations optimales du reste basées sur des estimations
a priori. Enfin, on montre comment I’étude des premiers termes du déve-
loppement permet d’obtenir des conditions aux limites approchées pour le
probléme.
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2.2 Position du probléme

Soit €, un ouvert borné de R?, représentant la surface moyenne de la
plaque mince. Le bord de €2, est composée de deux parties : I'g et I', supposées
réguliéres.

Pour 6 > 0 assez petit, la couche mince Q° provient d’une dilatation uniforme
de T'y dans la direction normale d’épaisseur ¢ :

Q ={z+rv(r);zcThet0<r<d},

ou v(z) est la normale au point = de Iy, extérieure a 0, ; le bord extérieur
du domaine Q° est noté I's et le domaine complet Q° = Q, UT,UQ° .

—_—

—_—
—
-0 ~ e
-
A _,.-'f -\x\ S
o1
f

L {\ ) E] " ___ Ezlﬁ_
o o

Led pladegquiz ol b oochiz rrnrnciz

La plaque est encastrée sur le bord intérieur I' et est libre d’effort sur son
bord extérieur I's. Les équations données par le modéle de Kirchhoff-Love
pour le déplacement w°® s’écrivent (voir[22] )

( DTAwS = f dans Q.
D A%’ =0 = 0 dans Q7 ,
(W] =0; [O,u’] = 0 sur L'y,
M*(ws) = M~(w’) sur Iy, (2.1)
TH(wd) = T-(w’) surDy,
Mw®)=0; T(w’) = 0 sur Iy,
w=0; duw’ = 0 sur I

ou 0, désigne la dérivée normale selon v = (v1, 1) et [ ] le saut a travers
'y ; la fonction f appartient a L2(€2,) (on verra par la suite qu’une régularité
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supplémentaire est requise pour ’étude asymptotique.
Les opérateurs de trace M et T désignent respectivement le moment de
flexion et leffort tranchant effectif et sont définis par :

M=D [A + (1 — ,u) (2V1V2812 — V%a; — V%af)]
T =D [0,A+ (1 —p)0- (V] — v3)0na + v1v2(05 — 07))]

ol on a pos¢ D = ﬁ, E étant le module de Young et p € (0, %) le
coefficient de Poisson; 0, désigne la dérivée selon la direction tangentielle.
On fait I’hypothése que les coefficients d’élasticité F et p sont constants par

morceaux :

E=FE, dans €, _ o= fhy dans €,
E=FE_ dans Q. ’ = f_ dans Q.

Le coefficient de Poisson est indépendant ¢ et on considérera les deux cas
suivants pour le module Young :

eles coefficients E* et £~ ne dépendent pas de ¢ ;
ele coefficient £+ ne dépend pas de § et £~ = O(671).

Le deuxiéme cas est plus intéressant car il correspond a une couche a la
fois trés mince et trés raide. Par conséquent, D qui représente le module de
rigidité de la plaque a la flexion est une fonction constante par morceaux, on
note 5 5

+ —
et D_=

D= a2

2.3 Existence, unicité, estimations a priori

Pour obtenir les estimations du reste du développement asymptotique,
on sera amené a considérer d’autres seconds membres que dans le probléme
précédent :

( DYA*wS = fy dans €
DA%’ = f_ dans Y
[w’] =0 ; [O,uw’] =0 sur Iy
M*(w) =M (w’) + g sur Iy (2.2)
THwd)=T"(w’) + g sur Ty
M(w®) = hy ; T(w’) = hy sur T's
\w‘;:O;ﬁyw‘S:O sur T



On définit 'espace fonctionnel suivant :
W={ypen*(Q); v=0,4)=0 suwT}

Soit w € W une solution du probléme (2.2). Une intégration par parties
permet d’obtenir, pour ¢ € W,

/D (A%w) ¢ dz = a(w,¥) + / [T (w)y — M(w)o,y ] do,

o0

ou la forme bilinéaire a est donnée par

a(w, ) = / [D (8fw + pdyw) 974 + 2(1 — p)Orow ot + (03w + pdiw) O3¢| da.

(e

(2.3)
La formulation variationnelle du probléme (2.2) s’écrit alors

Vi € W, a(w, ) = (F, 1) (2.4)

ou la forme linéaire F' est définie par

<F, ¢> = f.,.'wdﬂﬁ—i—/ f_@bdx—l—/ (92¢ + gﬂ?,,@b) d0+/ (hzw + hlay¢) do
Q4 Q% r

To é

Le théoréme suivant fournit une estimation a priori pour le probléme (2.4) :

Théoréme 2.1 Soient f, € L*(Qy), f- € L*Q%), g1, g2 € L*(Tg) et
hi, hy € L*(Ts). Le probléme (2.2) admet une unique solution w® € W. De
plus, il existe une constante C, indépendante de 6 € (0,1) telle que

HUJ&HHz(m) < C {||f+||L2(Q+) + 1 N2y + loill oy + (25)
1921 2ty + WAl ey + Whall ey }

DEMONSTRATION. C’est une conséquence directe du lemme de Lax-
Milgram : la forme F' est clairement continue sur W et sa norme dans W’
est majorée par le membre de droite de I'inégalité (2.5). D’autre part, la
forme bilinéaire a est continue et coercive sur W : grace aux conditions de
Dirichlet sur I', on peut écrire une inégalité de Poincaré dans €29, indépen-
dante de § (car la mesure de Q¢ est majorée uniformément pour 0 < § < 1). O
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Ainsi, pour § > 0 fixé (assez petit), les équations de notre probléme
constituent un probléme elliptique coercif bien posé dans H?(€2¢). Nous allons
maintenant nous intéresser a I’analyse asymptotique de la solution w’ quand
I’épaisseur de la couche mince tend vers zéro.

2.4 Changement d’échelle

Afin de construire le développement asymptotique de la solution du pro-
bléme, nous effectuons une dilatation normale de la couche Q° de rapport 6 *
afin de se ramener a une géométrie fixe. Pour cela, on écrit la couche mince
sous forme tensorielle grace aux coordonnées du repére de Frénet sur I'y. Les
opérateurs intervenant dans le probléme pourront alors étre développés en
puissance de 9, ce qui constituera la premiére étape pour la construction d’un
développement asymptotique de w°.

2.4.1 Coordonnées locales

On note 7 et v les vecteurs unitaires respectivement tangent et normal
sur I'. Ils sont directement orthogonaux :

T = et V=
V1 vy

On rappelle les formules de Frénet qui définissent la courbure R(s) au point
de I'y d’abscisse curviligne s.

0 0

a—; =+R(s)v et 8_Z = —R(s)T
On notera R(s,r) la courbure de I', = {x +rn(z) ; x € 'y} en le point (s,7);
elle est donnée par

R(s)
1 —rR(s)
Afin d’exprimer les opérateurs intervenant dans les équations de notre pro-
bléme, nous avons besoin de I’écriture des dérivées selon les variables car-
tésiennes en fonction des dérivées dans le repére de Frénet. Les formules de
Frénet entrainent

R(s,7) =
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(gs ) _ < (Vl—TR(S))W ;(1—7"3(5))’/1 ) (gl)

L’inversion de ce systéme linéaire donne :

( a1 ) _ 1—:;{(3) V1 ( as )
Oy =Re) V2 Oy

On peut alors en déduire ’expression du bilaplacien

2 = 1 1 1 2 rR'(s) . 2
S i Eer ] G ey b o) R SRR
L, R 2
+R(s,1)0, {(1 — TR(g))2as - - TR(S))gas + R(s,7)0, + GT]

+62[ L gy HO)

0s + R(s,71)0, 03
T A TR TR T }

ainsi que celle des opérateurs de trace M et T

M =D [pA+ (1 — p) 92

B B 1 R(s) 1
r=p [a”A e rR(s)as ((1 — rR(s))zas - rR(s>>a”)

2.4.2 Développement des opérateurs en puissance de )

A Taide des coordonnées de Frénet, la couche mince s’écrit de maniére
tensorielle
Q(S_ ~ FO X (0,6)

En introduisant la variable dilatée - ou encore scalée - z = %, on peut se

ramener au domaine fixe T'g x (0,1). Soit alors W° la fonction définie sur
I'o x (0,1) par
W°(s,2) = w’(s,7)

La dilatation r — z transforme la couche extérieure ° en un domaine fixe ;
le petit parametre ¢ apparait maintenant dans les équations. Le bilaplacien
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s’écrit

! 1 1
AQ _ 1 1 82 0zR (5) 85 + —R(s,éz)@z + ?83]

(1 —20R(s))* * {(1 —20R(s))> ° (1 —20R(s)) 9

dzR/(s) 1 9 dzR'(s 1 . 5 1.
+(1 — 20R(s))* {(1 — 20R(s))* " (1— zéR(s))?’as 51U 020 5282}
1 9 dzR/(s)

1
—|—%R(s, 62)0, { s + 1R(s, 02)0, + F?ﬁ]

(1—20R(s))* * (1 —20R(s))’ 4
%83{ 1 o dzR'(s) _
J (1 —20R(s)) (1 —2z6R(s))

On peut développer cette expression en puissances de ¢

05 + %R(s, 02)0, + %83]

1
A? = ;—4A4+ %A?’ + 5—12/12 + gfr1 + A"+ 0A + -

Les premiers opérateurs sont donnés par — on a noté R pour R(s)—

A_4 — 84 .

A = 2RO}

A7 = 202(02)+ R*02+ 2RO — R?02(20,) ;

ATt = 02(RO.)+2zR02(02) + 2R 0,(02) — RO.(02) + 2 R* 02
+R?0.(20,) — 22 R}OP + 2R O*(20) + R 0%(2 0,) — R* 9%(2%0.) ;

A’ = 9} —2zRO%(RO.) — 20°(R*9.) + 3:°R* 92 (92) — 2R 8,(RD.)
+32°RR' 0,(0?) — 2R*0.(2 0%) — 2R*0.(0?) — RR' 0.(20,) + R* 0.(2* 0.)
+2R*0.(20.) + 2*R*0? — 2°R* 02 + 3R* 07 (2* 07) + 3RR' 92 (° 0;)
—R*02 (2 0,) ;

A' = 220°(RO?) — 22RO + 20%(R' 0,) — 22 0?(R*0.) — 22°RO?*(R? 0.)
—32°R*02(RO.) + 42°R* 92 (92) + 2R 0 — 2°R' 0,(R* 0.)
—32°RR' 0,(R0.) + 62°R*R' 0,(0?) — 3R 0.(2* 0?) — 22R* 0.(20?)
+22R30,(0%) — 3R*R' 0.(2%0,) — 2R*R' 0,(2 0,) + R® 0.(2% 9,,)
+2R50,(220,) + 22 R%0,(20,) + 2*R°0? — 2*R° 0?
+4R? 92 (2 92) + 6R*R' 92 (2° 9,) — R° 07 (2 0.) .
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Les opérateurs de trace se développent aussi

M = 5%]\/[2+%M1+M0+5M1+52M2+~-
1 -3 1 -2 1 -1 0 1 22
T = ?T +§T ST T + 6T + 6 T% + - -
avec
M2 = D_?%;
M = —D_u_RO,;
M° = D_p (8% - 2R%.);
M' = —D_p (=22R0? — 2RO, + p_2*R*0.) ;
M? = D_u_(32°R*9? + 32RR'0, — 2*R*0,) ;
T3 = D.0;
T2 = —D_RO*;
T' = D_[0.(0?) — 0. (2R%0.) + (1 — pn_)9.(92)] ;
T° = —D_[0.(-22R9?— 2R 9,+ 2*R*9.) + (1 — pu_)0, (R Os)

(1= p_)(22R9. 0% + 2R’ .,)] ;

T' = D_[0.(32’R*9? +32°RR' 0, — 2°R*0.) +
(1—p_)0s (—22R* 9, + 2°R*0.) + (1 — p_)zR 0, (R ;)
+(1 = p_)2°R? 05 (05) + (1 — p_)2° RO (R 0. |

T? = —D_[0.(-42°R*92 +62°RR' 0,4+ 2*R°9.) +
(1 — p_)0s (—322R3 0, — 23R>3 8ZS) — (1= p_)zR 0 (22R2 85)
—(1 = p_)2*R*9, (RO,) — (1 — p_)zR 05 (:*R* 0.s)
—(1 = p_)2"R? 9, (2R 0.) — (1 — p_)2"R* 0, (0., |

Les développements en puissance de ¢ donnés dans ce paragraphe sont
formels, on ne cherche pas a donner un sens a la convergence des séries. Ce
point de vue est celui généralement adopté en analyse asymptotique multi-
échelle, il permet la construction et la validation du développement (voir
paragraphes suivants).
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2.5 Construction du développement asymp-
totique

Dans un premier temps, on se place dans le cas ou le module de Young
est indépendant du parameétre §.

On a introduit au paragraphe précédent la variable rapide z = %, appli-
quant une dilatation dans la direction normale de la couche. Cette trans-
formation a pour effet de ramener la géométrie & un domaine fixe; le petit
parameétre 0 apparait désormais dans les équations via les développements
des opérateurs donnés au paragraphe précédent.

L’objet de cette section est la description du procédé algorithmique de construc-
tion des termes du développement asymptotique de la solution du probleme.
Les développements en puissance entiéres de § pour les opérateurs A2, M et
T nous incitent a rechercher un développement sous la forme

wl =Y &l et W'=Y 5w (2.6)

n>0 n>0

on rappelle que la fonction W? désigne la transformée de w™ en variables
semi-dilatées : w® (s,r) = W2(s,8 'r) (les variables s et 7 sont respective-
ment tangentielle et normale).

En injectant 'ansatz (2.6) dans les équations et en identifiant les termes
de méme puissance de ¢, on obtient
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( DyA*w?  =f; si n=0et0sinon dans Q
AW = — > AFWE pour 0 < z <1
ktl=n—4, k>3
wrn = w? surly
owr = 0,,w$_1 surl’y
Mi(w?) = Y MWt surly
k+l=n
(2.7)
Ti(w?) = > TFWE surl’y
k+l=n
MW =— Sy MFW surl"_
k+l=n—2
T3Wwr =— Y TFW surl’_
k+l=n—3
wl = dw} =0 surl’
\

2.5.1 Les premiers termes du développement

Détaillons la construction des premiers termes du développement. Dans
les équations (2.7), les conditions de transmission des dérivées normales, ainsi
que des opérateurs M et T', sont découplées en raison du décalage dans les
puissances de 9. Ceci va nous permettre une résolution alternative dans cha-
cun des domaines Q° et Q.. L’opérateur T étant d’ordre 3, la connaissance
de W! pour [ =0, 1, 2, 3 est requise pour définir le terme T (w}). Clest
pourquoi on recherche d’abord les quatre premiers termes extérieurs.

Pour n = 0, les équations (2.7) fournissent pour la partie extérieure W?°
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(( D_0*W°s,2) = 0 pour0<z<1,

3 0 _
D_93W°(s,1) = 0 28)

D_9*W°(s,1) = 0

\

qui donne W0(s,2) = a®(s)z + 8°(s), ot a® et ° sont des fonctions de
I’abscisse curviligne s. Tenant compte de la condition de transmission des
dérivées normales sur I'y, on déduit que 9,W"(s,0) = 0, d’ou

WO (s,2) = B%s).

Au rang 1, les équations vérifiées par le terme W1 sont les mémes que pour
WO | voir (2.8). Celui-la est donc de la forme

Wi(s,2) = a'(s)z + B'(s).

A Tordre 2, apparait un second membre non nul du aux termes M°W?O et
M=W? : ainsi W2 est solution du probléme

( D_0!W?2(s,z) = Opour0<z<1,

D_93W2(s,1) = 0

D_0*W?2(s,1) = —D_6°(s,1),

\

avec D_6° (s,z) = MOWO+ MW = D_ [u_9?8°(s) — p_R(s)a'(s)] (qui,
en loccurrence, ne dépend pas de la variable transverse z). Aussi peut-on
trouver deux fonctions a? et 5% de Pabscisse curviligne telles que

W2(s,2) = —10° (5,1)2% 4+ a2(s)z + 5(s).

2

Résolvons maintenant la partie d’ordre 3 : on pose

t(s,2) = TW +T7'W! +T72Ww?,
0' (s,2) = MW 4+ MW + M1W2.
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Alors W3 résout les équations
(( D_0!W3(s,z) = 0pour0<z<1,
D*a;?WE(Sal) = _61—(871>7

D_9*W3(s,1) = —0'(s,1),

\

si bien qu’il est de la forme
W3(s,2) = —CL(s,1) (2% — 322) — 201 (s,1)22 + o®(s)z + B*(s),

ou les fonctions o et 3% restent a déterminer.
On peut maintenant écrire le probléme que satisfait le premier terme
intérieur :

( D+A2w3 = f+ dans Q+,
M (w) = 0% (s) sur Iy,
9 (2.9)
T (w9) = (%(s) sur T,
| w) =0,wl = 0 surT,

N , 0 0 , .
ou les données ¢ et (7 sont définis par

0%.(s) = (M72W2+ MW+ MWP) (s,0)
= D_[-0°(s,1) +6°(5,0)]
= 0,

O(s) = (T7*W* +T2W2 + T-'W" 4 T'WY) (s,0)
= D_[¢"(5,1) + ¢ (s,0)]
0

Y

par définition de #° et ¢!, car ces fonctions ne dépendent pas de z.

En conséquence, le probléme (2.9) n’est autre que le probléme bi-harmonique
dans €2, avec conditions homogenes de Dirichlet sur I' et conditions de Neu-
mann sur Iy ; il définit w9 de fagon unique. Les conditions de transmission
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sur Ty permettent de déterminer les fonctions 5° et o! :

B3(s) = wg‘ro et a'(s) = 8l,w0+|r0.

On revient alors a la partie extérieure : on pose

¢%(s,2) =
C%(S, Z) =
0% (s,2) =

(A7PW2 + A7PW2 + A7'TW! + AWO) (s, 2),
(T'W2 + T°WL + T7'W2 + T2W?) (s, 2),
(MPW? + M'W! + M°W?2 + M~'W?) (s, 2),

de telle sorte que W* résolve le probléme

( D_0!W*(s,2)
D_93W1(s,1)

D_02W(s,1)

\

Donc W* g’écrit

Wt = =
-~ 72\12° T 3° T3

Connaissant le terme W* | on peut alors définir w .

probléme intérieur

5 (- 374 57) a0 (42 - 1) -4

—¢* (s,2) pour 0 < z < 1,

_C2—(87 1)a

—6%(s,1).

I comme la solution du

( D.A*wl = 0 dans Q,,
My(wl) = (L(s,1) —01(s,1) +0"(5,0)  sur Iy,
Tio(w}) = ¢i(s,1) = (2(s,1) +¢2(s5,0)  sur Ty,

L wh = Juwi =0 sur I'

Pour déterminer W' complétement, il nous faut préciser la fonction 5. Cela
est rendu possible grace a la condition de transmission d’ordre 0 & travers
interface 'y : pour z = 0, W! = w!. Finalement

B (s) = whr, et ' (s) = 9w |r,.
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On a vu dans ce paragraphe comment s’effectuait la construction des premiers
termes du développement asymptotique : on détermine d’abord les quatre
premiers trermes extérieurs (W¢)o<y<3 (2 une fonction affine de z prés), ce
qui nous permet de définir le probléme résolu par le premier terme intérieur
w?® dont la connaissance permet de fixer complétement les premiers termes
extérieurs.

2.5.2 Le développement complet : estimation du reste

Le procédé de construction décrit au paragraphe précédent se généralise
a tout ordre; il permet 'obtention du développement asymptotique de la
solution w® du probléme. L’utilisation des estimations & priori conduit au
résultat suivant.

Théoréme 2.2 On suppose que la courbe Iy — définissant le bord du domaine
Q. — et le second membre f sont de classe C®. Alors la solution w’ du
probléeme (2.1) admet le développement asymptotique

w =" §"w", (2.10)

n>0

ot w"|g, (v) = wh(z) et w|qs (s,7) = W"(s,6'r). Les termes w et W™ ne
dépendent pas de ¢ et sont construits a l'aide des équations (2.12) et (2.13)
plus bas.

Le développement (2.10) est valide au sens des développements asymp-

totiques, i.e. pour tout entier N, il existe une constante Cy telle que le reste
d’ordre N défini par

N
rN(§) = w® — Zw"
n=0
satisfasse l’estimation (optimale)
1Y Oy, +02 7Y (0], g < O O™ (2.11)
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DEMONSTRATION. Supposons les termes du développement construits
jusqu’au rang N — 1. On peut alors écrire le probléme satisfait par W :

((D_O'WN(s,2) = —¢" (s,2) for0<z<1,
DfaSWiV(S, 1) = _<Jj_2(57 1)7 (212)
D_9>WN(s,1) = —0V%(s,1),

\

]_\fo N-2 et 9]_\/72

ot les seconds membres ¢ ~°, ( sont donnés par

N=2(s,2) = D_ Z ARWVE,

k+l=N—4

Jf_2(s,z) = Z "W,
k+(=N—3

0N 2(s,2) = Z MEWE.
k+0=N—2

(ces quantités sont définies & partir de W* pour £ < N — 1). Le probléme
( 2.12) détermine alors le terme W2, & une fonction affine en z prés, notée
oV (s)z + N (s).

De la méme facon, on peut définir, & une fonction affine en z prés, les
termes W’ pour £ = N 4+ 1, N +2 et N + 3. Il est alors possible d’écrire le
probléme intérieur pour w? :

(DA% = 0 dans Q,
Mi(wh) = > MWL sur Lo,
k=N
(2.13)
T (wf) = > T'wt sur Ty,
k=N
L wl = Gl =0 sur I’

Il s’agit d’un probléme biharmonique avec conditions de Dirichlet homogene

sur I' et Neumann non homogene sur I'y, qui détermine de fagon unique wf :
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Les conditions de transmission W = wf et O.WN = 8nwf -1 permettent
de préciser les fonctions oV et gV :

QN(S> - 8"w—]|\-]71 ‘Fo et BN(S) = w-]&\-f |F0

Ainsi, a partir de la donnée de (wi, Wf) pour n < N — 1, on a construit les
termes wl et W

Prouvons maintenant I'estimation ( 2.11) : par définition des termes du dé-
veloppement, le reste d’ordre N vérifie

( DLAWN(GS) = 0 dans Q.
D_A%N() = OV dans Q2
[PN(©)] =0 sur I,
(0,77 (0)] = O(™) sur T,
M, (r¥(8)) = M_(rN(0)) +O("") sur Iy,

(2.14)

)

rV(8) = T_(rN(8)) + OV ?)  sur I,
) = o™ sur s
)

= O("7?) sur I's

() = 9,Y(0)=0 sur I

\

Afin d’utiliser 'estimation & priori du théoréme 1, il faut d’abord relever le
saut de dérivée normale & travers l'interface I'g; on note 7, ce saut, on a

N = O(éN).

Soit alors 2 la solution dans H?(€2,) du probléme biharmonique avec condi-
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tion de Dirichlet :

(( D.A%Y = 0 dans Qy
ziv =0 sur 'y
0, zf = ny surly
ziv =0 sur I'
8,,zf =0 sur I’

(

Alors, zﬂrv vérifie 'estimation suivante

[E= O(s"™)

”H?(m) -

De méme, soit 2V la solution du probléme extérieur

(( D_A%2Y = 0 dans Q%
2N = Zf sur 'y
0,zN = 0 surly
M_(Z2Y) = 0 surTy
T Y)Yy =0 surly

\

On peut aussi estimer la norme de 2z :

HZ]—VHH'Z(Q{) = O(éN_%)’

le facteur 62 provient de ce que le domaine ©° dépend de 6.
Revenons au probléme ( 2.14), on peut alors appliquer I'estimation & priori
du théoréme 1 a la fonction



qui appartient & H2(Q°) : on obtient
~N N-3
Hr (6)HH2(Q5) <oz,

car la norme L? du second membre extérieur est le terme limitant: il est
de l'ordre de 6V ~2 (une demi puissance de § est gagnée due & la mesure du
domaine ©° ). D’ou estimation pour le reste d’ordre N du développement

7 @ sy + 17O < €85, (0,19

On peut améliorer I'inégalité précédente en écrivant

N+4
rN(8) = rNT(0) + Z RV

n=N+1

L’estimation ( 2.15) appliquée au reste d’ordre N + 4 fournit
3
HTfH(‘S)Hm(m) + Hrf“(é)”m(m) < CovtE,

et en estimant les normes de w" a la fois dans €, (elle est de l'ordre 6") et
dans Q° (en (5”7%), on obtient finalement pour r™(4)

N 3 N N+1
[ (5)||H2(Q+) +02 [|rf (5)”112(96_) < 0o,
qui est bien ’estimation annoncée dans le théoréme. O

Remarque 2.1 L’utilisation de [’analyse multi-échelle permet [’obtention
d’estimations optimales, comme [llustre la preuve du théoréme 2 : l’erreur
est de l'ordre du premier terme négligé en tronquant la série. Comme ce
dernier est génériquement non nul, l’estimation ( 2.11) est optimale.

2.6 Conditions aux limites approchées

Meéme s’il est possible d’approcher numériquement w?’, les calculs de-
viennent délicats quand 0 est trés petit. On préfere remplacer l'effet de la
couche mince par une condition aux limites sur le bord I'y, dite condition
aux limites approchée.
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On va voir dans ce paragraphe comment le développement asymptotique ob-
tenu précédemment permet 'identification d’une telle condition et, surtout
sa validation.

L’idée consiste & approcher w? par la série donnant son développement asymp-
totique tronquée & un ordre donné, la condition vérifiée par cette approxima-
tion sur I'y fournissant la condition aux limites approchée recherchée.

2.6.1 Condition d’ordre 0

On ne conserve ici qu’un seul terme dans le développement asymptotique
de w’. Rappelons que le terme w9 est solution du probleme

([ D;A*Y = f.  dans Q,
Mi(wy) = 0 surly,
T (wl) = 0 surDy,

| vl =0,w) = 0 surT,

La premiére condition aux limites approchée apparait immédiatement : il
s’agit tout simplement des conditions de Neumann homogeénes sur I'y. Cela
n’est en rien étonnant, puisque correspond au cas limite 6 = 0 : la condition
de Neumann imposée sur I's se transmet directement & I'.

L’estimation du reste prouvée au théoréme 2 permet d’évaluer la différence
entre la solution du probléme initial w® et wy, dite solution du probléme avec
condition aux limites approchée d’ordre O :

[y — w9rHH2(Q+) = 0(9)-

2.6.2 Condition d’ordre 1

Plus intéressant est le cas o on conserve deux termes dans le développe-
ment : définissons w!!! comme

wll = w + dw'.

Utilisant toujours les résultats précédents, on pose
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QO =—-D_ [2(1 - M—)as (asan + R(S)@S) + (1 - MQ—)R(S) (882 - R(S)a")] )
Py=—D_[(1—2)* (6% — R(5)9,) — 2(1 — pu_)d, [R(s) (30, + R(s)8,)]] ,

si bien que w} est solution du probleme
( D A*wl = 0 dans .,
My (w) + Qo(w?) = 0 sur Ty,

Ti(wi) + Po(w})) = 0 surDy,

1_q. 1 _
\ wy =0; dwy = 0 surl.

10 . .. .
L] vérifie les conditions suivantes sur I'j :

Il s’ensuit que w
M, (wE]) +0Qo (wg]) = 0(6%) sur [y,

T, (wE]) + 0P, (wE]) = 0(6%) sur Lo,

On voit ainsi apparaitre deux nouvelles conditions sur le bord I'y, et un
nouveau probléme aux limites :

( D+A2’LU = f dans Q+,
M, (w) 4+ 6Qo(w) = 0 sur Dy,
(2.16)
Ty (w)+ 0Py (w) = 0 surly,
w=0; d,w = 0 surl.

\

Théoréme 2.3 Soit X [’espace défini par
X ={wel*(Q:); weH*Ty) etw=0w=0surT}.

Le probléeme ( 2.16) est bien posé dans X, il est associé a la formulation
variationnelle

Vi e X, alw,)+dblw, ) = fyda, (2.17)
Q4
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ot les formes a et b sont respectivement données par ( 2.3) et

b(u,v) =2D_(1 — ,u)/

1)

(), () do + D_(1— ) / vs(w)rs() do,

To
(2.18)
avec
v, =02~ R(s)0, et vg=0,0,+ R(s)d. (2.19)

Soit donc w9 la solution de ( 2.16). Il s’agit d’estimer la différence entre
wi, partie intérieure de la solution du probléme initial, et w{. On pourrait
procéder en utilisant une estimation & priori pour le probléme ( 2.16), que
'on appliquerait & w — wE], obtenant alors (en combinant cette estimation

avec celle du reste wé — wE]) une estimation du type

Hwi - ) < 05%

|
Wil g2y

La perte d’une demi puissance de § est due a I’estimation a priori du probléme
(2.16).

Une meilleure méthode consiste & déterminer le développement de la fonction
w{ et de le comparer avec celui obtenu au théoréme 2.2 pour wi. Le probleme
( 2.16) ne faisant pas intervenir de couche mince, il est aisé de construire le
développement asymptotique de sa solution.

Théoréme 2.4 On suppose que la courbe I'y -définissant le bord du domaine
Q,— et le second membre f sont de classe C*®. Alors la solution w¢ du
probléeme ( 2.16) admet le développement asymptotique

w) =" 5wy, (2.20)

n>0

Les termes (wY),, ne dépendent pas du paramétre § et sont construits a l’aide
des équations ( 2.22) plus bas.
Le développement ( 2.20) est valide au sens des développements asympto-

tiques, i.e. pour tout entier N, il existe une constante Cy telle que le reste
d’ordre N défini par

N
) = wf = 300w
n=0
satisfasse ’estimation optimale
[P ¥ O], < w6 (2.21)
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DEMONSTRATION. En injectant ’ansatz polynomial ( 2.20) dans les
équations ( 2.16), on obtient

( D, A’wl¥ = fou0 dans Q.
My(wY) = —Qo(wy ") sur Iy,
(2.22)
T (w)) = —Py(wd™) surl,
\ wd =0; dw¥ = 0 sur I,
équations qui permettent de définir w¥ & partir de la donnée w ' (avec la

convention w; ' = 0). L’estimation du reste se traite de la méme maniére que
dans la preuve du théoréeme 2.2. O

Il est facile de voir que les premiers termes des développements ( 2.10) et (
2.20) coincident :

o _ .0 1 _ 1
wy = wy; et w, =w.

Les termes suivants w? et wi sont génériquement différents si bien qu’on

obtient une estimation optimale de la différence w’ — w3.

Théoréme 2.5 La différence entre la partie intérieure de la solution du pro-
bléme de transmission ( 2.1) et celle du probléme avec condition aux limites
généralisée d’ordre 1 -cf. probléme ( 2.16)-est donnée par

< 6

”wi - wi;”m(m) =

DEMONSTRATION. I suffit d’utiliser les restes d’ordre 2 et les estima-
tions ( 2.11) et ( 2.21). O

Ce dernier résultat illustre I'efficacité de ’analyse multi-échelle pour 1’étude
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de problémes avec petit parameétre. Il montre que le probléeme ( 2.16) est
une approximation du probléme de transmission initial a la précision (9((52).
L’intérét de considérer le probleme approché plutot que le probléme initial
se situe pour les petites valeurs de ’épaisseur 6. En effet, comme on I’a déja
signalé, I’approximation numérique du probléme avec couche mince est dé-
licat car le nombre de degrés de liberté de la méthode numérique augmente
rapidement quand ¢ décroit. En revanche, le probléeme avec conditions aux
limites approchées ne fait intervenir que le domaine €2, , qui ne dépend pas
de 6. On peut alors utiliser une discrétisation moins fine, indépendante de
I’épaisseur.

2.7 Cas ou le module de Young dépend de
I’épaisseur

Jusqu’a présent, on a supposé le module de Young E constant dans cha-
cun des domaines Q et 9, mais indépendant de I’épaisseur 6. Il est plus
intéressant de considérer un module de Young E_ de I'ordre de 6! (E, res-
tant indépendant de ¢§), rendant compte en cela de la rigidité de la couche
mince par rapport a la plaque.

Précisément, on suppose que le module de Young E vaut 6 'E_ dans la
couche mince, et F, dans le domaine intérieur )., avec £_ et E, indépen-
dants de 9.

La technique développée dans les paragraphes précédents s’applique encore
dans cette situation. La seule différence réside dans le décalage d’une puis-
sance de 0 pour les opérateurs dans la couche. Ce décalage n’a de conséquence
que dans les conditions de transmission pour M et T" a travers 'interface I' -
voir probléme ( 2.7) -. Pour définir le premier terme intérieur w9, il faut ici
déterminer non plus les 4 premiers termes dans la couche, mais les 5 premiers.
Aucune difficulté supplémentaire n’apparait.

Il est facile de vérifier que wO+ résout le probléme suivant :
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( D A*uf = 0 dans Q,,
M (w}) + Qo(wl) = 0 sur Ty,

Ty (w}) + Po(w})) = 0 surTy,

0_oq- 0 _
L wy=0; w] = 0 surl.

et le terme suivant est solution du probléme

( D A*wh = 0 dans Q.,
M+(wi> + Qo(wi) + Q1(w9r) = 0 sur I,

Ti(wh) + Po(w}) + P(w}) = 0 surly,

1 _q. 1 _
\ wy =0; dwy = 0 surl.

ol les opérateurs différentiels P, et (); sont définis par

Q= ~D_ |5 (1) (uo— 1) 82 [0~ R()2,]
_3<1 - M—)as [R(S) (asau + R(S)as)]
—% (3. +1) (1 — 1) R(s). [0.0, + R(5)d)

1) () ) - RO

P = —D_ % (83— +1) (n_ = 1) 0, [~ R(s)s (07 — R(s)d,)]

—3(1 — )8, [R¥(5) (8,0, + R(s)9,)]

_% (3u_ +1) (u_ — 1) 8 [0.0, + R(s)d]

b (2 +1) (12— 1) 22 [R(s) (2~ R(3),)]
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On en déduit immédiatement les problémes avec conditions aux limites ap-

prochées
e Ordre 0
( Dy A%} = [ dans Q,,
M, (wf) + Qo(wy) = 0 sur [y,
(2.23)
T (w)) + Po(wl) = 0 sur Iy,
\ wé =0; 8yw8 = 0 surl.
e Ordre 1 :
( D+A2w‘15 = f dans Q+,
My (w) + Qo(w?) + 0Q1(w?) = 0 sur Ty,
(2.24)
T (w)) + Py(wd) + P (w?) = 0 sur [y,
\ wis =0; auw‘f = 0 surl.

La méme analyse que précédemment permet d’obtenir les estimations
optimales suivantes :

IN

Co
Cs?

||wi - wg”m(m)

IN

||wi - wzls”m(m)

Remarque 2.2 Les opérateurs Py et Qo apparaissent ici dés la condition aux
limites approchée d’ordre 0 alors qu’elle n’apparaissait qu’a lordre 1 dans le
cas d’un module de Young indépendant de 6. Cela peut s’interpréter comme
suit : la plus grande rigidité de la couche amplifie son effet sur le déplacement.
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Chapitre 3

Modélisation de Peffet
dynamique d’un raidisseur sur
le bord d’une plaque mince

3.1 Introduction

On considére le systéme complet dynamique de von Karman pour une
plaque mince dans laquelle est inséré un corps mince élastique (raidisseur)
d’épaisseur 9, § étant un parameétre déstiné a tendre vers zéro. On suppose
que le module de Young et la densité de masse du matériau constituant le
corps mince varient en %, ce qui signifie d’'un point de vue mécanique que
celui-ci devient infiniment rigide quand 0 tend vers zéro.

Afin de surmonter les difficultées rencontrées lors de la simulation numérique
de la solution de ce probléme, on cherche a modéliser cette jonction et don-
ner un probléme équivalent ne faisant pas intervenir le raidisseur, mais de
nouvelles conditions aux limites qui rendent compte de son effet. Pour ce
faire, on met en oeuvre une analyse asymptotique basée sur la technique des
perturbations singuliéres développée par J. L. Lions dans [31]. Aprés une
mise a ’échelle adéquate, on établit des estimations & priori qui permettent
d’extraire une sous suite faiblement convergente et passer a la limite dans
le probléme variationnel mis & 1’échelle. Le probléme limite obtenu est un
probléme posé sur la surface moyenne de la plaque mince avec de nouvelles
conditions aux limites non linéaires sur l'interface de jonction. Ces condi-
tions, appelées conditions de Ventcel, ne sont pas classiques, car elles font
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intervenir des dérivées tangentielles du méme ordre que celui de 'opérateur
intérieur.

On s’inspire beaucoup des travaux de K. Lemrabet concernant le cas linéaire
statique [28] (plaque avec raidisseur en flexion) et aussi le cas linéaire dy-
namique [29]. Notre probléme étant non linéaire, on fait souvent appel aux
techniques non linéaires dans les équations aux dérivées partielles, notam-
ment les théoréemes de compacité.

3.2 Position du probléme

Soit Q, un ouvert borné de R?, de frontiére régulicre 9Q, =T, UX,
ou X est une partie ouverte connexe de mesure non nulle et 'y N Y = (. On
note v = (v1, ;) la normale extérieure et 7 le vecteur unitaire tangent a ¥
de telle sorte que la base (7, ) soit directe en tout point de ¥. On désigne
par s une abscisse curviligne sur ¥ et on considére le domaine

Q ={s+yr;se¥; 0<y<d}

Onpose ¥ ={s+év;secx}t; 0¥ =T UTUX? avec T2 NY = ()
et on note 2% = Q, UX UQ? . Le domaine Q° est donc divisé en deux sous
domaines Q, et Q° par une interface 3.

Le domaine complet 2° représente la surface moyenne d’une plaque consti-
tuée par 'assemblage de deux structures : une plaque mince de surface
moyenne ), et un raidisseur 2 parfaitement collé sur une partie de son
bord. Dans ce qui suit, les variables w et u = (uy, ug) representent respecti-
vement, le déplacement transversal (ou flexion) et le déplacement plan de la
plaque.
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Ficure 3.1 La plague &t |2 raidisseur

Le systéeme complet de von Karman pour cette structure s’écrit :

pu” — div{Cle(u) + f(Vw)]} =0 dans Q° x (0,T)

(3.1)

plI — Alw” +DA%w—div{C[e(u)+ f(Vw)|[Vw} =0 dans Q°x(0,T) (3.2)

avec des conditions d’encastrement sur la partie du bord I'; UT?

_ou
v

et des conditions du bord libre sur %¢

u=0, w =0 surT,UT? x(0,7)

Cle(u) + f(Vw)ly =0
D[Aw+ (1 — p)Biw] =0
O0Aw 0Byw ow”
ov (=) 0s _pé)V

sur 3° x(0,7). On définit les conditions de transmission par

[[u]] =0,

D

— Cle(u) + f(Vw)]y.Vw =0
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[Cle(u) +
[D[Aw + (1 = p)Byw] ]] = 0,

HD [a(?—yw (1= ) al;zwl - p%iy” — Cle(w) + f(vw)]y.w” 0.
(3.5)

sur ¥ x (0,7"). On associe au probléme (3.1) - (3.2) les conditions initiales

’ ’

u(0) = ug , u (0) =uy, w0) =we, w(0) =w, dans Q° (3.6)

Le crochet [[]] désigne le saut de la trace d'une fonction définie sur ° &
travers la frontiére ¥ . Cette quantité est donnée par

el = Priz — Pz

ou la notation ¢, (respectivement y_) désigne la restriction de la fonction
¢ au domaine Q, (respectivement Q°). C' est une application linéaire de
I’ensemble S des tenseurs symétriques d’ordre 4 dans lui méme définie par :

E
(1—p?)
pour tout ¢ dans S, ol Ig est la matrice identité et (tr() est la trace de (. Le
tenseur des déformations linéarisé est donné par

C(¢) = [u(trd) s + (1 = p)(]

e(u) =1/2 (Vu+ V')
et la fonction f est définie par
f(s)=(1/2)s®s, s € R*

Les opérateurs de traces B; et By sont donnés par :

9*w 9w 0w

Biw = 2viv4 920y — V% e — 1/3 92
0w Pw 0w
B = Wi-nlgp, +rvags — )
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D = ﬁ désigne le module de rigidité de la plaque a la flexion; E est le
module de Young, i est le coefficient de Poisson et p est la densité de masse

du matériau. On suppose que £ >0, 0 < u < 1/2 et que 'on a :

5 _ E, dans©Q, [ pu, dansQy [ p, dans Qg
N E- dans Q0 #=

' po dans Q2 0 P & dans Q2

)

Par conséquent, D sera noté D, ou D_ selon que 1'on se refére a €2, ou 2.
On note aussi par ¢’, ¢” les dérivées par rapport au temps d’une fonction g.

Le systéme complet de von Karman décrit les oscillations planes et trans-
versales d'une plaque mince en grandes déformations. Il s’agit d’un modele
bidimensionnel non linéaire qui constitue en lui méme un modeéle approché
d’un probléme de plaques tridimensionnel (voir[9] ). Les conditions (3.3) sont
de type Dirichlet. Elles signifient que la plaque est encastrée sur la partie du
bord I'y UT?, ce qui correspond & l'idée que cette partie est d’une facon
ou d’une autre fixée a un support rigide. Les conditions (3.4) qui sont de
type Neumann expriment le fait que la partie X2 est libre d’effort. Enfin,
les conditions de transmission (3.5) traduisent la continuité ou le raccord a
Iinterface .

Remarque 3.1 La plaque considérée ici est en fait une multi-structure com-
posée d’une plaque mince et d’un corps élastique collé sur une partie de son
bord. Les matériaur constituant ces deux structures sont différents dans le
sens ou les coefficients d’élasticité ne sont pas du méme ordre de grandeur.
En effet, le module de Young et la densité de masse sont indépendants de
0 dans 2, et varient en % dans QO . Ceci signifie que le corps élastique est
bien plus rigide et beaucoup plus lourd que la plaque mince, d’ow le terme
"raidisseur”. Cette hypothése est nécessaire pour obtenir l’effet asymptotique
du raidisseur quand § tend vers 0 car la rigidité et la densité de ce dernier
tendent vers 400, ce qui permet de compenser sa faible épaisseur.

Remarque 3.2 Le probléme étudié ici peut étre considéré comme exemple
de problémes "raides”. D’une maniére générale, on appelle problémes raides
des problémes de transmission ou le domaine Q) est constitué de deux (ou
plus) sous domaines, les coefficients prenant des valeurs d’ordres différents
dans chacun d’eux. Leur rapport est alors caractérisé par un petit parameétre .
Dans le cas des problémes d’élasticité, il s’agit du couplage de deux corps dont
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le rapport des coefficients d’élasticité est caractérisé par 0. Autrement dit, ['un
des deux corps est plus rigide que 'autre. En tant qu’exemples physiques, on
peut penser a deux piéces, ['une métallique et l’autre en caoutchouc.

3.3 Formulation variationnelle

On écrit le probleme sous la forme d’un probléme variationnel dont les
inconnues u et w et les fonctions test sont prises dans des espaces fonctionnels
ol l'on tient compte de l'encastrement de la plaque sur la partie I'y UT? et
I’on s’assure d’'un minimum de régularité pour que les expressions auquelles
on sera conduit aient un sens.

Dans ce qui suit, on désigne par le symbole ||. |, ) la norme dans [L2()]"
et on note (.,.) , le produit scalaire dans [L2(Q))", ke N .

Soit {u, w} une solution classique du probléme (3.1)-(3.2). L’énergie totale
de la plaque est donnée par :

B0) = 5 { IO a + ol O Eay + IV Ol +a (D) w(2)
+ (Cle(u(®) + SV (®)]. e(u(t) + F(Vw(t)))gs}

ou

*w Pw\ 0% 0w 0%
a(wy) = D s {(83:2 +M8y2) Oz? 2 _M)axay 8x8y+

Pw  PPw\ 0% 5
<0y2 +M0352) dy? }dQ

Un simple calcul basé sur une intégration par parties montre que

p [ @ at = aww)-0 [ Liswra-wpul
Qe Qs ov

- [aﬁ—w + (1 - M)BQw} ¢} d(0Q°) (3.7)
14
En effet,
2 5 _ 8Aw) 5\ 8_@& 5 5
/Q () der = /a y ( ) vdoe) /8 A0+ /Q AwAdo
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:Qém(aAw)¢d@Q%—}/ Aw%%amﬁy+dwm0

ov o500
2, 92 2, 92 2 2
8w8¢+8w8¢ d*w awdQ‘s
g 0x0y 0xdy

o 0x2 0x2  Oy? Oy>?

+(1 - p) Y’ —2(1 — p)

Compte-tenu de la définition de B; et B, et en utilisant le fait que

2, 92 2, 92 2 2
8w8¢+8w8¢d95_2 0*w a¢dQ5:

qs 0x2 0x?  Oy? 0y? qs 020y 00y
0Byw o
[ A% o= g} aom)

Dans le but d’écrire notre probléme sous forme variationnelle, on introduit
les espaces fonctionnels suivants

on obtient (3.7).

ow
W () = {w € H*(Q'); Wireurs = 57 Ir,urs =0 }

V(@) = {we HY(Q) s wr, s =0

U(Qd) = {u € (Hl(Q‘S))2 s up,urs =0 }

que I’on munit respectivement des normes standards de H2(Q°), H'(Q) et
(Hl(Q‘s))2 . Si maintenant I’on prend ¢ dans U(Q°) et 1) dans W (Q°) et que
l’on multiplie (3.1) par ¢ et (3.2) par ¢; en utilisant (3.1)-(3.5) on obtient
par intégration par parties :

Pl @)qs) + (Cle(u) + f(Vw)], e(9))gs = 0 Vi € U(’)

p L' ) gs + (V', Vi) s +a(w, ) +{Cle(u) + f(Vw)]Vw, Vi) s = U(W)G W)
3.8
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Définition 3.1 On dit que {u,w} est une solution faible de (3.1 )-(3.6) si
ueC(0,T;U(Q))NC (o, T; [L2(Q)}2> , we C(0,T;W(Q°))NC* (0,T; V()

et vérifie (3.6) et (3.8).

Théoréme 3.1 Le probléeme (3.6) - (3.8) admet une solution unique.

Preuve. voir [25].

Remarque 3.3 L’existence d’une solution faible du probléme de von Kar-
man est bien connue et peut étre établie en utilisant la méthode de Galerkin.
Cependant, 'unicité est bien moins évidente. Cette question a été considé-
rée pendant longtemps comme étant ouverte et a été abordée par plusieurs
auteurs. On peut citer le travail de D. Tataru et M. Tucsnack [39] ou l'on
démontre un résultat d’unicité pour une plaque infinie (i,e. définie sur R?).
Ce résultat a été étendu dans le méme papier & certaines géométries (plaques
rectangulaires). Finalemement, c’est a 1. Lasiecka [25] qu’on doit la publi-
cation d’un papier en 1998, ot elle démontre rigoureusement ['unicité de la
solution faible du systéme de von Karman. La méthode utilisée pour établir
ce résultat est celle proposée par Sedenko dans [35] pour Iétude des équations
de Marguerre- Vlasov.

Remarque 3.4 Nous avons vu que dans le cas du probléme (3.1 )-(5.6),
la solution satisfait aux conditions aux limites (3.4) alors que les fonctions
des espaces V(Q°) et W(Q°) ne sont pas tenues de les satisfaire. Ceci tient
au fait que ces conditions apparaissent normalement comme conséquence de
l'intégration par parties o partir des coefficients des équations du probléme.
Pour cette raison, ces conditions qui sont de type "Neumann” portent aussi
le nom de conditions naturelles. Quand auz conditions aux limites (3.3), qui
sont implicitement contenues dans : <cw € W(Q°) et u € U(Q0) >, elles
sont dites principales.

3.4 Changement d’échelle

Jusqu’a présent, les équations ont été écrites dans un domaine Q° dépen-
dant de 9, le petit parameétre appelé a tendre vers zéro. Afin de réaliser une
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analyse asymptotique, il convient donc de faire un changement d’échelle qui
permet d’enlever la dépendance de la géométrie du probléme vis & vis de 9.
Ce changement d’échelle va porter le petit parameétre sur les opérateurs et
non plus sur le domaine, ce qui permet d’obtenir des résultats de convergence
dans des domaines indépendants de 9.

Soit v la normale extérieure & X et 7 le vecteur unitaire tangent a ¥ de
telle sorte que la base (7, V) soit directe en tout point de 3. On désigne par s
une abscisse curviligne le long de ¥ orienté selon 7. On définit le changement

d’échelle suivant qui associe au domaine 2° le domaine fixe Q_ = ¥ x (0, 1)
Q. —Q°
{ (s,2) — X = s+ 0zv(s). (3.9)

On identifie ¥ avec X x{0} etonnote ¥ = Ex {1}, I'_ =90 _\ (ZUX_).
L’ouvert Q° se transforme alors en un ouvert fixe Q = Q, UX U Q_.

A toute fonction v définie sur £° on associe la fonction 1 définie sur _

~

(s, 2) = P(X)

En notant R = R(s) la courbure de ¥ en s, on rappelle les formules de

Frénet 5 5
v T
— =—Rrt et — = Rv
Os Os
d’on, en utilisant la relation X = s+ dzv(s), on obtient

10 0 0
Vi— + Vo—

50z ‘oz dy

0 0 0
— =(1-90R — — V=
0s ( ?) <V2 Ox V18y>
O évid t 0
n a évidemment — = —.
0z Ov
Dans €2°, tout champs de vecteurs ¢ sera décomposé en composantes
normale et tangentielle : p = ¢ 7 + ¢, v. Par le changement d’échelle (3.9),

@ se transforme en
p(5,2) = o,(5,82)7 + 89, (s, 62)v
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De plus, on définit les parties tangentielle, transverse et normale du tenseur

des déformations linéarisé par
o _

er(p.) = (1-Rz) '~ —R(1-Rz)"'p_,
eslp) = 3 (R(l —Rz)lp 4+ (1- Rz)_la‘g—;” i ag;)

9y,

en(p_) 2
qui, une fois mises & 1’échelle donnent

(p ) = (1- Rdz)l% — 6 'R(1 — Ré2) o

o
eslp_) = %5 <R(1 —Réz) N 461 (1— Rex) T 4 51890—7)

—Uv

0s 0z

Op_
) v
(¢_) P

Enfin, les intégrales du probléme (3.8) se transforment aussi comme suit :

Q(5/ zdeééE/O/lfpu — Réz)dsdz

3.4.1 Formulation du probléme dans un domaine fixe

Apres le changement d’échelle (3.9), le probléme (3.8) se transforme en
un nouveau probléme posé sur 'ouvert fixe {2, oul maintenant les opérateurs
dépendent du parametre §. On désigne par u’ ,w® , ¢_ et ¢_ les images
associées, respectivement a u, w, ¢ et 1. Plus précisement

—

§ . - — 7
U_=tgos , W_ = Wgqs , P =¢, ¢_ T 1/)7

On considére les espaces fonctionnels

(Vi) € H¥ Q) x H*(2) Wi =V s

Wh(Q) = GEIS=Ge T
Vi, = 5 =03 Y_r_ =57 r_=0
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sion | (W, vo) € HY(Qy) x HY(Q) Yom =Y }
Vi) = | Vi, =0 0 =0

U‘S(Q) _ { (SO_HSO_) € Hl(Q+) X Hl(Q_) s = P }
Yo = 004w i P, =05 pop. =0
Soit ¢ € W(Q), on définit

vr(¥) = (1-Réz)~' o ((1 - Réz)la—f) — R(1— Raz)la_f

75W) = —% ((1—352)15_‘”)

ds
2
W) = 38
et afin d’alléger Décriture, on pose
N2l w’) = €p(u’)+ 20 _1352)2(855)2
No(ul,w?) = Qeg(ui)—(l—Raz)—l%%
Ny uf) = ehtul)+ L2y

En utilisant ces notations et en notant u® := (u,u’ ) et w’ := (wl,w?) ; o

5 _ 5 _ A1t ) N
uy = ujg, et w} = wyg,, on déduit que (u’,w?) est solution du probleme
variationnel suivant :

ub € C(0,T:0°() N C* (0,T: [L2()]") , w® € € (0, T W5 () N C* (0,73 V()
oo [() e a, |+ om [((@00))g |+ on ()t da | 4o [() )y |

b [ (@A), 0)] 4 oo [ (@0, 0]+ ay (s ) + b (uF, )
+N+ (Uj_,lUi, SOJr,er) + Nf (uﬁ_’wi, @—7@”—) - O? (310)

Y(p, 1) € U°(Q) x W*(Q), avec les conditions initiales
W(0) = ud , (1Y (0) = f, wh(0) = uf , (w*)(0) = w! dans O
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ou

(W), 0-))q = /Q ) (u5T¢_T + %u‘s ,,gO_l,) (1 — Réz)dsdz,
W )

(u?

:/ w’ (1 — Réz)dsdz,
ol

92w’ 82wl %) O*ws, 9%
5 B oTwy + + . + +
ar(wy, ¥y) = Dy /Q+ {< Ox? T Hy 0y? ) Ox? +20 'u+)3$ay E)x8y+

0*w’ O*ws. 0%
(W; + 2 3£2+) ay — } dQ+7

bowd, )= [ Vol ve,do..
+

1

, Ow’ 3¢_ W)
//{ (1 - Roz)~ 55 D5 52 6,2 8_} (1 — Roz)dsdz,

%

N, (ui, w+7 90+>1/)+) = <C[ (U+) + f(Vw+)] 90+ >+<C ) + f(Vw+)]Vw+, V¢+>

N2 (ul w0 ) =

E_ 5 ] i s 5 1 ow’
1—p? /g_ { [N (2, w) + ?NN(U_’U}_)} {GT(('D_) - (1—Ro0z)? 0s O0Os
ow? op_ OY_ ow’ ]

(1—p_)
252 Os 0Oz + 0s 32)

+ Ng(u‘S w )[QGS(go ) — (1 —Réz)"Y(

ow? O

b | Ot VR )] e+ G| e maydsa
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Remarque 3.5 Les formes a’, b° et N° sont définies sur un ouvert fize

mais leurs coefficients sont raides en puissances de %

3.5 Le modéle de Ventcel

On va maintenant mettre en oeuvre une analyse asymptotique basée sur
la technique des perturbations singuliéres développée par J. L. Lions dans
[31]. On établit d’abord des estimations & priori qui permettent d’extraire
une sous suite faiblement convergente et passer a la limite dans le probléme
variationnel (3.10). On identifie ensuite le probléme résolu par la limite faible.

3.5.1 Estimations a priori.
Soit (u®,w®) la solution du probléme (3.10). On note

20 = 5 {0 16 Ol + 210D Ol 0, +

b (WS (0), (W) (1) ) + o (wl(2), (1)

N (u (), (0, (0, 1208 () + o (0 V(0. (02 Y (D),
o () (8), () (1) + ot ((w? Y(0), (e V(1))

+al (W (), w’ (1)) +N° (u® (), w’ (t), u’ (t),1/20° (t))}.

On a alors la proposition suivante

proposition 3.1 On suppose que les données initiales sont telles que E°(0)
est bornée par rapport a 6. On a alors les estimations & priori suivantes

o w’ est bornée indépendamment de § dans L>(0,T ; W°(Q))

o (w°) est bornée indépendamment de & dans L>=(0,T ;V°(Q))

e u’ est bornée indépendamment de § dans L=(0,T ; U°(Q))

o (u?)’ est bornée indépendamment de § dans L>(0,T ; (L*(2))?)

1 ow
*5 ( g]_> est bornée indépendamment de & dans L°°(0,T ; (L*(92_))
z

1 1
o Y5 (w), 57‘;(10‘1) et ?'y‘;\,(w‘i) sont bornées indépendamment de &
dans L>(0,T; (L*(Q_))
o No(ud w’), ?N]‘i,(u‘i, w?) et ~Ng(u’,w’) sont bornées indépendam-

)
ment de 6 dans L>(0,T; L*(2_))
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Preuve.
En prenant ¢ = (u°)’ et 1) = (w®)’ dans le probléme variationnel (3.10)
et en intégrant de 0 & ¢, on obtient

E°(t) = E°(0)

d’abord pour des solutions réguliéres qui se généralise par la suite par densité
a toutes les solutions faibles. De plus, il est clair qu’il existe deux constantes
positives dy et ¢ telles que

<e V8, 0<6<6,

*@) —

e[S Réz)_luLW(Q) + L= Roz,

En utilisant les inégalités de Poincaré et de Korn, on déduit les estimations
a priori énoncées.[]

Sachant que toute suite bornée d’un espace de Banach admet une sous
suite convergente pour la topologie faible x, les estimations & priori énoncées
dans la proposition 1 assurent la convergence de sous suites (u°) et (w?)
lorsque 0 tend vers zéro (On conviendra d’indexer encore ces sous suites par

9 ). On a donc

w’ — w  faiblement * dans L>(0,T ; H*(Q))

~/

(w®) — @  faiblement * dans L*(0,T ; H(Q))

W — U faiblement x dans LOO(O,T;(Hl(Q))Q)

~/

() — @ faiblement * dans L>®(0,T ;(L*(Q))%).
Introduisons les espaces

ow

W) = {we B 5 wr, = 5

0
=0, ws € H(E). 52 € ()]

V(Qy) ={we H(Q); wr, =0, wx € Hy(2)}
UKL)z{uE(H%QQY;zw+:0,uT€HMZ)}

En notant @ := (uy,u-) et w = (W4, w-) ; o0 Wy =W |, €t Uy =1 [y,
on énonce le résultat suivant :
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proposition 3.2 Les limites faibles u et w vérifient :
~ ~ owy \'
e T € LT W) ¢ @) € 50T Vo), (G e

ov
L®(0,T; (L* (%)),
o Uy € L®(0,T ;U(Ry) ;5 (us) € L®0,T ;(L*(24))?), () |s€
L=(0,T 5 (L*(%)),

®UW_ = Wiy ; U_y = Usr |z €l U_, =0.

Preuve
Les estimations a priori établies dans la proposition précédente montrent
que
Yy (w’) — 0 fortement dans L=(0,T;(L*(Q.))

quand § — 0. Compte tenu du fait que ¥4 (w’) converge vers 8;% au sens
des distributions, quand § tend vers zéro, on déduit que
0?w_
20
022

ce qui donne

@_(s,2,) = G_(s,0,t) + zaalz(s, 0,1)

pour tout (s, z,t) € ¥ x [0,1] x (0,7T). Par ailleurs, en utilisant les conditions
de transmission contenues dans la définition de I'espace (), on obtient

0w
=T T,

=0

sur X x (0,7), d’ou
'&7+|2 € L>=(0,T ,Hg(E)) et w_ = w+|g.

8

122218 sur £x(0,7)

ow

)
Finalement, la condition de transmission —=+ | ¥ = §~

combinée avec les estimations & priori montrent que

1

5 - — 5 faiblement * dans L>(0,T ; Hy(X))

1 , o,
/(—_> dz — (%) faiblement * dans L®(0,T ; L*(%))
0
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D’ : nila A . . N Dy _
une fagon similaire, on montre grace aux estimations a priori que —~* =

0. Par conséquent, u_, = u_, |5, ce qui donne en combinant avec les condi-
tions de transmission

u_, = 0.

Par ailleurs, des arguments similaires permettent de faire un lien entre u_,
et la trace de u, sur X. Ainsi,

a—7' = a-‘r’i’ |Z
comme u_, € H'(Q_) et uy, =0sur I'_ , alors uy, € Hy(2). O

Remarque 3.6 Dans ce qui suit, pour simplifier les formules, on omettra
souvent d’écrire “explicitement” la trace sur X d’une fonction définie sur
Q. . Cependant, le contexte rend clair l'usage des notations et ne préte pas a
confusion. Par exemple, si une fonction définie sur C)_ s’exprime en fonction

d’une autre fonction définie sur 2y, il s’agira alors de la trace de celle-ci sur
3.

Les estimations a priori établies dans la proposition précédente nous per-
mettent d’obtenir les convergences faibles * suivantes qui sont nécessaires
pour la suite de ’analyse. Dans ce qui suit, on considére les notations

_ 0?w ow
’7T(w+) = as;r - R(S) a;r’

_ 0 ow ow
(@) = g, TR,
o Ol ~ 1 0w

Np(ty,wy) a;r — R(8)tuty 5(8_;)2

proposition 3.3 Les convergences faible * suivantes sont satisfaites dans
Uespace L>(0,T ; L*(X))

/'yi}(w‘s)(l — R62)dz > ~p(wy) dans L*(0,T;L*X%)) (3.11)
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évg(w‘s)(l — R62)dz > ~g(wy) dans L®(0,T ;L))  (3.12)

—

52

0
/ 1
/ L) (1= R62)dz = —pyp(@y)  dans L0, T : IX(X))
0
(3.13)
1

/N;w w’)(1—=R62)dz = Np(ty,w,) dans L*(0,T ;L*(X)) (3.14)

1 * - 0o
? Jw’ )Y (1=Ré2)dz = —p_ Np(ug,wy)  dans L=(0,T ; L*(%))
0
(3.15)
/ 1

/gNg(u w?)(1 — Réz)dz =0 dans L*(0,T ;L*(%))  (3.16)

0

Preuve

Les estimations & priori énoncées dans la proposition 3.1, montrent que
f ~5-(w® )(1— Rz)dz est borné indépendamment de § dans L>=(0,T ; L3(%)).

Il en résulte qu’on peut extraire une sous suite convergeant faiblement * dans
cet espace. D’autre part, les conditions de transmission permettent d’écrire

1825
st+52//52a2 s,()dCde

Pour tout (s, z,t) € ¥ x [0,1] x (0,T). Par conséquent, le passage a la limite
au sens des distributions donne

w’ (s, z,t) = w’ (s,0,t) + 5z

1

/ (1w )(1 — R82)dz — 47(T)

ce qui implique aussi que

Yr(@y) € L%(0,T ; L*(%)).
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La deuxiéme convergence peut étre démontrée en adoptant une démarche
analogue. Pour montrer la troisiéme convergence, on pose dans le probleme
variationnel mis & l'échelle (3.10) v, = 0, ¢, = ¢_ = 0, ¥_(s,2) =
(529(3)§, ou 6 est une fonction réguliére indépendante de z. 1l en résulte
que b, ((wi)’, w+) =0; ay (wi, w+) =0et N, (ui,wi, 90+,w+) =0.
On multiplie alors (3.10) par une fonction ¢ € D(0,7) et on intégre de 0 a
T. Les estimations a priori, I'inégalité de Holder et les injections compactes

dans les espaces de Sobolev montrent que

b0 (W), ¢_) — 0
N? (u(s_,w‘s_,gof,zﬁ,) — 0

quand ¢ tend vers zero dans D’ (0,7). En passant a la limite dans (3.10), on
obtient

/T/H(S)C(t)/l (7%;:15_) n M_,yg(wi)> (1 — Rbz)dz dsdt — 0

quand § — 0. Comme 60(s)((t) € L'(0,T ;L*(X)), on obtient le résultat
(3.13).

On va maintenant montrer (3.14). En tirant profit du fait que N2(u’, w?)
est bornée dans L>(0,T ; L*(Q_)), on déduit que

1
/e‘sT(u‘s_)(l — R62)dz est borné dans L*®(0,T ; L*(X))
0

d’ot, pour une sous suite, on a la convergence faible * dans L>(0,7T ; L?(X)).
En exploitant les conditions de transmission, on écrit au sens des distributions

1
/e‘ST(u‘;_)(l — Réz)dz — Oir _ R(s)tuy,

0

quand § — 0. Par conséquent, cette convergence est satisfaite dans L>(0, T ; L*(2)).
Par ailleurs, en utilisant un résultat de compacité, on déduit que

w’ —w_ fortement dans L (0,7 ;H*°(Q.))
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quand 6 — 0, pour tout 0 < T' < oo et tout € > 0. En particulier, il s’ensuit
que

ow’ O
95 Os
quand 9 — 0. En utilisant les injections compactes dans les espaces de Sobo-
lev, on déduit
@ — du- fortement dans L> (0,7 ; LP(Q2_))
Js ds T N

quand 0 — 0, pour tout 2 < p < +o00. Il en résulte

fortement dans L* (0,7 ; H'~*(Q_))

0s 0s

quand 6 — 0. Ainsi, comme @W_ = W, |y, on conclut

9 \ 2 =\ 2
< _w_) — (aL) fortement dans L (0,7 ; LP(£2_))

1

5\ 2 o\

/(a;u) (1-R82)dz — (a;v+) faiblement * dans L% (0,7 ; L*(3))
s S

En combinant ces résultats, on déduit (3.14).

Nous allons maintenant montrer la convergence (3.15). On consideére le
probléme variationnel (3.10) avec le choix particulier des fonctions test sui-
vant 19, =0, _ =0, p, =0, ¢p_, =0et p_,(s,2) = 6°0(s)z, ot § est une
fonction réguliere indépendante de z. Ainsi, en multipliant par ¢ € D(0,7)
et en intégrant de 0 & 7', on obtient quand ¢ tend vers zéro

// /( Nyy(ul,wl) + N (ul, w )) (1 — Roz)dzdsdt — 0

d’ou
e
/(52NN(U w )+M_Ng(u5,w5)) (1—Réz)dz — 0 faiblement* L> (0,7 ; L*(%)).

Finalement, en adoptant une démarche analogue, on obtient la derniére
convergence. En effet si 'on choisit dans le probléme variationnel (3.10) les
fonctions test ¢, =0, ¥_ =0, . =0, o_, =0et p__(s,2) = 5*0(s)z , ot
6 est une fonction reguhere indépendante de z, on obtient (3.15). O

On peut maintenant passer a la limite dans le probléme (3.10). On va
montrer que (U, w) satisfait un probléme de Cauchy-Ventcel.
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3.5.2 Le probléme limite

Sous des hypothéses de convergence faible sur les données, nous allons,
en choisissant des fonctions adéquates dans les équations écrites sous forme
variationnelle, obtenir le probléme de Cauchy- Ventcel vérifié par (u, w) .

proposition 3.4 On suppose que les conditions initiales verifient les conver-
gences faibles suivantes

1
(w?f,/wo‘;dz) - (wh, wi|g) dans H*(Qy) x H*(X)
0

1
(w}f,/wiédz) —  (w¥, w? |g) dans H'(Q) x H'(X)

0
1 [ ow'
5/ - dz — w*™* dans L*(X).
0
1
u®, /u(i‘s dz,/u(i‘sl,dz —  (u, ui, |5, 0) dans [Hl(Q+)]2 X [Hl(Z)]2
0

1 1
uf, /uw dz,/%u‘sydz — (uf, u***) dans [LZ(QQ}Q X [L2(E)}2
0 0

alors, la sous suite u’. (respectivement w’.) converge faiblement * dans
L>®(0,T ;U%(Q)) (respectivement dans L=(0,T ; W°(€,.)) ) vers uy. (respectivement
w,) qui satisfait le probléme de Cauchy-Ventcel

w, € L™(0,T;W(Q)), (wy) € L®(0,T;V(2)), (%) e L*(0,T; L*(%)),

Uy € L2 (0,T5U(Q)), (@) € L™ <0,T; [LQ(Q+)}2> (Hiey) € L (0,T; LA(X))

oo [Ty | +om [T o)) + oy (@000, ] + oo [(@0)y)'
+p+ [b-i- (('L/D+)/> ¢)], + P [bE ((7:(74_)/, 1/1)]/ + a+ (1’174_, ¢) + ax (ilv)-i-a ¢)
+N+ (ﬂ-i-?w-i-a 90+,1/J+) + NE (ﬂ-‘ra'&vj-‘rv %W = 07
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V(p, ) € U(Qy) x W(Qy), avec les conditions initiales :
u(0) =ul , (Uy)'(0) = uf, w4(0) = wi , (04)(0) = wy dans Q.

ow,

B (0) = w, (@,(0) = wis, (CoEy(0) = wi, (@)(0) = s, (7)(0) = wsurs
ot
_ _ 1 _
ag(Wy, ¥) = /E{E <’7T(w+)’7T(¢) + m’?’s@hhs@)) ds
_ B ow, oY  Ow, N
bel@s0) = /2( Js 0Os N v 8y)d8
e M o0, 00
Ns(iin, @ 0) = B- [ NGl @) = R(s)e, + 5 )ds
Preuve
Soit ¢, € W(Qy) et o, € U(Q4). On suppose que ag—: est bornée

indépendamment de § dans H*(X). On écrit le probléme variationnel (3.10)
en faisant ce choix de fonctions test :

b = Yy dans . D dans €2,
Yyt 52&5—: dans Q7 (s, 6p,,) dans Q_

Pour obtenir le probléme limite, on fait tendre ¢ vers zéro dans le pro-
bléme variationnel ainsi obtenu. Le passage a la limite s’effectue sans aucune
difficulté dans a (wi, d)) et by ((wi)’, 1/)) et 'on obtient

a4 (wiﬂh) — a4 (me w+)
/ ~ !/
(b+ ((wi)la ¢+)) — (b+ ((w+)', ¢+))
au sens des distributions, quand § — 0. On passe ensuite a la limite dans
N, (ui, wi, ¢, ) en ayant & surmonter une difficulté liée & la présence des

termes non linéaires. Les outils utilisés sont I'inégalité de Holder et I'injection
compacte de H'(€,) dans LP(£2,), p > 2 qui nous permettent d’obtenir

ow’ \” ow, 2
( +.) — < ) fortement dans L (0,7 ; L*(€.))
ow,

o Ox

ow’ \? ’
( a;) <_8y ) fortement dans L* (0,7 ; L*(€2))
ow’. Ow’, _, Ow, duwy

—— " L>* (0,7 ; L*(Q
9r oy or oy ortement dans (0,7 L*(Q4))

7



Il en résulte la convergence de N (u‘s_, w’, ¢, ¢,) vers N, (EJr, Wy, @y, ¢+)
dans D’ (0,7).

D’autre part, grace aux résultats de convergence faible (3.11)-(3.13) éta-
blis dans la proposition précédente, on montre que

(0 (Wl ) — (bs (@), )
a’ (w‘s_, wi) — ay (@+; ¢+)

dans D' (0,T) quand 6 — 0.

Il reste maintenant & démontrer que N° (u w’, o_ ) converge vers
Nx;(uy,wy, oy, 1, ). Cette étape de la demonstratlon est assez délicate vu la
présence des termes non linéaires d’une part, et le fait de se heurter & des
produits de limites faibles d’autre part. Pour établir ce résultat, on commence
par analyser le premier terme de N9 (ué_ oo w_) . On montre alors que

1 0w d
// {NtS ud w? /;;NN(U w‘s)} {eﬁ}(g@)+ (1= Ro2)? ;j;_ ;DS_ (1—Réz)dsdz

N ¥ dw, O
2 T + +
(1) / Nr (i, @)~ Ris), + St 20t yds

En effet, d’aprés les convergences (3.14),(3.15), il est clair que

2/0/1 {Ng(ué’“ﬁ Nyl wl )1 €.(¢ )(1 — Réz)dsdz —

(1= [ Mol @) (25 = Rish.,)ds

au sens des distributions quand § — 0. Il reste & démontrer que 'intégrale

1
o 1

// [N%(u‘s,w‘; = NGl w )1 [(11;&)2 g;* ags] (1 — Roz)dsdz

50

converge vers (1 — ?) [i, Np(iiy, w,) 22 %2 ds. D’abord, observons que
8w+ oY 8w+ oY
N T O gs— [ N owy Y.
/ 1 04) =500 = // 1y, 04) 5= 55 dsdz
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Il suffit alors de montrer que

// { {N‘s u® w’) + ’g—;va(u‘i,wi)] {(1 — 252)2 agf 858‘} (1 - Ré2)

8w+ 31/}
Js Os

Pour ce faire, on écrit cette derniére expression sous cette forme

/ / { [t w8+ S s 00| [ e ) 0 -

dw,. 0, _
(0= N ) T s =

— (1= p?)Np(uy, wy ) —— } dsdz — 0.

/ /1 HN%<u5,w5> = N w >] (1—Réz) — (1— )NT(U+7w+>} 3(;0;85#; deds

+//[NTu ut) + i Ngl uf)| 1 s

1 ow’ O w0,
(1 —Rdz)2 0s Os Js 0z

} dsdz

En multipliant par une fonction ((t) € D (0,T) et en intégrant de 0 a T';
en utilisant 'inégalité de Holder et les injections compactes dans les espaces
de Sobolev, on obtient

[ 1 { (N300 00 ) 4 5 NG 0 00 )] [ o 2] (0 )

00
(1= p2)Np (g, )22 5 ((t)dsdzdt| <




T

o 6

+ / ’ (N:‘;(u‘s7w6) + %N]{;(U57 wé)) (1 - Roz) H gf;
J L2(0) L3(Q-)

Lot Oy
o e LS O
Ls(.)
T 877/1

e[ 008 )+ 5N ) 1= R3] [

J (2-) Js L3(Q2)

6 ~
y ‘ dwl  Owy

L8(Q-)

Examinons maintenant le comportement de la premiére intégrale se trou-
vant dans le membre de droite de I'inégalité ci dessus quand ¢ — 0. Compte
tenu du fait que aé”—;%ﬁ (t) est dans L'(0, T'; L?(X)) et utilisant les conver-
gences faible * établies dans la proposition 3.3, on montre que cette derniére
converge vers zéro, par définition de la convergence faible * . Le passage a la li-
mite dans les autres intégrales se fait en se basant sur les injections compactes
dans les espaces de Sobolev et les estimations & priori établies dans la pro-
position 3.1. En effet, comme w’ — w_ = w, | ¥ dans L>®(0,T ; H%(Q_)),
on déduit que

ow’ ow
g;— SN g:r faiblement x dans L>®(0,T ; H'(Q2_))
En utilisant un résultat de compacité, on obtient
ow?® ow
(;U— - (‘;U+ fortement dans L*=(0,T ; H'(Q_)), Ve >0
S S

comme en dimension 2, on a l'injection
H'™(Q) — LE(Q-)
la relation ci-dessus implique, pour ¢ petit

A

oo .76
55 9% fortement dans L*(0,T ; L°(Q2_)).
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Lo o,
0s 0s S
du fait que H'(Q_) — L3(Q_), on déduit que aw_; est borné par rapport a

§ dans L>(0,T ; L3*(Q_)). De plus, sachant que ‘ aép_; L )a;”—: PP

, la fonction 8;—; est alors bornée indépendamment de ¢ dans L3(X). ( Ceci

De plus, (1 — Réz)

* fortement dans LS(Q2_) et compte tenu

provient de l'injection compacte H'(X) — L3(X) et du fait que a(;p_: est
bornée dans H'(X) ).

Par conséquent, tenant compte du fait que N2(u’, w?) + EZ N2 (u?, w?) est
borné dans L*>°(0,T ; L*(2_)), on conclut que la deux1eme et la troisiéme
intégrales du membre de droite de I'inégalité ci-dessus convergent vers zéro
quand ¢ tend vers zéro. 1l vient

1

b 0wl 9y
I/ [N%(u‘s,w‘s)—i—?Nﬁ,(u‘s,w‘s)} (1 - Roz) =

¥ 0

0
(1—p /NT Uy, Wy ) 6’u;+ (;p;d dz

au sens des distributions quand § — 0.
De la méme maniére, on obtient

1 ow’ 0 ow’ 0
//? [Ng(u‘s,w‘s)] [2655@0) — (1 - Ré2)7Y( g;_ (;/;_ + ;UZ_ oi?ps_)] (1 — Réz)dsdz

— 0,

1
1 ow’ 0
//5—2[ (N3 (u®,w®) + p_ N2 (u’ wé)} {6?\/(90_)—1- gjz_ (;Z)z_} (1-Réz)dsdz — 0,
50

ce qui permet alors d’avoir

N? (u w’ , O )—>Nz (ﬂ+,@+, 90+;¢+)

quand § — 0. Finalement, un passage a la limite dans les conditions initiales
montre que
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(E-H 90+)Q+ (O> + (a-i-ﬂ <)0+T)Z (0) = (Uj_, 90+)Q+ + (U:T, SOJr‘r)E

(s, 90+);2+ (0) + (@, 90+)lg (0) + <ﬁ7+>¢+);)+ (0) + (@+a¢+)lz (0)
b (e 0,) O b (0 6,) 0) = (1), + (15 ) +

(W) g, + (Wi oy )y + (Vo Vey ) + (w ’8_;)2 i ( s ’8_;)2

Remarque 3.7 Lorsque 0 — 0, toutes les formes écrites sur )_ se com-
portent comme des formes sur X. Celles-ci représentent l'effet asymptotique
du raidisseur sur le bord de la plaque et traduisent l’energie de déformation
de celui-ci.

Remarque 3.8 Une question particuliérement importante serait de démon-
trer 'unicité de la solution du probléme limite obtenu ci-dessus. En effet,
l"unicité de la solution entraine la convergence de la suite (u‘s, w‘s) toute en-
tiere et pas seulement celle d’une sous suite. Il serait intéressant de reprendre
Uanalyse effectuée par I. Lasiecka dans [25] et l'adapter a notre cas, bien que
les mouvelles conditions aux limites non linéaires de Ventcel induisent des
difficultées techniques supplémentaires.

Remarque 3.9 Le probléeme limite obtenu est équivalent au probléme aux
limites

py(uy)” — div{Cle(uy) + f(Vwy)]} = 0dansQy x (0,T)
p[I — Al(wy)” + DA*w, — div{C[e(uy) + f(Vwy)Vwy} = 0 dans Q. x (0,7)3.17)

avec les conditions de Dirichlet sur le bord I';

_ _ o
U =0, @y = % =0 sur I, x (0,7) (3.18)

et les conditions de Ventcel sur ¥ x (0,7)

0

' (Cle(@y) + f(Va)))v = p_ (ﬁw)” - E—& [Nz (U, wy )] (3.19)
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W (Cle(uy) + f(Vay))v = p_(@y,)" + E_R(s) [Nr(iy, @1)]  (3.20)

. ~ - ow
D[Awy + (1 — p)Biwy] = —=Q(wy) — Pfa—; (3.21)
OAGD. 0Byw.] 0w . _ o
D |25 1 (= i) P |, S I+ (VT
0w, _ 0 0w
P [w+ -y ] + Plwy) - E- o [NT(U+,”LU+) 8_; (3.22)

ou ‘v (resp. ‘1 ) est le vecteur transposé ( resp. matrice) de v (resp. 7).
Avec (3.17) on associe les conditions initiales

T(0) = u (@) (0) =, @ (0) = wl L (@,)/(0) = wi* dans O

B (0) = s, (7 )(0) = g, (T (0) = ™, ()(0) = g, (7)'(0) = e surd

ou les opérateurs P et () sont définis par :

2 0
1+p_0s

P(@) = E- | (@) + (R(s)s()

QD) = B- | (@)~ Bls)ye(@)|.
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Chapitre 4

L’effet d’une couche mince sur
une plaque mince non linéaire

4.1 Introduction

On considére le systéme complet de von Karman pour une plaque mince

recouverte d’une fine couche élastique. On s’intéresse au cas réaliste ou la
rigidité et la densité de la couche mince sont supposées rester finies et ne
pas tendre vers I'infini pour compenser I’épaisseur de celle-ci. Pour des rai-
sons numeériques, on cherche & approcher ce probléme par un autre probléme
ne faisant pas intervenir la couche mince, mais de nouvelles conditions aux
limites qui rendent compte de son effet. On utilise la méthode des déve-
loppements asymptotiques formels pour identifier des conditions aux limites
approchées, dites de Ventcel, qui permettent de modéliser I'effet de la couche
mince. L’idée consiste a approcher la solution par la série donnant son déve-
loppement asymptotique tronqué & un ordre donné, les conditions vérifiées
par cette approximation sur l'interface fournissant les conditions aux limites
approchées recherchées.
Pour dériver ces conditions aux limites, on effectue une approximation d’ordre
1, correspondant a un développement asymptotique tronqué a ’ordre 1. Les
conditions ainsi identifiées sont celles obtenues par passage a la limite dans le
chapitre 3, mais qui dépendent cette fois- ci de I’épaisseur de la couche mince.
Notons enfin que I’approximation d’ordre 0 ne présente que peu d’intérét, car
elle revient a négliger totalement ’effet de la couche mince.
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4.2 Position du probléme

Soit Q, un ouvert borné régulier de R? de frontiére réguliére ¥ et soit
§ = 0 un parameétre. On définit dans R? I'ouvert

Q2 ={ze R dz3)<d}

de frontiere 90 = XU’ ou ¥’ = {z € R?, d(x,X) = §} et ou d désigne la
distance du point # au bord ¥. On note Q° = Q_ UXUQ? la surface moyenne

de la plaque constituée par I'assemblage de la plaque €2, et la couche mince
Q.

_— T
- ——— T . 3

-/_/" J.a"'/-' ‘-I"H_ .\\'L
.. - a7
o) - -
\"u ‘-Hx"'\-\. -'-"-z.-./ -*f\:\\
el T—— - &
o —
Figurs <11 La plaqus st la couchs mince

En désignant par u = (ug, uz) le déplacement plan et w le déplacement trans-
versal de la plaque, le systéme complet de von Karman pour cette structure
s’écrit :

pu” — div{Cle(u) + f(Vw)]} =0 dans Q° x (0,T), (4.1)
plI—AJw" +DA*w—div{Cle(u)+f(Vw)][Vw} =0  dans Q°x(0,T), (4.2)

avec les conditions du bord libre sur 3¢ x (0,7)
Cle(u) + f(Vw)ly = 0,

D [Aw + (1 — p)Byw] =0,
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D

1— _ _
v + 1= ds P ow
On définit aussi les conditions de transmission sur ¥ x(0,7") par

=0, [ = || 52]] =0

[Cle(u) + f(Vw)lv]] = 0,
[D[Aw + (1 = p)Byw] ] = 0,

[p[%5+ - wP52] - %~ cletw + svwiva] | <o,
(4.4)

ou [[ |] désigne le saut a travers . On associe avec (4.1) et (4.2) les conditions
initiales

u(0) = ug , u (0) =uy, w(0) =wp, w(0) =w, dans Q°. (4.5)

On désigne par e(u) = 1/2 (Vu+ V' u) le tenseur des déformations linéarisé
et C' une application linéaire de I’ensemble S des tenseurs symétriques d’ordre
4 dans lui méme définie par :

C(¢) = D [utrd)Is + (1 — p)(]

V (€S, Is étant 'identité dans S. La fonction f est définie par
f(s)=(1/2)s®s, s € R?

On note D = %2) le module de rigidité de la plaque a la flexion ; E désigne
le module de young, i le coefficient de Poisson et p la densité de masse du
matériau. On suppose que E, u et p ne dépendent pas de § et qu’ils valent
respectivement

o E, dans Q; _ oy dans Q4 P p,  dans Q4
E_ dans Q9 p_  dans Q0 7 p_  dans Q9

Par conséquent, D sera noté D, ou D_ selon que 'on se refere a €, ou .
On note s 'abscisse curviligne et v(s) = (v1(s), v2(s)) la normale extérieure
a Y en s . Les opérateurs de traces B; et By sont définis par :
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O*w ,Pw  ,0%w

Biw = 214 520y — vy e 2 922
0w *w  J*w
_ 2 2
Bow = (n-n)ga +vinlGgs = 5a)

4.3 Formulation variationnelle

Comme au chapitre précédent, on écrit notre probléme sous forme va-

zzzzz

a supprimé les conditions d’encastrement, la formulation faible s’écrit de la
méme maniére. Plus précisément :

w e o015 (H(@)")n ¢t (0,1; [129)])
w e C(0,T;H* Q)N C* (0,T; H(Q))

Pl 9)as) + (Cle(w) + F(Vw)], e(p))gs = 0, Voo € (H'(Q))*

p U ¥)gs + (V', Vi) gs] + a(w, ) + (Cle(u) + f(Vw)][Vw, Vi)gs —(0, ;w € H*()
4.6

avec les conditions initiales (4.5) et ou :

Pw  Pw\ 0% OPw 9%

0w 0w\ 0%
Q5
i <8y2 +“(9w2) 0y2}d

k

(,), désigne le produit scalaire dans [L*(D)]", k € N.

4.4 Changement d’échelle

La dérivation des conditions aux limites approchées repose d’abord sur
un changement d’échelle a I'intérieur de la couche mince qui permet d’enlever
la dépendance de la géométrie du probléme vis & vis du petit parameétre 9.
On introduit donc une paramétrisation en coordonnées locales et on dilate
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% d’un facteur % dans la direction de la normale, dans le but de se ramener
a un ouvert fixe.

Soit 7 le vecteur unitaire tangent & ¥ en s ( s étant I’abscisse curviligne
) de sorte que la base (7,v) soit directe. On désigne par R(s) la courbure
de X en s. On effectue le méme changement d’échelle que celui du chapitre
précédent, c’est a dire :

(4.7)

QO —Q°
(s,2) — X = s+ dzv(s)

ot Q- = ¥ x ]0,1[. On identifie ¥ avec X x {0} et on note ¥_ = ¥ x {1}
I'image de X° .

On désigne par u? ,w’ , ¢_ et 1_ les images associées, respectivement
awu, w, ¢ ety par le changement d’échelle précédent. Plus précisément

)

—

§ . [ > N
U_ =tgs , W_ = Wgqs , P =¢, ¢_ T IZ)»

On considére les espaces fonctionnels

(Vy, ) € HX(Qy) x HX(Q) ¢4 s =5 }

Wﬁ(Q):{ T TR
o, |0 I

sy ] (W) € HNQu) x HYQL) 5 Yo = Yys, }
Vo(Q) = { Gor =0 e =0
U‘S(Q) _ { (pr,p ) € HY(Q,) X£{1<Q,) P s = P }
O_1x =00, s

Soit 1) € W?(£2), on définit

0 0 B
Yr(y) = (1- Réz)*% ((1 - R(sz)la—f) — R(1— Raz)la_f
_ 0 10y
() = ~3s ((1—352) 1$>
62
AW = 2%
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et afin d’écrire commodément le probléme variationnel mis a ’échelle, on
pose

1 ow’

S8 &\ _ 5.8
NT(U—7w—) - GT(U—)+2(1_R52)2( 88)
ow® ow’

S8 6\ S8\ (1 _0w? Jw?.
N(u’,w’) = 2eg(u’) — (1 — Rdz) 9 94

s
Ny ut) = efud)+ (2o

0z

1 ow’ O_

Nip.vul) = o)t T s 8 5

L owt oY Ay owl
Ni(p,g,ul) = 26l(p.) — (1 - Roz) (== + 200

ow®
Ny (g, w’) = GESV(SD’)JFWW

[ ) 6 G - A 6 . 6 __
En notant par u’ := (uf,u 9 et w? : = (wl,w?) ;on vl =ujq, ; w, =

wiq, , on déduit que (u’,w?) est solution du probléme variationnel :

€ C (0, T;U(Q))NC" <O,T; [L2(Q)]2) L w’ € C(0,T; WH(Q))NC* (0,T; VA ()

PO [ Y R [ (7 N0 R O [ (S T A P (A R Pl
+pi (by (W), 902)) +0p (02 (), v_)) +ay (wi, vy) +al (wl, Y)
Ny (u, wl, oy ) + N2 (ulwl, o ) =
V(p, ) € U°(Q2) x W(Q) (4.8)

avec les conditions initiales
u’(0) = ug , (u°)'(0) = ug, w(0) = wf , (w’)'(0) =w) dans Q

et ou

(@) Vo = [ (ot gou o) (= R2)isa
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(w’, 7)9, :/ w’ (1 — Réz)dsdz,

02w N 0w
5 _ D / gy £ 21— .
ar(wi, ¥y) * {( Ox? +M+ 3y ) 0x? +2 M+)8:c8y aﬂ?ay—i_

O*ws, O*ws. 0%,
(a—yg 5 )8—y2} Sy,

it vy = o0 [ (A0 + ) et + 20 - o) BUE A
(% + u_v‘%(w‘s)) %} (1 — Rdz)dsdz,

biud, ) = [ Vol Ve, do..
+

1
- 00 9y 1 0w 9y
= //{ 1 — R(SZ 68 as ?W@} (1 — R(SZ)deZ,
0 X

N, (uia wi, Pt 7/)+) = <C[€(U+) + f(Vw+)], ‘5(90+ > +<C ) + f(Vw+)]Vw+, V¢+>

N2 (ul w’ o 1p_) =

6EM2_/Q {[Nau o 62N1‘§[(U_,w )] Np(p, 9, w?)

— )
262

+ N§(u, w’ )Ng(p, ¢, w’)

+512 L;lz(N‘s (u, w?) 4+ p_Np(u’, w )} N]‘%(go,@b,wi)} (1 — Réz)dsdz.
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4.5 Deéveloppement asymptotique et condi-
tions aux limites approchées

On utilise la technique des développements asymptotiques multi-échelle
pour identifier des conditions aux limites approchées sur ¥ qui rendent compte
de Veffet de la couche mince. I.’idée consiste a approcher la solution par la
série donnant son développement asymptotique tronqué & un ordre donné, les
conditions vérifiées par cette approximation sur ¥ fournissant les conditions
aux limites approchées recherchées.

Contrairement au chapitre 2 ot I'on a effectué un développement asymp-
totique & partir des équations et des conditions aux limites du probléme,
nous allons ici exposer une méthode qui consiste a faire un développement
asymptotique a partir de la formulation variationnelle. Ces deux méthodes
sont bien entendu équivalentes. Seulement, la derniére en question est bien
plus rapide quoique elle est moins explicite. Nous avons choisi de 'utiliser ici
vu la complexité du probléme de von Karman.

Pour mettre en oeuvre notre processus asymptotique, on développe d’abord
les formes a’, b’ et N° en puissance positive de §. Les opérateurs v5, v%
et 74 se développent de la facon suivante :

V(W) = 577 (6) +AH0) + () + P(w) + 59 + .

avec
17 w) = R 2 ) = 8~ hr() 2,
() z% (R(s)g_f) L R(S)% RN )Z_«f’

(1) = %( 2R2(s)g—f)+ 2R( )% (R(s)g_f) 2R )%_ SR )g_@j



d o

si bien que la forme bilinéaire a° s’écrit :

a’(w’,p_)=D_ [ S3AB (W )+ 52A 2 (we ) + 0P AT (Wl o)
0
+AY (W) + A (WP, )dsdz

ou :

Yot (W )YF () + 4 (w )yz (o) + e (W (w )y () +
"VE (o)) — ZR( ) (v (W )yt (v)
(1= p)Ys(w )vg (@),

! (w? w? )y9.(¥?)
o (Y (W) v () + 7%(w5)7?v(¢_)) +2(1—p_ )'ré(w‘i)'ré
YR (W) (V) + (;7 w’ %

Par ailleurs, la forme bilinéaire b’ admet le développement suivant en
puissances de ¢ :

V(g ) = D / 2B (w’ )+ 6B ()
Q

+B%(w’ ) + 0B (w’, ) + ...dsdz
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avec
B (w’,¢)

B~ (wl,¢_)

B (w?,y_)

B'(w’, )

0z 0z
ow’ O
—1i(s)z 0z 0z
ow’ O
Js 0Os '’
ow’
R(s)z 5 Bs

On va maintenant écrire le développement de N°. Les composantes du ten-
seur des déformations mis a I’échelle s’écrivent

1
en(p) = Se;l(go) + €0(p) + den (@) 4+ 22 (p) + e,
e%(gp) = e2(p) + es() + 0%€2(P) F oo
ex(p) = ex ()
avec .
- o,
GTl(SO) = —p_R(s); €0T(90) = s 232(3)90_1, 3
dp_. =z
1 _ T _ .2p3 .
GT(SO) - 88 R(S) z R (8)90—1/7
Op_
&lp) = PR()ZL-Rp,
1[dp_,  Op_.
eoS(SO) - 5[85 82} ;
1 dp_,
o) = 5| Reho, + R(9:75=]
1 Do
€5(p) = 3 [RQZsDT + RQZQ%]



ce qui permet d’écrire le développement en puissance de § des termes consti-

tuant la forme N° (u®,w’,p_ ) :

N2(ul w®) = 6 'NpU(ul,w?) + N2, w’) + ONF(u’ ,w’) 4+ 6 No(u® ,w’) + ...
Ni(u® ,w®) No(w® ,w®) + ONE(® ,w’) + PN (ul ,w’) + ...
Ne(uf) = Nyl )
Np(o, v, w’) = 07 Np (i, 9, w’) + Np(o, v, w? ) + ONg (0,90, w’) + 8N (g, w0’ ) +
Ng(p,v,u’) = Ng(p,v,u’) + 0Ns(p, v, w’) + N5, wl) + ...
Ny(p,,wl) = Ny(p,,wl)
ou
Np'(ul,wl) = ep'(ul),
1 /0w’ \>
Ml o) = )+ (G )
5\ 2
Ni(ul,w’) = eb(ul)+ zR(s) (8;1;)
3 owd \*
Mt = )+ 3R ()
Nt (e, w’) = er'(p),
Ow’ Oy’
0 5y _ 20 -ov_
NT(907¢7U)7) - ET(¢)+ Os 687
ow? O
1 5y 1 — =
NT(907¢7U}—) - ET(90>+22R(8) B (98’
ow’ 9y’
2 5y 2 2 -
NT(907¢7w7) - ET(QO)_FS R ( ) Os 887
ow’ ow’
00,8 8\ _ o045y _ W OW_
Ng(u®,w?) = 2eg(u’) 95 55
ow’ ow’
N’ w’) = 2eh(u’) — zR(s) 5 95
owe. dw*
205 5\ _ .20 2 2 _ ow_
Ni(u®,w?) = 2eg(u’) ZR(S)( Ep az),




g s
Ng(p,h,wl) = 2sg(¢)_(3w@¢ 8w5¢>7

8554_ 9z Os

owl o ow O
Ni(p,,w’) = 2e5(p) —zR(s)( B g_|_ o g)

ow’ 0 ow’ o
Ni(p,,wl) = 2s§(¢)—z232(3)< ds a_;M 9z 5)’

ce qui permet d’écrire :

Nf(uéw,so ) =D_ [, 6Nl w’ o )+ 0Nl wd o )+
SN s wl o )—l—/\/'_o(u_,w_,go_,zb_) SNl wl o ap )

avec

N3l w1 ) = N (ud, w’ )N (¢, 1, w?),

N2l wl o ap ) = p N (u, w )Nyt (o, 0, wl )+
p Nyt (ul w ) N (o, v, w )—ZR(S)N%(U‘Lwé_)Nzov(@ﬂ/f,wf),

P, we )+

N Wl wl o p ) = Npt(ul, w )Nz (o,
Ve, w)) +

)N7
pi (Ny (ul,w )No(so b, w5)+ Np(u®, w? )Ny,
S(u®, w’ )NY(p, v, w’)—
R(s)u_ (N, w? YN (o1, w” ) + Nyt ,wf YN (0,6, w? ) |

Nl w? o ) = Np'(ul, w )Np(p, ¥, w’) + Np(ul, w? )Np (¢, 9, w?)
+p (NR (u?, w? )NF (0,90, w2 ) + Np(ul, w? )NR (0,90, w?)
== (N3(ul, w )Ni(p, ¢ w?) + Ng(u® , w? )Ng(p, 10, w?)
—zR(s) (Ng* (ul, w2 )Nz (¢, ‘i) + e (NR(ul, w )Np(p, v, w? )+

Hn_
NP (u?, wf )Ny (p, 6, >) + NS wf NS, )

95



Nl o ) = Nyt(ud,wd )N (p, 1, w’ )+
Np(u?, wh )ND(p, v, w?) 4 Ny(ul, wh )N (i, 00 )+
p_ (NJ(u, w’ )N2(p, ¥, w’ ) + N} (u® , w )N% cp,w,w‘i)) +
e (NS (ul, wh )N (p, %, w?) + N3, w® )N3 (i, 9, w® )+
N’ w )N, 9, w’))
—2R(s) (N (ud, w? )N (g, 9,0 ) + N9 (u®, w? )Ny (g, b, w?)
A (NS (ud w0 )N (o, 9, w’) + Nh(ud  w? )N (0,9, w))

= (NR(l, w? )N (p, 6, wl) + Nl w? )N (p, 6, u?) ).

4.5.1 Une hiérarchie d’équations

On suppose que la solution (u,w) et les fonctions test (¢, 1) admettent
des développements asymptotiques formels en puissance positive de 9, de la
forme

w® = w’ + Sw' + 82w+
W =ul +out + 0%
@ =+ 0t + 82 4

On conviendra d’indicer par + ou - les différents termes de ces développe-
ments ou des données initiales suivant que 1’on considére leur restriction a
Q. ou Q_. Pour simplifier, on suppose que ¢* = ¥ =0, Vk > 2 et que
go’j = wi = 0, Yk > 1. On suppose aussi qu’il existe des fonctions w7,

kookok kokk 4 P
wi, wi™, v, vl et ul™ indépendantes de 0 et vérifiant

wi € HAQ), ) [s€ HX(S), wi € H'(Q4), w |ve HM(E), wi™ € IA(S),

2

wt e [HY(Q))?, )y [se HY(D), vt € [L2(Q)]7, vt e [LA(D)]
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et telles que :

0 _ * ) ok
wy, = w+,/w0_d2—w+ s,

wy = oy [l di=()els o [d)-d =0,
0

En injectant toutes ces expressions dans le probléme variationnel mis a
I’échelle et en identifiant formellement les mémes puissances en §, on abou-
tit & une hiérarchie d’équations qui permet de déterminer de facon itérative
les termes du développement asymptotique. Afin d’écrire ces équations, on
introduit les notations suivantes :
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- . 1 o= O k!

T2, 0
=0

k _
- 1 Z ow' oY=t gyt Guw
Ny(pw,g) = eX(eh) + 2 (8z 0z + 0z 0z >

k
~ _ 1 n—+1)! L Ow' = Qwh!
Nww) = Y gt ¢ 233 O O TOU

k k - -
) ) n 4+ 1)! . awlin 8¢k l a¢l n awk l
Nipww) = 3 )+ 33 " gy ( s 0s | 05 0s

n
=1 n=0 [=n
k k
- 1 ow'=" owr=t  dw!" Qwk!
k _ I n
Ng(u,w) = QZX(;&?S(u )+ 5 ;;(Rz) ( 9 02 + % s >
_ k ( +1
Sitaw) = 234w+ 33 oy
(9wl " okl N o Qwh N Ow' =" O N oY k!
Os 0z 0z  Os 0z  Os 0z  Os
La hiérarchie d’équations obtenue est alors la suivante :
/ {A’S(wo,,zbg)+N]%(u,w)]\7]%(g0,w,w)}dsdz = 0, (4.9)
Q.
: { A7, 9l) + A7 (wl, 92) + A7 (w2, 92+
N8 (u,0) [Ny (9, w,0) + p_ N7 (2,0, )] [ i N, w) | Ny (o, 0,9)
—2RN3 (u, w)N% (0, w, w)} dsdz =0, (4.10)
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/Q A (1) + A7 (2 90) + A2, b)) + A2 (wh, 00) + A (w?, )

(W), + o (B2, 00)) + [NN<u w) + N, w)| Ky (i, w,0)+

N (s w) + N7, w] N7 (o, w0, 0)+
|V, w) + i N7 )| N (o, w0,9) + Ny, w) [N, w0, ) + 1 N3 (i, w, )]
SE= NS, w) N, w, ) — 2R (Wi (u, w) [N (0w, ) + n_ N7 (i, ,0)] +

[N,l\,(u, w) + p_ N7 (u, w)} NS (i, w, @b)} dsdz =0, (4.11)

o (@2 0)g, |+ o (@D 04), |+ aswl v,) + N ul oy v0)
oo (bp(wl, v,)) + /Q {A (w2, 9h) + A3 (w?, %) + A2 (", L)+
AT, p0) + A7 (W, pL) + A7 (wl, g2) + A, )
()l + (uh,) Q2 + po (B2 (wl yh) + B2 (w!, 9?) + B (w?,¢%)) +
| V() + i N, w) | Ny (00, 0)+
V3 () + i N, w) | N (00, 0) + [0 NG () + N9, w) | N7 oy, 6) +

N (u,w) [N3 (0, w, 0) + p_ N (o, w, ¥)] + N (u,w) [N3 (0, w,0) + p_Np(o,w, )]
+N‘1( w) [N2(o, w,¥) + p_NE (o, w, V)]

2 (W80 0) N, ) + N, 0) N3,
—2R ([NJZ\,(U, w) + ,u_NT(u,w)] NY (o, w, 1) + [u NN(u w) + N (u, ] Nz, w, )+

[, w) + N7 )| N (o, w0,9) + NS, w) [N o, w0, 6) + n N2 (i, w,0)] +

R )N w0 ) sz =, (1.12)
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o [(@hyen)g }'+p+ ((wly. w+) ]’+a+<wi, V) + Nk ud, ol 0
4o, (by(wh, )’ / {A AT (wh ) + AT (w? Pl )+
AR + A7)+ A7)+ Ao+ AL

AR+ G0+ (2,0, + (el (w40

po (B2 (wh ) + B2 (w?, ¢%) + B2 (w?, ¢ + B (w?, gl)) +
po (B (wh u2) + B°<w9, 90)) + [Nk () + N, 0) | Ko, w0, 9)+
|V () + i N, w) | N (o, w0, 0) + [0 N3 () + N, w) | N7 (i, w,9)
N3 (u, w) [N (0, w,9) + 1 Np(p, w, )] + Ny (u, w) [Ny (0, w, ) + p_Np (o, w,9)] +
PR () [N, w,0) + 1N, w,)] + 5 (W80, 0) N (o, w, )+
NE(u, w)N8(p,w,0) + N3, w) Vil w, ) ) = 2R [ Ni(w, ) + - Np(u, w) | Ny (,0,0)
| VB w) + N, w)| Ny, ) + |- N () + N9(u, w) | N7 (i, w,00)+
Ny (s w) [N (0, w, ) + u_Np(p,w, )] + N3y () [Ny (10, w0, 9) + N (o, w0, 99)]

N7 (u,w) [Np(p,w, ) + p N (9, w, )]

(300 0) 0,0+ ) W3 0,0) ) oz =0, (4.13)

3

. 1,0 ,1 .0 .1 ‘ :
ot la forme N, (ul,uy,wq, wi, ¢, 9, ) est donnée par :
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1
NI (S, ul, wl, wy,op,0,) = <C[€(u1+) + i(ng ® Vw) + Vi @ ng)],e(go+)>
Q4

1
; <C’[€(u1+) FA(Vut @ Vul + Vol @ Vul)|Va!. v¢+> ;

Q4

(Cletut) + 570t & Vulvut, Vo, )
Q4

Dans la suite, on désignera par ui’ J (resp.wi’ 7) le développement asymp-

totique tronqué a ’ordre j de celui de ui (resp.wi).

4.5.2 Deétermination de ' et u°, conditions approchées
d’ordre 0

Nous allons maintenant calculer les premiers termes des développements
asymptotiques. Pour ce faire, on étudie les équations (4.9)-(4.12) et on tire
profit des conditions de transmission.

La premi¢re équation (4.9) permet d’exprimer w® en fonction de la trace

de w9 sur ¥ et de déterminer la composante normale de u’. En effet, en
choisissant 1 = w® et ¢° = u°, on obtient :

o, L0V (4.14)
0z 2\ 0z B '
%"
—F— =0 4.15
022 ( )
or, les conditions de transmission sur Y impliquent :
ouw®
— | X =0
0z |
’LUO, 8@09 Z 5240
et comme ——(s,2,t) = ——(5,0,t) + [ (s, ¢, t)d¢, alors (4.15) donne
0z 0z o %%
ouw’
— =0. 4.16
0z (4.16)

Par conséquent, w® n’est autre que la trace de w?r sur X :
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w®(s,z,t) =wl(s,0,t) VseX Vze]0,1[,vt€]0,T]. (4.17)
D’autre part, compte tenu de (4.16), (4.14) devient :

ou®
0z

en utilisant encore les conditions de transmission, on obtient :

=0

La deuxiéme équation (4.10) permet quand & elle, d’exprimer w® en fonc-
tion de w} et w} et la composante normale de u! en fonction de celle de uf.
Compte tenu des résultats précédents, celle -ci devient :

D_ A3 (wh %) + A2 (W, ) 4+ €% (ut )eQ (¢° )dsdz = 0,
o

ce qui donne

O*wl

=0 (4.18)
8 1

g;” ~ 0. (4.19)

Grace aux conditions de transmission, on a :

owt _ ouw?

Dz  Ov =

on obtient alors

0
Ow?

ov
D’autre part, 'équation (4.19) donne :

w' (s,2) = z 4wy s .

ul (s, 2,t) =ul,(s,0,t) =ul,(s,t) VseX Vzel0,1[, Vte]0,T].

Considérons maintenant la troisiéme équation (4.11). Elle permet d’ex-
primer la composante tangentielle de u° en fonction de de la trace de la
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composante tangentielle de u). sur . Elle implique :

!/ !/

! 0 ’a 0
/(ugy)/gpgydsdz + p_ /(;JZ) gzdsdz +

DPw? *w, owl\ 9*y°
ST e (G R0 ) G
0

u?, 1 [/ouwd\? o out. 1 /auwd\*\ | 9,
[62 +§<81/) +M_<_R(8)u+”+ Os +§(88) 82’+

(1- u_)a;ZT [852” + ang - 311);;(5) aw;z(s)} } dsdz=0  (4.20)
en choisissant : ) =0, ¢°, =0et ©°_ =u"_, I'équation (4.20) devient :
/Q <3SZT)2 dsdz = 0 (4.21)

ce qui donne
822‘7 —0 (4.22)

d’ot 'on tire grace aux conditions de transmission :

=l |5 .

Prenons maintenant ¢° = 0 dans 1’équation (4.20). On obtient :

(125 e (25— 200)| -

022 052 ov 022

ce qui donne :

9*w? 9?w? o’
02 - ( (3.9;r — R(s) 8V+>

et on déduit aussi que :

ou?, 1 (0wl 0 o, 1 [0\’
5 —la (a_) e <—R<S>“+v<3> +W+§(§)




On va maintenant étudier ’équation (4.12). Celle -ci, combinée avec les
résultats obtenus précedemment, va permettre d’écrire le probléme variation-
nel résolu par (ul,w?).

Soit ¢, une fonction de H2(,) et o, € (H'(22;))”. On suppose que ¢, et
¢, sont réguliéres sur X .
On choisit les fonctions test ¢° , ¥, ¢ et ! dela fagon suivante : 1% (s, z) =

0
Puls), ¥L5,2) = 20 (s), 0 (5,2) = oy (), 92, (5:2) =0, @l (5,2) =

0et o (s,2) =¢Y (s). L’équation (4.12) devient alors :

o [0 00 ]+ [0 0.)g, ] + sl v,)
oy (b+((w+) #’-}—))l + N+(u9r7w9rv py,1y) =0

Ceci permet d’énoncer le résultat suivant (noter que Wl =l et w0 =
+ + +
wY) :
proposition 4.1 Le terme (u}° ,w’ %) résout le probleme

;

w’® € L (0, T; H3(Q)) | ( ) e L (0,T; H'(Q))
w0 e [ <o T [HY() 2) ( ) € L <O,T; [L2(Q+)]2>
.0

P {<(uio)/7¢>ﬂjl+p+ {< QJ TP+ [b+ (( 60) ’ Q’Dﬂ/ +ay <wio7¢>
+N, (uio,w+ , ©, w> =0

6,0
wy
6,0
Uy

(4.23)
V(p, 1) € [HYQ,)]® x H2(2,) , avec les conditions initiales :

ub20) = wi L (u%°)(0) = ut*, wh°(0) = w' , (W %) (0) = w dans Q.

Formulation forte

La formulation forte du probléme (4.23) s’écrit
50\ . 5,0 50N
py vy ) —div{Cle(ul”) + f(Vw})]} =0 dans Qi x (0,T)

piI—A] (w(}r)/’+D+A2wi’0—div{0[€(ui’0)—i—f(Vwi’O)]Vwi’O =0 dans Q. x(0,7T)
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avec les conditions du bord libre sur ¥ x (0,7)
Cle(us®) + F(Vui)y = 0

D [Awi’o +(1— /L)Blwi’o} =0;

ov

8w \"
—py ( a ) — Cle(@®) + f(VW)w.Vul® = 0

ub0) = wt, (wh®)(0) = w*, Wl °0) = wi, (w}°)(0) = w** dans Q.

Le probleme vérifié par le premier terme du développement asympto-
tique correspond au probléme de von Karman posé sur le domaine €2, . Les
conditions obtenues ici sont en fait naturelles, elles consistent & enlever tout
simplement la couche mince. Elles sont toutefois inintéressantes puisqu’elles
ne prennent pas en compte l'effet de la couche. Elles ne sont satisfaisantes que
lorsque 1’épaisseur de la couche devient presque nulle. Il nous faut donc aller
plus loin dans notre développement pour aboutir & des conditions d’ordres
supérieurs et approximer ainsi ’effet de la couche mince.

4.5.3 Détermination de w! et u!

L’équation (4.13), combinée avec les résultats obtenus précedemment, va
permettre d’écrire le probléme variationnel résolu par (u}r, wi)
Solent ¢, € H*(2}) et ¢, € (HY(£2,))”. On suppose que wl ul ul, P,
et o, sont réguliéres sur ¥ et on prend : ¥°(s,z) = ¥, (s) ; ¥ (s,2) =

o

I/+ (S)v 90(17(87Z) = 90+T(3)’ QOQV(SVZ) =0, 901—7<sz) =0 et 901—1,(872) =
5, (5).

Avec ce choix de fonctions test et en remplacant w!, w°, u! et u® par
leurs expressions en fonction de wi,wS,u} et uf , 'équation (4.13) donne
alors :

z
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p+ [((U}r),, SO+)Q_J/ + p+ [((w}i—)la ¢+)Q+:|/ + a’-i-(w}i—a er) + Ni(“’ﬂ—’ u}p ’LUS_,U)_l,'_, SO+7 ¢+)

+py (b4 (wh, ¢+)), + - [((Ui)lﬂmr)z], +r- [((wg)’ﬂ/@)g], +r- (bz((wg),W)),
+An(wd, ¥, ) + Ne(ul, wl, 0., ¢,) =0

avec :
B owl oy owl o
bz(wgﬂ/})/z< 95 09 + 8; 8y)d8’
0 1 0
as(wy,¥) = /E (VT(YU+)’YT(¢)+m7s(w+)7s(¢)) ds,
3 0
N(u(—]lﬂw—i-?so@D /NTU+7 _S_R() v gj: 5@)8
et oll on a posé
Y N
Yel¥) = S - Rls)a,
_ _O0W _ p Y
1s(W) = Os Ov k() ds
0 1,0
Nr(pt) = S0~ Rs)p, + (50

Le terme (w!, u!) résout alors le probléme

p [y e)q, ] + o [((wty o ) J el )+ Nt oy v+

+py (b+(wi, V) ) [( ‘P+) } T [((w(}r),’w"r)Z],—i_’O— (bE(ngw)),
+A2( ,¢+)—|—NE(U3_,U}3_,§D+,’I7Z)+) =0
(4.24)
V(p, 1) € [HY(Q,)]” x H2(2,) , avec les conditions initiales :

ul (0) =0, (ul)(0) =0, wi(0)=0,(w})(0) =0 dans Q.
La formulation forte du probléme précédent s’écrit :

1
Py (ui)”—div{()[e(ufr)—la(Vwﬂ@Vwi—i—Vwi@Vw?r)]} =0 dans Q,x(0,7)
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poll = Al (wh)" + Dy A%l —
div{Cle(ul) + g(Vws, Vwl )]Vuwd + Cle(ul) + f(Vu?)]Vwi} =0 dans Q4 x (0,7)

avec les conditions aux limites sur ¥ x (0,7)
" a
7 (Cletul) oVl Vb)) w = (<o ()" + B [Netul )]
W (Cle(ul) + g(Vul, Vul))) v = (—p,(ugy)“ + E_R(S)NT(ug,w3)>

0
ow?

n4m¢+u—m3wu=—<QWb+m(aV)>

_8Aw}r 8B2w}r 8w}r "
D+_ v Fl-a) 0s ]_'OJr(ﬁu) a
Cle(ul) + g(Vul, Vul)v.Vus — Cle(ul) + f(Vwl)y.Vuwy

- 9240 P ow?
= (p_ _wg_ - 88;} + P(wg) —E_g {NT(Ui,wi) 8;})

ou la fonction g est définie par

G(s51,82) = = (51 @82+ 52 ® 1), s € R?

N —

Remarque 4.1 On note lapparition des termes supplémentaires aux se-
conds membres des conditions aux limites sur X. Ces termes, qui dépendent
des caractéristiques physiques du matériau constituant la couche mince, vont
permettre d’écrire un modéle qui rend compte de leffet de celle-ci.

4.5.4 Conditions aux limites approchées d’ordre 1, pro-
bléme de Ventcel

Nous allons établir le probléme approché d’ordre 1 qui permettra de
rendre compte de leffet de la couche mince. Celui-ci s’obtient en appro-
chant la solution du probléme par son développement asymptotique tronqué
a lordre 1.
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On considére les espaces variartionnels
0
W(Qy) = {w € H* () ; wy € HX(Y), a_l,f € Hl(E)}

V(Qy)={we H(Qy); ws € H(X)},
UQ,) = {u e (H'(Q) ; ur € H() }

6,1 _ 0 1 6,1 _ 0 1 . /
on note wy = uy +duy et wy = w +ow, les développements tronqués

a lordre 1 de ui et w‘i. En exploitant les problémes variationnels satisfaits

par (u%,wY) et (ul,wl), on montre que (uy ' wh) veérifie ;

& {<(ui’1)/’gp>9+}/ T R(wi 1)’+,¢>Q+}l+p+ [b+ <<wil)/’¢>]l+
o () 0 () o ()] o (80,
o [ (7.0)] s (u2.9) 5 3 12087 .4)) - 0

Le probléme résolu par (ui’l,wi’l) suggere 1'idée de négliger les termes en
0(62) et de définir ainsi un probléme approché en annulant le second membre
de I’équation (4.25). Ce probléme (qui correspond donc au probléme ci-dessus
en remplacant O(0?) par 0) rend compte cette fois-ci de la couche mince
a travers toutes ces formes qui sont écrites sur X. Celles ci représentent
Iénergie de déformation de la couche mince. En notant (wy, u,) la solution
du probléme ainsi défini, on écrit le probléme approché :

Wy € L®(0,T; W( iz
i€ L2 (0,T;U(2), (@) € L= (0,73 LX), (@) € L= (0,7 [12(24)])
P+ [((a+)/’ 90>Q+], + o4 [((@H/, ¢>Q+}/ + Py by ((wy) @Z’)]I +

ay (Wi, V) + Ny (U, Wy, 0,00) +6 {p, (@) )5 + oo [((@4) w>2]/

( +p_ [bs (@02, )] + as (W4, ¥) + Ny (g, Wr, 0, 4) } = 0
(4.25)

0,)), (@) € I (0,T;V(0,), (%) € 1= (0,7, 1(%))

V(p, ) € U(Qy) x W(Qy), avec les conditions initiales :

T0) = ul,(@)/(0) =u, @ (0) = wl(@)/(0) = wy dans Q.
T0) = wie (0) = wils, (G (0) = wi™, @)(0) = w5, (7,)(0) = ui"surs

(4.26)
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La formulation forte du probléme approché s’écrit :

po ()" — div{Cle(is) + f(V,)]} = 0dans Q4 x (0,T)
polI — Awy]” + Dy A0, — div{Cle(uy) + f(Vwy)]Vwy} = 0dans Qy x (0,T)4.27)

avec les conditions de Ventcel sur ¥ x (0,7)

7 (Cle@) + FVE) v =0 (=p (@)} + B el ,)]) (429
' (Cle() + f(VE ) v = 6 (=p_ (@), + E_R(s)Np(iis, @) (4.29)

Dy [AG, + (1— @) Brids] = o (@m) n ,,_%> (4.30)

ov
DA, 0By, 0w ., - _ o
Dy |25+ (1= ) T | =, GOl (V9T =
_ w. ] N 0 0w
o (p_ [w+ - ﬁ} + Pws) — E—& |:NT(U+7w+) 8_;])
(4.31)

ou ‘v (resp. 't ) est le vecteur transposé ( resp. matrice) de v (resp. 7).
Les opérateurs de trace P et () sont définis par :

2 0
1+p_0s

P(@) = E. [0—2%@) "

2 (R(5)s()

QD) = B- |- 5 ) = Bls)ya(D)

On associe avec (3.17) les conditions initiales (4.26).

Les conditions aux limites approchées de Ventcel (4.28)-(4.31) ne sont pas
classiques car elles font intervenir des dérivées tangentielles du méme ordre
que celui de 'opérateur interieur. Ces conditions ont déja été obtenues dans
le chapitre 3. Cependant, dans notre cas elles sont dépendantes de . Ceci
provient du fait que les coefficients de 1’élasticité du matériau constituant
la couche mince sont du méme ordre de grandeur que celui de la plaque,
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contrairement au cas traité dans le chapitre 3 ot les coefficients sont en ¢
dans le raidisseur. Donc, du moins formellement, quand § tend vers zéro,
la couche mince doit disparaitre. Par ailleurs, si on remplace E_ par %
et p_ par ’% dans les conditions ci-dessus, on obtiendra exactement celles
identifiées dans le chapitre 3.
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons étudié des structures élastiques constituées
par des plaques minces entourées de couches minces ou renforcées par des
raidisseurs. Nous avons établi, grace aux méthodes asymptotiques et a ’ana-
lyse multi-échelle, des modeles approchés qui rendent compte de I effet de
la couche mince ou du raidisseur par de nouvelles conditions aux limites
non classiques, appelées conditions de Ventcel. Nous avons considéré deux
modeles : celui de Kirchhoff- Love (modele linéaire de plaque en flexion)
et le systéme dynamique de von Karman qui est un modeéle non linéaire de
plaque en grandes déformations. Les techniques développées dans cette étude
peuvent étre appliquées & d’autres modeles de plaques et & d’autres configu-
rations. On peut ainsi généraliser ce travail et s’intéresser aux modéles qui
rentrent dans le cadre de la thermoélasticité non linéaire, la visco-élasiticité,
la piézoelectricité...etc.

Une autre idée encore plus intéressante consiste a considérer des plaques
avec coins entourées de couches minces. La méthode des développements
asymptotiques telle qu’elle a été présentée dans le chapitre 2 ou 4 ne s’ap-
plique pas directement & cause des singularitées qui apparaissent aux coins et
qui compromettent la construction des termes du développements asympto-
tiques. On peut néanmoins faire face a ce probléme et corriger ce comporte-
ment singulier en s’inspirant des travaux récents de Caloz, Costabel, Dauge
et Vial (voir [11]), ou l'on a étudié un probléme de transmission dans un
domaine & coin.( voir aussi [40], [41])
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Annexe : Quelques éléments
d’élasticité

Elasticité

Définition 1 Un milieu continu est dit élastique si, soumis a un état de
contraintes, l’état des déformations dans ce milieu ne dépend que de la confi-
guration qu’il avait dans un certain état antérieur. En d’autres termes, on
parle d’une déformation élastique si l’objet revient & sa position initiale en
éliminant la force appliquée. En revanche, si l’objet reste déformé méme aprés
avoir oter la force, la déformation est dite plastique.

Définition 2 Contrainte : lors de l'application d’une force sur un élément,
un ensemble de forces intérieures naissent pour équilibrer la force extérieure.
L’intensité de ces forces est appelée contrainte.

Définition 3 Homogénéité : le matériau est dit homogéne, si on découpait ce
dernier en morceaux trés petits, on devrait retrouver les mémes constituants.

Définition 4 Isotropie : si on prend un point défini dans un matériau, pour
qu’il soit isotrope, il faut qu’autour du point et dans toutes les directions, on
ait les mémes propriétés.

Définition 5 Masses volumiques : résultat du rapport Masse / volume du
matériau. En mécanique des milieux continus, la masse est habituellement
introduite & partir de la masse volumique p (ou bien densité de masse vo-
lumique) qui est une fonction définie a chaque instant t et en chaque point

M.
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Lois de comportement

Sous l'effet de forces de volume ou de surfaces, un point m de 1'objet
considéré se déplace d’un vecteur u(m) = (u;)1<;<3 qu’on appelle champ des
déplacements. On désigne par o = (o;;) le tenseur des contraintes. Il s’agit
d’un tenseur symétrique 3 X 3 qui mesure les contraintes ou les efforts internes
s’exercant dans le corps du fait de sa déformation.

Dans ce qui suit, on utilise la convention de sommation sur les indices
répétés. On désigne par E(u) le tenseur des déformations de Green-saint-

venant : L /o 9 Sur
U U; U OUL
E.. S J

La partie linéaire de E;;, qu’on note :

1 an 81/4
gijlu) =< +
ZJ( ) 2 (8!171 ox j
est appelée tenseur des déformations linéarisé et intervient dans la théorie
linéaire de 1’élasticité.
Dans le cas ot le matériau considéré est isotrope et homogene, le champ des
contraintes est relié au champ des déformations par la loi de comportement :

_E
14

oij(u) (Eij<u> + - Ekk(u)5ij)

1—p
ou 0;; est le symbole de Kronecker, E> 0 est le module de Young et p

1
0<p< 5) est le coefficient de Poisson.

Théorie des plaques

On appelle plaques des corps élastiques tridimensionnels " aplatis". De

facon plus précise, il s’agit de piéces cylindriques dont la hauteur est trés
petite par rapport aux autres dimensions. Cette petitesse est caractérisée
a 'aide d’un petit paramétre h, l'ordre de grandeur de ce petit paramétre
permettant d’étudier le comportement asymptotique du probléme considéré
lorsque h tend vers zéro, ce qui équivaut a ne retenir que les termes dominants
(lorsque h — 0) dans les équations.
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Grace a certaines hypothéses, il est alors possible de ramener le mo-
dele tridimensionnel de la plaque & un modele bidimensionnel (surfacique),
formulé sur la surface moyenne de cette plaque; (un modele est dit bidi-
mensionnel si les fonctions inconnues ne dépendent que de deux coordonnées
de l'espace). Les modeéles qu'on a considéré dans cette thése font partie
des modéles de plaques bidimensionnels dérivés & partir des équations tridi-
mensionnelles de plaques. Le modeéle linéaire de Kirchoff-Love qui décrit le
déplacement transversal d’une plaque mince et le systéeme dynamique de von
Karman qui est non linéaire et traduit le déplacement plan et transversal
d’une plaque en grandes déformations ont été justifiés par plusieurs auteurs
et par plusieurs méthodes & partir de I’élasticité tridimensionnelle. Nous ren-
voyons le lecteur au livre de J. L. Lagnése [22] ou une étude détaillée sur la
dérivation de ces deux modeles est exhibée.
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