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Résumé

Dans ce mémoire, nous précisons les notions de feuilletage de Painlevé et
de feuilletages uniforme et P-uniforme pour une fibration, et nous établissons a
partir des seuls résultats de Gérard-Sec concernant les feuilletages de Painlevé,
deux théoréemes qui nous permettront de résoudre, dans une approche purement
géométrique, les problemes de Briot et Bouquet d'une part, de Fuchs d’autre part
dans un cas particulier, et cela, sans faire usage du théoréme de Ehresmann comme

le fait Antoinette Sec.
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Introduction

Introduction
Le sujet de ce mémoire se rattache aux deux problémes classiques suivants.

Probléme de Briot et Bouquet : Soit f(y’,y) = 0 une équation différentielle dans le champ complexe, ou f

est un polynome en y’ et . Une telle équation sera appelée équation de Briot et Bouquet.
Le probléme de Briot et Bouquet consiste a choisir f pour que les solutions de U'équation f(y',y) = 0 soient
méromorphes sur C.

Probléme de Fuchs : Soit f(z,y,3’) = 0 une équation différentielle dans le champ complexe ou f est un

polynoéme en y, y’, et holomorphe en z.
Le probléme de Fuchs consiste a choisir f pour que les solutions de f(z,y,y’) = 0 n'aient pas de points
critiques mobiles, c’est-a-dire pas de points critiques variant avec la solution considérée.

Les mathématiciens Briot et Bouquet ont résolu autrefois, en 1856, ([BB56]), le probléme qui porte
leurs noms. Le probléeme de Fuchs, qui généralise ce dernier, a été résolu partiellement par Fuchs lui-
méme ([Fuc84]) et Poincaré ([Poi85]) puis complétement par Painlevé [Pai95]. L’étude géométrique de ces
deux problémes a été réalisée complétement par ANTOINETTE SEC dans son exposé [Sec72]. Elle est
essentiellement fondée sur 'utilisation du théoréme de Ehresmann [Ehr50].

Notre contribution est de résoudre, géométriguement, les deux problémes particuliers suivant :

Le probléme de Briot et Bouquet : cas ot [ est du premier degré en y' ;

Le probléeme de Fuchs : cas ot f est du premier degré en v’

et ceci, sans faire appel au théoréme d’Ehresmann ([Ehr50]), en se basant uniquement sur les résultats de

Gérard-Sec concernant les feuilletages de Painlevé [GST72].

1 Feuilletages analytiques complexes

Sur une variété complexe V,, de dimension n et & base dénombrable, une structure feuilletée (ou feuil-
letage) F de codimension p, ou de dimension n — p, est un atlas maximal A = (U, f;)ier tel que pour tout
(2,7), hsj est un automorphisme local pour la structure feuilletée triviale de codimension p sur C".

Une "plaque" dans U; pour cette structure feuilletée est, par définition, 'image inverse par f; d’une
"plaque" dans f;(U;) pour la structure feuilletée triviale de codimension p sur C™.
Un ouvert U de V;, est dit distingué s’il est isomorphe & un produit de deux disques P, C C?, P,,_, C C*7?
tels que les images inverses des "plaques" dans P, xP,_, sont des "plaques" dans U.
La derniére propriété permet de définir une nouvelle structure analytique complexe sur V,, ; les ouverts de
cette nouvelle structure sont les "plaques". Il est clair que cette nouvelle  structure est plus fine que la
structure "initiale" ; V,, munie de cette structure est une variété analytique complexe de dimension n — p.

Une feuille de la structure feuilletée de codimension p sur V,, est, par définition, une composante connexe
de V,, pour la structure fine et avec cette structure une feuille est une sous-variété analytique de dimension
n—pde V,.

Une feuille est dite propre si la topologie définie sur la feuille par les "plaques" est la méme que la

topologie induite sur la feuille par la topologie naturelle de V,.
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2 Feuilletages uniformes
2.1 Feuilletages transverses

Soient F et B deux variétés connexes analytiques réelles ou complexes de dimension finie, 7 une sub-
mersion analytique surjective de F sur B, F un feuilletage analytique défini dans E et ayant une dimension
égale a celle de B.
Définition 2.1 On dira que le feuilletage F est transverse & la submersion w si, en tout point m de E, la
feuille et la fibre passant par m sont transverses.

Si, en particulier, E = B est une fibration, on dira aussi bien que le feuilletage est transverse a m, ou
qu'il est transverse & la fibration £ - B.

Le théoréme suivant, connu sous le nom de théoréeme de EHRESMANN (voir [Ehr50, page 37]), est trés
utile pour I’étude globale des solutions d’équations différentielles.
Théoréme 2.1 (Théoréme de Ehresmann) Soient (E, 7, B) une fibration analytique & fibre compacte, F
un feuilletage transverse a cette fibration avec dim F = dim B. Alors, la restriction de w a toute feuille de
F est un revétement.
2.2 Feuilletages uniformes

Soient E et B deux variétés topologiques connexes de dimension finie, 7 une projection de E sur B
(application continue surjective), F un feuilletage défini dans E et ayant une dimension égale a celle de B.
Définition 2.2 On dira que le feuilletage F est uniforme pour w si toute feuille de F est homéomorphe a
B par 7.

Si, en particulier, £ = B est une fibration, on dira indifféeremment que F est un feuilletage uniforme
pour , ou un feuilletage uniforme pour la fibration E = B.
2.3 Feuilletages transverses et feuilletages uniformes : Théoréme A
Théoréme A Si la fibration (E,m, B) est & fibre compacte et a base simplement connexe et si F est un
feuilletage analytique défini dans E (dim F = dim B), alors F est un feuilletage uniforme pour (E,m, B)
si et seulement s’il est transverse & cette fibration.
Remarque Le théoréme A est encore vrai si on remplage la fibration analytique complexe (E, 7, B), a fibre
compacte, par une submersion propre.
Démonstration : Il est immédiat que si le feuilletage F est uniforme pour 7, alors F est transverse a .

Réciproquement, supposons que F est transverse a m, et soit I' une feuille quelconque de F. Puisque
la fibration (E, 7, B) est a fibre compacte, la restriction de 7 a I' est un revétement d’aprés le théoréme
de FEhresmann. Puisque B est simplement connexe, 7 restreinte & I' est un isomorphisme analytique. Le

feuilletage F est donc uniforme. m
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2.4 Le probléme de Briot et Bouquet : cas ou f est du premier degré en y’
Pour aborder ce probléme, on va donner une solution particuliérement importante, a savoir I’équation
de Ricatti.
2.4.1 L’équation de Riccati
Soit
v =ay* +by+c (a,b,ceC) (1)

une équation de Riccati.
Théoréme 2.1 Les solutions de ’équation (1) sont méromorphes sur C.

On met en évidence un feuilletage F; et une fibration 71 & fibre compacte tels que le théoréme 2.1
ci-dessus soit équivalent a la proposition 2.1 suivante.
Proposition 2.1 Le feuilletage F1 est uniforme pour 1.

2.4.2 Le probléme de Briot et Bouquet : cas ou f est du premier degré en 3’

Soit

O y) =ac)y +ai(y) =0 (2)

une équation de Briot et Bouquet, ol ag et a; sont des polyndémes premiers entre eux.
Dans ce cas, la réponse au probléme de Briot et Bouquet s’exprime classiquement de la facon suivante :
Théoréme 2.2 L’équation de Riccati est la seule solution au probléme de Briot et Bouquet lorsque le degré

de f est égal o 1.

3 Feuilletages de Painlevé
3.1 Feuilletages simples

Soient E et B deux variétés topologiques connexes de dimension finie. On se donne une projection m de
E sur B (application continue surjective).
Définition 3.1 ([GS72]) On dira qu’un feuilletage défini dans E est simple pour la projection m de E sur
B si, en tout point m de E, il existe un voisinage distingué de m dans lequel la plaque de m rencontre
7~ (w(m)) au point isolé m.
3.2 Feuilletages de Painlevé de 17¢ espéce

Soient E et B deux variétés topologiques connexes de dimension finie, 7 une projection de £ sur B, F
un feuilletage défini dans E et ayant une dimension égale a celle de B.

Un chemin dans B (resp. dans E) est un couple (I,I) constitué par un segment I de R (fermé ou
semi-ouvert) et une application continue de I dans B (resp. dans E).
Définition 3.2 (|[GS72]) Soient (1,[0,1]) un chemin dans B, et m un point de 7~1(1(0)).

On dira que (1,0, 1]) est relevable en m dans la feuille de F passant par m s’il existe dans E un chemin
(1,[0,1]) d’origine m, tel que wol =1 et tel que 1(]0,1]) soit contenu dans la feuille de m.

Le chemin (1,[0,1)]) est appelé un relévement en m de (1,]0,1]) dans la feuille de m.
Définition 3.3 ([GS72]) On dira que le feuilletage F est un feuilletage de Painlevé de 17¢ espéce pour m si

tout chemin (1,[0,1]) dans B est relevable en tout point m de w=1(1(0)) dans la feuille de m.
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3.3 Feuilletages de Painlevé de 2° espéce

Soient E et B deux variétés topologiques connexes de dimension finie, 7 une projection de E sur B, S
un sous-ensemble non vide de E tel que, pour tout x de B, 'ensemble S rencontre m~1(x) en des points
isolés.

Soit F un feuilletage défini dans E — S, dont la dimension est celle de B.
Définition 3.4 ([GS72]) On dira que F est un feuilletage de Painlevé de 2° espéce pour T si, pour tout
chemin (1,[0,1[) de B relevable en un point m de 7=*(1(0)) — S dans la feuille de m, le chemin (1,[0,1])
est relevable en m dans l'adhérence de la feuille de m relativement o F.
3.4 Feuilletages simples et feuilletages de Painlevé de 1"¢ espéce

3.4.1 Relévements de chemins dans une feuille donnée
Théoréme 3.1 ([GS72]) Si (E, 7, B) est une fibration analytique complexe localement triviale et si F est
un feuilletage analytique simple pour cette fibration (dim F = dim B) ; si, de plus, la fibre de (E,m, B) est
compacte, F est un feuilletage de Painlevé de 17¢ espéce pour (E,m, B).

3.4.2 Relévements de chemins dans les feuilles voisines d’une feuille donnée
Proposition 3.1 ([GS72]) Pour tout relévement (I,[0,1]) de (1,[0,1]) dans une feuille de F, il existe un
entier naturel k non nul et un voisinage V de 1(0) dans 7= 1(1(0)) tels que, pour tout point m de V, les
relevements de (1,[0,1]) au point m dans la feuille de m sont en nombre inférieur ou égal & k et ont leurs
extrémités dans un voisinage de 1(1) dans 7= 1(I(1)).
3.5 Feuilletages simples et feuilletages de Painlevé de 2° espéce
Théoréme 3.2 ([GS72]) Si la fibration (E, 7, B) est a fibre compacte et si F est un feuilletage analytique

dans E— S, simple pour w |g_g, le feuilletage F est un feuilletage de Painlevé de 2¢ espéce pour (E,, B).

4 Feuilletages P-uniformes

Soient E et B deux variétés topologiques connexes de dimension finie, 7 une projection de E sur B
(application continue surjective), F un feuilletage défini dans E et ayant une dimension égale a celle de B.
Définition 4.1 On dira que le feuilletage F est P-uniforme pour w si tout chemin (I,[0,1]) dans B a un
relévement unique en tout point m de w—1(1(0)) dans la feuille de m.
4.1 Feuilletages transverses et feuilletages P-uniformes

4.1.1 Existence et unicité de relévements de chemins dans une feuille donnée. ThéorémeB
Théoréme B Si (E, 7, B) est une fibration analytique complexe localement triviale et si F est un feuilletage
analytique transverse a cette fibration (dim F = dim B) ; si, de plus, la fibre de (E, 7, B) est compacte, F
est un feuilletage P-uniforme pour (E,m, B).

Pour démontrer ce théoréme, on aura besoin d’établir le lemme suivant.
Lemme 4.1 Si (E,w, B) est une fibration analytique complexe localement triviale et si F est un feuilletage
analytique transverse a cette fibration (dim F = dim B), alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

1) Le feuilletage F est P-uniforme pour 7.

2) La restriction de 7 a toute feuille de F est un revétement.
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Démonstration du lemme Supposons que F est P-uniforme pour 7 et soit I' la feuille de F passant par
a. Puisque, FE - B est une submersion, I' est transverse aux fibres et dim(I') = dim(B), il s’ensuit que
mr : I' — B est un isomorphisme local, et comme F est P-uniforme pour , alors 7 restreinte a I' est un
revétement.

La réciproque est évidente car les revétements ont la propriété de relévement unique des chemins.
Démonstration du théoréme B. Puisque F est transverse a m, donc simple pour 7, et puisque la fibration
E - B est a fibre compacte, on peut appliquer le théoréme 3.1 de Gérard-Sec et dire que F est un feuilletage
de Painlevé de 17¢ espéce pour 7.

Soit T' la feuille de F passant par a. Comme dans la démonstration du lemme 4.1, 7p : I' — B est un
isomorphisme local, et comme F est un feuilletage de Painlevé de 17¢ espéce pour 7, alors 7 restreinte a I’
est un revétement. D’aprés le lemme 4.1, le feuilletage F est P-uniforme pour 7.

4.2 Le probléme de Fuchs : cas ol f est du premier degré en 3’

Pour aborder ce probléme, on va donner une solution particuliérement importante, a savoir I’équation
de Ricatti généralisée.

4.2.1 L’équation de Riccati généralisée

Soit

q(2)y’ = a(z)y® + b(x)y + c(z) (3)
une équation de Riccati généralisée, ol ¢, a, b, ¢ sont holomorphes sur C et ¢ n’est pas la fonction nulle.
Théoréme 4.1 L’équation (3) est o points critiques fizes.

On met en évidence un feuilletage F3 et une fibration 73 a fibre compacte tels que le théoréme 4.1 soit
équivalent & la proposition 4.1 suivante.
Proposition 4.1 Le feuilletage F3 est P-uniforme pour ms.

4.2.2 Le probléme de Fuchs : cas ot f est du premier degré en 3’

Soit

f@,y',y) = aolz,y)y + ai(z,y) =0 (4)

une équation de Fuchs, ol ag et a1 sont deux polynoémes en y, premiers entre eux, a coefficients holomorphes
en .

Dans ce cas, la réponse au probléme de Fuchs s’exprime classiquement de la fagon suivante :

Théoréme 4.2 Les seules solutions du probléme de Fuchs sont les équations de Riccati généralisées

/

q(z)y’ = a(z)y® + b(z)y + c(x)

ol q,a,b,c sont holomorphes sur C et q n’est pas la fonction nulle.
Conclusion

Nous pourrons assurer qu’il est possible de résoudre géométriquement, dans le cas général, les deux prob-
lémes cités plus haut et ceci, sans utiliser le théoréme de Ehresmann, en se basant sur les théorémes A et B,
les résultats de Gérard-Sec [GST2] et en suivant le méme calcul fait par Antoinette Sec dans sa résolution com-

pléte de ces problémes [SecT2].
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