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Résumé

En 2004, Cockayne, Dreyer , S.M Hedetniemi, et S.T Hedetniemi ont introduit
une nouvelle variante de la domination, appelée fonction de domination Romaine.
Depuis, plusieurs variantes ont vu le jour. Nous aborderons dans cette thése six de
ces fonctions, & savoir la domination Romaine et sa version indépendante, la do-
mination 2-rainbow et sa version indépendante, la {2}-domination Romaine et la
domination romaine double. De plus, nous introduisons les versions indépendantes
des deux derniéres fonctions de domination dans un graphe G, dont les parameétres
correspondants seront notés par igrsy(G) et iqr(G) respectivement. Nous présentons
d’abord une synthése sur les résultats existants dans la littérature concernant les
six fonctions de dominations, incluant des résultats sur la complexité, bornes et
résultats de type Nordhaus-Gaddum. Nous montrons alors que le probleme de dé-
cision associ¢ a la {2}-domination Romaine indépendante est NP-Complet méme
restreint aux graphes bipartis, nous prouvons que pour tout graphe G d’ordre n,
on a0 < in(G) — igry(G) < n/d, 0 < ig(G) — irny(G) < n/4, et que I'égalité
ir2(G) = i{r2y(G) est vérifiée pour les arbres. Nous montrons aussi que le probléme
de décision associé a la domination Romaine double indépendante est NP-Complet.
De plus, nous prouvons que pour tout graphe G, 2i(G) < igr(G) < 3i(G) et nous

caractériserons les arbres T' tels que igr(T) = 2i(T) + 1 ou igr(T) = 3i(T).
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Introduction

Les graphes sont 1'un des outils les plus importants en recherche opérationnelle,
ils sont utilisés pour modéliser des relations liant des éléments donnés, ils permettent
ainsi de représenter une grande variété de problémes en les ramenant a ’étude de
sommets et d’arétes ou d’arcs (réseaux de communications, réseaux routiers, interac-
tion de diverses espéces animales, circuits électriques). La théorie des graphes est une

discipline mathématique et informatique qui étudie ces structures.

L’histoire de la théorie des graphes a débuté avec les travaux d’Euler au 18°
siecle et trouve son origine dans I’étude de certains problémes, tels que celui des
ponts de Konigsberg ou la marche du cavalier sur 1’échiquier (appelé aussi cavalier
d’Euler). Dans le 19°¢ siécle, deux problémes importants furent également proposés et
partiellement résolus. Le premier est la conjecture des quatre couleurs posée en 1852
par Francis Guthrie, qui affirme que quatre couleurs suffisent pour colorier n’importe
quelle carte plane telle que les pays ayant une frontiére commune soient de couleurs
différentes. Le second probléme est di a Sir Hamilton qui en 1859 a inventé un jeu
qu’il a nommé icosian game. Le jeu consiste a trouver un cycle Hamiltonien (qui
passe par tous les sommets une seule fois) dans le graphe des arétes du dodécaedre
(un polyedre & 12 faces et 20 sommets). En 1931 Ko6nig montra son fameux théoréme
de Konig et publia cinq ans plus tard le premier ouvrage consacré entierement a la
théorie des graphes "Theorie der endlichen und unendlichen Graphen" (Théorie des
graphes finis et infinis). Il est sans doute a 'origine de 'utilisation du terme "graphe".

A partir de 1946, la théorie des graphes a connu un développement intense sous
I'impulsion de chercheurs motivés par la résolution de problémes concrets. On peut
notamment citer Ford et Fulkerson avec leur algorithme pour le probléme du flot

maximum publié en 1956, Roy avec un algorithme pour déterminer les distances des



plus courts chemins entre toutes les paires de sommets dans un graphe orienté et
pondéré publié en 1959 et Claude Berge avec son ouvrage “Théorie des graphes et ses

applications” publié en 1958.

L’un des problémes les plus fertiles de la théorie des graphes est celui de la domina-
tion dans les graphes. Un ensemble dominant D dans un graphe est un sous-ensemble
de sommets tel que chaque sommet du graphe appartient & D ou est adjacent a au
moins un sommet de D. Le nombre de domination est le cardinal minimum d’un
dominant dans G. On retrouve les premiéres traces de I’étude de la domination dans
les travaux de Jaenisch, en 1862 qui se demandait alors quel est le nombre minimum
de reines pour couvrir entiérement un échiquier de n x n cases. De la, il posa alors
trois types de probléemes :

— Recouvrement : Quel est le nombre minimum nécessaire de piéces d’échec d’un
type donné, de sorte que chaque case soit occupée en au plus un coup dans un
échiquier & n x n cases.

— Independence : Quel est le nombre maximum de piéces d’échec d’un type donné,
qu’on peut placer dans un échiquier & n X n cases sans que celles-ci ne s’attaque
I'une 'autre.

— Recouvrement independent : Quel est le nombre minimum de piéces d’échec
d’un type donné, de sorte que chaque case soit occupée en au plus un coup dans

un échiquier & n X n cases sans que celles-ci ne s’attaquent 'une 'autre.

On retrouve la premiére formulation du probléme de domination dans le livre
"Théorie des graphes et ses applications" paru en 1958. Claude Berge introduisa,
entre autre, le nombre de domination d’un graphe qu’il appela "Coefficient de stabilité
externe". En 1962 Oystein Ore utilise pour la premiére fois le terme "domination"
dans son livre "Theory of graphs", et c’est qu’en 1977 que Cockayne et Hedetniemi

utilisent pour la premiére fois la notation (G) pour désigner le nombre de domination



d’un graphe G.

Depuis I'introduction du concept de la domination, plusieurs types de domination
sont définis sur la base de la définition précédente en imposant des propriétés supplé-
mentaires sur les ensembles dominants, comme la domination double, la domination
totale etc. En 1998, un important effort de synthése a été fait par Haynes, Hedetniemi
et Slater dans leurs livres "fundamentals of domination in graphs" [38] qui comporte
plus de 1200 références et dans "Domination in graphs : advanced topics" [37] paru
la méme année.

En 2004, Cockayne et al. [26] ont introduit une nouvelle variante de la domination,
a savoir, la domination Romaine, qui ne ressemblait & rien a ce qui avait déja été
étudié sur les fonctions de domination. Depuis, plusieurs variantes ont vu le jour, on
peut citer la domination Romaine faible [40], la domination 2-rainbow [14], la {2}-
domination Romaine [22], la domination romaine double [9], etc. Dans cette theése

nous étudierons quelques-unes de ces fonctions.

On trouve dans le premier chapitre les principales notions et définitions de la
théorie des graphes utilisées dans cette these. Nous donnerons aussi dans ce chapitre
un apercu sur la domination dans les graphes.

Dans le chapitre 2, nous présentons une synthése sur six fonctions de domination,
toutes introduites entre 2003 et 2016. Nous définirons les six fonctions en donnant le
contexte de leur introduction et les résultats principaux obtenus.

Dans le chapitre 3, nous introduirons la fonction de {2}-domination Romaine
indépendante ot nous présenterons les résultats obtenus aprés investigation sur le
parameétre correspondant, a savoir i{psy(G). Nous montrerons que le probleme de
décision associé a la {2}-domination Romaine indépendante est NP-Complet méme

restreint aux graphes bipartis. Par ailleurs, nous verrons aussi que pour tout graphe

G d’ordre n, 0 < i,9(G) — g2y (G) < n/b et 0 < ig(G) — igroy(G) < n/4. De plus,



nous prouverons que 'égalité i,o(G) = i{pey(G) est vérifiée pour les arbres.

Dans le chapitre 4, nous introduirons la domination Romaine double indépendante,
ol nous montrerons que le probléme de décision associé a la domination Romaine
double indépendante est NP-complet. Aussi, nous montrerons que pour tout graphe G,
2i(G) < i4r(G) < 3i(G). De plus si G est un arbre alors 2i(G) 4+ 1 < i4z(G) < 3i(G),
enfin, nous caractériserons les arbres atteignant chaque borne.

Nous terminerons par une conclusion sur I’ensemble du travail réalisé ainsi que

sur les perspectives futures dans le domaine.



Chapitre 1

CONCEPTS DE BASE

1.1 Notions de base

Nous donnons dans cette partie les terminologies et définitions usuelles utilisées le
long de cette thése. Pour plus de détails, le lecteur peut se référer aux livres de Berge

[11] et celui de Haynes, Hedetniemi et Slater [37] [36].

Un graphe : Un graphe G = (V(G), E(G)) (ou G = (V, E) §'il n’y a pas de confu-
sion) est défini par deux ensembles, un ensemble V' d’éléments appelés sommets et un
ensemble F de paires de sommets u et v appelées arétes. On note par uv (ou vu) une
aréte d’extrémités u et v. Dans ce cas, les sommets u et v sont adjacents. Un graphe
G est dit simple sl est sans boucle (i.e. pour tout sommet v € V, vv ¢ E) et sans
aréte multiple (i.e. pour toute paire de sommets u,v € V, il existe au plus une aréte
reliant u a v). Tous les graphes considérés dans cette thése sont simples.

Le voisinage ouvert (ou voisinage) d’'un sommet u dans G, noté Ng(u), est 'en-
semble des sommets adjacents & u, c’est-a-dire, Ng(u) = {v € V : wv € E}. Le
voisinage fermé de u dans G, noté Ng[u] est 'ensemble {u} U Ng(u). S’il n’y a pas de
confusion, on écrira N (u) et N[u] au lieu de Ng(u) et Ng[u], respectivement. Le degré
d’un sommet u, noté deg(u), (ou deg(u) s’il n’y a pas de confusion), est le nombre de
voisins de u dans G (i.e. deg;(u) = |N(u)|). Les nombres §(G) = min,ey () {degq(u)}
et A(G) = max,ey(q){degg(u)} désignent le degré minimum et mazimum dans G,
respectivement. S’il n’y a pas de confusion, on écrira A et § au lieu de A(G) et 0(G),
respectivement. Un sommet de degré 0 est dit isolé et un sommet de degré 1 est dit

pendant (ou feuille).



Si S C V, alors on note par N(S) = J,.q N(v), le voisinage ouvert de S
et N[S] = S U N(S) le voisinage fermé de S. Le woisinage privé d’un sommet
u € S par rapport & S, noté png(u,S) (ou pn(u,S) s'il n’y a pas de confusion)
est Pensemble des sommets dans N(S) ayant uniquement u pour voisin dans S, i.e.
pn(u, S) = N(S) — N(S\{u}). Si v € pn(u, S), alors on dit que v est un voisin privé

de u par rapport a S.

Sous-graphe induit et graphe partiel : Soient les graphes H = (V(H), E(H)) et
G = (V(G), E(G)). Le graphe H est un sous-graphe induit de G si V(H) C V(G) et
pour tout u,v € V(H), si uv € E(G), alors uv € E(H). Dans ce cas, le graphe H est
noté G[V(H)]. On notera par G — v le sous-graphe V(G)\{v}. Le graphe H est un
graphe partiel de G, si et seulement si V(H) =V(G) et E(H) C E(G).

Chaines, cycles et connexité : Une chaine est une liste ordonnée A = (ug, uq, usg, ..., ug)
de sommets de V tels que chaque sommet u; de la liste est adjacent & wu; ;. On dira
que le sommet u; est relié au sommet u; par la chaine Py, pour tout i,j € {0, ..., k}.
Une chaine Py, = (ug, u1, usg, ..., ug) est dite élémentaire, si tous ses sommets sont dis-
tincts. L’entier k représente la longueur de Py. Un cycle C}, est une chaine élémentaire
de longueur k£ — 1, dont le sommet de départ et le sommet d’arrivé se confondent.
L’entier k représente la longueur du cycle Cy.

Un graphe G est dit connexe si, et seulement si pour toute paire de sommet u et v
de G, il existe dans G une chaine reliant v & v. Un graphe non connexe est constitué

de I'union disjointe de graphes connexes appelés composantes connexes de G.

Distance et excentricité : La distance entre deux sommets u et v dans G, noté
d(u,v), est la longueur de la plus courte chaine reliant u & v. L’excentricité d'un

sommet u € V est ecc(u) = max,ey{d(u,v)}. Le diamétre de G est diam(G) =



max,cy{ecc(u)} et le rayon de G est rad(G) = min,ey{ecc(u)}. Une chaine P dans
G de longueur diam(Q) est dite diamétrale. Le centre de G est Ce(G) = {u € V(G) :
ecc(u) = rad(G)}. La maille g(G) d’un graphe G est la longueur du plus court cycle

induit dans G.

Complémentarité : Le graphe complémentaire d’un graphe G = (V(G), E(Q))
est le graphe G = (V(G), E(G)) avec V(G) = V(G) et uv € E(G) si et seulement si
uwv ¢ E(G) pour u # v.

Subdivision : Si e = uv est une aréte de G, alors on appelle subdivision de e,
Iopération qui consiste & ajouter dans G un sommet z et remplacer ’aréte e par les
arétes uz et vz. On appelle graphe subdivisé de G, noté Su(G), le graphe obtenu en

subdivisant toutes les arétes de G.

Produit Cartésien : Soient G et H deux graphes simples. Le produit Cartésien
de G et H, noté GOIH, est le graphe dont I’ensemble des sommets est V(G) x V(H)
et deux sommets (g1, h1) et (g2, ho) sont adjacents dans GOIH si, et seulement si

g1 = g2 et h1h2 € E(H), ou hl = hQ et g192 € E(G)

1.2 Quelques classes de graphes

Nous citons dans cette partie quelques classes de graphes utilisées dans le reste de

la theése.

Arbres : Un arbre est un graphe connexe et sans cycle. Le sommet v adjacent a
une feuille u est appelé un sommet support, on dit que v est un sommet support fort
s’il est adjacent & au moins deux feuilles. L’ensemble des sommets supports d’un arbre

T est noté S(T'). Une forét F est un graphe dont chaque composante connexe est un



arbre. Une étoile, notée K ,_1, est un arbre d’ordre n > 2 qui possede n — 1 feuilles.
Une double étoile, notée S, 4, est un arbre d’ordre n = p+q+2, possédant exactement
deux sommets supports, I'un est adjacent a p feuilles et 'autre & ¢ feuilles.

Un arbre T enraciné en un sommet r est un arbre dans lequel on a choisi un
sommet r qu’on appelle racine, et une orientation de ses arétes, c’est-a-dire, orienter
toutes les arétes de sorte qu’il existe un chemin de r & tous les autres sommets. On
obtient alors un arbre enraciné et orienté, noté R(T,r). Pour un sommet u d’un arbre
T enraciné en r, les sommets appartenant & N;{(Tm) (u) sont appelés fils de u, le som-

met appartenant a N R(Tr) (u) est appelé parent. Pour un graphe simple et connexe G,

on appelle un arbre couvrant de GG, un graphe partiel de G qui est un arbre.

Graphe complet : Un graphe complet d’ordre n, noté K,, est un graphe simple

dont tous les sommets sont de degré n — 1.

Figure 1. Le graphe complet K.

Graphes bipartis : Un graphe G est dit biparti si, et seulement s’il existe une
partition en deux sous-ensembles X et Y de ses sommets tels que chaque aréte de G
a une extrémité dans X et une autre dans Y. Un graphe biparti G est dit complet si,

et seulement si tout sommet de X est voisin de tous les sommets de Y, un tel graphe



est noté K|X|7|y|.

Graphe régulier : Un graphe G est régulier si tous ses sommets sont de méme
degré. Si le degré des sommets d’un graphe régulier G est k, alors G est dit k-régulier.

Un graphe cubique est un graphe 3-régulier.

Cactus et graphes 2-connexes : Un graphe G est un cactus si toute aréte de
G appartient & au plus un seul cycle. Un graphe G est un graphe 2-connexe si pour

tout sommet u de V', G — u est connexe.

Le graphe de Petersen généralisé : Un graphe G est un graphe de Petersen
généralisé noté GP(n,k) pour n >3 et 1 <k <n/2 avec

V(GP(n,k)) ={z;,0<i<n—-1}U{y;,0<i<n-—1}.

E(GP(n,k)) = {z;x;41,0 <i <n—1} U{yirr,0 < i <n—1} U{x;y;,0 < i <
n—1}.

Les indices des sommets etant pris modulo n.

1.3 Domanation dans les graphes

Dans son livre "Théorie des graphes et ses applications" paru en 1958, Claude
Berge introduit le nombre de domination d’un graphe qu’il a appelé "Coefficient de
stabilité externe" et c’est en 1968 qu’Oystein Ore utilisa pour la premiére fois le terme
domination dans son livre "Theory of graph". En 1977, Cockayne et Hedetniemi uti-
lisent pour la premiére fois la notation v(G) pour désigner le nombre de domination

d’un graphe G.

Ensemble dominant : Soient D et S deux sous-ensembles de V(G). On dit que



D domine S (ou S est dominé par D) dans G, et on note D > S, si tout sommet
de S a au moins un voisin dans D. L’ensemble D est un dominant du graphe G si
D > V(G)—D. Un dominant D est minimal si pour tout u € D, D\{u} n’est plus un
dominant de G. Le nombre de domination d'un graphe G, noté v(G), est le cardinal
du plus petit dominant de G. Un sous-ensemble D de V(G) est un v(G)-ensemble si
D = V(G)— D et |D| =~(G).

Ensemble dominant indépendant : Un sous-ensemble S de V est dit indépen-
dant (ou stable) si G[S] est sans arétes. Un ensemble indépendant S est dit maximal
dans G si pour tout u ¢ S, S U{u} n’est pas indépendant. Le nombre de domina-
tion indépendant de G, noté i(G), est le cardinal du plus petit ensemble indépendant
maximal de G. Un sous-ensemble S de V(G) est un i(G)-ensemble si S est un en-

semble indépendant maximal et |S| = i(G).

L’intérét pour la domination est né avec ’enthousiasme pour les échecs durant la
seconde moitié du 19 ®*¢ siécle, avec les premiéres compétitions internationales et
I’appartion des premiers théoriciens. Le joueur Max Bezzel proposa son fameux pro-
bléme des huit reines dans le "Scachzeitung", premier magazine allemand consacré
aux échecs. Le probléme consiste & placer huit reines sur un échiquier de 8 x 8 cases
de telle sorte qu’aucune reine n’attaque les autres. Franz Nauck publia la premiére
solution des huit reines en 1850 dans Leipzig Illustriert Zeitung, proposant en tout
douze solutions (en excluant les rotations). Il proposa le probléme a n reines dans
un échiquier a n x n cases, qu’il appela probléme des n-reines. Plusieurs mathémati-
ciens ont étudié ce probléme, dont Ahrens qui montra qu’il avait une solution pour
tout n > 4. Gunther proposa une méthode pour trouver des solutions, méthode qui
fut amélioré par Glaisher en 1874 dans "Philosophical magazine" ou il montra aussi

que les douze configurations trouvées par Franz Nauck, pour le probléme des huit
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reines, étaient les seules possibles. En 1862, le joueur russe C.F Jaenisch dans son
livre "Traité des applications de ’analyse mathématique au jeu des échecs", proposa
le probléme suivant : déterminer le nombre minimum de reines a placer sur un échi-
quier n X n de telle sorte que chaque case soit occupée par une reine ou bien peut
étre occupée en un seul coup par une des reines dans un échiquier & n x n cases. On
peut retrouver une version similaire de ce probléme, ol les reines ne s’attaquent pas
entre elles.

Pour une piece d’échiquier X, on peut considérer le graphe G = (V| E) d’ordre
n X n, avec V l’ensemble des cases de ’échiquier et pour u,v € V, uwv € FE si et
seulement si un déplacement de la case u vers la case v est possible avec la piece X.

La résolution des deux problémes cités précédemment revient a trouver v(G) et i(G).

On retrouve dans la littérature plusieurs autres définitions équivalentes aux ensembles
dominants dans les graphes, dont :
— Un ensemble D C V est un dominant si pour tout sommet v € V| |[N[v] N D| >
1.
— Un ensemble D C V est un dominant si pour tout sommet v € V(G) — D,
N(v)nD # 0.
— Un ensemble D C V est un dominant si N[D] = V.
— Soit f : V. — {0,1} une fonction. On dit que f est un fonction dominante
si pour tout sommet v € V, f(N[v]) = > np, f(2) > 1. L'ensemble D =
{u €V : f(u) =1} est un ensemble dominant de G. Le poids de f est w(f) =
> ey fu).
Intéressons-nous a la dernieére définition. Plusieurs chercheurs avaient proposé
d’étudier le cas ou l'ensemble d’arrivée de la fonction f differe de {0,1}. C’est dans
[8], que Bange et al. avaient introduit une généralisation de la P-domination pour

un sous-ensemble P de ’ensemble des réels, faisant de la domination classique un cas
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particulier. On dit alors que f : V' — P est une fonction P-dominante si pour tout
sommet v € V, f(N[v]) > 1. Les chercheurs ont étudié trois fonctions dominantes,
quand P = [0, 1] on parle de domination fractionnelle, quand P = {—1,0, 1} on parle
de domination signée et quand P = {—1,1} on parle de domination minus.

En 2004, Cockayne et al. [26] avaient introduit une nouvelle fonction de domi-
nation, appelée fonction de domination Romaine. Les auteurs ont d’ailleurs fait re-
marquer que cette nouvelle fonction ne ressemblait & rien & ce qui avait déja été
étudié. Depuis, plusieurs variantes ont vu le jour, on peut citer la fonction de domi-
nation Romaine faible [40], la fonction de domination 2-rainbow [14], la fonction de
{2}-domination Romaine [22], la fonction de domination romaine double [9], etc.

Dans cette thése nous étudierons quelques-unes de ces fonctions.
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Chapitre 11

APERCU SUR LES FONCTIONS DE

DOMINATION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & six fonctions de domination, & savoir,
la fonction de domination Romaine et sa version indépendante, la fonction de do-
mination 2-rainbow et sa version indépendante, la fonction de {2}-domination Ro-
maine (domination italienne) et la fonction de domination Romaine double. Nous
commencerons par donner la définition de chaque fonction et le contexte de son in-
troduction. Nous présenterons par la suite les différents résultats existants dans la
littérature, complexité, bornes simples et faciles a vérifier, relations existantes entre
les paramétres associés a ces fonctions. Nous aborderons aussi les résultats de type

Nordhaus—Gaddum pour quelques invariants associés a ces fonctions.

2.1 La domaination Romaine

Etant donné un graphe G = (V, E), une fonction f définie de V' dans {0, 1,2} est
dite une fonction de domination Romaine (FDR) si pour tout u € V' tel que f(u) =0
il existe v € N(u) avec f(v) = 2. Le poids d'une FDR f est w(f) = >_,cy (g f(u) et le
nombre de domination Romaine ~y(G), est le poids minimum d’une FDR de G. Une
FDR f peut étre représentée par une partition de V' comme suit : f = (Vp, V1, V3)
(ou (V/, v/, Vi) il y a un risque de confusion) ou V; = {u € V : f(u) = i}
pour i € {0,1,2}. On dira que f est une v5(G)-fonction si f est une FDR de G et
w(f) =r(G).

La domination Romaine a été introduite en 2004 par Cockayne et al. dans [26].

Inspirés par un article de Stewart “Defend the Roman Empire!” [56] et un autre
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de Revelle et Rosing "Defends Imperim Romanum : A classical problem in military
strategy" [53], ces derniers ont présenté le probléme suivant :

A Tapogée de I'empire Romain, Rome dominait I’Europe, le nord de 1’Afrique
et une partie du Proche Orient. A cette époque, Rome pouvait déployer cinquante
légions qui étaient stationnées dans les différentes régions sous controle de I'empire.
Cette abondance en soldats permettait de sécuriser toutes les régions de Rome en y
stationnant le nombre nécessaire de légions. Au 4°™¢ siécle aprés J.C, 'empire Romain
commengait & perdre de sa force et ne comptait plus que vingt-cinqg légions et il était
devenu impossible de sécuriser efficacement toutes les régions. L’empereur Constantin
1°" adopta alors une nouvelle stratégie de défense en utilisant des troupes locales pour
géner et ralentir les envahisseurs et des armées pour les repousser. Rome disposait
alors de quatre armées (formées des vingt-cing légions restantes) et les régions sont

connectées entre elles comme le montre la Figure 2 (figure tirée de [53]).

©Tin0 Canography |

Marcator Prosdction v, B W 601 4070

Figure 2. L' Empire Romain au 4™ si¢cle apres J.C.

Chaque sommet du graphe représente une région a défendre. Une région u est non
sécurisée si aucune armée n’y est stationnée (f(u) = 0), une région u est sécurisée
si une armée ou deux y sont stationné (f(u) € {1,2}). Une région u non sécurisée

A 2 2 9 s . . N BN
peut étre défendue en envoyant une armée d’une région adjacente & cette derniére.

L’empereur Constantin 1°" décréta qu’une armée ne pouvait pas quitter sa position au
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risque de rendre la région ot elle est stationnée non sécurisée. Donc pour qu’on puisse
venir au secours d’une région u non sécurisée, une région voisine v devait abriter deux
armées (si f(u) = 0, alors il existe v € N(u) tel que f(v) = 2).

Depuis son introduction, plus de 160 papiers ont été publiés sur la domination
Romaine et ses variantes.

Dans [46], Lieu et Chang ont montré que le probléme de décision associé au pro-
bléme de la domination Romaine est NP-Complet pour les graphes bipartis et les
graphes triangulés. Les mémes auteurs ont donné aussi un algorithme polynomial
pour le calcul du nombre de domination Romaine dans les graphes fortement trian-
gulés. D’autres algoritmes polynomiaux sont établis pour d’autres classes de graphes

dans [45].
2.1.1 Propriétés

Dans le papier introductif de la domination Romaine [26], les auteurs ont éta-
bli quelques propriétés sur les ensembles Vp, Vi et Vo pour une 7 5(G)-fonction f =

(Vo, V1, V2) que nous résumons par la proposition suivante :

Proposition 1 (Cockayne et al. [26])

I) Soit f = (Vo, V1, Va) une v5(G)-fonction. Alors

(1) G[Vi] a un degré mazimum 1,

(i1) un sommet de Vi n'est adjacent & aucun sommet de V3,

(11i) chaque sommet de Vi a au plus deuz voisins dans V1,

(iv) Va est un ~(G)-ensemble de G[Vy U Vs,

II) Si de plus G est sans sommet isolé et f est choisie telle que |V1| est minimum.
Alors :

(i) V1 est indépendant et Vy domine V7,

(ii) chaque sommet de Vy est adjacent o au plus un sommet de V7,

(111) |Vo| > 3n/7 et cette borne est atteinte méme pour les arbres.
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Favaron et al. [29] ont borné les cardinaux des ensembles Vp, V) et V5 pour une
vr(G)-fonction f = (Vo, V1, V3) en montrant que 1 < [Vo| < 2,0 < |V3] < 2 — 2 et
r+1< [Vo| < n — 1. Par ailleurs, ils ont caractérisé les graphes tels que ces bornes

sont atteintes.

Des valeurs exactes du nombre de domination Romaine pour les chaines, les cycles,

les graphes multiparties complets et les grilles ont été établies dans [26]..

Proposition 2 (Cockayne et al. [26]) Pour tout n > 1
(1) Yr(Pn) = Yr(Cr) = P?ﬂ :
2 ssim=1
(“) /YR(KmL...,mk(mlSmgg...gmk)) - 3 st mi = 2
4 sim; =4
(111) Yr(Gap) =n+ 1.

2.1.2 Bornes

Vu la NP-completude du probléme de décision associé a la domination Romaine,
nombre de travaux ont été motivés par la recherche de bornes supérieures et inférieures
qui sont simples a vérifier, c’est-a-dire, des bornes exprimées en fonction de 'ordre

et/ou de la taille du graphe, de son degré maximum ou minimum, etc.

Proposition 3 (Cockayne et al. [26]) Pour tout graphe G d’ordre n et de degré

mazimum A, v(G) > AQ—ZI.

Chambers et al. [15] ont montré que pour tout graphe G d’ordre n et de degré
maximum A, v5(G) < n+1—A. Dans un récent papier, Bouchou et al. [12] ont donné
une caractérisation de quelques classes de graphes atteignant cette borne supérieure,
incluant entre autres, les arbres, les graphes réguliers et semi-réguliers (un graphe G
est semi-régulier si A(G) — §(G) = 1). Par ailleurs, les auteurs [12] ont montré que le

probléme de décision selon un graphe G verifie v5(G) = n+1— A est Co-NP-complet.
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Une autre technique consiste a borner supérieurement le nombre de domination
Romaine pour les arbres, et qui sera valable pour tout graphe connexe (vu qu’il
posséde un arbre comme graphe partiel). Ainsi, en 2009 Chambers et al. [15] ont
démontré que pour tout arbre T d’ordre n, v(T) < 4n/5, avec I'égalité atteinte si,
et seulement si 7" est obtenu par k copies de Ps distinctes en ajoutant (k — 1) arétes

reliant les k centres des Ps.

Théoréme 4 (Chambers et al. [15]) Si G est un graphe connexe d’ordre n, alors
vr(G) < 4n/5. L’égalité est atteinte si, et seulement si, G est un Cs ou G est obtenu
a partir de n/5 copies de Ps en ajoutant des arétes entre les centres des Ps de fagon

qu’il induisent un sous-graphe conneze.

En se restreignant aux graphes de degré minimum ¢ au moins deux, Chambers
et al. [15] ont amélioré la borne du Théoréme 4 en montrant que si G est un graphe

connexe d’ordre n, avec § > 2 et G différent des graphes de la Figure 3, alors v5(G) <

8n/11.
/.\\ ;H\ /H\ / .,
OEWRVS: lX,I

Figure 3. Ensemble des graphes interdits.

>
SN
he 57 0<+ Ya
h b *~—8o
1 =2 =3 <4
Figure 4. Le graphe F'.
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Par ailleurs, Chambers et al. [15] ont donné une caractérisation des graphes ex-

trémaux pour la borne précédente.

Théoréme 5 (Chambers et al. [15]) Soit G un graphe connexe d’ordre n et de
degré minimum 6 > 2. Sin > 9, alors y5(G) = 8n/11 si, et seulement si :

(1) n = 11 et G est isomorphe au graphe F' illustré dans la figure 4, avec un
sous-ensemble d’arétes de l'un des ensembles {y1ys, Y1Ya, Y2Us, Yo}, {wz1, y1ys, Y1y}
ou {wzy,wzs, y1ys}, ou

(2) n > 11 et G est constitué de copies distinctes de F', F+wz, et F+wz +wzg

en ajoutant des arétes joignant les sommets w.

En 2012, Liu et Chang [47] ont majoré le nombre de domination Romaine pour
un graphe G d’ordre n et de degré minimum ¢ > 3 en montrant que v5(G) < 2n/3.

D’autre part, les auteurs ont donné une classe de graphes cubiques ot cette borne est

Ty rg Lg Tin Lae-o  Tai-1
: ®

atteinte (voir Figure 5).

Ya Ys Ys Y7 s Yo Y10 Y32

Figure 5. Graphe cubique G tel que v5(G) = 2n/3.
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Figure 6. Super griffe et super net.

Par ailleurs, Chang et Liu ont montré dans [47] que si G est un graphe connexe

sans super griffe et super net, alors v,(G) < [2n/3].

Dans la premiére version de I'article de Chambers et al. [15], les auteurs avaient
conjecturé que vz(G) < [2n/3] pour les graphes 2-connexes. La conjecture a été faus-
sée par Liu et Chang dans [16] en montrant de plus que v5(G) < max {[2n/3],23n/34}
pour tout graphe 2-connexe. Les auteurs ont aussi caractérisé les graphes 2-connexes

tels que vp(G) = 23n/34, quand 23n/34 > [2n/3].

En utilisant la méthode probabiliste (voir Alon et Spencer [4]), Cockayne et al.

[26] ont établi la borne suivante :

Proposition 6 (Cockayne et al. [26]) Pour tout graphe G d’ordre n et de degré

minimum o, on a
2+ (In((1+ 6)/2)n

<

Les deux résultats suivants diis & Mobaraky et Sheikholeslami résument quelques
bornes établies sur le nombre de domination Romaine d’un graphe G en fonction du

diameétre et de la maille de G.

Théoréme 7 (Mobaraky et Sheikholeslami [50]) Soit G un graphe connexe d’ordre

n et de degré minimum ¢, alors :
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(i) {diam(QG)-&-?—‘ < vp(G) <n— Ll—&-di%m(G)J

(i1) si 6 > 3, alors yp(G) < n — {%"L(G)J — (6 —2) LMJ

(iii) si diam(G) > 3, alors vz(G) < 4.

Théoréme 8 (Mobaraky et Sheikholeslami [50]) Soit G un graphe connexe d’ordre
n de degré minimum § et de degré maximum A, alors :

(i) si g(G) > 3, alors yx(G) > [@W

(ii) si g(G) =4, alors vz(G) < 3. L’égalité est atteinte si, et seulement si G est
un graphe biparti G = (X UY, E) tel que |X| = 2, avec l'un des sommets de X est
adjacent a tout sommet de Y et l'autre sommet est de degré au moins deux.

(ii1) si 0 > 2 et g(G) > 5, alors vp(G) < n — {@J

(i) si g(G) > 5, alors y(G) > 20.

(v) si 6 > 2 et g(G) > 6, alors yx(G) > 4(6 — 1).

(vi) si 0 > 2 et g(G) > 7, alors v5(G) > 2A.

2.1.3 Relations avec 7(G)

Il a été montré dans le papier introductif de la domination Romaine que pour
tout graphe G, 7(G) < 7x(G) < 29(G), ou ¥(G) = vx(G) si, et seulement si G est
isomorphe & K,. Notons que Chellali et al [21] ont amélioré le résultat précédent en
montrant que pour tout graphe connexe G, v5(G) > 2 (G) et en caractérisant les
graphes atteignant cette borne.

Pour les graphes G tels que 75(G) € {7(G) + 1,7(G) + 2}, Cockayne et al. [26]

ont établi les résultats suivants

Proposition 9 (Cockayne et al. [26]) Soit G un graphe connexe d’ordren. Alors :
(1) Yr(G) = Y(G) + 1 si, et seulement s’il existe un sommet v € V de degré
n— V(G)z
(11) Yr(G) = v(G) + 2 si, et seulement si :

(a) G n'a pas de sommet de degré n — v(G).
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(b) ou bien G a un sommet de degré n —~y(G) — 1, ou bien G a deuxr sommets

v et w tels que |N[v] U Nw]| =n —v(G) + 2.

Pour le cas des arbres, les auteurs [26] ont établi ce qui suit :

Définition 10 (Cockayne et al. [26]) Pour un entier positif t, une araignée bles-
sée est une étoile K1, ayant au plust—1 arétes subdivisées. Pourt > 2, une araignée
saine est une étoile Ky, ayant toutes ses arétes subdivisées. Pour une araignée blessée,
un sommet de degré t sera appelé la téte et les sommets a distance deuz de la téte
sont les pattes. Si'T = Ps, alors les deux sommets sont considérés comme des tétes et
si T = Py, les deux feuilles sont considérées des pattes et les deux sommets supports

des tétes.

Proposition 11 (Cockayne et al. [26]) Si T est un arbre d’ordre n > 2, alors
(i) Yr(T) = ~(T) + 1 si, et seulement si T est une araignée blessée.
(i) yr(T) = ¥(T) + 2 si, et seulement si T est une araignée saine ou bien T
est une paire d’araignées blessées Ty et Ty connectée par une seule aréte joignant
v e V(Ty) et w e V(Ty) sous les conditions suivantes : (1) T # Py. (2) v et w ne

sont pas tous les deux des sommets pattes.

Concernant la borne superieure v5(G) < 2v(G), les graphes G atteignants cette
borne ont été appelés les graphes Romains.
Proposition 12 (Cockayne et al. [26]) Un graphe G est Romain si, et seulement

si G admet une y(G)-fonction f = (Vo, V1, Va) telle que |V1| = 0.

Cockayne et al. [26] ont identifié plusieurs graphes Romains, dont Psj, Cs, Psgi2,
(3142 ainsi que les graphes G dont le degré maximium A = n — 1. Dans [42], Henning

a donné une caractérisation constructive des arbres Romains comme suit :

21



Définition 13 (Henning [42]) Soit F la famille des arbres enracinés tel que toute
feuille différente de la racine est a distance 2 de la racine et tous les fils de la racine,
sauf éventuellement un, sont des sommets supports forts. Soit F5 la famille des arbres
enracinés tel que toute feuille est a distance 2 de la racine et tous les fils de la racine,

sauf deux, sont des sommets supports forts.

Henning a défini aussi I’ensemble Vy(T') = {v € V(T)/v € S(T) et yx(T —v) >
vr(T)} et la famille 7% des arbres T, obtenus par une séquence T7,..,7; (j > 1) des
arbres tels que T} = K, (r > 1), et si j > 2, T;41 est obtenu récursivement de 7; par
I'une des trois opérations suivantes :

— Opération O; : supposons que w € Vs(T;), alors T;,; est obtenu de T; en

ajoutant une étoile K ¢ (s > 2) de centre v et en joignant v a w.

Figure 7. Opération Oy.

— Opération O, : supposons que z € V(T;), alors T;,; est obtenu de T; en
ajoutant un arbre 7" de la famille 7} et I'aréte zw, ot w est une feuille de 7" si

T = P3 ou bien w est le centre de T si T # Ps.

Figure 8. Opération O,.

— Opération Oz : supposons que x € Vg(T;), alors T;;; est obtenu de T; en
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ajoutant un arbre de la famille 75 et 'aréte zw, ou w est le centre de 7.

Figure 9. Opération Os.

Théoréme 14 (Henning [42]) Un arbre T est Romain si, et seulement si T € T*.

Dans [39], Hedetniemi et al. ont établi une borne reliant le nombres de domination
Romaine et le nombre de domination totale. Rappelons qu'un dominant D dans G
est dit dominant total si pour tout sommet u € D, il existe v € D avec u # v tel que
ww € E (i.e N(D) = V). Le nombre de domination totale de G, noté 7,(G), est le

cardinal minimum d’un ensemble dominant total dans G.

Théoréme 15 (Hedetniemi et al. [39]) Si G est un graphe sans sommets isolés,

alors 7p(G) = 7,(G).

Dans le méme papier, les auteurs ont posé le probléme de la caractérisation des
graphes G tels que v5(G) = 7,(G).
Il est & noter que du théoréme précédent et les résultats de [26], découle la chaine

d’inégalités suivante valable pour tout graphe GG sans sommets isolés.
V(G) < 7(G) < 7g(G) < 29(G) < 2v,(G).

Dans [20], Chellali et al. ont étudié les graphes extrémaux G pour la borne 7,(G) <
vr(G) en montrant que ce sont précisément les graphes extrémaux pour la borne

7:(G) < 27(G). Comme conséquence, tout graphe G vérifiant v,(G) = 7x(G) est un
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graphe Romain. Cependant la réciproque n’est pas vraie, il suffit de considérer une
double étoile ol chaque sommet support a au moins trois feuilles.

Xueliang et al. avaient identifié d’autres graphes Romains dans [63]. Rappelons
qu’un graphe circulant C'(n, S.) est un graphe dont I’ensemble des sommets V' (C(n, S.)) =
{v; : 0 < i < n—1} et I'ensemble des arétes E(C(n,S.)) = {viv; : 0 < i,j <

n—1,(i—j)modn € S.} avec S. € {1,2, ..., L%J, ou les indices sont pris modulo n}.

Théoréme 16 (Xueliang et al. [63])
(a) Le graphe circulant C(n,{1,2,...,k}) est un graphe Romain pour n > 7 et
n = t(modb), t # 4.

(b) Le graphe de Petersen généralisé GP(n,1) est Romain pour n > 3 et n =
t(mod4), t # 2.

(c) Le graphe de Petersen généralisé GP(n,3) est Romain pour n =11 oun > 7
et n = t(mod4), t # 3.

(d) Pourn > 1, m > 1, Le produit Cartésien Cs,,10Cs, est un graphe Romain.

Dans [62], Xing et al. ont donné une condition nécessaire et suffisante pour le cas

général, c’est a dire, pour que v5(G) = ¥(G) + k pour tout k € {2,...,v(G)}.

Théoréme 17 (Xing et al. [62]) Soit G un graphe conneze d’ordre n, avec y(G) >
2. Si k est un entier tel que 2 < k < y(G), alors yg(G) = v(G) + k si, et seulement
S1 :

(i) Pour tout entier s avec 1 < s <k —1, G n'a pas de sous-ensemble de sommet

UN]

veUy
(i1) Il existe un entier | avec 1 < | < k, et G a un ensemble W; contenant 1

Us (1 <t <s), contenant t sommets, tel que =n—7v(G) —s+2t.

sommets tel que ||JN[v]| =n —~v(G) — k + 2l.
veW;

Yero et al. [64] ont étudié la domination Romaine dans les produits Cartésiens de

deux graphes.
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Théoréme 18 (Yero et al. [64]) Pour tous graphes G et H
(i) 7p(GOH) > 21&3ull),

(ii) v p(GOH) > 1Cali (GO,

Il est & rappeler que Clark et Suen [25] ont montré que pour tous graphes G et H,
v(GOH) > 37(G)y(H), en réponse a la célebre conjecture de Vizing qui reste encore
ouverte depuis 1962, et stipuant que v(GOH) > ~(G)y(H) pour tous les graphes G
et H. Du Théoreme 18, il en découle que pour tout graphe G et pour tout graphe
Romain H, v(GOH) > 34(G)y(H), ce qui constitue dans ce cas une amélioration du
résultat de Clark et Suen.

Il est & noter que Wu a aussi amélioré le résultat de Clark et Suen.
Théoréme 19 (Wu [61]) Pour tous les graphes G et H, vx(GOH) > ~(G)y(H).

Dans [29] Favaron et al. ont donné le résultat suivant, en caractérisant aussi les

graphes extrémaux.

Théoréme 20 (Favaron et al. [29]) Pour tout graphe G d’ordre n > 3,

vr(G) + @ <n.

On cloture cette partie par la conjecture suivante diie & Bermudo.

Conjecture 21 (Bermudo [10]) Si G est un graphe de degré minimum au moins

3, alors vR(G) +v(G) < n.
2.1.4 Reésultats de type Nordhaus—Gaddum

Nordhaus—Gaddum ont établi en 1956 des bornes inférieures et supérieures pour
la somme et le produit du nombre chromatique d’un graphe et son complémentaire.
Jaeger et Payan étaient les premiers a publier en 1972 des résultats du type Nordhaus—

Gaddum sur le nombre de domination. Depuis, des relations de ce type sont établis
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pour les différents parameétres de graphes, en particulier, ceux liés a la domination
dans les graphes.

Dans ce sens, Chambers et al. ont établi ce qui suit :

Théoréme 22 (Chambers et al. [15]) Soit G un graphe d’ordre n, alors :
(i) 5 < Yp(G) +vp(G) < n+ 3. La borne superieure est atteinte si, et seulement
si G ou G est un Cs ou un 5 K.

(ii) Sin > 160, alors v5(G)yRr(G) < 16n/5 o ’égalité est atteinte si, et seulement

si G ou G est un £Cs.

Il est & mentionner que Bouchou et al. [12] ont donné une amélioration de Théo-

réme 22-(i) par le résultat suivant :

Théoréme 23 (Bouchou et al. [12]) Si G est un graphe d’ordre n > 160 telle
que toute composante connexe de G ou G est d’ordre au moins trois, alors y5(G) +

vr(G) < %” +4.

2.2 La domination Romaine indépendante

Etant donné un graphe G = (V| F), une FDR f = (V;, Vi, V5) de G est dite une
fonction de domination Romaine indépendante (FDRI) si Vo UV} est un ensemble
indépendant. Le nombre de domination Romaine indépendant igr(G), est le poids
minimum d’une FDRI de G. On dira que f est une ig(G)-fonction si f est une FDRI
de G et w(f) = ig(G). La domination Romaine indépendante a été définie comme une
perspective future pour I’étude des fonctions de domination Romaine. Cependant elle
reste tres peu étudiée. On présente dans cette partie les quelques résultats importants

qui existent.

2.2.1 Bornes

Par définition, tout graphe G vérifie v4(G) < ig(G). Adabi et al. ont remarqué

dans [2] que pour tout graphe G d’ordre n, ir(G) < n avec 'égalité atteinte si, et
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seulement si G ~ mK, U K; pour m et [ deux entiers naturels tels que n = 2m + [.
Ebrahimi et al. ont proposé d’autres bornes sur le nombre de domination Romaine

indépendant d’un graphe G.

Théoréme 24 (Ebrahimi et al. [28]) Pour tout graphe G d’ordre n et de degré
maximum A,
(1) ir(G) <n—A+1.

(i1) ir(G) < n — x(G) + 2 avec l’égalité est atteinte si, et seulement si G ~ K,,.
Les mémes auteurs [28] ont établi une borne supérieure dans les arbres.

Théoréme 25 (Ebrahimi et al. [28]) Pour tout arbre T d’ordre n > 3, ig(T) <
4n/5. L’égalité est atteinte si, et seulement si V(T') peut étre partitionné en k parties
distinctes X1, ..., Xy, tel que G[X;] ~ Ps et le sous-graphe induit par les centres des

X, est conneze.

Ils ont ensuite borné le nombre de domination Romaine indépendant d’un graphe

(G en fonction de son diameétre et de sa maille.

Théoréme 26 (Ebrahimi et al. [28]) Pour tout graphe G d’ordre n,

(i) in(G) <n — {%]
(ii) |29 | < in(G) < n — [492],

2.2.2 Relations avec i(G)

Il est montré dans [28] que pour tout graphe G, i(G) < ig(G) < 2i(G). Notons
que Chellali et al [21] ont amélioré le résultat précédent en montrant que pour tout
(G)

graphe connexe G, ig(G) > i(G) + 157 et en caractérisant les graphes atteignant

cette borne.

Les auteurs dans [28] ont posé le probléme de la caractérisation des graphes G tels
que ir(G) = 2i(G). Dans [18], Chellali et Jafari Rad ont étudié ce probléme pour la

classe des arbres.
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Définition 27 (Chellali et al. [18]) Soit F? la famille des arbres enracinés en un
sommet de degré au moins deuz, tel que chaque feuille est a distance deux de la racine,
et le nombre de feuilles est au moins égale au nombre de sommets supports moins un.
Soit FZ la famille des arbres enracinés en un sommet de degré au moins trois, tel
que chaque feuille est o distance deux de la racine, et le nombre de feuilles est égale
au nombre de sommets supports moins deux. Soit F? la famille des arbres enracinés
en un sommet de degré au moins deux, tel que chaque feuille est & distance deux de
la racine, et le nombre de feuilles est au plus égale au nombre de sommets supports
moins deuzx.

Un sommet w de G est dit Romain indépendant fort si f(w) = 2 pour toute

ir(G)-fonction f.

Chellali et Jafari Rad ont ensuite défini la famille 72 des arbres T' qui peuvent
étre obtenus de la séquence 71,75, ..., T; tels que T} est une étoile K, pour r > 1 et si
Jj > 2, T;,1 peut étre obtenu récursivement de 7; par 'une des opérations suivantes :

— Opération O; : Supposons que w € V(T;), alors T, est obtenu a partir de 7;
en ajoutant une étoile K ; pour s > 2 de centre v en reliant les sommets v et
w.

— Opération O, : Supposons que w € V(T;), alors T;;1 est obtenu de T; en
ajoutant un arbre 7' de la famille F? en reliant les sommets v et w, oil v est le
centre de T'.

— Opération O; : Supposons que w € V(T;) tel que ig(T; — w) > ig(Ty), et
il existe une ig(T;)-fonction qui assigne 0 & w. Alors Ty, est obtenu de T; en
ajoutant un arbre T de la famille F? en reliant les sommets v et w, oil v est le
centre de T'.

— Opération O, : Supposons que w est un sommet Romain indépendant fort
de Tj. Alors Tj,; est obtenu de T; en ajoutant un arbre 7' de la famille F?

en reliant les sommets v et w, ol v est le centre de 1" avec la condition que
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in(Ty —w) > in(Ty) +2|S(T)| = |L(T)| - 2.

Théoréme 28 (Chellali et al. [18]) Pour tout arbre T, ir(T) = 2i(T) si, et seule-

ment si T € T2.

Adabi et al. [2] ont borné ig(G) en fonction de v5(G), par le résultat suivant.
Théoréme 29 (Adabi et al. [2]) Pour tout graphe G de degré mazimum A > 3,

in(@) < 7a(@) + D=2 (8 g)

Les mémes auteurs ont montré que la borne est atteinte pour les graphe de
degré maximum au moins quatre si, et seulement si (vz(G),ir(G)) = (2,2) ou
(Vr(G),ir(G)) = (4, 1+ A).

Il est clair que si G est un graphe de degré maximum A = 3, alors par le Théoréme
29, on a ir(G) = v5(G). Aussi dans [43], Jafari Rad et Volkman ont montré que si G
est sans griffe, alors ir(G) = v5(G). Par ailleurs, le Théoréme 29 a été amélioré par

Jafari Rad [44].

Définition 30 (Jafari Rad [44]) Pourk > 4, soit H = (A, B, E) un graphe biparti
ot |Al = |B| = k—1 tel que ir(H) > k et si ig(H) = k, alors pour toute ip(H)-
fonction f, ou bien f(A) =0 ou f(B) = 0. Soit Gy, le graphe obtenu de H en ajoutant

2 sommets x,y et les arétes xy, xu pour tout u € A et yv pour tout v € B.

Théoréme 31 (Jafari Rad [44]) Pour tout graphe G de degré maximum A € {4,5,6},

ir(G) < B2 yR(G), ou Uégalité est atteinte si, et seulement si G = Saa ou G = Ga.

Théoréme 32 (Jafari Rad [44]) Pour tout graphe G de degré mazximum A > 7,

18

(@) < [(8 = Fral@)] -1
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2.2.3 Reésultats de type Nordhaus—Gaddum

Des résultats de type Nordhaus-Gaddum ont été établis par Targhi et al. dans
[28].
Théoréme 33 (Targhi et al. [28]) Pour tout graphe G d’ordre n

(i) 5 < ir(G) +ir(G) < n+3. La borne inferieure est atteinte si, et seulement si
G ou G est un Kz ou bien (6(G), A(G)) = (1,n — 1) ou (§(G),A(G)) = (1,n — 1).
La borne supérieure est atteinte si, et seulement si G ou G est un Cs ou un K.

(ii) Si diam(G) > 3, alors 6 < ip(G) +ir(G) < n —§(GQ) + 4.

2.3 La domanation 2-rainbow

Etant donné un graphe G = (V, E), une fonction f : V — P({1,2}) est une

fonction de domination 2-rainbow (FD2-r) de G si pour tout sommet v € V' tel que

f(v)=0,0ona, U f(u)=1{1,2}. Le poids d’une FD2-r f est w(f) = >  c(q) [f (V)]
et le nombre deu edj\c[)(;"iination 2-rainbow 7,5(G) est le poids minimum d’une FD2-r de
G. Par souci de simplicité, une FD2-r sera représentée par (V@f , V{fl}, V{];}, V{JLQ}) (ou
(Vo Viay, Vizy, Via,23) s’il 0’y pas de risque de confusion) ot wa ={ueV| f(u) =0},
Vi ={ueV | fw={13}Vy ={ueV|flu)={2}et Vi, ={ue
V| f(u) ={1,2}}. On dit que f est une 7,5(G)-fonction si f est une FD2-r de G et
w(f) =72(G).

La domination 2-rainbow a été mentionnée pour la premiere fois dans [13] comme
un cas particulier de la domination k-rainbow pour étudier la domination couplée.
Pour rappel, un ensemble D C V' est un dominant couplé si, et seulement si D > V'
et G[D] contient un couplage parfait. La fonction de domination 2-rainbow fut traitée
pour la premiére fois comme il se doit en 2007 par Bresar et al. dans [14] ou ils
ont montré que le probléme de décision associé au probléme de la domination 2-

rainbow est NP-complet. A noter que dans [13], les auteurs ont donné un algorithme

polynomial pour le calcul du nombre de domination 2-rainbow pour la classe des
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arbres. Des valeurs exactes de 7,,(G) pour quelques classes de graphes sont résumées

par le résultat suivant.

Proposition 34 (Bresar et al. [14])
(i) vp2(Pa) = | 5] + 1.
(i) 7r2(Cu) = [5] + [5] = [4]-
(iii) 7,5(GP(5,2)) = 4

2.3.1 Bornes

Nous commencons par remarquer que pour toute FDR f = (Vi V{,V{) d'un
graphe G, il existe une FD2-r g tel que w(g) = w(f). En effet, il suffit d’attribuer aux
sommets de Vof I'ensemble (), aux sommets de sz I'ensemble {1,2} et aux sommets
de V; Pensemble {1} ou {2}. D’oil la chaine d’inégalité suivante mentionnée par Wu

et al. dans [60].
Théoréme 35 (Wu et al. [60]) Pour tout graphe G,
NG) < 7,2(G) < 7R(G) < 29(G).
Pour la classe des arbres, Wu et al. [60], ont donné la borne supérieure suivante :

Théoréme 36 (Wu et al. [60]) Pour tout arbre T d’ordre n > 3, 7v,5(T) < 3n/4
avec ’égalité atteinte si, et seulement si V(T') peut étre partitionné en k copies de P,

tel que le sous-graphe induit par les centres de ces Py est connezxe.

IIs ont ainsi montré que pour tout graphe G, v,,(G) < 3n/4, avec 1’égalité atteinte
si, et seulement si G est un P, ou Cy o K ou V(G) peut étre partitionné en k copies
de P, qui ne sont connecté que par leur centres.

En se restreignant aux graphes de degré minimum au moins deux, Fujita et al.

[31] ont amélioré la borne précédente en montrant ce qui suit :
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Théoréme 37 (Fujita et al. [31]) Pour tout graphe G d’ordre n et de degré mii-

nimum 0 > 2,
2n
IYTQ(G) < ?

La relation entre 7,,(G) et v5(G) a été aussi étudiée dans [31] et [19], ou il a été

montré indépendamment le résultat suivant.
Proposition 38 (Chellali et al.[19], Fujita et al. [31]) Pour tout graphe G,

10(G) < 27,(C).

De plus, Chellali et al. [19] ont amélioré la borne du ratio v5(T)/7,5(T) dans les

arbres.

Théoréme 39 (Chellali et al. [19]) Pour tout arbre T', v5(T)/v,o(T) < 4/3.
Fujita et al. [31] ont borné ~,,(T) + v5(T) dans les arbres.

Théoréme 40 (Fujita et al. [31]) Pour tout arbre T' d’ordre n > 3,

6

Vro(T) +7R(T) < i

Le théoréme précedent, énnoncé pour les arbres reste valide pour tout graphe G
connexe d’ordre n > 3.

Le résultat suivant, montré en 2015 par Alvarado et al. [5] était posé comme un

probléme ouvert dans [31].

Théoréme 41 (Alvarado et al. [5]) Pour tout graphe G # Cj et de degré mini-

mum 6 > 2,
4n

12(G) +74(C) < 5

La relation entre 7(G) et v,5(G) a été étudiée par Wu et al. dans [59] pour les

arbres.
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Théoréme 42 (Wu et al. [60]) Pour tout arbre T, v,5(T) > ~(T) + P(TE%TW,

ot I(T) est le nombre de feuilles de T et p(T') est le nombre des sommets supports.

Dans [60], Wu et Xing ont fourni un résultat de type Nordhaus-Gaddum pour la
domination 2-rainbow en montrant que pour tout graphe G d’ordre n, 5 < 7,,(G) +

Yr2(G) < m+2. 1l est & noter que la borne inférieure est atteinte pour C3, et la borne

supérieure est atteinte pour I,,.

2.4 La domination 2-rainbow indépendante

Etant donné un graphe G = (V, E), une FD2-r f = (Vp, Viuy, Vigy, Vi o)) est
dite une fonction de domination 2-rainbow indépendante (FD2-rI) de G, si Vi U
V(23U V{1 23 est un ensemble indépendant dans G. Le nombre de domination 2-rainbow
indépendant i,5(G) est le poids minimum d’une FD2-rI de G. On dit qu'une fonction
f est une i,2(G)-fonction si f est une FD2-rl de G et w(f) = i,2(G).

Nous notons que cette fonction a été aussi trés peu étudiée. Le premier papier
publié étant "Independent 2-rainbow domination in graphs" de Chellali et Jafari Rad
[17], ot ils ont borné le nombre de domination 2-rainbow indépendant d'un graphe G

en fonction de son ordre et de son degré maximum.
Proposition 43 (Chellali et al. [17]) Pour tout graphe G, i,2(G) <n — A+ 1.

Amjadi et al. [7] ont, quant & eux, borné ce nombre pour les arbres par le résultat

qui suit :
Théoréme 44 (Amjadi et al. [7]) Pour tout arbre T d’ordre n > 3,
ira(T) < 3n/4.
Chellali et Jafari [17] ont montré que pour tout arbre 7', i,o(7") > i(T) + 1 et ont

entrepris la caractérisation des arbres atteignant cette borne. Pour ce faire, ils ont

donné la définition suivante :
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Définition 45 (Chellali et al. [17]) Soit 72 la classe des arbres T tels que T est
une étoile, une double étoile, Su(Sy,) pour p,q > 1, Su(K;,) pour n > 2 ouT est
obtenu de Su(Ky,,) pour n > 2 en ajoutant au moins une feuille au sommet central
de Su(Ki,) et possiblement quelques feuilles aux sommets supports de Su(Ky,,) tel
que le nombre de feuilles & distance deuz du centre de Su(K,) est au plus le degré

du centre de Su(K ) moins un.

Théoréme 46 (Chellali et al. [17]) Pour tout arbre T, io(T) = «(T) + 1 si, et

seulement si T € T3.

2.5 La {2}-domination Romaine

Etant donné un graphe G = (V| F), une fonction f définie de V' dans {0, 1,2},
f est une fonction de {2}-domination Romaine (F{2}DR) si pour tout sommet v €
V avec f(v) = 0, on a f(N(v)) > 2, c’est-a-dire, soit il existe u € N(v) tel que
f(u) = 2 ou il existe uy, us € N(v) tel que f(u1) = f(uz) = 1. Le poids d’une
F{2}DR est w(f) =>_ oy f(v) et le poids minimum d’une F{2}DR est le nombre de
{2}-domination Romaine, noté gy (G). Une F{2}DR f peut étre représentée par :
= (Vo, Vi, Va) (ou (VJ,V{,V{) s'il y a risque de confusion) avec V; = {u € V tel
que f(u) =i} pour i € {0,1,2}. On dit que f est une 7,y (G)-fonction si f est une
F{2}DR de G et w(f) = v (G).

Introduite en 2016 par Chellali et al. dans [22], la {2}-domination Romaine est
lite aux fonctions {2}-dominantes introduites par Domke et al. dans [27] et définies
comme suit : pour un graphe G = (V, E), une fonction g définie de V' dans {0, 1,2}
est une fonction {2}-dominante si pour tout sommet u € V, on a g(Nu]) > 2. Le
poids d’une fonction {2} dominante est w(g) = >, ., f(v) et le poids minimum d’une
une fonction {2}-dominante est noté v, (G).

Alors que la fonction {2}-dominante g requiert que pour tout sommet u € V,

g(Nu]) > 2, une F{2}DR f ne I'exige que pour les sommets u € V', tels que f(u) = 0.
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On peut observer par exemple que 7y oy (F5) = 3 alors que 75, (F5) = 4.
Dans le papier introductif [22], Chellali et al. ont montré que le probléme de déci-
sion associé a la {2}-domination Romaine est NP-Complet pour les graphes bipartis.

Par ailleur les auteurs ont montré ce qui suit :

Théoréme 47 (Chellali et al. [22]) Pour tout graphe G,

YG) <Yy (G) £ 7,2(G) < 7R(G) < 29(G).

Théoréme 48 (Chellali et al. [22]) Pour tout graphe simple G d’ordre n et de
degré maximum A > 2,

Yiry(G) > 2n/(A +2).

Le reste du travail proposé dans [22], s’est axé essentiellement autour de 1’étude de
la relation entre le nombre de domination 2-rainbow et le nombre de {2}-domination
Romaine. Les auteurs [22] ont montré 1'égalité entre ces deux parameétres dans les

arbres. Un autre résultat pour les cactus a été montré par le théoréeme suivant :

Théoréme 49 (Chellali et al. [22]) Si G est un cactus ayant k(G) cycles pairs,
alors Yy (G) = 7,2(C) — K(G).

Il en découle naturellement que pour tout cactus sans cycle pair G, v R2}<G> =

Y2 (G).

Exploitant le Théoréme 38 montré par Chellali et al. dans [31], les auteurs ont

déduit que pour tout arbre T', (1) /v poy(T) < 4/3.
2.5.1 Relations avec 7(G)

Henning et Klostermeyer [41] ont montré que pour tout arbre T, v(T) + 1 <
Yiroy(T) < 29(T). Afin de caractériser les arbres tels que v(poy(T) = ¥(T) + 1, les

auteurs ont défini ce qui suit :
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Définition 50 (Henning et Klostermeyer [41]) Pour des entiers positifs r et s,
soit F,. s l’arbre obtenu d’une double étoile S, s en subdivisant toutes les arétes exac-
tement une fois. Soient F° la famille de tous les arbres F,,, F° = {F, /r,s > 1} et
T° la famille des arbres Tpjouk >2,75>0cetk>2j+1 obtenus en subdivisant
exactement j arétes d’une étoile Sj . Le pivot de T}, ; est le sommet centre de [’étoile

Sjtr transformée en Ty, ;.

Figure 10. L’arbre Fj 3.

Figure 11. L’arbre Ts o avec

le pivot v.

Théoréme 51 (Henning et Klostermeyer [41]) Pour tout arbre T, vipn(T) =

YT) + 1 si, et seulement si T € T°U F°.

Les mémes auteurs ont donné une caractérisation constructive des arbres tels que

Yiray (1) = 27(T). Pour ce faire, ils ont défini ce qui suit :

Définition 52 (Henning et Klostermeyer [41]) Une Quasi fonction de {2}-domination
Romaine (QF{2}DR) d’un graphe G relative & un sommet v est une fonction f :

V — {0, 1,2} satisfaisant les conditions suivantes :
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Pour tout sommet u de V' tel que f(u) =0, siu = v, alors 3 cye) [(w) = 1,
sinon Y ,cnw) f(w) = 2. Le poids d’une QF{2}DR est la quantité 3 ., f(u) et le

poids minimum d’une QF{2}DR de G relative a v est noté v py (G, ).

Puisque toute F{2}DR de G est une QF{2}DR de G relative & un sommet v € V,
on a alors Yy poy (G, u) < Vypay (G).

Henning et Klostermeyer [41] ont défini aussi les notions de stabilité et de quasi-
stabilité d’'un sommet v, ot v est stable dans G' si Yoy (G — v) > Vipay(G), tandis
qu'il est quasi-stable si ¥(poy (G,v) = Yoy (G).

Soit ‘H la famille des arbres 1" pouvant étre obtenus de la séquence Ty, T4, ..., T,
ouk>0,Ty= Py et T =Ty Deplus, si k > 1, alors pour tout i € {1,..., k}, I'arbre
T; peut étre obtenu de 'arbre 7" = T;_; par I'une des quatre opérations Oy, Oy, Os,

O, définies comme suit :

Opération O; : Ajouter un nouveau sommet u a 7" et joindre v & un sommet

v de T qui est & la fois un sommet support et stable dans 7”.

— Opération O, : Ajouter une chaine P3 de centre u et joindre u & un sommet
stable de T".

— Opération O3 : Ajouter une chaine Pj3 et joindre une feuille v de P; & un

sommet quasi-stable v de T".

Opération Oy : Ajouter une étoile K, 3 et joindre une feuille u de I’étoile & un

sommet quelconque v de T".

Théoréme 53 (Henning et Klostermeyer [41]) Pour tout arbre T, vipn(T) =

29(T) si, et seulement si T € H.

2.6 La domination Romaine Double

Etant donné un graphe G = (V, E), une fonction f définie de V' dans {0, 1,2, 3}

est une fonction Romaine double (FDRD) si pour tout sommet u € V' tel que :
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(i) si f(u) = 0, alors il existe un sommet v € N(u) tel que f(v) = 3 ou deux
sommets vy, v2 € N(u) tels que f(v1) = f(vg) = 2.
(ii) si f(u) =1, alors il existe un sommet v € N(u) tel que f(v) > 2.
Une FDRD peut étre représentée par f = (Vo, V1, Vo, Vz)ou Vi ={u eV : f(u) =
i} pour i € {0,1,2,3}. Le poids d'une FDRD est w(f) = > ., f(v) et le poids
minimum d’une FDRD est le nombre de domination Romaine double noté v,5(G).
On dit que f est une ~y,5(G)-fonction si f est une FDRD de G et w(f) = v,4z(G).
Introduite en 2016 par Beeler et al. dans [9], les auteurs ont proposé une autre
stratégie de défense plus forte que celle proposée par Cockayne et al. dans [26] et
qui permet de doubler la protection des régions de I’empire en s’assurant que chaque
région attaquée puisse étre défendue par deux armées. En effet, pour chaque région
u qui n’est pas sécurisée (f(u) = 0), il est possible d’y envoyer deux armées de son
voisinage (soit il existe un sommet v € N(u) tel que f(v) = 3 ou deux sommets vy,
vy € N(u) tels que f(v1) = f(ve) = 2) tout, en respectant la contrainte imposée
par 'empereur Constantin 1°", qu’une armée ne pouvait pas quitter sa position si ce

faisant, elle rendait la région ou elle était stationnée non sécurisée.

Abdollahzadeh Ahangar et al. [3] ont montré que le probléme de décision associé a
la fonction de domination Romaine double est NP-Complet pour les graphes bipartis
et les graphes triangulés.

Il a été montré dans [9] que pour tout graphe G, il existe une 7v,5(G)-fonction f =
(Vo, Vi, Vo, V3), telle que Vi = (). Les auteurs [9] ont borné le nombre de domination
Romaine double, en fonction de son ordre et de 7(G) en montrant que pour tout

graphe G d’ordre n > 3, v,z(G) < 5n/4, et que 2v(G) < v,4r(G) < 37(G).
Abdollahzadeh Ahangar et al. [3] ont amélioré la borne inférieure donnée dans [9)].

Proposition 54 (Ahangar et al. [3]) Pour tout graphe G,

Yar(G) 2 Yiroy (G) +7(G).
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Exploitant la Proposition 54 et les travaux de Henning et Klostermeyer dans [41],
Abdollahzadeh Ahangar et al. ont caractérisé les arbres tels que v,z(T) = 2v(T) + 1.
En effet, il est facile de voir que si T est un arbre tel que v, 5(T) = 2v(T) + 1, alors
Yiray(T) = v(T) + 1. De la ils ont en déduit que les graphes qui les intéressent sont

dans 7° U F? (par le Théoreme 51).

Théoréme 55 (Abdollahzadeh Ahangar et al. [3]) Pour tout arbre T, y,5(T) =

2v(T) + 1 si, et seulement si T € T°.

Des valeurs exactes du nombre de domination Romaine double pour les chaines et
les cycles ont été établies, ainsi qu’une carctérisation des graphes G tels que v,z(G) €
{3,4,5}. Pour rappel, le graphe joint G V H est le graphe formé d’une copie de G et

d’une copie de H en reliant chaque sommet de G & chaque sommet de H.

Proposition 56 (Ahangar et al. [3]) Pour tout n > 1
. n si n = 0(mod 3).
(1) Yar(Fn) =
n+1 sin=1,2(mod3).
- n  sin=0,2,3,4(mod6).
(1i) Yar(Cr) =
n+1  sin=15mod6).
Proposition 57 (Ahangar et al. [3]) Soit G un graphe connexe d’ordre n > 3,
alors :
(i) Yar(G) = 3 si, et seulement si A(G) =n — 1.
(i3) v4r(G) = 4 si, et seulement si G = K,V H, ot A(H) < V(H) — 2.
(i1) v4p(G) =5 si, et seulement si A(G) =n—2 et G# K,V H, ou H est un

graphe quelconque d’ordre n — 2.

Abdollahzadeh Ahangar et al. [1] ont donné une caractérisation constructive des
arbres tels que v,5(7T) = 3v(T), appelés arbres Romains doubles. Pour ce faire, ils

ont défini ce qui suit :
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Définition 58 (Ahangar et al. [1]) Etant donné un graphe G et v un sommet de
G, une quasi fonction de domination Romaine double (QFDRD) d’un graphe G =
(V, E) relative a v est une fonction f : V. — {0,1,2,3} telle que f restreinte a
G —{v} est une fonction de domination Romaine double et ou bien f(v) > 0, ou bien
v a un voisin w tel que f(w) > 1. Le poids d’'une QFDRD est la quantité ) ., f(u).

Le poids minimum d’une QFDRD de G relative o u est v (G, u).

Figure 12. L’arbre F'.

Les auteurs [1] ont observé que toute FDRD de G est aussi une QFDRD de G
relative a n’importe quel sommet de G, et donc v,5(G,u) < v,z(G). 1ls ont ensuite
défini Pensemble W = {v € V : y,x(G,v) = v,z(G)} et la famille 7 des arbres T'
pouvant étre obtenus par une séquence 17, ...,7},, oo m > 1, T est la chaine P, ou
P3 et si m > 2, alors T peut étre obtenu récursivement par 7; par I'une des huit
opérations O, ..., Og ci-dessous :
— Opération O; :siz € V(T;) et x est un sommet support fort, alors 'opération
O, ajoute un sommet y et 'aréte xy pour obtenir T}, ;.

— Opération O, : si z € V(T;), x est un sommet support fort de Wr,, alors
lopération Oy ajoute une chaine Pj en joignant x au centre de P3 pour obtenir
Tir.

— Opération O; : si x € V(T;), alors l'opération O3 ajoute une étoile K3 en

joignant = & une feuille de K 3 pour obtenir 7;,.
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— Opération O, : si x € V(T;) et = est adjacent & sommet support fort, alors
lopération O, ajoute une chaine P; en joignant x au centre de P53 pour obtenir
Tia

— Opération Os : si x € V(T;) et x appartient & une chaine pendante (zzox1)
dans T;, alors 'opération Os ajoute une chaine P3 en joignant x au centre de
P35 pour obtenir T;, 4

— Opération Og : si x € V(T;) et x € Wy, alors Popération Og ajoute le graphe
F' illustré dans la Figure 12 en joignant x au centre de F' pour obtenir 7;;.

— Opération Oy :siz € V(T;) et © € Wr,, alors 'ppération O; ajoute une chaine
Ps en joignant z au centre de P5 pour obtenir 7.

— Opération Oy : si z € V(T;), alors I'opération Og ajoute une chaine P3 en

joignant x a une feuille de P3 pour obtenir 7;,;.

Théoréme 59 (Ahangar et al. [1]) SiT est un arbre d’ordren > 3, alors y,p(T) =

3v(T) si, et seulement si T € Tg.

Hajibaba et al. [34] ont borné le nombre de domination Romaine double en fonction

du nombre de {2}-domination Romaine.
Théoréme 60 (Hajibaba et al. [34]) Pour tout graphe G,

Yar(G)/2 < 7{R2}(G) < 27,4r(G)/3.

Par ailleurs, les mémes auteurs [34] ont caractérisé les arbres 7' tels que oy (T') =
2v,4r(T) /3. Pour ce faire, ils ont défini la famille Fg des arbres 7" pouvant étre obtenus
par une séquence 171, ...,T; (ot j > 1), tel que T; est une étoile K7, pour r > 2, et si
j > 2, alors T, 1 peut étre obtenu récursivement de T; par I'une des opérations O; et

Os.
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— Opération O : supposons que u est un sommet vérifiant que 7y RQ}(TZ- —u) >
Yiray(T3), alors Tiyy est obtenu de T; en joignant u au centre de I'étoile K
pour s > 2.

— Opération O : pour u € V(T;), T;41 est obtenu de T; en joignant u au centre

y d’une étoile K; ; pour s > 1, puis en subdivisant I'aréte yu.

Théoréme 61 ( Hajibaba et al. [34]) Si T' est un arbre d’ordre n > 3, alors

Yiroy(T) = 2745(T) /3 si, et seulement si T € Fs.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé six fonctions de domination introduites toutes
entre 2004 et 2016, en exposant les principaux résultats liés a notre angle d’étude et
qui sont nombreux et variés. On note cependant que 'on trouve moins de travaux
consacrés a ’étude des variantes indépendantes des fonctions de domination dans la
littérature. Convaincus qu’il y a encore beaucoup a faire sur I’étude des fonctions
de domination, nous nous sommes orientés vers les versions indépendantes de ces
fonctions.

Dans les deux chapitres suivants, nous introduirons la {2}-domination Romaine
indépendantes et la domination Romaine double indépendantes ot nous présenterons

les résultats que nous avons obtenus.

42



Chapitre III

LA {2}-DOMINATION ROMAINE

INDEPENDANTE

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons la {2}-domination Romaine indépendante.
Commengons d’abord par la définition suivante.

Etant donné un graphe G = (V, E), une F{2}DR f = (4, V1, V2) est une fonction
de {2}-domination Romaine indépendante (F{2}DRI) de G, si V;UV; est un ensemble
indépendant.

La premiére question qui peut se poser concerne l’existence d’une F{2}DRI pour

tout graphe G. Le résultat suivant en donne une réponse.
Proposition 62 (Rahmouni et Chellali [51]) Tout graphe G posséde une F{2}DRI.

Preuve. Soit S un ensemble indépendant maximal de GG. Soient A ’ensemble des
sommets de S ayant des voisins privés dans V — S et B = S — A. On observe que
chaque sommet de V' — S est ou bien un voisin privé d’'un sommet dans A ou bien il
a deux voisins dans A U B. On définit la fonction f dans G telle que f(u) = 2 pour
tout u € A, f(u) =1 pour tout u € B et f(u) = 0 pour tout u € V — S. Il est clair

que f est une F{2}DRI de G. O

Par la Proposition 62, on peut definir le nombre de la {2}-domination Romaine
indépendante, noté i{pey(G), comme étant le poids minimum d’une F{2}DRI de G.

On dit qu'une fonction f est une igpoy(G)-fonction si f est une F{2}DRI de G et
w(f(G)) = i (G)-
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Dans ce chapitre, nous montrerons que le probléme de décision associé & i{pay(G)
est NP-Complet méme restreint aux graphes bipartis. Nous montrerons aussi que pour
tout graphe G d’ordre n, 0 < i,9(G) —igray(G) < n/5et 0 < ig(G) —ifray(G) < n/4.
De plus, on prouvera que 1'égalité i,o(G) = igra)(G) est vérifiée pour les arbres. Avant

de passer a ces résultats, nous donnons ’observation suivante :
Observation 63 (Rahmouni et Chellali [51]) Pour tout graphe G,
i (G) < i,2(G) < (O,

Preuve. L’inégalité i,2(G) < ir(G) a été démontrée dans [17]. Montrons donc
lautre inégalité. Soit f = (%f,‘[{’;},l({];},\[{€72}) une i,9(G)-fonction. On définit une
fonction g dans G par g(u) =2siu € V{JLQ}, glu)=1siue€ V{Ji} U V{J;} et g(u) =0 si
u € V@f. Il est clair que g est une F{2}DRI de G de poids i,5(G) et donc igpay(G) <
ir2(G). O

Le graphe complet K, est un exemple simple de graphe pour lequel 1'égalité est
vérifiée pour les trois parameétres. De plus, ces parameétres peuvent aussi avoir des

valeurs distinctes, pour voir cela, il suffit de considérer le graphe de la Figure 13, ou

i{Rg}(G,) = 6, irg(G,) =Tet ZR(G,) = 8.

Figure 13. Le graphe G'.
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3.2 Complexité algorithmique

Dans cette partie, nous considérons le probléme de décision associé a la {2}-
domination Romaine indépendante.

Probléme de la {2}-domination Romaine indépendante (P{2}DRI)

Instance : Un graphe G = (V, E) et un entier positif & < |V].

Question : G posséde-t-il une fonction de {2}-domination Romaine indépendante
de poids au plus k7

Nous montrons que ce probléme est NP-complet en réduisant le probléeme NP-
complet 3-Couverture-Exacte (X3C) au P{2}DRI.

3-Couverture-Exacte (X3C).

Instance : Un ensemble fini X avec | X| = 3¢ et une collection C' de sous-ensembles
de X de 3 éléments

Question : Y a-t-il une sous collection C’ de C' telle que chaque élément de X

apparait exactement une seule fois dans C”?

Théoréme 64 (Rahmouni et Chellali [51]) P{2}DRI est NP-complet pour les graphes

bipartis.

Preuve. P{2}DRI est dans NP, puisqu’on peut vérifier en un temps polyno-
mial si une fonction f : V' — {0,1,2} a un poids au plus k et est une fonction de
{2}-domination Romaine indépendante. Montrons maintenant comment transformer
toute instance de X3C en une instance G de P{2}DRI de sorte que I'une d’elle a
une solution si, et seulement si 'autre a une solution. Soit X = {z1,29,...,z3,} et
C ={C, s, ...,C;} une instance quelconque de X3C.

Pour chaque z; € X, on crée une chaine P, : w;-z;. Soit W = {wy, ws, ..., ws,}
et Z = {z, 22, ..., z3,}. Pour chaque C; € C, on construit le graphe H; obtenu de
deux cycles Cy en ajoutant un nouveau sommet c; reli¢ a un sommet de chaque

cycle disjoints Cy. On note les sommets des deux cycles par u];-ujy-uls-uly-ul, ou
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i € {1,2}. Nous supposons, sans perte de généralité, que c; est adjacent a u{l et
u), et soit Y = {c1, ca, ..., ¢ }. Pour obtenir le graphe G, on ajoute les arétes cjw; si
z; € C;. Il est évident que G est biparti. Posons k = 4t + 4¢ (voir Figure 14 pour un

exemple).

Figure 14. Exemple de construction du graphe G.

Soit H le sous-graphe de G induit par tous les V(H;) et R le sous-graphe de
G induit par tous les w; et z;. On note que pour toute fonction de {2}-domination
Romaine indépendante f de G, si f(c;) =, avec | € {0, 1,2}, alors f(V(H;)) =4+,
et donc f(V(H)) > 4t.

Supposons que l'instance X, C' de X3C a une solution C’. On construit une
F{2}DRI f dans G de poids k. On affecte les valeurs 0 et 1 pour chaque w; et
z;, Tespectivement. Pour tout C; € C, on affecte la valeur 1 & c;, w}y, uly, uby et udy,
la valeur 0 aux sommets restants de H;. Pour tout C; ¢ C’, on affecte la valeur 1
awly, uls,uly et uls et 0 aux autres sommets de H ;. Notons que puisque C’ existe
et que |C'| = ¢, alors le nombre de ¢; dont la valeur est 1 est ¢, ayant des voisi-
nages disjoints dans {wy, ws, ..., ws,}. Puisque C” est une solution de X3C, chaque
sommet dans W est adjacent & deux sommets ayant une valeur 1. Ils est facile de
voir que f est une fonction de {2}-domination Romaine indépendante de G' de poids

FOV) =4t +q+3¢ = k.
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Inversement, supposons que G a une fonction de {2}-domination Romaine indé-
pendante de poids au plus k. Parmi toutes ces fonctions, soit g = (V4, Vi, V2) telle
que :

(C1) [W N Vp| est maximiseé.

(C2) Sous la condition (C1) : |[Y N V3| est minimisé.

(C3) Sous les conditions (C1) et (C2) : |Z N V3| est minimiseé.

Donnons les remarques suivantes :

i) Aucun sommet w; n’appartient a Vi, a cause de z;.

ii) Aucun sommet ¢; n’a besoin d’étre défendu par n’importe quel sommet w;.

iii) Aucun sommet w; n’est de poids 2. En effet, supposons que g(w;) = 2 pour un
certain 7. Alors, d’aprés (ii), on affecte a w; un 0 au lieu de 2 et & z; un 2 au lieu
de 0, on obtient alors une fonction de {2}-domination Romaine indépendante
de G de poids au plus k£ mais avec plus de sommets de W ayant la valeur 0, ce
qui contredit notre choix de g.

iv) Aucun sommet ¢; n’a de valeur 2. En effet, supposons que g(c¢;) = 2 pour un
certain j. Donc nous avons g(V(H;)) = 6. Puisque N(c;) N W C V, (d’apres
(i) et (iii)), g(z;) > 0 pour tout i. En affectant a ¢; un 1 au lieu de 2 et en
réaffectant les sommets de H; pour que ¢g(V(H;)) = 5 au lieu de 6 on obtient
alors une fonction de {2}-domination Romaine indépendante de G de poids au
plus k&, mais ayant moins de sommet de Y avec une valeur 2, contradiction.

v) Aucun sommet z; n’est de poids 2. Supposons que ¢(z;) = 2 pour un i quel-
conque. Alors g(w;) = 0 (d’apres (i) et (iii)). Si g(¢;) = 1 pour ¢; € N(w;), alors
il est clair qu’on peut affecter & z; un 1 au lieu de 2 et obtenir une F{2}DRI de
G de poids au plus k£ mais ayant moins de sommet de Z dans V5, contradiction.
Nous pouvons donc supposer que N(w;) VY C V. Soit ¢; € N(w;). Il est clair
que g(V(H;)) = 4 puisque g(c;) = 0. En réaffectant a z; et ¢, un 1 au lieu de 2 et

0, respectivement, et en réaffectant les sommets de H; pour que g(V(H,;)) = 5
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au lieu de 4, on obtient une F{2}DRI de G de poids au plus k ayant moins de
sommets de Z de valeur 2, ce qui contredit notre choix de g.

Par conséquent, d’aprés ce qui précéde, on en déduit que W C Vy, Y NV, = (), et
ZNVy=10.Dou Z C Vi. Il est clair que Y NV; # () pour défendre tous les sommets
de W. Soit b = |[Y NV;|. Alors b > ¢, puisque chaque sommet de Y a exactement
trois voisins dans W. De plus, puisque g(V(H)) + g(V(R)) = b+ 4t + 3¢ < 4t + 4q
on en déduit que b < ¢, et donc b = ¢. Par conséquent, C’ = {C} : g(c;) = 1} est une

3-couverture exacte pour C.[]

A noter que dans [24], Chen et Lu ont répondu a une question ouverte que nous
avons posé dans [51] en donnant un algorithme polynomial pour calculer le nombre

de la {2}-domination Romaine indépendante pour les arbres.

3.3 Borne supérieure pour i,5(G) — i{pa(G)

Dans cette partie, nous présentons quelques relations entre le nombre de {2}-
domination Romaine indépendant et le nombre de domination 2-rainbow indépendant.
Sachant que ifro1(G) < iy2(G), pour tout graphe simple G, nous montrerons que
I’égalité entre ces deux parameétres est vérifiée pour la classe des arbres et que la
différence entre eux n’excéde pas n/5 pour tout graphe G d’ordre n. Pour cela nous
introduisons quelques notations et définitions.

Etant donné une i{pgy(G)-fonction f = Vi, v/, V) dun graphe G, soit v/
I’ensemble des sommets de Vof ayant un voisin dans sz et Vo"f = VOf — V}J'f .11 est
clair que tout sommet de V[)"f a au moins deux voisins dans Vlf . Soit R le graphe
partiel du sous-graphe induit par Vb"f U Vlf obtenu en laissant que deux arétes reliant

Vlf

chaque sommet de Vo”f a Vlf . On définit ensuite le graphe Hy d’ordre , ol
V(H;) = V(V/) et deux sommets = et y de V(H;) sont adjacents dans H; s'il existe
un sommet v € Vo"f adjacent & = et a y dans R. Il est clair que, si Vo"f = (), alors

|V(Hy)| > 2. On appellera Hy, le graphe associé a f.

48



Pour tout Hy associé a f, soit w(Hf) = {S1, 52, ..., Sk} une partition de V(Hy)
telle que S; est un ensemble indépendant maximum du sous-graphe induit par S; U
Si+1U...U S, pour tout ¢ € {1, ..., k}. Selon la définition de w(Hy), on a |S;| > |S;] et
tout sommet de S; a au moins un voisin dans S; pour tout ¢ < j. A noter que cette
partition a été introduite la premiére fois par Fradkin dans [30]. On définit aussi les
ensembles A, B et C' comme suit : A est ensemble des sommets de V" ayant un
voisin dans S et 'autre dans Sy dans le graphe R, C' est ’ensemble des sommets de
vy wayant aucun voisin dans S; U S, dans le graphe R et B = Vy/ — (AU C). Soit
X = Uiy Si = V(Hy) = (51U S),

Comme exemple, prenons le graphe G” de degré maximum A de la Figure 15.

Il est clair que f = ({a, f,9,h,i,j},{b,c,e,d},0) est une igpoy(G)-fonction, puisque

d’apres le Théoreme 48, ipoy (G”) > Y(poy(G”) > AQ_ZZ = 4.

Figure 15. Le graphe G” avec

itr2} (G") = 4.
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Le graphe H; associé & f dans G” est représenté dans la Figure 16.

c d

Figure 16. Le graphe H.

Le graphe H; de notre exemple posséde une unique partition en stables 7m(Hy) =
{{b}, {c}. {d},{e}} avec S1 = {b}, Sa = {c}, S5 = {d} et Sy = {e}. L’ensemble
A = {a}, 'ensemble C' = {i} et 'ensemble B = {f, h, j}.

Proposition 65 (Rahmouni et Chellali [51]) Soit f = (V§, Vi, Vi) uneigpoy (G)-
fonction et Hy le graphe associé o f ayant w(Hy) = {51, S, ..., Si} comme partition
de V(Hy). Alors :

(i) 12(C) < i (G) + |X].

(i1) tout sommet de X a au moins deux voisins dans B et |B| > 2|X]|.

(iii) |A] = |Szl.

() |C] =0 sit<3.

(v) |C] > | X| —|Ss| sit=4.

(vi) |C] > 2|X|— 3|5, sit>5.

Preuve. (i)- Supposons d’abord que H; est biparti et soient U et W les parties
de H; (Notons qu'il est possible que E(Hy) = 0 si Vb”f = (). D’apres la construction
de Hy, tout sommet de vy a un voisin dans U et un autre dans W. Soit g une

fonction définie dans G par g(z) = O siz € V', g(x) = {1,2} siz € V), g(x) = {1}
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sixz € Uetglx) ={2} six € W. Il est clair que g est une FD2rI de G, avec
ir2(G) < g(V(Q)) = igrny(G), et donc (i) est vérifie. Supposons maintenant que H
n’est pas biparti, alors ¢ > 3. Définissons la fonction g = (Vp, Vi, Viay, Vi1,2;) dans
G, ou Vi = 51, Vigy = S, Vp = Vo et Viugy = V2 U X, Alors g est une FD2rI de
poids iy (G) + | X, et donc (i) est dans ce cas aussi vérifié.

(ii)- On rappelle que la construction de H exige que le voisinage de tout sommet
T € Vo"f possede exactement deux voisins dans Hy. Soit u un sommet de X. D’apreés
la définition de m(Hy), le sommet u a un voisin v dans S; et un autre w dans S,.
Soit a et a' les sommets de Vo"f qui correspondent aux arétes uv et uw dans Hy,
respectivement. Sachant que a et o’ n’appartiennent pas & A et v,w € S; U Ss, on en
déduit que a, o' € B. D’ou |B| > 2|X]|.

(iii)- Rappelons que pour toute aréte xy € E(Hy) avec x € Sy et y € Sy, il existe
alors au moins un sommet z € A tel que zz et zy € E(G), et donc |A| > |Ss|.

(iv)- Si ¢t < 3, alors X est un ensemble indépendant dans Hy, d’ou C = 0.

(v)- Soit t = 4. Il est clair que S3 domine Sy dans H; et pour toute aréte uv de
E(Hy) ayant une extrémité dans S; et 'autre dans Sy, il existe un sommet z € C
tel que u,v € Ng(z). D’ou |C] > |S4|. Sachant que X = S5 U Sy et |S3] < |Ss|, on
obtient |C] > | X| — |Ss] .

(vi)- Soit t > 5. Comme vu dans (v), le cardinal de C' est au moins égal au nombre
d’arétes du sous-graphe de H; induit par S = S3 US4 U ... U S;. Sachant que S; est
un ensemble indépendant maximum du sous-graphe induit par Ué:z S;, on peut voir
alors que |C| peut étre minoré par le nombre d’arétes de Hf[S3 U Sy] dans H[S],

d’ot :

€1 > (1X] = [Ss]) + (1X] — [Ss] — |Sal)
— 20X - 2|8y — |54
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puisque que |Sy| > |S5| > | Sy, il s’ensuit que (vi) est veérifice. [

Par le prochain résultat, nous montrerons que I'égalité entre igpoy (G) et i,9(G) est

vérifiée pour les graphes ne contenant pas de sous-graphe partiel isomorphe & Cy,o.

Théoréme 66 (Rahmouni et Chellali [51]) Si G est un graphe sans sous-graphe

partiel isomorphe & Cuyo pour tout entier k > 1, alors ifra (G) = i,2(G).

Preuve. Puisque i{p2)(G) < iy2(G) pour tout graphe G, on a seulement besoin
de montrer que 7,9(G) < igpoy(G). Nous pouvons supposer, sans perte de généralité,
que G est connexe, puisque la preuve est valide pour toute composante connexe de
G. Soit f = (VJ, Vi, V) une irr2} (G)-fonction . Si V)" = 0, alors on peut construire
une FD2-rT dans G de poids igpoy(G), d’ott i,2(G) < igpoy(G). Supposons maintenant
que Vo”f # (). Soit Hy le graphe associé a f. Supposons d’abord que H; est biparti et
ses parties sont U et WW. Notons que chaque sommet de Vo"f a un voisin dans U et un
autre dans W. On définit alors la fonction g par g(z) = 0 si z € V', g(z) = {1,2} si
zeVi, glx)={1}siz e Uet glz)={2} siz € W. Alors g est une FD2-r1 dans G,
d’ott i,9(G) < g(V(G)) = igrey(G). Supposons maintenant que Hy n’est pas biparti.
Donc Hy contient un cycle impaire Co11 = (u1, ug, ..., Ugi11, uq1) pour ¢ > 1. D’apres
la construction de Hy, pour toute paire de sommets u;, u;41 de notre cycle, il existe un
sommet w; € Vo"f tel que wju; et wyu; 41 € E(G). Donc le graphe G contient un sous-
graphe partiel isomorphe & un cycle Cypyo = (ug, wy ug, wo, us, ..... , Upt1, Worr1, U)

d’ou la contradiction. [
Le corollaire suivant est une conséquence immeédiate du Théoréeme 66.

Corollaire 67 (Rahmouni et Chellali [51]) Pour tout arbre T, i,o(T) = iy (T).

Nous rappelons que la caractérisation des arbres tels que i,o(7) = i(T) + 1 a

été traitée par Chellali et Jafari Rad dans [17], comme vu dans le Théoréme 46 et
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puisque selon le Corollaire 67, ’égalité entre le nombre de {2}-domination Romaine
indépendant et le nombre de domination 2-rainbow indépendant est vérifiée pour tous

les arbres, on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 68 Pour tout arbre T, ity (T) > i(T) + 1 avec l’égalité atteinte si, et

seulement si T € T3.

Nous présentons maintenant un résultat qui borne la différence i,5(G) — ifr2} (G)

en fonction de 'ordre de G.

Théoréme 69 (Rahmouni et Chellali [51]) Pour tout graphe connexe d’ordre n,

ira(G) — igray(G) < %, et cette borne est atteinte.

Preuve. Soit f = (V{,V{, V) une itr2}(G)-fonction et Hy son graphe associé. Si
H est biparti, alors en utilisant les mémes arguments que ceux de la démonstration
du Théoréme 66, on obtient i{ps(G) = i,2(G). Nous supposons donc que Hjy n’est
pas biparti. Soit m(Hy) = {51, S2, ..., St} une partition de V(Hy) comme vu précé-
demment, ou ¢ > 3. Par la Proposition 65.(i), i,2(G) < itroy(G) + | X]. Il nous suffit
Vlf

donc de prouver que | X| < n/5. Rappelons que = | X|+ 51|+ |S52]. Considérons

les cas suivants :
Cas 1. t = 3. Alors X = S5 et | X| = |55] < |53 (d’apres la définition de 7(Hy)).
D’ou |S1] + |S2| > 2|X]|. En utilisant les propriétés (ii)-(iv) de la Proposition 65, on

aura :
o+

- ]« i

= ([XT+ 151+ [Sa]) + (|4 + B[ + [C])
> 3[X|+ (Al +1B])

> 31X +|S,] +21X] > 6]X],
d'ou | X| <n/6 <n/5.
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Cas 2. t =4. On a, | X| = |S3| + [S4| < |S1] +|S2|. En utilisant les propriétés (ii),

(iii) et (v) de la Proposition 65, on aura :

n=|V{| + V| + |V

> v/ = (X[ + [S1] + [Sa]) + (|A] + [B] + [C])

+ )Vo”f

> 2| X[+ [So] + 2|1X| + | X| = |S2| =5|X],

d’ou | X| < n/5.

Cas 3. t > 5. En utilisant les propriétés (ii), (iii) et (v) de la Proposition 65, on

aura .
n=|V{|+ W]+ ||
> [V + Vo] = (IX] + 1S1] + 19a]) + (1A + [ B + |C1)
> (| X[+ 2]5]) + (|Se] +2|X| +2|X]| —3|5:]) =5|X],
d’ou | X| < n/5.

Par ailleurs, cette borne est atteinte par le graphe de la Figure 15. On peut voir

que igro}(G) = 4 alors que i,9(G) = 6. O

Nous cloturons cette partie en proposant une borne supérieure du rapport i,2(G) /igroy (G)

en fonction du degré maximum de G. A noter que 2 est une borne supérieure triviale

pour ZTQ(G>/Z{R2} (G) .

Théoréme 70 (Rahmouni et Chellali [51]) Si G est un graphe de degré maxi-

mum A(G) = A > 1, alors i,2(G) /igrey(G) < 2A/(A+1), et cette borne est atteinte.

Preuve. Soit f = (V§, V/, V) une itr2y (G)-fonction et Hy le graphe associé a f

avec la partition m(Hy) = {51, 52, ..., S¢}. Si Hy est biparti, alors i,2(G) = i{ray (G) et

le résultat est vrai. Supposons que H; n’est pas biparti. Donc Vlf ‘ # (0. Sachant que
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ir2(G) < igr}y(G) + | X|, on a donc ira(G)/igr}(G) < 1+ |X] /igrey(G), et puisque

itro}(G) = v/ V| = (|S1| + |S2|), on obtient :

+2‘V2f‘et X| =

iro(G) /igroy(G) < 1+ |X] [ifrey(G)

Vi | = (1S1] + [S2))
1+
| 2
fl—
. Vil = (S +1520) o ISi 1%
B v/ W
D’autre part, |V/| = |S1| + [Sa| 4 ... + |Si| et |S;| < |S;| pour tout 7 > j, on a donc :
2V | = (181 + 1Su) + (IS2] +1Si-1]) + -+ (1Si] + |S1])

< ([Saf + [Sal) + ([Sa] 4 [Sal) 4 . 4+ ([51] +[52])

= t([51] + [S2])-
Sachant que (|S1| + |Sa2]) / [Vi| > 2/t et t < A(Hf)+1 < A(G)+1 on en déduit que :

B |S1] + 154

ir2(G) /g2y (G) < 2
Vlf

<22/t <2-2/(A(G) +1) = 2A(G)/(A(G) + 1).

Cette borne est atteinte pour le graphe de la Figure 15. [

En utilisant le méme raisonement que celui utilisé dans les preuves des Théorémes

67, 69 et 70, on peut avoir les résultats suivants :

Corollaire 71 Pour tout graphe G sans sous-graphe partiel isomorphe a Cyr.o avec

k> 1, viroy (G) = 7,0(G).

Corollaire 72 Pour tout graphe connexe d’ordre n, v,5(G) — y(roy(G) < %, et cette

borne est atteinte.
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Corollaire 73 Si G est un graphe de degré maximum A(G) = A > 1, alors

Yr2(G) /Y ry (G) < 2A/(A +1) et cette borne est atteinte.

Cela nous permet de réduire la classe des cactus proposée par Chellali et al. dans

22], pour laquelle I'égalité est atteinte entre v oy (G) et 7,5(G).

Proposition 74 Si G est un cactus sans Cyy12 pour k > 1, alors vpa (G) = 7,5(G).

3.4 Borne supérieure pour ip(G) — ifpy(G)

Dans cette partie, nous nous intéressons a la différence i(G) — igp2y (G) qui peut
étre plus grande que n/5, comme on peut le voir pour les cycles Cy et Cs. Nous
montrerons alors que cette différence n’excéde pas n/4 pour tout graphe G d’ordre n.
Pour cela nous introduisons quelques notations et définitions.

Etant donné une igpoy(G)-fonction f = (Vi , v/, V) d’un graphe G, soit V' et
Vo"f les sous-ensembles de VOf comme défini dans la Section 3.3. Soit K C Vlf un
ensemble de sommet maximal avec la propriété suivante : chaque sommet de K a au
moins deux voisins privés dans Vb"f par rapport a K. Soit P = Vlf — K. De plus,
on définit les sous-ensembles A, B et C' de VJ' comme suit : A est 'ensemble des
sommets de VJ"/ n’ayant aucun voisin dans K, C' est 'ensemble des sommets de V"
n’ayant aucun voisin dans P et B = Vb"f — (AU C). Prenons pour exemple le cycle
Cs = (a,b,¢,d,e, f,g,h,a).

D’aprés le Théoréme 66, on a ifroy(Cs) = i,2(Cs) = 4. Soit f = (Vp, V1, V2) =
({b.d, f,h}, {a,c,e,g},0). Il est clair que f est une igpoy(Cs)-fonction avec v =0.
Alors K ={a,e}, P=Vi — K ={c,g}, A=C=0et B=1{b,d, f,h}.

Théoréme 75 (Rahmouni et Chellali [51]) Pour tout graphe connexe G d’ordre

n, ig(G) — igryy(G) < 4, et cette borne est atteinte.
Preuve. Soit f = (V§', V/, V) une i{r2y (G)-fonction. Si V¥ =0, alors f est une
FDRI de G et le résultat est vrai puisque ir(G) = iggo)(G). Supposons que Vi £,
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et donc Vlf # (). Soient K, P , A, B et C les ensembles définis précédemment. Nous
remarquons que :

i) Tout sommet de P a au plus un voisin privé dans A par rapport a K. En
effet, s’il existe un sommet x € P ayant deux voisins dans A, alors x devrait
appartenir & K ce qui contredit la maximalité de K.

ii) Tout sommet de A a au moins deux voisins dans P et tout sommet de C' a au
moins deux voisins dans K.

iii) Les voisins privés de K par rapport a K sont dans B, d’ou |B| > 2|K]|.

Soit I4 un ensemble indépendant maximal de cardinal minimum dans G|[A] (i.e.
un i(G[A])-ensemble). Des remarques (i) et (ii) combinées, on a 2 [14] < |[N(I4) N P|
et donc 2|I4|+ |P — N(14)| < |P|. Pour la suite on distinguera deux cas.

Cas 1. |K| < |P|. En utilisant la remarque (iii) et le fait que |K| < |PJ, on a

| K| < n/4. Effectivement,

n= |+ ]+ W

> v/

+ ‘Vo”f

= (K| +[P]) + (14] + |B])
>4|K|+|A| > 4|K].
On définit maintenant la fonction g dans G comme suit : g(x) =2 si z € K U Iy,

g(z) = 0siz € N{I4) NP et glx) = flz) pour tout = ¢ Vi U T, Il est clair

que g est une FDRI de G de poids w(g) = 2

ng‘ 42K+ 2|La| + [P — N(L4)| <

2|V | +2|K| + | P|. Par conséquent :

ir(G) — i{roy(G) < g(V) —irey(G)

<2|vf| + 21K+ 1P| - 2|V | - |V

< 2[K[+ [P| = (IK[ +[P]) = |K| < n/4.

Cas 2. |K| > |P|. Supposons d’abord que |C| = 0. Dans ce cas, on a |P| < n/4.
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En effet,

n> |V = ([K|+[P]) + (1] + |B)

+ ‘Vo”f

> 2|P|+2|K|+ |A]

> 4|P|+|A| > 4]|P|.

On définit maintenant la fonction g dans G' comme suit : g(x) = 2 si x € P et
g(x) = f(x) pour tout x ¢ P. 1l est clair que g est une FDRI de G de poids ¢g(V') =
2 ‘ng‘ + |K| 4 2|P|. Par Conséquent, ir(G) — itray(G) < g(V) —igroy(G) = 2|P| +
K| — |K| — |P| = |P| < n/4.

Nous supposons maintenant que |C| > 1. Nous construisons alors une nouvelle
partition de Vlf et Vo"f en appliquant 1’algorithme suivant :

Algorithme

Soit K*=K,P*=P A*=Aet C*=C.

Tant que il existe un sommet v € K* ayant au moins deux voisins dans C*,

Faire transférer v de K* & P* et N(v) N C* a A*.

Fait.

Fin tant que.

Comme conséquence, on aura :

(a) tout sommet de K* a au plus un voisin dans C*.
(b) Tout sommet de A* a au moins un voisin dans P*.
(c) tout sommet de C* n’a aucun voisin dans P*.

Soit T I’ensemble des sommets transférés de K a P et R ’ensemble des sommets
transférés de C' & A. Il est clair que |C| > |R| > 2|T| et |K*| + |P*| = |K| + |P|. On
aaussi P*=PUT, A*x=AUR, K* =K —T et C* = (C — R. Considérons les deux
sous-cas suivants.

Sous-cas 2.1. |K*| > |P*|. Rappelons que |B| > 2|K| (d’apres la remarque
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(iii)). Alors |P| < |P*| < n/4. En effet,

n > Vlf

+ ‘Vo”f

> |K*| + [P+ |A*| + | B|

> 2|P*|+ |B| + |A"|

> 2|P*| +2|K| + |R| + |A|
>2|P*|+2|K|+2|T|>2|P*|+2|P|+2]|T|

= 2|P*| +2|P*| = 4|P"|.

Soit I un ensemble indépendant maximal de cardianl minimum dans G[C*]. Rap-
pelons que tout sommet de C* a au moins deux voisins dans K* et tout sommet de
K* a au plus un voisin dans C*. Il s’ensuit que 2 |I+| < |N(Io+«) N K*|. Définissons la
fonction g de G comme suit : g(x) =2,si v € P*Ulgx, g(z) =0six € N(Ig=) N K*

et g(x) = f(x) pour tout x ¢ P* U Ic+ U (N(Ig+) N K*). 1l est clair que g est une

+ K" = N(l-)

FDRI dans G de poids g(V) = 2 ‘VJ’ +2|P*| 4+ 2|1 . Sachant que

2|1,

< |N(Ig+) N K*|, nous obtenons

g(V) < 2\Vf|+2|P*|+|N(e-) N K*| +|K* — N(I»)

— 2|V{f|+21P |+ 1K),
d’ou,

ir(G) —igrey(G) < 2|P*| + [K*| = | K7 = [P*] = |[P"[ < n/4.

Sous-cas 2.2. |K*| < |P*|. Alors |K| — |T| < |P|+ |T| dou |K| < |P|+2|T| <
|P| + |R| < |P|+ |C|. Ainsi, on a |K| < n/4. En effet,

nz W]+ W

= [K|+|P[+[A] + B[ +[C]

> |K|+ |K|+2|K|+ |A] > 4|K].
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Nous définissons la fonction g dans G' comme suit : g(z) =2siz € KU Iy, g(x) =0
siz € N(Ia)NP et g(x) = f(x) pour tout x ¢ K UI4. Il est clair que g est une FDRI

de G de poids (V) = 2|V | + 2|K| + 2|14 + |P — N(1)| < 2|V{| + 2|K| + |P|.

D’ou,

ir(G) =i (G) < 2|K| +|P| = |K| = |P| = |[K| < n/4.

Cette borne est atteinte pour les cycles Cy et Cy. [J

Similairement aux Théorémes 67, 69 et 70, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 76 Pour tout graphe connexe G d’ordre n, Yp(G) — Yipoy(G) < 4, et

cette borne est atteinte.
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Chapitre IV

LA DOMINATION ROMAINE DOUBLE

INDEPENDANTE

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons la domination Romaine double indépendante.
Etant donné un graphe G = (V, E), une FDRD f = (V4, V1, V5, V3) est une fonction de
domination Romaine double indépendante (FDRDI) de G, si V' \V; est un ensemble
indépendant. Pour des raisons de concision on notera toute FDRDI f = (V,, V4, Vs, V3)
par f = (Vp, Vi, V3) puisqu’il est clair qu’aucun FDRDI f n’attribuera & un sommet
la valeur 1 car un tel sommet devra avoir un voisin v tel que f(v) > 2, ce qui viole
I'indépendance de V; U Vo U V3.

On commence par voir que tout graphe admet une FDRDI
Proposition 77 Tout graphe G posséde une FDRDI.

Preuve. Par la Proposition 62, tout graphe G posséde une F{2}DRI f = (15, V4, V3).
Considérons la fonction g défini comme suit : g(u) =3 siu € Vs, g(u) =2siue V)
et g(u) =0 siu € V. Il est clair que g est une FDRDI de G. O

Par la Proposition 77, on peut définir le nombre de la domination Romaine double
indépendante, noté izr(G), comme étant le poids minimum d’une FDRDI de G. On
dit qu’une fonction f est une igr(G)-fonction si, et seulement si f est une FDRDI de
G et w(f(Q)) =iar(G).

Dans ce chapitre, nous montrerons que le probléme de décision associé a igr(G)

est NP-Complet. Aussi, nous montrerons que pour tout graphe G, 2i(G) < izr(G) <
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3i(G). De plus si G est un arbre alors 2i(G) + 1 < igr(G) < 3i(G), enfin, nous

caractériserons les arbres atteignant ces bornes.

4.2 Complexité algorithmique

Dans cette partie, nous considérons le probléme de décision associé a la fonction
de domination Romaine double indépendante

FONCTION DOUBLE ROMAINE INDEPENDANTE (FDRI)

Instance : Un graphe GG, un entier positif k.

Question : Le graphe G admet-il une fonction double Romaine indépendante de
poids au plus k?

Nous montrons que ce probléme est NP-complet en réduisant le probléme 3-

Couverture-Exacte (X3C) (voir page 44) a notre probléme.

Figure 17. Exemple de construction du graphe G.

Théoréme 78 Le probléme FONCTION DOUBLE ROMAINE INDEPENDANTE

est NP-complet.

Preuve. 1l est clair que FDRI est un probléme de NP puisque on peut vérifier
en temps polynomial qu'une fonction f : V' — {0,2,3} a un poids au plus k et
qu’elle est Romaine double indépendante. Voyons maintenant comment transformer
toute instance X, C' du probleme 3-Couverture-Exacte en une instance GG du probléme

FONCTION DOUBLE ROMAINE INDEPENDANTE telle que I'un a une solution

62



si et seulement si I'autre posséde une solution. Soient X = {x,xs,...,z3,} et C =
{C1, Cs, ..., C;} une instance quelconque de X3C.

Pour tout z; € X, on crée un sommet z; et pour tout C; € C, on construit un
graphe H; a 5 sommets obtenu par une étoile K 4 de centre y; et de feuilles a;, b;, ¢;, €,
en ajoutant les arétes cja; et c;b;. Pour obtenir le graphe GG, on ajoute les arétes c;z;
si z; € C; (voir Figure 17 pour un exemple). Posons k = 3t + 2q.

Supposons que 'instance X, C' de X3C' posséde une solution C’. Construisons une
fonction Romaine double indépendante f de G comme suit : pour tout C; € C’, poser
f(cj) = 3, flej;) = 2, f(y;) = f(a;) = f(b;) = 0; pour tout C; € C' — C', poser
fly;) =3, f(¢;) = fly;) = f(a;) = f(bj) = 0. Par ailleurs, poser f(x;) = 0 pour
tout i € {1,2,...,3q}. Puisque C’ est une solution de X3C, alors |C'| = ¢ et donc le
nombre de ¢; avec f(c;) = 3 est ¢, ayant des voisinages disjoints dans {x1, xo, ..., T3, }
Ainsi, il est facile de voir que f est une fonction Romaine double indépendante f de
G de poids f(V(G)) =5q+3(t—q) = k.

Inversement, soit f = (Vp, Va, V3) une fonction Romaine double indépendante de
G de poids au plus k. Il est clair que f(V(H;) € {3,5} pour tout j € {1,2,...,t}. Par
conséquent, X NVy # (. Soit Xy = {z; € X : f(x;) # 0} et soit Y = {¢; : f(¢;) # 0}.
Il est & noter que tout ¢; € Y satisfait f(c;) = 3 & cause des sommets a; et b;, et par
conséquent f(y;) = 0, f(e;) = 2. Dans ce cas, tout sommet z; € X; doit satisfaire
f(x;) = 2. Maintenant, puisque f(V(H;) € {3,5}, nous aurons 5 |Y| + 3(t — [Y]) +
21X1] = 3t + 2q et donc |Y| + | X;| = ¢. Aussi, puisque tout sommet de X — X,
doit avoir un voisin dans Y et que tout sommet de Y a exactement trois voisins dans
X —Xi,onaura3|Y| > 3¢—|X;|. En combinant ces deux égalités, on obtient |Y| = ¢
et |X;| = 0. Par conséquent, C' = {C}; : f(c;) = 3} est une 3-Couverture-Exacte pour
c.O
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4.3 Comparaison avec le nombre de domination
indépendant

Dans cette partie nous verrons que pour tout graphe G, 2i(G) < izr(G) < 3i(G).
De plus, si G est un arbre alors 2i(G) + 1 < i4r(G) < 3i(G), ou une caractérisation

des arbres atteignant les deux bornes est donnée.
Proposition 79 Pour tout graphe G on a 2i(G) < izr(G) < 3i(G).

Preuve. Soit D un i(G)-ensemble. 11 est clair que g = (V — D, (), D) est une
FDRDI dans G, d’ou iqr(G) < 3i(G).

Maintenant, soit f = (V, Vs, V3) une igr(G)-fonction, puisque Vo U V3 est un
ensemble indépendant maximal dans G, alors i(G) < [V3] + |Va]. Dot igr(G) =
3[Vs| +2[Va| = 2(|Vs| + |Va]) = 2i(G). O

A noter que la borne supérieure est atteinte pour K, et la borne inférieure est

atteinte pour Cj.

Proposition 80 Si G est un graphe tel que iqr(G) = 2i(G), alors pour toute iqr(G)-
fonction f = (Va, Va, Va), on a Vs = .

Preuve. Soient G un graphe tel que izr(G) = 2i(G) et f = (W, Vo, V3) une

iqr(G)-fonction. Alors

2(Q) < 2 (vgf) olvyf V| = iun(@) = 2i(6).

S3‘X@,f‘+2

OnadoncZ“@,f‘+2‘X/2f‘ :3‘{/?’f‘+2‘{/'2f‘,d’0f1 ‘V3f‘ =0. O
Proposition 81 Pour tout graphe G, iqr(G) > ifryy(G) + i(G).

Preuve. Soient G un graphe et f = (Vg, V5, V3) une izz(G)-fonction. Rappelons
que i(G) < |Vs] + |Va]. On définit la fonction g comme suit : g(u) = f(u) — 1 pour

tout u € Vo U V3 et g(u) = f(u) pour tout u € V4. Il est clair que g est F{2}DRI
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dans G de poids w(g(G)) = 2|Vs| + V3] et donc iy (G) < 2|V5] + [V2|. D'ou
iar(G) = 3|Vs| + 2 |Va| = 2|Vs| + |[Va| + [Vs| + [Va| 2 igray(G) +1(G). O
Chellali et Jafari Rad ont montré dans [17] que pour tout arbre T, on a i,o(7") >

i(T) + 1, donc :

iar(T) = igry(T) +i(T)
= i.o(T) +i(T)

> 2i(T)+1
d’ou le corollaire suivant :

Corollaire 82 Pour tout arbre T, iqr(T) > 2i(T) + 1.

Nous entreprenons maintenant la caractérisation des arbres 1" tels que igr(1T) =
2i(T) + 1. Nous rappelons la définition de la classe des arbres 72 défini par Chellali
et Jafari Rad dans [17].

T3 est la classe des arbres T tel que T est une étoile, une double étoile, Su(S,,,)
pour p,q > 1, Su(K;,) pour n > 2 ou T est obtenu de Su(K;,) pour n > 2
en ajoutant au moins une feuille au sommet central de Su(kK;,) et possiblement
quelques feuilles aux sommets support de Su(kK;,) tel que le nombre de feuilles a
distance deux du centre de Su(K ;) est au plus le degré du centre de Su(K7 ,,) moins

un. Pour des raison de concision, nous notons par C;,. tous les arbres obtenu de la

LdR

derniére maniére décrite par les mémes auteurs.
Proposition 83 SiT est un arbre tel que iqr(T) = 2i(T)+1, alorsi,o(T) = i(T)+1.

Preuve. Soit T un arbre tel que i4r(7T) = 2i(T) + 1. D’apres la Proposition 81,
on a igpoy(T) + i(T) < iqr(T) = 2i(T) + 1 et donc igpoy(T) = ipo(T) < i(T) + 1.
Sachant que i,9(7") > i(T) + 1, on en déduit que i,o(T) = i(T) + 1. O
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La Proposition 83 montre que si 7" est un arbre tel que iqr(7T) = 2i(T") + 1, alors
T € T3, cependant, tout arbre T' € T3 ne vérifie pas forcément que igz(T) = 2i(T)+1,
citons l'exemple de Su(K;3) o igr(Su(Ki3)) = 8 > 2i(Su(Ky3)) +1 = 7. D’on
I'objectif d’identifier les arbres T' € 72 vérifiant iqz(T) = 2i(T) + 1. Pour cela, étant
donné un graphe GG, on définit pour une izz(G)-fonction f = (Vg, V2, V3), les ensembles

Vi ={ueVy: Nu)nVz =0} et N*(u) = N(u) N (Vo UV3) pour tout u € V.

Lemme 84 Si T est un arbre tel que iqr(T) = 2i(T) + 1, alors pour toute iqr(T)-
fonction | = (Va, Vs, Va), on @ i(T) = [Vl + |Val, [Val = 1 et [Vi/] = 0.

Preuve. Soit T' un arbre tel que i4r(T) = 2i(T) + 1. Soit une i4r(T")-fonction
f = (Vo,Va, Va). Alors igr(T) = 3|Vs| + 2|Va| = 2i(T) + 1. Sachant que 2i(T) <
2|V U Vol = 2|V3| 4+ 2|V4|, on en déduit que |V3| < 1. De plus si |[V3| = 0, alors
2|Va| = 2i(T) + 1, ce qui est impossible. D’ou |V3| =1 et i(T) = |V3| + V3]

Supposons maintenant que V, # @ et soit u € V. Alors S = {z : f(z) # 0,

x ¢ N*(u)} U{u} est un ensemble indépendant de 1" avec
2[S| = igr(T) — 2IN*(u)| + 2 = 2i(G) + 3 — 2|N*(u)].

Puisque |N*(u)| > 2, alors 2|S| < 2i(T) — 1, contradiction. Donc pour toute

'idR(G)—fOHCtiOIl f = (‘/0, ‘/1’ ‘/2), on a |Vb”| =0. U
Proposition 85 Si T est un arbre tel que i4r(T) = 2i(T) + 1, alors diam(T) < 4.

Preuve. Soient 7' un arbre tel que i4r(T) = 2i(T) + 1 et f = (Vo, V1, Va) une
iqr(T)-fonction. D’apres le Lemme 84, ‘VJ‘ = 1let [V] = 0. Soit V53 = {u}. Il est

clair que tout sommet de T est a distance au plus 2 de u et donc Diam(T) < 4. O

Pour un graphe G et un sommet v € V(G), on note par No(u) l'ensemble des

sommets a exactement distance 2 de w.
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Soit 7;,, = {T : iqr(T) = 2i(T) + 1}. Nous avons déja vu que 7;,,, C 7°. Il est

dR

clair que I'étoile et la double étoile appartiennent a 7;,,.. En effet, on a ifpoy (K1) =

aR"
3 = 2i(K;,) + 1 et pour la double étoile S, , avec p < ¢, on a ifray(Spe) =3 +2p =
2i(Sp,) + 1. On a vu aussi par la Proposition 85 que si i4z(7) = 2i(T) + 1, alors
diam(T) < 4. On peut donc exclure S(S,,). Par ailleurs, si T« S(K7,,) avec n > 2
de centre z, alors toute izr(S(K1,,))-fonction f = (Vg, Vo, V3), ou bien x € Vi et donc
|V3] = deg(x) > 2, ou bien = € V; et donc |V3]| = 0. Les deux situations contredisent

le Lemme 84. Donc on peut exclure S(K ;). Si maintenant 7' € C;,,., alors il est clair

4R

que igr(T) = 3 + 2Ny(x) = 2i(T) + 1. et donc C;,,, C 7;

1dR dR*

Ainsi pour résumer, 7;,, = 7° — K ou K est la classe des arbres T obtenus en

d

subdivisant une étoile ou une double étoile.

Corollaire 86 Un arbre T vérifie iqr(T) = 2i(T) + 1, si et seulement si T € T;,

4.4 Caractérisation des arbres T tels que ijr(T) =
3i(T)

Commencons par donner une condition nécessaire et suffisante pour les graphes

G avec i4r(G) = 3i(G).

Proposition 87 Pour tout graphe G, iqr(G) = 3i(G) si et seulement s’il existe f

une iqgr(G)-fonction avec Vo = ).

Preuve. Supposons que i4z(G) = 3i(G), et soit S un i(G)-ensemble. Alors f =
(V(G) —S,0,S) est une i4z(G)-fonction avec Vo = ().

Inversement, soit f = (Vp, Vo, V3) une igr(G)-fonction telle que V3 = . Alors,
iqr(G) = 3|V3] < 3i(G). 1l est claire que i(G) < |V3| puisque V3 est un dominant
indépendant dans G, d’ou i(G) = |V3|. Par conséquent iqr(G) = 3i(G). O

Les observations suivantes découlent directement de la proposition précédente.
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Observation 88 Siiyr(G) = 3i(G), alors pour toute igr(G)-fonction f = (Vo, 0, V3),

on a pn(v,V3) # O pour tout sommet v € V.

Observation 89 Si G est un graphe tel que iqr(G) = 3i(G), alors l'ensemble des

sommets supports de G est un ensemble indépendant.

Observation 90 Si G est un graphe tel que iqr(G) = 3i(G), alors il existe une
iqr(G)-fonction f = (Vo,0,V3) telle que tout sommet support de G est dans V3 et

toute feuille est dans Vj.
Le résultat suivant sera utile pour la suite.

Lemme 91 Soit w un sommet d’un arbre T, tel que toute feuille de T, a ’exception
peut étre pour w est a distance deuzr de w. Soit u un sommet d’un arbre non trivial

T, et soit T l’arbre obtenu par T, et T, en ajoutant laréte uw. Alors i(T) = i(T,) +

dTw (w)

Preuve. Notons par S, l’ensemble des sommets supports dans T, et soit L,
I’ensemble des feuilles voisines des sommets de S,,. Il est clair que |L,| > |S,| =
dr, (w). Si R est un i(7,,)-ensemble, alors RUS,, est un ensemble indépendant maximal
de T, et donc i(T) < i(Ty,) + |Sw| -

Maintenant, parmi tous les i(7T')-ensembles, soit D un contenant le maximum de
sommets de S,,. Il est clair que |D NV (T},)| > |Sw|. Supposons d’abord, que w ¢ D.
S’il existe un sommet = € S, tel que z ¢ D, alors D contient toutes les feuilles
adjacentes & z mais dans ce cas, en les remplacant par x dans D, on obtient un i(7')-
ensemble contenant plus de sommets de S,,, ce qui contredit le choix de D. Donc
Sw C D. Par conséquent D — S, est un ensemble indépendant maximal de T,,, ce qui
donne i(7T},) < i(T) — |Sw|. Dot i(T") = i(T,) + dr, (w). Supposons maintenant que
w € D. Alors L,, C D. Si [N(u) N D| > 2, alors S,,UD — (L, U{w}) est un ensemble

indépendant maximal de T" de cardinal inférieur & celui de D, ce qui est impossible.
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D’ou |[N(u) N D| = 1, en d’autres termes w est 'unique voisin de u dans D. Mais dans
ce cas, Sy, U{u} UD — (L, U{w}) est un i(T)-ensemble contenant plus de sommets

de S,,, contradiction avec le choix de D. [
Pour des besoins ulterieurs, nous introduisons quelques notions et notations.

Définition 92 Pour un sommet x de G, une semi-fonction de domination Romaine
double indépendante (SFDRDI) relative & = est une fonction f:V — {0,2,3} telle
que :

i) Vo UV est un ensemble indépendant,

ii) f(x) =0 etz posséde un voisin w tel que f(w) > 0,

iii) tout sommet de V(G) — {z} est Romain double dominé.

Par la définition précédente, soit igr(G : x) = min{ f(V(G)) : f est une SFDRDI}.
On dira que f est une iyr(G : x)-fonction si f est une SFDRDI de G et
w(f) = iqr(G : ). Il est a signaler que si f une iyr(G : z)-fonction, alors f est une
FDRDI pour G — z et donc igr(G — x) < i4r(G : ). Ainsi, définissons pour la suite
les ensembles suivants :

We ={v eV :igr(G—v)=1i4r(G:v)}.

Wi ={veV :ig(G:v)>ir(G)}.

WZ ={veV: f(v)#0 pour toute izr(G)-fonction f}.

Par ailleurs, il est a noter que pour un sommet x donné, les quantités iqr(G : x) et
iqr(G) sont incomparables. En effet, prenons I'exemple d’un arbre 7" obtenu par une
étoile K 4 de centre y en subdivisant trois de ses arétes une seule fois. Soit = 'unique
feuille adjacente a y dans 7' 11 est simple de voir que igr(T) =9, izr(T : y) = 11 et
iqr(T : ) = 8.

Afin de donner une caractérisation des arbres 7" tels que iyr(7) = 3i(T"), on définit

les familles des arbres suivantes :
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F la famille des arbres 7" enracinés tels que toute feuille est a distance deux de la
racine et 2 |L(T)| +2 > 3|S(T)]| .

Fo la famille des arbres T' enracinés tels que toute feuille est a distance deux de
la racine et 2 |L(T)| +2 = 3|S(T)|.

F1 la famille des arbres T' enracinés tels que toute feuille est a distance deux de

la racine et 2 |L(T)| +2 < 3|S(T)]|.

Soit 7 la famille des arbres T' pouvant étre obtenus de la séquence 14,75, ..., T}
tel que 17 est une étoile K ,, pour r > 1 et pour tout ¢ > 2, T;;; peut étre obtenu
de T; en exécutant I’'une des opérations suivantes :
— Opération O : Soit w € V(T;), alors T; ;1 est obtenu de T; en ajoutant ’étoile
K, pour s > 2 et en reliant une feuille v de K; ; au sommet w

— Opération O, : Soit w € V(T;), alors T;;; est obtenu de 7T; en ajoutant un
arbre T' de la famille F en reliant w au centre de T

— Opération O3 : Soit w € WTI, vérfiant igr(7T;) < iqr(T; — w) + 1, alors T;4q est
obtenu de T; en ajoutant un arbre 7" de la famille F; en reliant w au centre de
T.

— Opération Oy : Soit T' un arbre de Fy. Soit w € W N Wy, vérifiant iqr(T;) +
31S(T)| —2—2|L(T)| < iqr(T; — w), alors T}, est obtenu de 7; en ajoutant
un arbre T de la famille F; en reliant w au centre de 7.

— Opération Oj : Soit 7' un arbre de F;. Soit w € W7 — Wy, vérfiant iqr(T;) +

31S(T)|—2—=2|L(T)| < i4r(T; —w)+1, alors T;;; est obtenu de 7; en ajoutant

un arbre T de la famille F; en reliant w au centre de 7.

Dans les démonstrations des lemmes suivants, soit f;11 une igr(7;41)-fonction et

fi la fonction f; ;1 réduite a T;.

Lemme 93 Si iqr(T;) = 3i(T;) et Tiy1 est obtenu de T; par lopération Oy, alors

tar(Tiv1) = 3i(Tit1).
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Preuve. Soit y le centre de I'étoile ajoutée K ;. D’apres le Lemme 91, i(T;1;) =
i(T;) + 1. Aussi, igr(Tiv1) < iqr(T;) + 3 puisque toute iyr(T;)-fonction peut étre éten-
due en une FDRDI en affectant un 3 & y et un 0 & tout voisin de y. Par ailleurs, il
est clair que ) . N[yl fiz1(z) > 3. Maintenant si f;,1(u) = 0, alors f; est une FDRDI
de T; de poids i4r(Tiy1) — 3, et donc igr(T;) < igr(Tiz1) — 3. Si fiz1(u) = 2, alors
> venyy fi+1(x) = 4et fip1(w) = 0. Dans ce cas, il existe un voisin de w dans 7, disons
w', tel que fiiq(w') > 0 et la minimalité de f;,; entraine que f;,1(w') = 2. Ainsi, la
fonction g définie sur V (7;) par g(w') = 3, g(x) = f;11(z) pour toute z € V(T;) —{w'}
est une FDRDI de T; de poids igr(T;+1) — 3 ce qui donne igr(7;) < igr(Ti41) — 3. En-
fin, supposons que f;.1(u) = 3. Alors erN[y] fiz1(x) > 5 et firi(w) = 0. De plus, la
minimalité de f;;; entraine que f;,1(x) = 0 pour tout voisin z de w dans T;. Ainsi, la
fonction g définie sur V(T;) par g(w) = 2, g(x) = fir1(z) pour tout x € V(T;) — {w}
est une FDRDI de T; de poids igr(Ti11) — 3 et donc igr(T;) < iqr(Tit1) — 3. Par
conséquent igr(Tiv1) = iqr(T;) + 3. En utilisant les faits que iqr(T;) = 3i(T;) et
i(Ti+1) = i(T;) + 1, on obtient alors igr(Ti+1) = 3i(Tit1). O

Lemme 94 Si iqr(T;) = 3i(T;) et Tiy1 est obtenu de T; par lopération Oy, alors
iar(Tiv1) = 3i(Tiz1)-

Preuve. Soit = la racine de 'arbre H € F. D’apres le Lemme 91, i(T;41) =
i(T;) 4+ |S(H)|. Aussi, il est facile de voir que iqr(Ti41) < i4r(T;) + 3|S(H)|. Mon-
trons que iqr(7T;) < i4r(Tiv1) — 3|S(H)|. Il est & noter que puisque H € F, alors
> wevm fiv1(w) = 3[S(H)|. Maintenant si fiy1(z) = 0, alors f; est une FDRDI de
T; de poids iqr(Tiv1) — 3|S(H)| et par conséquent i4r(T;) < igr(Tit1) — 3|S(H)|.
Supposons donc que fiii(x) € {2,3}. Si fir1(z) = 2, alors fii1(w) = 0. De plus
toute feuille de H est affectée la valeur 2. Notons dans ce cas que fi1(V(H)) =
2+ 2|L(H)| > 3|S(H)| puisque H € F. Par ailleurs la minimalité de f;1; en-

traine que f;11(u) € {0,2} pour tout u € Nr,(w). Aussi, puisque fi1i(z) = 2, il
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existe w' € Nr,(w) tel que fii1(w') = 2. Ainsi, la fonction g définie sur V(T;) par
g(w') =3, g(u) = fir1(u) pour tout u € V(T;) — {w'} est une FDRDI de T; de poids
tar(Tiv1) — 3|S(H)|, et I'inégalité désirée est obtenue. Enfin, si fi1i(z) = 3, alors
fiz1(w) = 0 et la minimalité de f;,1 entraine que f;1(u) = 0 pour tout u € Nr,(w).
Puisque fi11(V(H)) = 3+ 2|L(H)| > 3|S(H)| + 2, alors la fonction g définie sur
V(T;) par g(w) = 2, g(u) = fir1(u) pour tout u € V(T;) — {w} est une FDRDI
de T; de poids au plus igr(Ti11) — 3|S(H)|, et I'inégalité désirée est obtenue. Par
conséquent igr(Tit1) = iqr(T;) + 3|S(H)|. En utilisant les faits que iqr(T;) = 3i(T;)

et i(Ti11) =i(T;) +|S(H)|, il est clair que igr(Tiv1) = 3i(Tiy1). O

Lemme 95 Si iyr(T;) = 3i(T;) et Tiy1 est obtenu de T; par lopération Os, alors

iar(Tiv1) = 3i(Tit1).

Preuve. Soit w € Wy, vérifiant i45(T;) < iqr(T; —w) 41 et soit F' € Fy un arbre
enraciné vers = attaché a w par laréte xw. D’aprés le Lemme 91, on a i(T;,1) =
i(T;) + |S(F)|. Dautre part, igr(Tiv1) < iar(T;) + 3|S(F)| puisque toute izr(T;)-
function peut étre étendue & une IDRDF de T;,; en assignant un 3 a tout support
de F' et un 0 aux reste des sommets de F. Montrons maintenant que igr(7;) <
tgr(Tiv1) — 3|S(F)|. Si fiy1(w) > 0, alors il est clair que f; est une IDRDF de
T; de poids igr(Tiv1) — 3|S(F)| > iqr(T;). Donc on peut supposer pour la suite
que fiy1(w) = 0. Si fir1(z) = 2, alors f; est une SFDRDI de T; de poids w(f;) =
iar(Tiv1) — firr(F) = iar(Tip1) — 2 = 2|L(F)| = iqr(Tiv1) — 3[S(F)|, sachant que

w € Wy, on aura

iar(Ty) < iar(T, : w) < w(f) = ian(Tier) — 3IS(F)

Finalement, si f;1(z) = 3, alors f; est une FDRDI de T; — w de poids
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w(f) = dar(Tiv1) — fira(F)

= dar(Tiv1) — 3 = 2|L(F)| = tar(Tis1) — 3|S(F)| - 1.
Sachant maintenant que iqr(7;) < igr(7; — w) + 1, on aura donc
iar(T3) < tar(Ti —w) + 1 < w(fy) + 1 = iar(Tipa) — 3[S(F)].
Dans tous les cas, igr(Ti+1) = tar(T;) + 3 |S(F)| = 3i(T;) + 3|S(F)| = 3i(Ti41). O

Lemme 96 Si i4r(T;) = 3i(T;) et T;11 est obtenu de T; par 'opération Oy ou Os,

alors iqr(Tiv1) = 3i(Tiv1).

Preuve. Soit w € W tel que i4z(T;) + 3 |S(F)| — 2 — 2|L(F)| < min{igr(T; —
w) + 1,iqr(T; : w)}. Soit F' € F; un arbre enraciné vers x attaché a w par laréte
zw. D’apres le Lemme 91, on a i(T;41) = i(T;) + |S(F)| . Aussi, t4r(Tit1) < iqr(T;) +
31S(F)|. Pour avoir 'égalité, il suffit de montrer que iqr(T;) < iqr(Tiv1) — 3 |S(F).
Si fiy1(w) > 0, alors il est clair que f; est une IDRDF de T; de poids izr(Ti11) —
31S(F)| > iar(T;). Donc, supposons que f;1(w) = 0. Si f;11(x) = 3, alors f; est une
FDRDI de T; — w de poids

w(fz) = Z'dR(T%Jrl) - fi+1(F>

= dar(Tiy1) — 3 = 2|L(F)]|.

Donc idR(ﬂ - ’U)) S idR(,Z—;:Jrl) —3-2 |L(F>

. Sachant que iqr(T;) + 3|S(F)| — 2 —
2|L(F)| < iqr(T; — w)+ 1, on aura

iar(T) +3|S(F)| =2 = 2|L(F)| < ian(T) —w) +1
< dar(Tipn) =3 = 2[L(F)| + 1

— ian(Ti1) — 2 — 2|L(F).
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Dot igr(Ti) < iar(Tiv1) — 3[S(F)].
Enfin, si f;11(z) = 2, alors f; est une SFDRDI de T; de poids w(f;) = iqr(Tiv1) —
2 — 2|L(F)|. Sachant que iqr(T;) + 3|S(F)| —2 — 2 |L(F)| < iqr(T; : w), on aura

IN

iar(Ti) +3[S(F)| =2 = 2|L(F)) lar(Ti : w)

< igr(Tip1) — 2 —2|L(F)].

Dot iar(T) < iar(Tisr) — 31S(F)].

Dans tous les cas, on obtient iyr(Ti11) = iar(T;) + 3 |S(F)| = 3i(Ti41). O
Théoréme 97 Soit T' un arbre. Alors iqr(T') = 3i(T) si et seulement si T € T.

Preuve. Supposons que T € 7. Alors il existe une sequence d’arbres 17,15, ..., T}
(k>1) tel que Ty = Ky, (r > 1), et si k > 2, alors T;;; peut étre obtenu recurs-
sivement a partir de T; par I'une des opérations Oy, ...,Os pour i = 1,2,... . k — 1.
On utilise une induction sur le nombre d’opérations utilisées pour construire 7'. Il est
clair que si k£ = 1, alors le résultat est vrai. Supposons que le résultat est vrai pour
tout arbre T' € 7 pouvant étre obtenu par une a séquence d’opérations de longueur
k — 1 et soit 7" = Ty_1. Par induction, on a igg(71") = 3i(1"). Puisque T' = T}, est
obtenu & partir de 7" par 1'une des opérations Oy, ..., Os, il s’ensuit des Lemmes 93,
94, 95 et 96 que i4r(T) = 3i(T).

Maintenant pour montrer que si igr(7) = 3i(T) alors T € 7, on utilise une
induction sur ¢(7). Sii(T") = 1, alors T" est une étoile d’ordre au moins deux (puisque
tar(K1) =2 < 3i(K4)) et donc T € 7. Soit i(T") > 2 et supposons que le résultat est
vrai pour tout arbre T tel que igr(T") = 3i(T") et i(T") < i(T"). Notons que puisque
i(T) > 1, alors diam(7") > 3. Par ailleurs, si diam(7") = 3, alors T est une étoile
double ce qui contredit 1'observation 89. Donc on peut supposer que diam(7") > 4.

Soit zx1xs...x4 une chaine diametrale de T', avec d > 4. Soit T} la composante de
T — x93 contenant x et soit To = T'— T7. 1l est a noter que 15 est non trivial puisque

diam(7") > 4.
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Supposons d’abord que dr(z3) = 2. Par le Lemme 91, i4z(T) = i(T32) + 1. Aussi,

il est clair que igr(T") < igr(Ts) + 3. Il s’ensuit que

et donc igr(Ty) = 3i(T3). Puisque i(T2) < i(7T), alors par induction sur T3, on a
T, € T. Par conséquent, 1" € T car il est obtenu a partir de 75 en utilisant 'opération
O;.

Supposons maintenant que dr(zy) > 3. D’apres la Proposition 89, xs n’est pas
un sommet support et donc toute feuille dans T} est a distance 2 de xz,. D’ou, T7 €
FUFoU Fy. Posons dr(xy) = k. D’apres le Lemme 91, i(T) = igr(Ts) + (k — 1).
Montrons maintenant que igr(7") = igr(T2) +3(k — 1). Puisque toute iyz(T5)-fonction
peut étre étendue a une FDRDI de T' en affectant un 3 & tout sommet support de 73
et un 0 aux reste des sommets de 71, on a igr(T) < i4r(712) + 3(k — 1). Par ailleurs,

si ’ldR(T) < idR(TQ) + 3(/{3 — 1), alors
34(T) = ian(T) < iqr(To) + 3(k — 1) < 3i(T) + 3(k — 1) = 3i(T),

d’ou la contradiction. Ainsi on a igr(7T") = i4r(71%) + 3(k — 1), ce qui donne i p(Ts) =
3i(T3). Puisque i(T3) < i(T), alors par induction sur 75 on a Ty € 7. Examinons

maintenant les situations suivantes.

Cas 1. 2|L(Th)| + 2 > 3|S(T1)]. Alors T} € F et par suite 7" € T puisque il est
obtenu a partir de T, en utilisant ’Opération Os.

Cas 2. 2|L(Ty)| + 2 = 3|5(T1)]. Alors 71 € Fy. Montrons d’abord que x5 €
Wi1,. Supposons le contraire, que x5 ¢ Wy, et soit hy une igp(Th : 3)-fonction.
Alors i4r(Ts : 23) < igr(T2). Définissons la fonction ¢g; & partir de hy comme suit :
g1(u) = hy(u) pour tout u € Ty, g1(u) = 2 pour tout u € {xo} U L(T}) et g1(u) =0
pour tout u € S(T7). 1l est clair que g; est une FDRDI T de poids w(g;) = iqr(T> :
w) + 24 2|L(T)| < iqr(T>) + 3|S(T1)|, d’ou la contradiction. Donc x3 € W7, .
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Montrons maintenant que x3 vérifie aussi igr(T2) < iqr(T> — x3) + 1. Supposons
le contraire et soit hy une igr(T — x3)-fonction. Alors igr(Te) > igr(Te — x3) + 1.
Définissons la fonction go & partir de hy comme suit : ga(x3) = 0, go(u) = ho(u) pour
tout u € V(Ty) — x3, g2(xa) = 3, ga(u) = 2 pour tout u € L(T1) et g2(u) = 0 pour
tout u € S(77). Il est simple de voir que g2 est une FDRDI de poids i4r(T2 — z3) +

3+ 2|L(T1)|. Par conséquent,

tar(T) < dqr(To — x3) + 3+ 2|L(T1)|
< dgp(Te) + 2+ 2|L(Ty)|

= igr(Ty) + 3|S(Th)| = iar(T),

d’ou la contradiction. Ainsi, x3 vérifie bien iyr(T2) < igr(To — x3) + 1. De 14, on en
déduit que T' € 7 puisque il est obtenu & partir de 75 en utilisant I’Opération Os.
Cas 3. 2|L(T1)| + 2 < 3|S(T3)|. Donc Ty € F;. Montrons que z3 € W7, . Supposons
le contraire et soit hs une igg(7Ts)-fonction telle que hs(x3) = 0. Alors hs peut étre
étendue en une FDRDI de T en affectant un 2 a x5 et a toute feuille de 77 et un
0 & tout sommet support de T}. Il s’ensuit que igr(T) < igr(T2) + 2 |L(T1)| + 2 <
iar(T2) + 3|S(T1)|, d’ou la contradiction. Donc x5 € W3 .

Montrons maintenant que xg vérifie igr(7)+3 |S(11)|—2—2 | L(T})| < min{igr(Ts :
x3),tqr(Ty — z3) + 1}. Pour cela, supposons le contraire et considérons alors les deux
sous-cas suivants :

Cas 3.1. igr(To)+3|S(Th)| —2—2|L(T1)| > iar(T3 : z3). Soit hg une igr(Ts : x3)-
fonction. Alors la fonction g4 définie par g4(u) = hy(u) pour tout u € V(T3), g4(u) = 2
pour tout u € {za} U L(T}) et g4(u) = 0 pour tout u € S(77) est une FDRDI de T’

de poids w(gs) = iar(Ts : x3) + 2+ 2|L(T})| . Par conséquent,
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tar(T) < dgr(Ty:x3) + 2+ 2|L(Th)]
< (igr(T2) +3|S(T1)| — 2 — 2|L(Th)|) + 2 + 2| L(T1)]
= iar(T2) + 3[S(11)] = iar(T),
d’ou la contradiction.

Cas 3.2. igr(Ts) + 3|S(Th)| — 2 — 2|L(TY)| > i4r(Ty — x3) + 1. Soit hs une
iqr(T — x3)-fonction et définissons la fonction g5 comme suit : gs(u) = hs(u) pour
tout u € V(Ty) — x3, gs(x3) = 0, gs(z2) = 3, g5(u) = 2 pour tout u € L(T7) et
gs(u) = 0 pour tout u € S(71). Il est clair que g5 est une FDRDI de T de poids

igr(Th — x3) + 1+ 24 2|L(T)| . Par conséquent,

tar(T) < dgr(Th —x3) + 1+ 242 |L(TY)|
< (igr(T2) +3|S(T1)| — 2 — 2|L(T1)|) + 2 + 2| L(T1)]
= iar(T2) + 3[S(11)] = iar(T),
d’ou la contradiction.
Ainsi, on a bien igr(Ts) + 3|S(Th)| — 2 — 2|L(Th)| < min{igr(Ts : x3),iqr(Ts —
x3) + 1}. On en déduit que T' € 7 puisque il est obtenu a partir de 75 en utilisant ou

bien l'opération Oy (si x3 € Wp,) ou bien l'opération Oy (si x3 ¢ Wr,). O

4.5 Comparaison avec d’autres paramétres

Dans cette partie, nous donnerons un encadrement du nombre de domination
Romaine double indépendante en fonction du nombre de {2}-domination Romaine

indépendante dans un graphe quelconque.
Proposition 98 Pour tout graphe G, 3iipo(G) < igr(G) < 2igpay(G).
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Preuve. Soient f = (V§, V{,Vy) une itr2y (G)-fonction et g = (V{/, V5, V5') une

iqr(G)-fonction. On a :

iar(G) _ 3|VE | +2[V5|
CLETET

On définit une F{2}DRI h = (V{, V', V') comme suit : V' = Vi, V' = V) VI = VY.
Ainsi i) (G) = \vlf‘ +2 ‘v;f] < w(h(G)) = V| +2|V| = |Vi¥| +2|V¥|. D'on :

i4r(G) _ w(g) > w(g)
iry(G)  w(f) ~ w(h)
3|VE [+ 2]V
-2V 4+ VY
WS 2|V VS
21V + VS| 2(VE |+ V]

VI + |V
LRI
2V + V5]
; [V |+ v ldR(G) 1
Puisque IRl > 1/2, on obtient alors - (G) >14+1=3/2

Pour la borne supérieure, on définit une FDRDI I = (V§, V2, V)) comme suit :
Vi=V{, Vi =V et V{ = V. Ainsi igp(G) = 2|V¥| + 3|V¥| < w(l(G)) = 2|V{| +
3|vi| =2 V| + 31|, don

iar(G)  w(g) < w(l)

itr2} (G) w(f) T w())
v

2V2f+vlf‘

v/l 2
_l’_
v Q‘VJ(JF

VY|

+1

+
n

V| + v
+

Puis ueM<1 onadoncm<2 O
R Tz iry (G) = &
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Conclusion générale

Au cours de cette theése, nous avons abordé six fonctions de domination, & savoir
la domination Romaine et sa version indépendante, la domination 2-rainbow et sa
version indépendante, la {2}-domination Romaine et la domination Romaine double.
Nous avons présenté une synthése sur ces six fonctions de domination en donnant les
principaux résultats qui existaient (complexité liée a ces problémes, bornes en fonction
d’autres invariants de graphes ainsi que des résultats de type Nordhaus—Gaddum pour

quelques-unes de ces fonctions).

Nous avons par la suite introduit les versions indépendantes de deux nouvelles
fonctions de domination. D’abord la fonction de {2}-domination Romaine indépen-
dante, ol nous avons montré que le probléme de décision qui lui est associé est NP-
Complet méme restreint aux graphes bipartis. Nous avons montré aussi que pour tout
graphe G d’ordre n, on a 0 < i,9(G) —igryy(G) < n/5,0 < ir(G) —irny(G) < n/4, et
que I'égalité i,o(G) = i{p2y(G) est vérifiée si G ne contient pas de sous-graphe partiel
isomorphe & Cy; 2 pour k£ > 1. Par aillieurs, nous avons montré que pour tout graphe
G, ir2(Q) /igroy(G) < 2A/(A 4 1). Des résultats similaires pour la {2}-domination
Romaine ont été obtenus en utilisant les mémes arguments que ceux utilisés pour
la démonstration des théorémes sur la {2}-domination Romaine indépendante. Ainsi
nous avons pu déduire que pour tout graphe G, on a 0 < 7,5(G) — Y(poy(G) < n/5,
0 < Yr(G) = Yy (G) < n/4, 7,9(G) /1 (rny(G) < 2A/(A + 1) et que Dégalité
Vr2(G) = Y(roy(G) est aussi vérifice pour les graphes ne contenant pas de sous-graphe
partiel isomorphe & Cyp o pour k > 1.

Concernant la domination Romaine double indépendante, nous avons montré que
le probléme de décision qui lui est associé est NP-Complet. Aussi, nous avons borné
le parameétre izr(G) en montrant que pour tout graphe G, 2i(G) < igr(G) < 3i(G),

3i1r(G) < iar(G) < 2igpay(G) et igr(G) > ifroy(G) +i(G). Par ailleurs, nous avons
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montré que pour tout arbre T, 2i(T) + 1 < igr(T) < 3i(T'). De plus nous avons

caractérisé les arbres T tels que i4r(T) = 2i(T) + 1 et iqr(T) = 3i(T).

Dans la continuité de notre travail, il nous semble intéressant d’approfondir la
recherche sur les points suivants :
— Donner un algorithme polynomial pour le calcul de izr(7") dans la classe des
arbres T

— Caractériser les graphes (ou au moins les arbres) G tels que v{pay (G) = i{ray(G).

Caractériser les graphes G tels que i{roy (G) = ir(G).
— Caractériser les graphes G tels que igra (G) = i2(G).
— Nous avons vu dans le Théoréme 49 que pour tout graphe cactus G ayant k(G)
cycles pairs, alors Yoy (G) > 7,5(G) — k(G). En comptant que les cycles Cuyo

dont le nombre est k'(G), peut on avoir ;o (G) > 7,2(G) — K'(G) ?
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