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Résumé

En 2004, Cockayne, Dreyer , S.M Hedetniemi, et S.T Hedetniemi ont introduit

une nouvelle variante de la domination, appelée fonction de domination Romaine.

Depuis, plusieurs variantes ont vu le jour. Nous aborderons dans cette thèse six de

ces fonctions, à savoir la domination Romaine et sa version indépendante, la do-

mination 2-rainbow et sa version indépendante, la {2}-domination Romaine et la

domination romaine double. De plus, nous introduisons les versions indépendantes

des deux dernières fonctions de domination dans un graphe G, dont les paramètres

correspondants seront notés par ifR2g(G) et idR(G) respectivement. Nous présentons

d�abord une synthèse sur les résultats existants dans la littérature concernant les

six fonctions de dominations, incluant des résultats sur la complexité, bornes et

résultats de type Nordhaus-Gaddum. Nous montrons alors que le problème de dé-

cision associé à la {2}-domination Romaine indépendante est NP-Complet même

restreint aux graphes bipartis, nous prouvons que pour tout graphe G d�ordre n,

on a 0 � ir2(G) � ifR2g(G) � n=5, 0 � iR(G) � ifR2g(G) � n=4, et que l�égalité

ir2(G) = ifR2g(G) est véri�ée pour les arbres. Nous montrons aussi que le problème

de décision associé à la domination Romaine double indépendante est NP-Complet.

De plus, nous prouvons que pour tout graphe G, 2i(G) � idR(G) � 3i(G) et nous

caractériserons les arbres T tels que idR(T ) = 2i(T ) + 1 ou idR(T ) = 3i(T ).
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Introduction

Les graphes sont l�un des outils les plus importants en recherche opérationnelle,

ils sont utilisés pour modéliser des relations liant des éléments donnés, ils permettent

ainsi de représenter une grande variété de problèmes en les ramenant à l�étude de

sommets et d�arêtes ou d�arcs (réseaux de communications, réseaux routiers, interac-

tion de diverses espèces animales, circuits électriques). La théorie des graphes est une

discipline mathématique et informatique qui étudie ces structures.

L�histoire de la théorie des graphes a débuté avec les travaux d�Euler au 18e

siècle et trouve son origine dans l�étude de certains problèmes, tels que celui des

ponts de Königsberg ou la marche du cavalier sur l�échiquier (appelé aussi cavalier

d�Euler). Dans le 19e siècle, deux problèmes importants furent également proposés et

partiellement résolus. Le premier est la conjecture des quatre couleurs posée en 1852

par Francis Guthrie, qui a¢ rme que quatre couleurs su¢ sent pour colorier n�importe

quelle carte plane telle que les pays ayant une frontière commune soient de couleurs

di¤érentes. Le second problème est dû à Sir Hamilton qui en 1859 a inventé un jeu

qu�il a nommé icosian game. Le jeu consiste à trouver un cycle Hamiltonien (qui

passe par tous les sommets une seule fois) dans le graphe des arêtes du dodécaèdre

(un polyèdre à 12 faces et 20 sommets). En 1931 König montra son fameux théorème

de König et publia cinq ans plus tard le premier ouvrage consacré entièrement à la

théorie des graphes "Theorie der endlichen und unendlichen Graphen" (Théorie des

graphes �nis et in�nis). Il est sans doute à l�origine de l�utilisation du terme "graphe".

A partir de 1946, la théorie des graphes a connu un développement intense sous

l�impulsion de chercheurs motivés par la résolution de problèmes concrets. On peut

notamment citer Ford et Fulkerson avec leur algorithme pour le problème du �ot

maximum publié en 1956, Roy avec un algorithme pour déterminer les distances des
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plus courts chemins entre toutes les paires de sommets dans un graphe orienté et

pondéré publié en 1959 et Claude Berge avec son ouvrage �Théorie des graphes et ses

applications�publié en 1958.

L�un des problèmes les plus fertiles de la théorie des graphes est celui de la domina-

tion dans les graphes. Un ensemble dominant D dans un graphe est un sous-ensemble

de sommets tel que chaque sommet du graphe appartient à D ou est adjacent à au

moins un sommet de D. Le nombre de domination est le cardinal minimum d�un

dominant dans G. On retrouve les premières traces de l�étude de la domination dans

les travaux de Jaenisch, en 1862 qui se demandait alors quel est le nombre minimum

de reines pour couvrir entièrement un échiquier de n � n cases. De là, il posa alors

trois types de problèmes :

� Recouvrement : Quel est le nombre minimum nécessaire de pièces d�échec d�un

type donné, de sorte que chaque case soit occupée en au plus un coup dans un

échiquier à n� n cases.

� Independence : Quel est le nombre maximum de pièces d�échec d�un type donné,

qu�on peut placer dans un échiquier à n�n cases sans que celles-ci ne s�attaque

l�une l�autre.

� Recouvrement independent : Quel est le nombre minimum de pièces d�échec

d�un type donné, de sorte que chaque case soit occupée en au plus un coup dans

un échiquier à n� n cases sans que celles-ci ne s�attaquent l�une l�autre.

On retrouve la première formulation du problème de domination dans le livre

"Théorie des graphes et ses applications" paru en 1958. Claude Berge introduisa,

entre autre, le nombre de domination d�un graphe qu�il appela "Coe¢ cient de stabilité

externe". En 1962 Oystein Ore utilise pour la première fois le terme "domination"

dans son livre "Theory of graphs", et c�est qu�en 1977 que Cockayne et Hedetniemi

utilisent pour la première fois la notation 
(G) pour désigner le nombre de domination

2



d�un graphe G.

Depuis l�introduction du concept de la domination, plusieurs types de domination

sont dé�nis sur la base de la dé�nition précédente en imposant des propriétés supplé-

mentaires sur les ensembles dominants, comme la domination double, la domination

totale etc. En 1998, un important e¤ort de synthèse a été fait par Haynes, Hedetniemi

et Slater dans leurs livres "fundamentals of domination in graphs" [38] qui comporte

plus de 1200 références et dans "Domination in graphs : advanced topics" [37] paru

la même année.

En 2004, Cockayne et al. [26] ont introduit une nouvelle variante de la domination,

à savoir, la domination Romaine, qui ne ressemblait à rien à ce qui avait déjà été

étudié sur les fonctions de domination. Depuis, plusieurs variantes ont vu le jour, on

peut citer la domination Romaine faible [40], la domination 2-rainbow [14], la {2}-

domination Romaine [22], la domination romaine double [9], etc. Dans cette thèse

nous étudierons quelques-unes de ces fonctions.

On trouve dans le premier chapitre les principales notions et dé�nitions de la

théorie des graphes utilisées dans cette thèse. Nous donnerons aussi dans ce chapitre

un aperçu sur la domination dans les graphes.

Dans le chapitre 2, nous présentons une synthèse sur six fonctions de domination,

toutes introduites entre 2003 et 2016. Nous dé�nirons les six fonctions en donnant le

contexte de leur introduction et les résultats principaux obtenus.

Dans le chapitre 3, nous introduirons la fonction de {2}-domination Romaine

indépendante où nous présenterons les résultats obtenus après investigation sur le

paramètre correspondant, à savoir ifR2g(G). Nous montrerons que le problème de

décision associé à la {2}-domination Romaine indépendante est NP-Complet même

restreint aux graphes bipartis. Par ailleurs, nous verrons aussi que pour tout graphe

G d�ordre n, 0 � ir2(G) � ifR2g(G) � n=5 et 0 � iR(G) � ifR2g(G) � n=4. De plus,

3



nous prouverons que l�égalité ir2(G) = ifR2g(G) est véri�ée pour les arbres.

Dans le chapitre 4, nous introduirons la domination Romaine double indépendante,

où nous montrerons que le problème de décision associé à la domination Romaine

double indépendante est NP-complet. Aussi, nous montrerons que pour tout grapheG,

2i(G) � idR(G) � 3i(G). De plus si G est un arbre alors 2i(G)+ 1 � idR(G) � 3i(G),

en�n, nous caractériserons les arbres atteignant chaque borne.

Nous terminerons par une conclusion sur l�ensemble du travail réalisé ainsi que

sur les perspectives futures dans le domaine.
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Chapitre I

CONCEPTS DE BASE

1.1 Notions de base

Nous donnons dans cette partie les terminologies et dé�nitions usuelles utilisées le

long de cette thèse. Pour plus de détails, le lecteur peut se référer aux livres de Berge

[11] et celui de Haynes, Hedetniemi et Slater [37] [36].

Un graphe : Un graphe G = (V (G); E(G)) (ou G = (V;E) s�il n�y a pas de confu-

sion) est dé�ni par deux ensembles, un ensemble V d�éléments appelés sommets et un

ensemble E de paires de sommets u et v appelées arêtes. On note par uv (ou vu) une

arête d�extrémités u et v. Dans ce cas, les sommets u et v sont adjacents. Un graphe

G est dit simple s�il est sans boucle (i.e. pour tout sommet v 2 V , vv =2 E) et sans

arête multiple (i.e. pour toute paire de sommets u; v 2 V , il existe au plus une arête

reliant u à v). Tous les graphes considérés dans cette thèse sont simples.

Le voisinage ouvert (ou voisinage) d�un sommet u dans G, noté NG(u), est l�en-

semble des sommets adjacents à u, c�est-à-dire, NG(u) = fv 2 V : uv 2 Eg. Le

voisinage fermé de u dans G, noté NG[u] est l�ensemble fug[NG(u). S�il n�y a pas de

confusion, on écrira N(u) et N [u] au lieu de NG(u) et NG[u], respectivement. Le degré

d�un sommet u, noté degG(u), (ou deg(u) s�il n�y a pas de confusion), est le nombre de

voisins de u dans G (i.e. degG(u) = jN(u)j). Les nombres �(G) = minu2V (G)fdegG(u)g

et �(G) = maxu2V (G)fdegG(u)g désignent le degré minimum et maximum dans G,

respectivement. S�il n�y a pas de confusion, on écrira � et � au lieu de �(G) et �(G),

respectivement. Un sommet de degré 0 est dit isolé et un sommet de degré 1 est dit

pendant (ou feuille).
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Si S � V , alors on note par N(S) =
S
v2S N(v), le voisinage ouvert de S

et N [S] = S [ N(S) le voisinage fermé de S. Le voisinage privé d�un sommet

u 2 S par rapport à S, noté pnG(u; S) (ou pn(u; S) s�il n�y a pas de confusion)

est l�ensemble des sommets dans N(S) ayant uniquement u pour voisin dans S, i.e.

pn(u; S) = N(S)�N(Snfug). Si v 2 pn(u; S), alors on dit que v est un voisin privé

de u par rapport à S.

Sous-graphe induit et graphe partiel : Soient les graphes H = (V (H); E(H)) et

G = (V (G); E(G)). Le graphe H est un sous-graphe induit de G si V (H) � V (G) et

pour tout u; v 2 V (H), si uv 2 E(G), alors uv 2 E(H). Dans ce cas, le graphe H est

noté G[V (H)]. On notera par G � v le sous-graphe V (G)nfvg. Le graphe H est un

graphe partiel de G, si et seulement si V (H) = V (G) et E(H) � E(G).

Chaînes, cycles et connexité : Une chaîne est une liste ordonnée � = (u0; u1; u2; :::; uk)

de sommets de V tels que chaque sommet ui de la liste est adjacent à ui+1. On dira

que le sommet ui est relié au sommet uj par la chaîne Pk pour tout i; j 2 f0; :::; kg.

Une chaîne Pk = (u0; u1; u2; :::; uk) est dite élémentaire, si tous ses sommets sont dis-

tincts. L�entier k représente la longueur de Pk. Un cycle Ck est une chaîne élémentaire

de longueur k � 1, dont le sommet de départ et le sommet d�arrivé se confondent.

L�entier k représente la longueur du cycle Ck.

Un graphe G est dit connexe si, et seulement si pour toute paire de sommet u et v

de G, il existe dans G une chaîne reliant u à v. Un graphe non connexe est constitué

de l�union disjointe de graphes connexes appelés composantes connexes de G.

Distance et excentricité : La distance entre deux sommets u et v dans G, noté

d(u; v), est la longueur de la plus courte chaîne reliant u à v. L�excentricité d�un

sommet u 2 V est ecc(u) = maxv2V fd(u; v)g. Le diamètre de G est diam(G) =
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maxu2V fecc(u)g et le rayon de G est rad(G) = minu2V fecc(u)g. Une chaîne P dans

G de longueur diam(G) est dite diamétrale. Le centre de G est Ce(G) = fu 2 V (G) :

ecc(u) = rad(G)g. La maille g(G) d�un graphe G est la longueur du plus court cycle

induit dans G.

Complémentarité : Le graphe complémentaire d�un graphe G = (V (G); E(G))

est le graphe G = (V (G); E(G)) avec V (G) = V (G) et uv 2 E(G) si et seulement si

uv =2 E(G) pour u 6= v.

Subdivision : Si e = uv est une arête de G, alors on appelle subdivision de e,

l�opération qui consiste à ajouter dans G un sommet z et remplacer l�arête e par les

arêtes uz et vz. On appelle graphe subdivisé de G, noté Su(G), le graphe obtenu en

subdivisant toutes les arêtes de G.

Produit Cartésien : Soient G et H deux graphes simples. Le produit Cartésien

de G et H, noté G�H, est le graphe dont l�ensemble des sommets est V (G)� V (H)

et deux sommets (g1; h1) et (g2; h2) sont adjacents dans G�H si, et seulement si

g1 = g2 et h1h2 2 E(H); ou h1 = h2 et g1g2 2 E(G).

1.2 Quelques classes de graphes

Nous citons dans cette partie quelques classes de graphes utilisées dans le reste de

la thèse.

Arbres : Un arbre est un graphe connexe et sans cycle. Le sommet v adjacent à

une feuille u est appelé un sommet support, on dit que v est un sommet support fort

s�il est adjacent à au moins deux feuilles. L�ensemble des sommets supports d�un arbre

T est noté S(T ). Une forêt F est un graphe dont chaque composante connexe est un
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arbre. Une étoile, notée K1;n�1, est un arbre d�ordre n � 2 qui possède n� 1 feuilles.

Une double étoile, notée Sp;q, est un arbre d�ordre n = p+q+2, possédant exactement

deux sommets supports, l�un est adjacent à p feuilles et l�autre à q feuilles.

Un arbre T enraciné en un sommet r est un arbre dans lequel on a choisi un

sommet r qu�on appelle racine, et une orientation de ses arêtes, c�est-à-dire, orienter

toutes les arêtes de sorte qu�il existe un chemin de r à tous les autres sommets. On

obtient alors un arbre enraciné et orienté, noté R(T; r). Pour un sommet u d�un arbre

T enraciné en r, les sommets appartenant à N+
R(T;r)(u) sont appelés �ls de u, le som-

met appartenant à N�
R(T;r)(u) est appelé parent. Pour un graphe simple et connexe G,

on appelle un arbre couvrant de G, un graphe partiel de G qui est un arbre.

Graphe complet : Un graphe complet d�ordre n, noté Kn, est un graphe simple

dont tous les sommets sont de degré n� 1.

Figure 1. Le graphe complet K5.

Graphes bipartis : Un graphe G est dit biparti si, et seulement s�il existe une

partition en deux sous-ensembles X et Y de ses sommets tels que chaque arête de G

a une extrémité dans X et une autre dans Y . Un graphe biparti G est dit complet si,

et seulement si tout sommet de X est voisin de tous les sommets de Y , un tel graphe
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est noté KjXj;jY j.

Graphe régulier : Un graphe G est régulier si tous ses sommets sont de même

degré. Si le degré des sommets d�un graphe régulier G est k, alors G est dit k-régulier.

Un graphe cubique est un graphe 3-régulier.

Cactus et graphes 2-connexes : Un graphe G est un cactus si toute arête de

G appartient à au plus un seul cycle. Un graphe G est un graphe 2-connexe si pour

tout sommet u de V , G� u est connexe.

Le graphe de Petersen généralisé : Un graphe G est un graphe de Petersen

généralisé noté GP (n; k) pour n � 3 et 1 � k � n=2 avec

V (GP (n; k)) = fxi; 0 � i � n� 1g [ fyi; 0 � i � n� 1g:

E(GP (n; k)) = fxixi+1; 0 � i � n � 1g [ fyiyi+k; 0 � i � n � 1g [ fxiyi; 0 � i �

n� 1g:

Les indices des sommets etant pris modulo n.

1.3 Domination dans les graphes

Dans son livre "Théorie des graphes et ses applications" paru en 1958, Claude

Berge introduit le nombre de domination d�un graphe qu�il a appelé "Coe¢ cient de

stabilité externe" et c�est en 1968 qu�Oystein Ore utilisa pour la première fois le terme

domination dans son livre "Theory of graph". En 1977, Cockayne et Hedetniemi uti-

lisent pour la première fois la notation 
(G) pour désigner le nombre de domination

d�un graphe G.

Ensemble dominant : Soient D et S deux sous-ensembles de V (G). On dit que
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D domine S (ou S est dominé par D) dans G, et on note D � S, si tout sommet

de S a au moins un voisin dans D. L�ensemble D est un dominant du graphe G si

D � V (G)�D. Un dominant D est minimal si pour tout u 2 D, Dnfug n�est plus un

dominant de G. Le nombre de domination d�un graphe G, noté 
(G), est le cardinal

du plus petit dominant de G. Un sous-ensemble D de V (G) est un 
(G)-ensemble si

D � V (G)�D et jDj = 
(G).

Ensemble dominant indépendant : Un sous-ensemble S de V est dit indépen-

dant (ou stable) si G[S] est sans arêtes. Un ensemble indépendant S est dit maximal

dans G si pour tout u =2 S, S [ fug n�est pas indépendant. Le nombre de domina-

tion indépendant de G, noté i(G), est le cardinal du plus petit ensemble indépendant

maximal de G. Un sous-ensemble S de V (G) est un i(G)-ensemble si S est un en-

semble indépendant maximal et jSj = i(G).

L�intérêt pour la domination est né avec l�enthousiasme pour les échecs durant la

seconde moitié du 19 ème siècle, avec les premières compétitions internationales et

l�appartion des premiers théoriciens. Le joueur Max Bezzel proposa son fameux pro-

blème des huit reines dans le "Scachzeitung", premier magazine allemand consacré

aux échecs. Le problème consiste à placer huit reines sur un échiquier de 8� 8 cases

de telle sorte qu�aucune reine n�attaque les autres. Franz Nauck publia la première

solution des huit reines en 1850 dans Leipzig Illustriert Zeitung, proposant en tout

douze solutions (en excluant les rotations). Il proposa le problème à n reines dans

un échiquier à n� n cases, qu�il appela problème des n-reines. Plusieurs mathémati-

ciens ont étudié ce problème, dont Ahrens qui montra qu�il avait une solution pour

tout n � 4. Gunther proposa une méthode pour trouver des solutions, méthode qui

fut amélioré par Glaisher en 1874 dans "Philosophical magazine" où il montra aussi

que les douze con�gurations trouvées par Franz Nauck, pour le problème des huit
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reines, étaient les seules possibles. En 1862, le joueur russe C.F Jaenisch dans son

livre "Traité des applications de l�analyse mathématique au jeu des échecs", proposa

le problème suivant : déterminer le nombre minimum de reines à placer sur un échi-

quier n � n de telle sorte que chaque case soit occupée par une reine ou bien peut

être occupée en un seul coup par une des reines dans un échiquier à n� n cases. On

peut retrouver une version similaire de ce problème, où les reines ne s�attaquent pas

entre elles.

Pour une pièce d�échiquier X, on peut considérer le graphe G = (V;E) d�ordre

n � n, avec V l�ensemble des cases de l�échiquier et pour u; v 2 V , uv 2 E si et

seulement si un déplacement de la case u vers la case v est possible avec la pièce X.

La résolution des deux problèmes cités précédemment revient à trouver 
(G) et i(G).

On retrouve dans la littérature plusieurs autres dé�nitions équivalentes aux ensembles

dominants dans les graphes, dont :

� Un ensemble D � V est un dominant si pour tout sommet v 2 V , jN [v] \Dj �

1.

� Un ensemble D � V est un dominant si pour tout sommet v 2 V (G) � D,

N(v) \D 6= ;.

� Un ensemble D � V est un dominant si N [D] = V .

� Soit f : V �! f0; 1g une fonction. On dit que f est un fonction dominante

si pour tout sommet v 2 V , f(N [v]) =
P

x2N [v] f(x) � 1. L�ensemble D =

fu 2 V : f(u) = 1g est un ensemble dominant de G: Le poids de f est w(f) =P
u2V f(u).

Intéressons-nous à la dernière dé�nition. Plusieurs chercheurs avaient proposé

d�étudier le cas où l�ensemble d�arrivée de la fonction f di¤ère de f0; 1g. C�est dans

[8], que Bange et al. avaient introduit une généralisation de la P -domination pour

un sous-ensemble P de l�ensemble des réels, faisant de la domination classique un cas
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particulier. On dit alors que f : V �! P est une fonction P -dominante si pour tout

sommet v 2 V , f(N [v]) � 1. Les chercheurs ont étudié trois fonctions dominantes,

quand P = [0; 1] on parle de domination fractionnelle, quand P = f�1; 0; 1g on parle

de domination signée et quand P = f�1; 1g on parle de domination minus.

En 2004, Cockayne et al. [26] avaient introduit une nouvelle fonction de domi-

nation, appelée fonction de domination Romaine. Les auteurs ont d�ailleurs fait re-

marquer que cette nouvelle fonction ne ressemblait à rien à ce qui avait déjà été

étudié. Depuis, plusieurs variantes ont vu le jour, on peut citer la fonction de domi-

nation Romaine faible [40], la fonction de domination 2-rainbow [14], la fonction de

{2}-domination Romaine [22], la fonction de domination romaine double [9], etc.

Dans cette thèse nous étudierons quelques-unes de ces fonctions.
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Chapitre II

APERÇU SUR LES FONCTIONS DE

DOMINATION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à six fonctions de domination, à savoir,

la fonction de domination Romaine et sa version indépendante, la fonction de do-

mination 2-rainbow et sa version indépendante, la fonction de {2}-domination Ro-

maine (domination italienne) et la fonction de domination Romaine double. Nous

commencerons par donner la dé�nition de chaque fonction et le contexte de son in-

troduction. Nous présenterons par la suite les di¤érents résultats existants dans la

littérature, complexité, bornes simples et faciles à véri�er, relations existantes entre

les paramètres associés à ces fonctions. Nous aborderons aussi les résultats de type

Nordhaus�Gaddum pour quelques invariants associés à ces fonctions.

2.1 La domination Romaine

Etant donné un graphe G = (V;E), une fonction f dé�nie de V dans f0; 1; 2g est

dite une fonction de domination Romaine (FDR) si pour tout u 2 V tel que f(u) = 0

il existe v 2 N(u) avec f(v) = 2. Le poids d�une FDR f est w(f) =
P

u2V (G) f(u) et le

nombre de domination Romaine 
R(G), est le poids minimum d�une FDR de G. Une

FDR f peut être représentée par une partition de V comme suit : f = (V0; V1; V2)

(ou (V f0 ; V
f
1 ; V

f
2 ) s�il y a un risque de confusion) où Vi = fu 2 V : f(u) = ig

pour i 2 f0; 1; 2g. On dira que f est une 
R(G)-fonction si f est une FDR de G et

w(f) = 
R(G).

La domination Romaine a été introduite en 2004 par Cockayne et al. dans [26].

Inspirés par un article de Stewart �Defend the Roman Empire !� [56] et un autre
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de Revelle et Rosing "Defends Imperim Romanum : A classical problem in military

strategy" [53], ces derniers ont présenté le problème suivant :

A l�apogée de l�empire Romain, Rome dominait l�Europe, le nord de l�Afrique

et une partie du Proche Orient. A cette époque, Rome pouvait déployer cinquante

légions qui étaient stationnées dans les di¤érentes régions sous contrôle de l�empire.

Cette abondance en soldats permettait de sécuriser toutes les régions de Rome en y

stationnant le nombre nécessaire de légions. Au 4ème siècle après J.C, l�empire Romain

commençait à perdre de sa force et ne comptait plus que vingt-cinq légions et il était

devenu impossible de sécuriser e¢ cacement toutes les régions. L�empereur Constantin

1er adopta alors une nouvelle stratégie de défense en utilisant des troupes locales pour

gêner et ralentir les envahisseurs et des armées pour les repousser. Rome disposait

alors de quatre armées (formées des vingt-cinq légions restantes) et les régions sont

connectées entre elles comme le montre la Figure 2 (�gure tirée de [53]).

Figure 2 : L0Empire Romain au 4�eme si�ecle apr�es J:C:

Chaque sommet du graphe représente une région à défendre. Une région u est non

sécurisée si aucune armée n�y est stationnée (f(u) = 0), une région u est sécurisée

si une armée ou deux y sont stationné (f(u) 2 f1; 2g). Une région u non sécurisée

peut être défendue en envoyant une armée d�une région adjacente à cette dernière.

L�empereur Constantin 1er décréta qu�une armée ne pouvait pas quitter sa position au
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risque de rendre la région où elle est stationnée non sécurisée. Donc pour qu�on puisse

venir au secours d�une région u non sécurisée, une région voisine v devait abriter deux

armées (si f(u) = 0, alors il existe v 2 N(u) tel que f(v) = 2).

Depuis son introduction, plus de 160 papiers ont été publiés sur la domination

Romaine et ses variantes.

Dans [46], Lieu et Chang ont montré que le problème de décision associé au pro-

blème de la domination Romaine est NP-Complet pour les graphes bipartis et les

graphes triangulés. Les mêmes auteurs ont donné aussi un algorithme polynomial

pour le calcul du nombre de domination Romaine dans les graphes fortement trian-

gulés. D�autres algoritmes polynomiaux sont établis pour d�autres classes de graphes

dans [45].

2.1.1 Propriétés

Dans le papier introductif de la domination Romaine [26], les auteurs ont éta-

bli quelques propriétés sur les ensembles V0; V1 et V2 pour une 
R(G)-fonction f =

(V0; V1; V2) que nous résumons par la proposition suivante :

Proposition 1 (Cockayne et al. [26])

I) Soit f = (V0; V1; V2) une 
R(G)-fonction. Alors

(i) G[V1] a un degré maximum 1,

(ii) un sommet de V1 n�est adjacent à aucun sommet de V2,

(iii) chaque sommet de V0 a au plus deux voisins dans V1,

(iv) V2 est un 
(G)-ensemble de G[V0 [ V2],

II) Si de plus G est sans sommet isolé et f est choisie telle que jV1j est minimum.

Alors :

(i) V1 est indépendant et V0 domine V1,

(ii) chaque sommet de V0 est adjacent à au plus un sommet de V1,

(iii) jV0j � 3n=7 et cette borne est atteinte même pour les arbres.
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Favaron et al. [29] ont borné les cardinaux des ensembles V0; V1 et V2 pour une


R(G)-fonction f = (V0; V1; V2) en montrant que 1 � jV2j � 2n
5
, 0 � jV1j � 4n

5
� 2 et

n
5
+ 1 � jV0j � n � 1. Par ailleurs, ils ont caractérisé les graphes tels que ces bornes

sont atteintes.

Des valeurs exactes du nombre de domination Romaine pour les chaînes, les cycles,

les graphes multiparties complets et les grilles ont été établies dans [26]..

Proposition 2 (Cockayne et al. [26]) Pour tout n � 1

(i) 
R(Pn) = 
R(Cn) =
�
2n
3

�
:

(ii) 
R(Km1;:::;mk(m1�m2�:::�mk)) =

8>>>><>>>>:
2 si m1 � 1

3 si m1 = 2

4 si m1 = 4

(iii) 
R(G2;n) = n+ 1:

2.1.2 Bornes

Vu la NP-completude du problème de décision associé à la domination Romaine,

nombre de travaux ont été motivés par la recherche de bornes supérieures et inférieures

qui sont simples à véri�er, c�est-à-dire, des bornes exprimées en fonction de l�ordre

et/ou de la taille du graphe, de son degré maximum ou minimum, etc.

Proposition 3 (Cockayne et al. [26]) Pour tout graphe G d�ordre n et de degré

maximum �, 
R(G) � 2n
�+1

.

Chambers et al. [15] ont montré que pour tout graphe G d�ordre n et de degré

maximum�, 
R(G) � n+1��. Dans un récent papier, Bouchou et al. [12] ont donné

une caractérisation de quelques classes de graphes atteignant cette borne supérieure,

incluant entre autres, les arbres, les graphes réguliers et semi-réguliers (un graphe G

est semi-régulier si �(G)� �(G) = 1). Par ailleurs, les auteurs [12] ont montré que le

problème de décision selon un graphe G veri�e 
R(G) = n+1�� est Co-NP-complet.
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Une autre technique consiste à borner supérieurement le nombre de domination

Romaine pour les arbres, et qui sera valable pour tout graphe connexe (vu qu�il

possède un arbre comme graphe partiel). Ainsi, en 2009 Chambers et al. [15] ont

démontré que pour tout arbre T d�ordre n, 
R(T ) � 4n=5, avec l�égalité atteinte si,

et seulement si T est obtenu par k copies de P5 distinctes en ajoutant (k � 1) arêtes

reliant les k centres des P5.

Théorème 4 (Chambers et al. [15]) Si G est un graphe connexe d�ordre n, alors


R(G) � 4n=5. L�égalité est atteinte si, et seulement si, G est un C5 ou G est obtenu

à partir de n=5 copies de P5 en ajoutant des arêtes entre les centres des P5 de façon

qu�il induisent un sous-graphe connexe.

En se restreignant aux graphes de degré minimum � au moins deux, Chambers

et al. [15] ont amélioré la borne du Théorème 4 en montrant que si G est un graphe

connexe d�ordre n, avec � � 2 et G di¤érent des graphes de la Figure 3, alors 
R(G) �

8n=11.

Figure 3. Ensemble des graphes interdits.

Figure 4. Le graphe F .
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Par ailleurs, Chambers et al. [15] ont donné une caractérisation des graphes ex-

trémaux pour la borne précédente.

Théorème 5 (Chambers et al. [15]) Soit G un graphe connexe d�ordre n et de

degré minimum � � 2. Si n � 9, alors 
R(G) = 8n=11 si, et seulement si :

(1) n = 11 et G est isomorphe au graphe F illustré dans la �gure 4, avec un

sous-ensemble d�arêtes de l�un des ensembles fy1y3; y1y4; y2y3; y2y4g, fwz1; y1y3; y1y4g

ou fwz1; wz3; y1y3g, ou

(2) n > 11 et G est constitué de copies distinctes de F , F +wz1 et F +wz1+wz3

en ajoutant des arêtes joignant les sommets w.

En 2012, Liu et Chang [47] ont majoré le nombre de domination Romaine pour

un graphe G d�ordre n et de degré minimum � � 3 en montrant que 
R(G) � 2n=3.

D�autre part, les auteurs ont donné une classe de graphes cubiques où cette borne est

atteinte (voir Figure 5).

Figure 5. Graphe cubique G tel que 
R(G) = 2n=3.
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Figure 6. Super gri¤e et super net.

Par ailleurs, Chang et Liu ont montré dans [47] que si G est un graphe connexe

sans super gri¤e et super net, alors 
R(G) � d2n=3e.

Dans la première version de l�article de Chambers et al. [15], les auteurs avaient

conjecturé que 
R(G) � d2n=3e pour les graphes 2-connexes. La conjecture a été faus-

sée par Liu et Chang dans [16] en montrant de plus que 
R(G) � max fd2n=3e ; 23n=34g

pour tout graphe 2-connexe. Les auteurs ont aussi caractérisé les graphes 2-connexes

tels que 
R(G) = 23n=34, quand 23n=34 > d2n=3e.

En utilisant la méthode probabiliste (voir Alon et Spencer [4]), Cockayne et al.

[26] ont établi la borne suivante :

Proposition 6 (Cockayne et al. [26]) Pour tout graphe G d�ordre n et de degré

minimum �, on a


R(G) �
2 + (ln((1 + �)=2)

1 + �
n:

Les deux résultats suivants dûs à Mobaraky et Sheikholeslami résument quelques

bornes établies sur le nombre de domination Romaine d�un graphe G en fonction du

diamètre et de la maille de G.

Théorème 7 (Mobaraky et Sheikholeslami [50]) Soit G un graphe connexe d�ordre

n et de degré minimum �, alors :
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(i)
l
diam(G)+2

2

m
� 
R(G) � n�

j
1+diam(G)

3

k
(ii) si � � 3, alors 
R(G) � n�

j
1+diam(G)

3

k
� (� � 2)

j
2+diam(G)

3

k
.

(iii) si diam(G) � 3, alors 
R(G) � 4.

Théorème 8 (Mobaraky et Sheikholeslami [50]) Soit G un graphe connexe d�ordre

n de degré minimum � et de degré maximum �, alors :

(i) si g(G) � 3, alors 
R(G) �
l
2g(G)
3

m
.

(ii) si g(G) = 4, alors 
R(G) � 3. L�égalité est atteinte si, et seulement si G est

un graphe biparti G = (X [ Y;E) tel que jXj = 2, avec l�un des sommets de X est

adjacent à tout sommet de Y et l�autre sommet est de degré au moins deux.

(iii) si � � 2 et g(G) � 5, alors 
R(G) � n�
j
g(G)
3

k
.

(iv) si g(G) � 5, alors 
R(G) � 2�.

(v) si � � 2 et g(G) � 6, alors 
R(G) � 4(� � 1).

(vi) si � � 2 et g(G) � 7, alors 
R(G) � 2�.

2.1.3 Relations avec 
(G)

Il a été montré dans le papier introductif de la domination Romaine que pour

tout graphe G, 
(G) � 
R(G) � 2
(G), où 
(G) = 
R(G) si, et seulement si G est

isomorphe à Kn. Notons que Chellali et al [21] ont amélioré le résultat précédent en

montrant que pour tout graphe connexe G, 
R(G) � �+1
�

(G) et en caractérisant les

graphes atteignant cette borne.

Pour les graphes G tels que 
R(G) 2 f
(G) + 1; 
(G) + 2g, Cockayne et al. [26]

ont établi les résultats suivants

Proposition 9 (Cockayne et al. [26]) Soit G un graphe connexe d�ordre n. Alors :

(i) 
R(G) = 
(G) + 1 si, et seulement s�il existe un sommet v 2 V de degré

n� 
(G),

(ii) 
R(G) = 
(G) + 2 si, et seulement si :

(a) G n�a pas de sommet de degré n� 
(G).
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(b) ou bien G a un sommet de degré n�
(G)�1, ou bien G a deux sommets

v et w tels que jN [v] [N [w]j = n� 
(G) + 2.

Pour le cas des arbres, les auteurs [26] ont établi ce qui suit :

Dé�nition 10 (Cockayne et al. [26]) Pour un entier positif t, une araignée bles-

sée est une étoile K1;t ayant au plus t�1 arêtes subdivisées. Pour t � 2, une araignée

saine est une étoile K1;t ayant toutes ses arêtes subdivisées. Pour une araignée blessée,

un sommet de degré t sera appelé la tête et les sommets à distance deux de la tête

sont les pattes. Si T = P2, alors les deux sommets sont considérés comme des têtes et

si T = P4; les deux feuilles sont considérées des pattes et les deux sommets supports

des têtes.

Proposition 11 (Cockayne et al. [26]) Si T est un arbre d�ordre n � 2, alors

(i) 
R(T ) = 
(T ) + 1 si, et seulement si T est une araignée blessée.

(ii) 
R(T ) = 
(T ) + 2 si, et seulement si T est une araignée saine ou bien T

est une paire d�araignées blessées T1 et T2 connectée par une seule arête joignant

v 2 V (T1) et w 2 V (T2) sous les conditions suivantes : (1) T 6= P4. (2) v et w ne

sont pas tous les deux des sommets pattes.

Concernant la borne superieure 
R(G) � 2
(G), les graphes G atteignants cette

borne ont été appelés les graphes Romains.

Proposition 12 (Cockayne et al. [26]) Un graphe G est Romain si, et seulement

si G admet une 
R(G)-fonction f = (V0; V1; V2) telle que jV1j = 0.

Cockayne et al. [26] ont identi�é plusieurs graphes Romains, dont P3k, C3k, P3k+2,

C3k+2 ainsi que les graphes G dont le degré maximium � = n�1. Dans [42], Henning

a donné une caractérisation constructive des arbres Romains comme suit :
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Dé�nition 13 (Henning [42]) Soit F�
1 la famille des arbres enracinés tel que toute

feuille di¤érente de la racine est à distance 2 de la racine et tous les �ls de la racine,

sauf éventuellement un, sont des sommets supports forts. Soit F�
2 la famille des arbres

enracinés tel que toute feuille est à distance 2 de la racine et tous les �ls de la racine,

sauf deux, sont des sommets supports forts.

Henning a dé�ni aussi l�ensemble VS(T ) = fv 2 V (T )=v 2 S(T ) et 
R(T � v) �


R(T )g et la famille T 1 des arbres T , obtenus par une séquence T1; ::; Tj (j � 1) des

arbres tels que T1 = K1;r (r � 1), et si j � 2, Ti+1 est obtenu récursivement de Ti par

l�une des trois opérations suivantes :

�Opération O1 : supposons que w 2 VS(Ti), alors Ti+1 est obtenu de Ti en

ajoutant une étoile K1;s (s � 2) de centre v et en joignant v à w.

Figure 7. Opération O1:

�Opération O2 : supposons que x 2 V (Ti), alors Ti+1 est obtenu de Ti en

ajoutant un arbre T de la famille F�
1 et l�arête xw, où w est une feuille de T si

T = P3 ou bien w est le centre de T si T 6= P3.

Figure 8. Opération O2:

�Opération O3 : supposons que x 2 VS(Ti), alors Ti+1 est obtenu de Ti en
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ajoutant un arbre de la famille F�
2 et l�arête xw, où w est le centre de T .

Figure 9. Opération O3:

Théorème 14 (Henning [42]) Un arbre T est Romain si, et seulement si T 2 T 1.

Dans [39], Hedetniemi et al. ont établi une borne reliant le nombres de domination

Romaine et le nombre de domination totale. Rappelons qu�un dominant D dans G

est dit dominant total si pour tout sommet u 2 D, il existe v 2 D avec u 6= v tel que

uv 2 E (i.e N(D) = V ). Le nombre de domination totale de G, noté 
t(G), est le

cardinal minimum d�un ensemble dominant total dans G.

Théorème 15 (Hedetniemi et al. [39]) Si G est un graphe sans sommets isolés,

alors 
R(G) � 
t(G).

Dans le même papier, les auteurs ont posé le problème de la caractérisation des

graphes G tels que 
R(G) = 
t(G).

Il est à noter que du théorème précédent et les résultats de [26], découle la chaîne

d�inégalités suivante valable pour tout graphe G sans sommets isolés.


(G) � 
t(G) � 
R(G) � 2
(G) � 2
t(G).

Dans [20], Chellali et al. ont étudié les graphes extrémauxG pour la borne 
t(G) �


R(G) en montrant que ce sont précisément les graphes extrémaux pour la borne


t(G) � 2
(G). Comme conséquence, tout graphe G véri�ant 
t(G) = 
R(G) est un
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graphe Romain. Cependant la réciproque n�est pas vraie, il su¢ t de considérer une

double étoile où chaque sommet support a au moins trois feuilles.

Xueliang et al. avaient identi�é d�autres graphes Romains dans [63]. Rappelons

qu�un graphe circulantC(n; Sc) est un graphe dont l�ensemble des sommets V (C(n; Sc)) =

fvi : 0 � i � n � 1g et l�ensemble des arêtes E(C(n; Sc)) = fvivj : 0 � i; j �

n� 1; (i� j)modn 2 Scg avec Sc 2 f1; 2; :::;
�
n
2

�
, où les indices sont pris modulo ng.

Théorème 16 (Xueliang et al. [63])

(a) Le graphe circulant C(n; f1; 2; :::; kg) est un graphe Romain pour n � 7 et

n � t(mod 5), t 6= 4.

(b) Le graphe de Petersen généralisé GP (n; 1) est Romain pour n � 3 et n �

t(mod 4), t 6= 2.

(c) Le graphe de Petersen généralisé GP (n; 3) est Romain pour n = 11 ou n � 7

et n � t(mod 4), t 6= 3.

(d) Pour n � 1, m � 1, Le produit Cartésien C5m�C5n est un graphe Romain.

Dans [62], Xing et al. ont donné une condition nécessaire et su¢ sante pour le cas

général, c�est à dire, pour que 
R(G) = 
(G) + k pour tout k 2 f2; :::; 
(G)g.

Théorème 17 (Xing et al. [62]) Soit G un graphe connexe d�ordre n, avec 
(G) �

2. Si k est un entier tel que 2 � k � 
(G), alors 
R(G) = 
(G) + k si, et seulement

si :

(i) Pour tout entier s avec 1 � s � k� 1, G n�a pas de sous-ensemble de sommet

Ut (1 � t � s), contenant t sommets, tel que
����SN [v]

v2Ut

���� = n� 
(G)� s+ 2t.
(ii) Il existe un entier l avec 1 � l � k, et G a un ensemble Wl contenant l

sommets tel que

�����SN [v]v2Wl

����� = n� 
(G)� k + 2l.
Yero et al. [64] ont étudié la domination Romaine dans les produits Cartésiens de

deux graphes.
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Théorème 18 (Yero et al. [64]) Pour tous graphes G et H

(i) 
R(G�H) � 2
(G)
R(H)
3

.

(ii) 
R(G�H) � 
(G)
R(H)+
(G�H)
2

.

Il est à rappeler que Clark et Suen [25] ont montré que pour tous graphes G et H,


(G�H) � 1
2

(G)
(H); en réponse à la célèbre conjecture de Vizing qui reste encore

ouverte depuis 1962, et stipuant que 
(G�H) � 
(G)
(H) pour tous les graphes G

et H. Du Théorème 18, il en découle que pour tout graphe G et pour tout graphe

Romain H, 
(G�H) � 3
2

(G)
(H), ce qui constitue dans ce cas une amélioration du

résultat de Clark et Suen.

Il est à noter que Wu a aussi amélioré le résultat de Clark et Suen.

Théorème 19 (Wu [61]) Pour tous les graphes G et H, 
R(G�H) � 
(G)
(H).

Dans [29] Favaron et al. ont donné le résultat suivant, en caractérisant aussi les

graphes extrémaux.

Théorème 20 (Favaron et al. [29]) Pour tout graphe G d�ordre n � 3,


R(G) +

(G)

2
� n:

On cloture cette partie par la conjecture suivante dûe à Bermudo.

Conjecture 21 (Bermudo [10]) Si G est un graphe de degré minimum au moins

3, alors 
R(G) + 
(G) � n.

2.1.4 Résultats de type Nordhaus�Gaddum

Nordhaus�Gaddum ont établi en 1956 des bornes inférieures et supérieures pour

la somme et le produit du nombre chromatique d�un graphe et son complémentaire.

Jaeger et Payan étaient les premiers à publier en 1972 des résultats du type Nordhaus�

Gaddum sur le nombre de domination. Depuis, des relations de ce type sont établis
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pour les di¤érents paramètres de graphes, en particulier, ceux liés à la domination

dans les graphes.

Dans ce sens, Chambers et al. ont établi ce qui suit :

Théorème 22 (Chambers et al. [15]) Soit G un graphe d�ordre n, alors :

(i) 5 � 
R(G) + 
R(G) � n+ 3. La borne superieure est atteinte si, et seulement

si G ou G est un C5 ou un n
2
K2.

(ii) Si n � 160, alors 
R(G)
R(G) � 16n=5 où l�égalité est atteinte si, et seulement

si G ou G est un n
5
C5.

Il est à mentionner que Bouchou et al. [12] ont donné une amélioration de Théo-

rème 22-(i) par le résultat suivant :

Théorème 23 (Bouchou et al. [12]) Si G est un graphe d�ordre n � 160 telle

que toute composante connexe de G ou G est d�ordre au moins trois, alors 
R(G) +


R(G) � 4n
5
+ 4.

2.2 La domination Romaine indépendante

Etant donné un graphe G = (V;E), une FDR f = (V0; V1; V2) de G est dite une

fonction de domination Romaine indépendante (FDRI) si V2 [ V1 est un ensemble

indépendant. Le nombre de domination Romaine indépendant iR(G), est le poids

minimum d�une FDRI de G. On dira que f est une iR(G)-fonction si f est une FDRI

de G et w(f) = iR(G). La domination Romaine indépendante a été dé�nie comme une

perspective future pour l�étude des fonctions de domination Romaine. Cependant elle

reste très peu étudiée. On présente dans cette partie les quelques résultats importants

qui existent.

2.2.1 Bornes

Par dé�nition, tout graphe G véri�e 
R(G) � iR(G). Adabi et al. ont remarqué

dans [2] que pour tout graphe G d�ordre n, iR(G) � n avec l�égalité atteinte si, et
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seulement si G ' mK2 [Kl pour m et l deux entiers naturels tels que n = 2m + l.

Ebrahimi et al. ont proposé d�autres bornes sur le nombre de domination Romaine

indépendant d�un graphe G.

Théorème 24 (Ebrahimi et al. [28]) Pour tout graphe G d�ordre n et de degré

maximum �,

(i) iR(G) � n��+ 1.

(ii) iR(G) � n� �(G) + 2 avec l�égalité est atteinte si, et seulement si G ' Kn.

Les mêmes auteurs [28] ont établi une borne supérieure dans les arbres.

Théorème 25 (Ebrahimi et al. [28]) Pour tout arbre T d�ordre n � 3, iR(T ) �

4n=5. L�égalité est atteinte si, et seulement si V (T ) peut être partitionné en k parties

distinctes X1; :::; Xk, tel que G[Xi] ' P5 et le sous-graphe induit par les centres des

Xi est connexe.

Ils ont ensuite borné le nombre de domination Romaine indépendant d�un graphe

G en fonction de son diamètre et de sa maille.

Théorème 26 (Ebrahimi et al. [28]) Pour tout graphe G d�ordre n,

(i) iR(G) � n�
l
diam(G)�1

3

m
.

(ii)
j
2(g(G)+1)

3

k
� iR(G) � n�

l
g(G)�2

3

m
.

2.2.2 Relations avec i(G)

Il est montré dans [28] que pour tout graphe G, i(G) � iR(G) � 2i(G). Notons

que Chellali et al [21] ont amélioré le résultat précédent en montrant que pour tout

graphe connexe G, iR(G) � i(G) + 
(G)
�

et en caractérisant les graphes atteignant

cette borne.

Les auteurs dans [28] ont posé le problème de la caractérisation des graphes G tels

que iR(G) = 2i(G). Dans [18], Chellali et Jafari Rad ont étudié ce problème pour la

classe des arbres.
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Dé�nition 27 (Chellali et al. [18]) Soit F2 la famille des arbres enracinés en un

sommet de degré au moins deux, tel que chaque feuille est à distance deux de la racine,

et le nombre de feuilles est au moins égale au nombre de sommets supports moins un.

Soit F2
0 la famille des arbres enracinés en un sommet de degré au moins trois, tel

que chaque feuille est à distance deux de la racine, et le nombre de feuilles est égale

au nombre de sommets supports moins deux. Soit F2
1 la famille des arbres enracinés

en un sommet de degré au moins deux, tel que chaque feuille est à distance deux de

la racine, et le nombre de feuilles est au plus égale au nombre de sommets supports

moins deux.

Un sommet w de G est dit Romain indépendant fort si f(w) = 2 pour toute

iR(G)-fonction f .

Chellali et Jafari Rad ont ensuite dé�ni la famille T 2 des arbres T qui peuvent

être obtenus de la séquence T1; T2; :::; Tj tels que T1 est une étoile K1;r pour r � 1 et si

j � 2, Ti+1 peut être obtenu récursivement de Ti par l�une des opérations suivantes :

�Opération O1 : Supposons que w 2 V (Ti), alors Ti+1 est obtenu à partir de Ti

en ajoutant une étoile K1;s pour s � 2 de centre v en reliant les sommets v et

w.

�Opération O2 : Supposons que w 2 V (Ti), alors Ti+1 est obtenu de Ti en

ajoutant un arbre T de la famille F2 en reliant les sommets v et w, où v est le

centre de T .

�Opération O3 : Supposons que w 2 V (Ti) tel que iR(Ti � w) � iR(Ti), et

il existe une iR(Ti)-fonction qui assigne 0 à w. Alors Ti+1 est obtenu de Ti en

ajoutant un arbre T de la famille F2
0 en reliant les sommets v et w, où v est le

centre de T .

�Opération O4 : Supposons que w est un sommet Romain indépendant fort

de Ti. Alors Ti+1 est obtenu de Ti en ajoutant un arbre T de la famille F2
1

en reliant les sommets v et w, où v est le centre de T avec la condition que
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iR(Ti � w) � iR(Ti) + 2 jS(T )j � jL(T )j � 2.

Théorème 28 (Chellali et al. [18]) Pour tout arbre T , iR(T ) = 2i(T ) si, et seule-

ment si T 2 T 2.

Adabi et al. [2] ont borné iR(G) en fonction de 
R(G), par le résultat suivant.

Théorème 29 (Adabi et al. [2]) Pour tout graphe G de degré maximum � � 3,

iR(G) � 
R(G) +

R(G)� 2

2
(�� 3):

Les mêmes auteurs ont montré que la borne est atteinte pour les graphe de

degré maximum au moins quatre si, et seulement si (
R(G); iR(G)) = (2; 2) ou

(
R(G); iR(G)) = (4; 1 + �).

Il est clair que si G est un graphe de degré maximum� = 3, alors par le Théorème

29, on a iR(G) = 
R(G). Aussi dans [43], Jafari Rad et Volkman ont montré que si G

est sans gri¤e, alors iR(G) = 
R(G). Par ailleurs, le Théorème 29 a été amélioré par

Jafari Rad [44].

Dé�nition 30 (Jafari Rad [44]) Pour k � 4, soit H = (A;B;E) un graphe biparti

où jAj = jBj = k � 1 tel que iR(H) � k et si iR(H) = k, alors pour toute iR(H)-

fonction f , ou bien f(A) = 0 ou f(B) = 0. Soit Gk le graphe obtenu de H en ajoutant

2 sommets x; y et les arêtes xy, xu pour tout u 2 A et yv pour tout v 2 B.

Théorème 31 (Jafari Rad [44]) Pour tout graphe G de degré maximum� 2 f4; 5; 6g,

iR(G) � �+1
4

R(G), où l�égalité est atteinte si, et seulement si G = S�;� ou G = G�.

Théorème 32 (Jafari Rad [44]) Pour tout graphe G de degré maximum � � 7,

iR(G) �
�
(�� 18

5
)
R(G)

�
� 1:
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2.2.3 Résultats de type Nordhaus�Gaddum

Des résultats de type Nordhaus�Gaddum ont été établis par Targhi et al. dans

[28].

Théorème 33 (Targhi et al. [28]) Pour tout graphe G d�ordre n

(i) 5 � iR(G) + iR(G) � n+3. La borne inferieure est atteinte si, et seulement si

G ou G est un K3 ou bien (�(G);�(G)) = (1; n � 1) ou (�(G);�(G)) = (1; n � 1).

La borne supérieure est atteinte si, et seulement si G ou G est un C5 ou un n
2
K2.

(ii) Si diam(G) � 3, alors 6 � iR(G) + iR(G) � n� �(G) + 4.

2.3 La domination 2-rainbow

Etant donné un graphe G = (V;E), une fonction f : V �! P(f1; 2g) est une

fonction de domination 2-rainbow (FD2-r) de G si pour tout sommet v 2 V tel que

f(v) = ;, on a,
S

u2N(v)
f(u) = f1; 2g. Le poids d�une FD2-r f est w(f) =

P
v2V (G) jf(v)j

et le nombre de domination 2-rainbow 
r2(G) est le poids minimum d�une FD2-r de

G. Par souci de simplicité, une FD2-r sera représentée par (V f; ; V
f
f1g; V

f
f2g; V

f
f1;2g) (ou

(V;; Vf1g; Vf2g; Vf1;2g) s�il n�y pas de risque de confusion) où V
f
; = fu 2 V j f(u) = ;g;

V ff1g = fu 2 V j f(u) = f1gg; V ff2g = fu 2 V j f(u) = f2gg et V ff1;2g = fu 2

V j f(u) = f1; 2gg. On dit que f est une 
r2(G)-fonction si f est une FD2-r de G et

w(f) = 
r2(G).

La domination 2-rainbow a été mentionnée pour la première fois dans [13] comme

un cas particulier de la domination k-rainbow pour étudier la domination couplée.

Pour rappel, un ensemble D � V est un dominant couplé si, et seulement si D � V

et G[D] contient un couplage parfait. La fonction de domination 2-rainbow fut traitée

pour la première fois comme il se doit en 2007 par Bre�ar et al. dans [14] où ils

ont montré que le problème de décision associé au problème de la domination 2-

rainbow est NP-complet. A noter que dans [13], les auteurs ont donné un algorithme

polynomial pour le calcul du nombre de domination 2-rainbow pour la classe des
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arbres. Des valeurs exactes de 
r2(G) pour quelques classes de graphes sont résumées

par le résultat suivant.

Proposition 34 (Bre�ar et al. [14])

(i) 
r2(Pn) =
�
n
2

�
+ 1.

(ii) 
r2(Cn) =
�
n
2

�
+
�
n
4

�
�
�
n
4

�
.

(iii) 
r2(GP (5; 2)) = 4.

2.3.1 Bornes

Nous commençons par remarquer que pour toute FDR f = (V f0 ; V
f
1 ; V

f
2 ) d�un

graphe G, il existe une FD2-r g tel que w(g) = w(f). En e¤et, il su¢ t d�attribuer aux

sommets de V f0 l�ensemble ;, aux sommets de V
f
2 l�ensemble f1; 2g et aux sommets

de V f1 l�ensemble f1g ou f2g. D�où la chaîne d�inégalité suivante mentionnée par Wu

et al. dans [60].

Théorème 35 (Wu et al. [60]) Pour tout graphe G,


(G) � 
r2(G) � 
R(G) � 2
(G):

Pour la classe des arbres, Wu et al. [60], ont donné la borne supérieure suivante :

Théorème 36 (Wu et al. [60]) Pour tout arbre T d�ordre n � 3, 
r2(T ) � 3n=4

avec l�égalité atteinte si, et seulement si V (T ) peut être partitionné en k copies de P4

tel que le sous-graphe induit par les centres de ces P4 est connexe.

Ils ont ainsi montré que pour tout graphe G, 
r2(G) � 3n=4, avec l�égalité atteinte

si, et seulement si G est un P4 ou C4 �K1 ou V (G) peut être partitionné en k copies

de P4 qui ne sont connecté que par leur centres.

En se restreignant aux graphes de degré minimum au moins deux, Fujita et al.

[31] ont amélioré la borne précédente en montrant ce qui suit :
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Théorème 37 (Fujita et al. [31]) Pour tout graphe G d�ordre n et de degré mii-

nimum � � 2,


r2(G) �
2n

3
:

La relation entre 
r2(G) et 
R(G) a été aussi étudiée dans [31] et [19], où il a été

montré indépendamment le résultat suivant.

Proposition 38 (Chellali et al.[19], Fujita et al. [31]) Pour tout graphe G,


R(G) �
3

2

r2(G):

De plus, Chellali et al. [19] ont amélioré la borne du ratio 
R(T )=
r2(T ) dans les

arbres.

Théorème 39 (Chellali et al. [19]) Pour tout arbre T , 
R(T )=
r2(T ) � 4=3.

Fujita et al. [31] ont borné 
r2(T ) + 
R(T ) dans les arbres.

Théorème 40 (Fujita et al. [31]) Pour tout arbre T d�ordre n � 3,


r2(T ) + 
R(T ) �
6n

4
:

Le théorème précedent, énnoncé pour les arbres reste valide pour tout graphe G

connexe d�ordre n � 3.

Le résultat suivant, montré en 2015 par Alvarado et al. [5] était posé comme un

problème ouvert dans [31].

Théorème 41 (Alvarado et al. [5]) Pour tout graphe G 6= C5 et de degré mini-

mum � � 2,


r2(G) + 
R(G) �
4n

3
:

La relation entre 
(G) et 
r2(G) a été étudiée par Wu et al. dans [59] pour les

arbres.
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Théorème 42 (Wu et al. [60]) Pour tout arbre T , 
r2(T ) � 
(T ) +
l
l(T )�p(T )
�(T )

m
,

où l(T ) est le nombre de feuilles de T et p(T ) est le nombre des sommets supports.

Dans [60], Wu et Xing ont fourni un résultat de type Nordhaus-Gaddum pour la

domination 2-rainbow en montrant que pour tout graphe G d�ordre n, 5 � 
r2(G) +


r2(G) � n+2. Il est à noter que la borne inférieure est atteinte pour C3, et la borne

supérieure est atteinte pour Kn.

2.4 La domination 2-rainbow indépendante

Etant donné un graphe G = (V;E), une FD2-r f = (V;; Vf1g; Vf2g; Vf1;2g) est

dite une fonction de domination 2-rainbow indépendante (FD2-rI) de G, si Vf1g [

Vf2g[Vf1;2g est un ensemble indépendant dans G. Le nombre de domination 2-rainbow

indépendant ir2(G) est le poids minimum d�une FD2-rI de G. On dit qu�une fonction

f est une ir2(G)-fonction si f est une FD2-rI de G et w(f) = ir2(G).

Nous notons que cette fonction a été aussi très peu étudiée. Le premier papier

publié étant "Independent 2-rainbow domination in graphs" de Chellali et Jafari Rad

[17], où ils ont borné le nombre de domination 2-rainbow indépendant d�un graphe G

en fonction de son ordre et de son degré maximum.

Proposition 43 (Chellali et al. [17]) Pour tout graphe G, ir2(G) � n��+ 1.

Amjadi et al. [7] ont, quant à eux, borné ce nombre pour les arbres par le résultat

qui suit :

Théorème 44 (Amjadi et al. [7]) Pour tout arbre T d�ordre n � 3,

ir2(T ) � 3n=4:

Chellali et Jafari [17] ont montré que pour tout arbre T , ir2(T ) � i(T ) + 1 et ont

entrepris la caractérisation des arbres atteignant cette borne. Pour ce faire, ils ont

donné la dé�nition suivante :
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Dé�nition 45 (Chellali et al. [17]) Soit T 3 la classe des arbres T tels que T est

une étoile, une double étoile, Su(Sp;q) pour p; q � 1, Su(K1;n) pour n � 2 ou T est

obtenu de Su(K1;n) pour n � 2 en ajoutant au moins une feuille au sommet central

de Su(K1;n) et possiblement quelques feuilles aux sommets supports de Su(K1;n) tel

que le nombre de feuilles à distance deux du centre de Su(K1;n) est au plus le degré

du centre de Su(K1;n) moins un.

Théorème 46 (Chellali et al. [17]) Pour tout arbre T , ir2(T ) = i(T ) + 1 si, et

seulement si T 2 T 3.

2.5 La {2}-domination Romaine

Etant donné un graphe G = (V;E), une fonction f dé�nie de V dans f0; 1; 2g,

f est une fonction de {2}-domination Romaine (F{2}DR) si pour tout sommet v 2

V avec f(v) = 0, on a f(N(v)) � 2, c�est-à-dire, soit il existe u 2 N(v) tel que

f(u) = 2 ou il existe u1, u2 2 N(v) tel que f(u1) = f(u2) = 1. Le poids d�une

F{2}DR est w(f) =
P

v2V f(v) et le poids minimum d�une F{2}DR est le nombre de

{2}-domination Romaine, noté 
fR2g(G). Une F{2}DR f peut être représentée par :

f = (V0; V1; V2) (ou (V
f
0 ; V

f
1 ; V

f
2 ) s�il y a risque de confusion) avec Vi = fu 2 V tel

que f(u) = ig pour i 2 f0; 1; 2g. On dit que f est une 
fR2g(G)-fonction si f est une

F{2}DR de G et w(f) = 
fR2g(G).

Introduite en 2016 par Chellali et al. dans [22], la {2}-domination Romaine est

liée aux fonctions {2}-dominantes introduites par Domke et al. dans [27] et dé�nies

comme suit : pour un graphe G = (V;E), une fonction g dé�nie de V dans f0; 1; 2g

est une fonction {2}-dominante si pour tout sommet u 2 V , on a g(N [u]) � 2. Le

poids d�une fonction {2} dominante est w(g) =
P

v2V f(v) et le poids minimum d�une

une fonction {2}-dominante est noté 
f2g(G).

Alors que la fonction {2}-dominante g requiert que pour tout sommet u 2 V ,

g(N [u]) � 2, une F{2}DR f ne l�exige que pour les sommets u 2 V , tels que f(u) = 0.
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On peut observer par exemple que 
fR2g(P5) = 3 alors que 
f2g(P5) = 4.

Dans le papier introductif [22], Chellali et al. ont montré que le problème de déci-

sion associé à la {2}-domination Romaine est NP-Complet pour les graphes bipartis.

Par ailleur les auteurs ont montré ce qui suit :

Théorème 47 (Chellali et al. [22]) Pour tout graphe G,


(G) � 
fR2g(G) � 
r2(G) � 
R(G) � 2
(G):

Théorème 48 (Chellali et al. [22]) Pour tout graphe simple G d�ordre n et de

degré maximum � � 2,


fR2g(G) � 2n=(� + 2):

Le reste du travail proposé dans [22], s�est axé essentiellement autour de l�étude de

la relation entre le nombre de domination 2-rainbow et le nombre de {2}-domination

Romaine. Les auteurs [22] ont montré l�égalité entre ces deux paramètres dans les

arbres. Un autre résultat pour les cactus a été montré par le théorème suivant :

Théorème 49 (Chellali et al. [22]) Si G est un cactus ayant k(G) cycles pairs,

alors 
fR2g(G) � 
r2(G)� k(G).

Il en découle naturellement que pour tout cactus sans cycle pair G, 
fR2g(G) =


r2(G).

Exploitant le Théorème 38 montré par Chellali et al. dans [31], les auteurs ont

déduit que pour tout arbre T , 
R(T )=
fR2g(T ) � 4=3.

2.5.1 Relations avec 
(G)

Henning et Klostermeyer [41] ont montré que pour tout arbre T , 
(T ) + 1 �


fR2g(T ) � 2
(T ). A�n de caractériser les arbres tels que 
fR2g(T ) = 
(T ) + 1, les

auteurs ont dé�ni ce qui suit :
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Dé�nition 50 (Henning et Klostermeyer [41]) Pour des entiers positifs r et s,

soit Fr;s l�arbre obtenu d�une double étoile Sr;s en subdivisant toutes les arêtes exac-

tement une fois. Soient F5 la famille de tous les arbres Fr;s, F5 = fFr;s=r; s � 1g et

T 5 la famille des arbres Tk;j où k � 2, j � 0 et k � 2j + 1 obtenus en subdivisant

exactement j arêtes d�une étoile Sj+k. Le pivot de Tk;j est le sommet centre de l�étoile

Sj+k transformée en Tk;j.

Figure 10. L�arbre F3;3.

Figure 11. L�arbre T8;2 avec

le pivot v:

Théorème 51 (Henning et Klostermeyer [41]) Pour tout arbre T , 
fR2g(T ) =


(T ) + 1 si, et seulement si T 2 T 5 [ F5.

Les mêmes auteurs ont donné une caractérisation constructive des arbres tels que


fR2g(T ) = 2
(T ). Pour ce faire, ils ont dé�ni ce qui suit :

Dé�nition 52 (Henning et Klostermeyer [41]) Une Quasi fonction de {2}-domination

Romaine (QF{2}DR) d�un graphe G relative à un sommet v est une fonction f :

V �! f0; 1; 2g satisfaisant les conditions suivantes :
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Pour tout sommet u de V tel que f(u) = 0, si u = v, alors
P

w2N(u) f(w) � 1,

sinon
P

w2N(u) f(w) � 2. Le poids d�une QF{2}DR est la quantité
P

u2V f(u) et le

poids minimum d�une QF{2}DR de G relative à v est noté 
fR2g(G; v).

Puisque toute F{2}DR de G est une QF{2}DR de G relative à un sommet v 2 V ,

on a alors 
fR2g(G; u) � 
fR2g(G).

Henning et Klostermeyer [41] ont dé�ni aussi les notions de stabilité et de quasi-

stabilité d�un sommet v, où v est stable dans G si 
fR2g(G � v) � 
fR2g(G), tandis

qu�il est quasi-stable si 
fR2g(G; v) = 
fR2g(G).

Soit H la famille des arbres T pouvant être obtenus de la séquence T0; T1; :::; Tk,

où k � 0, T0 = P3 et T = Tk. De plus, si k � 1, alors pour tout i 2 f1; :::; kg, l�arbre

Ti peut être obtenu de l�arbre T 0 = Ti�1 par l�une des quatre opérations O1, O2, O3,

O4 dé�nies comme suit :

�Opération O1 : Ajouter un nouveau sommet u à T 0 et joindre u à un sommet

v de T 0 qui est à la fois un sommet support et stable dans T 0.

�Opération O2 : Ajouter une chaine P3 de centre u et joindre u à un sommet

stable de T 0.

�Opération O3 : Ajouter une chaine P3 et joindre une feuille u de P3 à un

sommet quasi-stable v de T 0.

�Opération O4 : Ajouter une étoile K1;3 et joindre une feuille u de l�étoile à un

sommet quelconque v de T 0.

Théorème 53 (Henning et Klostermeyer [41]) Pour tout arbre T , 
fR2g(T ) =

2
(T ) si, et seulement si T 2 H.

2.6 La domination Romaine Double

Etant donné un graphe G = (V;E), une fonction f dé�nie de V dans f0; 1; 2; 3g

est une fonction Romaine double (FDRD) si pour tout sommet u 2 V tel que :
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(i) si f(u) = 0, alors il existe un sommet v 2 N(u) tel que f(v) = 3 ou deux

sommets v1, v2 2 N(u) tels que f(v1) = f(v2) = 2.

(ii) si f(u) = 1, alors il existe un sommet v 2 N(u) tel que f(v) � 2.

Une FDRD peut être représentée par f = (V0; V1; V2; V3) où Vi = fu 2 V : f(u) =

ig pour i 2 f0; 1; 2; 3g. Le poids d�une FDRD est w(f) =
P

v2V f(v) et le poids

minimum d�une FDRD est le nombre de domination Romaine double noté 
dR(G).

On dit que f est une 
dR(G)-fonction si f est une FDRD de G et w(f) = 
dR(G).

Introduite en 2016 par Beeler et al. dans [9], les auteurs ont proposé une autre

stratégie de défense plus forte que celle proposée par Cockayne et al. dans [26] et

qui permet de doubler la protection des régions de l�empire en s�assurant que chaque

région attaquée puisse être défendue par deux armées. En e¤et, pour chaque région

u qui n�est pas sécurisée (f(u) = 0), il est possible d�y envoyer deux armées de son

voisinage (soit il existe un sommet v 2 N(u) tel que f(v) = 3 ou deux sommets v1,

v2 2 N(u) tels que f(v1) = f(v2) = 2) tout, en respectant la contrainte imposée

par l�empereur Constantin 1er, qu�une armée ne pouvait pas quitter sa position si ce

faisant, elle rendait la région où elle était stationnée non sécurisée.

Abdollahzadeh Ahangar et al. [3] ont montré que le problème de décision associé à

la fonction de domination Romaine double est NP-Complet pour les graphes bipartis

et les graphes triangulés.

Il a été montré dans [9] que pour tout graphe G, il existe une 
dR(G)-fonction f =

(V0; V1; V2; V3), telle que V1 = ;. Les auteurs [9] ont borné le nombre de domination

Romaine double, en fonction de son ordre et de 
(G) en montrant que pour tout

graphe G d�ordre n � 3, 
dR(G) � 5n=4, et que 2
(G) � 
dR(G) � 3
(G).

Abdollahzadeh Ahangar et al. [3] ont amélioré la borne inférieure donnée dans [9].

Proposition 54 (Ahangar et al. [3]) Pour tout graphe G,


dR(G) � 
fR2g(G) + 
(G):
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Exploitant la Proposition 54 et les travaux de Henning et Klostermeyer dans [41],

Abdollahzadeh Ahangar et al. ont caractérisé les arbres tels que 
dR(T ) = 2
(T )+ 1.

En e¤et, il est facile de voir que si T est un arbre tel que 
dR(T ) = 2
(T ) + 1, alors


fR2g(T ) = 
(T ) + 1. De là ils ont en déduit que les graphes qui les intéressent sont

dans T 5 [ F5 (par le Théorème 51).

Théorème 55 (Abdollahzadeh Ahangar et al. [3]) Pour tout arbre T , 
dR(T ) =

2
(T ) + 1 si, et seulement si T 2 T 5.

Des valeurs exactes du nombre de domination Romaine double pour les chaînes et

les cycles ont été établies, ainsi qu�une carctérisation des graphes G tels que 
dR(G) 2

f3; 4; 5g. Pour rappel, le graphe joint G _H est le graphe formé d�une copie de G et

d�une copie de H en reliant chaque sommet de G à chaque sommet de H.

Proposition 56 (Ahangar et al. [3]) Pour tout n � 1

(i) 
dR(Pn) =

8><>: n si n � 0(mod 3).

n+ 1 si n � 1; 2(mod 3).

(ii) 
dR(Cn) =

8><>: n si n � 0; 2; 3; 4(mod 6).

n+ 1 si n � 1; 5(mod 6).

Proposition 57 (Ahangar et al. [3]) Soit G un graphe connexe d�ordre n � 3,

alors :

(i) 
dR(G) = 3 si, et seulement si �(G) = n� 1.

(ii) 
dR(G) = 4 si, et seulement si G = K2 _H, où �(H) � V (H)� 2.

(ii) 
dR(G) = 5 si, et seulement si �(G) = n� 2 et G 6= K2 _H, où H est un

graphe quelconque d�ordre n� 2.

Abdollahzadeh Ahangar et al. [1] ont donné une caractérisation constructive des

arbres tels que 
dR(T ) = 3
(T ), appelés arbres Romains doubles. Pour ce faire, ils

ont dé�ni ce qui suit :
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Dé�nition 58 (Ahangar et al. [1]) Etant donné un graphe G et v un sommet de

G, une quasi fonction de domination Romaine double (QFDRD) d�un graphe G =

(V;E) relative à v est une fonction f : V �! f0; 1; 2; 3g telle que f restreinte à

G�fvg est une fonction de domination Romaine double et ou bien f(v) > 0, ou bien

v a un voisin w tel que f(w) > 1. Le poids d�une QFDRD est la quantité
P

u2V f(u).

Le poids minimum d�une QFDRD de G relative à u est 
dR(G; u).

Figure 12. L�arbre F .

Les auteurs [1] ont observé que toute FDRD de G est aussi une QFDRD de G

relative à n�importe quel sommet de G, et donc 
dR(G; u) � 
dR(G). Ils ont ensuite

dé�ni l�ensemble WG = fv 2 V : 
dR(G; v) = 
dR(G)g et la famille T6 des arbres T

pouvant être obtenus par une séquence T1; :::; Tm, où m � 1, T1 est la chaîne P2 ou

P3 et si m � 2, alors Ti+1 peut être obtenu récursivement par Ti par l�une des huit

opérations O1; :::;O8 ci-dessous :

�Opération O1 : si x 2 V (Ti) et x est un sommet support fort, alors l�opération

O1 ajoute un sommet y et l�arête xy pour obtenir Ti+1.

�Opération O2 : si x 2 V (Ti), x est un sommet support fort de WTi, alors

l�opération O2 ajoute une chaîne P3 en joignant x au centre de P3 pour obtenir

Ti+1.

�Opération O3 : si x 2 V (Ti), alors l�opération O3 ajoute une étoile K1;3 en

joignant x à une feuille de K1;3 pour obtenir Ti+1.
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�Opération O4 : si x 2 V (Ti) et x est adjacent à sommet support fort, alors

l�opération O4 ajoute une chaîne P3 en joignant x au centre de P3 pour obtenir

Ti+1

�Opération O5 : si x 2 V (Ti) et x appartient à une chaîne pendante (xx2x1)

dans Ti, alors l�opération O5 ajoute une chaîne P3 en joignant x au centre de

P3 pour obtenir Ti+1

�Opération O6 : si x 2 V (Ti) et x 2 WTi, alors l�opération O6 ajoute le graphe

F illustré dans la Figure 12 en joignant x au centre de F pour obtenir Ti+1.

�Opération O7 : si x 2 V (Ti) et x 2 WTi, alors l�ppération O7 ajoute une chaîne

P5 en joignant x au centre de P5 pour obtenir Ti+1.

�Opération O8 : si x 2 V (Ti), alors l�opération O8 ajoute une chaîne P3 en

joignant x à une feuille de P3 pour obtenir Ti+1.

Théorème 59 (Ahangar et al. [1]) Si T est un arbre d�ordre n � 3, alors 
dR(T ) =

3
(T ) si, et seulement si T 2 T6.

Hajibaba et al. [34] ont borné le nombre de domination Romaine double en fonction

du nombre de {2}-domination Romaine.

Théorème 60 (Hajibaba et al. [34]) Pour tout graphe G,


dR(G)=2 � 
fR2g(G) � 2
dR(G)=3:

Par ailleurs, les mêmes auteurs [34] ont caractérisé les arbres T tels que 
fR2g(T ) =

2
dR(T )=3. Pour ce faire, ils ont dé�ni la famille F6 des arbres T pouvant être obtenus

par une séquence T1; :::; Tj (où j � 1), tel que T1 est une étoile K1;r pour r � 2, et si

j � 2, alors Ti+1 peut être obtenu récursivement de Ti par l�une des opérations O1 et

O2.
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�Opération O1 : supposons que u est un sommet véri�ant que 
fR2g(Ti � u) �


fR2g(Ti), alors Ti+1 est obtenu de Ti en joignant u au centre de l�étoile K1;s

pour s � 2.

�Opération O2 : pour u 2 V (Ti), Ti+1 est obtenu de Ti en joignant u au centre

y d�une étoile K1;s pour s � 1, puis en subdivisant l�arête yu.

Théorème 61 ( Hajibaba et al. [34]) Si T est un arbre d�ordre n � 3, alors


fR2g(T ) = 2
dR(T )=3 si, et seulement si T 2 F6.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé six fonctions de domination introduites toutes

entre 2004 et 2016, en exposant les principaux résultats liés à notre angle d�étude et

qui sont nombreux et variés. On note cependant que l�on trouve moins de travaux

consacrés à l�étude des variantes indépendantes des fonctions de domination dans la

littérature. Convaincus qu�il y a encore beaucoup à faire sur l�étude des fonctions

de domination, nous nous sommes orientés vers les versions indépendantes de ces

fonctions.

Dans les deux chapitres suivants, nous introduirons la {2}-domination Romaine

indépendantes et la domination Romaine double indépendantes où nous présenterons

les résultats que nous avons obtenus.
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Chapitre III

LA {2}-DOMINATION ROMAINE

INDÉPENDANTE

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons la {2}-domination Romaine indépendante.

Commençons d�abord par la dé�nition suivante.

Etant donné un graphe G = (V;E), une F{2}DR f = (V0; V1; V2) est une fonction

de {2}-domination Romaine indépendante (F{2}DRI) de G, si V1[V2 est un ensemble

indépendant.

La première question qui peut se poser concerne l�existence d�une F{2}DRI pour

tout graphe G. Le résultat suivant en donne une réponse.

Proposition 62 (Rahmouni et Chellali [51]) Tout graphe G possède une F{2}DRI.

Preuve. Soit S un ensemble indépendant maximal de G. Soient A l�ensemble des

sommets de S ayant des voisins privés dans V � S et B = S � A. On observe que

chaque sommet de V � S est ou bien un voisin privé d�un sommet dans A ou bien il

a deux voisins dans A [ B. On dé�nit la fonction f dans G telle que f(u) = 2 pour

tout u 2 A, f(u) = 1 pour tout u 2 B et f(u) = 0 pour tout u 2 V � S. Il est clair

que f est une F{2}DRI de G. �

Par la Proposition 62, on peut de�nir le nombre de la {2}-domination Romaine

indépendante, noté ifR2g(G), comme étant le poids minimum d�une F{2}DRI de G.

On dit qu�une fonction f est une ifR2g(G)-fonction si f est une F{2}DRI de G et

w(f(G)) = ifR2g(G).

43



Dans ce chapitre, nous montrerons que le problème de décision associé à ifR2g(G)

est NP-Complet même restreint aux graphes bipartis. Nous montrerons aussi que pour

tout graphe G d�ordre n, 0 � ir2(G)� ifR2g(G) � n=5 et 0 � iR(G)� ifR2g(G) � n=4.

De plus, on prouvera que l�égalité ir2(G) = ifR2g(G) est véri�ée pour les arbres. Avant

de passer à ces résultats, nous donnons l�observation suivante :

Observation 63 (Rahmouni et Chellali [51]) Pour tout graphe G,

ifR2g(G) � ir2(G) � iR(G):

Preuve. L�inégalité ir2(G) � iR(G) a été démontrée dans [17]. Montrons donc

l�autre inégalité. Soit f = (V f; ; V
f
f1g; V

f
f2g; V

f
f1;2g) une ir2(G)-fonction. On dé�nit une

fonction g dans G par g(u) = 2 si u 2 V ff1;2g, g(u) = 1 si u 2 V
f
f1g [ V

f
f2g et g(u) = 0 si

u 2 V f; . Il est clair que g est une F{2}DRI de G de poids ir2(G) et donc ifR2g(G) �

ir2(G). �

Le graphe complet Kn est un exemple simple de graphe pour lequel l�égalité est

véri�ée pour les trois paramètres. De plus, ces paramètres peuvent aussi avoir des

valeurs distinctes, pour voir cela, il su¢ t de considérer le graphe de la Figure 13, où

ifR2g(G
0) = 6, ir2(G0) = 7 et iR(G0) = 8.

Figure 13. Le graphe G0.
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3.2 Complexité algorithmique

Dans cette partie, nous considérons le problème de décision associé à la {2}-

domination Romaine indépendante.

Problème de la {2}-domination Romaine indépendante (P{2}DRI)

Instance : Un graphe G = (V;E) et un entier positif k � jV j.

Question : G possède-t-il une fonction de {2}-domination Romaine indépendante

de poids au plus k ?

Nous montrons que ce problème est NP-complet en réduisant le problème NP-

complet 3-Couverture-Exacte (X3C) au P{2}DRI.

3-Couverture-Exacte (X3C).

Instance : Un ensemble �niX avec jXj = 3q et une collection C de sous-ensembles

de X de 3 éléments

Question : Y a-t-il une sous collection C 0 de C telle que chaque élément de X

apparait exactement une seule fois dans C 0 ?

Théorème 64 (Rahmouni et Chellali [51]) P{2}DRI est NP-complet pour les graphes

bipartis.

Preuve. P{2}DRI est dans NP, puisqu�on peut véri�er en un temps polyno-

mial si une fonction f : V ! f0; 1; 2g a un poids au plus k et est une fonction de

{2}-domination Romaine indépendante. Montrons maintenant comment transformer

toute instance de X3C en une instance G de P{2}DRI de sorte que l�une d�elle a

une solution si, et seulement si l�autre a une solution. Soit X = fx1; x2; :::; x3qg et

C = fC1; C2; :::; Ctg une instance quelconque de X3C.

Pour chaque xi 2 X, on crée une chaîne P2 : wi-zi: Soit W = fw1; w2; :::; w3qg

et Z = fz1; z2; :::; z3qg: Pour chaque Cj 2 C, on construit le graphe Hj obtenu de

deux cycles C4 en ajoutant un nouveau sommet cj relié à un sommet de chaque

cycle disjoints C4: On note les sommets des deux cycles par u
j
i1-u

j
i2-u

j
i3-u

j
i4-u

j
i1, où
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i 2 f1; 2g: Nous supposons, sans perte de généralité, que cj est adjacent à uj11 et

uj21 et soit Y = fc1; c2; :::; ctg: Pour obtenir le graphe G, on ajoute les arêtes cjwi si

xi 2 Cj. Il est évident que G est biparti. Posons k = 4t+ 4q (voir Figure 14 pour un

exemple).

Figure 14. Exemple de construction du graphe G.

Soit H le sous-graphe de G induit par tous les V (Hj) et R le sous-graphe de

G induit par tous les wi et zi: On note que pour toute fonction de {2}-domination

Romaine indépendante f de G, si f(cj) = l; avec l 2 f0; 1; 2g; alors f(V (Hj)) = 4+ l;

et donc f(V (H)) � 4t:

Supposons que l�instance X; C de X3C a une solution C 0. On construit une

F{2}DRI f dans G de poids k. On a¤ecte les valeurs 0 et 1 pour chaque wi et

zi; respectivement. Pour tout Cj 2 C 0, on a¤ecte la valeur 1 à cj; uj12; u
j
14; u

j
22 et u

j
24;

la valeur 0 aux sommets restants de Hj: Pour tout Cj =2 C 0; on a¤ecte la valeur 1

à uj11; u
j
13; u

j
21 et u

j
23 et 0 aux autres sommets de Hj: Notons que puisque C

0 existe

et que jC 0j = q, alors le nombre de cj dont la valeur est 1 est q, ayant des voisi-

nages disjoints dans fw1; w2; :::; w3qg. Puisque C 0 est une solution de X3C, chaque

sommet dans W est adjacent à deux sommets ayant une valeur 1. Ils est facile de

voir que f est une fonction de {2}-domination Romaine indépendante de G de poids

f(V ) = 4t+ q + 3q = k.
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Inversement, supposons que G a une fonction de {2}-domination Romaine indé-

pendante de poids au plus k. Parmi toutes ces fonctions, soit g = (V0; V1; V2) telle

que :

(C1) jW \ V0j est maximisé.

(C2) Sous la condition (C1) : jY \ V2j est minimisé.

(C3) Sous les conditions (C1) et (C2) : jZ \ V2j est minimisé.

Donnons les remarques suivantes :

i) Aucun sommet wi n�appartient à V1, à cause de zi:

ii) Aucun sommet cj n�a besoin d�être défendu par n�importe quel sommet wi.

iii) Aucun sommet wi n�est de poids 2: En e¤et, supposons que g(wi) = 2 pour un

certain i: Alors, d�après (ii), on a¤ecte à wi un 0 au lieu de 2 et à zi un 2 au lieu

de 0, on obtient alors une fonction de {2}-domination Romaine indépendante

de G de poids au plus k mais avec plus de sommets de W ayant la valeur 0, ce

qui contredit notre choix de g:

iv) Aucun sommet cj n�a de valeur 2: En e¤et, supposons que g(cj) = 2 pour un

certain j: Donc nous avons g(V (Hj)) = 6: Puisque N(cj) \W � V0 (d�après

(i) et (iii)), g(zi) > 0 pour tout i: En a¤ectant à cj un 1 au lieu de 2 et en

réa¤ectant les sommets de Hj pour que g(V (Hj)) = 5 au lieu de 6 on obtient

alors une fonction de {2}-domination Romaine indépendante de G de poids au

plus k, mais ayant moins de sommet de Y avec une valeur 2, contradiction.

v) Aucun sommet zi n�est de poids 2: Supposons que g(zi) = 2 pour un i quel-

conque. Alors g(wi) = 0 (d�après (i) et (iii)). Si g(cj) = 1 pour cj 2 N(wi); alors

il est clair qu�on peut a¤ecter à zi un 1 au lieu de 2 et obtenir une F{2}DRI de

G de poids au plus k mais ayant moins de sommet de Z dans V2; contradiction.

Nous pouvons donc supposer que N(wi) \ Y � V0: Soit cl 2 N(wi). Il est clair

que g(V (Hl)) = 4 puisque g(cl) = 0. En réa¤ectant à zi et cl un 1 au lieu de 2 et

0; respectivement, et en réa¤ectant les sommets de Hl pour que g(V (Hl)) = 5
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au lieu de 4; on obtient une F{2}DRI de G de poids au plus k ayant moins de

sommets de Z de valeur 2; ce qui contredit notre choix de g:

Par conséquent, d�après ce qui précède, on en déduit que W � V0, Y \ V2 = ;; et

Z \ V2 = ;: D�où Z � V1: Il est clair que Y \ V1 6= ; pour défendre tous les sommets

de W: Soit b = jY \ V1j : Alors b � q; puisque chaque sommet de Y a exactement

trois voisins dans W: De plus, puisque g(V (H)) + g(V (R)) = b + 4t + 3q � 4t + 4q

on en déduit que b � q; et donc b = q. Par conséquent, C 0 = fCj : g(cj) = 1g est une

3-couverture exacte pour C:�

A noter que dans [24], Chen et Lu ont répondu à une question ouverte que nous

avons posé dans [51] en donnant un algorithme polynomial pour calculer le nombre

de la {2}-domination Romaine indépendante pour les arbres.

3.3 Borne supérieure pour ir2(G)� ifR2g(G)

Dans cette partie, nous présentons quelques relations entre le nombre de {2}-

domination Romaine indépendant et le nombre de domination 2-rainbow indépendant.

Sachant que ifR2g(G) � ir2(G); pour tout graphe simple G, nous montrerons que

l�égalité entre ces deux paramètres est véri�ée pour la classe des arbres et que la

di¤érence entre eux n�excède pas n=5 pour tout graphe G d�ordre n. Pour cela nous

introduisons quelques notations et dé�nitions.

Etant donné une ifR2g(G)-fonction f = (V f0 ; V
f
1 ; V

f
2 ) d�un graphe G; soit V

0f
0

l�ensemble des sommets de V f0 ayant un voisin dans V f2 et V 00f0 = V f0 � V
0f
0 . Il est

clair que tout sommet de V 00f0 a au moins deux voisins dans V f1 : Soit R le graphe

partiel du sous-graphe induit par V 00f0 [V f1 obtenu en laissant que deux arêtes reliant

chaque sommet de V 00f0 à V f1 . On dé�nit ensuite le graphe Hf d�ordre
���V f1 ���, où

V (Hf ) = V (V
f
1 ) et deux sommets x et y de V (Hf ) sont adjacents dans Hf s�il existe

un sommet v 2 V 00f0 adjacent à x et à y dans R. Il est clair que, si V 00f0 6= ;, alors

jV (Hf )j � 2: On appellera Hf , le graphe associé à f:
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Pour tout Hf associé à f , soit �(Hf ) = fS1; S2; :::; Skg une partition de V (Hf )

telle que Si est un ensemble indépendant maximum du sous-graphe induit par Si [

Si+1 [ :::[Sk pour tout i 2 f1; :::; kg: Selon la dé�nition de �(Hf ), on a jSij � jSjj et

tout sommet de Sj a au moins un voisin dans Si pour tout i < j: A noter que cette

partition a été introduite la première fois par Fradkin dans [30]. On dé�nit aussi les

ensembles A, B et C comme suit : A est l�ensemble des sommets de V 00f0 ayant un

voisin dans S1 et l�autre dans S2 dans le graphe R, C est l�ensemble des sommets de

V 00f0 n�ayant aucun voisin dans S1 [ S2 dans le graphe R et B = V 00f0 � (A [ C): Soit

X =
Sk
i=3 Si = V (Hf )� (S1 [ S2).

Comme exemple, prenons le graphe G00 de degré maximum � de la Figure 15.

Il est clair que f = (fa; f; g; h; i; jg; fb; c; e; dg; ;) est une ifR2g(G)-fonction, puisque

d�après le Théorème 48, ifR2g(G00) � 
fR2g(G00) � 2n
�+2

= 4:

Figure 15. Le graphe G00 avec

ifR2g(G
00) = 4:
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Le graphe Hf associé à f dans G00 est représenté dans la Figure 16.

Figure 16. Le graphe Hf .

Le graphe Hf de notre exemple possède une unique partition en stables �(Hf ) =

ffbg; fcg; fdg; fegg avec S1 = fbg, S2 = fcg, S3 = fdg et S4 = feg. L�ensemble

A = fag, l�ensemble C = fig et l�ensemble B = ff; h; jg.

Proposition 65 (Rahmouni et Chellali [51]) Soit f = (V f0 ; V
f
1 ; V

f
2 ) une ifR2g(G)-

fonction et Hf le graphe associé à f ayant �(Hf ) = fS1; S2; :::; Stg comme partition

de V (Hf ). Alors :

(i) ir2(G) � ifR2g(G) + jXj.

(ii) tout sommet de X a au moins deux voisins dans B et jBj � 2 jXj.

(iii) jAj � jS2j.

(iv) jCj = 0 si t � 3.

(v) jCj � jXj � jS2j si t = 4.

(vi) jCj � 2 jXj � 3 jS2j si t � 5.

Preuve. (i)- Supposons d�abord que Hf est biparti et soient U et W les parties

de Hf (Notons qu�il est possible que E(Hf ) = ; si V
00f
0 = ;). D�après la construction

de Hf ; tout sommet de V
00f
0 a un voisin dans U et un autre dans W: Soit g une

fonction dé�nie dans G par g(x) = ; si x 2 V f0 ; g(x) = f1; 2g si x 2 V
f
2 ; g(x) = f1g
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si x 2 U et g(x) = f2g si x 2 W . Il est clair que g est une FD2rI de G; avec

ir2(G) � g(V (G)) = ifR2g(G); et donc (i) est véri�é. Supposons maintenant que H

n�est pas biparti, alors t � 3: Dé�nissons la fonction g = (V;; Vf1g; Vf2g; Vf1;2g) dans

G; où Vf1g = S1; Vf2g = S2; V; = V0 et Vf1;2g = V2 [ X: Alors g est une FD2rI de

poids ifR2g(G) + jXj, et donc (i) est dans ce cas aussi véri�é.

(ii)- On rappelle que la construction de Hf exige que le voisinage de tout sommet

x 2 V 00f0 possède exactement deux voisins dans Hf . Soit u un sommet de X: D�après

la dé�nition de �(Hf ); le sommet u a un voisin v dans S1 et un autre w dans S2:

Soit a et a0 les sommets de V 00f0 qui correspondent aux arêtes uv et uw dans Hf ,

respectivement. Sachant que a et a0 n�appartiennent pas à A et v; w 2 S1 [ S2; on en

déduit que a, a0 2 B. D�où jBj � 2 jXj :

(iii)- Rappelons que pour toute arête xy 2 E(Hf ) avec x 2 S1 et y 2 S2; il existe

alors au moins un sommet z 2 A tel que xz et zy 2 E(G), et donc jAj � jS2j.

(iv)- Si t � 3; alors X est un ensemble indépendant dans Hf , d�où C = ;:

(v)- Soit t = 4. Il est clair que S3 domine S4 dans Hf et pour toute arête uv de

E(Hf ) ayant une extrémité dans S3 et l�autre dans S4; il existe un sommet x 2 C

tel que u; v 2 NG(x): D�où jCj � jS4j : Sachant que X = S3 [ S4 et jS3j � jS2j ; on

obtient jCj � jXj � jS2j :

(vi)- Soit t � 5: Comme vu dans (v), le cardinal de C est au moins égal au nombre

d�arêtes du sous-graphe de Hf induit par S = S3 [ S4 [ ::: [ St: Sachant que Si est

un ensemble indépendant maximum du sous-graphe induit par
St
j=i Sj; on peut voir

alors que jCj peut être minoré par le nombre d�arêtes de Hf [S3 [ S4] dans Hf [S],

d�où :

jCj � (jXj � jS3j) + (jXj � jS3j � jS4j)

= 2 jXj � 2 jS3j � jS4j

� 2 jXj � 3 jS2j ;
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puisque que jS2j � jS3j � jS4j, il s�ensuit que (vi) est véri�ée. �

Par le prochain résultat, nous montrerons que l�égalité entre ifR2g(G) et ir2(G) est

véri�ée pour les graphes ne contenant pas de sous-graphe partiel isomorphe à C4k+2.

Théorème 66 (Rahmouni et Chellali [51]) Si G est un graphe sans sous-graphe

partiel isomorphe à C4k+2 pour tout entier k � 1, alors ifR2g(G) = ir2(G):

Preuve. Puisque ifR2g(G) � ir2(G) pour tout graphe G; on a seulement besoin

de montrer que ir2(G) � ifR2g(G). Nous pouvons supposer, sans perte de généralité,

que G est connexe, puisque la preuve est valide pour toute composante connexe de

G. Soit f = (V f0 ; V
f
1 ; V

f
2 ) une ifR2g(G)-fonction . Si V

00f
0 = ;; alors on peut construire

une FD2-rI dans G de poids ifR2g(G); d�où ir2(G) � ifR2g(G): Supposons maintenant

que V 00f0 6= ;: Soit Hf le graphe associé à f: Supposons d�abord que Hf est biparti et

ses parties sont U et W . Notons que chaque sommet de V 00f0 a un voisin dans U et un

autre dans W: On dé�nit alors la fonction g par g(x) = ; si x 2 V f0 ; g(x) = f1; 2g si

x 2 V f2 ; g(x) = f1g si x 2 U et g(x) = f2g si x 2 W: Alors g est une FD2-rI dans G;

d�où ir2(G) � g(V (G)) = ifR2g(G): Supposons maintenant que Hf n�est pas biparti.

Donc Hf contient un cycle impaire C2t+1 = (u1; u2; :::; u2t+1; u1) pour t � 1: D�après

la construction de Hf ; pour toute paire de sommets ui; ui+1 de notre cycle, il existe un

sommet wi 2 V 00f0 tel que wiui et wiui+1 2 E(G): Donc le graphe G contient un sous-

graphe partiel isomorphe à un cycle C4k+2 = (u1; w1;u2; w2; u3; :::::; u2t+1; w2t+1; u1)

d�où la contradiction. �

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du Théorème 66.

Corollaire 67 (Rahmouni et Chellali [51]) Pour tout arbre T , ir2(T ) = ifR2g(T ).

Nous rappelons que la caractérisation des arbres tels que ir2(T ) = i(T ) + 1 a

été traitée par Chellali et Jafari Rad dans [17], comme vu dans le Théorème 46 et
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puisque selon le Corollaire 67, l�égalité entre le nombre de {2}-domination Romaine

indépendant et le nombre de domination 2-rainbow indépendant est véri�ée pour tous

les arbres, on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 68 Pour tout arbre T , ifR2g(T ) � i(T ) + 1 avec l�égalité atteinte si, et

seulement si T 2 T 3.

Nous présentons maintenant un résultat qui borne la di¤érence ir2(G)� ifR2g(G)

en fonction de l�ordre de G.

Théorème 69 (Rahmouni et Chellali [51]) Pour tout graphe connexe d�ordre n;

ir2(G)� ifR2g(G) � n
5
; et cette borne est atteinte.

Preuve. Soit f = (V f0 ; V
f
1 ; V

f
2 ) une ifR2g(G)-fonction et Hf son graphe associé. Si

Hf est biparti, alors en utilisant les mêmes arguments que ceux de la démonstration

du Théorème 66, on obtient ifR2g(G) = ir2(G). Nous supposons donc que Hf n�est

pas biparti. Soit �(Hf ) = fS1; S2; :::; Stg une partition de V (Hf ) comme vu précé-

demment, où t � 3. Par la Proposition 65.(i), ir2(G) � ifR2g(G) + jXj. Il nous su¢ t

donc de prouver que jXj � n=5: Rappelons que
���V f1 ��� = jXj+ jS1j+ jS2j. Considérons

les cas suivants :

Cas 1. t = 3: Alors X = S3 et jXj = jS3j � jS2j (d�après la dé�nition de �(Hf )).

D�où jS1j+ jS2j � 2 jXj. En utilisant les propriétés (ii)-(iv) de la Proposition 65, on

aura :

n =
���V f2 ���+ ���V f1 ���+ ���V f0 ���

�
���V f1 ���+ ���V 00f0 ��� = (jXj+ jS1j+ jS2j) + (jAj+ jBj+ jCj)

� 3 jXj+ (jAj+ jBj)

� 3 jXj+ jS2j+ 2 jXj � 6 jXj ;

d�où jXj � n=6 < n=5:
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Cas 2. t = 4: On a, jXj = jS3j+ jS4j � jS1j+ jS2j. En utilisant les propriétés (ii),

(iii) et (v) de la Proposition 65, on aura :

n =
���V f2 ���+ ���V f1 ���+ ���V f0 ���

�
���V f1 ���+ ���V 00f0 ��� = (jXj+ jS1j+ jS2j) + (jAj+ jBj+ jCj)

� 2 jXj+ jS2j+ 2 jXj+ jXj � jS2j = 5 jXj ;

d�où jXj � n=5:

Cas 3. t � 5: En utilisant les propriétés (ii), (iii) et (v) de la Proposition 65, on

aura :

n =
���V f2 ���+ ���V f1 ���+ ���V f0 ���

�
���V f1 ���+ ���V 00f0 ��� = (jXj+ jS1j+ jS2j) + (jAj+ jBj+ jCj)

� (jXj+ 2 jS2j) + (jS2j+ 2 jXj+ 2 jXj � 3 jS2j) = 5 jXj ;

d�où jXj � n=5:

Par ailleurs, cette borne est atteinte par le graphe de la Figure 15. On peut voir

que ifR2g(G) = 4 alors que ir2(G) = 6. �

Nous clôturons cette partie en proposant une borne supérieure du rapport ir2(G)=ifR2g(G)

en fonction du degré maximum de G. A noter que 2 est une borne supérieure triviale

pour ir2(G)=ifR2g(G).

Théorème 70 (Rahmouni et Chellali [51]) Si G est un graphe de degré maxi-

mum �(G) = � � 1; alors ir2(G)=ifR2g(G) � 2�=(�+1), et cette borne est atteinte.

Preuve. Soit f = (V f0 ; V
f
1 ; V

f
2 ) une ifR2g(G)-fonction et Hf le graphe associé à f

avec la partition �(Hf ) = fS1; S2; :::; Stg: Si Hf est biparti, alors ir2(G) = ifR2g(G) et

le résultat est vrai. Supposons que Hf n�est pas biparti. Donc
���V f1 ��� 6= 0. Sachant que
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ir2(G) � ifR2g(G) + jXj, on a donc ir2(G)=ifR2g(G) � 1 + jXj =ifR2g(G), et puisque

ifR2g(G) =
���V f1 ���+ 2 ���V f2 ��� et jXj = ���V f1 ���� (jS1j+ jS2j); on obtient :
ir2(G)=ifR2g(G) � 1 + jXj =ifR2g(G)

= 1 +

���V f1 ���� (jS1j+ jS2j)���V f1 ���+ 2 ���V f2 ���
� 1 +

���V f1 ���� (jS1j+ jS2j)���V f1 ��� = 2� jS1j+ jS2j���V f1 ��� :

D�autre part,
���V f1 ��� = jS1j+ jS2j+ :::+ jStj et jSij � jSjj pour tout i � j; on a donc :
2
���V f1 ��� = (jS1j+ jStj) + (jS2j+ jSt�1j) + :::+ (jStj+ jS1j)

� (jS1j+ jS2j) + (jS1j+ jS2j) + :::+ (jS1j+ jS2j)

= t(jS1j+ jS2j):

Sachant que (jS1j+ jS2j) = jV1j � 2=t et t � �(Hf )+1 � �(G)+1 on en déduit que :

ir2(G)=ifR2g(G) � 2�
jS1j+ jS2j���V f1 ���

� 2� 2=t � 2� 2=(�(G) + 1) = 2�(G)=(�(G) + 1):

Cette borne est atteinte pour le graphe de la Figure 15. �

En utilisant le même raisonement que celui utilisé dans les preuves des Théorèmes

67, 69 et 70, on peut avoir les résultats suivants :

Corollaire 71 Pour tout graphe G sans sous-graphe partiel isomorphe à C4k+2 avec

k � 1, 
fR2g(G) = 
r2(G):

Corollaire 72 Pour tout graphe connexe d�ordre n; 
r2(G)� 
fR2g(G) � n
5
; et cette

borne est atteinte.
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Corollaire 73 Si G est un graphe de degré maximum �(G) = � � 1; alors


r2(G)=
fR2g(G) � 2�=(� + 1) et cette borne est atteinte.

Cela nous permet de réduire la classe des cactus proposée par Chellali et al. dans

[22], pour laquelle l�égalité est atteinte entre 
fR2g(G) et 
r2(G):

Proposition 74 Si G est un cactus sans C4k+2 pour k � 1, alors 
fR2g(G) = 
r2(G).

3.4 Borne supérieure pour iR(G)� ifR2g(G)

Dans cette partie, nous nous intéressons à la di¤érence iR(G)� ifR2g(G) qui peut

être plus grande que n=5; comme on peut le voir pour les cycles C4 et C8: Nous

montrerons alors que cette di¤érence n�excède pas n=4 pour tout graphe G d�ordre n.

Pour cela nous introduisons quelques notations et dé�nitions.

Etant donné une ifR2g(G)-fonction f = (V f0 ; V
f
1 ; V

f
2 ) d�un graphe G, soit V

0f
0 et

V 00f0 les sous-ensembles de V f0 comme dé�ni dans la Section 3.3. Soit K � V f1 un

ensemble de sommet maximal avec la propriété suivante : chaque sommet de K a au

moins deux voisins privés dans V 00f0 par rapport à K. Soit P = V f1 � K. De plus,

on dé�nit les sous-ensembles A;B et C de V 00f0 comme suit : A est l�ensemble des

sommets de V 00f0 n�ayant aucun voisin dans K; C est l�ensemble des sommets de V 00f0

n�ayant aucun voisin dans P et B = V 00f0 � (A [ C). Prenons pour exemple le cycle

C8 = (a; b; c; d; e; f; g; h; a).

D�après le Théorème 66, on a ifR2g(C8) = ir2(C8) = 4. Soit f = (V0; V1; V2) =

(fb; d; f; hg; fa; c; e; gg; ;). Il est clair que f est une ifR2g(C8)-fonction avec V 0f0 = ;.

Alors K = fa; eg, P = V1 �K = fc; gg, A = C = ; et B = fb; d; f; hg.

Théorème 75 (Rahmouni et Chellali [51]) Pour tout graphe connexe G d�ordre

n, iR(G)� ifR2g(G) � n
4
, et cette borne est atteinte.

Preuve. Soit f = (V f0 ; V
f
1 ; V

f
2 ) une ifR2g(G)-fonction. Si V

00f
0 = ;; alors f est une

FDRI de G et le résultat est vrai puisque iR(G) = ifR2g(G): Supposons que V
00f
0 6= ;;
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et donc V f1 6= ;: Soient K; P ;A; B et C les ensembles dé�nis précédemment. Nous

remarquons que :

i) Tout sommet de P a au plus un voisin privé dans A par rapport à K. En

e¤et, s�il existe un sommet x 2 P ayant deux voisins dans A; alors x devrait

appartenir à K ce qui contredit la maximalité de K:

ii) Tout sommet de A a au moins deux voisins dans P et tout sommet de C a au

moins deux voisins dans K:

iii) Les voisins privés de K par rapport à K sont dans B; d�où jBj � 2 jKj :

Soit IA un ensemble indépendant maximal de cardinal minimum dans G[A] (i.e.

un i(G[A])-ensemble). Des remarques (i) et (ii) combinées, on a 2 jIAj � jN(IA) \ P j

et donc 2 jIAj+ jP �N(IA)j � jP j : Pour la suite on distinguera deux cas.

Cas 1. jKj � jP j : En utilisant la remarque (iii) et le fait que jKj � jP j, on a

jKj � n=4. E¤ectivement,

n =
���V f2 ���+ ���V f1 ���+ ���V f0 ���

�
���V f1 ���+ ���V 00f0 ��� = (jKj+ jP j) + (jAj+ jBj)

� 4 jKj+ jAj � 4 jKj :

On dé�nit maintenant la fonction g dans G comme suit : g(x) = 2 si x 2 K [ IA,

g(x) = 0 si x 2 N(IA) \ P et g(x) = f(x) pour tout x =2 V f1 [ IA: Il est clair

que g est une FDRI de G de poids w(g) = 2
���V f2 ��� + 2 jKj + 2 jIAj+ jP �N(IA)j �

2
���V f2 ���+ 2 jKj+ jP j. Par conséquent :

iR(G)� ifR2g(G) � g(V )� ifR2g(G)

� 2
���V f2 ���+ 2 jKj+ jP j � 2 ���V f2 ���� ���V f1 ���

� 2 jKj+ jP j � (jKj+ jP j) = jKj � n=4:

Cas 2. jKj > jP j : Supposons d�abord que jCj = 0: Dans ce cas, on a jP j � n=4.
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En e¤et,

n �
���V f1 ���+ ���V 00f0 ��� = (jKj+ jP j) + (jAj+ jBj)

� 2 jP j+ 2 jKj+ jAj

� 4 jP j+ jAj � 4 jP j :

On dé�nit maintenant la fonction g dans G comme suit : g(x) = 2 si x 2 P et

g(x) = f(x) pour tout x =2 P: Il est clair que g est une FDRI de G de poids g(V ) =

2
���V f2 ��� + jKj+ 2 jP j. Par Conséquent, iR(G)� ifR2g(G) � g(V )� ifR2g(G) = 2 jP j+
jKj � jKj � jP j = jP j � n=4:

Nous supposons maintenant que jCj � 1: Nous construisons alors une nouvelle

partition de V f1 et V
00f
0 en appliquant l�algorithme suivant :

Algorithme

Soit K� = K;P � = P;A� = A et C� = C:

Tant que il existe un sommet v 2 K� ayant au moins deux voisins dans C�,

Faire transférer v de K� à P � et N(v) \ C� à A�:

Fait.

Fin tant que.

Comme conséquence, on aura :

(a) tout sommet de K� a au plus un voisin dans C�:

(b) Tout sommet de A� a au moins un voisin dans P �.

(c) tout sommet de C� n�a aucun voisin dans P �:

Soit T l�ensemble des sommets transférés de K à P et R l�ensemble des sommets

transférés de C à A: Il est clair que jCj � jRj � 2 jT j et jK�j+ jP �j = jKj+ jP j : On

a aussi P � = P [ T; A� = A [R; K� = K � T et C� = C �R: Considérons les deux

sous-cas suivants.

Sous-cas 2.1. jK�j � jP �j : Rappelons que jBj � 2 jKj (d�après la remarque
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(iii)). Alors jP j � jP �j � n=4. En e¤et,

n �
���V f1 ���+ ���V 00f0 ��� � jK�j+ jP �j+ jA�j+ jBj

� 2 jP �j+ jBj+ jA�j

� 2 jP �j+ 2 jKj+ jRj+ jAj

� 2 jP �j+ 2 jKj+ 2 jT j � 2 jP �j+ 2 jP j+ 2 jT j

= 2 jP �j+ 2 jP �j = 4 jP �j :

Soit Ic� un ensemble indépendant maximal de cardianl minimum dans G[C�]. Rap-

pelons que tout sommet de C� a au moins deux voisins dans K� et tout sommet de

K� a au plus un voisin dans C�: Il s�ensuit que 2 jIc�j � jN(IC�) \K�j : Dé�nissons la

fonction g de G comme suit : g(x) = 2, si x 2 P � [ IC�, g(x) = 0 si x 2 N(IC�) \K�

et g(x) = f(x) pour tout x =2 P � [ IC� [ (N(IC�) \K�) : Il est clair que g est une

FDRI dans G de poids g(V ) = 2
���V f2 ���+ 2 jP �j+ 2 jIc�j+ jK� �N(Ic�)j : Sachant que

2 jIc�j � jN(IC�) \K�j, nous obtenons

g(V ) � 2
���V f2 ���+ 2 jP �j+ jN(IC�) \K�j+ jK� �N(Ic�)j

= 2
���V f2 ���+ 2 jP �j+ jK�j ,

d�où,

iR(G)� ifR2g(G) � 2 jP �j+ jK�j � jK�j � jP �j = jP �j � n=4:

Sous-cas 2.2. jK�j < jP �j : Alors jKj � jT j < jP j + jT j d�où jKj < jP j + 2 jT j �

jP j+ jRj � jP j+ jCj. Ainsi, on a jKj � n=4. En e¤et,

n �
���V f1 ���+ ���V 00f0 ���

= jKj+ jP j+ jAj+ jBj+ jCj

� jKj+ jKj+ 2 jKj+ jAj � 4 jKj :
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Nous dé�nissons la fonction g dans G comme suit : g(x) = 2 si x 2 K [ IA, g(x) = 0

si x 2 N(IA)\P et g(x) = f(x) pour tout x =2 K [ IA: Il est clair que g est une FDRI

de G de poids g(V ) = 2
���V f2 ��� + 2 jKj + 2 jIAj + jP �N(IA)j � 2 ���V f2 ��� + 2 jKj + jP j :

D�où,

iR(G)� ifR2g(G) � 2 jKj+ jP j � jKj � jP j = jKj � n=4:

Cette borne est atteinte pour les cycles C4 et C8: �

Similairement aux Théorèmes 67, 69 et 70, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 76 Pour tout graphe connexe G d�ordre n, 
R(G) � 
fR2g(G) � n
4
, et

cette borne est atteinte.
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Chapitre IV

LA DOMINATION ROMAINE DOUBLE

INDÉPENDANTE

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons la domination Romaine double indépendante.

Etant donné un graphe G = (V;E), une FDRD f = (V0; V1; V2; V3) est une fonction de

domination Romaine double indépendante (FDRDI) de G, si V nV0 est un ensemble

indépendant. Pour des raisons de concision on notera toute FDRDI f = (V0; V1; V2; V3)

par f = (V0; V2; V3) puisqu�il est clair qu�aucun FDRDI f n�attribuera à un sommet

la valeur 1 car un tel sommet devra avoir un voisin v tel que f(v) � 2, ce qui viole

l�indépendance de V1 [ V2 [ V3.

On commence par voir que tout graphe admet une FDRDI

Proposition 77 Tout graphe G possède une FDRDI.

Preuve. Par la Proposition 62, tout grapheG possède une F{2}DRI f = (V0; V1; V2).

Considérons la fonction g dé�ni comme suit : g(u) = 3 si u 2 V2, g(u) = 2 si u 2 V1

et g(u) = 0 si u 2 V0. Il est clair que g est une FDRDI de G. �

Par la Proposition 77, on peut dé�nir le nombre de la domination Romaine double

indépendante, noté idR(G), comme étant le poids minimum d�une FDRDI de G. On

dit qu�une fonction f est une idR(G)-fonction si, et seulement si f est une FDRDI de

G et w(f(G)) = idR(G).

Dans ce chapitre, nous montrerons que le problème de décision associé à idR(G)

est NP-Complet. Aussi, nous montrerons que pour tout graphe G, 2i(G) � idR(G) �
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3i(G). De plus si G est un arbre alors 2i(G) + 1 � idR(G) � 3i(G), en�n, nous

caractériserons les arbres atteignant ces bornes.

4.2 Complexité algorithmique

Dans cette partie, nous considérons le problème de décision associé à la fonction

de domination Romaine double indépendante

FONCTION DOUBLE ROMAINE INDEPENDANTE (FDRI)

Instance : Un graphe G; un entier positif k:

Question : Le graphe G admet-il une fonction double Romaine indépendante de

poids au plus k?

Nous montrons que ce problème est NP-complet en réduisant le problème 3-

Couverture-Exacte (X3C) (voir page 44) à notre problème.

Figure 17. Exemple de construction du graphe G.

Théorème 78 Le problème FONCTION DOUBLE ROMAINE INDEPENDANTE

est NP-complet.

Preuve. Il est clair que FDRI est un problème de NP puisque on peut véri�er

en temps polynomial qu�une fonction f : V ! f0; 2; 3g a un poids au plus k et

qu�elle est Romaine double indépendante. Voyons maintenant comment transformer

toute instanceX;C du problème 3-Couverture-Exacte en une instance G du problème

FONCTION DOUBLE ROMAINE INDEPENDANTE telle que l�un a une solution
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si et seulement si l�autre possède une solution. Soient X = fx1; x2; :::; x3qg et C =

fC1; C2; :::; Ctg une instance quelconque de X3C.

Pour tout xi 2 X, on crée un sommet xi et pour tout Cj 2 C, on construit un

grapheHj à 5 sommets obtenu par une étoileK1;4 de centre yj et de feuilles aj; bj; cj; ej

en ajoutant les arêtes cjaj et cjbj: Pour obtenir le graphe G; on ajoute les arêtes cjxi

si xi 2 Cj (voir Figure 17 pour un exemple). Posons k = 3t+ 2q:

Supposons que l�instance X;C de X3C possède une solution C 0. Construisons une

fonction Romaine double indépendante f de G comme suit : pour tout Cj 2 C 0, poser

f(cj) = 3; f(ej) = 2; f(yj) = f(aj) = f(bj) = 0; pour tout Cj 2 C � C 0, poser

f(yj) = 3; f(cj) = f(yj) = f(aj) = f(bj) = 0: Par ailleurs, poser f(xi) = 0 pour

tout i 2 f1; 2; :::; 3qg: Puisque C 0 est une solution de X3C; alors jC 0j = q et donc le

nombre de cj avec f(cj) = 3 est q, ayant des voisinages disjoints dans fx1; x2; :::; x3qg.

Ainsi, il est facile de voir que f est une fonction Romaine double indépendante f de

G de poids f(V (G)) = 5q + 3(t� q) = k:

Inversement, soit f = (V0; V2; V3) une fonction Romaine double indépendante de

G de poids au plus k: Il est clair que f(V (Hj) 2 f3; 5g pour tout j 2 f1; 2; :::; tg: Par

conséquent, X \ V0 6= ;: Soit X1 = fxi 2 X : f(xi) 6= 0g et soit Y = fcj : f(cj) 6= 0g:

Il est à noter que tout cj 2 Y satisfait f(cj) = 3 à cause des sommets aj et bj; et par

conséquent f(yj) = 0; f(ej) = 2: Dans ce cas, tout sommet xi 2 X1 doit satisfaire

f(xi) = 2: Maintenant, puisque f(V (Hj) 2 f3; 5g; nous aurons 5 jY j + 3(t � jY j) +

2 jX1j = 3t + 2q et donc jY j + jX1j = q: Aussi, puisque tout sommet de X � X1

doit avoir un voisin dans Y et que tout sommet de Y a exactement trois voisins dans

X�X1; on aura 3 jY j � 3q�jX1j : En combinant ces deux égalités, on obtient jY j = q

et jX1j = 0: Par conséquent, C 0 = fCj : f(cj) = 3g est une 3-Couverture-Exacte pour

C: �
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4.3 Comparaison avec le nombre de domination
indépendant

Dans cette partie nous verrons que pour tout graphe G, 2i(G) � idR(G) � 3i(G).

De plus, si G est un arbre alors 2i(G) + 1 � idR(G) � 3i(G), où une caractérisation

des arbres atteignant les deux bornes est donnée.

Proposition 79 Pour tout graphe G on a 2i(G) � idR(G) � 3i(G):

Preuve. Soit D un i(G)-ensemble. Il est clair que g = (V � D; ;; D) est une

FDRDI dans G, d�où idR(G) � 3i(G):

Maintenant, soit f = (V0; V2; V3) une idR(G)-fonction, puisque V2 [ V3 est un

ensemble indépendant maximal dans G, alors i(G) � jV3j + jV2j. D�où idR(G) =

3 jV3j+ 2 jV2j � 2(jV3j+ jV2j) � 2i(G). �

A noter que la borne supérieure est atteinte pour Kn et la borne inférieure est

atteinte pour C4.

Proposition 80 Si G est un graphe tel que idR(G) = 2i(G), alors pour toute idR(G)-

fonction f = (V0; V2; V3), on a V3 = ;:

Preuve. Soient G un graphe tel que idR(G) = 2i(G) et f = (V0; V2; V3) une

idR(G)-fonction. Alors

2i(G) � 2
���V f3 ���+ 2 ���V f2 ��� � 3 ���V f3 ���+ 2 ���V f2 ��� = idR(G) = 2i(G):

On a donc 2
���V f3 ���+ 2 ���V f2 ��� = 3 ���V f3 ���+ 2 ���V f2 ���, d�où ���V f3 ��� = ;. �

Proposition 81 Pour tout graphe G, idR(G) � ifR2g(G) + i(G):

Preuve. Soient G un graphe et f = (V0; V2; V3) une idR(G)-fonction. Rappelons

que i(G) � jV3j + jV2j. On dé�nit la fonction g comme suit : g(u) = f(u) � 1 pour

tout u 2 V2 [ V3 et g(u) = f(u) pour tout u 2 V0: Il est clair que g est F{2}DRI
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dans G de poids w(g(G)) = 2 jV3j + jV2j et donc ifR2g(G) � 2 jV3j + jV2j : D�où

idR(G) = 3 jV3j+ 2 jV2j = 2 jV3j+ jV2j+ jV3j+ jV2j � ifR2g(G) + i(G). �

Chellali et Jafari Rad ont montré dans [17] que pour tout arbre T , on a ir2(T ) �

i(T ) + 1, donc :

idR(T ) � ifR2g(T ) + i(T )

= ir2(T ) + i(T )

� 2i(T ) + 1

d�où le corollaire suivant :

Corollaire 82 Pour tout arbre T; idR(T ) � 2i(T ) + 1:

Nous entreprenons maintenant la caractérisation des arbres T tels que idR(T ) =

2i(T ) + 1. Nous rappelons la dé�nition de la classe des arbres T 3 dé�ni par Chellali

et Jafari Rad dans [17].

T 3 est la classe des arbres T tel que T est une étoile, une double étoile, Su(Sp;q)

pour p; q � 1, Su(K1;n) pour n � 2 ou T est obtenu de Su(K1;n) pour n � 2

en ajoutant au moins une feuille au sommet central de Su(K1;n) et possiblement

quelques feuilles aux sommets support de Su(K1;n) tel que le nombre de feuilles à

distance deux du centre de Su(K1;n) est au plus le degré du centre de Su(K1;n) moins

un. Pour des raison de concision, nous notons par CidR tous les arbres obtenu de la

dernière manière décrite par les mêmes auteurs.

Proposition 83 Si T est un arbre tel que idR(T ) = 2i(T )+1, alors ir2(T ) = i(T )+1:

Preuve. Soit T un arbre tel que idR(T ) = 2i(T ) + 1. D�après la Proposition 81,

on a ifR2g(T ) + i(T ) � idR(T ) = 2i(T ) + 1 et donc ifR2g(T ) = ir2(T ) � i(T ) + 1.

Sachant que ir2(T ) � i(T ) + 1, on en déduit que ir2(T ) = i(T ) + 1. �
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La Proposition 83 montre que si T est un arbre tel que idR(T ) = 2i(T ) + 1, alors

T 2 T 3, cependant, tout arbre T 2 T 3 ne véri�e pas forcément que idR(T ) = 2i(T )+1,

citons l�exemple de Su(K1;3) où idR(Su(K1;3)) = 8 > 2i(Su(K1;3)) + 1 = 7. D�où

l�objectif d�identi�er les arbres T 2 T 3 véri�ant idR(T ) = 2i(T ) + 1. Pour cela, étant

donné un graphe G, on dé�nit pour une idR(G)-fonction f = (V0; V2; V3), les ensembles

V 000 = fu 2 V0 : N(u) \ V3 = ;g et N�(u) = N(u) \ (V2 [ V3) pour tout u 2 V0.

Lemme 84 Si T est un arbre tel que idR(T ) = 2i(T ) + 1, alors pour toute idR(T )-

fonction f = (V0; V2; V3), on a i(T ) = jV3j+ jV2j, jV3j = 1 et jV 000 j = 0.

Preuve. Soit T un arbre tel que idR(T ) = 2i(T ) + 1. Soit une idR(T )-fonction

f = (V0; V2; V3). Alors idR(T ) = 3 jV3j + 2 jV2j = 2i(T ) + 1. Sachant que 2i(T ) �

2 jV3 [ V2j = 2 jV3j + 2 jV2j, on en déduit que jV3j � 1. De plus si jV3j = 0, alors

2 jV2j = 2i(T ) + 1, ce qui est impossible. D�où jV3j = 1 et i(T ) = jV3j+ jV2j.

Supposons maintenant que V
00
0 6= ; et soit u 2 V 000 . Alors S = fx : f(x) 6= 0;

x =2 N�(u)g [ fug est un ensemble indépendant de T avec

2 jSj = idR(T )� 2 jN�(u)j+ 2 = 2i(G) + 3� 2 jN�(u)j .

Puisque jN�(u)j � 2, alors 2 jSj � 2i(T ) � 1, contradiction. Donc pour toute

idR(G)-fonction f = (V0; V1; V2), on a jV 000 j = 0. �

Proposition 85 Si T est un arbre tel que idR(T ) = 2i(T ) + 1, alors diam(T ) � 4:

Preuve. Soient T un arbre tel que idR(T ) = 2i(T ) + 1 et f = (V0; V1; V2) une

idR(T )-fonction. D�après le Lemme 84,
���V f3 ��� = 1 et jV 000 j = 0. Soit V3 = fug. Il est

clair que tout sommet de T est à distance au plus 2 de u et donc Diam(T ) � 4. �

Pour un graphe G et un sommet u 2 V (G), on note par N2(u) l�ensemble des

sommets à exactement distance 2 de u.
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Soit TidR = fT : idR(T ) = 2i(T ) + 1g. Nous avons déjà vu que TidR � T 3. Il est

clair que l�étoile et la double étoile appartiennent à TidR . En e¤et, on a ifR2g(K1;n) =

3 = 2i(K1;n) + 1 et pour la double étoile Sp;q avec p � q, on a ifR2g(Sp;q) = 3 + 2p =

2i(Sp;q) + 1. On a vu aussi par la Proposition 85 que si idR(T ) = 2i(T ) + 1, alors

diam(T ) � 4. On peut donc exclure S(Sp;q). Par ailleurs, si T w S(K1;n) avec n � 2

de centre x, alors toute idR(S(K1;n))-fonction f = (V0; V2; V3), ou bien x 2 V0 et donc

jV3j = deg(x) � 2, ou bien x 2 V2 et donc jV3j = 0. Les deux situations contredisent

le Lemme 84. Donc on peut exclure S(K1;n). Si maintenant T 2 CidR , alors il est clair

que idR(T ) = 3 + 2N2(x) = 2i(T ) + 1. et donc CidR � TidR .

Ainsi pour résumer, TidR = T 3 � K où K est la classe des arbres T obtenus en

subdivisant une étoile ou une double étoile.

Corollaire 86 Un arbre T véri�e idR(T ) = 2i(T ) + 1, si et seulement si T 2 TidR.

4.4 Caractérisation des arbres T tels que idR(T ) =

3i(T )

Commençons par donner une condition nécessaire et su¢ sante pour les graphes

G avec idR(G) = 3i(G).

Proposition 87 Pour tout graphe G; idR(G) = 3i(G) si et seulement s�il existe f

une idR(G)-fonction avec V2 = ;:

Preuve. Supposons que idR(G) = 3i(G), et soit S un i(G)-ensemble. Alors f =

(V (G)� S; ;; S) est une idR(G)-fonction avec V2 = ;:

Inversement, soit f = (V0; V2; V3) une idR(G)-fonction telle que V2 = ;. Alors,

idR(G) = 3jV3j � 3i(G). Il est claire que i(G) � jV3j puisque V3 est un dominant

indépendant dans G, d�où i(G) = jV3j. Par conséquent idR(G) = 3i(G). �

Les observations suivantes découlent directement de la proposition précédente.
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Observation 88 Si idR(G) = 3i(G), alors pour toute idR(G)-fonction f = (V0; ;; V3),

on a pn(v; V3) 6= ; pour tout sommet v 2 V3.

Observation 89 Si G est un graphe tel que idR(G) = 3i(G), alors l�ensemble des

sommets supports de G est un ensemble indépendant.

Observation 90 Si G est un graphe tel que idR(G) = 3i(G), alors il existe une

idR(G)-fonction f = (V0; ;; V3) telle que tout sommet support de G est dans V3 et

toute feuille est dans V0.

Le résultat suivant sera utile pour la suite.

Lemme 91 Soit w un sommet d�un arbre Tw tel que toute feuille de Tw; à l�exception

peut être pour w est à distance deux de w: Soit u un sommet d�un arbre non trivial

Tu et soit T l�arbre obtenu par Tw et Tu en ajoutant l�arête uw: Alors i(T ) = i(Tu) +

dTw(w):

Preuve. Notons par Sw l�ensemble des sommets supports dans Tw et soit Lw

l�ensemble des feuilles voisines des sommets de Sw. Il est clair que jLwj � jSwj =

dTw(w): Si R est un i(Tu)-ensemble, alorsR[Sw est un ensemble indépendant maximal

de T; et donc i(T ) � i(Tu) + jSwj :

Maintenant, parmi tous les i(T )-ensembles, soit D un contenant le maximum de

sommets de Sw: Il est clair que jD \ V (Tw)j � jSwj : Supposons d�abord, que w =2 D:

S�il existe un sommet x 2 Sw tel que x =2 D; alors D contient toutes les feuilles

adjacentes à x mais dans ce cas, en les remplaçant par x dans D; on obtient un i(T )-

ensemble contenant plus de sommets de Sw; ce qui contredit le choix de D: Donc

Sw � D: Par conséquent D�Sw est un ensemble indépendant maximal de Tu; ce qui

donne i(Tu) � i(T ) � jSwj : D�où i(T ) = i(Tu) + dTw(w): Supposons maintenant que

w 2 D: Alors Lw � D: Si jN(u) \Dj � 2; alors Sw [D� (Lw [fwg) est un ensemble

indépendant maximal de T de cardinal inférieur à celui de D; ce qui est impossible.
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D�où jN(u) \Dj = 1; en d�autres termes w est l�unique voisin de u dans D:Mais dans

ce cas, Sw [ fug [D � (Lw [ fwg) est un i(T )-ensemble contenant plus de sommets

de Sw; contradiction avec le choix de D: �

Pour des besoins ulterieurs, nous introduisons quelques notions et notations.

Dé�nition 92 Pour un sommet x de G; une semi-fonction de domination Romaine

double indépendante (SFDRDI) relative à x est une fonction f : V �! f0; 2; 3g telle

que :

i) V2 [ V3 est un ensemble indépendant,

ii) f(x) = 0 et x possède un voisin w tel que f(w) > 0;

iii) tout sommet de V (G)� fxg est Romain double dominé.

Par la dé�nition précédente, soit idR(G : x) = minff(V (G)) : f est une SFDRDIg.

On dira que f est une idR(G : x)-fonction si f est une SFDRDI de G et

w(f) = idR(G : x). Il est à signaler que si f une idR(G : x)-fonction, alors f est une

FDRDI pour G� x et donc idR(G� x) � idR(G : x). Ainsi, dé�nissons pour la suite

les ensembles suivants :

WG = fv 2 V : idR(G� v) = idR(G : v)g:

W 1
G = fv 2 V : idR(G : v) � idR(G)g:

W 2
G = fv 2 V : f(v) 6= 0 pour toute idR(G)-fonction fg.

Par ailleurs, il est à noter que pour un sommet x donné, les quantités idR(G : x) et

idR(G) sont incomparables. En e¤et, prenons l�exemple d�un arbre T obtenu par une

étoile K1;4 de centre y en subdivisant trois de ses arêtes une seule fois. Soit x l�unique

feuille adjacente à y dans T: Il est simple de voir que idR(T ) = 9; idR(T : y) = 11 et

idR(T : x) = 8:

A�n de donner une caractérisation des arbres T tels que idR(T ) = 3i(T ); on dé�nit

les familles des arbres suivantes :
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F la famille des arbres T enracinés tels que toute feuille est à distance deux de la

racine et 2 jL(T )j+ 2 > 3 jS(T )j :

F0 la famille des arbres T enracinés tels que toute feuille est à distance deux de

la racine et 2 jL(T )j+ 2 = 3 jS(T )j :

F1 la famille des arbres T enracinés tels que toute feuille est à distance deux de

la racine et 2 jL(T )j+ 2 < 3 jS(T )j :

Soit T la famille des arbres T pouvant être obtenus de la séquence T1; T2; :::; Tj

tel que T1 est une étoile K1;r, pour r � 1 et pour tout i � 2; Ti+1 peut être obtenu

de Ti en exécutant l�une des opérations suivantes :

�Opération O1 : Soit w 2 V (Ti), alors Ti+1 est obtenu de Ti en ajoutant l�étoile

K1;s pour s � 2 et en reliant une feuille u de K1;s au sommet w

�Opération O2 : Soit w 2 V (Ti), alors Ti+1 est obtenu de Ti en ajoutant un

arbre T de la famille F en reliant w au centre de T:

�Opération O3 : Soit w 2 W 1
Ti
vér�ant idR(Ti) � idR(Ti�w) + 1, alors Ti+1 est

obtenu de Ti en ajoutant un arbre T de la famille F0 en reliant w au centre de

T:

�Opération O4 : Soit T un arbre de F1. Soit w 2 W 2
Ti
\WTi véri�ant idR(Ti) +

3 jS(T )j � 2 � 2 jL(T )j � idR(Ti � w), alors Ti+1 est obtenu de Ti en ajoutant

un arbre T de la famille F1 en reliant w au centre de T .

�Opération O5 : Soit T un arbre de F1. Soit w 2 W 2
Ti
�WTi vér�ant idR(Ti) +

3 jS(T )j�2�2 jL(T )j � idR(Ti�w)+1, alors Ti+1 est obtenu de Ti en ajoutant

un arbre T de la famille F1 en reliant w au centre de T .

Dans les démonstrations des lemmes suivants, soit fi+1 une idR(Ti+1)-fonction et

fi la fonction fi+1 réduite à Ti:

Lemme 93 Si idR(Ti) = 3i(Ti) et Ti+1 est obtenu de Ti par l�opération O1; alors

idR(Ti+1) = 3i(Ti+1):

70



Preuve. Soit y le centre de l�étoile ajoutée K1;s. D�après le Lemme 91, i(Ti+1) =

i(Ti)+1: Aussi, idR(Ti+1) � idR(Ti)+3 puisque toute idR(Ti)-fonction peut être éten-

due en une FDRDI en a¤ectant un 3 à y et un 0 à tout voisin de y: Par ailleurs, il

est clair que
P

x2N [y] fi+1(x) � 3. Maintenant si fi+1(u) = 0, alors fi est une FDRDI

de Ti de poids idR(Ti+1) � 3; et donc idR(Ti) � idR(Ti+1) � 3. Si fi+1(u) = 2, alorsP
x2N [y] fi+1(x) � 4 et fi+1(w) = 0. Dans ce cas, il existe un voisin de w dans Ti; disons

w0; tel que fi+1(w0) > 0 et la minimalité de fi+1 entraine que fi+1(w0) = 2: Ainsi, la

fonction g dé�nie sur V (Ti) par g(w0) = 3; g(x) = fi+1(x) pour toute x 2 V (Ti)�fw0g

est une FDRDI de Ti de poids idR(Ti+1)� 3 ce qui donne idR(Ti) � idR(Ti+1)� 3. En-

�n, supposons que fi+1(u) = 3: Alors
P

x2N [y] fi+1(x) � 5 et fi+1(w) = 0. De plus, la

minimalité de fi+1 entraine que fi+1(x) = 0 pour tout voisin x de w dans Ti: Ainsi, la

fonction g dé�nie sur V (Ti) par g(w) = 2; g(x) = fi+1(x) pour tout x 2 V (Ti)� fwg

est une FDRDI de Ti de poids idR(Ti+1) � 3 et donc idR(Ti) � idR(Ti+1) � 3. Par

conséquent idR(Ti+1) = idR(Ti) + 3. En utilisant les faits que idR(Ti) = 3i(Ti) et

i(Ti+1) = i(Ti) + 1; on obtient alors idR(Ti+1) = 3i(Ti+1): �

Lemme 94 Si idR(Ti) = 3i(Ti) et Ti+1 est obtenu de Ti par l�opération O2; alors

idR(Ti+1) = 3i(Ti+1):

Preuve. Soit x la racine de l�arbre H 2 F : D�après le Lemme 91, i(Ti+1) =

i(Ti) + jS(H)j : Aussi, il est facile de voir que idR(Ti+1) � idR(Ti) + 3 jS(H)j : Mon-

trons que idR(Ti) � idR(Ti+1) � 3 jS(H)j : Il est à noter que puisque H 2 F , alorsP
u2V (H) fi+1(u) � 3 jS(H)j : Maintenant si fi+1(x) = 0, alors fi est une FDRDI de

Ti de poids idR(Ti+1) � 3 jS(H)j et par conséquent idR(Ti) � idR(Ti+1) � 3 jS(H)j :

Supposons donc que fi+1(x) 2 f2; 3g: Si fi+1(x) = 2; alors fi+1(w) = 0: De plus

toute feuille de H est a¤ectée la valeur 2: Notons dans ce cas que fi+1(V (H)) =

2 + 2 jL(H)j > 3 jS(H)j puisque H 2 F : Par ailleurs la minimalité de fi+1 en-

traine que fi+1(u) 2 f0; 2g pour tout u 2 NTi(w): Aussi, puisque fi+1(x) = 2; il
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existe w0 2 NTi(w) tel que fi+1(w0) = 2: Ainsi, la fonction g dé�nie sur V (Ti) par

g(w0) = 3; g(u) = fi+1(u) pour tout u 2 V (Ti)� fw0g est une FDRDI de Ti de poids

idR(Ti+1) � 3 jS(H)j ; et l�inégalité désirée est obtenue. En�n, si fi+1(x) = 3; alors

fi+1(w) = 0 et la minimalité de fi+1 entraine que fi+1(u) = 0 pour tout u 2 NTi(w):

Puisque fi+1(V (H)) = 3 + 2 jL(H)j � 3 jS(H)j + 2; alors la fonction g dé�nie sur

V (Ti) par g(w) = 2; g(u) = fi+1(u) pour tout u 2 V (Ti) � fwg est une FDRDI

de Ti de poids au plus idR(Ti+1) � 3 jS(H)j ; et l�inégalité désirée est obtenue. Par

conséquent idR(Ti+1) = idR(Ti) + 3 jS(H)j. En utilisant les faits que idR(Ti) = 3i(Ti)

et i(Ti+1) = i(Ti) + jS(H)j ; il est clair que idR(Ti+1) = 3i(Ti+1): �

Lemme 95 Si idR(Ti) = 3i(Ti) et Ti+1 est obtenu de Ti par l�opération O3; alors

idR(Ti+1) = 3i(Ti+1):

Preuve. Soit w 2 W 1
Ti
véri�ant idR(Ti) � idR(Ti�w) + 1 et soit F 2 F0 un arbre

enraciné vers x attaché à w par l�arête xw: D�après le Lemme 91, on a i(Ti+1) =

i(Ti) + jS(F )j : D�autre part, idR(Ti+1) � idR(Ti) + 3 jS(F )j puisque toute idR(Ti)-

function peut être étendue à une IDRDF de Ti+1 en assignant un 3 à tout support

de F et un 0 aux reste des sommets de F: Montrons maintenant que idR(Ti) �

idR(Ti+1) � 3 jS(F )j. Si fi+1(w) > 0, alors il est clair que fi est une IDRDF de

Ti de poids idR(Ti+1) � 3 jS(F )j � idR(Ti). Donc on peut supposer pour la suite

que fi+1(w) = 0. Si fi+1(x) = 2, alors fi est une SFDRDI de Ti de poids w(fi) =

idR(Ti+1) � fi+1(F ) = idR(Ti+1) � 2 � 2 jL(F )j = idR(Ti+1) � 3 jS(F )j, sachant que

w 2 W 1
Ti
, on aura

idR(Ti) � idR(Ti : w) � w(f) = idR(Ti+1)� 3 jS(F )j :

Finalement, si fi+1(x) = 3, alors fi est une FDRDI de Ti � w de poids
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w(f) = idR(Ti+1)� fi+1(F )

= idR(Ti+1)� 3� 2 jL(F )j = idR(Ti+1)� 3 jS(F )j � 1:

Sachant maintenant que idR(Ti) � idR(Ti � w) + 1, on aura donc

idR(Ti) � idR(Ti � w) + 1 � w(fi) + 1 = idR(Ti+1)� 3 jS(F )j :

Dans tous les cas, idR(Ti+1) = idR(Ti) + 3 jS(F )j = 3i(Ti) + 3 jS(F )j = 3i(Ti+1). �

Lemme 96 Si idR(Ti) = 3i(Ti) et Ti+1 est obtenu de Ti par l�opération O4 ou O5;

alors idR(Ti+1) = 3i(Ti+1):

Preuve. Soit w 2 W 2
Ti
tel que idR(Ti) + 3 jS(F )j � 2 � 2 jL(F )j � minfidR(Ti �

w) + 1; idR(Ti : w)g: Soit F 2 F1 un arbre enraciné vers x attaché à w par l�arête

xw: D�après le Lemme 91, on a i(Ti+1) = i(Ti) + jS(F )j : Aussi, idR(Ti+1) � idR(Ti) +

3 jS(F )j : Pour avoir l�égalité, il su¢ t de montrer que idR(Ti) � idR(Ti+1)� 3 jS(F )j.

Si fi+1(w) > 0, alors il est clair que fi est une IDRDF de Ti de poids idR(Ti+1) �

3 jS(F )j � idR(Ti). Donc, supposons que fi+1(w) = 0. Si fi+1(x) = 3, alors fi est une

FDRDI de Ti � w de poids

w(fi) = idR(Ti+1)� fi+1(F )

= idR(Ti+1)� 3� 2 jL(F )j :

Donc idR(Ti � w) � idR(Ti+1) � 3 � 2 jL(F )j : Sachant que idR(Ti) + 3 jS(F )j � 2 �

2 jL(F )j � idR(Ti � w) + 1, on aura

idR(Ti) + 3 jS(F )j � 2� 2 jL(F )j � idR(Ti � w) + 1

� idR(Ti+1)� 3� 2 jL(F )j+ 1

= idR(Ti+1)� 2� 2 jL(F )j :
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D�où idR(Ti) � idR(Ti+1)� 3 jS(F )j :

En�n, si fi+1(x) = 2, alors fi est une SFDRDI de Ti de poids w(fi) = idR(Ti+1)�

2� 2 jL(F )j. Sachant que idR(Ti) + 3 jS(F )j � 2� 2 jL(F )j � idR(Ti : w), on aura

idR(Ti) + 3 jS(F )j � 2� 2 jL(F )j � idR(Ti : w)

� idR(Ti+1)� 2� 2 jL(F )j :

D�où idR(Ti) � idR(Ti+1)� 3 jS(F )j :

Dans tous les cas, on obtient idR(Ti+1) = idR(Ti) + 3 jS(F )j = 3i(Ti+1). �

Théorème 97 Soit T un arbre. Alors idR(T ) = 3i(T ) si et seulement si T 2 T .

Preuve. Supposons que T 2 T . Alors il existe une sequence d�arbres T1; T2; : : : ; Tk

(k � 1) tel que T1 = K1;r (r � 1); et si k � 2, alors Ti+1 peut être obtenu recurs-

sivement à partir de Ti par l�une des opérations O1; :::;O5 pour i = 1; 2; : : : ; k � 1.

On utilise une induction sur le nombre d�opérations utilisées pour construire T . Il est

clair que si k = 1, alors le résultat est vrai. Supposons que le résultat est vrai pour

tout arbre T 2 T pouvant être obtenu par une a séquence d�opérations de longueur

k � 1 et soit T 0 = Tk�1. Par induction, on a idR(T 0) = 3i(T 0). Puisque T = Tk est

obtenu à partir de T 0 par l�une des opérations O1; :::;O5; il s�ensuit des Lemmes 93,

94, 95 et 96 que idR(T ) = 3i(T ).

Maintenant pour montrer que si idR(T ) = 3i(T ) alors T 2 T , on utilise une

induction sur i(T ): Si i(T ) = 1, alors T est une étoile d�ordre au moins deux (puisque

idR(K1) = 2 < 3i(K1)) et donc T 2 T . Soit i(T ) � 2 et supposons que le résultat est

vrai pour tout arbre T 0 tel que idR(T 0) = 3i(T 0) et i(T 0) < i(T ). Notons que puisque

i(T ) > 1, alors diam(T ) � 3. Par ailleurs, si diam(T ) = 3, alors T est une étoile

double ce qui contredit l�observation 89. Donc on peut supposer que diam(T ) � 4.

Soit xx1x2:::xd une chaîne diametrale de T , avec d � 4: Soit T1 la composante de

T �x2x3 contenant x2 et soit T2 = T �T1. Il est à noter que T2 est non trivial puisque

diam(T ) � 4:

74



Supposons d�abord que dT (x2) = 2. Par le Lemme 91, idR(T ) = i(T2) + 1: Aussi,

il est clair que idR(T ) � idR(T2) + 3. Il s�ensuit que

idR(T ) � idR(T2) + 3 � 3i(T2) + 3 = 3i(T ) = idR(T );

et donc idR(T2) = 3i(T2). Puisque i(T2) < i(T ); alors par induction sur T2; on a

T2 2 T : Par conséquent, T 2 T car il est obtenu à partir de T2 en utilisant l�opération

O1.

Supposons maintenant que dT (x2) � 3. D�après la Proposition 89, x2 n�est pas

un sommet support et donc toute feuille dans T1 est à distance 2 de x2. D�où, T1 2

F [ F0 [ F1. Posons dT (x2) = k. D�après le Lemme 91, i(T ) = idR(T2) + (k � 1).

Montrons maintenant que idR(T ) = idR(T2)+3(k�1). Puisque toute idR(T2)-fonction

peut être étendue à une FDRDI de T en a¤ectant un 3 à tout sommet support de T1

et un 0 aux reste des sommets de T1; on a idR(T ) � idR(T2) + 3(k � 1). Par ailleurs,

si idR(T ) < idR(T2) + 3(k � 1), alors

3i(T ) = idR(T ) < idR(T2) + 3(k � 1) � 3i(T2) + 3(k � 1) = 3i(T );

d�où la contradiction. Ainsi on a idR(T ) = idR(T2) + 3(k� 1); ce qui donne idR(T2) =

3i(T2): Puisque i(T2) < i(T ); alors par induction sur T2 on a T2 2 T : Examinons

maintenant les situations suivantes.

Cas 1. 2 jL(T1)j + 2 > 3 jS(T1)j. Alors T1 2 F et par suite T 2 T puisque il est

obtenu à partir de T2 en utilisant l�Opération O2.

Cas 2. 2 jL(T1)j + 2 = 3 jS(T1)j. Alors T1 2 F0. Montrons d�abord que x3 2

W 1
T2
: Supposons le contraire, que x3 =2 W 1

T2
et soit h1 une idR(T2 : x3)-fonction.

Alors idR(T2 : x3) < idR(T2). Dé�nissons la fonction g1 à partir de h1 comme suit :

g1(u) = h1(u) pour tout u 2 T2, g1(u) = 2 pour tout u 2 fx2g [ L(T1) et g1(u) = 0

pour tout u 2 S(T1). Il est clair que g1 est une FDRDI T de poids w(g1) = idR(T2 :

w) + 2 + 2 jL(T1)j < idR(T2) + 3 jS(T1)j, d�où la contradiction. Donc x3 2 W 1
T2
.
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Montrons maintenant que x3 véri�e aussi idR(T2) � idR(T2 � x3) + 1. Supposons

le contraire et soit h2 une idR(T � x3)-fonction. Alors idR(T2) > idR(T2 � x3) + 1.

Dé�nissons la fonction g2 à partir de h2 comme suit : g2(x3) = 0; g2(u) = h2(u) pour

tout u 2 V (T2) � x3, g2(x2) = 3, g2(u) = 2 pour tout u 2 L(T1) et g2(u) = 0 pour

tout u 2 S(T1). Il est simple de voir que g2 est une FDRDI de poids idR(T2 � x3) +

3 + 2 jL(T1)j : Par conséquent,

idR(T ) � idR(T2 � x3) + 3 + 2 jL(T1)j

< idR(T2) + 2 + 2 jL(T1)j

= idR(T2) + 3 jS(T1)j = idR(T );

d�où la contradiction. Ainsi, x3 véri�e bien idR(T2) � idR(T2 � x3) + 1. De là, on en

déduit que T 2 T puisque il est obtenu à partir de T2 en utilisant l�Opération O3.

Cas 3. 2 jL(T1)j + 2 < 3 jS(T1)j. Donc T1 2 F1. Montrons que x3 2 W 2
T2
. Supposons

le contraire et soit h3 une idR(T2)-fonction telle que h3(x3) = 0: Alors h3 peut être

étendue en une FDRDI de T en a¤ectant un 2 à x2 et à toute feuille de T1 et un

0 à tout sommet support de T1: Il s�ensuit que idR(T ) � idR(T2) + 2 jL(T1)j + 2 <

idR(T2) + 3 jS(T1)j ; d�où la contradiction. Donc x3 2 W 2
T2
.

Montrons maintenant que x3 véri�e idR(T2)+3 jS(T1)j�2�2 jL(T1)j � minfidR(T2 :

x3); idR(T2 � x3) + 1g: Pour cela, supposons le contraire et considérons alors les deux

sous-cas suivants :

Cas 3.1. idR(T2)+3 jS(T1)j�2�2 jL(T1)j > idR(T2 : x3). Soit h4 une idR(T2 : x3)-

fonction. Alors la fonction g4 dé�nie par g4(u) = h4(u) pour tout u 2 V (T2), g4(u) = 2

pour tout u 2 fx2g [ L(T1) et g4(u) = 0 pour tout u 2 S(T1) est une FDRDI de T

de poids w(g4) = idR(T2 : x3) + 2 + 2 jL(T1)j : Par conséquent,
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idR(T ) � idR(T2 : x3) + 2 + 2 jL(T1)j

< (idR(T2) + 3 jS(T1)j � 2� 2 jL(T1)j) + 2 + 2 jL(T1)j

= idR(T2) + 3 jS(T1)j = idR(T );

d�où la contradiction.

Cas 3.2. idR(T2) + 3 jS(T1)j � 2 � 2 jL(T1)j > idR(T1 � x3) + 1. Soit h5 une

idR(T � x3)-fonction et dé�nissons la fonction g5 comme suit : g5(u) = h5(u) pour

tout u 2 V (T2) � x3, g5(x3) = 0, g5(x2) = 3, g5(u) = 2 pour tout u 2 L(T1) et

g5(u) = 0 pour tout u 2 S(T1). Il est clair que g5 est une FDRDI de T de poids

idR(T1 � x3) + 1 + 2 + 2 jL(T1)j : Par conséquent,

idR(T ) � idR(T1 � x3) + 1 + 2 + 2 jL(T1)j

< (idR(T2) + 3 jS(T1)j � 2� 2 jL(T1)j) + 2 + 2 jL(T1)j

= idR(T2) + 3 jS(T1)j = idR(T );

d�où la contradiction.

Ainsi, on a bien idR(T2) + 3 jS(T1)j � 2 � 2 jL(T1)j � minfidR(T2 : x3); idR(T2 �

x3) + 1g. On en déduit que T 2 T puisque il est obtenu à partir de T2 en utilisant ou

bien l�opération O4 (si x3 2 WT2) ou bien l�opération O5 (si x3 =2 WT2). �

4.5 Comparaison avec d�autres paramètres

Dans cette partie, nous donnerons un encadrement du nombre de domination

Romaine double indépendante en fonction du nombre de {2}-domination Romaine

indépendante dans un graphe quelconque.

Proposition 98 Pour tout graphe G; 3
2
ifR2g(G) � idR(G) � 2ifR2g(G):
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Preuve. Soient f = (V f0 ; V
f
1 ; V

f
2 ) une ifR2g(G)-fonction et g = (V

g
0 ; V

g
2 ; V

g
3 ) une

idR(G)-fonction. On a :

idR(G)

ifR2g(G)
=
3 jV g3 j+ 2 jV

g
2 j

2
���V f2 ���+ ���V f1 ���

On dé�nit une F{2}DRI h = (V h0 ; V
h
1 ; V

h
2 ) comme suit : V

h
0 = V

g
0 , V

h
1 = V

g
2 , V

h
2 = V

g
3 .

Ainsi ifR2g(G) =
���V f1 ���+ 2 ���V f2 ��� � w(h(G)) = ��V h1 ��+ 2 ��V h2 �� = jV g2 j+ 2 jV g3 j. D�où :

idR(G)

ifR2g(G)
=
w(g)

w(f)
� w(g)

w(h)

� 3 jV g3 j+ 2 jV
g
2 j

2 jV g3 j+ jV
g
2 j

=
jV g3 j+ jV

g
2 j

2 jV g3 j+ jV
g
2 j
+
2 jV g3 j+ jV

g
2 j

2 jV g3 j+ jV
g
2 j

=
jV g3 j+ jV

g
2 j

2 jV g3 j+ jV
g
2 j
+ 1

Puisque jV
g
3 j+jV g2 j

2jV g3 j+jV g2 j � 1=2, on obtient alors
idR(G)
ifR2g(G)

� 1
2
+ 1 = 3=2:

Pour la borne supérieure, on dé�nit une FDRDI l = (V l0 ; V
l
2 ; V

l
3 ) comme suit :

V l0 = V
f
0 , V

l
2 = V

f
1 et V

l
3 = V

f
2 . Ainsi idR(G) = 2 jV

g
2 j + 3 jV

g
3 j � w(l(G)) = 2

��V l2 �� +
3
��V l3 �� = 2 ���V f1 ���+ 3 ���V f2 ���, d�où

idR(G)

ifR2g(G)
=
w(g)

w(f)
� w(l)

w(f)

�
3
���V f2 ���+ 2 ���V f1 ���
2
���V f2 ���+ ���V f1 ���

=

���V f2 ���+ ���V f1 ���
2
���V f2 ���+ ���V f1 ��� +

2
���V f2 ���+ ���V f1 ���
2
���V f2 ���+ ���V f1 ���

=

���V f2 ���+ ���V f1 ���
2
���V f2 ���+ ���V f1 ��� + 1

Puisque jV
f
2 j+jV f1 j

2jV f2 j+jV f1 j � 1, on a donc
idR(G)
ifR2g(G)

� 2: �
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Conclusion générale

Au cours de cette thèse, nous avons abordé six fonctions de domination, à savoir

la domination Romaine et sa version indépendante, la domination 2-rainbow et sa

version indépendante, la {2}-domination Romaine et la domination Romaine double.

Nous avons présenté une synthèse sur ces six fonctions de domination en donnant les

principaux résultats qui existaient (complexité liée à ces problèmes, bornes en fonction

d�autres invariants de graphes ainsi que des résultats de type Nordhaus�Gaddum pour

quelques-unes de ces fonctions).

Nous avons par la suite introduit les versions indépendantes de deux nouvelles

fonctions de domination. D�abord la fonction de {2}-domination Romaine indépen-

dante, où nous avons montré que le problème de décision qui lui est associé est NP-

Complet même restreint aux graphes bipartis. Nous avons montré aussi que pour tout

graphe G d�ordre n, on a 0 � ir2(G)� ifR2g(G) � n=5, 0 � iR(G)� ifR2g(G) � n=4, et

que l�égalité ir2(G) = ifR2g(G) est véri�ée si G ne contient pas de sous-graphe partiel

isomorphe à C4k+2 pour k � 1. Par aillieurs, nous avons montré que pour tout graphe

G, ir2(G)=ifR2g(G) � 2�=(� + 1): Des résultats similaires pour la {2}-domination

Romaine ont été obtenus en utilisant les mêmes arguments que ceux utilisés pour

la démonstration des théorèmes sur la {2}-domination Romaine indépendante. Ainsi

nous avons pu déduire que pour tout graphe G, on a 0 � 
r2(G) � 
fR2g(G) � n=5,

0 � 
R(G) � 
fR2g(G) � n=4, 
r2(G)=
fR2g(G) � 2�=(� + 1) et que l�égalité


r2(G) = 
fR2g(G) est aussi véri�ée pour les graphes ne contenant pas de sous-graphe

partiel isomorphe à C4k+2 pour k � 1.

Concernant la domination Romaine double indépendante, nous avons montré que

le problème de décision qui lui est associé est NP-Complet. Aussi, nous avons borné

le paramètre idR(G) en montrant que pour tout graphe G, 2i(G) � idR(G) � 3i(G),
3
2
ifR2g(G) � idR(G) � 2ifR2g(G) et idR(G) � ifR2g(G)+ i(G). Par ailleurs, nous avons
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montré que pour tout arbre T , 2i(T ) + 1 � idR(T ) � 3i(T ). De plus nous avons

caractérisé les arbres T tels que idR(T ) = 2i(T ) + 1 et idR(T ) = 3i(T ).

Dans la continuité de notre travail, il nous semble intéressant d�approfondir la

recherche sur les points suivants :

� Donner un algorithme polynomial pour le calcul de idR(T ) dans la classe des

arbres T .

� Caractériser les graphes (ou au moins les arbres)G tels que 
fR2g(G) = ifR2g(G).

� Caractériser les graphes G tels que ifR2g(G) = iR(G).

� Caractériser les graphes G tels que ifR2g(G) = ir2(G).

� Nous avons vu dans le Théorème 49 que pour tout graphe cactus G ayant k(G)

cycles pairs, alors 
fR2g(G) � 
r2(G)� k(G). En comptant que les cycles C4k+2

dont le nombre est k0(G), peut on avoir 
fR2g(G) � 
r2(G)� k0(G) ?
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