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NOTATIONS

deg f(z) : le degré du polynome f(z).
Cont(f(z)) : le contenu du polynéme f(z).

Irr(6, K) : le polynéme minimal de 6 sur K.

Irr(6,Z) : le polynéme minimal de 6 sur Z.

K () : Pextension de K engendrée par 6.

Aut(L) : le groupe des automorphismes de L.

Autg (L) : le groupe des K-automorphismes de L, c’est-a-dire
des automorphismes de L laissant fixes les éléments de K.

Gal(L/K) : le groupe de Galois de l'extension galoisienne
L/K.

Alz] : Panneau des polynomes en lindéterminée = a coethi-
cients dans ’anneau A.

Discgg(by, ..., 0y) : le discriminant du uplet (6y, ...,60,) rela-
tivement a 'extension K/Q.

Discyg(f) : le discriminant du uplet (1,6, ...,0" ") relative-
ment a 'extension K/Q, le corps de nombres K.

| a |: la valeur absolue de a si a représente un nombre réel.

| E |: le cardinal de F' si E représente un ensemble.

vy, : la valuation p-adique.

ged(ag, ..., a,) : le plus grand commun diviseur des entiers ra-
tionnels a;.

5;(6) : la fonction symétrique élémentaire des racines d’indice
j du polynéme minimal de 6, celui-ci étant un nombre algébrique.

My(p, x) : le polynéme minimal de congruence modulo p de 0,
p étant un nombre premier et § un entier algébrique.

a | b:lélément a divise I’élément b, a et b étant deux éléments
d’un anneau.

p" || a: p" divise a et p"*! ne divise pas a.

[a] : le plus petit entier rationnel > a, a étant un nombre
réel.

A} : le nombre d’arrangements a r éléments dans un ensemble
ayant n éléments.

N,(f) : le nombre des polynémes unitaires et irréductibles de
degré f a coefficients dans le corps F,, = Z/pZ.

rad(f) : le radical de f, autrement dit, le produit de tous les
nombres premiers divisant f, f étant un entier rationnel > 1.
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Introduction

Cette theése s’articule autour de la notion d’indice d’entier algébrique. Etant donné un
corps de nombres K, 'ensemble A de ses entiers, c’est-a-dire de ses éléments dont les poly-
nomes minimaux respectifs sont & coefficients dans I’anneau Z des entiers rationnels, posséde
une structure d’anneau, contenant Z. Si le degré de K est n, A est un Z-module libre de rang
n. Par ailleurs, 'anneau A vérifie les 3 propriétés suivantes : il est noethérien (ses idéaux
sont tous de type fini), intégralement clos, c’est-a-dire intégre et intégralement fermé dans
son corps des fractions, ce qui veut dire que les seuls éléments de son corps des fractions qui
soient racines de polynomes unitaires a coefficients dans A sont les éléments de A, et enfin,
de dimension de Krull 0 ou 1, ce qui signifie que tous ses idéaux premiers non nuls sont
maximaux. Ces trois derniéres propriétés font de A un anneau de Dedekind.

Si K est un corps de nombres quadratique, donc engendré par une racine carrée d’un

entier d, différent de 1 et sans facteur carré, il est bien connu que selon que 1’on ait d = 2,3

1+ Vd
2
par exemple [22] ou [28]). Il existe par conséquent dans les deux cas un élément 0 € A

(mod 4) ou d = 1 (mod 4), 'anneau A est égal soit & Z [\/E} soit & 7Z (voir
tel que A = Z[0]. Cependant, cette propriété n’est pas garantie lorsque K est un corps de
nombres de degré > 3. En fait, dans ce cas, il peut arriver que pour tout § € A, Z [f] soit un
sous-anneau propre de A. D’ou l'intérét de la notion d’indice. Par définition, 'indice d’un
entier § d’un corps de nombres K, noté I(6), est tout simplement U'indice de Z [f] dans A
en tant que groupes additifs si K = Q(#) et 0 si K # Q(). On peut aussi le définir a
partir de la notion de discriminant : si K est un corps de nombres de degré n sur Q et si D
désigne le discriminant de K sur Q, I'indice de 6 est entier naturel 7(#) défini par I'égalité :
Discgg(1,0,...,0" ") = (1(9))D.

Le chapitre 1 constitue un rappel assez succinct des principales notions concernant les
corps de nombres. Ce rappel concerne donc les extensions algébriques, en particulier les ex-

tensions algébriques finies, dont les corps de nombres, et la notion d’extension galoisienne



finie. Il concerne également les entiers d’un corps de nombres dont I’ensemble jouit de cer-
taines propriétés grace a ses structures de Z-module libre et d’anneau de Dedekind. De méme,
nous évoquons la notion de discriminant d’une extension et ses différentes propriétés. Enfin,
nous rappelons le théoreme sur la décomposition d’un idéal en produit d’idéaux premiers
dans les anneaux de Dedekind et les notions d’indice de ramification et de degré résiduel
ainsi que la formule qui lie le degré du corps de nombres considéré aux idéaux premiers
apparaissant dans la décomposition d’un nombre premier.

Le second chapitre est consacré a la notion de dénominateur de nombre algébrique ainsi
qu’a celles de petit indice et de grand indice (on dira simplement indice au lieu de grand
indice) dans les corps de nombres. Si v est un nombre algébrique quelconque, 'ensemble de
tous les entiers rationnels n tels que ny soit un entier algébrique est un idéal non nul de Z.
Par définition, le dénominateur de ~y est le générateur positif de celui-ci. La seconde section
traite de la notion de petit indice. Etant donné un corps de nombres K et un entier 6 de
K dont le polynome minimal sur le corps des nombres rationnels est g(x), on appelle petit
indice de 6 et on note i(6) le plus grand commun diviseur de g(x) lorsque x parcourt Z.
Gunji et McQuillan [14] définissent alors le petit indice de K, que 'on note i(K), comme
étant le plus petit multiple commun de ’ensemble des i(6) lorsque 6 parcourt I’ensemble des
entiers primitifs de K. Enfin, dans la derniére section nous définissons ce qu’est l'indice (ou
le grand indice s'il y a confusion) d’un entier algébrique, notion centrale a laquelle tout le
reste du document est consacré. (Plus loin, a la fin du chapitre 4, nous verrons a travers un
résultat di & Ayad et Kihel [6], qu'une relation étroite existe entre les notions de petit et de
grand indices).

Le troisiéme chapitre traite de la notion de polynéme minimal de congruence modulo un
nombre premier. Soient K un corps de nombres, A son anneau des entiers, # un élément
quelconque de A de polynéme minimal F'(z) € Z [x] et p un nombre premier. On consideére
dans l'anneau principal F, [x] 'ensemble Ejy de tous les polynomes qui s’annulent en 0 =
0+ pA. C’est clairement un idéal et il est non nul. Il existe donc un polynéme unitaire go(z)
dans [, [z] engendrant Ejy. Le polyndome minimal de congruence modulo p de 6 est alors
par définition un relévement unitaire dans Z [z] de go(x). Il est unique modulo p et est noté
My(p, x). Ce polyndme joue un role essentiel car il détermine si p est un diviseur ou pas de
Iindice de 6. Dans le reste du chapitre, nous passons en revue un certain nombre de résultats

qui consistent en des conditions, nécessaires ou suffisantes (ou nécessaires et suffisantes) pour



qu’un nombre premier soit un diviseur de 'indice d’un entier algébrique donné.

Le chapitre 4 est le prolongement naturel du chapitre 3. Un nombre premier p est dit
facteur commun d’indices, f.c.i. en abrégé, dans un corps de nombres K, si p est un diviseur
de I(6) pour tout entier # de K. Dans ce chapitre, nous étudions les conditions qui font qu’un
nombre premier p est f.c.i. ou pas dans un corps donné. Nous rappelons certains résultats
anciens comme celui de Zylinski : tout facteur commun d’indices dans un corps de nombres
donné est strictement plus petit que le degré de ce corps, puis celui de Hensel qui offre, lui,
une condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre premier soit f.c.i. dans un corps de
nombres donné. Cette derniére condition repose sur la décomposition des nombres premiers
en produit d’idéaux premiers dans les corps de nombres. Un autre résultat, di & Ayad et
Kihel, affirme que pour qu'un nombre premier soit un f.c.i. dans un corps de nombres K, il
est nécessaire qu’il divise un certain invariant lié au corps de nombres K, le petit indice de
K, déja défini dans le chapitre 2.

Dans le cinquiéme et dernier chapitre nous introduisons une nouvelle fonction, notée
Iy, liée au corps de nombres K, qui permet de calculer pour un nombre premier p donné, le
nombre, noté i, (p), des entiers de K incongrus modulo p dont I'indice est divisible par p. Une
formule explicite de pj (p) est donnée. Cette valeur dépend uniquement de la décomposition
de p dans K. La connaissance de la décomposition de p permet donc de déterminer la valeur
de pgx(p) et en particulier de savoir si p est f.c.i. ou pas dans K. Des tables donnant la
valeur de p(p), en fonction de la décomposition de p, sont établies pour les degrés 4,5 et 6.
Réciproquement, la connaissance préalable de la valeur de py (p) permet, dans certains cas,
de déterminer le type de décomposition de p dans K.

Enfin, nous nous sommes intéressés a la situation ot pour un nombre premier p donné,
deux corps de nombres K et K’ de méme degré vérifient py(p) = px(p). Nous conjecturons
que si p n’est pas f.c.i. dans K et K’ et que si les décompositions de p dans K et K’ sont
spéciales, en particulier si les deux corps de nombres sont galoisiens, alors les parameétres
de ces deux décompositions sont pareils. C’est 'objet du dernier théoréme contenu dans ce
document et qui consiste en la démonstration de cette conjecture, lorsque le nombre premier

p est suffisamment grand.






Chapitre 1

Rappels sur les entiers algébriques

1.1 Extensions algébriques et extensions galoisiennes

Soient deux corps commutatifs L et K tels que L O K. On parle alors d’extension de
L sur K et on écrit L/K. Un élément de L est dit algébrique sur K s’il est racine d’'un
polynéme non constant a coefficients dans K. On dit que 'extension L/K est algébrique si
tous les éléments de L sont algébriques sur K et transcendante sinon. Si un élément 6 de
L est algébrique sur K, 'ensemble des polynémes de ’anneau principal K [x] annulés par 6
est un idéal de cet anneau. Il existe un polynéme unitaire unique de degré > 1 dans K [z]
engendrant cet idéal. Il est irréductible sur K. Il est appelé le polynéme minimal de 6 sur K
et est noté Irr(0, K). Le degré de 6 sur K est par définition deg(Irr(0, K)), c’est-a-dire le
degré de son polynéme minimal sur K. C’est aussi la dimension du K-espace vectoriel K (6),
appelée également le degré de 'extension K (6)/K, K(f) désignant le plus petit sous-corps
de L contenant & la fois K et #. Une extension est dite finie si elle est de degré fini. Toute
extension L/K finie est algébrique. Si L/K est une extension quelconque, il arrive qu’il
existe des éléments 6 de L vérifiant L = K (). De tels éléments sont dits éléments primitifs
de 'extension L/K.

Soit K un corps commutatif quelconque. Il existe un corps {2 contenant K tel que € soit
algébrique sur K et algébriquement clos (c’est-a-dire dont les seuls polyndmes irréductibles
soient les polynomes de degré 1, ce qui veut dire aussi qu’elle est la seule extension algébrique
d’elle-méme). 2 est appelé cloture algébrique de K. On montre que la cloture algébrique d'un
corps est unique a isomorphisme pres. Si P(x) est un polynome quelconque de K [z]| de degré

n > 1, P(x) posseéde n racines dans €2, chacune étant comptée avec son ordre de multiplicité.



Soit L /K une extension algébrique. Deux éléments 6 et 6’ de L sont dits conjugués s'ils
ont le méme polynéme minimal sur K. Si f est un homomorphisme de L dans un corps
algébriquement clos quelconque €2 contenant L, laissant fixes les éléments de K, alors f
transforme tout élément € de L en I'un de ses conjugués sur K.

Soit L/ K une extension finie. L’ensemble Aut(L) de tous les automorphismes (de corps) de
L est un groupe. De méme pour I’ensemble de tous les automorphismes de L qui laissent fixes
les éléments de K. Ce dernier, noté Autg (L), est un sous-groupe de Aut(L). Etant donné
un sous-groupe H quelconque du groupe G = Aut (L), ’ensemble de tous les éléments de L
laissés fixes par tous les éléments de H est un sous-corps de L contenant K, appelé le sous-
corps des invariants de H. Inversement, étant donné un sous-corps K’ de L contenant K,
I’ensemble de tous les éléments de G laissant fixes tous les éléments de K’ est un sous-groupe
de G. L’extension L/K est dite galoisienne (ou, le corps L est galoisien sur le corps K) si
K coincide avec le sous-corps des invariants de Auty(L). Dans ce cas, il existe, d’apres le
théoréeme fondamental de Galois, une correspondance biunivoque entre 1’ensemble des sous-
groupes de G et I’ensemble des sous-corps de L contenant K. Le groupe G est appelé dans
ce cas le groupe de Galois de I'extension L/K et est noté Gal(L/K). Il est fini et le nombre
de ses éléments est égal au degré de l'extension L/K.

Si L/K est une extension galoisienne finie de degré n, il existe dans L des éléments
primitifs. Si 6 est 'un d’eux alors L = K(0) et les éléments o074, ..., 0, du groupe de Galois
Gal(L/K) sont entiérement déterminés par o1(f), ..., 0,(0), c’est-a-dire par les images de 6

par les o;.

1.2 Corps de nombres
Définissons d’abord ce que I'on entend par nombre algébrique.

Définition 1.2.1 On appelle nombre algébrique tout mombre complexe, algébrique sur le
corps Q des nombres rationnels, c’est-a-dire racine d’un polynome non nul o coefficients

dans ce corps.

Définition 1.2.2 On appelle corps de nombres tout sous-corps K de C tel que l’extension

K/Q soit finie.



Tout corps de nombres K admet des éléments primitifs. Si K est de degré n sur QQ, un
élément quelconque 6 de K est algébrique sur Q et de degré un diviseur de n. Un élément 6
de K est un élément primitif de K si et seulement si son degré est égal & n. Si oui, la famille
{1, o,..., 9”*1} est une base de K comme Q-espace vectoriel.

Si K est un corps de nombres, pour tout § dans K, le polynéme minimal Irr(6, Q) n’a que
des racines simples dans C. On dit que l'extension K/Q est séparable. K/Q est galoisienne
(on dit aussi le corps de nombres K est galoisien) si et seulement si elle est normale, c’est-a-
dire que les conjugués sur Q de tout élément de K se trouvent dans K. Cela équivaut a dire
que si 6 est un élément quelconque de K, son polyndéme minimal Irr(6, Q) se "décompose
complétement" dans K [x], autrement dit, qu'’il s’y écrit comme produit de facteurs de degré
1, ou encore, que tout plongement de K dans C est un automorphisme de K.

Soit K un corps de nombres de degré n. Il existe alors n plongements o4, ..., 0, de K dans
C, appelés aussi les isomorphismes distincts de K dans C. Comme Q est un corps premier,
ses éléments sont laissés fixes par chacun des o;. Si 6 est un élément primitif quelconque de
K, chacun des o; est entierement déterminé par 'image dans C qu’il affecte & 6. De plus,
un élément quelconque de K est primitif si et seulement si ses images par les o; sont deux
a deux distinctes, et il est dans QQ si et seulement s’il reste fixe par chacun des ;. Si K est
galoisien (sur Q), ces n isomorphismes distincts sont en fait des automorphismes de K et

constituent le groupe de Galois Gal(K/Q) de l'extension K/Q.

1.3 Entiers algébriques, ’anneau des entiers d’un corps
de nombres

Définition 1.3.1 On appelle entier algébrique tout nombre complexe racine d’un polynéome
unitaire a coefficients dans 'anneau des entiers rationnels Z, autrement dit, tout nombre

algébrique dont le polynome minimal appartienne a 7 [z).

On montre que la somme et le produit d’un nombre fini d’entiers algébriques sont des
entiers algébriques. Si K est un corps de nombres quelconque, I’ensemble A de tous les
entiers algébriques contenus dans K est un sous-anneau de K, contenant Z, appelé I’anneau

des entiers de K. Si K est de degré n, A est un Z-module libre de rang n.

Définition 1.3.2 Soient K un corps de nombres et A son anneau des entiers. On appelle



base de A (ou base des entiers de K ) toute base du Z-module libre A.

Si K est un corps de nombres de degré n sur Q et A son anneau des entiers, une base des
entiers de K est donc une famille de n éléments w1, ws, ...,w, de A telle que tout élément 0
de A peut étre écrit et de maniére unique sous la forme 0 = a;wq + asws + ... + a,w, ou les

a;,1 =1,...,n, sont des entiers rationnels.

Remarque 1.3.1 Soient K un corps de nombres et A son anneau des entiers. Par multi-
plication par un entier rationnel convenable, on peut toujours obtenir & partir d’un élément
primitif donné de K sur Q, un élément primitif 0 qui soit un entier algébrique. La famille
{1, o,..., 6’”_1} est alors une base, formée d’entiers, de l'extension K/Q. Ce n’est pas forcé-
ment une base des entiers de K. En fait, en tant que famille d’éléments de la Z-algébre A,

elle engendre la sous-Z-algébre Z [0] et qui ne coincide pas toujours avec A.

1.4 Discriminant d’un corps de nombres

Soient K un corps de nombres de degré n et o1, ..., 0, les n isomorphismes distincts de K
dans C.

Soit (61, ..., 0,) un uplet quelconque d’éléments de K. Le discriminant, noté Discg (01, ..., 0n),
de ce uplet par rapport a l'extension K/Q, est par définition le carré du déterminant de la

matrice (0;(0;)); ;. Cest-a-dire :

0'1(91) 0'1(92) Ul(en)

0 05) ... 0
DiSCK/@(91,...,0n) = |gl.(9j)|2 _ 02(01) oa(02) o2(0n)

on(01) o,(02) ... 0,(0,)

Le discriminant possede les propriétés données dans le résultat suivant.
Proposition 1.4.1 Soit (01, ...,0,) un uplet d’éléments d’un corps de nombres K de degré
n.

(1) Discgg(bh, ..., 0,) est invariant par permutation quelconque de l’ensemble {01, ...,0,}.

(2) Si T désigne la fonction "trace” sur lextension K/Q, on a l’égalité suivante :

DiscK/Q(Ql, ceey Hn) = |T(97,9J)|



(3) Discig(bh, ...,0,) est invariant aux différents plongements o; de K dans C.

(4) Disckg(bn,....0,) = 0 si et seulement si 0y, ...,0, sont K-linéairement dépendants.

(5) Si (o, ..., est une base des entiers de K et si pour tout i € {1,...,n},0; = > a;;a;,
j=1

alors :

Discgg(b1, ..., 0,) = det(a;;)* Discrjg(ar, ..., ).

De la propriété (3) on déduit que Discg/g(1, ...,0,) est un élément de Q. Si les 6; sont
des entiers de K, Discgg(01,...,0,) est un élément de Z.

La propriété (5) implique, elle, que si (a, ..., ;) et (a, ..., o) sont deux bases quelconques
des entiers de K, alors leurs discriminants respectifs sont égaux. Cela permet de définir le

discriminant d’un corps de nombres.

Définition 1.4.1 Soit K un corps de nombres, on appelle discriminant de K (ou discrimi-
nant de K sur Q), et on note Disc(K) ou D(K), le discriminant par rapport & l’extension
K/Q de n’importe quelle base des entiers de K.

Autrement dit, si (w1, ...,w,) est une base quelconque des entiers de K, on a

Disc(K) = Discrg(wi, ..., wWn).

1.5 Décomposition d’un nombre premier dans un corps
de nombres

Soient K un corps de nombres. On a rappelé dans la section 3 du présent chapitre la
structure de Z-module libre de A. Dans cette section, nous considérons A en sa qualité d’
anneau de Dedekind.

On rappelle qu’un anneau A est dit noethérien si, dans cet anneau, I’'une des trois condi-
tions équivalentes suivantes est réalisée.

(a) Toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire.

(b) Toute famille non vide d’idéaux de A admet un élément maximal.

(c) Tout idéal de A est de type fini.
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Un anneau A est dit intégralement clos s’il est intégre et si les seuls éléments de son
corps des fractions qui soient entiers sur A, autrement dit, qui soient racines de polynomes
unitaires a coefficients dans A, sont les éléments de A.

La définition d’un anneau de Dedekind est donnée dans ce qui suit.

Définition 1.5.1 Un anneau est dit de Dedekind s’il est noethérien, intégralement clos et

dont tous les idéaux premiers non nuls sont maximaux.

Ainsi, les anneaux principaux, en particulier I'anneau 7Z des entiers rationnels, sont des
anneaux de Dedekind. De méme, on montre que, plus généralement, si A est un anneau de
Dedekind de caractéristique 0 de corps des fractions K et si L est une extension finie de
K, alors I'ensemble de tous les éléments de L entiers sur A (c’est-a-dire dont les polynémes

minimaux respectifs sur K sont & coefficients dans A) est un anneau de Dedekind.
Théoréme 1.5.1 L’anneau des entiers d’un corps de nombres est un anneau de Dedekind.

Un anneau de Dedekind étant intégre, 'idéal nul est un idéal premier. La propriété fon-
damentale vérifiée par un anneau de Dedekind est qu’un idéal quelconque peut s’écrire et
de maniére unique comme un produit fini d’idéaux premiers. En particulier, un idéal non
nul a une écriture unique comme produit d’un nombre fini d’idéaux premiers non nuls, donc

d’idéaux maximaux. C’est le résultat suivant.

Théoréme 1.5.2 Soit A un anneau de Dedekind. Tout idéal a de A, non nul et différent de

A, posséde une écriture unique (4 'ordre prés des termes) sous la forme :

a=P..Pr

ot r et les e; sont des entiers naturels > 1 et les P; des idéaux premiers non nuls (donc

mazximauz) de A.

Remarque 1.5.1 La notion d’anneau de Dedekind est plus générale que celle d’anneau prin-
cipal et ['unicité de la décomposition d’un élément comme produit d’éléments irréductibles
(a la multiplication prés par un élément inversible), valable dans les anneauz principauz, ne
I’est pas toujours dans des anneaux de Dedekind quelconques. Celle-ci est remplacée par celle

des idéaux comme produits d’idéaux premiers.

11



Dans les anneaux noethériens, catégorie nettement plus large que celle des anneauzr de De-
dekind, il est une décomposition des idéaux qui soit garantie : la "décomposition primaire”.
Un idéal I d’un anneau A est dit primaire s’il est différent de A et si pour tous x et y dans
A dont le produit xy soit dans I, l’élément x ou une puissance de l’élément y est dans I.
Un résultat datant du début du XX-éme siécle, le "théoréeme de Lasker-Noether”, affirme
que tout idéal d’un anneau noethérien est intersection d’un nombre fini d’idéaux primaires.
C’est cette décomposition primaire qui se transforme, dans le cas particulier des anneaux de
Dedekind, en la décomposition en produit d’idéaur premiers. En effet, les idéaux primaires
dans les anneaux de Dedekind sont en fait (0) et les puissances d’idéaux premiers non nuls,
tandis qu’ une intersection d’idéaux primaires, dont les radicaux sont distincts deux & deux,
est égale a leur produit, étant donné que les idéaux puissances d’idéaux premiers non nuls,

donc maximaux, sont étrangers deux o deux.

Remarque 1.5.2 En réalité, le résultat énoncé dans le théoréeme 1.5.2 s’étend aux idéaux
fractionnaires de A (on dit aussi de K) (Voir par exemple [22] ou [28]). Un idéal frac-
tionnaire d’un anneau intégre quelconque A de corps des fractions K est par définition tout
sous-A-module I de K formé d’éléments ayant un dénominateur commun dans A, c’est-a-
dire tel qu’il existe un élément d € A vérifiant : Vx € I, dx € A.

Les idéaux de A sont des idéaux fractionnaires de A en prenant d = 1. Plus généralement,
les sous-A-modules de type fini de K sont des idéaux fractionnaires de A.

L’ensemble des idéaux fractionnaires de K peut étre muni de maniére naturelle d’une mul-
tiplication qui en fait un monoide dont l’élément neutre est A.

On montre que si A est un anneau de Dedekind, ce monoide est un groupe et la décomposi-

tion des idéauxr de A s’étend aux idéaux fractionnaires comme suit.

Tout idéal fractionnaire non nul b de A, différent de A, peut s’écrire et de maniére unique

sous la forme :

b =P P

our € N* les e; € Z* et ou les P; sont des idéaux premiers non nuls de A.

Corollaire 1.5.1 Soient K un corps de nombres et A son anneau des entiers. Alors tout
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idéal non nul a de A posséde une écriture unique (& l'ordre prés des termes) sous la forme :

a=P.Pr

ou r et les e; sont des entiers naturels > 1 et les P; des idéaux premiers non nuls de A.

Soient K un corps de nombres d’anneau des entiers A et p un nombre premier. L’idéal
pA engendré par p dans A n’est pas forcément un idéal premier de A. C’est, d’aprés ce qui
précede, un produit d’idéaux premiers de A. Les idéaux premiers qui interviennent dans la
décomposition de pA sont exactement les idéaux premiers P de A vérifiant P NZ = pZ. 1ls
sont en nombre fini et sont appelés les idéaux premiers de A (ou de K') au dessus de p. Si P
est 'un d’eux, le corps Z/pZ = FF, s’identifie & un sous-corps du corps A/P. Ce dernier est
donc une extension du corps premier [F,. On montre que I'extension (A/P)/F, est de degré
fini fp. Cet entier fp est alors appelé le degré résiduel de P sur p. Par ailleurs, I’exposant e,
ou ep, avec lequel apparait P dans la décomposition de pA est appelé I'indice de ramification
de P sur p.

L’anneau quotient A/pA possede également une structure naturelle de F,-espace vectoriel.
On montre qu’il est de dimension finie. Le résultat suivant donne une formule reliant cette
dimension aux degrés résiduels et autres indices de ramification des idéaux premiers de A

au dessus de p ainsi qu’au degré du corps de nombres considéré.

Théoréme 1.5.3 Soient K un corps de nombres de degré n sur Q et A son anneau des
entiers. Soit p un nombre premier dont on suppose la décomposition en produit d’idéaux pre-

maiers donnée comme suit :

pA =Pt P

ot r est un entier naturel non nul et ot, pour tout i € {1,...,r}, le degré résiduel fp, de P;
est f;.
Alors on a l’égalité suivante :

.

Zeifi =[A/pA:F,| =n.

i=1
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Le nombre premier p est dit inerte dans A (on dit aussi dans K) si I'idéal pA est un idéal
premier de A, c’est-a-dire si dans la décomposition ci-dessus de pA, on a r = e; = 1 et donc
f =mn. Il est dit ramifié si I'un des e; est > 2 et complétement décomposé si r = n. Dans ce
dernier cas on a alors e; = f; = 1 pour tout i € {1,....,n}.

Le résultat suivant précise les nombres premiers qui sont ramifiés dans un corps de nombres

donné selon la valeur du discriminant de celui-ci.

Théoréme 1.5.4 Soit K un corps de nombres. Alors les nombres premiers qui se ramifient

dans K sont ceux qui divisent le discriminant de K sur Q. Ils sont de ce fait en nombre fini.

Pour plus de détails sur les différentes notions contenues dans ce premier chapitre, on

peut consulter [8], [22] et [28].
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Chapitre 2

Dénominateurs de nombres

algébriques et indices

2.1 Dénominateurs de nombres algébriques

Soient K un corps de nombres de degré n > 2 sur QQ, A son anneau des entiers et ~
un élément primitif de K. Son polynéme minimal sur Q est alors un polynéme de degré
n & coefficients rationnels. Par multiplication par un entier rationnel convenable, on peut
toujours se ramener & un polynome de degré n a coefficients entiers. On définit le polynéme

minimal sur Z de v de la maniére suivante.

Définition 2.1.1 On appelle polynéme minimal sur Z de v et on note Irr(y,Z) l'unique
polynome g(z) = a,2" + a, 12" '+ ...+ a1x +ag € Z [7] tel que a, > 1 et ged(ag, ..., a,) = 1

annulé par .
Remarque 2.1.1 L’élément v est un entier de K si et seulement si Irr(v,Q) =Irr(vy,Z).

Si 'on note par ¢ = ¢(7) le coefficient dominant a,, de Irr(v,Z), il est clair que puisque
Y+ ap_1Y+ ...+ a1y +ag = 0, alors par multiplication par ¢"~ !, on a: (¢y)" +a,_1(cy)" 1+
o+ 2a1(cy) + " ag = 0. L’élément ¢y est donc racine du polynome unitaire & coefficients
dans Z défini par : h(z) = 2" + ap_12" 1 + ... + " 2a1x + " tag. Cest donc un élément de
A.

Dans la suite, on appellera, par abus de langage, coefficient dominant du nombre algé-

brique v l'entier ¢(v) défini ci-dessus.
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Posons J(v) = {m € N,my € A}. L’ensemble J(v) est clairement un idéal non nul de
Z. 11 existe donc un entier d(y) > 1 (unique) engendrant J(y). L’entier d(v) est appelé le
dénominateur du nombre algébrique v. Compte tenu de ce qui précede, il est évident que
d(7) est plus petit ou égal a c(7) et méme un diviseur (dans Z) de ¢(7y). (Voir [1], [2] ou [3]).

Etant donné un nombre algébrique v, on n’a pas forcément 1'égalité de c(7) et d(v). Par
exemple, si v est une racine (dans C) du polynéme irréductible (sur Q) 422 + 2z + 1, il est
clair que ¢(y) = 4 tandis que d(vy) = 2, étant donné que le nombre algébrique 2y vérifie
(29)2+ (27)+1=0.

Arno, Robinson et Wheeler [1] ont étudié la densité des nombres algébriques pour lesquels
les dénominateur et coefficient dominant sont égaux. Plus précisément, en utilisant un résul-
tat de J. E. Nymann sur la probabilité que k entiers strictement positifs soient premiers entre
eux dans leur ensemble [25] et un calcul di & Pélya et Szeg6 [27] du nombre de polyndomes
de Z [x] primitifs de degré donné et dont les coefficients sont en valeur absolue bornés par un
certain entier donné, ils ont calculé la proportion des nombres algébriques v de degré donné

d tels que d(7y) = ¢(7y). C’est le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.1 La densité des nombres algébriques v de degré donné d tels que d(v) = ¢(7)

est égale a

1 (1= )
E[(l_ﬁ(l_pdlﬂ)>

ot le produit porte sur tous les nombres premiers.

1
1l s’ensuit que cette densité tend vers —— lorsque d tend vers oo.

¢(3)

Remarque 2.1.2 FEtant donnés un corps de nombres K, un élément v de K de degré n
et un nombre premier p, il est clair que si k = v,(c(v)), alors v,(d(7)) est comprise entre
k et nk. Dans un récent article paru en 2015, Ayad, Bayad et Kihel ont étudié les valeurs
possibles prises par vy(d(7y)) lorsque v parcourt K. Voir [2].

Soient 0 et #' deux entiers algébriques primitifs d'un corps de nombres de degré n, p un
nombre premier quelconque et k& un entier rationnel > 1. On suppose que p ne divise pas 0

et que # = 6’ (mod p*). On peut se poser la question suivante.
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A-t-on légalité : (%) : vp(c(%)) = vp(c(e—k)) ?
p p

On verra dans ce qui suit que dans le cas des corps de nombres quadratiques, la réponse
est oul.
Notons par 6;, i = 1, ...,n, les conjugués de 6 et pour tout m = 1, ..., n, par s,,(#), Uentier
rationnel défini par s,,(0) = >  6,6;,...0;, . Alors
11<... <0
Irr(0,Q) = Irr(0,Z) = f(z) = 2™ — s1(0) 2" + 52(0)2™ 2 — ... + (=1)"s,,(0).
0 0
Dans ce cas, [TT(E, Q) vérifie : f(pFx) = p”’“]rr(ﬁ, Q).
0
D’autre part, f(p*z) = Cont(f(p*x)) x Irr(—,Z). On en tire : ¢
p p
0
ﬁ)) = nk — v,(Cont(f(p*z)).
/

De meéme, si g(z) = Irr(0',Q) = Irr(¢',Z), on a : vp(c(%)) = nk — v,(Cont(g(p*x))

)= —————,¢€n

0 pnk
Pt Cont(f(pFz))’

particulier, v, (c(

Démontrer I’égalité (x) revient donc & démontrer I’égalité suivante :

up(Cont(f(p*x)) = v,(Cont(g(p*))

Par hypothése, 8’ = 0 + p*a pour un certain entier algébrique oo € Q(6) = Q(#'). Si I’on note
par 01,....,0' les conjugués de ' et par ay, ..., a, ceux de a (numérotés de sorte que pour
tout i, les éléments 6 et «; correspondent respectivement a I'image de 6 et a celle de a par
le méme Q-isomorphisme de Q(f) dans C), on a pour tout i : #; = 0; + p*a;. Par conséquent,
on a :

g(z) = 2" — 51(0) 2" + 59(0)2" 2 — ...+ (—=1)"s,(0)

=" — 51(0 4 pFa)z™ ! + s3(0 + pFa)a" Tt — L+ (=1)"s,(0 + pFa)

Mais,
81(9 —I—pka) = 81((9) —+ pksl(oz), 82(9 —|'ka¥) = 2(91 + pkozi)(t?j —i—pkozj)
i<j
= > [0:0; + pF (b + 0;) + p* (ieyy)] = 52(0) + PP (3o (b + ;6;)) + p** s5(a)
i<j 1<J

sn (0 + pFa) = T1(0; + p*a;) = (I16:) + p*

)

ar ([160:) + ... + an(]]60:)

i#1 i#n

—l—p% 109 (H 91)) 4+ ...

i#1,2
En fait, pour tout i = 1,....n, s;(0") = s;(6) + pFa; pour un certain entier rationnel a,;. Donc,

+ .. —I—pnknai =5,(0) +p*[..] + ... + pFs, ()

7

g(x) =" — [31(9) —i—pkal} a4 [82(0) —l—pkag} " — (=) [sn(H) —I—pkan}.
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On a finalement :

FFz) = pa” = p sy (0)2" 4+ (1) sua ()2 + (1) s (0)

et

g(pFz) = 2" — pn= Dk [51(6’) —i—pkal] 4

A (D) F [801(0) + pPap—1] @ + (1) [54(0) + pFay] -
Lemme 2.1.1 Si Cont(f(p*z)) = p' avec t < k alors v,(Cont(f(p*x)) = v,(Cont(g(p*z)).

Démonstration. En effet, si t < k, alors d’aprés ce qui précede, p* divise tous les coefficients
de g(p*x). Par conséquent, v,(Cont(f(p*z)) < v,(Cont(g(p*x)). Mais 0 et 6’ jouant des roles
symétriques, on a aussi v,(Cont(g(pFr)) < v,(Cont(f(p*z)) d’ou I'égalité. m

Dans la suite, nous montrons que ’égalité (x) est vraie dans le cas des corps quadratiques.

Nous avons besoin pour cela du lemme suivant.

Lemme 2.1.2 Soit 0 un entier algébrique primitif de polynéme minimal f(x) d’un corps
quadratique Q(\/c_i), ot d # 1 et d sans facteur carré, p un nombre premier quelconque et k

un entier > 1. On suppose 0 non congru ¢ 0 (modp). Alors :

vo(Cont(f(2Fx))) <

E+1 sid=2,3(mod4)
vp(Cont(f(px))) <k

si d = 1(mod 4)

Démonstration. 1) Cas d = 2,3 (mod 4) 0 s'écrit : § = a + bV/d, a et b entiers rationnels

non tous deux divisibles par p. Dans ce cas, f(x) = x? — 2ax + a® — db* et f(pFx) =
p*a? — 2pFax + a* — db?. Supposons p # 2. Si v,(Cont(f(p*z))) > k, alors p**1 divise 2p*a
et a®> — db®. Par conséquent, p divise a et p? divise a® — db®. Mais comme p? divise a? alors
il est diviseur de db? donc de b2, d étant sans facteur carré. Finalement p divise & la fois a

et b ce qui contredit I’hypothése. Si p = 2, le méme raisonnement permet d’affirmer que la
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valuation 2-adique ne peut excéder k + 1 strictement car sinon 2 diviserait a la fois a et b.

1
2) Cas d =1 (mod4) 6 s’écrit : 0 = a + b( +2\/a

), a et b entiers rationnels non tous deux

1—d
15) et f(pha) = e -

1—-4d
ka(2a+b)x+a2+ab+b2(T). Montrons que v,(Cont(f(p*r))) < k Vp. En effet, si p # 2,

divisibles par p et on a : f(z) = 2% — (2a + b)x + a® + ab + b*(

d
v,(Cont(f(pFz))) > k impliquerait que p**! divise 2a + b et a? + ab + b*>(——) donc aussi
P 4

1—-d
4(a? + ab + b2(T)) = (2a + b)* — db*. Donc p divise 2a + b, ce qui implique que p* divise
(2a + b)? et donc aussi db?. Donc, p divise forcément b donc aussi 2a donc a. Contradiction
avec le fait que 0 soit non congru a 0 (mod p). Si p = 2, vo(Cont(f(2%x))) > k impliquerait

d
que 2 est diviseur de 2a + b et que 28+ est diviseur de a? + ab + b*( T) Donc, 2 divise b

(puisqu’il divise 2a+b et 2a) et 23 divise 4(a2+ab+b2(%)) = (2a+b)*—db%. k étant > 1,
283 est multiple de 16. Donc (2a + b)? — db? est multiple de 16. Or, modulo 16, db? = b? (car
b?> = 0(mod 4) et d = 1(mod 4) donc, (2a+b)* —db?* = (2a+b)?—b* = 4a(a+b) = 0(mod 16).
Et ceci n’est possible que si a est pair. Donc a et b sont tous les deux divisibles par 2, ce qui

contredit I’hypothése. m

Proposition 2.1.1 Soient 0 et ' deux entiers algébriques primitifs d’un corps quadratique,
p un nombre premier quelconque et k un entier rationnel > 1. On suppose que p ne divise

pas 0 et que 0 = 0 (mod p*). Alors

Démonstration. D’aprés les deux lemmes précédents, ’égalité (x) est vraie dans le cas des
corps quadratiques Q(v/d) avec d = 1(mod4) ainsi que dans celui des corps Q(v/d) avec
d = 2,3(mod 4) lorsque p # 2. Il reste donc seulement le cas Q(v/d) avec d = 2,3(mod 4)
lorsque p = 2. Dans ce cas, on a vu que vo(Cont(f(28z))) < k + 1. Or, f(2%z) = 22*2? —
2k lax +a? — db? et si 0 = 04 25a = a + bv/d + 25(c + ev/d), le polynome minimal g(z) sur
Q (ou sur Z) de 0" vérifie :

g(2Fx) = 2%g? — 2MF 1 (q + 2Fc)x + 2% + 28 Hlac + a? — (B2 + 2MF1be + 2%Ke?)d.

Montrons que si (Cont(f(2¥x))) = 2" avec t < k+ 1, alors 2! divise les coefficients de g(2"z).
Pour cela, il suffit de vérifier que 2¢ divise les coefficients du polynome :

g(2kx) — f(2kx) = 28 12kcy + 2%k % + 2kl — (28 1be 4 2%ke?)d,

ce qui est manifestement le cas. m
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2.2 Petit indice d’un corps de nombres

Dans cette section, nous traitons de la notion de petit indice d’un corps de nombres, une
notion défine par Gunji et McQuillan [14]. La section suivante traitera de la notion de grand
indice (ou plus simplement indice s’il n’y a pas de risque de confusion). Au chapitre 4, nous
verrons un lien entre les deux notions a travers un résultat de Ayad et Kihel [5].

Posons pour tout entier naturel k&

T 1 sik=0
k zr—1).(r—(k—1)) sik>1
x
Pour tout k, est un polynéme de degré k. Par conséquent, la famille des

k
pour k allant de 0 & n, est une base du Q-espace vectoriel Q,, [x] des polynomes de degré

< n & coefficients dans Q.
Soit un polynéme F'(z) appartenant a Q [z]. Dans [24], Nagell rappelle que F'(x) représente
des entiers pour toutes les valeurs entiéres de x si et seulement si F'(z) peut s’écrire sous la

forme :

x x
F(z)=ao+ a +...+a,
1

ou pour tout ¢ =0, ...,n, ila; € Z.

En particulier, si F'(x) est a coefficients entiers rationnels et qu’il est unitaire, alors :

x x
F(z)=ao+ a +...+a,
1 n
ou pour tout 2 =0,...,n, a; € Z et a, =1
) ) x x
En effet, si F'(z) s’écrit dans la base | 1, s sous la forme
1 n
x x
F(z)=ao+a; + .. Fa, alors
1 n

F(z) =ao+ a1z + asx(x — 1) + ... + apz(z — 1)...(x — (n — 1))
Il est clair que aq coincide avec le coefficient constant de F'(x) et a, avec son coefficient

dominant. Ils sont donc entiers et a,, vaut 1. Pour les autres coefficients, on peut remarquer
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que pour tout i = 1,...,n—1, le coefficient de z* peut s’écrire sous la forme a; + fi(a;;1, ..., a,)
ou f; est une forme linéaire d’ordre n — ¢ (autrement dit, f;(a;;1,...,a,) est de la forme
Cit1Qit1 + ... + cpay, OU les ¢; sont dans Z). On voit alors facilement que a,_; € Z, puis de
proche en proche que tous les a; € Z.

Dans ce qui suit, on définit le petit indice d’un entier algébrique.

Définition 2.2.1 Soit 6 un entier algébrique de polynéme minimal F(z) sur Q. On appelle
petit indice de 0 et on note i(0) le plus grand commun diviseur de ’ensemble {F(z),x € Z},

c’est-a-dire :

i(0) = gedF(z)

TEZ
On montre facilement (voir par exemple [5]), que Pécriture d’un polynoéme de degré n a

x
coefficients dans Z dans la base des , k=0,...,n, permet de déterminer rapidement

k

la valeur de son plus grand commun diviseur comme le montre la proposition ci-dessous.

Proposition 2.2.1 Soit F(z) un polynéme de Z [x] de degré n. On suppose que son écriture

x
dans la base des , k=0,...,n, est la suivante :
x x
F(z)=ao+a + ... Fa,
1 n

ol les a; € Z.

Alors :

gedF(z) = ged (jlay)

z€Z j€{0,...,n}

Corollaire 2.2.1 Soient 0 un entier algébrique de degré n sur Q et F(x) son polynéme

minimal. On suppose que F(x) s’écrit :

T
F(JI):CLO+CL1 +...+a,
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Alors :

Remarque 2.2.1 Avec les hypothéses de ce corollaire, on a a, = 1 et, par conséquent, i(0)
est un diviseur de n! et ceci pour tout 0 entier de degré n. Ainsi, pour tout corps de nombres,
lindice de n’importe lequel de ses entiers primitifs est diviseur de la factorielle du degré de

ce corps sur Q.
Cette remarque permet la définition suivante.

Définition 2.2.2 Soient K un corps de nombres de degré n d’anneau des entiers A. On
note par A, l'ensemble des entiers primitifs de K. On appelle alors petit indice de K et on

note i(K) le plus petit multiple commun des i(0) lorsque 0 parcourt A,. Autrement dit,

i(K) = lemi(0)

Ay

Exemple 2.2.1 Le cas des corps quadratiques.
1l est clair d’aprés ce qui précéde que pour tout entier algébrique de degré 2, le petit indice
ne peut étre que 1 ou 2. Si d est un entier différent de 1 sans facteur carré, on a le résultat

suiant (voir [23])

H(Q(Va)) = 2 sid=1 (mod38)

1 sinon

On peut, ici, vérifier directement (sans utiliser le corollaire 2.2.1) que, par exemple, si d = 1

(mod 8) alors i(Q(v/d)) = 2. En effet, dans ce cas, un entier quelconque de degré 2 peut étre
14 Vd

écrit sous la forme a + b avec b # 0 et son polynome minimal est

1 —
F(I):xQ—(2a+b)x+a2+ab+bQTd

Dire que i(Q(\/d)) = 2 équivaut o Uexistence d’un entier dont le petit indice est 2 donc d’un
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1—-d
couple (a,b) tel que 2 divise F(z) = 2> — (2a+b)x + a*+ab+ sz pour tout x € Z. Or, il

suffit que a soit pair et b impair pour que cette expression soit un entier pair pour toute valeur

1—-d

est pair donc aussi a®+ab+ b 1

de x. En effet, d étant congru a 1 (mod38), lentier
puisque a est pair. Il reste & voir la parité de v* — (2a+0b)z. Or, 22— (2a+b)x = x(xr —2a—1D)
et on voit que dans ce produit ['un des deux facteurs est forcément pair.

On peut voir de la méme maniére que si d = 2 ou 3(mod 4), alors i(Q(v/d)) = 1 en montrant
que tout entier est d’indice 1 (les entiers non primitifs, donc de degré 1, étant évidemment
d’indice 1 puisque d’indice diviseur de 1!). En effet, dans ce cas, tout entier 6 peut étre écrit
sous la forme a + bv/d et son polynéme minimal, si b # 0, est F(x) = 2% — 2ax + a® — db>.
On wvoit alors clairement que quelle que soit la "valeur"” du couple (a,b), la parité de F(x)
dépendra entiérement de celle de x. 2 n'est donc pas diviseur de F(x) pour toute valeur de

z et on a donc i(Q(vd)) = 1.

On voit que dans le cas des corps de nombres quadratiques, il existe toujours un entier
dont le petit indice est celui du corps. Le résultat suivant, di & Gunji et McQuillan [14],

généralise cette propriété a tous les corps de nombres.

Théoréme 2.2.1 Soit K un corps de nombres. Parmi les entiers de K qui sont primitifs,

il en existe au moins un dont le petit indice est multiple de celui de chacun des autres.

Etant donné un corps de nombres K de degré n sur Q, son petit indice i(K) est un
diviseur de n!. MacCluer donne ci-aprés une condition nécessaire et suffisante pour qu’un

nombre premier donné divise i(K).

Théoréme 2.2.2 Soit K un corps de nombres de degré n d’anneau des entiers A. Alors
i(K) > 1 si et seulement si pour un certain nombre premier p < n, le nombre d’idéaux
premiers de A au-dessus de p est au moins égal a p. Si oui, i(K) a exactement comme

diviseurs premiers les nombres premiers vérifiant cette propriété.

Remarque 2.2.2 D’autres résultats sur les notions de dénominateur et de petit indice sont

établis par Ayad, Bayad et Kihel [3], dont une généralisation du théoréme de MacCluer.

2.3 Indice (ou grand indice) d’un entier algébrique

Soit K un corps de nombres de degré n. On note par A 'anneau des entiers de K.
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On suppose que (wi,...,w,) est une base des entiers de K, autrement dit une base du
Z-module libre A.

Soit D le discriminant de K, c’est-a-dire D = Disc(K) = Discgg(wi, ..., wn).

D’apreés les propriétés du discriminant, pour tout § € A, on a :

Discig(1,0,...,0" ") = I(0)2D ot I(0) est défini par :

0 siK#£Q(0)
|det(P)| si K =Q(0)

1(0) =

P étant la matrice de passage de la base (wy, ...,w,) & la base (1,6, ...,6" ') (en tant que
bases du corps de nombres K sur Q).
Si 6 est un entier primitif de K, le nombre () est un entier naturel non nul et il coincide

avec 'indice du sous-groupe Z [f] dans le groupe A en tant que groupes additifs.

Définition 2.3.1 Soient K un corps de nombres de degré n sur Q d’anneau des entiers A

et 0 un élément quelconque de A. On appelle indice de 6 Uentier naturel 1(0) défini par

Disckg(1,0,...,0" ") = I(0)*D(K)

De plus, 1(0) est non nul si et seulement si 6 est un élément primitif de K et si oui, il est

égal a lindice de Z[0] dans A, en tant que groupes additifs.

Soit K un corps de nombres et A son anneau des entiers. On sait, il existe des éléments
primitifs dans K et méme des entiers primitifs, c’est-a-dire des éléments 0 de A tels que
K = Q (#). Mais, en dehors du cas ou K est quadratique, il n’existe pas toujours d’élément
0 de A dont les puissances engendrent le Z-module A, autrement dit, il n’existe pas toujours
d’élément 6 € A tel que A =Z10).

Cependant, si 0 est un entier primitif quelconque d’un corps de nombres K, le résultat
suivant, utilisant les propriétés des modules sur les anneaux principaux, affirme 1’existence
d’une base privilégiée de 'anneau des entiers de K et qui, dans la pratique, rend d’énormes

services.

Théoréme 2.3.1 Soit K un corps de nombres de degré n sur Q, A son anneau des entiers

et 0 un entier primitif de K.
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Alors il existe une base de A de type :

(1 f].(e) fnfl(e))
Cody T dps
ot les d; sont des entiers rationnels non nuls vérifiant dy | ds | ... | d,—1 et ot pour tout

ie{l,...n—1}, f; est un polynome unitaire a coefficients dans 7. de degré i.

De plus, les d; sont déterminés de maniére unique et on a :

1(0) = dids...d 1

Démonstration. Voir [22]. Pour la derniere égalité, il suffit d’utiliser la propriété 4) concer-

nant le discriminant et de remarquer que le vecteur colonne

f1(0) ()
0 ey Wy = i )

(C{)l - ]-an -

est I'image par une matrice carrée triangulaire du vecteur colonne (1,6, ...,60" ") et dont les
1

coefficients de la diagonale sont 1, —,..., ——. =
dl dn—l
Nous avons vu dans la premiére section de ce chapitre les notions de coefficient dominant
et de dénominateur d’'un nombre algébrique, notions qui se confondent "souvent" grace au
résultat de Arno, Robinson et Wheeler [1]. Le résultat suivant, dont la démonstration utilise le
théoréme précédent, compare les coefficients dominants de deux nombres algébriques vérifiant

certaines conditions.

Théoréme 2.3.2 Soient p un nombre premier, 0 et ' deux entiers d’un corps de nombres
K tels que 6 = 6'(mod p). On suppose 0 primitif, non congru a 0 (mod p) et que pt I1(0).

Alors 0" est aussi un élément primitif de K et on a l’égalité :

0 o
0(1_7) = C(;

)

Démonstration. On suppose que K est de degré n sur Q. §' peut s’écrire 8 = 6§ + py ou
v est un certain entier de K. Notons par 61,0, ...,0, et v,,7s,...,7, les n images de 0 et v
respectivement par les n isomorphismes distincts de K dans C. Les 6; sont les racines du

polynome caractéristique de 6 et qui, 6 étant primitif, coincide avec son polynéme minimal

25



sur Q tandis que les ~, sont les racines du polynome caractéristique de v (donc aussi racines
de son polyndome minimal mais sans étre forcément deux & deux distinctes). Les conjugués
de 0" sur Q sont alors les entiers 0] = 01 + py,, 05 = 02 + pysy, ..., 0, = 0, + pv,,. L’hypothese

"6 non congru a 0 (mod p)"

0
signifie ¢(=) = p' avec t > 1. Ce t est le plus petit entier tel
p
que p' X Irr(0,Q) € Z [z]. Si pour tout entier v primitif, s;(«), sa(a), ..., s, () désignent les
fonctions élémentaires symétriques des racines de Irr(a, Q), cette hypotheése signifie que ¢

0
est le plus petit entier tel que p's;(=) € Z pour tout j = 1,...,n. On va montrer que si
p

o' ) o : : . .
c(—) = p" alors t <. Cela impliquerait par symétrie que 'on a aussi t' < ¢ d’ou 1'égalité.

0 1 6’ 1
Il est clair que s;(-) = Esj(H) et, de méme, s;(—) = ﬁsj(ﬁ'). Par conséquent, ¢ est le plus
p p

petit entier tel que p'~7s;(f) € Z, ce qui signifie aussi que ¢ est le plus petit entier tel que
P’ | s;(0) pour tout j =1, ..., n. Pour montrer que ¢ < ¢’ il suffit alors de montrer que p’~*

divise s;(6') pour tout j =1, ..., n.

Or,

si0) = > 00,0, = > (0n+pv,) (0 +0v,)(05 + DY)
1<iy <...<ij<n 1<ii <..<i;<n

eton a :

(0sy + pvi,) Oiy + pYiy)--- (03, + 1) = 0,05,..0;,
Ap(Vi, Oin O + Vi 00 0i5--- 00, + o + 7,00, 00,0, )
+p2(,yi1’7i2€’i3'-'0ij + 7i17i30i29i4"'6ij + )

Par conséquent,

Sj(@l) = Sj(g) —|—p Z (’71197’29“ + 7@29110130% + ...+ /Yijeilgiz“‘gijfl)

1<i1<...<i;<n

+p2 Z (7“”}/129139@] + 7i17i39i291~4...9¢j 4+ ...+ ’}/ij_l’}/ijeilei2...6ij_2)
1<iy<..<i;<n

| 1Si<o<ij<n
+p] Pyil ’ny'Q o F)/’L]
La divisibilité par p’ " de s;(6) et de p’s;(7y) étant manifeste, prouvons que chacun des autres

termes dans cette derniére expression de s;(6') est aussi divisible par p’~*. C’est-a-dire que

pour pour tout k entre 1 et j — 1,

i .. k
Pt divise 35. )(9/) = pk S (Yiy Vig--Vip Oigy -0, + oo ’Yij,kﬂ-'-%jez'l--'eij,k)

1<y <..<ij<n
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Autrement dit, que p'~** divise > (Vir Yige-Vig i -0 o 70y Vi, 00005,

1<ii<..<i;j<n !

= 2 2 (I, I 6.)

1<i1 << <n 1<r <..<rp<j 1<t<k 1<5<7,8%#T1 ..,k
Or, d’aprés le théoréme précédent, il existe une base (wy,. w,—1) de anneau des entiers de

K de la forme :

e al + 6 o al" ™+ el Nen !
0o— 4L,w1 — d1 gy ey Wn—1 — dn_l
ou les coefficients al(-k) et les d; sont dans Z et vérifient dy | ds | ... | dy—1 et [[d; = 1(6).

Par conséquent on peut écrire chaque ,, et de maniére unique, sous la forme
bo + b10; + ...+ by 100 b , ,
L= y % — % 24! oules by sont dans Z, ou, pour faire plus simple,
0<t<n—1
v, = ao + a10; + ... + an,19?71 ou les coefficients aq, ..., a,_1 sont dans Q et, p n’étant pas

diviseur de 1(0) = [] d;, de valuation p-adique positive ou nulle.

Par conséquent,

S7@)= X (X (I (ot + o +aafi)x T 6:)

1<i1 <. <ij<n 1<m <..<rp<j 1<t<k 1<8<4, 8271, ..,k

Pour montrer la divisibilité par p*=* de sﬁk) (6), il suffit de montrer la divisibilité par p/~t=*
de toute expression de la forme

hiy
Grea®= X (S (IMATx T )
1<i1 << <n 1<m <..<rp<j 1<t<k 1<8<),8F#T 1oy Tk
(en effet, Si(6') est une combinaison linéaire des S, n,)(0) lorsque (hi, ..., hy) parcourt

I'ensemble de tous les k-uplets & valeurs dans I’ensemble {0, ...,n — 1}. Plus précisément,

Si(0") peut s’écrire sous la forme suivante :

SL(0') =
h h h
XY Y apen( X6 a2 L6 ) x T 6)
1<i1<..<ij<n 1<r1<...<r;<j 0<h;<n—1 o€Su,.. iy 7 7 1<8<G,8# 150y Tk

ot les coefficients a, .. »,) sont dans Q et de valuation p-adique positive)

11 suffit alors de montrer que pour un uplet (hy, ..., hy) fixé quelconque, la somme :

S (@)= (X (X 6 2 L8 )X I 0.)

1<i1<o<ij<n 1< <o<r<j 0€Sqy. B Te@ ek 1<5<5,82 1,7k
est divisible par p/='=F,

Nous allons démontrer cela d’abord dans les cas kK = 1 et k£ = 2 puis passer au cas général.

Cas k= 1.
On a S(j;:h) = Z 9?19126” + 9219h

2"
1<ri<...<rpy<n
Selon les valeurs de h, on obtient facilement les résultats suivants :

i+ 4 00,0,..07
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(n—j+1)s;-1(0) sih=0
sgism) (0) = js;(0) sih=1
(Zeﬁ_1>5j(9) — SG+tp—1)(0) sih>2

r=1

En effet, le résultat est évident pour h=0ou letsih > 2, ona

sgm@) = X (O 0+ 4 0.71)0;,..0

1<i1<...<ij<n

%)

n

R D B SR A

1§i1<...<i]’§n r= r;éil,...,ij
=(2607) X by
r=1 1<i1<..<i;<n
h— h—
_ > (070,00, + 0:, 61 0;5..0; + )

1<i1 <. <4<ijr1<n

= (2007)3,(6) = s10-1(0)

De méme, s’agissant de s(j11,,-1)(¢), on a d’aprés ce qui précede

(n—j)s;(0) sih=1
S+15n-1) () = (4 1)s541(0) si h =2
(307 2)s541(0) — s(jram-—2(0) sih>3

r=1

On voit ainsi que, de proche en proche, on peut écrire s;.;,)(¢) comme une combinaison

linéaire des s;(0) avec i € {j — 1,...,n} et s (#) est donc divisible par p/~*~1.

Cas k= 2.
Ona:sgnn@= > 01020, +010,00..0; + ..

1< < <ij<n b
Il est clair que si hy ou hy est nul (ou les deux), on se ramene & s(;_1,,)(0) ou & s;_5(0).
De méme, si (hy, hg) = (h,1) (ou (1,R)), (i ,he)(0) = S¢isn1)(0) est un multiple de s(;.)(0)
et on applique alors ce qui précede.

Supposons donc que les h; soient tous les deux > 2. Dans ce cas, on peut écrire :

SGman)(0) = > (0RO T T + )00,
1<i1<..<ij<n
— Z Zehl—lehz—l . Z ehl—lghz—l
1Si1<...<ij§n 7“7&8 " B Te{il,...,ij},sﬁ{ih...,ij} " s
- > pn-tghl_ S gholghelg g
rE{i1,s05 },5€ 01,005} r#s,r,s¢{i1,...,i;
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D S R SR

r#£s 1§i1<...<ij§n

h1 pha—1
Y (06,6, )
1<i1 <. <45<ij1<n

h1—1pho
Y (06,6, )
1§i1<..‘<ij<i]-+1§n

h1—1pho—1

- > (0020, + ...

1<61 <. <0< 41 <t 425N

n
h1—1pho—
=( X 0270 )si(0) = sGtmne-1)(0) = SGram 150 (0) = SGr2m 11 (0).
r#s,r,s€{l,...n}
Le méme raisonnement que pour le cas k = 1 permet d’affirmer que s(;;4, »,) est une combi-

naison linéaire (& coefficients dans Z) des s;(0) avec i > j — 2 et est par conséquent divisible

par p/—t72,

Cas k quelconque entre 1 et j — 1.
highs ph
On a S(j;hh--.,hk)(g) = > <Z<. y Qillﬁi;...Qik’“é’ikﬂ..ﬂi]. + ...
<i1<..<i;<n
On a les propriétés suivantes :
(a) S(jihn,..he)(0) = S(j;h(,(l),m,ho(k))(e) pour toute permutation o de ’ensemble {1, ..., k}
(b) si hy =0, S(jihy,...he) (0) est un multiple (par un entier rationnel) de s(;_1;n,,..n, 1)(0)

(c) si hy =1, S(j;hl,n-,hk)(e) est un multiple de S(j;hl,...,hk,l)(e)-

A partir de 1a, on peut supposer tous les h; > 2. On a alors

_ h1—1 hr—1
SGshnh) (0) = 20 (0505 + )80
1<iy<..<i;<n
_ phi—1 hp—1 o h1—1 hp—1
Notons Ay = 07" ..00* " +...= > 0i o, 0ir
eSSy,
. hi—1  php—1 _ hi—1  php—1
On a A, = S gl gt g
{Tl,...,Tk}C{il,...,ij} les Tie{l,...,n}
h1—1 hp—1 h1—1 hp—1
_ ¥ gt gt > gt i
les r;€{i1,...,i;} sauf ry les ry€{i1,...,i;} sauf ri_y
hi—1  php—1
- 5 gt
les rj€{i1,...,i; } sauf r1
hi—1  php—1 hi—1  php—1
_ > gt gt > gt gl
les rj€{i1,...,i; } sauf ri et rp_q les rj€{i1,...,i; } sauf r1 et ro

. Z ehlfl ehkfl
, .0,
les ri¢{i1,...,i; } ' '
On en déduit :

S (@) = (> 0T )s;(0)

les r;€{1,...,n}
=St 1iha,h 1) (0) = oo = S(isna—1,.. 1) (0)

—S(j+2;h1,...,hk,Q,hk,l—Lhk—n(9) — . S(j;h1—1,h2—1,h3,...,hk)(9)
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—S(j ki —1ha—1,...he—1) ()
Le méme raisonnement que pour les cas k = 1 et k = 2 permet d’affirmer que quel que soit le
uplet (h1, ..., hi), on peut écrire s(j4,,. n,)(#) comme une combinaison linéaire & coefficients

dans Z des s;(0) avec i > j — k. Ce qui assure sa divisibilité par p’ =%, m
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Chapitre 3

Le polyndme minimal de congruence

modulo un nombre premier

3.1 Polynéme minimal de congruence

Soit K un corps de nombres de degré n sur Q, A son anneau des entiers, 6 un élément de
A et p un nombre premier.

On note :
Ey={g(z) € Fy[2],9(0) = 0}

11 est facile de voir que Ejy est un idéal non nul de ’anneau principal F), [z]. Soit go(z) I'unique
polyndme unitaire engendrant Fjy.

On peut a présent donner la définition suivante.

Définition 3.1.1 On appelle polynéme minimal de congruence modulo p de 6 un polynéme

My(p,z) € Z|[x] tel que :

My(p,x) = go(x) (mod p)
My (p, z) est unitaire
Remarque 3.1.1 Il n’existe pas forcément de polynome irréductible engendrant [’idéal Ey.
En effet, l’anneau quotient A/pA n'est pas intégre sauf si p est inerte dans A, autrement
dit, si pA est un idéal premier de A, donc aussi maximal et auquel cas cet anneau serait

carrément un corps.
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Remarque 3.1.2 My(p,z) est de méme degré que go(z). Il est unique modulo p. C’est un

diviseur modulo p du polynome minimal Irr(0,Q) de 6 sur Q.

3.2 Polynéme minimal de congruence et nombres pre-
miers diviseurs d’indices

Le degré de My(p, z) a un lien avec le fait que le nombre premier p divise ou pas I'indice

de 0 comme le montre le résultat suivant.

Lemme 3.2.1 Soit un corps de nombres K de degré n sur Q, un nombre premier p et un

entier quelconque 0 de K. Alors on a ’équivalence :

p divise 1(0) < deg My(p,x) <n—1

Démonstration. Soient (wy,...,w,) une base (ordonnée) des entiers de K et 6 un entier
quelconque.

Supposons que l’écriture des éléments 1,6, ..., 0" ! dans cette base soit donnée par :

91 = a1,;W1 + Q2 ;W2 + ...+ Ap Wy

ol aj; € Z pour tout (i,7) € {0,...,n — 1} x {1,...,n}.

Considérons alors la matrice P suivante :

a0 aiil .- Q1p—1

)

ano Ap1 - Apnp-—1

P est en fait la matrice dont la premiére colonne est 1’écriture dans la base (w, ...,w,) de
Pentier 1 = #°, la deuxiéme colonne 1’écriture dans la base (w1, ..., w,) de Ientier § = 0',...etc.
Dans ce cas, on sait que I'indice de 6 est égal a |det P|.

Par conséquent, dire que le nombre premier p divise 1(#) équivaut a dire qu’il divise det(P).
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Or, p | det P équivaut a la nullité modulo p de det(P), donc au fait que les n colonnes de
la matrice P soient linéairement dépendantes modulo p. Ou encore a l'existence d’entiers

91, ---, 9n € Z, pas tous multiples de p, tels que :

ai,0 a1 a1.n—1 0

g1 ' + g2 ' + ..+ Gn (mod p).

an,O an,l an,nfl 0

Ce qui signifie que ces g; vérifient : g, + g20 + ... + g,0" ' = 0 (mod p) dans A ou que 6
vérifie une équation de dépendance intégrale modulo p de degré < n — 1. Par conséquent, p
divise 1(0) si et seulement si deg My(p,x) <n—1. m

Etant donnés un corps de nombres K d’anneau des entiers A, un élément 6 de A et un
nombre premier p, le résultat suivant, dt & Dedekind, établit un lien entre la décomposition
modulo p du polynéme minimal de # en produit de facteurs unitaires irréductibles et celle

de p dans K (en produit d’idéaux premiers de A), mais a la condition que p ne divise pas

I'indice de 6.

Théoréme 3.2.1 Soient K un corps de nombres, A son anneau des entiers, 0 un élément
de A et p un nombre premier.
On suppose que la décomposition de F(x) = Irr(0,Q) en facteurs unitaires irréductibles

modulo p est donnée par :

F(z) = F{*(x)...E (z) (mod p)

ot pour tout 1 =1,...,7r, e; > 1.
Si p ne divise pas lindice I1(0) de 0, alors la décomposition de p en produit d’idéaux premiers
de A est donnée par :

pA =Pit. P

r

ot pour tout i = 1,...,r, P; est l'idéal premier de A engendré par p et F;(0).
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Ayad et Kihel [6] établissent le résultat suivant qui lie la décomposition du polyndme
caractéristique F'(x) de 6 a celle du nombre premier p dans le cas général ou p peut étre,
éventuellement, un diviseur de I'indice de 6. Ils généralisent ainsi celui de Dedekind. De plus,
par ce résultat, ils précisent I’écriture du polynome de congruence My(p, x) en fonction des

facteurs unitaires irréductibles qui apparaissent dans la décomposition de F(x).

Théoréme 3.2.2 Soit K un corps de nombres, 0 un élément quelconque de son anneau des
entiers A, F(z) le polynéme caractéristique de 6 sur Q et p un nombre premier.

On suppose que la décomposition de p dans K et celle de F(x) en produit de facteurs uni-
taires et irréductibles modulo p sont données respectivement par :

pA =P Per,

T

F(x) = Fy(x)"...F ()" (mod p).

ot lese;,i=1,...,7 etles hj,j=1,...,5 sont > 1. Alors :

(1) Pour tout j =1, ..., s, il existe un idéal P parmi les P; tel que F;(#) = 0 (mod P). De
plus, deg(Fj(x)) divise le degré résiduel fp de P.

(2) Pour tout j € {1,...,s}, si C; = {P €{P1,...., P}, F;(#) =0 (mod P)}, alors :

My(p,x) = HFJ (z)% (mod p).

ot pour tout j, on a : A\j = maxpec, [ep/vp(F;(0))].

fi : .
De plus, on a s <r,/h; = ep———— et pA+ F;(0)A = Ppinf(vp (F5(0)),v»(P))
17 ik, P dea(B, () A= 1

Le résultat suivant (voir [4]) donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un

nombre premier p divise I'indice d’un entier donné d’un corps de nombres.

Théoréme 3.2.3 Soient K un corps de nombres, A son anneau des entiers, 8 un élément
de A et p un nombre premier.

On suppose que la décomposition de p dans A est donnée par
pA =P P
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ou le degré résiduel de P; est f; pouri=1,....r.

Alors p | 1(0) si et seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

(1) 1l existe i € {1,...,r} tel que e; > 2 et si G(x) = Irr(6 + P;,F,), alors G(x) vérifie
G(0) = 0(mod P?).

(ii) Il existe i € {1,...,r} tel que f; > 2 et deg Irr(0 + P;,F,) < fi.

(111) 1l existe i,j € {1,...,r},i # j, tels que Irr(0 + P;,F,) = Irr(0 + P;, F,).

Démonstration. On suppose que p divise /(#). On considére la factorisation de Mpy(p, x)

modulo p que 'on suppose donnée par :

My(p,z) = Fy(z)"...Fy(x)" (mod p)

Puisque p | 1(0), d’apres le lemme 3.2.1, deg My(p,x) < n — 1. Supposons que (ii) et (iii)
n’aient pas lieu, alors s = r et pour tout j € {1,...,7}, il existe un unique i = i(j) tel que

F(0) = 0(mod P;). Mais, étant donné que deg Fi;) = fp,

J

et que deg My(p,z) < n—1, 1l
existe jo tel que h) < €j,. Supposons que Pj, || Fiio) (), alors P;:OO) I E}(LJ;J)O)(H) et qui
est en contradiction avec le fait que 77;;0 | My(p, x). Par conséquent, P | Fi(,)(0) et (i) est
vraie.
Démontrons la réciproque. Supposons que (ii) soit vraie et soit F'(x) = ]ﬁ[F](a:)eJ ol pour
tout j € {1,...,r}, Fj(x) est un relevement unitaire dans Z [z] de Irr (6 jjlpj7]Fp). Puisque
deg Irr(60 + P;,F,) < fi et F(#) = 0(mod p), alors deg My(p,z) < n — 1. Donc d’apres le
lemme 3.2.1, p | 1(0).
Supposons que (iii) soit vraie. Soit F(z) = (Fj(z))™@ei) [T Fy(z)%, ot Fj(x) est un relé-
vement unitaire de Irr(0 + P;, F,) et ou pour tout k # i, j,k?:(x) est un relévement unitaire
de Irr(6 + Py, F,) dans Z [z]. On a clairement F'(f) = 0 (mod p) et deg F'(x) <n — 1. Donc
deg My(p,x) < n — 1. D’apres le lemme 3.2.1, p | 1(6).
Supposons & présent que (i) soit vraie. Soit F(z) = (Fj(z))©+)/2[[ Fi(x)% ot e = 0 si e; est
pair et 1 sinon et o, comme précédemment, pour tout k, Fk(:v)j:szt un relévement unitaire
de Irr(6 + Py, F,) dans Z [z]. Alors on a, 1a encore, F'(6) =0 (modp) et deg F'(z) <n — 1.
D’ou deg My(p,z) <n—1. Donc p | I(0). m

Le résultat suivant (voir [16]) offre une maniére pratique de savoir si un nombre pre-

mier p divise ou pas l'indice d’un entier donné d’un corps de nombres sans passer par la
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décomposition de p dans ce corps.

Théoréme 3.2.4 Soient K un corps de nombres, A son anneau des entiers, 6 un entier
primitif de K dont le polynéme minimal est F(z) et p un nombre premier.
On suppose que la factorisation en facteurs unitaires irréductibles modulo p de F(x) est don-

née par :

ot G(x) est un polynome de Z [x].
Alors, p | I1(0) si et seulement s’il existe un i € {1,...,s} tel que h; > 2 et que Fi(x) divise

G(z) modulo p.

Exemple 3.2.1 Soit le polynéme F(z) = 2* — 2? — 2z — 8.
Il est irréductible sur Q. Soit 0 une racine quelconque de F(x) dans C. On sait depuis De-

dekind que 2 divise 1(0). Vérifions que le théoréme ci-dessus permet de retrouver ce résultat.

En effet,

F(z) =2*z —1)+2(—z — 4)

et on voit bien que le facteur irréductible x est multiple et qu’il divise le polynéme —x — 4

dans Fy [z]. Donc 2 divise I(6).

Exemple 3.2.2 Soit K le corps cubique engendré sur Q par une racine 0 (quelconque) du
polynome irréductible F(z) = 23 + 2% + 2z + 4.
On a :

F(z)=2%(x + 1)+ 2(x +2)

Ici, s = 2, F\(x) = x,hy = 2, Fy(z) =x+ 1,hg = 1 et G(z) = x + 2. Comme Fi(x) divise
G(z) modulo 2, on en déduit que 2 divise 1(0).
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Exemple 3.2.3 Soit le corps de nombres biquadratique K = Q(v/7,4/10). On sait (voir
[22]) qu’il nexiste pas d’entier 6 dans K tel que U'anneau A de K vérifie A = Z[0]. Soit 0 =
VT4+/10. 0 est un entier primitif de K dont le polynome minimal est F(z) = x* — 342 +9.
On va montrer, grace au théoréme ci-dessus, que 2 et 3 divisent I(0) et que 5 ne le divise

pas. On a :

F(z) = (v + 1)* +2(—22° — 202% — 2z + 4).

Comme le facteur multiple v + 1 divise le polynéme —223 — 2022 — 2z + 4 modulo 2, 2 est
donc diviseur de 1(0).

Pour 3, la factorisation modulo 3 de F(z) donne :

F(x) = 2*(x — 1)(x + 1) + 3(—112° + 3).

La aussi, le facteur multiple x est diviseur de —1122 + 3 modulo 3. Par conséquent, 3 est

diviseur de I(\/T 4+ /10).

Par contre, pour le nombre premier 5, on a :

F(x) = (2% — 2)® + 5(—62 + 1).

2

Le polynome unitaire x* —2 est irréductible dans Fs [z] et est en méme temps l'unique facteur

multiple modulo 5 de F(z). Comme il ne divise pas —6x? + 1 dans Fs[z], le nombre premier

5 n’est donc pas un diviseur de I(ﬁ + M)
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Chapitre 4

Facteurs communs d’indices

4.1 Introduction

Définition 4.1.1 Soit K un corps de nombres. Un nombre premier p est dit facteur commun

d’indices, ou f.c.i. en abrégé, dans K si p est un diviseur de 1(0) pour tout entier 6 de K.

Remarque 4.1.1 Etant donné un corps de nombres quadratique K, il est toujours possible
de trouver un entier 6 de K qui engendre la Z-algébre A des entiers de K, c’est-a-dire tel que
A =710]. Plus précisément, si K = Q <\/E> ot d est un entier (forcément autre que 1) sans

1
facteur carré, alors sid = 2,3 (mod4), A =17 [\/E] etsid=1(mod4), A =17 +2\/E L

ne peut donc exister de nombre premier facteur commun d’indices pour un corps quadratique.
Par contre, pour un corps de nombres K de degré > 3 sur Q, l’existence d’un entier 0 de K

engendrant I’anneau des entiers n’est plus assurée. Par exemple, si K est le corps de nombres
. . 7+V70 .
biquadratique Q(\ﬁ, V10), on montre que } 1, V7,4/10, \/_T est une base des entiers

de K et pour tout 6 dans l'anneau A des entiers de K, Z[0] est strictement inclus dans A

C’est Dedekind qui fut le premier a exhiber un corps de nombres admettant un facteur
commun d’indices en montrant que si K est un corps engendré sur QQ par une racine quel-
conque du polynoéme irréductible x® — 22 — 2z — 8, alors 2 est f.c.i. dans K [16].

Soit K un corps de nombres. Nous avons vu, & travers le lemme 3.2.1 que pour qu'un
nombre premier p divise I'indice d’un entier donné de K, il est nécessaire et suffisant que le
polynéme minimal de congruence modulo p de celui-ci soit de degré strictement plus petit

que le degré de K sur Q.
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Comme conséquence de ce lemme, on a le résultat suivant.

Corollaire 4.1.1 Soit K un corps de nombres. Pour qu’un nombre premier p soit f.c.i. dans

K il est nécessaire et suffisant que pour tout entier 8 de K, on ait : deg My(p,x) < [K : Q).

Cependant, vérifier si cette condition est satisfaite ou pas n’est pas toujours chose aisée.
Le résultat suivant, di & Zylinski [32], propose une condition nécessaire simple pour qu’un
nombre premier soit un f.c.i. dans un corps de nombres. Celle-ci repose uniquement sur le

degré du corps de nombres.

Théoréme 4.1.1 Pour qu’un nombre premier soit f.c.i. dans un corps de nombres K, il est

nécessaire qu’il soit strictement plus petit que le degré de K.

Ainsi, et comme on I’a vu dans la remarque ci-dessus, il n’y a pas de f.c.i. pour un corps
de nombres quadratique. Seul le nombre premier 2 est susceptible d’étre f.c.i. pour un corps
de nombres cubique. De méme, seuls les deux nombres premiers 2 et 3 peuvent 1’étre pour

un corps de nombres de degré quatre ou cing,...etc.

4.2 Une condition nécessaire et suffisante pour étre
facteur commun d’indices

Dans cette section, nous rappelons un résultat da a Hensel (voir [16] ou [17] et [18]) et
qui donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un nombre premier soit un facteur
commun d’indices dans un corps de nombres donné. Il repose entiérement sur la décompo-
sition de ce nombre premier en produit d’idéaux et sur le nombre de polynémes unitaires et

irréductibles de degré donné a coefficients dans un corps fini.

4.2.1 Le nombre de polynémes unitaires et irréductibles a coeffi-

cients dans un corps fini de degré donné

Soit p un nombre premier. Il existe une formule, utilisant la fonction de Mobiiis, qui donne
le nombre de tous les polynémes unitaires et irréductibles de degré donné a coefficients dans

le corps fini F),.
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Rappelons que la fonction de Mobiiis est la fonction p définie sur ’ensemble N des entiers
naturels par p(n) = 0 si n est divisible par le carré d’'un nombre premier, 1 si n est le produit
d’un nombre pair de nombres premiers distincts et —1 si n est le produit d’'un nombre impair
de nombres premiers distincts.

On a alors le résultat suivant.

Proposition 4.2.1 Soient n un entier naturel non nul et p un nombre premier. Alors le

nombre N,(n) des polynomes unitaires et irréductibles de degré n de I, [z] vérifie :

Nyn) = = S u(d)p

d|n

Démonstration. Voir [16] =

Alinsi, sin s’écrit : n = l;‘llng...lQS, oulesl;, 7 =1,..., s, sont des nombres premiers distincts
deux a deux et les h; des entiers > 1, alors, compte tenu de la définition de la fonction u, on
a:

=p" — (pit +p2 + ... +pl)

als

niNy(n) = >_pu(d)p

din
H(phls + phis + 4 plits) —

+(_1)8—1(pll4.47571 _’_pll'-‘lzfﬂs + ... +pl2LlS) + (_1)8pﬁ

Par conséquent, en utilisant le symbole "somme", on peut écrire :

n

nNp(n) =p"— 35 p 4+ 3 phle -

1<i1 <s 1<i1<12<s
n n
—1 [P T1...ls
+(=1) S e (-1
1<11<12<...<is—1<8

Finalement,

Lo = e T
Np(’n,) = E(p _ Z plll + Z plzlllQ — ...+ (_1) P ).

1<ii<s 1<i1 <i2<s
En particulier, si n = [" ot [ est un nombre premier et h un entier > 1, alors :

1
N T

o) = Ny(I) = (" =),

(p

Remarque 4.2.1 Pour tout entier naturel non nul n et tout nombre premier p, nN,(n) est

un multiple de p, non nul.

40



4.2.2 Le théoréme de Hensel

Théoréme 4.2.1 Soient K un corps de nombres, A son anneau des entiers et p un nombre
premier. Alors p est f.c.i. pour le corps K si et seulement s’il existe un entier naturel non
nul f tel que le nombre didéaux premiers de A au dessus de p de degré f soit strictement
plus grand que N,(f).

Autrement dit, soit pA = Pi'.. P la décomposition de l'idéal pA en produit d’idéauz pre-
miers de A telle que chaque Py soit de degré résiduel fi. Alors p est un f.c.i. dans K si et

seulement si pour l'un des fi, le nombre t); des idéaux P; ayant pour degré résiduel fi, vérifie

tk > Np(f)

Remarque 4.2.2 Le théoréeme de Hensel implique celui de Zylinski. En effet, si un nombre
premier p pouvait étre f.c.i. dans un corps de degré n < p, d’aprés le théoréme de Hensel,
il existerait un entier f > 1 tel que le nombre t des idéaux premiers au dessus de p vérifie
t > N,(f). On aurait alorsp >n >tf > fNp(f). Donc au final, p > fNp(f). Or, fN,(f)

est un entier non nul et un multiple de p. Ce qui contredit cette derniére inéqgalité.

4.3 Facteur commun d’indice et petit indice

Rappelons le résultat de MacCluer selon lequel, si K est un corps de nombres et p un
nombre premier, alors p est diviseur de i(K) si et seulement si le nombre d’idéaux premiers
(de 'anneau des entiers de K') au-dessus de p est supérieur ou égal a p.

Ayad et Kihel [5] établissent le résultat suivant et qui relie les deux notions de petit et de

grand indices.

Théoréme 4.3.1 Soient K un corps de nombres et p un nombre premier.

Si p est un facteur commun d’indices dans K alors p divise i(K).
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Chapitre 5

La fonction pup

Etant donné un corps de nombres K, nous définissons dans [4] une nouvelle fonction liée
a K, notée py, définie sur ’ensemble des nombres premiers et a valeurs dans l’ensemble
des entiers naturels. Elle permet de calculer pour un nombre premier p donné le nombre
d’entiers de K incongrus modulo p, dont l'indice est divisible par p. Ce calcul repose sur
le type de décomposition du nombre premier p dans K, plus précisément sur les indices de
ramification et les degrés résiduels des idéaux premiers de K (en réalité de son anneau des
entiers) au dessus de p. Réciproquement et dans certains cas, la connaissance préalable de
la valeur de iy (p) peut renseigner, comme on va le voir au cours de ce chapitre, sur le type

de décomposition dans K de ce nombre premier.

5.1 Le nombre de § € A/pA tels que p | I(0)

Lemme 5.1.1 Soient « et 5 deuz éléments de A tels que a« = 8 (modp). Sip | I(«), alors
plI(B).

Démonstration. On pose § = a+pyouy € A. Soit M (z) = M, (p, x) le polyndme minimal
de congruence modulo p de a. Alors M(S) = M(a + py) = M(a) (modp), donc p | 1(B)

d’aprés le lemme 3.2.1. =

Soient K un corps de nombres de degré n sur Q et A son anneau des entiers. 1l est clair
que ’ensemble des 6 € A tels que p divise I(0) est infini. Mais, compte tenu du lemme ci-
dessus, deux éléments quelconques d’une méme classe modulo p sont d’indices ou bien tous

les deux divisibles par p ou bien tous les deux non divisibles par p. Il est par conséquent
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plus judicieux de raisonner par rapport aux classes, c’est-a-dire de considérer plutot I’anneau
quotient A/pA, qui est évidemment fini.
Nous définissons alors une fonction liée & K et notée pi; sur ’ensemble des nombres premiers

et & valeurs dans I’ensemble des entiers naturels N en posant :

g (p) = {6 € A/pA, p|1(0)} |

On sait, A/pA est un espace vectoriel de dimension n sur F,. Par conséquent, pour un
nombre premier donné p quelconque, on a iy (p) < p™ et ’égalité n’a lieu que si et seulement
si p est un facteur commun d’indices dans K.

Le prochain théoréme précise la valeur que prend cette fonction en un idéal premier p
selon le type de décomposition de celui-ci dans K. Mais avant cela, nous avons besoin du

lemme suivant.

Lemme 5.1.2 Soient P un idéal premier de A au dessus de p de degré résiduel d et G(x) €
Z |x] un polynome unitaire irréductible sur F, de degré d. Soient p € A tel que G(p) = 0
(mod P) et e un entier > 2. Alors, le nombre des éléments 6 € A incongrus modulo P¢ et

vérifiant :

0 = p (mod P) et G(0) ¢ P? (5.1)

est égal a (p* — 1)pHe=2),
Démonstration. Si G(p) € P?, soit u € P\P? et 7 = p+ p. Alors 7 = p (mod P) et on a :

G"(p) G (p)
2 d

G(7) = G(p) + nG'(p) + 1
Puisque G'(p) ¢ P, car sinon p annulerait modulo P un polynéme non nul de degré stric-
tement plus petit que d, alors G(7) ¢ P?. Par conséquent, on peut supposer, sans perdre la
généralité, que G(p) ¢ P2
a) Dans un premier temps, on va montrer que le nombre des éléments 6 € A, incongrus mo-

dulo P? et satisfaisant les conditions (5.1) est égal & p? — 1. En fait, le nombre des éléments
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6 incongrus modulo P? et vérifiant § = p (mod P) est égal a | P/P? |= p?. On va montrer

que :

AJP? = {Ao(p) + A1(p)G(p), Ai(x) € F,[z] et degA; < d—1pouri=0,1}.

On suppose que Ag(p) + A1(p)G(p) = Bo(p) + Bi(p)G(p) (mod P?). Alors, Ag(p) — Bo(p) +
(A1(p) — B1(p))G(p) = 0 (mod P?), d’ot Ag(p) — Bo(p) = 0 (mod P) et donc Ag(x) = Bo(z).
On en déduit que A;(p) — B1(p) =0 (mod P), d’oit A;(x) = By(x). Le nombre des éléments
ayant la forme ci-dessus étant p??, alors 1’égalité des deux ensembles est établie.

Soit 0 € A/P?,0 = Ag(p) + A1(p)G(p) tel que 0 = p (mod P) et G() € P2, alors Ag(p) = p
etona:

G(6) = Glp + A (p)G(p))

d G(d)(P)
d!

+ ...+ [A1(p)G(p)]

d'on, G(p) + Ai(p)G(p)G'(p) = 0 (mod P?).

On en déduit que 1+ A;(p)G'(p) = 0 (mod P). Comme G'(p) ¢ P, alors A;1(p) est déter-
miné de maniére unique. Par conséquent, le nombre des éléments 6 incongrus modulo P? et
vérifiant les conditions § = p (mod P) et G(6) ¢ P? est égal a p? — 1.

b) Soit #; € A vérifiant 6, = p (mod P) et G(6;) ¢ P2. Puisque | P2/P¢ |= pc=2) il existe
p?=2) éléments v € A incongrus modulo P¢ et vérifiant v = 6;(mod P?).

Il s’ensuit que le nombre des éléments 6 € A incongrus modulo P¢ et vérifiant (5.1) est égal

a(p!—1)p?. m

Théoréme 5.1.1 Soient K un corps de nombres de degré n sur Q, A son anneau des entiers
et p un nombre premier. Soit pA = P;*...P¢ la décomposition de p comme produit d’idéaux
premiers de A, ot l'on suppose que le degré résiduel de P; est fp, = fi;. On suppose que
r=ry+..+1rs our; est un entier strictement positif pour tout 1 =1, ..., s et que les idéaux

P; pouri=1,....,r, sont numérotés de facon que :

flz-'-:fm:fl*
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fT‘1+1 = = f?“1+7‘2 = f;

fr1+...+rs_1+1 = . = fr1+...+rs = f:

Alors,

_ _HfJH B )zejZQfﬂej—z)ﬁA?fyjp(f)
j=1

= €;>2

Démonstration. Il suffit de montrer que le nombre N des § € A/pA tels que p { I(6) vérifie :

N= ﬁfj]—[(pfj = pez i HAN"“”

j=1 e;>2

D’apres le lemme (5.1.3), on peut définir une relation d’équivalence sur ’ensemble des élé-

ments § € A/pA tels que p{ I(6) de la facon suivante :

0+ P 0+ i) = (a+ Py + PY)

si et seulement si pour tout ¢ = 1,...,7, Irr(0 + Py, F,) = Irr(a+ Pi, F,).

Nous allons d’abord compter les éléments dans une classe d’équivalence puis compter le
nombre des classes d’équivalence. En effet, les classes sont toutes de méme cardinal. Une
classe d’équivalence est définie par un certain uplet (Gy(x),...,G.(z)) de polynémes uni-
taires et irréductibles sur F), tels que deg G; = f; pour i =1, ...,r et G;(v) # G,(x) si i # j.
D’aprés le lemme (5.1.3), le nombre des éléments § € A/P¢ vérifiant G;(0) = 0 (mod P;) et
la condition G;(#) ¢ P est égal & f; si e; = 1 et égal & fi(pfi — 1)pfilsi=2) si ¢; > 2.

Il s’ensuit que le nombre de uplets (6; + P, ..., 00 + Per) € APyt x ... x AJP¢r satisfaisant
les conditions G;(#;) = 0 (mod P;) pour ¢ = 1,...,7 et la condition G;(6;) ¢ P¢ pour tous les

1 tels que e; > 2 est égal a

HfJHf f7_1 Jilej— 2)_p €>2fJ €~ 2)]‘_[fj]‘_[ f]—].)

ej=1 e;>2 Jj=1 e;>2

Nous comptons & présent le nombre des classes d’équivalence et qui correspond au nombre

des uplets (G1(x), ..., G,(x)), Gi(x) étant, pour tout k € {1,...,r}, un polyndme unitaire et
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irréductible de F, [z] de degré fi, tels que G;(x) # G,(x) pour i # j.

Rappelons que les f; sont numérotés de fagon particuliére dans le théoreme (5.1.1). Il existe

Aivl”(f ) maniéres de choisir G (), ..., Gp, (x). Pour chacun de ces choix, il existe Aﬁp(ff’ ma-
nieres de choisir les 7y polyndomes suivants, a savoir G, +1(x), ..., Gy 1y (),...etc. Donc, le
S N, *
nombre des classes d’équivalence est égal a HArjp(fj )et par conséquent,
j=1
: TN
N = HfJ H <pfj _ 1)pzej22 fj(ej—2)HAij ]
j=1 e;>2 j=1

Ce qui achéve la démonstration. =

Proposition 5.1.1 Soit s l’entier défini dans ’énoncé du théoréme ci-dessus. Alors on a :

P° | e (p) et pg(p) =1 (mod (p—1))

Démonstration. Puisque pour tout j =1,...;s, p | ff N,(f;), alors la premiére assertion se
déduit du théoréme (5.1.1). Pour la seconde partie, on définit une relation d’équivalence dans
A/pA comme suit : deux éléments @ et 5 de A/pA sont dits équivalents s’il existe A € Fy
tel que B = Aa. Il est clair que si @ and 3 sont équivalents et si p | I(3), alors p | I(«a). Si la
classe de 0 contient seulement un élément, chacune des autres en contient exactement p — 1.
Soit u le nombre de classes des éléments @ tels que p | I(«). Alors pug(p) = 14+ u(p — 1),

d’ou le résultat. m

Remarque 5.1.1 A partir du théoréme précédent, on retrouve celui de Hensel. En effet,
avec les notations de la démonstration ci-dessus, le nombre premier p est f.c.i. dans K si et
seulement si N = 0. Mais N s’annule si et seulement si pour un certain j € {1,...,s}, le
nombre Agp(f;) est nul, ce qui équivaut a r; > Ny( f;‘).

Les trois corollaires & suivre sont parmi les conséquences immédiates de ce résultat. Ils
affirment que pour certains types de décomposition du nombre premier p dans le corps de

nombres K, on peut savoir si celui-ci est, ou n’est pas, un facteur commun d’indices dans K.

Corollaire 5.1.1 Soit K un corps de nombres de degré n et A son anneau des entiers. Si un
nombre premier p < n se décompose complétement dans K, alors il est un facteur commun

d’indices dans K.
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Démonstration. En effet, dans ce cas, ces n idéaux premiers distincts sont tous de degré

f{ = 1. Par conséquent, on ar =1 =n > N,(ff) = Ny(1) =p. m

Corollaire 5.1.2 Soit K un corps de nombres et A son anneau des entiers. Si un nombre
premier p est tel que l'idéal pA est un idéal premier de A (c’est-a-dire p inerte dans A) ou

bien une puissance d’un idéal premier de A alors il n'est pas f.c.i. dans K.

Démonstration. En effet, dans ce cas, avec les notations du théoréme précédent, r = r| =
l,s=1et f = fi. Donc ry =1 < N,(f) quelle que soit la valeur de f. Le nombre premier p

n’est donc pas f.c.i. dans K. m

Corollaire 5.1.3 Soit K un corps de nombres quartique.

1) Pour que le nombre premier 2 soit f.c.i. dans K, il faut et il suffit qu’il ait 'un des trois
types de décomposition suivants :

a) 2 est complétement décomposé, c’est-a-dire 2A = PyP{P{ Py ;

b) 2A = PPy P2 (ot les trois idéaux sont forcément de degré 1) ;

c) 2A est le produit de deux idéaux premiers distincts, tous les deux du second degré.

2) Pour que le nombre premier 3 soit f.c.i. dans K il faut et il suffit qu’il soit complétement

décomposé.

Démonstration. Dans le cas du nombre premier 2, il est nécessaire et suffisant qu’il existe
un f tel que No(f) < r, r étant le nombre d’idéaux premiers de degré f. Ce n’est pas le cas
avec f = 3 ou 4. Il reste les valeurs possibles f =1 o0u 2. Si f =1, on a Na(f) = Na(1) = 2,
donc r doit étre égal a 3 ou 4. Si f =2, Na(f) = No(2) = 1 et dans ce cas, r doit étre égal
a 2. Ce qui correspond bien aux trois décompositions de I'idéal 2A décrites.

Dans le cas du nombre premier 3, on a besoin, et c’est aussi suffisant, qu'un degré f vérifie
N;(f) < r. Comme N5(f) > 3 quel que soit f, la seule valeur de r qui convienne éventuelle-
ment est 4. Et elle convient effectivement avec f = 1. Ce qui correspond a la décomposition

de 3A comme produit de quatre idéaux premiers distincts du premier degré. m

Définition 5.1.1 Soient K un corps de nombres, A son anneau des entiers et p un nombre
premier. On dit que p posséde une décomposition spéciale dans K si tous les idéaux premiers
de A au-dessus de p ont le méme indice de ramification et le méme degré résiduel sur p.

Dans ce cas, sin est le degré de K sur Q et r le nombre des idéaux premiers de A au-dessus
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de p, on a :n=efr. Dans ce cas, e, f et r sont appelés les paramétres de la décomposition

spéciale.

Remarque 5.1.2 Si K est un corps de nombres galoisien, alors tout nombre premier posséde

dans K une décomposition spéciale.

Le résultat suivant donne Iexpression, considérablement simplifiée, de p(p) lorsque p

posséde une décomposition spéciale dans K.

Corollaire 5.1.4 Soit K un corps de nombres de degré n sur Q et p un nombre premier

possédant une décomposition spéciale dans K de paramétres e, f,r. Alors :

pn _ frAin(f) Si e = 1

fg(p) =
pn - fr<pf . 1)7"p7’f(e—2)A7{Vp(f) si e > 2

Remarque 5.1.3 Ce dernier corollaire implique qu’en particulier, si p se décompose com-
pletement dans K, c’est-a-dire s’il s’écrit comme produit de n idéaux premiers distincts de
Uanneau des entiers de K, forcément de degré résiduel 1, alors py(p) = p™ — AP.

Ce qui, dans le cas p < n, donne g (p) = p" et signifie que p est f.c.i. dans K.

5.2 Facteurs communs d’indices dans des corps de nombres
de petits degrés

Il existe différents critéres pour savoir si un nombre premier donné est facteur commun
d’indices ou pas dans certains corps de nombres abéliens ainsi que dans des corps de nombres
quelconques de degré trois ou quatre. On peut se référer aux travaux de Carlitz [9] [10], de
Hall [15] et de Spearman et Williams [29] [30].

Dans ce qui suit, nous examinons les valeurs de la fonction p, lorsque K est un corps
de nombres de degré quatre, cinq ou six. Nous déterminons les types de décomposition en
produit d’idéaux premiers qui font d’'un nombre premier donné un facteur commun d’indices
dans le corps K. De plus, nous montrons comment, dans certains cas, la valeur de p; en un

nombre premier p peut déterminer le type de décomposition de p dans K.
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5.2.1 Le cas quartique

La table ci-dessous donne, en utilisant le théoréme 5.1.1, la valeur de pj (p) lorsque K est

un corps de nombres de degré 4 sur QQ selon le type de décomposition de p dans K.

Table 1
La décomposition de p dans K L (p) P, g (p) = p*

Py P’ -

Py p’ -

P3 PP —p -
PPy 2p° — p? -
PP, 2p* +p* = 2p 2
P1Ps P’ -
PiPs 2p° — p? -
PEP? 3p® —3p* +p —
PP} Pe 2p° — p? -
PyP{ P} 4p* —5p* +2p 2
PPy PP 6p° — 11p2 + 6p 2,3

(L’indice de chaque idéal premier figurant dans cette table représentant son degré résiduel

sur p.)

Remarque 5.2.1 Cette table confirme, évidemment, les résultats du corollaire 5.1.3. En
effet, les types de décomposition de l"idéal 2A qui font de 2 un f.c.i. dans K sont ceuxr pour
lesquels ji;(2) = 2% = 16 et qui sont bien d’aprés cette table ceux prévus par le corollaire
5.1.8. De méme, s’agissant du nombre premier 3, on constate bien que le seul cas ot p(3) =
3* = 81 et qui fait donc de 3 un f.c.i. correspond & l’écriture de 3A comme produit de quatre

1déaux premiers distincts, comme indiqué dans le méme corollaire.

Remarque 5.2.2 Soit p un nombre premier, K un corps de nombres de degré n, A son
anneau des entiers et wq,...,w, une base des entiers de K. Pour tout élement 8 € A écrit

sous la forme 6 = Z:.L:l riw; o les x; € Z et 0 < x; < p—1, il est possible de déterminer
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si p divise I1(0) et donc de calculer jy(p) de cette maniére. D’un autre coté, en utilisant la
formule donnée dans le théoréme 5.1.1, on peut déterminer toutes les valeurs possibles de
tg(p) dans un corps de nombres de degré n selon le type de décomposition de p. En comparant
la valeur trouvée selon le premier procédé a la table de toutes les valeurs, il est possible de
déterminer, dans certains cas, le type de décomposition du nombre premier p dans le corps
considéré. Par exemple, dans le cas d’un corps quartique K, si la valeur de pg(2) trouvée
est 8,10 ou 14, alors, d’apres la table ci-dessus, on peut en déduire le type de décomposition

du nombre premier 2 dans le corps K.

5.2.2 Le cas quintique

Etant donnés un corps de nombres K de degré cinq et un nombre premier p, la table ci-
apres donne les valeurs de i (p) selon le type de décomposition du nombre premier p dans
K. De plus, elle détermine les types de décomposition qui font des deux nombres premiers 2

et 3 des facteurs communs d’indices dans K.

Table 2
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La décomposition de p dans K L (p) Pk (p) =D

Ps p —

Pr p* —
PsP; p'+p’—p -
P3Py pt+p’ = p? -
PiPy pt+pP -’ —
PIP? 3p* — 3p® + p? —
PyP! 7 _
PiPy 2p* —p? -
PsPiPy pt+p’ —p? —
PIPIP! 4p* — 5p3 + 2p? 2
PyPyPY 2p* +p* — 2p? 2
Py PP 3p* — 3p® + p? -
PEPEP 5pt — 9p3 + 7p? — 2p 2
PyP{Py Py 4p* — 5p° + 2p? 2
PYPIPI P Tpt — 17p* + 17p* — 6p 2,3
PP PP P 10p* — 35p® + 50p% — 24p 2,3

Remarque 5.2.3 Des 16 types de décomposition éventuels de mombres premiers dans un
corps de nombres de degré cing, seuls 3 d’entre-eux correspondent & des décompositions spé-
ciales. Et seulement l'une de ces trois (la toute derniére dans la table ci-dessus) donne un
pr(p) = p° (pour p = 2 et pour p = 3). Les cing autres décompositions donnant lieu a un

f.ci. (2 ou 3 ou les deuzx) correspondent & des corps non galoisiens.

5.2.3 Le cas sextique

Soit K un corps de nombres de degré 6 sur Q. D’apres Zylinski, trois nombres premiers
peuvent éventuellement prétendre a la qualité de facteurs communs d’indices dans K. Il
s’agit de 2, 3 et 5. Si 'on note par p I'un d’eux, pour qu’il le soit effectivement, il faut et
il suffit, d’apres le théoréeme de Hensel, ou le théoréme 5.1.1, que la condition suivante soit

vérifiée.
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(*) 11 existe un degré résiduel f commun & un nombre ¢ d’idéaux premiers au
dessus de p tel que t > N,(f).
Remarquons que cette condition est d’autant plus facile & satisfaire que N,(f) est "petit",
ce qui équivaut, globalement, & p et f "petits". On obtient les résultats suivants.
(a) Sip = 2, alors pour f = 1, la condition (*) devient : ¢ > Ny(1) = 2. Par conséquent 2 est
f.c.i. pour tout type de décomposition de 2 ot I'on a au moins trois idéaux premiers de degré
1. Pour f =2, comme N5(2) = 1, la condition est remplie pour tout type de décomposition
de 2 ot 'on a au moins deux idéaux premiers de degré 2.
(b) Si p =3, on a N3(1) = 3 et N3(f) > N3(2) = 8 pour tout f > 2. Par conséquent,
compte tenu de la formule 6 = > ¢, f;, la seule valeur de f pour laquelle la condition peut
étre satisfaite est f = 1. Et elle I'est pour les décompositions de 3 ot 'on a au moins quatre
idéaux premiers de degré 1.
(c) Si p =5, un seul type de décomposition de 5 est "bon" : le type "complétement décom-
posé". En effet, comme N5(f) > 5 pour tout f > 1, la seule valeur intéressante de f est
f =1. Comme N;(1) = 5, la condition (*) est satisfaite si et seulement si 5 s’écrit comme le
produit de six idéaux premiers (de degré 1).

Comme dans le cas des degrés 4 et 5, la table suivante donne les valeurs de p (p) dans le

cas ol K est de degré 6.

Table 3
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La décomposition de p dans K

Ps
P3
P3
P
PsP;
PsP}
PyPP
PP,
P3P
PIP,
PP
PyPi
PiP;
PP
PPy
PP Py
PsPy Py
Py PPy
PP, Py
PyPyPY
PyPy P2
Py PR Py
PyPPPY
PP Py
PIPRPY
PIPRPY?
PsPiPy Py’
PoPy PPy
PyPRPI P
PiPIPIPY

1k (p)
pP+p—p
pt+p—p
p5+p4_p3

p5

p2
p5+p4_p3
p5+p4_p3

2p* +3p* —p* = 3p
p5+p4_p3
2p° 4 2p* — 4p* — p* +2p

2p° — 2p° + p?
2p° — p?
2P — p?

3p° — 3p* + p?

3p® — 3p* 4+ p3

p5 + p4 - p3
p°+pt =’

2p° — 2p° + p?

2p° — 2p% + p?

3p° + 3p* — 11p3 — 2p% + 8p
3p° — p* — 3p3 + 2p?
4pd — 6p* + 4p® — p?
3p° — 3p* + p’
4p° — Bpt + 23
5p° — 9p* + 7p3 — 2p?
6p° — 14p* + 16p° — 9p? + 2p
3p° — pt — 3p° + 22
3p° — pt — 3p° + 22
5p° — 9p* + Tp3 — 2p?
7pS — 17p* + 17p® — 6p?
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PYPEPIPY 8p° — 24p* + 34p® — 23p* + 6p 2,3

PP PP P p° — 17p* + 17p — 6p? 2,3
PEP PPl P 11p° — 45p* + 85p% — T4p? + 24p 2,3
PP PP PP 15p° — 85p* + 225p* — 274p> + 120p  2,3,5

Remarque 5.2.4 Sachant que py(p) est multiple de p, non nul, et qu’il est au plus égal &
P8, il est clair que pour p = 2, u(2) est un entier pair entre 2 et 64 et que par conséquent,
plusieurs types de décomposition parmi les 34 possibles peuvent donner la méme valeur de
L (2). Cependant, certaines valeurs sont obtenues pour un seul type de décomposition. Il
s’agit des suivantes : 4,10,22,32,46 et 60. Ainsi, chacune de ces valeurs de iy (2) implique

un type de décomposition précis de 2 dans K.

5.3 Exemples explicites de corps de nombres admet-
tant un nombre premier donné comme facteur com-
mun d’indices

Etant donné un nombre premier p, d’aprés le théoréme de Zylinski, p ne peut étre facteur
commun d’indices dans les corps de nombres de degré < p. Et il ne I'est pas forcément dans
un corps donné quelconque K de degré > p. La condition, nécessaire et suffisante, pour que p
le soit, étant que p posséde dans ce corps un type de décomposition qui fasse que py(p) = p”,
n étant le degré de K sur Q, c’est-a-dire, que cette décomposition de p vérifie la condition
de Hensel. La question qui se pose alors est : étant donnés un entier n et un nombre premier

p tel que n > p, existe-t-il forcément un corps K de degré n ou p est f.c.i.?

La réponse a cette question est donnée par le résultat suivant, dia a Bauer [7].

Théoréme 5.3.1 Soient p un nombre premier et n un entier strictement plus grand que p.

Alors il existe un corps de nombres de degré n dans lequel p est facteur commun d’indices.

Ce résultat rend légitime la question suivante : étant donnés un nombre premier p et un
entier n > p, quels sont les corps de nombres de degré n admettant p comme facteur commun

d’indices ? C’est I'objet de la prochaine section.

54



5.3.1 Corps de nombres cubiques admettant 2 comme facteur com-

mun d’indices

Dans la recherche d’exemples de corps de nombres cubiques admettant 2 comme facteur
commun d’indices, Nagell [24] utilise un résultat de Levi [21] sur l'existence d’une corres-
pondance entre corps de nombres cubiques et formes binaires du troisiéme degré.

Dans ce qui suit, nous rappelons certains résultats sur les formes binaires et la corres-
pondance qui existe entres les formes binaires du troisieme degré et les corps de nombres
cubiques.

Une forme binaire de degré n > 2 est toute expression de type

F(z,y) = apx™ + ayz™ 'y + ... + ap_r2y™ ' 4 any”

ou les coefficients a; sont des entiers rationnels.

Une telle forme est notée, comme dans [24], plus simplement ((ag, a1, ..., @,_1, ay,)). Elle est
dite primitive si les a; sont premiers entre eux dans leur ensemble, c’est-a-dire si ged(ay, ..., a,)
1.

On appelle diviseur fixe d’une forme binaire ((ag, a1, ..., ay—1, a,)) tout élément de Z divi-
sant F(z,y) = apz" + a12" 'y + ... + ap_12y" ' + a,y™ pour toute "valeur" du couple (z,y)
dans Z2.

Il est clair que 1 est diviseur fixe de toute forme binaire et que si § € Z est diviseur
fixe d’une forme binaire donnée, son opposé —¢ aussi. Par conséquent, par diviseur fixe on
entendra dorénavent diviseur fixe > 2.

Nagell montre dans [24] que tout diviseur fixe d’une forme binaire primitive de degré n
divise (n — 1)!.

Soient deux formes binaires F(z,y) = ((ao, a1, ...,a,)) et G(z,y) = ((bo, b1, -..,byn)). Elles
sont dites équivalentes s’il existe une matrice carrée P d’ordre 2 & coefficients dans Z inver-

sible (donc de déterminant +1) telle que

T

Glx,y)=F|'P
)

Soient ((ag, a1, .., an_1,0n)) €t ((bo, b1, ..., bn_1,b,)) deux formes binaires équivalentes de

méme degré. Alors, si 'une d’elles est primitive, ’autre aussi. De plus, elles ont les mémes
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diviseurs fixes.

Enfin, si ((ag, @1, ...,n-1,0,)) = F(x,y) est une forme binaire irréductible et si 6 est
une racine dans C du polynéme F(z,1) = apz" + a12" ! + ... + a,, on dit que le corps de
nombres K = Q(f) est engendré par la forme binaire ((ag, ai, ..., an—1,a,)), ou que celle-ci

est construite sur le corps de nombres K.

D’apres un résultat de Voronot, pour tout corps de nombres cubique K, il existe une base

des entiers de la forme {1, «, B} telle que « et 3 vérifient les relations suivantes :

o® —ba? 4+ aca —a*d =0 et aff = ad

ol a, b, c et d sont des entiers rationnels. De plus, on a forcément a et d non nuls puisque
sinon, les entiers « et 3 vérifieraient, chacun, une équation de dépendance intégrale de degré
2 ce qui serait absurde.

En fait, les deux relations ci-dessus en impliquent une troisiéme :

B — B2+ bdB —ad®> =0

On peut maintenant préciser la correspondance entre corps de nombres cubiques et formes

binaires de degré 3 a travers le théoréme suivant, da a Levi [21].

Théoréme 5.3.2 Soit K un corps de nombres cubique et {1,a, 3} et {1,a/, 3} deuz bases

des entiers de K vérifiant :

o® —ba? 4+ aca —ad*d = 0,af = ad;

a'g—b'o/Q—i—a'c'o/—a’Qd' — 0,0/Blza,d,

Alors les formes binaires du 3°™¢ degré ((a,b,c,d)) et ((a',0,c,d')) sont irréductibles, pri-
miatives et équivalentes. De plus, elles ont pour discriminant celui de K.
Ainsi, & tout corps de nombres cubique correspond une et une seule forme binaire de degré

3, & équivalence pres, et celle-ci est irréductible et primitive ; le corps et la forme binaire ont

le méme discriminant.
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Soit donc un corps cubique K. Nous savons que le seul nombre premier susceptible d’étre
un facteur commun d’indices dans K est 2. Dans la suite nous allons voir, en suivant Nagell,
que 2 est un f.c.i. dans K si et seulement si 2 est un diviseur fixe de la forme binaire de degré
3 associée & K. Du reste, 2 est le seul diviseur fixe éventuel d’une forme binaire primitive de
degré 3.

En effet, on sait d’aprés ce qui précede qu’il existe une base {1, a, 8} des entiers de K

telle que a et (8 vérifient les relations :

o —ba? +aca —a*d=0et af = ad

Etant donné un entier # quelconque de K, on peut I’écrire, et de maniére unique, sous la

forme :

0=xa—yB+z

ou z,y et z sont dans Z.

Dans ce cas, l’écriture de 6% dans la base {1, , B} est donnée comme suit :

0> = (ba® 4+ dy? + 2x2)a + (ax® + cy® — 2y2)B + 2/
ou 2’ € Z. (On verra dans la suite que la valeur de 2’ n’influe en rien sur 'indice de I’entier
6.)
On en déduit que 'indice de 6, soit (), vérifie

(1(0))* = (det(P))*

ou P est la matrice suivante :

1 =z z'
P=|0 2 b2?4+dy>+ 222
0 —y ax?+cy?—2yz
Or, det(P) = z(az? + cy® — 2yz) + y(bx?® + dy* + 2x2) = ax® + bx’y + cwy? + dy.
Il s’ensuit que les diviseurs de I(f) sont exactement ceux de la forme binaire ((a, b, ¢, d)).
En particulier, 2 est facteur commun d’indices dans K si et seulement si 2 est un diviseur
fixe de la forme binaire ((a, b, ¢, d)).

Le résultat suivant précise les formes binaires primitives dont 2 est diviseur fixe.
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Lemme 5.3.1 Soit ((a,b, c,d)) une forme binaire primitive de degré 3 quelconque. Alors,

2 en est un diviseur fixe si et seulement si a et d sont pairs et b et ¢ sont impairs.

Démonstration. En effet, écrivons ((a,b, ¢,d)) = F(z,y) = ax®+bx*y + cxy? + dy?. Si 2 est
diviseur fixe de F(z,y), alors 2 divise F'(1,0) et F'(0, 1), c’est-a-dire a et d. Il divise donc aussi
G(z,y) = F(z,y)— (ax®+dy3) = bx*y+ cxy?® pour tous z,y € Z. Mais, G(z,y) = zy(bx+cy)
et pour z et y impairs, on voit que 2 divise G(z,y) si et seulement si b et ¢ sont de méme
parité. Par ailleurs, comme a et d sont pairs et que la forme binaire est primitive, on voit
que b et ¢ sont nécessairement impairs. Réciproquement, il est clair que si ces conditions sont
vérifiées, 2 est diviseur fixe de la forme binaire. m

On peut donc énoncer le résultat suivant.

Théoréme 5.3.3 Soit K un corps de nombres cubique. Alors K est engendré sur Q par une

racine d’un polynome irréductible de la forme

f(z) = 2* — b2® + acr — a*d

ot les coefficients a,b,c et d sont dans Z.
Dans ce cas, le nombre premier 2 est facteur commun d’indices dans K si et seulement si a

et d sont pairs et que b et ¢ sont impairs.

Dans la suite, nous allons montrer comment on peut construire une infinité de polynémes
irréductibles dont les corps engendrés respectifs possédent le nombre premier 2 comme facteur
commun d’indices.

Plus précisément, en prenant un triplet (a, b, ¢) quelconque vérifiant les conditions a pair
et b et ¢ impairs, il est possible, et d’une infinité de maniéres, de choisir un entier pair d de
fagon que le polynome f(r) = 23 — ba® + acx — a?d soit irréductible, c’est-a-dire qu’il n’ait

pas de racine parmi les diviseurs de a?d.

Exemple 5.3.1 Soient les entiers a = 2,b=c =1 et d = 2p ou p est un nombre premier

3 — 22 4+ 22 — 8p. Nous allons montrer que

différent de 2. On considére le polynéme f(z) = x
si p est suffisamment grand, ce polynome est irréductible. En effet, les diviseurs de 8p étant
les £2Fp! ot k € {0,...,3} et € {0,1}, il suffit de choisir p de fagon que f(&2%p') # 0 pour
tout couple (k1) € {0,...,3} x {0,1}.

07', f(:tzkpl) — :I:23kp3l _ 22kp21 + 2k+1pl _ 23p

o8



On distingue les deux cas suivants :

Sil=0, f(£2kp!) = f(42F) = £23% — 22k £ 2k+1 23 < 29 4 24 — 23p = 23(26 12 — p),
ce qui, pour p suffisamment grand (il suffit en fait que p > 67), est strictement négatif.
Sil=1, f(£2kp!) = f(£2Fp) = £23kp3 — 22k p2 4 ok+1p _ 23p,

Pour éviter que cette quantité s’annule, il suffit que p® soit supérieur & la valeur absolue de

—2%kp2 4 okl 23p. Ce qui est le cas dés que l'on prend p > 28.

En conclusion, pour tout nombre premier p > 67, le polynéme f(z) = 23 — 2% + 2z — 8p
est irréductible et si € en est une racine quelconque dans C, le corps de nombres cubique

Q(0) admet 2 comme facteur commun d’indices.

5.3.2 Corps de nombres de degré supérieur a 3 admettant un

nombre premier donné comme facteur commun d’indices

D’apres le corollaire 5.1.3 (ou la table 1), le nombre premier 2 est facteur commun d’indices
dans un corps de nombres quartique si et seulement s’il se décompose dans ce corps sous
I'une des trois formes suivantes : Py PPy Py, Py P;P? ou P,P5. Quant a 3, il n'est facteur
commun d’indices dans ce corps que si et seulement s’il est complétement décomposé.

Des exemples de corps quartiques admettant 'un des deux nombres premiers 2 et 3 ou
les deux a la fois sont donnés par Nagell (voir [24]). A titre d’exemple, il montre que si 'on
prend un corps biquadratique K = Q(v/dy, v/dz) ot d; et dy sont deux entiers sans facteur
carré tels que leur produit d;ds n’est pas un carré, alors :

a) 2 est f.c.i. de la premiére catégorie (c’est-a-dire en se décomposant complétement dans
K) si et seulement si d; = ds = 1 (mod 8).

b) 2 est f.c.i. de la troisiéme catégorie (c’est-a-dire en ayant une décomposition de type
PoP;) si et seulement si d; = dy = 1 (mod 4) et que d; ou ds ne soit pas congru a 1 (mod 8).

c) 3 est f.c.i. dans K si et seulement si dy = dy = 1 (mod 3).

Pour des corps de nombres de degré plus grand, le résultat suivant, dit & Varmon [31],
permet de dégager toute une classe de corps de nombres de différents degrés admettant un

nombre premier donné comme facteur commun d’indices.

Proposition 5.3.1 Soient dy,ds, ...,d, (n > 2) des entiers rationnels tels que le corps K =

Q(Vdy,\/ds, ...,\/d,) soit de degré 2™ sur Q.
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a) Si pour tout i =1,...,n, on a d; =1 (mod 8), alors 2 est complétement décomposé dans
K.
b) Si p est un nombre premier impair et que d; est résidu quadratique modulo p pour tout

1=1,....,n, alors p est complétement décomposé dans K .

Démonstration. Voir [31] m

Il faut remarquer que la condition "K de degré 2" est satisfaite si par exemple les d; sont
des nombres premiers deux a deux distincts.

On déduit de ce résultat que 2 est f.c.i. dans le cas a) et p, avec 2 < p < 2" est f.c.i. dans
le cas b).

Il est clair que ce résultat offre alors une classe infinie de corps de nombres admettant un
nombre premier donné comme facteur commun d’indices.

Si n = 2, on retrouve I'un des résultats de Nagell, cités plus haut, concernant les corps

quartiques.

5.4 Corps de nombres K et K’ tels que py(p) = i (p)

Dans cette section, étant donné un nombre premier p, on s’intéressera aux corps de
nombres de méme degré ot p posséde une décomposition spéciale. On sait, dans un corps de
nombres galoisien, n’importe quel nombre premier posséde une décomposition spéciale. Les

deux résultats suivants s’appliquent donc en particulier & ces corps.

Théoréme 5.4.1 Soient K et K' deux corps de nombres de méme degré sur Q et p un
nombre premier ayant des décompositions spéciales dans K et K' et de paramétres e, f,r et
e, f',r" respectivement. On suppose que jiy(p) = pp(p) et que p n'est pas f.c.i. dans K (ni
donc dans K').

Si f=f alorse=¢ etr=r.

Démonstration. La premiére assertion est triviale. Pour la seconde, raisonnons par 1’ab-
surde et supposons r < 1.
Cas 1 :sie et e >2. Nous avons dans ce cas :

r—1

f_ _
pic(p)=p"—f" (7= 1) p 72 AN = pr — p"(pp—fl)’”HW (5:2)
k=0
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et

F 1 S FN(f) — k
i) = p" — (2 ; by Hf( p(];) ) (5.3)
b 0 b
L’égalité iy (p) = pige(p) équivaut donc a la suivante :
P =1 L) =) o =1 T AN =R
a(p) = (—; );Ho Y = (= )ka o = d'(p).
Puisque r < 1/, alors
pl —1 pf —1 o
e (5.4
Nous pouvons écrire :
r'—1 r—1 r'—1
f(N(f) — k) SN () = F) yp f(Np(f) — k)
1 ppf -1l ppf [1 ppf '
k=0 k=0 k=r
Manifestement, pour tout k =7,....,r" — 1, on a f(N,(f) — k) < p’
d’ou
r'—1
F(N(f) — k)
E ”pf <1.
Il s’ensuit que
AN — k) S FN,(f) — k
[[L) =0 L0560 =) 55

p p

k=0 k=0

De (5.4) et (5.5) on tire a'(p) < a(p). Par conséquent, de (5.2) et (5.3), on déduit que

U (p) < pg(p), ce qui est absurde.

Cas 2:e=1 et ¢ > 2. Dans ce cas, tix(p) = g (p) implique I'égalité
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r ! oo el — N,
f Aivp(f) — f (pf _ 1) P f( Q)Arlp(f)

our =er'. Dou,

Fr [T () = k) = (o = 1)/, (5.6)
k=%
Par ailleurs, on a d’une part :
Fra T = k) = 1T () = #)]
k=1, k=2,

et donc, pour tout entier non nul &, on a
FIN(f) = k) < F(Np(f) <p' -1
d’ou
T r—1 T
eI ) =k < -1 e. (5.7)

D’autre part, on a

(pf _ 1)§pgf(e’—2) > (pf _ 1)g(pf _ 1);(8'_2)

d’ou

r
-

(pf = )ep @ > pf — 1)@ = (pf — 1) (5.8)

On voit bien que (5.8) et (5.7) sont en contradiction avec 'équation (5.6). m

Conjecture 5.4.2 Soient K et K' deux corps de nombres de méme degré strictement plus

grand que 2 sur Q et p un nombre premier admettant dans chacun d’eux une décomposition
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spéciale. On suppose que i (p) = pg(p) et que p n'est pas f.c.i. dans K. Alors e = ¢,
f=fetr=r.

Le prochain et dernier théoréme est une réponse partielle a cette conjecture. Il affirme
que celle-ci est vraie pour des nombres premiers assez grands. Pour sa démonstration, nous

aurons besoin du résultat qui suit, da & Erdés et Selfridge [13].

Lemme 5.4.1 5@ k et m sont deux entiers quelconques > 2, l’équation diophantienne

(x+1)...(x+m) ="

n’a aucun couple solution (z,y) avec x ety strictement positifs.

Théoréme 5.4.3 Soient K et K' deux corps de nombres de méme degré n > 3 sur Q et p
un nombre premier ayant des décompositions spéciales dans K et K' et de paramétres e, f,r

et €, f',r" respectivement. On suppose que [ (p) = g (p) et que p > 2(%)

51,

Alors f=f',e=¢ etr=r1'.

Démonstration. On raisonne par rapport aux valeurs de e et de €'.

Cas1l:e>2,¢>2

Alors 'égalité py(p) = pg (p) équivaut a :

r r rfle— ad r ' fl(e'— Np(f'
Frpf = 1y AND = (1) D AT, (5.9)

En considérant la valuation p-adique de chacun des deux membres de (5.9), on obtient :

f NI fl
rf(e—2)+md<f)—rf(e—2)+—md(f/).
Comme 7 fe = r'f'e, il vient :
f o /et '
T T et
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ou encore :

/ I (5.10)

200 —r'f) = rad(f)  rad(f’)

D’autre part, aprés simplification par pU»#x®) = p»(ix’(P) des deux membres de (5.9), on

tire :
7o~ vy 1) — - 1))
pmd(f)
=y ) oy 1) — - 1)),
pmd(f’)
Or,
Np(ff) = %(pfmj(f) —pV 4. 1)
pmd(f)
de méme,

N / 1 /_fil
p(f;/f) — _,(pf 'rad(f/) — p() + j: ].)-
pmd(f’) f

Donc, en considérant les restes modulo p, on a :

7 (=17 x (£1) x (=1) X ... x (=(r = 1))

= "7 x (1) x (£1) x (=1) X ... x (=(r" = 1)) (mod p)

c’est-a-dire :

X (1) x (£1) x (=) x ((r = 1))
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= "l (1) x (£1) x (=)7L x (= 1)) (mod p).

n
Comme e > 2, onarf < 5 donc :

|/ x (1) x (1) x (=1)"7 P x ((r = DY) = fHr = 1)

De méme, on a :

Fr (1) ) (L) x ()T (= Y| = SN =) (%)%’1
L’hypothése sur p implique alors ’égalité :
= Dl= 770 = 1) (5.11)

On suppose f' < f. Alors, r < r/. Par conséquent, en simplifiant dans (5.11) par division
des deux membres par (r — 1)!, on voit que f”'~! divise 7!, donc que f’ divise f.
Montrons qu’en fait, pour tout diviseur premier éventuel ¢ de f’, on a v,(f') = v,(f). En
effet, si ¢ est un nombre premier divisant f’, posons v,(f’) = t et montrons que v,(f) = t.
Par I’absurde, si tel n’était pas le cas, fzomme f' divise f, on aurait v,(f) > t. Donc

vg(2(rf —1'f")) > t tandis que vq(#(f/)) =1t —1, vy(
f f

Uq(md(f) - md(f’)) =t — 1, ce qui contredit (5.10).

Montrons a présent que l'on a forcément r =’ et f = f.

) >t et donc

o
rad(f)
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On distinguera deux sous-cas : f' > 1 et f' = 1.
fr>1

Supposons r < 7’. Soit ¢ un diviseur premier de f’. On aurait :

(S X (r = 1)) = v (f771) + 0g((r = D) = (1 = D)oy (f) + vg((r — 1Y)

< (1" = Do (f) +0g (" = 1)) = v (f" 71 x (7" = 1))).

Ce qui contredit (5.11). Donc 7 = r’ et par suite f = f’.
f=1

Dans ce cas, (5.10) devient :

—1=2(rf—1"). (5.12)

rad(f)

De méme, (5.11) devient :

== 0" =1 (5.13)

On déduit de (5.12) que est impair. f n’est donc pas multiple de 4.

/
rad(f)

On raisonne par rapport a r.
a) Sir>1

En divisant les deux membres de (5.13) par (r — 1)!, on obtient :

frt=1 sir=r
. (5.14)
[l=rx..x(—=1) sir<?

Montrons que la situation (r < 7’ et f*~!' =r x ... x (r' — 1)) ne peut avoir lieu.

En effet, on a deux situations.

Ou bien r = 2 et alors f = (' — 1)!. Par conséquent, ' — 1 < 4 car sinon [ serait multiple
de 4. Donc 7" = 3 ou 4. Dans les deux cas, cela contredit (5.12).

Ou bien 7 > 3 et dans ce cas, d’aprés le lemme précédent, ' = r + 1 et f7~! = r. Donc
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f # 1. Soit ¢ un nombre premier divisant f. On a alors v,(f™') = (r — D (f) > r—1
tandis que v,(r) < g <r—1.

b)Sir=1

(5.13) devient f° x 0! = (' — 1)! d’ot 7/ = 1 ou 2.

Sir' =1, (5.12) donne 2(f — 1) = #(f) — 1 clest-a-dire f(2 - m;( )> =1 dou f=
1

Si 7’ = 2, (5.12) donne 2(f — 2) = ragif(f) — 1 clest-a-dire f(2 —

md(f)) = 3 ce qui est

impossible.

Conclusion : Si e et € sont > 2, les équations (5.12) et (5.13) impliquent f = f" et r =7’

Cas2:e=¢=1

Dans ce cas, I'égalité py(p) = py(p) entraine :

FrAN ) = g AN (5.15)

Comme dans le cas 1, en égalisant les valuations p-adiques des deux membres de (5.15) puis
les restes modulo p apres les avoir divisés par la plus grande puissance de p les divisant, on

obtient les équations :

f_fr
rad(f)  rad(f’) (5.16)

F =)= e = 1)L (5.17)

On va montrer que forcément r = r’ (ce qui entrainerait f = f’).

Par I’absurde, supposons r < r/. Par division par (r — 1)! des deux membres de (5.17), on

obtient :
r— 7 — (70, — 1)'
f T _ f/ 1 (7,.—_ 1)' . (518)
(=1 ,
Mais vaut 1 si (r,7") = (1,2) et vaut r x ... X (r' — 1) dans tous les autres cas.

)!
r— 1)'
(1

Si (r,r") = (1,2), égalité (5.18) donne 1 = f’. Donc n = 2, ce qui est exclu par hypothése.
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Si (r,7") # (1,2), égalité (5.18) entraine :

= txrxox (' =1). (5.19)

r ne peut valoir 1 car alors 7’ vaudrait au moins 3 et on aurait

L= f""1x(r'=1)! > f~! x 2! ce qui serait absurde. Donc r > 2. On en déduit que f'~*

divise f*~! donc que f’ divise f.

Comme précédemment, on montre que si un nombre premier ¢ divise f, alors v,(f) = v,(f').
/

En effet, si v,(f") =t < v,(f), alors v,(
contredit (5.16).

=t — 1 tandis que v, >t ce qui
) 1 dis g o ) > qui

I I
rad(f") rad(f)

Raisonnons alors selon les valeurs de f’. Si f’ # 1, soit ¢ un nombre premier divisant f’, on a :

Uq(fr_l) = (T - 1>Uq<f) = (T - 1)Uq<f,)

< (1" = Dug(f) = Uq(flrl_l) < Uq(flT/_l X7 X .. (r'=1)).

ce qui contredit (5.19).

Si f/ =1, comme e =¢ =1, on a alors rf = r’. D’autre part, (5.19) implique : f"! =
7 X ... x (r" —1). On sait que r > 2.

Si r > 2, d’aprés [13] on a forcément ' — 1 = r d’ott ' = r + 1, donc f"~! = r. L’entier
f étant différent de 1, en considérant un nombre premier ¢ divisant f, on aboutit & une

absurdité car alors
_ r
v (f7) = (r=Dug(f) =r—1> p > vy(r).

Sir =2, alors ' = 2f et en méme temps f =2 X ... X (1’ — 1) ce qui est impossible.

Conclusion : sie =¢ =1, alors r =1" et f = f'.

Cas3:e=1,¢>2

On obtient les deux égalités suivantes :
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f_fr
rad(f)  rad(f’)

+ 7' f'(e' — 2) (5.20)

=1 = =) (5.21)

Nous allons aboutir & une absurdité.
Supposons r = 1. Alors, f = €/ f’ d’ou, en simplifiant dans (5.21), on obtient fr—! = fr-1
ou encore (¢/f )"t = f"~! et finalement ¢"~! = 1. Mais comme ¢’ > 1, alors r = v/ = 1.

L’égalité (5.20) devient alors :

f
rad(f)  rad(f’)

+ f(e —2). (5.22)

Nous allons d’abord montrer que €’ et f’ sont forcément premiers entre eux. En effet, si ¢ est
un nombre premier divisant e’ et f’, alors, v,(f) = v (€' f") = v (€’) + v (f) > v (f'). Malis,
f f
_— _—) > N.
Uq(?”ad(f) T(ld(f))_vq(f)
!
D’un autre coté, v,(——=) < v,(f'(¢' — 2)) donc

rad(f)
Vg

f f f
A partir de 1a, 1'égalité iy (p) = pg(p) équivaut a :

) = v,(f) — 1 (dans ce cas), donc v,(

rad([") + f'(¢ —=2)) = vq(m) <,(f") < Uq(md(f)) et Iégalité (5.22) serait fausse.

FNG(f) = (" = )" 2PN (f). (5.23)
Mais,

10 = Yot = S+ 3wy

dlf dlf’ dlf,dtf’

= St 3wt = e+ Y ad

dlf’ dlfdtf’ dlf,dtf’

d

Calculons a présent ;L(f)p .

dfaf d
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Tout d divisant f sans diviser [’ peut s’écrire d = d'd” ou d’ est un diviseur de ¢’ autre que

1 et d” un diviseur quelconque de f’. Donc,

Zu(é)pd: > u(z—l,)u(g—,l,)pd'd"- (5.24)

dlf,dtf! 1£d! e’ d"| f

Pour égaliser les valuations p-adiques dans (5.23), on a besoin d’expliciter celle de

> u(%)u(%)pdld"-

14! 0| f

/ !/
C’est la plus petite valeur du produit d’'d” pour laquelle on a ,u(%) M(E) =% 0. Cette plus
f/ o e

petite valeur est obtenue pour d” = et d = si ¢ admet un facteur carré et
rad(f") rad(e’)

/

e

d = ) X ¢ = q ou q est le plus petit nombre premier divisant ¢’ sinon. En clair,
rad(e

!/

w3 w G

LA’ | f

/' ¢ .y X )
= si €' posséde un facteur carré

radgf’) rad(e’)  rad(f)
/

X q sinon

rad(f") X 4= rad(f)

Egalisons a présent les valuations p-adiques des deux membres de (5.23)

On a

f/

Wl =P BN = F€ =2+ s

tandis que

BIN1) = w N+ 3 Ly,

dlf,dtf’

Nous distinguons les deux cas : €’ sans facteur carré et ¢ avec un facteur carré.

ler cas : €’ est sans facteur carré.
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Dans ce cas,

V) = N =~ (5.25)
et
f f f’
W 3 W = ol <0 i
f/

Par conséquent, v,(fN,(f)) =

rad(f’)’

L’égalisation des valuations p-adiques des deux membres de I’égalité (5.23) implique donc :
! /

mc{(f/) = méf(f,) + f'(¢/ — 2) ce qui nécessite que €' = 2. Mais alors, f = 2f’ et 1’égalité

(5.23) devient :

FN() = WP N + Sl

dlf’

= PN+ S = 0 D)
dlf’

D’ot, en simplifiant,

Sl = o ()

dlf’

Or,

f/
rad(f")

() = 2o 4 s = 7 N(F)

7 rad(f")

(car rad(f') # 1 puisque f’ # 1). Donc 'hypothese selon laquelle 1y (p) et pig(p) seraient
égaux est fausse.
2¢éme cas : ¢ admet un facteur carré.

En égalisant les valuations p-adiques des deux membres de (5.23) cela donne :
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f /'

= '(¢/ —2). 5.26
rad(f)  rad(f") RS ) (5.26)
e/
Mais, e’ admettant un facteur carré (autre que 1), on a forcément ¢’ > 4 d’ou ¢/ — 2 > 7
On a alors :
/! /! !/ [N}
TS S PR RN N
2 7 rad(f) rad(f’) rad(f") 2 2 2

ce qui implique f > n et qui est absurde. m
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