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Résumé

Dans notre travail, nous nous intéressons au probleme du sous graphe 2-aréte connexe a
sommets et arétes pondérés, défini par Baiou[4]. Soit G = (V, F) un graphe non orienté et
2-aréte connexe. Chaque aréte et chaque sommet de G' est muni d’un poids. Le probleme
du sous graphe 2-aréte connexe de poids minimum dans G noté r-2ECSP, consiste a
trouver un sous graphe 2-aréte connexe de G tel que la somme des poids sur ses sommets
et ses arétes soit minimum. Ce probleme, comme la plupart des problemes d’optimisation
combinatoire, est NP-dur [29]. Sa formulation par un programme linéaire en nombres entiers
a été donnée par Baiou [4]. Nous étudions I'enveloppe convexe notée m-2ECSP(G), des
vecteurs d’incidence des solutions du r-2ECSP.

D’abord, nous montrons que la relaxation de ce programme suffit pour caractériser le
polytope -2 EC'SP(G) dans les cactus et les multi-chaines. Baiou et Correa [5] ont introduit
une nouvelle classe d’inégalités valides pour m-2EC'SP(G) que nous avons exploitée dans le
cas des multi-cycles pour donner une sous classe définissant des facettes pour le polytope
r-2ECSP(G). Enfin nous donnons la description complete de r-2ECSP(G) dans des cas

particuliers de multi-cycles.

Mots clés : optimisation combinatoire, approche polyédrale, sous graphe 2-aréte connexe,

inégalités valides, faces et facettes.



Résumé

Our work focus on node weighted 2-edge connected subgraph problem defined by Baiou [4].
Given a graph G = (V, E), anode r € V and cost (weight) function on nodes and edges,
the r-2-edge connected subgraph problem consists on finding a 2-edge connected subgraph
in G containing r whose total cost (weight) on both nodes and edges is minimized. We
study a class of graphs for which the polytope associated to the r-2-edge connected sub-
graph problem is completely described by the trivial inequalities and the inequalities so
called generalized cut inequalities. These graphs are called perfectly r-2-edge connected.

We prove that cacti and multi-path graphs belong to this class.

key words : 2-edge connected subgraph, combinatorial optimization ,polyhedral descrip-

tion, faces and facets.
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Introduction

Plusieurs problemes issus de domaines divers tels que l'industrie, le transport,
I’économie... se ramenent a des problemes d’optimisation d’une fonction linéaire sous des
contraintes linéaire avec des variables bivalentes. Ces problemes sont dits d’optimisation
combinatoire.Un probleme d’optimisation combinatoire peut étre défini comme étant celui
de déterminer un plus petit ou un plus grand élément d'un ensemble fini. A premiere
vue, un tel probleme parait facile a résoudre vu le caractere fini de I'ensemble de ses
solutions. Mais en pratique, le nombre de ces solutions peut étre exponentiel. Et dans ce
cas, une méthode qui consisterait a énumérer toutes les solutions du probleme ne peut

étre envisagée.

L’efficacité d’'une méthode de résolution (algorithme) est généralement mesurée par
le temps d’exécution. Si ce temps est borné par une fonction polynomiale en la taille
du probleme alors la méthode est dite efficace ou polynomiale. Pour un certain type
de problemes d’optimisation combinatoire on ne connait pas d’algorithmes efficaces de
résolution. Ces problemes ont la propriété que s’il existe un algorithme polynomial pour
I'un d’entre-eux alors il en existerait un pour chacun. Pour ces problemes dits N P-durs il

y a donc peu d’espoir de pouvoir trouver une méthode efficace.

Une approche qui s’est révélée efficace pour ce type de problemes est 'approche dite
polyédrale. Cette approche permet de ramener le probleme a la résolution d’un programme
linéaire par la description du polyedre enveloppe convexe des solutions par un systeme
linéaire. Une étape cruciale dans cette méthode concerne I'identification des contraintes de

ce systeme.

Une caractérisation complete du polyedre est généralement difficile a obtenir. Elle s’avere
impossible dans le cas ou le probleme est N P-dur. Cependant, depuis la découverte de la

méthode des ellipsoide par Khachiyan, une description partielle du polyedre des solutions
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peut étre suffisante pour résoudre le probleme en temps polynomial. En effet en utilisant
cette méthode Grotschel, Lovasz et Schrijver [35] voir aussi Padberg et Rao [53] ont montré
qu’il existe un algorithme polynomial pour résoudre un probleme d’optimisation sur un
polyedre donné si et seulement si il existe un algorithme polynomial pour le probleme de
séparation associé a ce polyedre, c¢’est-a-dire un algorithme qui permet de décider pour un
point x donné si x appartient au polyedre et dans le cas contraire de trouver un hyperplan

qui sépare x du polyedre.

En conséquence si pour un probleme d’optimisation combinatoire on connait un systeme de
contraintes linéaires décrivant partiellement le polyedre des solutions, et si le probleme de
séparation associé a ces contraintes est polynomial alors ce systeme peut étre suffisant pour
donner une solution optimale au probleme en temps polynomial en utilisant une méthode
de coupes. Une telle approche a été appliquée avec succes pour plusieurs problemes d’op-
timisation combinatoire comme le probleme du voyageur de commerce et le probleme de

la coupe maximale.

Dans ce mémoire nous considérons cette approche pour des problemes de sous graphes
particuliers plus précisément le probleme de sous graphes 2-aréte connexe a sommets et
aretes pondérés. Un graphe G est dit 2-aréte-connexe si entre chaque paire de sommets de
G il existe au moins deux chaines aréte-disjointes. Si les arétes et les sommets sont munies
d’un systeme de poids le probleme du sous graphe 2-aréte-connexe de G est de déterminer
un sous graphe 2-aréte-connexe de poids minimum. Ce probleme a des applications dans

les domaines des télécommunications et de transport.

Ce mémoire est organisé comme suit. Dans le chapitre 1, nous donnons des notions
généralisées de l'optimisation combinatoire. Nous commencons par la définition d’un
probleme d’optimisation combinatoire, ensuite nous parlons des outils nécessaire pour

définir et résoudre un probleme d’OC.

Dans le chapitre 2 nous présentons des généralités sur ’approche polyédrale. D’abord
nous donnons un rappel de géométrie, ensuite nous abordons quelques définitions et pro-
priétés de base utile pour la suite de notre travail. Nous verrons donc des notions qui se
rapportent a la théorie des polyedres, celles des inégalités valides, faces et facettes, ...
Nous terminons ce chapitre par le probleme de séparation ainsi que le passage de la pro-
grammation linéaire en nombres entiers a la programmation linéaire, et sa relation avec les

polyedres.

Dans le chapitre 3 nous avons choisi trois problemes dont ’approche polyédrale a donné
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des résultats intéressant. D’abord, nous présentons le probleme de couplage, un probleme
qui a vu naitre I'approche polyédrale, car cette approche a été introduite par J. Edmonds
dans le cadre des probleme de couplage [26]. La caractérisation du polytope associé au
probléme est donné par J. Edmons [26]. Le deuxieme probléme que nous exposerons dans
ce chapitre sera le probleme de voyageur de commerce T'SP de 'anglais Traveling Sales-
man. Le probleme du T'S P, consiste a trouver un cycle hamiltonien de longueur minimum
dans un graphe pondéré. Nous nous intéressons a la caractérisation de celui-ci dans cer-
taines classes de graphes. En dernier nous abordons le probleme de sous graphes k-aréte
connexe, noté kECSP. Un graphe G = (V, E) est dit k-aréte connexe (resp k-sommet-
connexe)(1 < |V| —1) si pour toute paire de sommets i, 7 € V' il existe au moins k chaines
aréte-disjointes (resp sommet-disjointes) disjointes reliant i et j dans G. Si G est muni
d’une fonction cotut sur les arétes, le probleme de sous graphe k-aréte connexe (kECSP)
est de trouver un sous graphe k-aréte connexe de cotit minimum. (Le cout d’un sous graphe
est la somme des cotits de ses arétes). Nous énumérerons les inégalités valides pour le po-

lytope associé au probleme kECSP.

Dans le chapitre 4 nous allons étudier le probleme de sous graphe 2-aréte connexe a
sommets et arétes pondérés. Nous commencerons par exposer le probleme de sous graphe
2-aréte connexe. Ensuite nous aborderons le probleme quand le graphe est a sommets et
arétes pondérés introduit par Baiou [4] puis étudié par Baiou et Correa [5], en fixant un
sommet r qui est considéré comme racine, on notera ce probleme par r-2ECSP. Dans
[4] Baiou donne la formulation du probléme en programmation linéaire en nombre entier,
et prouve que la relaxation (suppression des contraintes d’intégrités) de ce programme
n’est pas a solutions entiere méme dans une classe particuliere de graphes comme celle des
graphe série paralleles. Ensuite Baiou et Corréa [5] ont étudié la dimension du polytope
associé au r-2ECSP, et ils ont introduit deux classe d’inégalités valides pour le polytope
associé au r-2FECSP que nous allons exploiter ici pour donner la caractérisation de ce
polytope dans un triangle qui admet des arétes multiples. Mais avant, nous étudierons le
probleme du r-2ECSP sur la classe des graphes cactus et nous donnerons la preuve qu’ici
la relaxation du programme donné par Baiou [4] suffit pour caractériser le polytope associé
au probleme r — 2ECSP dans cette classe. Nous aurons le méme résultat quand le graphe

est une multi-chaine.



Chapitre 1

Optimisation combinatoire :

Généralités

L’optimisation combinatoire occupe une place tres importante en recherche
opérationnelle, en mathématiques discretes et en informatique. Son importance se jus-
tifie d’'une part par la grande difficulté des problemes d’optimisation et d’autre part par
de nombreuses applications pratiques pouvant étre formulées sous la forme d’un probleme
d’optimisation combinatoire . Bien que les problemes d’optimisation combinatoire soient
souvent faciles a définir, ils sont généralement difficiles a résoudre. En effet, la plupart de
ces problemes appartiennent a la classe des problemes NP-difficiles et ne possedent donc

pas a ce jour de solution algorithmique efficace valable pour toutes les données.

1.1 La problématique de optimisation combinatoire

Un probleme d’optimisation est un probleme qui consiste a minimiser ou maximiser
une fonction f sur un ensemble donné A, tel que f: A — R et A C R™. On écrira le

probleme de minimisation comme suit :
minimiser{f(z) : x € A}

Le probleme de maximisation est défini de maniere similaire.

Un probleme d’optimisation combinatoire est un probleme de la forme suivante : étant
donné une famille F de sous-ensembles d'un ensemble de base E = {ej,es,...,€,} et un
systeme de poids w = {w(ey),w(eq),...,w(e,)} associé aux éléments de F, trouver un

ensemble F' € F de poids w(F) = > . w(e) minimum :
min {w(F) : F € F}.
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Chapitre 1 Optimisation combinatoire : Généralités

Ici la famille F est 'ensemble des solutions du probleme, elle permet de représenter diverses
structures combinatoires comme, par exemple, des chemins, des cycles, des arbres, ..., dans
les graphes.
Le probleme de maximisation est défini de maniere similaire.

L’optimisation combinatoire étant une des branches de l'informatique et des
mathématiques appliquées, elle combine des techniques de la combinatoire, de la program-
mation linéaire et de la théorie des algorithmes afin de résoudre des problemes d’optimi-

sation ayant des structures discretes (généralement un graphe).

1.2 Graphe et optimisation

La plupart des problemes étudiés en optimisation combinatoire nécessitent des in-
terprétation par des structures graphiques. De plus, des problemes pratiques tels que
les problemes de télécommunications, VLSI, 'ordonnancement,... sont fructueusement
modélisés par des graphes. Un graphe se compose d'un ensemble de sommets V' qu’on
représente par des points et un ensemble d’arétes £/ qu’on représente par des traits. Il est
noté G = (V, E).

Définition 1.2.1. [25] Soient V' et E deux ensembles vérifiant £ C V x V (ensemble des
sous-ensembles de deux éléments pris dans V ), on appelle graphe simple non-orienté, le
couple G = (V; ). Les éléments de V sont appelés sommets ou noeuds et les éléments de

E sont les arétes de G

Définition 1.2.2. [25] Si V' C V et £/ C E alors G, est un sous-graphe de G. On note
G' C@G.

Si G' C G et que Gy contient toutes les arétes uv de E ot u;v € V' alors G’ est appelé le
graphe induit par V' . On note G' = G[V"].

Définition 1.2.3. Un graphe partiel de G engendré par E' C E est le graphe G' = (V, E’
dont les sommets sont des points de V' et dont les arétes sont ceux de V. Autrement dit,

on élimine de G les arétes de U — V.

Définition 1.2.4. [11] Un sous graphe partiel de G est sous graphe d’un graphe partiel de
G.

Une chaine dans un graphe G = (V| E) est une séquence d’arétes ey, e, . .. , e telle que

€1 = Vg1, €3 = V1V, ... ,€ = Up_1Vk, OU V1, Vg, ...,V sont des sommets de V.
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Un cycle est une chaine fermée.

Un cycle est dit hamiltonnien si il passe une fois et une seule fois par chacun des sommets
de G.

Définition 1.2.5. [11] Un graphe G = (V, E) est dit conneze si pour toute paire de

sommets u,v de Vil existe une chaine reliant u et v.

F1G. 1.1 — une coupe

Définition 1.2.6. Soit W C V, W # (), un sous ensemble de sommets de V. L’ensemble
des arétes ayant une extrémité dans W et l'autre dans V\W est appelé coupe et noté

S(W).(voir la figure 1.1).

En posant W = V\W, nous avons §(W) = §(W). Si W est réduit & un seul sommet on
écrit 0(v) au lieu de §({v})

Définition 1.2.7. [11] Etant donné un graphe simple G = (E, V), on appelle un couplage

un ensemble Fjy d’arétes tel que deux quelconques des arétes de Ey sont non adjacentes.
Si Ejy est un couplage et Fy C Ej, alors E; est aussi un couplage.

Définition 1.2.8. [11] Un graphe G est dit complet ses sommets sont deux a deux adja-

centes dans G.

Définition 1.2.9. Une clique est un sous ensemble de sommets de de G = (V, E') induisant

un graphe complet.

Définition 1.2.10. [11] Etant donné un graphe G = (V, E), on appelle recouvrement une

famille /' C FE telle que tout sommet x € X soit 'extrémité d’au moins une aréte de F'.

Définition 1.2.11. [25] Un multi-graphe est un graphe non-orienté, pouvant admettre des

boucles et plusieurs arétes entre deux sommets.



Chapitre 1 Optimisation combinatoire : Généralités

1.3 Programmation linéaire

La programmation linéaire PL , concerne le probleme de maximisation ou minimisation
d’une fonction linéaire sur un polyedre. Le probleme est donné sous sa forme canonique

comme suit :

max z = cx
(PL){ s.c Ax <b (1.1)
x> 0.

Ou la fonction objectif est linéaire et A une matrice dans R™" , x € R" et b € R™.

Tout probleme d’optimisation combinatoire a fonction objectif séparée peut se ramener
a la résolution d'un programme Linéaire.

Une solution d'un programme linéaire est une affectation de valeurs aux variables du
probleme. Une solution est réalisable si elle satisfait toutes les contraintes du probleme :
x = (x1,...,x,) est une solution réalisable de (PL) si et seulement si A.x < bet x > 0.
Une solution optimale est une solution réalisable, notée x pour laquelle la fonction objectif
z prend sa valeur maximale zx

Quand a la résolution des programmes linéaires on distingue deux méthodes célebres :La

méthode du simplexe et la méthode d’ellipsoide.

La méthode du simplexe est une méthode décrite par G. B. Dantzig[23] aux Etats
Unis en 1947. C’est une méthode pratique puisqu’elle permet de résoudre des programmes
linéaires de grande taille en des termes de calcul relativement faibles. L’idée de base de
'algorithme de simplexe consiste & partir d’un point extréme z° de l'ensemble K des
solutions admissibles et & se déplacer vers un point extréme voisin ! ( Si on en trouve un)
ol la valeur de z est meilleure. On recommence & partir de z! et on continue ainsi jusqu’a
ce qu’on ait atteint un point extréme x* meilleur ou jusqu’a ce qu’on ait pu établir que le
probleme n’admet pas de solutions optimales.

A noter que, I’algorithme de simplexe n’est pas polynomial.

La méthode d’éllipsoide est un algorithme introduit par Khachiyan en 1976 dont la par-
ticularité est d’étre polynomial. Cette méthode est basé sur la recherche d’une série d’
¢llipsoide a volumes décroissants.

Khachiyan a montré que pour les problemes de programmation linéaire la méthode

d’ellipsoide permet d’avoir des solutions exactes en un temps polynomial.
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Chapitre 1 Optimisation combinatoire : Généralités

Théoréme 1.3.1 (Théoreme de Khachiyan[51]). Les systémes d’inégalités linéaires a co-
efficients fractionnaires, et les problemes de programmation linéaire, peuvent étre résolus

en temps polynomaial.

1.4 La théorie de la complexité

La théorie de la complexité, née a la suite des travaux de Edmonds [26] puis de Cook
et Karp, a pour objet de lier le nombre de calculs effectués lors de la résolution d’un
probléeme au moyen d’un algorithme donné a la taille des données de ce probleme. D une
autre maniere, offre un cadre d’étude mathématique dans lequel les problemes peuvent étre
classés en problemes faciles ou difficiles. Ici on ne donnera que des généralités. Pour de plus
amples informations sur la théorie de complexité, consulter le livre de Papadimitriou[54]
et Le livre de Garey et Jonhson [29]

1.4.1 Notions de base

On formalise la notion de probléme, en le décomposant en un couple constitué de pa-
rametres et d'une question (I’objectif).
Une instance 1 est un ensemble de données attribuées aux parametres. On peut attacher a
I'instance I un entier (I) qui mesure la longueur de ces données,(nombre de bits nécessaires

pour la stocker).

Définition 1.4.1. Un algorithme est une suite d’opérations élémentaires qui, lorsqu’on
lui fournit une instance d’un probléeme en entrée, s’arréte apres execution de la derniere

opération en nous renvoyant la solution.

Les deux parametres les plus importants pour mesurer la qualité d’un algorithme sont
le temps d’execution et 1’espace mémoire qu’il utilise. D’ou les notions de complexité en
temps et complexité en espace.

Ce qu’on appelle la complexité en temps ou simplement complexité d'un algorithme cor-
respond a une indication du temps qu’il prendra pour résoudre un probléeme d’une taille
donnée.

La complexité en espace est une fonction qui associe, a la taille d'une instance d’un probleme
donné, un ordre de grandeur du nombre de cases mémoire utilisées pour les opérations

nécessaires a la résolution du probleme.
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Définition 1.4.2. Un algorithme est dit d’ordre de f(n)(noté o(f(n))) si il existe un

scalaire ¢ et un entier ng tel que son temps d’exécution est au plus cf(n) pour tout n > ng.

Si le temps d’exécution d’un algorithme est borné par une fonction polynomiale en la
taille du probleme et des données du probleme, alors I'algorithme sera dit polynomial

La définition de la complexité d’un algorithme peut facilement se transporter sur les
problemes. La complexité d’un probleme est la complexité du meilleur algorithme qui le

résout.

Définition 1.4.3. Un probleme de décision est un énoncé auquel la réponse sera ”oui” ou

Exemple : Soit G un graphe non orienté, existe-t-il un cycle hamiltonien dans G'?7
Les problemes de décision sont divisés en deux : Les problemes décidables et les problemes
non décidables. un probleme non décidable est celui dont on a pas décrit un algorithme

pour le résoudre.

Théoréeme 1.4.1. [57] Si le probléme de décision associé a un probléme d’optimisation

combinatoire donné est difficile, le probleme d’optimisation combinatoire lui méme est dif-

ficile.

1.4.2 Les classes des problémes P et NP

Définition 1.4.4 (La classe P). Un probleme P est dit appartenir a la classe P, si il existe

un algorithme polynomial pour le résoudre.

Les problemes de classe P sont faciles. On peut citer comme exemple : le probleme du

plus court chemin, le probleme du couplage. ..

Définition 1.4.5. Un algorithme non déterministe est un algorithme contenant une ins-
tance « choix » qui, opérant sur un ensemble fini, choisit un élément, sans spécifier comment
ce choix est effectué. Il est caractérisé par le fait que s’il existe (au moins) une maniere
d’effectuer le choix qui conduit a la réponse oui, c¢’est suivant cette maniere que le choix

est fait.
Les algorithmes non déterministes permettent de définir la classe NP.

Définition 1.4.6 (La classe N'P). Soit P un probleme de décision et I les instances
de ce probléme pour lesquelles la réponse est ”oui”. P est dit NP (Nondeterministic
Polynomial)s’il existe un algorithme polynomial (non déterministe) qui permet de vérifier

que la réponse est "oui” pour tout instance de I.
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Parmi les problémes NP nous distinguons les problémes de classe P, ainsi que les

problémes NP complets.

Définition 1.4.7 (La classe Co-NP). Soit P un probléme de décision et I les instances de
ce probléme pour lesquelles la réponse est "non”. P est dit Co-NP s’il existe un algorithme

polynomial qui permet de vérifier que la réponse est "non” pour tout instance de I.

1.4.3 Probléme NP complet

La notion principale de la N"P-complétude est celle de la réduction polynomiale.

Définition 1.4.8. On dira que le probleme P se réduit a un probleme P’ si :
1. Il existe un algorithme A qui transforme les instances (données) Z de P en instances
7' de P'.
2. 1l existe un algorithme A’ qui transforme les solutions S” de P’ (pour les données Z")

en solutions S’ de P.

Définition 1.4.9. On dira que le probleme P se réduit polynomialement au probleme P’
sl :
1. P se réduit a P’

2. Les algorithmes A et A’ sont polynomiaux.

Définition 1.4.10 (La classe N'P-complet). Un probleme de NP est dit N'P-complet,si

tout probleme de NP se réduit polynomialement & lui.

Pour démontrer qu'un probleme P est N'P-complet, il faudra montrer que : P est dans

la classe NP, et qu’il existe un probléme Q connu pour étre N'P-complet tel que QaP.

Définition 1.4.11. Un probleme de satisfaisabilité noté SAT est donné par :

e un ensemble de variables booléennes X = (x1, 2z, ..., 2,).

e une expression booléenne en terme de ces variables : E = C; ACy A --- A C), ou
chaque clause C; (i=1, ...,m) est une expression de C; = wuj, V uj, V..., u;, et ol
chaque u;, est une variable de X.

Le probleme consiste a chercher s’il existe une affectation de variables x;, pour k=1,...n

a 0oul telle que =1

Théoréme 1.4.2. [21] Tout probleme NP se réduit polynomialement a SAT .

10
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Cook a été le premier & montrer la N'P-complétude d’un probleme [21], celui de la
satisfaisabilité, noté probleme SAT. La réduction employée (souvent appelée réduction
générique) repose sur la théorie des langages récursifs et les machines de Turing, pour plus
d’approfondissement sur le concept des machines de Turing voir les travaux de Hopcroft
et Ullman [40]

Remarque 1.4.1. La question dans le cas des probleme d’optimisation combinatoire n’ap-

pelle pas une réponse oui ou non, mais la valeur optimale d’une fonction.

A tout probleme d’optimisation correspond un probleme de décision : si la question du
probleme d’optimisation est de décider de 'optimum d’une fonction f , on peut poser la
question pour un entier positif quelconque k£ de I'existence d'une valeur de f inférieure ou
égale a k.

Un probleme d’optimisation est dit NP-difficile si le probleme de décision qui lui est

associé est N'P-complet.

1.4.4 Problemes classiques d’optimisation combinatoire

Nous présentons rapidement ici trois problemes classiques d’optimisation combinatoire :

le probleme du sac-a-dos, le probleme d’affectation, le probleme du voyageur de commerce.

Le probleme de sac a dos

”Le probleme du sac-a-dos” est un probleme de sélection qui consiste a maximiser un
critere de qualité sous une contrainte linéaire de capacité de ressource. Il doit son nom a
I’analogie qui peut étre faite avec le probleme qui se pose au randonneur au moment de
remplir son sac-a- dos : il lui faut choisir les objets a emporter de facon a avoir un sac le
plus "utile” possible, tout en respectant son volume.

Plus formellement, on peut le décrire de la fagon suivante. Soit un ensemble de n
éléments et une ressource disponible en quantité limitée, b. Pour 7 = 1,...,n, on note
p; le profit associé a la sélection de 1'élément j et on note a; la quantité de ressource
que nécessite I'élément 7, sil est sélectionné. Les coefficients p; et a; prennent des valeurs
positives pour tout 7 = 1,...,n. Le probleme du sac-a-dos consiste a choisir un sous-
ensemble des n éléments qui maximise le profit total obtenu, en respectant la quantité de
ressource disponible.

On associe a chaque élément j une variable de sélection, z; , binaire, égale a 1 si j est

sélectionné, égale a 0 sinon. Le profit total obtenu peut alors s’écrire comme la somme :

11
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> j—1 P et la quantité totale de ressource utilisée comme la somme : »7 a;z; . Le
probléeme du sac-a- dos se modélise donc sous la forme :
maXija:j (1.2)
j=1
Z ;T S b (13)
j=1
z; € {0,1} Vie{l,...,n}. (1.4)

Le probleme du sac-a-dos a fait ’objet de différents travaux proposant des méthodes exactes
de résolution. Les algorithmes proposés relevent de trois principaux types de méthodes.
Premierement, des algorithmes de type séparation et évaluation, ont été proposés dans les
années 70, permettant de traiter efficacement des instances de petites tailles. Ces perfor-
mances ont par la suite été améliorées par I’adjonction de contraintes supplémentaires pour
renforcer les bornes dans I'arbre de recherche. Deuxiemement, des algorithmes se basant sur
I'identification d’une variable critique et d’un sous-ensemble associé de variables, sur lequel
on applique une recherche arborescente tronquée, ont permis, a partir des années 80, d’aug-
menter la taille des instances pouvant étre résolues (jusqu’a n = 100000). Troisiemement,
des algorithmes efficaces de programmation dynamique ont été proposés. En particulier,la
programmation dynamique est combinée avec l'identification d’une variable critique et

I'utilisation de techniques de renforcement des bornes.

Le probleme d’affectation

Le "probleme d’affectation” consiste a établir des liens entre les éléments de deux
ensembles distincts, de facon a minimiser un cotit et en respectant des contraintes d'unicité
de lien pour chaque élément.

On considere m taches et n agents, avec n > m. Pour tout couple (i,5)tq : i =
1,...,m,j = 1,...n, laffectation de la tache ¢ a j entraine un cout de réalisation noté
¢;j ¢ (¢;; > 0). Chaque tache doit étre réalisée exactement une fois et chaque agent peut
réaliser au plus une tache. Le probleme consiste a affecter les taches aux agents, de facon
a minimiser le cotut total de réalisation et en respectant les contraintes de réalisation des
taches et de disponibilité des agents

A tout couple tache/agent (7, 7), on associe une variable d’affectation,;; , binaire, qui

prend la valeur 1 si la tache i est affectée a l'agent j et 0 sinon. Le cout total de réalisation

12
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des taches s’exprime alors par la somme : ", Z?Zl cijTi;. Le nombre d’agents réalisant
la tache ¢ est donné par : Z?:l x;; , pour tout ¢ = 1,...,m et le nombre de taches réalisées
par 'agent j est donné par : > ;" x;; , pour tout j = 1,...,n. On peut donc modéliser le

probleme d’affectation sous la forme :

miniicijxij (15)

i=1 j=1
zn:a:ijgb Vie{l,...,m} (1.6)
j=1
ixijgb Vie{l,...,n} (1.7)
lee {0,1} Vie{l,...,m}, Vje{l,...,n}. (1.8)

En théorie des graphes, on peut se ramener a un ”probleme de couplage dans un graphe
biparti” . On dit d'un graphe G qu'’il est biparti si 'on peut diviser les sommets en deux
ensembles X; et X5 de telle sorte que toutes les arétes dans le graphe joignent un sommet
de X; a un sommet de Xs.

En associant X a I’ensemble des taches, de cardinalité m et X, a I’ensemble des agents,
de cardinalité n, une aréte (i, j) dans le graphe G (avec i € X1 et j € X2) représente la
possibilité d’affecter la tache ¢ a 'agent j ; on associe le poids ¢;; a chaque aréte (7, j) de G.
Le poids d’'un couplage étant défini comme la somme des poids de ses arétes, le probleme
d’affectation revient alors a chercher un couplage de cardinalité m de poids minimal dans
le graphe G.

Le cas particulier ou X; et X5 sont de méme cardinalité (correspondant au cas n =m
pour le probleme d’affectation) est fréquemment étudié ; on s’intéresse alors a la recherche
d’'un couplage de cardinalité maximale. Si on considere des ensembles X; et Xy de cardi-
nalité n et s'il existe n? arétes dans le graphe G (i.e,le graphe est biparti complet), alors le
couplage maximal est de cardinalité n et il est appelé “couplage parfait”. On peut étendre
ce probleme a celui de la recherche d’un couplage maximal de poids minimal dans G.

La "méthode Hongroise”, proposée par Kuhn en 1955, est un algorithme dual qui s’ap-
puie sur une modélisation du probleme d’affectation sous forme d'un programme linéaire.
Du fait de sa grande efficacité sur ce type de probleme, c’est I’algorithme de référence en

Recherche Opérationnelle pour résoudre le probleme d’affectation. Son principe est basé

13
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sur le fait que les couplages de poids minimal dans le graphe du probleme primal sont

exactement les couplages de cardinalité maximale dans le graphe du probleme dual.

Le probleme de voyageur de commerce

Le ”probleme du voyageur de commerce”, ou T'S P (pour Traveling Salesman Problem),
est le suivant : un représentant de commerce ayant n villes a visiter souhaite établir une
tournée qui lui permette de passer exactement une fois par chaque ville et de revenir
a son point de départ pour un moindre coit, c’est-a-dire en parcourant la plus petite
distance possible. C’est un des problemes les plus anciennement et largement étudiés en
optimisation combinatoire. Ses applications sont nombreuses. Par exemple, des problemes
de séquencement de processus de fabrication ou d’optimisation de parcours en robotique
peuvent s’exprimer directement sous forme d'un T'SP et certains problemes, comme les
problemes de transport, sont plus complexes que le T'SP mais présentent une structure
sous-jacente de type T'SP.

Soit G = (V, E) un graphe non orienté, avec |V| = n. Dans le probleme du voyageur de
commerce on cherche a trouver un cycle hamiltonien de longueur minimum La modélisation
du probleme est donnée comme suit :

Soit d. la longueur de e € F, soit x. la variable définie comme suit :
1 si e appartient a un cycle Hamiltonnien
e = {0 sinon. '
Soit S C V', E(S) représente les arétes ayant les deux extrémités dans S. Généralement, les

sommets du graphe se réferent aux cités et le cycle hamiltonnien représente une tournée.

minimiser Z dex, (1.9)
eckE
Z Te =2 pour tout v € V' (1.10)
ewwee
Z e < |S|—1 pour tout ) #S CV (1.11)
eCE(S)
z. € {0,1} pour tout e € E (1.12)

Pour résoudre le probleme du voyageur de commerce on se ramene a la recherche d’un
cycle hamiltonnien de longueur minimum qui est un probleme N P-difficile, ce qui induit

que le probleme de voyageur du commerce aussi est N Pdifficile.
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1.5 Résolution des problemes difficiles

Etant donnée I'importance des problemes d’optimisation combinatoire, de nombreuses
méthodes de résolution ont été développées en recherche opérationnelle et en intelligence
artificielle. Ces méthodes peuvent étre classées sommairement en deux grandes catégories :
les méthodes exactes (completes) qui garantissent la complétude de la résolution; et les

méthodes approchées (incompletes) qui perdent la complétude pour gagner en efficacité.

1.5.1 Méthodes exactes

Méthode d’énumération implicite (Branch and Bound)

Soit IP un probleme d’optimisation combinatoire dont I’ensemble des solutions ad-
missibles est S. Les méthodes de (Branch and Bound) (séparation et d’évaluation) repose
sur le principe ”diviser pour régner”. Plus précisément, on divise I’ensemble des solutions
admissibles d'un probleme d’optimisation combinatoire qu’on notera S en sous-ensembles
de plus en plus petits afin d’isoler dans I'un de ses sous-ensembles une solution optimale.
Le processus peut étre représenté par un arbre (une arborescence) d’énumération :
la racine correspond au probleme de départ I P sur ’ensemble S |
les fils représentent les sous-problémes I P* définis sur des sous-ensemble S; de S.

L’algorithme  de  Branch and  Bound est donné  comme  suit

Etape 1 :Initialisation : L = {IP}, S° =S, 2° = 00, et 2;p = —0.

Etape 2 :le test d’arret : Si L = @, alors la solution z° qui donne z;p = cz°
optimale.

Etape 3 :Sélection du probléme et relaxation : Sélectionner un probleme [ P! puis le
supprimer de L. Résoudre sa relaxation RP’. Soit 2} la valeur optimale de la
relaxation et soit x%; la solution optimale ,si il en existe une.

Etape 4 : L’élagage :
— Si 2% < z;p, aller & I'étape 2.
— Sizh ¢ S, aller a I'étape 5.
a2 e S et cry > zpp, SOitz;p = cxp.Supprimer tout les problemes de L
vérifiant 2* < z;p. Si cay = zj,aller a I'étape 2; sinon aller a ’étape 5.

Etape 5 : Division : Soit {SY}_, une division de S’. Ajouter les problemes
{1P7}%_| alaliste L, ol 2 = 2z} pour tout j = 1,..., k. Aller a I'étape 2.

La méthode de ”Branch and Bound” a été initialement proposée par Little et al. [44]
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pour résoudre le probleme du voyageur de commerce, puis, a été reprise par d’autres auteurs
pour proposer différentes variantes. le principe est de partitionner I’ensemble des solutions
du probleme en deux sous-ensembles, en éliminant les partie ne contenant pas de solution
entiere réalisable (séparation). A chaque étape, on sélectionne, en utilisant une ”stratégie

de sélection”, un sous ensemble prometteur qui conduit a une meilleure solution réalisable.

Choix de stratégies d’explorations

Soit L une liste de sous problemes, autrement dit un arbre partiel de sommets actifs,
une question s’impose : quelle est le sommet (noeud) qui doit étre exploré en premier ?
L’exploration des noeuds de ’arborescence obéit a une stratégie donnée. Dans la littérature,

on distingue trois types de stratégies :

e Profondeur d’abord La stratégie ”profondeur d’abord ” sépare un noeud tant que
c’est possible, ie, jusqu’au moment ot on coupe sa branche, pour revenir apres a une

autre branche. A chaque étape, on change de niveau.

e Largeur d’abord cette stratégie résout d’abord les problemes d’un méme niveau, puis
sépare tous les noeuds (séparables) pour résoudre apres les problemes du niveau

sulvant.

e Meilleur d’abord Contrairement aux stratégies citées ci-dessus, celle c¢i n’a pas un
mode d’exploration bien établi. On sépare le noeud ayant la meilleure valeur de la
fonction objectif. A partir d’une liste de sommets (noeuds) actifs L on choisit un

noeud i € L qui maximise z*

Méthodes de coupes

On considere un probleme d’optimisation combinatoire de la forme :
max{cz : x € S}, tel que S = {Az < b,z entier}. (1.13)

la méthode de coupe consiste a éliminer les contrainte d’intégrité, c’est a dire résoudre le
probleme relaxé
max{cz :x € T} avec T = {Ax < b,z € R"}. (1.14)

e Si la solution optimale z° du probleme (1.14) est entiere alors z° est aussi solution
optimale du probleme (1.13).
e Si la solution optimale du probleme (1.14) n’est pas entiere, il doit exister une

contrainte (a’,b") ( qui soit vérifié par toute solution de (1.13)) qui n’est pas vérifié
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par z°. Cette contrainte peut étre ajoutée au systéme Az < b et cela nous permet

d’obtenir une plus ”forte” relaxation. Une telle contrainte est appelée une” coupe”.
L’étape cruciale de la méthode est la génération de ces contraintes (contraintes vérifiées
par toute solution de (1.13)). L’une des premiere techniques pour identifier (générer) ces
contraintes a été introduite par Gomory [33] et [34] . En se basant sur cette technique
Chvatal [20] a développé une procédure générale pour générer ce genre de contraintes. La
procédure est basé sur le fait que si p est entier et p < ¢, alors p < |¢].
La procédure de ”Chvatal-Gomory” qui sera abordée dans le chapitre qui va suivre, est
souvent utilisé pour identifier des inégalités valides pour le polytope associé a un probleme
d’optimisation combinatoire. Ces contraintes seront alors utilisées dans un algorithme de
coupe. L’algorithme de coup ”élémentaire” peut étre illustré comme suit.

Algorithme de coupe

Etape 1 : (Initialisation.) Résoudre le probleme (1.14),soit x* la solution de (1.14).
Aller a I’étape 2

Etape 2 :(Test d’optimalité.) Si la solution x* est entiere, stop. Sinon,
aller a I’étape 3

Etape 3 : ( Coupe et pivot.) Générer une inégalité valide pour ILP par une des
méthodes de génération d’inégalité. Et aller a 1’étape 1.

Méthode de Branchements et coupes ” Branch and cut”

Les algorithmes basés sur les techniques polyédrales sont généralement utilisés dans le
cadre de méthodes arborescentes connues sous le nom d’algorithmes de coupes et bran-
chements (Branch and Cut algorithms). L'idée générale de la méthode de coupes est de
résoudre un programme en nombres entiers comme une séquence de programmes linéaires.
On considere la relaxation linéaire du probleme (le programme linéaire obtenu en relachant
les contraintes d’intégrité du probleme). Si la solution optimale, disons x*, de ce programme
est entiere, elle est alors optimale. Si ce n’est pas le cas, alors il doit exister une contrainte
valide pour le probleme qui soit violée par x*. Une telle contrainte peut étre rajoutée au
programme pour couper une partie inutile du polyedre de la relaxation contenant x*. On
détermine alors une (ou plusieurs) contraintes violées par xz* (coupes) que 'on rajoute
au programme. Si la solution optimale du nouveau programme est entiere, alors elle est

optimale. Sinon, on détermine de nouvelles contraintes violées et ainsi de suite. Cette
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procédure continue jusqu’a ce qu’on trouve une solution entiere et donc optimale, ou alors
il n’est plus possible de générer de contraintes violées. Dans ce cas, on utilise une technique
de séparation et évaluation (Branch-and-Bound) pour déterminer une solution optimale.
On choisit une variable fractionnaire x;, et on divise le probleme en deux sous-problemes
en fixant z; = 0 pour 'un et x; = 1 pour I'autre. On détermine une borne supérieure
(inférieure) pour chaque sous-probléeme en résolvant la relaxation linéaire du probleme. Si
pour un des sous-problemes, la solution optimale est entiere, on arréte son exploration.
Sinon, on choisit un des sous-problémes encore explorables (une des feuilles de 'arbre de
résolution) et on le sépare en deux sous-problémes, et ainsi de suite. La procédure s’arréte
lorsque toutes les feuilles de ’arbre ne sont plus exploitables. La meilleure solution trouvée
sera optimale. Pour calculer une borne pour chaque sous-probleme de l'arbre, on peut
ajouter des contraintes violées. On peut ainsi améliorer la borne et accélérer davantage
la résolution du probléme. Un algorithme de coupes et branchements (Branch-and-Cut
algorithm) est une technique de séparation et évaluation dans laquelle on applique ’algo-
rithme de coupes pour calculer la borne de chaque sous-probleme. Cette méthode intro-
duite par Padberg et Rinaldi [52] pour le probleme du voyageur de commerce s’est avérée
tres efficace, et est maintenant largement utilisée pour résoudre d’une maniere exacte des

problemes d’optimisation combinatoire.

La programmation dynamique

La programmation dynamique, due a Richard Bellman[9], a été utilisée pour résoudre
des probleme de I'optimisation combinatoire complexe tel que le probleme de sac a dos ...
Le principe de cette méthode est la décomposition du probleme initial en sous probleme,
cette approche a permis de mettre en évidence des algorithme de résolution pour des
problemes combinatoire définis sur des graphes obtenus par composition.

En général, la complexité de ces algorithmes est polynomiale en la taille du graphe.

1.5.2 Meéthodes approchées

Les méthodes approchées constituent une alternative tres intéressante pour traiter les
problemes d’optimisation de grande taille si 'optimalité n’est pas primordiale. En effet,
ces méthodes sont utilisées depuis longtemps par de nombreux praticiens. On distingue les

méthodes heuristiques, et les méthodes a-approximation
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Les heuristiques

Une heuristique est un algorithme de résolution ne fournissant pas nécessairement une
solution optimale pour un probléme d’optimisation donné.

Outre les heuristiques spécifiques a un probleme d’optimisation donné, il existe plu-
sieurs métaheuristiques pouvant étre adaptées a de nombreux probléemes d’optimisation
combinatoire.Une métaheuristique est constituée d’un ensemble de concepts fondamen-
taux (par exemple, la liste tabou et les mécanismes d’intensification et de diversification
pour la métaheuristique tabou), qui permettent d’aider & la conception de méthodes. Ainsi
les métaheuristiques sont adaptables et applicables a une large classe de problemes. Elles
sont représentées essentiellement par les méthodes de voisinage comme le recuit simulé et
la recherche tabou, et les algorithmes évolutifs comme les algorithmes génétiques et les
stratégies d’évolution. Grace a ces méthodes, on peut proposer aujourd’hui des solutions
approchées pour des problemes d’optimisation classiques de plus grande taille et pour de

tres nombreuses applications qu’il était impossible de traiter auparavant.

Les méthodes a-approximations

Pour certaines heuristiques, il est possible d’assurer, pour n’importe quelle instance I du
probléme, une qualité minimale de la solution trouvée. On parle alors d’approximations.La
qualité de la solution est mesurée par une performance qui peut étre relative ou absolue.

Notons, respectivement, ® (1) et ®*(I) la valeur fournie par I'heuristique H et la valeur

O (1)
o= (I)

optimale du probleme pour l'instance I. H a une performance absolue « si

&
pour toute instance I.

Une heuristique de performance absolue « est une a-approximation.

1.6 Conclusion

Plusieurs problemes issus de domaines divers tel que 'industrie, le transport, I’économie
et autre se ramenent a des problemes d’optimisation combinatoire. Un probleme d’opti-
misation combinatoire peut étre défini comme étant celui de déterminer un plus petit (ou
un plus grand) élément d’'un ensemble fini. A premiere vue un tel probléme parait tres
facile a résoudre vu le caractere fini de ses solutions. Mais en pratique le nombre de ces
solutions peut étre exponentiel. Et dans ce cas, une méthode qui consisterait a énumérer

toutes les solutions ne peut étre envisagée. Plusieurs approches ont, par conséquent, été
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développées pour ces problemes comme la programmation linéaire, la programmation en
nombres entiers et les approches polyédrales.

Une des méthodes récentes et puissantes pour résoudre ces problemes est ’approche
polyédrale. Une méthode introduite par J. Edmonds [26] pour le probleme de couplage,
cherche a décrire I’enveloppe convexe des solutions du probléeme par un systeme d’inégalités
linéaires et donc se ramener a la résolution d’'un programme linéaire. Dantzig a été le pre-
mier & avoir proposé un algorithme de résolution (méthode de simplexe [23] ) pour résoudre
ce type de programmes. Ce passage de l'optimisation sur un ensemble discret a I'optimi-
sation sur un domaine convexe a permis un nouvel essor de 'optimisation combinatoire et

a propulsé en puissance I'approche polyédrale.
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Chapitre 2

Approche polyédrale

Ce chapitre est consacré aux notions de base de la théorie des polyedres. D’abord nous
donnons un rappel géométrie, ensuite nous abordons quelques définitions et propriétés de
base permettant la bonne compréhension du sujet. Nous verrons donc des notions qui se
rapportent a la théorie des polyedres, celles des inégalités valides, faces et facettes, ... Par la
suite nous aborderons le probleme de séparation ainsi que le passage de la programmation
linéaire en nombres entiers a la programmation linéaire, et sa relation avec les polyedres.

Nous terminons ce chapitre par évoquer des notions sur le polyedre entier.

2.1 Rappels de géométrie

Définition 2.1.1. Si x1, 2o, ..., 2 € R" et A\j, Ao, ..., \x € R alors le vecteur x € R”, x =

> i1 Aix; est dit combinaison linéaire des vecteurs xq, zs, ..., Ty

Définition 2.1.2. Si x € R" est une combinaison linéaire de xq,xs,...,z; (c’'est a dire
T = Zle Xizi, A € R) et de plus Zle A; = 1 alors x est dit combinaison affine des

vecteurs x1,To, ..., Tk.

Définition 2.1.3. Si z € R" est une combinaison affine de zy,z9,..., 2, (e z =
S N, A € Ret SF A =1) et de plus \; > 0,¥i = 1,...,7 = k alors z est dit
combinaison convexe des vecteurs xi, s, . .., Tj.

soit S C R™ S # (), alors 'ensemble de toutes combinaisons linéaire(resp affine,

convexe) de S est dite enveloppe linéaire (resp affine, convexe) de S et noté Lin(S) (resp

aff(S), conv(S))
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Remarque 2.1.1. Par convention,Lin(0) = {0}, aff(0) =0, conv(d) = 0.

Définition 2.1.4. Soit S C R”,
Si Lin(S) = S alors S est dit sous espace linéaire.
Siaff(S) =S alors S est dit sous espace affine.

Si conv(S) = S alors S est dit sous espace convexe.

Définition 2.1.5. Un ensemble de points {zy,...,2x} C R" est dit linéairement

indépendant si I'unique solution de ’équation :

k
E a;r; = 0
i=1

est ¢; = 0 pour tout i = 1,... k.

Définition 2.1.6. Un ensemble de points {zy,...,2x} C R" est dit affinement

indépendant si I'unique solution du systeme :

Zf:l ;=0
Zf:l a; =0

est a; = 0 pour tout ¢ =1,... k.

Lemme 2.1.1. Un ensemble L est dit sous espace linéaire si et seulement si il existe une
matrice n x m A tel que L = {z € R": Az = b}

Remarque 2.1.2. Soit ' = {z|Ax = b} un sous-espace affine. On a : dim(F) = n —
rang(A).

Le nombre maximal de points indépendants au sens affine de F' est égal a n+1—rang(A).
Définition 2.1.7. Un ensemble C' C R", est dit convexe si il satisfait :
Ve,yeCet0<a<l = ar+(1—a)yel

L’enveloppe convexe d’un ensemble de points S est le plus petit ensemble convexe
contenant S. On le notera conv(S). La dimension d'un ensemble convexe est définie
comme la dimension de son enveloppe affine. En générale la dimension d'un ensemble est

celle de son enveloppe affine.

La proposition suivante établit la relation entre I'optimisation sur S et 'optimisation

sur conv(S).
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Solutions de S Enveloppe convexe de 5

FiG. 2.1 — L’ensemble S et son enveloppe convexe

Proposition 2.1.1. [55] Soit S C R™ un ensemble de points et w un vecteur de R™, alors :
max{wz : x € S} = maz{wx : x € conv(S)}
Un cone convexe est un ensemble de point C' C R”™ satisfaisant :
Ve,yeCet \u>0 = ax+uy €C

La convexité est préservée sous certaines opérations,on cite quelques unes.

e Soient (7, ()5 deux ensembles convexe et uy, uy deux nombres réels, alors u;C7 +uoCo
est aussi un ensemble convexe.

e La fermeture d’ un convexe est un convexe. La fermeture d’ un cone est un cone

e L’intersection d'une famille (méme infini) d’ensembles convexes est convexe.

Théoréme 2.1.1 (Séparation d’ensembles convexes). Soit C'° C R"™ un ensemble non
vide,conveze et fermé. Soit p ¢ C. Alors il existe un vecteur a # 0, a € R™ et un € > 0
telle que :

alz<d'p—e Vel

Théoréme 2.1.2 (lemme de Farkas). Soit A une matrice et b un vecteur. Alors il existe
un vecteur x > 0 avec Ax = b, si et seulement si yb > 0 pour tout vecteur ligne y avec
yA > 0.

Preuve. La condition nécessaire et triviale, comme yb = yAx > 0 pour tout x et y avec
x> 0,yA > 0, et Az = b. Pour montrer la suffisance, on suppose qu’il n’existe aucun
x > 0 avec Az = b. Soient ay, as, ..., a,, les colonnes de A. Alors b ¢ cone{ay,as, ..., an},

et d’apres le théoreme précédent, yb < 0 pour certains y avec yA > 0. ]
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Chapitre 2 Approche polyédrale

ar < ¢

F1G. 2.2 — Séparation d’ensemble convexe

2.2 Structures polyedrales

2.2.1 Les polyedres

Soient A une m x n matrice de R™*™ z € R™ b € R™, alors Ax < b est dit systeme

d’inégalités linéaire, et Ax = b systeme d’égalités linéaires.

Définition 2.2.1. Soit H C R" est dit un demi espace si il existe un vecteur a € R™"/0 et
un scalaire ag € R telle que H = {z € R" : a’z < ay}.

On appelle Hyperplan est 'ensemble H= = {x € R" : ax = ay}

Définition 2.2.2. On appelle un polyedre dans R™ I’ensemble des points satisfaisant un
nombre fini d’inégalités.
P={zeR": Az <b}

ol A est une m x n matrice et b un m—vecteur. Autrement dit c¢’est I'intersection de m
demi-espaces.

On notera P = (A,b) un tel polyedre et PO = (A,0) le cone associé au polyedre P. Un
point non nul » € PO est appelé rayon de P.

On appelle polytope un polyedre borné.

Un cone généré par des vecteurs xq, s, ..., T,, est 'ensemble
cone{xy, o, ..., Tm} ={ @1+ + AT | A1, .., A > 0}
C’est le plus petit cone convexe contenant x1,xs, ..., Tp,.
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Définition 2.2.3. La dimension d’'un polyedre noté dim(P), est égale a k si le nombre

maximum de points affinement indépendants dans P est k + 1.

Si P est un polyedre de R™ et dim(P) = n alors P est de pleine dimension.

Définition 2.2.4. Un point x € R” est dit combinaison linéaire des points ', ..., 2" de
R" §'il existe k scalaires Aq, ..., \; tels que z = Zle \;iz'. Si de plus Zle Ai = 1 (resp.
Ai > O0Opouri=1,....i = ket Zle Ai = 1), alors x est dit combinaison affine (resp.

combinaison convexe) de ces points.

Théoréme 2.2.1. [51] Un ensemble de points P C R™ est un polytope si et seulement s’il

existe un ensemble de points S telle que P = conv(S5).
Soit I I’ensemble des indices des lignes a‘ de A. On note
I=={iel: dv=0b VYo P}
I=={iel: 3x € P avec a'r < b;}
an =4 b2
On a cette notation pour le polyedre :
P={z€R": ASyx <b5, Az =0b"}
Définition 2.2.5. Un point 2* € P est dit point intérieur de P si
Afx* < b;
pourt=1,...,m;.

Définition 2.2.6. [55] Un point = d’un polyedre P est dit point extréme ou sommet de

P §il n’existe pas deux solutions z' et 2% de P, z' # 2?2, telles que z = 2! + 322

2.2.2 Faces et facettes

Définition 2.2.7. Une inégalité linéaire ax < « est dite valide pour un polyedre P € R"”

si elle est vérifiée par tout point de P, i.e, P C{z € R": az < a}.

Définition 2.2.8. Si az < a est une inégalité valide, alors le polyedre F' = {x € P|az =
a}, est appelé face de P. On dit que F est définie par I'inégalité ax < a.
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Une face de P est dite propre si elle est non vide et différente de P.

Remarque 2.2.1.
1. F={x € P:cx =0} est une face non vide de P, avec P C {x : cx > §} = F =
{z € P:cz=mingepc}
2P C {zx : cx > 6}, ¢c # 0, F = {x € P:cx =0} # 0 = cx =
dest un hyperplan support de P

face propre
¢
face non propre
facette
points extrémes e

F1G. 2.3 — Face et facette d'un polyedre convexe

Proposition 2.2.1. [55] Un point extréme est une face de dimension 0.

Les inégalités qui sont nécessaires dans la description de P sont celles qui définissent

des faces maximales (au sens de 'inclusion).
Définition 2.2.9. Une face propre de P est dite facette si dim(F') = dim(P) — 1

Remarque 2.2.2. Il y a cing maniéres de définir les faces de P. Elles peuvent étre
déterminés par :
1. Les inégalités valides.

2. La programmation linéaire.

3. Les hyperplan support.
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4. FEgalité des ensembles dans la représentation.

5. Comme Le sous ensemble extremal de P.

Théoreme 2.2.2. Si P est un polyedre de pleine dimension, alors il existe un systéme
linéaire minimal unique qui décrit P.

Toute contrainte du systéme (systéme minimale ) définit une facette distincte, de P.

Théoréme 2.2.3. [51] Si F' est une facette de P = (A,b), il existe au moins une inégalité

abx < by, k€IS quila représente.

Preuve. Soit Pr le polyedre obtenu a partir de P en supprimant toutes les inégalités de
Ax < b qui représentent la facette F.
Nous montrons que Pr/P # () ; Soit & un point interne de F' et soit a"z < b, une inégalité
représentant F'.
Puisque a” est indépendant de A=, il résulte du lemme de Farkas I'existence de y tel que
ATy =0 et a"y > 0. Comme Z est un point interne de F, on a a"Z < b, pour toutes les
inégalités de IS qui ne représentent pas F. On peut alors choisir « assez petit pour que
T+aye Pp/P.

]

Théoreme 2.2.4. [51] Une inégalité de ax < b qui ne représente pas une facette de P

peut étre supprimée de la description de P.

Preuve. Soit a"z < b,,r € I=, une inégalité de la description de P qui représente une face
de dimension dim(P) — k avec k > 1. Si cette inégalité ne peut étre supprimée, il existe
un point z* tel que a'z* =b; ,si i€ [7;a'z* <b;, i € [S/{r}; a"z* > b,.

Soit Z un point interne de P. Sur le segment [z*, 7] il existe un point z tel que : a’z =
bi, i€17; a'z<b;, 1€I5/{r}; a"z="b,. Il en résulte que I=(F) contient au plus une
ligne de plus que I~ et donc que dim(F') > dim(P) — 1. Contradiction. O

Il résulte de ces deux propriétés (deux derniers théoremes) que la description minimale

d’un polyedre P a la structure suivante :
P = {z|A=z = bet ASx < b%}

ol
— les lignes de A= sont indépendantes,

— les inégalités de ASz < bS représentent des facettes distinctes.
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Définition 2.2.10. Soit P’ = {z € R" : Ax < 0}. Les points de P°\ {0} sont appelés
rayons de P.
Un rayon r est dit extréme s'il n’existe pas deux rayons ri,7?2 € P° r! # r? pour tout

A€ Ry, tel que r = 3rt + L2,

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un point » € R” soit un rayon de P est
que pour tout x € R" {y e R":y =z + AIr, A€ R, } C P.

Théoréme 2.2.5. [51] Pour tout point extréme x* de P il existe ¢ € Z™ tel que x* est la

solution optimale unique du programme max{cx : x € P}.

Preuve. Soit I = {i € {1,...,m} : Aiz* = b}. Soit ¢* = >, A;. Puisque P est
fractionnaire, il existe un entier ¢t > 0 tel que ¢ = t¢* € Z". Comme x* est un point extréme
de P, et comme z* est une face de dimension 0, pour tout point x € P/{z*}, il existe i € [
tel que A;x < b;. Donc pour v € P/{z*}, onacx =) . tAx <) . th =), tAxr" =

cx*. ]

Théoreme 2.2.6. [51] Soit P un polyédre non vide tel que rang(A) = n. Si la valeur de

max{cz,tq: x € P} est finie, le mazimum est atteint en un sommet de P.

Le théoreme qui va suivre est considéré en tant que théoreme fondamental de la
géométrie des polyedres, a savoir qu'un polyedre quelconque est la “somme” de ’enve-

loppe convexe de ses sommets et de I’enveloppe conique de ses rayons extrémes.

Théoréme 2.2.7 (Minkovsky). [58] Soit P un polyédre non vide tel que rang(A) = n.
soit S = {s1,...,sk} lensemble de ses sommets (ses points extrémes) et soit R =

{ry,...,m}ensemble de ses rayons extrémes. On a P = {u+v|u € conv(S),v € cone(R)}

Dans l'approche polyédrale, on est concerné par la réciproque du théoreme de Min-
kowski [58], & savoir la détermination d’une description polyédrale de I’enveloppe convexe
conv(S) d'un ensemble fini des solutions d’'un probleme. On veut dire le théoreme de Weyl
[58].

Avant d’introduire le théoreme de Weyl, on énonce le lemme suivant.
Lemme 2.2.1 (lemme). [58] La projection d'un polyedre sur I'espace affine est un polyedre.

Théoréme 2.2.8 (Weyl). [58] Soit les ensembles de points A = {ay,...,ar} et B =
{b1,...,bi}. L'ensemble E = {x = u+v| u € conv(A), v € cone(B)} est un polyédre.
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Le théoreme qui va suivre, formulé par Grotschel et Padberg [39], nous offre deux

méthodes pour montrer qu’'une inégalité valide pour P définit une facette pour celui-ci.

Théoréeme 2.2.9. [39] Soit P C R™ un polyedre, et posons A une m X n matrice, b € R™
telle que af f(P) = {z € R", Ax = b}. Soit F' une face non vide de P alors les assertions
sutvantes sont équivalentes

1. F est une facette de P.

2. F est une face mazximale propre de P.

3. dim(F) = dim(P) — 1

4. 1l existe une inégalité c¥x > ¢y valide pour P ayant ces trois propriétés :

(a) F C{x e P,c"x =y}

(b) Il existe x* avec c*

x* < ¢g i.e l'inégalité est propre.
(c) Si il existe une autre inégalité d*x > dy, valide pour P, satisfait F C {x €
P d"x = dy}, alors il existe un scalaire o > 0 et un vecteur A\ € R™, telle que :
dT = ac” + \TA et dy' = acyT + \Th
Les condition (3), et (4) donnent deux méthode basique pour montrer qu'une inégalité
donnée ¢’z < ¢ définit une facette pour un polyedre P. Dans les deux cas, il faut d’abord
verifier si ¢’z < ¢y est valide pour P et que P n’est pas contenu dans {z € R", cf'z = ¢y}.

Ceci est généralement trivial.

2.3 Polyedres entre la programmation linéaire et la
programmation linéaire en nombres entiers

D’apres le résultat de Farkas, Weyl et Minkowsky (voir [58] ), nous savons que ’en-
veloppe convexe des solutions réalisables d'un probleme d’optimisation combinatoire peut
étre décrite par un systeme fini d’inégalités linéaires. Dans cette section nous exposons des

outils et méthodes nous permettant ’obtention d’un tel systeme.

2.3.1 Génération d’une inégalité valide

Soit P un probleme défini par Az < b. Soit S 'ensemble de ses solutions entieres. Nous
savons que ’enveloppe convexe de S est dans P. On cherche des inégalités valides pour
conv(S). SoitA > 0 un vecteur tel que AA soit un vecteur entier. Pour tout point entier de
P, Mz est entier et AAx < Ab. Alors Az < |Ab] est une inégalité valide pour conv(S5).
L’inégalité AAxz < |\b] est appelée coupe de Chvatal-Gomory.
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La procédure de Chvatal-Gomory

Soit S l'ensemble des points entiers du polyedre {Az < b,z > 0}. Soit I un en-
semble d’inégalités valides pour S décrit par Cx < d. Pour tout A > 0, I'inégalité
Sor ALCx; < |Ad] est aussi une inégalité valide pour S. L’ensemble de ces inégalités
est noté CG(I). Soit P un polyedre dont S est ’ensemble des points entiers. Appliquons
itérativement le processus d’arrondi :

Iy est constitué des inégalités de P ;
L =1, UuCG(1y);

I,=1,,UCG(I,)
Résultats de Chvatal :

1. Toute inégalité valide pour S appartient a un I, ;

2. Le plus petit p pour lequel une inégalité valide pour S appartient a Ip est fini mais

peut étre exponentiel en la taille de 1.

2.3.2 Séparation

Algorithme de séparation

Etant donné un point Z et un polyedre P, un algorithme de séparation doit :
e décider si T € P,

e Sinon déterminer une inégalité az < b valide pour P et non satisfaite par & (az > b)

Méthode du plan sécant( de coupe)

Soit P un probleme d’optimisation combinatoire, et soit conv(S) le polytope des solu-
tions de P . La résolution par la méthode dite du plan coupant utilise un algorithme de

séparation dont I’énoncé est le suivant :
Trouver P = (A, b) telle que conv(S) C P
Trouver la solution optimale & € P
tant que x ¢ conv(S) faire
trouver une inégalité ax < b qui sépare conv(S) de & ;
Ajouter I'inégalité ax < b a la description de P ;
Trouver la solution optimale & € P

fin tant que.
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séparation et optimisation

Le probleme de séparation : étant donné un polyedre borné P € R™, et un vecteur
fractionnaire v € R™, ou bien on conclue que v appartient a P, sinon déterminer un
vecteur w € R™telle que w’z < w’v pour tout z € P.

le probleme d’optimisation : étant donné un polyedre borné P € R™, et un vecteur
fractionnaire (objectif) w € R™, ou bien déterminer z* € P qui maximise w’z pour tout

x € P, ou bien conclure que P est vide.

Théoréme 2.3.1. [35] Pour toute classe propre de polyédres, la résolution du probléme
d’optimisation est polynomial si et seulement si la résolution du probleme de séparation est

polynomiale.

Théoreme 2.3.2. Si l'algorithme SEP est polynomial, alors il existe un algorithme po-

lynomial (que Uon sait décrire) pour mazimiser une fonction linéaire sur le polyédre P.

Algorithme de Khachiyan

Soit P = (A,b). 'algorithme décide si P est vide, sinon trouve z € P.

Déterminer un éllipsoide (de centre ¢y) contenant P ;
tant que zy ¢ conv(S) faire
trouver une inégalité ax < b de (A, b) violée par ¢ ;
En déduire un ellipsoide Ejy1 (de centre cxyq) contenant ( Ey ({z]azx < a} et tel
que vol(Exyq1) < 2ﬁ+11v0l(Ek)

fin tant que.

Noter que vol(Ej41) est le volume de Iéllipsoide (Fj. .

Cette algorithme résout en temps polynomial le probleme de la programmation linéaire
continue :
Soit P = (A,b), P est-il vide? Sinon, déterminer un point de P. Pour la programmation
linéaire continue, I'algorithme de séparation consiste simplement a tester séquentiellement

si chacune des inégalités de (A, b) est satisfaite ou non par le centre cx.

Par contre, lorsque P = conv(S) ou S est ’ensemble des solutions d’un probleme

d’optimisation combinatoire :
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e on ne dispose pas explicitement de la description de P,
e les facettes de P sont définies a partir d'une propriété structurelle combinatoire des
solutions,

e le nombre de facettes est en général gigantesque.

2.4 Polyedre entier
Définition 2.4.1. Un polyedre est dit fractionnaire si tous ces points extrémes sont des
fractions.

Définition 2.4.2. [51] Un polyedre non vide P € R™ est dit entier si chacune de ces faces

content un point entier.

Proposition 2.4.1. [51] Soit P = x € R", Az < b un polyédre non vide avec rang(A) = n.

P est dit entier si et seulement si tout ses points extrémes sont entiers.

Théoréme 2.4.1. [58] Un polytope P est entier si et seulement si pour tout vecteur entier

w la valeur optimal de max{w’z : x € P} est un entier.

2.4.1 Matrice totalement unimodulaire

Définition 2.4.3. Une matrice A € R"™*"™ est dite totalement unimodulaire TU si pour
toute sous matrice M de A, det(M) € {—1,0,1}.

Théoréme 2.4.2. [55] (Hoffman et Kruskal) Une matrice m x n, A, est totalement uni-
modulaire si et seulement si pour tout vecteur entier b € R™, le polyédre {x € R" : Ax <
b,z > 0} est entier.

Le théoreme qui suit di aussi a Hoffman et Kruskal donne une condition suffisante pour

qu’ un polyedre soit entier.

Théoreme 2.4.3. [55] Si A est une matrice m x n totalement unimodulaire TU et b € R™

est un vecteur entier, alors le polyédre Ax < b est entier.

2.4.2 Systeme totalement dual entier

Définition 2.4.4. Soit A une matrice m x n et b € R™. Le systeme linéaire Az < b
est dit totalement dual entier ( TDE) si pour tout vecteur entier w € R™ tel que le
programme linéaire max{wz : Ax < b} admet une solution optimale, alors le programme

dual correspondant possede une solution optimale entiere.
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Le théoreme qui suit di & (Edmonds et Giles) donne une condition suffisante pour

qu'un polyedre soit entier.

Théoréeme 2.4.4. Si Ax < b et un systeme TDE et b est un vecteur entier, alors le
polyedre {x € R" : Az < b} est entier.

Théoréme 2.4.5. Tout polyedre P = {x € R™ : Ax < b} peut étre représenté par un
systeme d’inégalités TDE

Ce dernier théoreme peut créer un lien entre les polyedres entiers et le systeme tota-
lement dual entier. Ceci peut étre utilisé dans la procédure pour montrer U'intégrité d'un
polyedre :

— Déterminer un systeme approprié Az < b, avec A et b des entiers.

— Démontrer que Ax < b est totalement dual entiers.

— Utilisant le théoreme qui précede, conclure que {x : Az < b} est polyedre entier.
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Quelques problemes de sous graphes

particuliers

Dans ce chapitre nous présentons un état de ’art de quelques problemes de sous graphes
particuliers, et des résultats polyédraux les concernant. Nous commengons par le probleme
du couplage qui est un sous graphe induit par les arétes. Ensuite nous exposons le probleme
du voyageur du commerce ainsi que les contraintes valides pour le polytope des solutions

de celui-ci. On termine ce chapitre par le probleme de sous graphe k-aréte connexe.

3.1 Probleme de couplage

Etant donné un graphe G = (V, E), un sous ensemble d’arétes de F, deux a deux
adjacentes est appelé un couplage. Si chaque aréte de G est muni d’un poids, le probleme
du couplage dans G est de déterminer un couplage dont le poids total des arétes est
maximum. Edmonds [26] a montré que ce probléeme peut étre résolu en temps polynomial.
Il a également donné un systeme linéaire qui décrit completement le polytope associé.

Si G = (V, E) un graphe, le polytope des couplages de G, noté M P(G), est I'enveloppe
convexe des vecteurs d’incidences des couplages de G.

Le probleme du couplage maximum peut étre formulé en programme linéaire en nombres
entiers comme suit :

Mazximiser ¢’z
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Z z(e) <1 YweV (3.1)
e€d(v)

z(e) >0 Vee E (3.2)
z(e) € {0,1} Vee FE (3.3)

Soit P¢(G) le polytope défini par les inégalités (3.1) et (3.2).
Notre but est de définir un M P(G) par un systeme d’inégalité linéaire.
Question : Est ce que P(G) = MP(G)?

La réponse est non, quand G est quelconque. Mais vraie pour une certaine classe de graphes.
Théoréme 3.1.1. [26] Si G est biparti alors : P°(G) = M P(G)

Preuve. Pour montrer la nécessité, on suppose que G n’est pas biparti, soit C un cycle de

1 .
;3 sieeC

) alors x satisfait les inégalités
0 sinon

longueur impaire dans G. On définit z(e) =

(3.1)et (3.2), mais = ¢ M P(G).

Pour montrer la suffisance , on pose G un graphe biparti, et x satisfait les inégalités (3.1) et
(3.2). Soient G’ et 2’ une copie de G et z, et on ajoute 'aréte vv’ ou v’ et la copie de v € V.
On pose y(vv') = 1 —z(6(v)). Alors z, 2', y satisfont I'inégalité (3.2) et satisfont I'inégalité
(3.2) a ’égalité, par rapport au nouveau graphe. Ils sont des combinaisons convexes des
vecteurs d’incidence de couplage parfait. D’oul « est une combinaison convexe de vecteurs

d’incidence de couplages dans G. [

Nous revenons maintenant au cas ou le graphe est quelconque. Edmonds a introduit les

inégalités suivantes qui sont valides pour M P(G),

-1
Z z(e) < |S|2 VS C V,|S| > 3 et impair. (3.4)

ecE(S)

Théoreme 3.1.2. [26] Les inégalités (3.4) sont valides pour M P(Q)

Preuve. Soit S C V un ensemble de cardinalité impaire. Soient M un couplage de G et
M’ = M N E(S). Puisque S est de cardinalité impaire, alors il existe un sommet qui n’est
pas extrémité des arétes de M’, alors la cardinalité maximale de M’ est \5\7—1 Ce qui fait

que tout vecteur d’incidence z d’un couplage M de G vérifie (3.4). O
Le résultat suivant établi par Edmonds [26], a été démontré par Lovasz [45].

Théoréme 3.1.3. [58] Pour tout graphe G = (V, E), le polytope des couplages P¢(G) est
donné par les inégalités (3.1),(3.2) et (3.4).
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Preuve. Tout d’abord on vérifie que M P(G) est de pleine dimension. En effet les ensembles
{e}, e € E et I'ensemble vide forment une famille de |E| + 1 couplages dont les vecteurs
d’incidence sont affinement indépendants. Alors dim(M P(G) = |E|)

Soit axr < « une contrainte qui définit une facette pour M P(G), et soit C, I'ensemble des
couplage de GG dont les vecteurs d’incidences vérifie la contrainte az < a a 1’égalité. Nous
allons montrer que ax < « est I'une des inégalités (3.1), (3.2), ou (3.4)

Supposons que az < « différente des contraintes (3.1) et (3.2), nous allons montrer qu’ elle
est nécessairement du type (3.4).

Comme az < « est différente des inégalités (3.1), alors a(e) > 0 pour tout e € E. En
effet, si a(e) < 0 pour une certaine aréte, alors tout couplage dans C, ne contient pas e, et
par conséquent, la face définie par az < a est contenue dans la face {xr € MP(G) : z(e) =
0}. Mais ceci implique ax < « et s(e) > 0 induisent la méme facette, et donc 'une est un
multiple positif de 'autre, contradiction.

Soit G’ le graphe induit par les arétes e € E tel que a(e) > et soit S 'ensemble de ses
sommets. Notons que G’ est connexe. Nous allons montrer que le vecteur d’incidence de

tout couplage de C, vérifie

Z z(e) = 5 (3.5)

e€E(S)

ce qui implique la méme facette que (3.4).

Supposons qu’il existe un couplage M; € C, dont le vecteur d’incidence ne satisfait pas
(3.5). Sans perte de généralités, on peut supposer que a(e) > 0 pour tout e € M. (Si
M) contient des arétes telles que a(e) = 0 en supprimant ces arétes, on obtient encore un
couplage qui vérifie ar < « et qui ne satisfait pas (3.5). En consequence, il doit exister
deux sommets u et v de S qui ne sont incidents a aucune aréte de M;. On peut supposer
que M est tel que la distance dans G’ (par rapport aux poids a(e),e € E) entre u et v
est la plus courte possible. Puisque a(e) > 0 pour toute aréte e de G’, les sommets u et
v ne peuvent pas étre adjacents dans G’. Alors il existe un sommet z différent de u et v
dans la plus courte chaine entre u et v. Comme a(z) < « est différente des contraintes
(3.2), il doit exister un couplage M, € C, qui ne couvre pas z . Sinon, tout couplage de C,
couvrerait z , et, en conséquence, les contraintes ax < avet ) . 5(2) z(e) < 1 induiraient la
méme face. Mais cela impliquerait que ax < « est un multiple positif de ) . 5(2) z(e) <1
, une contradiction.

Par le choix de M;, M, doit couvrir les deux sommets u et v. Si M, ne couvre pas,

par exemple u, alors u et z seraient deux sommets non couverts par M. Comme la chaine
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entre u et z est plus courte que celle qui est entre u et v, cela contredit le choix de M. Par
des arguments similaires, M; doit couvrir z. Ainsi, dans le graphe formé par les arétes de
G* formé par les arétes de M; U My, les sommets u, v et z ont tous un degré 1. Sans perte
de généralité, on peut supposer que la composante connexe de G* contenant u consiste en

une chaine () ne passant pas par z. Considérons les deux couplages :

My = (M\(Min@Q))U(MNQ)
M, = (Ma\(MaN@Q))U(MiNQ).

Puisque M, U My = My U M,y, M; et M, sont dans C,. Mais M, ne couvre ni u ni z ce qui
contredit le choix de M;.
O

3.2 Probleme du voyageur de commerce

Soit G = (V, E') un graphe complet, |V | = n. Dans le probleme du voyageur, on cherche
a trouver un cycle hamiltonnien de longueur minimum,(Un cycle hamiltonnien est un cycle
qui passe par toutes les arétes une seule fois).

Le probleme de T'SP a été largement étudié, et plusieurs méthodes de résolutions ont
été proposées. Parmi elles, on cite pour des raisons historiques, 1’algorithme de relaxation
lagrangienne sur les arbres proposé par Held et Karp, et I’approche par la programmation
dynamique qu’on trouve dans plusieurs ouvrages de programmation dynamique. Ces deux
méthodes sont jusqu’a présent tres limitées par rapport a la taille des problemes qui peuvent
étre résolus a 'optimum. Belloni et Luccena ont re-visité I’approche lagrangienne de T'S P et
ils ont apporté des résultats prometteurs pour des instances pas assez grandes. Mais la seule
méthode qui nous donne de bons résultats pour ne pas dire des résultats impressionnants,
c’est l’approche polyedrale. La méthode appliquée aux probleme du T'S P apparait dans les

travaux de Dantzig, Fulkerson et Jonson.

3.2.1 Formulation du probleme

Soit G = (V, E) un graphe complet. Les sommets du graphe représentent les cités et
le graphe hamiltonnien la tournée. Posons d. la longueur de chaque aréte e € E et E(S)

représente ’ensemble des arétes qui ont les deux extrémités dans S. Soit

z(e) =

1 siveT, T est une tournée
0 sinon.
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Soit TSP(G) = conv({z" € R¥ | H C E un cycle hamiltonien (tournée) dans G})

Notons que tout vecteur d’incidence d’une tournée vérifie :

0<z(e) <1 Ve€FE. (3.6)
Y a(e)=2 WweV (3.7)
e€d(v)

Les solutions entieres du systeme (3.6), (3.7) sont les vecteurs d’incidence du probleme d’un
2-couplage parfait. En d’autres termes ce sont les vecteurs d’incidence des unions disjointes
de cycles ou chaque sommet de G est considéré comme un cycle. Or un polytope définie
par (3.6), (3.7) comprend des solutions non entieres, donc on ajoute au systéme l'inégalité

qui va suivre pour couper les solutions non entieres.
1
(EW)) +2(T) < |W|+ §(IT| —1) VW CV, TCH§W)avec|T| impair (3.8)

Par 'ajout des égalité (3.8) au systeme (3.6), (3.7), on obtient I’enveloppe convexe de
2-couplage parfait de . Pour obtenir le polytope associé au probleme de voyageur de
commerce, on doit couper les solution de 2-couplage qui ne sont pas des tournées. C’est
évident qu’un tel 2-couplage ne vérifie pas une des inégalités suivantes, appelé contrainte

d’élimination de sous tournée :
z(6(W))>2 VW CV avec 2<|W|<|V]—-2 (3.9)

Soit Prsp(G) = {z € RF |z vérifie (3.6), (3.7), (3.8), (3.9) }

Les solutions entieres du systeme (3.6), (3.7), (3.8), (3.9) sont exactement les vecteurs
d’incidences de tournées. Toutefois Prgp(G) possede des solutions non entiere. Ce qui est
important en Prgp(G) est que le programme linéaire sur Prgp(G) peut étre résolu en temps

polynomial.

3.2.2 Etude polyédrale du probleme
Soit Stsp I'ensemble des solution du T'SP est P(Srsp) l'enveloppe convexe de Srgp.
Théoreme 3.2.1. [51] dim(P(Srsp)) = |E| — |V|

Définition 3.2.1. Soit G = (V, F) un graphe. Un peigne dans G est une classe d’en-

sembles H et T; (i < k), sous ensembles de V' satisfaisant :

* H NT; est non vide pour tout i = 1,..., k.
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* T;\H est non vide pour tout i = 1,... k.
* Les sous ensembles T; pour tout i < k sont deux a deux disjoints.
* k > 3 est un nombre impair.

H est dit manche du peigne et T; dents du peigne.

Considérons les inégalités suivante qui sont valides pour le T'SP.

z(6(v)) =2 Yve H
z(E[T]) <|T;| -1 Vi=1,...,k
z(E[T)\H]) < |T;)\H| -1 Vi=1,...,k
z(E[T;NH]) <|T,NH|—-1 Vi=1,...,k
—z(e) <0 Ve € 6(H)\(UE[T}])

Si on somme toutes ces inégalités et on divise par 2 on obtient I'inégalité suivante.

k k
2(BH) + Y _x(E[T) < [H|+ Y (T — 1) — k/2
i=1 i=1
Maintenant, en utilisant la méthode d’arrondi de Chvatal, on obtient I'inégalité de peigne
suivante :
k k
2(BIH) + > w(E[T) < |[H|+> (T —1) = (k+1)/2 (3.10)

i=1 i=1

f ) -I*| B —llll—. +____1|',.f I'
L
* ) el el .
o & | o | |®
II| |II I|| Ill II *
\ o/ N \
T1 N T2\ T3 M

Fic. 3.1 — La configuration du peigne

Une description complete de T'SP(G) a été obtenue pour des classes particulieres de

graphes. Cornuéjols, Naddef et Pulleyblank décrivent le T'S P(G) pour les graphes de Halin.
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(Un graphe de Halin est un graphe constitué d’un cycle et un arbre sans sommets de degré
2 dont les sommets pendants sont les sommets du cycle). Barahona et Grotschel [8|ont
donné la caractérisation complete du T'SP(G) quand le graphe G n’est pas contractible
a K5\ {e}. Aussi a-t-on donné la description complete du T'SP(G) quand le graphe est
complet et n’ayant pas plus de 8 sommets. Le Verge [56] a donné la description complete
pour un graphe sur 6 sommets. Boyd et Cunningham donnent la description sur 7 sommets,
tandis que Christof, Junger et Reinelt [19] la donnent pour un graphe a 8 sommets. Baiou
et Mahjoub ont étudié les problemes de St-T'SP et r-T'SP. Soit un graphe G = (V, E), soit
w € RIFI Soit T C V un sous ensemble de sommets distincts. Le probleme de voyageur
de commerce Steiner St-T'SP est celui de déterminer un cycle de G couvrant T est dont
le poids total sur les arétes est minimum. Un tel cycle sera nommé tournée de Steiner. En
affectant des poids sur les sommets du graphes ¢, pour tout v € V', les associant aux poids
des arétes de F, en fixant un sommet r € V', le probleme du r-T'SP consiste a chercher
un cycle simple passant par r de maniere a minimiser le poids total sur les sommets et les
arétes. Baiou et Mahjoub [7] ont donné une description complete des polytopes associés a

ces deux problemes quand le graphe est série paralleles.

3.3 Probleme de sous graphe k-aréte connexe

L’introduction de la technologie de la fibre optique a permis un développement
considérable des réseaux de télécommunications. Grace a ces nouvelles capacités de trans-
mission, les offres de services se sont accrues et diversifiées, suscitant la création de nouvelles
activités (comme le e-commerce) et le redéploiement des banques en ligne. L’'importance
économique des communications a ainsi entrainé ’exigence de réseaux fiables et strs. En
effet, la défaillance d’une ou de plusieurs liaisons pourraient conduire a l'arrét total des
communications, ce qui aurait des conséquences dramatiques. Pour éviter ce probleme, il
faut mettre en place des topologies de réseaux suffisamment fiables dans le sens ou si une
ou plusieurs liaisons sont détruites, les communications continuent a étre acheminées. Les
conditions de fiabilité sont généralement exprimées en terme de connexité. Entre chaque
paire de noeuds du réseau il doit exister un nombre minimum de chaines aréte disjointes
pour assurer le routage en cas de panne. En général, ce nombre de chaines est uniforme et
égal a un entier k.

Un graphe G = (V, E) est dit k-aréte connexe (resp k-sommet-connexe)(1 < [V| — 1)

si pour toute paire de sommets i,j € V il existe au moins k chaines aréte-disjointes (resp
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sommet-disjointes) disjointes reliant i et j dans G. Si G est muni d’une fonction cott sur
ses arétes, le probléme du sous graphe k-aréte connexe noté (kECSP) consiste a trouver
un sous graphe k-aréte connexe de cotit minimum. (Le cott d’un sous graphe est la somme
des cotut de ses arétes).

Le probleme de sous graphe k-aréte connexe est NP-complet dans le cas générale. En
effet il a été montré par Eswaren et Tarjan [27] que le probleme du cycle hamiltonien,
qui est N'P-complet, peut étre ramené au 2ECSP, ce qui implique que ce dernier est
NP-complet.

Ce probléme a été considéré plus tard par Grotschel et Monma [36] et Grotschel, Monma
et Stoer [37] dans le cadre d’un modele plus général. Ce modele peut étre présenté comme
suit :

Soit G = (V, E) un graphe. Supposons qu’a chaque sommet v de V' est associé un
entier non-négatif r(v) représentant un degré de connexité pour v. Soit un sous-graphe
H = (W,F) de G, on dit que H vérifie les conditions de fiabilité associées aux arétes si

pour toute paire de sommets distincts s, € V, H contient au moins

r(s,t) = min{r(s),r(t)}

chaines aréte-disjointes reliant s, et t. On peut supposer sans perte de généralités, qu’il
existe au moins deux sommets ayant un degré de connexité k ou k = {r(v) : v € V} .
Supposons qu’a chaque aréte e est associé un cofit ¢(e), et notons par kECON le probléme
de déterminer un sous graphe de G de colit minimum vérifiant les condition de fiabilité

aux aretes. Soit
con(W) = maz{r(s,t) :s€ W,t € V/W}

ou W C V. On écrit cong(W) quand con(W) est considéré par rapport a un graphe H
différent de G. Alors le probleme kECON est équivalent au probleme linéaire en nombres
entiers suivants.

minimiser ) _pwer(e).

Sous les contraintes :

z(6(W)) > con(W) pour tout W C V, W #V
0 <z(e) <1 pourtout e € E,

z(e) € {0, 1},pour toute € E.

Le probleme kECSP correspond au probleme kECON dans le cas ou r(v) = k pour tout
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velV.
Plusieurs cas particuliers du probleme kECON peuvent étre résolus en temps polynomial :
— Le probleme du plus court k-chemin étudié par Suurballe et Tarjan [60], r(u) = 0
pour tout u € V' \ {u,v};
— Le probleme de 'arbre couvrant de cout minimum voir Kruskal [42] et Mahjoub [47],
r(u) = 1 pour tout u € V.
— Le probleme de I'arbre Steiner (r(u) € {0,1} pour tout v € V') quand le nombre de
sommets terminaux ou de sommets Steiner est fixé, voir Lawler [43]
Le probleme K EC'SP a été largement étudié ces dernieres années. Dans [13] Bienstock et
al. ont établi des propriétés structurales pour la solution optimale de kEC'SP quand la
fonction cout satisfait les inégalités triangulaire ( c¢(e;) < ¢(es) + ¢(e3) pour tout triplet
d’arétes (eq, €9, e3) formant un triangle dans ). Leur résultats généralisent des résultats
obtenus par Frederickson et Jaja; Monma et al. pour £ = 2. Ko et Monma ont élaboré des
heuristiques pour le probleme kECSP. Aussi Goemans et al ont introduit une Heuristique
efficace pour le probleme kEECSP quand k = 1. Khuller et Raghavachari ont donné un
1.85-algorithme d’approximation pour kEC'S P quand toute les arétes ont le méme cott et
G est un graphe quelconque.
Dans [16], Chopra a donné une caractérisation complete du polyedre associé au probleme
kECSP dans les graphes outer-planaires quand chaque aréte peut étre utilisé plusieurs
fois et, ce pour k impaire. Didi Biha [14] a donné une caractérisation complete du polytope
associé au probleme kFECSP quand le graphe est série parallele et dans une classe de
graphe généralisant celle de Halin. Dans la méme référence Didi Biha a donné la desciption
complete du polytope des sous graphes Steiner k-aréte connexes noté kSECSP dans les
graphes série paralleles quand k est pair. Le probleme kSECSP est un cas particulier du
problme kECON, quand r(v) € {0,k} pour tout v € V.

3.3.1 Formulation du probléeme

Soient G = (V, E) un graphe et F' C E. Le vecteur 2 € RIZI ot 2¥(e) = 1 sie € Fet
2 (e) = 0 sinon, est appelé vecteur d’incidence de F. Etant donnés un point z € RI®l et
un sous ensemble d’arétes F' C I, on définit 2(F) = Y . z(e).
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Si (V,F) est un sous graphe k-aréte connexe de G alors z¥ satisfait les inégalités suivantes :

z(6(W)) > k pour tout W C V, W # V| (3.11)
z(e) <1 pour tout e € E, (3.12)
x(e) >0, pour tout e € E. (3.13)

Les inégalités (3.12), (3.13) sont appelées inégalités triviales et les inégalités (3.11),
inégalités de coupes.

L’enveloppe convexe noté k-ECSP(G) des vecteurs d’incidences des sous ensembles in-
duisant des sous graphes k-aréte connexes est appelé le polytope des sous graphes k-aréte

connexes de GG, on écrit :
kECSP(G) = conv{z" € RIF|(V, F) est k — aréte connexe}.
Le probleme kECSP est donc equivalent au programme linéaire

{wz|z € kECSP(G)}.

Le probleme kEECSP peut, par conséquent étre ramené a la résolution d'un programme
linéaire par la description du polytope kEC'SP(G). Comme le probleme kECSP est N'P-
dur, il y a peu d’espoir de trouver une caractérisation complete de kECSP(G) par un
systeme d’inégalités linéaires pour tout graphe G. Mais une description partielle de ce po-
lytope peut étre parfois suffisante pour résoudre le probleme KECSP a 'optimum. Aussi
pour certaines classes de graphes, le polytope kECSP(G) peut étre décrit par quelque fa-
milles d’inégalités linéaires dont le probléme de séparation est polynomial. Ainsi le probleme

kEECSP peut se résoudre en temps polynomial dans ces classes de graphes.

3.3.2 Etude polyédrale du Probleme

Dans ce paragraphe nous décrivons certaines familles de contraintes valides pour le poly-
tope kEC'SP(G). Pour commencer, nous étudions la dimension du polytope k—ECSP(G).
Etant donnés un graphe G = (V, E) et un entier k& > 1, on dit qu'une aréte e € E est
essentielle, si le graphe G — e n’est pas k-aréte connexe. On note par E* ’ensemble des

arétes essentielles de G. Le théoreme suivant donne la dimension du polytope kECSP(G)
Théoréme 3.3.1. [36] Soient G = (V, E) un graphe et k > 1 un entier. Alors

dim(kECSP(G)) = |E| — |E"|.

43



Chapitre 3 Quelques problémes de sous graphes particulier

Comme conséquence de ce théoreme, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 1. [36] Le polytope kECSP(G) est de pleine dimension si et seulement si G

est (k + 1)-aréte conneze.

Dans [36], Grotschel et Monma ont donné des conditions nécessaires et suffisantes pour
que les inégalités (3.11)-(3.13) définissent des facettes de kEC'SP(G).
Soit G = (V,E) un graphe et {Vi,...,V,} une partition de V. Dans [37] Grotschel et
al. ont montré que les inégalités suivantes dite inégalités de partitions sont valides pour

KECSP(G)

2], sik#£1L (3-14)

Il ont aussi donné des conditions nécessaires et suffisantes pour que les inégalité (3.14)
définissent des facettes de kECSP(G).

p—1, sik=1;
z(6(V,...,Vp)) > {(kp

Inégalité de SP-partition

Dans [16] Chopra a considéré le probléme de kEC'SP dans le cas ou chaque aréte peut
étre utilisée plus d’une fois.
Dans la méme référence, il décrit les inégalités suivantes dites de SP-partion. Soient G' =
(V, E) un graphe et {Vi,...,V,} une partition de V, tel que G(V;) est connexe pour tout
1=1,...,p.
k

(3(Vi,e V) 2 [5lp— 1. (3.15)

Didi Biha dans [14] & montré que les inégalités de SP-partition (3.15) sont valides pour
kECSP(G) quand G est série parallele et k est impair. Il a aussi donné des conditions suf-

fisantes pour que les inégalités (3.15) définissent des facettes pour le polytope kEC'SP(G).

Inégalité de F-partition

Dans [46], Mahjoub a introduit une classe d’inégalités valides pour le polytope
2ECSP(G) comme suit : Soient G = (V, E)) un graphe et {V4,...,V,} une partition de V'
et FF C (V) avec |F| =2t + 1. Soit A = §(Vp, Vi, ..., V,)\F.

z(A)>p—t (3.16)

Les inégalités du type (3.16) sont appelées contraintes de F-partition. Barahona et Mahjoub

ont montré que les contraintes (3.16) avec les inégalités triviales et les inégalités de coupes
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suffisent pour caractériser le polytope 2EC'SP(G) dans la classe des graphes de Halin.
(Un graphe G = (V,T'UC) est dit de Halin si 7" est un arbre ne contenant pas de sommets
de degré deux et C' est un cycle dont les sommets sont les sommets pendants de 7).

Didi Biha [14] s’est intéressé la généralisation de cette classe d’inégalités pour k quelconque.
Soient G = (V, E) un graphe et {Vi,...,V,} une partition de V et F C (V). Si k =
2q,q > let |F| = 2t+1,t > 1 (resp. k = 29+ 1,q > 1let |F|q est impair). Soit
A =6(Vo,Vi,...,V,)\F. Alors Didi Biha a montré que les inégalités :

#(8) > gp ¢ (resp. #(2) > 5[k — |F]]) (317)

sont valides pour kEC'SP(G). Les inégalités (3.17) sont appelées inégalités de F-Partition.
Si k est impair et |F'| p est pair, les contraintes (3.17) sont dominées par les contraintes de
coupes.

Mahjoub [46] a introduit une classe d’inégalités définissant des facettes du polytope
2ECSP(G) appelées inégalités de roue-impaire. Ces inégalités sont un cas particulier des
contraintes de F-partition. Didi Biha [14] a donné une généralisation de cette classe comme
suit : Soient un graphe G = (V, E) et un entier kK = 2(2¢ + 1),q > 0, une configuration
de roue impaire généralisée (voir la figure 3.2) est définie par un entier [, des entiers p;
pour ¢ = 1,...,2] + 1, et une partition de ’ensemble des sommets V' en V;*, V{, pour

1=1,...,2l4+1et s=0,...,p;.

Fic. 3.2 — Configuration de la roue impaire généralisée
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20+1
2(T)>(2q+1)) ri+q@l+1)+1+1 (3.18)
i=1
Théoréme 3.3.2. [14] Les inégalités de roue impaire généralisées (3.18) définissent des
facettes du polytope kECSP(G).

Inégalité de chaine impaire

Dans [10], Bendali et al. ont présenté une nouvelle classe d’inégalités valides pour le
polytope kEC'SP(G). On définit d’abord la configuration de chaine impaire (voir la figure
3.3) comme suit .

Soit G = (V;E) un graphe (k+1)-aréte connexe. Soit m = (W3, Wa, V1, ..., Va,),p > 2, une
partition de V' . Soient I1 = {4r,4r+1,r=1,...,[F] =1} et I2={2,...,2p—1}\I1. On
dit que la partition 7 = (W1, W2,V4,...,V,,) induit une configuration de chaine impaire

si:
L [[Vi, Wyl = k + 1 pour (i,j) € (I1,{1}) U (I, {2}),
2. Wi, Wo]| <k +1,
3. 0(V;) = [Vi, Wh] U [Viey, VI U [Vi, Wi ] (vesp.o(V;) = [Vi, Wa] U [Viy, Vi] U [Vi, Wia])
sii€ I (resp. i€ Iy)
Soit C' = Ufﬁ Il[Vi, Vii1]- Noter que C peut étre vue comme une chaine d’extrémités V;

et V5, de longueur impaire dans le graphe G.

A une configuration de chaine impaire on associe l'inégalité :

2(C) > p. (3.19)

Les inégalités (3.19) sont appelées inégalités de chaine impaire.

Théoréme 3.3.3. [10] Les inégalités de chaine impaire (3.19) sont valide pour le polytope
KECSP(G).

Apres avoir exploré le domaine des inégalités valides, ainsi que les conditions sous les-
quelles celles-ci définissent des facettes pour le polytope associé au probleme kECSP(G),
nous nous intéressons a la caractérisation polyédrale du probleme KECSP. On citera
quelque classes de graphes ot 'on a déja donné la description complete du polytope associé

au probleme kEC'SP.

Tout d’abord, on considere la classe des graphes série-paralleles.
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Fic. 3.3 — Configuration de chaine impaire

Définition 3.3.1. Un graphe G est dit contractible a un graphe H, si H est obtenu a
partir de G par suppressions et /ou contractions de ses arétes. Une contraction d’une aréte

consiste a identifier les extrémités de 'aréte et a supprimer cette aréte.

Définition 3.3.2. Un graphe est dit série parallele si il n’est pas contractible a K4(graphe

complet sur 4 sommets)

Didi Biha [14] a montré que si le graphe est série-parallele et k est impair alors
kECSP(G) est completement caractérisé par les inégalités triviales et les inégalités de
S P-partition. Et si k est pair alors kECSP(G) est décrit par les inégalités triviales et les

inégalités de coupes.

Théoréeme 3.3.4. [1}] Si G = (V, E) un graphe série paralléle k-aréte connexe et k pair
(resp. impair), alors kECSP(G) est complétement caractérisé par les inégalités (3.11),
(3.12),(3.13) (resp. (3.15), (3.12), (3.13)).

Toujours dans la méme référence, Didi Biha, a défini une classe de graphes qui généralise
celle de Halin. Dans cette classe de graphes, il a montré que le polytope kECSP(G) est
donné par les contraintes triviales, les contraintes de coupes et les contraintes dites de

r-recouvrement généralisées.

3.4 Conclusion

Nous avons passé en revue différents problemes de sous graphes particuliers. Nous avons

présenté certaines de leurs caractérisations (pour le probleme de couplage), les contraintes
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(inégalités ou classes d’inégalité) valides. En dernier, nous avons traité le probleme du

kECSP comme introduction pour le probleme du sous-graphe 2-aréte connexe.
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Chapitre 4

Probleme de sous graphes 2-aréte

coninexe

Ce chapitre est consacré au probleme de sous graphes 2-aréte connexe a sommets
et arétes pondérés. Dans un premier temps, nous étudions les classes de graphes ou le
polytope associé au probleme rm-2ECSP(G) est défini par les inégalités triviales et les
inégalités de coupe généralisés (les classe de graphes ou l'on a P(G) = r-2ECSP(G)).
Nous appelons cette classe de graphes la classe des graphes parfaitement r-2-aréte
connexes. Nous montrons qu’un graphe, ”dit cactus”, appartient a cette classe de graphes.

Nous aurons le méme résultat pour les graphes dits ”"multi-chaines ”.

Dans un deuxieme temps, nous nous intéressons a la caractérisation complete du
probleme de sous graphe r-2-connexe dans la classe des graphes multi-cycles sans cordes.
Nous montrerons que cette classe n’est pas parfaitement r-2-aréte connexe. Ensuite nous
introduirons des inégalités valides du type de celles introduites par Baiou et Corréa [5].
Nous donnons les conditions pour que celles-ci définissent des facette dans cette classe de
graphes. Nous donnons la description complete du m-2ECSP(G) dans le multitriangle.
Nous terminerons par une autre formulation du probleme r-2EC'SP, propre aux graphes

multi-cycles sans cordes.

4.1 Polytope de sous graphes Steiner 2-aréte connexes

Définition 4.1.1. Soit G = (V, E)) un graphe non orienté. Il est dit 2-aréte-connexe (resp

2-sommet-connexe) si entre chaque paire de sommets v; et v; € V, il existe au moins 2
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chaines aréte-disjointes (resp sommet-disjointes) les reliant.

Soit G = (V, E) un graphe et un ensemble de sommets S C V', dit ensemble de termi-
naux. Soit c¢(e) le cout associé a chaque aréte de G. Le probleme de sous graphe Steiner
2-aréte connexe consiste a trouver un sous graphe H = (U, F') de G couvrant S, de cout
minimum tel qu’entre chaque paire de sommets de S il existe au moins 2 chaines aréte-
disjointes. Ce probleme est équivalent au probleme de conception d’un réseau fiable quand
les types de connexité prennent leur valeurs dans {0, 2}.

Le théoreme de Menger établit une relation entre les chaines aréte-disjointes et les coupes

dans un graphe.

Théoréeme 4.1.1 (Menger). Dans un graphe G = (V,E), il existe k chaines aréte-
disjointes entre deux sommets s et t si et seulement si toute coupe de G déconnectant

s et t contient au moins k arétes.

Le probleme du sous graphe Steiner 2-aréte connexe noté StECSP est formulé comme

suit :
z(6(W)) > 2 pour tout W C V,0 AW NS #S (4.1)
0<uz(e) <1 pour tout e € E, (4.2)
z(e) € {0,1}, pour toute € E. (4.3)

StECSP(G,S) = conv{r € RIFl | x satisfait (4.1), (4.2), (4.3)} est le polytope des sous
graphes Steiner 2-aréte connexes.

Le StECSP a été introduit par Monma, Munson et Pulleyblank [50]. Ils I'ont étudié
dans le cas métrique c’est a dire quand le graphe G = (V| E) est complet et la fonction
des poids w, satisfait les inégalités triangulaires (c’est a dire w,, < we, + w,, pour tout
triplet d’arétes (eg,es, e3) formant un triangle dans G). Le StECSP, est NP-dur méme
dans ce cas. Ils ont montré que dans ce cas le poids d'un sous-graphe 2-aréte-connexe de
cotut minimum couvrant S et ne contenant pas de sommets de V' \ S est borné par %Q(Q
est le poids d’un sous-graphe 2-aréte-connexe de cotit minimum couvrant ). Dans le cas
ou S =V, ils ont donné des propriétés concernant la structure des solutions du probleme
et montré que le poids d’une solution optimale du probleme de voyageur de commerce est
borné par %Q. D’autres propriétés structurelles et d’analyse du pire des cas sont données
dans Frederickson et JaJa [1] Bienstock, Brickell et Monma [12] et Goemans et Bertsimas

31).
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Baiou et Mahjoub ont étudié le polytope associé au probleme du sous graphe Steiner 2-
aréte connexe [6]. Ils ont montré que ce dernier est totalement décrit par les contraintes de
coupe Steiner et les contraintes triviales dans la classe des graphes série paralleles. Baiou et
Mahjoub ont étudié également ce probleme lorsque la solution doit étre elle méme 2-aréte

connexe. Pour cela ils ont introduit les inégalités suivantes :
z(6(W)) —2x(e) > 0 pour tout W C V, S C W,e & E(W). (4.4)

Ils ont montré que le polytope associé au StECSP lorsque le graphe est série-parallele
et la solution est 2-aréte connexe, est décrit par les contraintes (4.1), (1.11), (4.4). Par la
suite, Baiou a étendu ces résultats au dominant du méme polytope lorsque le graphe est

série parallele.

Winter avait déja proposé un algorithme pouvant résoudre le probleme dans la classe des
graphes de Halin et pour les graphes outerplanaires (un graphe est dit outerplanaire s’il
peut étre représenté dans le plan de maniere a ce que tous les sommets appartiennent a la
face extérieure). Il a également présenté un algorithme pour résoudre ce probleme pour les

graphes série-paralleles dans les deux cas de 2-aréte et 2-sommet connexité.

4.2 Probleme du sous graphe 2-aréte connexe a som-
mets et arétes pondérés

Si P est un probleme d’optimisation combinatoire et Az < b un systeme linéaire
décrivant I’enveloppe convexe de ses solutions ou A € R™*" et b € R™(m,n € N), alors P

est equivalent a un programme linéaire de la forme :

maxr cx (4.5)
Ax <b

Ou ¢! € R™. 1l est parfois pertinent d’ajouter des variables supplémentaires & la formulation
(4.5). Ces variables peuvent réduire le nombre de contraintes du systeme et simplifier la

structure de celle-ci. Ainsi on obtient une formulation ayant la forme suivante :

max cx (4.6)
Bx+ Dy <d

Oty € R” (n' € N) est le vecteur des nouvelles variables, B € R™", D € R™™ et d € R™.

Une formulation de type (4.6) est appelée Formulation étendue.
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Si une formulation étendue de P de la forme (4.6) est connue alors I'enveloppe convexe des

solutions de P n’est rien d’autre que la projection du polyedre Bx + Dy < d sur x.
L’objectif est de donner une formulation étendue pour les problemes de StEC'SP. Mais

d’abord, nous allons discuter de certains exemples liés au probleme de I’arbre de poids mi-

nimum, utilisant cette approche.

Dans [41] Junger et Pulleyblank ont donné une formulation étendue de P(G) en asso-
ciant des variables y(v), v € V aux sommets de G. Ils ont montré que la projection du
systeme, ci dessous, sur l'espace des variables = est P(G). Le sommet r est un element
arbitraire de V' :

z(6(9)) +y(S)>2 sirg¢gS,ScCV,
z(0(5)) +y(S)>0 sireS,Sc,V
y(V)=0.
Etant donnée un graphe G = (V, E), un ensemble S C V et un sommet r € V appelé
racine, une fonction ¢ définie sur E et une fonction w définie sur V.

Pour décrire le probleme de sous graphes 2 aréte connexe a sommets et arétes pondérées
noté du 2EC'S P, Baiou dans [4] a défini le probleme r-2ECSP, en fixant un sommet r € V
appelé racine. Ils ont considéré le probleme qui définit un sous graphe 2-aréte connexe de
G contenant r dont le cout (poids) total sur les arétes et les sommets est minimum. L’idée
de fixer un sommet r était introduite initialement par Goemans dans [30]. Ce qui fait,
résoudre le probleme 2EC S P revient a résoudre |V| sous probleme r-2ECSP.

Soit G' = (V, E) un graphe non orienté. Soit F C E et U C V alors : (2, yV) € RIEHIVI
désigne un vecteur caractéristique d’incidence du sous-graphe partiel G(U, F).

1 si F 1 si
xF(e):{ siece ot yU(v):{ sivelU

0 sinon, 0 sinon.

En général, on note x(F) = > pxe (vesp. y(U) = >, cpy Yv)- U'ensemble E(W), W C V,
désigne 'ensemble des arétes ayant leur deux extrémités dans W, et I'ensemble §(WW) est
I’ensemble des arétes ayant une extrémité dans W, 'autre dans le complémentaire de W
(une coupe). On notera, §(v) au lieu de §({v}) pour v € V.

Soit W C S C V lensemble des arétes ayant une extrémité dans W et l'autre
dans le complémentaire de W dans S est appelée une S-coupe, notée dg(W). Aussi,
si A et B sont deux ensembles de sommets (A, B) désigne I'ensemble des arétes ayant

une extrémité dans A et lautre dans B. On note le complémentaire d'un ensemble A par A.
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Avec ces notations, et le théoreme de Menger 4.1.1, Baiou [4] a donné la formulation
du probleme r-2SEC'SP en un programme linéaire en nombres entiers comme suit :

minimiser Y _pwex(e) + Y, oy cy(v)

Sous les contraintes :

x(6(W)) —2y(v) > 0 pour tout W C V,re Wo ¢ W (4.7)
z(e) < y(v) pour tout v € V, e € §(v), (4.8)

x(e) > 0 pour tout e € E, (4.9)

y(v) <1 pour tout v € V, (4.10)

z(e),y(v) € {0,1} pour tout e € E, v € V. (4.11)

soit 7 — 2ECSP(G) = conv{(z,y) € RIEFIVI: (2. 4) satisfait (4.7)-(4.11)}; le polytope
associé au probleme r — 2ECSP.
La relaxation du probleme précédant sera donnée par le systeme composé des inégalités
(4.7), (4.8),(4.9) et (4.10).

Le polytope défini par ces inégalités sera noté P(G). La projection de P(G) sur 'espace

des variables correspondant aux arétes est donnée par :

< <
0< $(ei 1 pour tout e € E, } (4.12)

z(6(W)) Ex(e) pour tout W CV, reW, e¢ E(W),
Baiou et Mahjoub [6] ont montré que le polytope "la projection de P(G) sur 'espace
des variables arétes” est un polyedre entier quand le graphe G = (V| E) est série paralléle.
On pourrait penser que ce serait pareil pour le polytope P(G) mais ce n’est malheu-
reusement pas le cas, un contre exemple est donné dans [5]. Soit H = (V, FE) un graphe
série-parallele ou V' = {r,vy,v9,v3}. Soit xf = %, pour tout e € E, yf = y,,* = 1 et
Yo" = Yo, = 3. I est clair que (z*,y*) € P(H).
4.2.1 Le polytope r-2ECSP

Soit G = (V, E) un graphe 2-aréte-connexe. On appelle une 2-coupe une coupe conte-

nant exactement deux arétes, et soit
Ey. ={e € E : e appartient a une 2coupe de G}.

On définit la relation R entre 2- arétes de Es. comme suit :

eRf < il existe une 2 coupes définies par e,f.
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Soit la partition . = E.\JEZJ...|JEL, en classes d’équivalence disjointes. Oter un
ensemble d’arétes Fi. du graphe G le disjoint en |Fj.| composantes 2-aréte connexes.
L’ensemble Fj. induit un cycle quand ces composantes 2-aréte connexes sont contractées
en points isolés. Soit R; la composante qui contient r et soit Vi, C V' \ R; i.e V3. contient les
extrémités des arétes de Fj, qui n’appartiennent pas & R; et peut aussi contenir d’autres

sommets.

Dimension du »-2ECSP

Théoréeme 4.2.1. [5] Le r-2CESP est dit de plein rang si seulement si G est 3-aréte

connexe.

Théoreme 4.2.2. [5]

l
dim(r-2ECSP(G)) = |E| + [V = Y [|Eb| + |Va.| — 1] = |E/Eae| + |V/Vac| + L.

i=1
Inégalités valides et facettes du polytope r-2ECSP

Lemme 4.2.1. [5] Soit G = (V, E) un graphe et un sommet fixe r € V dit racine, si
Y e Cele + D oy Boyo = v est une inégalité valide de r — 2ECSP(G) alors :

- v =0.

— . = 0 pour tout e ¢ Fy,

— (3, = 0 pour tout v ¢ V.

Soit G = (V, E) un graphe et r une racine, r € S C V. Si G(S) n’est pas connexe, on
note par Si,. .., S, les composantes connexes de G(S). Baiou et Correa [5] ont considéré

les inégalités suivantes :

2(3s(W)) +2y(8) =2 x(Ty) > 2y(v (4.13)

=1

z(ds(W)/{e}) +y(S Zx (4.14)

Ou T; C E(S;) est un arbre recouvrant S;. i = 1,...,k, W C S C V est un sous ensemble
propre de S;v € S\ W et r e W.

Remarque 4.2.1. Les inégalités (4.13) sont une généralisation des inégalités de coupe.

Dans [46], Mahjoub a donné des conditions nécessaires et suffisantes pour que les inégalités
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de coupes définissent des facettes pour le polytope associé au probleme StECSP dans le

cas ou T =V.

Baiou et Correa dans [5] ont tout d’abord montré la validité de ces inégalités par rapport

au r-2ECSP(G) en énongant le lemme suivant :

Lemme 4.2.2. [5] Soit G = (V, E) un graphe et r une racine pour tout S C V et r € S,
les inégalités (4.13) et (4.14) sont valides pour le -2ECSP(G)

Par la suite, ils ont donné des conditions pour que les inégalités (4.12) et (4.13)
définissent des facettes du r-2EC'SP. Nous donnons quelques notations dont nous aurons
besoin dans ce qui va suivre.

Pour certaines valeurs de S, W, et F' = Ule T; (F un arbre couvrant S), on désignera
les inégalités (4.13) par (S, W, v, F') et les inégalités (4.14) par (S, W, v,e, F)

Théoréme 4.2.3. [5] Une inégalité de la forme (S,W,v',¢/,Ul_, T}) avec [6s(W)| < 1
définit une facette de r-2ECSP(G) si les conditions suivantes sont vérifiées :

-~ G(SUS;) est 3-aréte connexe, pour touti=1,...,i=K,

— au moins un des graphes G(S;|J{v'}),i = 1,...,1 =k, est 2-aréte connexe et,

—pouri=1,...,k, T; posséde la propriété de 2-aréte connexe par rapport a v'.

Lemme 4.2.3. [5] Soit G = (V, FE) un graphe et r un sommet fixe. Les inégalités (4.12)
et (4.13) notées respectivement (S, W, v, F') et (S,w,v,e, F), (F = Ule T;) définissent des
facettes de r-2ECSP(G) seulement si :

— G(W) est connexe et

— chaque sommet pendant de T}, pour ¢ = 1, ..., k, est connexe a W et a la composante

connexe de G(S \ W) contenant v.
Ce théoreme peut étre utilisé pour démontrer que la relaxation du probleme r-2EC'S P

n’est pas suffisante pour la description du polytope r-2ECSP.

4.3 Les graphe parfaitement r-2-aréte connexes

Soit G = (V, E) un graphe. Rappelons le lecteur que nous avons noté P(G) le poly-
tope donné par les contraintes triviales (4.8), (4.9), (4.10), et les contraintes de coupes

généralisées (4.7),
P(G) = {(z,y) € REFVI|(z, 1) satisfait les inégalités (4.7) — (4.10)}
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Dans cette section nous nous intéressons a la classe des graphes pour lesquels 7-
2ECSP(G) = P(G). Le probleme de séparation étant polynomial, le probleme r-2ECSP
peut se résoudre en temps polynomial dans cette classe de graphes. Ceci est la motivation
principale pour 1’étude de cette classe. Mahjoub [47] a défini les graphes dit parfaitement
2-aréte connexes. Un graphe est dit parfaitement 2-aréte connexe si la caractérisation du
probleme de sous graphe 2-aréte connexe [46] est donnée par les inégalités triviales et les
inégalités de coupes. Didi Biha [14] a défini la classe des graphes parfaitement k-aréte
connexes. Didi Biha et Mahjoub [24] ont montré que les graphes série paralleles font partie
de cette classe de graphes si k est pair. Dans [47], Mahjoub donne des conditions suffisantes
pour qu’un graphe soit parfaitement 2-aréte connexe. Il a aussi décrit certaines opérations
qui préservent la propriété ” parfaitement 2-aréte conneze”. Dans [28], Fonlupt et Mahjoub
ont étudié les points extrémes du polytope associé au probleme du sous graphe couvrant
2-aréte connexe P(G,2). Ils ont établi un ordre sur ces points et ils ont caractérisé les
points extrémes fractionnaires minimaux par rapport a cet ordre. Comme conséquence, ils
ont obtenu une caractérisation des graphes parfaitement 2-aréte connexes.

Dans le méme cadre nous décrivons les graphes parfaitement r-2-aréte connexes.

Soient G = (V, E) un graphe et r un sommet fixe dit racine. Un graphe sera dit parfaite-
ment r-2-aréte connexe (parfaitement r-2EC) si on a P(G) = r-2ECSP(G), c’est a dire,
si ’enveloppe convexe des vecteurs d’incidences solutions de r-2EC'SP est défini par les
contraintes triviales et les contraintes de coupe généralisées.

Dans ce qui suit, nous allons décrire certaines opérations qui préservent la propriété :” par-
faitement r-2-aréte connexe”. Ces opérations sont inspirées des opérations décrites par
Mahjoub dans [47]. Ensuite nous décrirons certains graphes ayant la propriété” parfaitement

r-2-aréte connexe” .

Réduction de graphes

Lemme 4.3.1. Soient G = (V, E) un graphe et f une aréte de G. Si G est parfaitement r-
2-aréte conneze, et G — f est r-2-aréte connexe alors G — f est aussi parfaitement r-2-aréte

connexe.

Preuve. Supposons qu'il existe un point extréme fractionnaire (2',y’) de P(G — f). Soit

(z,y) € RIFIFIVI 1a solution donnée par :

z(e) = {x’(e) S% ceE-f et y(v) = y/'(v) pour tout v € V.
0 sie=f

il est claire que (x,y) est un point extréme de P(G). Puisque (z,y) est fractionnaire, ceci
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contredit le fait que G est parfaitement r-2-aréte connexe. O

Lemme 4.3.2. Soient G = (V, E) parfaitement r-2-aréte conneze, et W un sous ensemble
de V tel que G[W] soit r-2-aréte connexe. Alors G/W, le graphe obtenu a partir de G en

contractant W, est parfaitement r-2-aréte connexe.

Preuve. Supposons qu'il existe un point extréme fractionnaire (z,y) de P(G/W). Soit

(z,y) € RIPIHFIVI1a solution donnée par :

x(e):{f(e) siee ENE(W) y(v):{gj(v) sive VAW

1 sinon 1 sinon

Il est claire que (z,y) € P(G), est aussi un point extréme de P(G). En effet si ce n’est pas

le cas, alors il existe deux solutions (z',y') et (22,9?) € RIFFIVI tel que : © = L(z! + 2?)

et § = $(y* + y?). Nous avons aussi z'(e) = 2%(e) = 1 Ve € E(W) et y'(v) = y*(v) =
1 Vv € W. Soient (z',7?), (7', 9?) € RIE\EMWIFIVAWI tels que 7', Z2 sont les restrictions
2!, 2% respectivement sur E'\ E(W) et 7', 7? sont les restrictions z!, 22

E\ E(W) et ', 4* sont défini comme suit :

g1<v): {yl(v> SiUEV\W ot QQ(U): {yQ(U) SiUEV\W.

respectivement sur

1 stv=r 1 siv=r
Il est clair que (z', %), (', §?) appartenant & P(G/W). De plus, nous avons z = 1(z'+z?)
ce qui contredit le fait que (z,¥) soit un point extréme de P(G/W). Or (x,y) est un
point extréme de P(G). Puisque (x,y) est fractionnaire, ceci contredit le fait que G est

parfaitement r-2-aréte connexe.

]

Lemme 4.3.3. Soit G = (V, E) un graphe. Soit uv une aréte de G tels que u et v sont de
degré 2. Si G est parfaitement m-2EC alors G/{u,v} est parfaitement r-2EC.

Preuve. Soient e, e, deux arétes incidentes a wu, v respectivement et différentes de uwv.
Si G/{u,v} n’est pas parfaitement r-2EC alors il existe un point extréme fractionnaire
(x,y) de P(G/{u,v}). Soit u* le sommet résultant de la contraction de l'aréte uv. Comme
{e1, e} est une 2-coupe nous avons y(u) = x(e1) = z(e2) = y(v) = y(u*). Considérons la
solution (z,7) € RIFIHVI
{x(e) S? e # uv, et () = {y(’u’) s% v ¢ {u,v},

y(u*)  sie=uw. y(u*) siv e {u,v}.

Il est clair que (Z,y) est fractionnaire. De plus (z,§) définit un point extréme pour P(G),

donnée par : Z(e) =

d’ou la contradiction. O]
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Fi1G. 4.1 — Contraction d’une aréte

Lemme 4.3.4. Soient G = (V, E) un graphe et H un graphe obtenu par subdivision d’une
aréte de G. Si GG est parfaitement r-2EC' alors H est parfaitement r-2EC'.

F1G. 4.2 — Subdivision d’une aréte

Preuve. Soit e* € E et soit u* le sommet qui subdivise e* en deux arétes eq, e5. On suppose
que H n’est pas parfaitement r-2EC, alors il existe un point extréme fractionnaire dans
P(H), soit (z',4'). Soit (z,y) € RPIFIVI défini comme suit

He) = {x(e) siee E\ {e}

() ) i et y la restriction de y' sur V.
y(u sie=e".

Il est clair que (x,y) est fractionnaire. Comme (x,y) est un point extréme de P(G), d’ou

la contradiction. O]

Nous allons maintenant étudier deux classes de graphes, les cactus, et les multi-chaines

et nous montrons que ces graphes possedent la propriété : parfaitement r-2-aréte connexité.
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Application aux Cactus

Avant d’entamer 1’étude polyédrale du r-2ECSP dans les cactus, nous commencons

par donner quelques notions et définitions dont nous aurons besoin.

Définition 4.3.1. Soit G = (V, E) un graphe connexe. Une aréte est un isthme si sa

suppression sépare le graphe en deux composantes connexes.

Définition 4.3.2. Soit G = (V, E') un graphe. Un point d’articulation est un sommet dont

la suppression augmente le nombre de composantes connexes du graphe.
Nous donnons a présent la définition d’un cactus.

Définition 4.3.3. Soit G = (V, E) un graphe. G est un cactus si chaque aréte fait partie

d’au plus un cycle élémentaire.
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Fic. 4.3 — Un cactus

En d’autres termes, un cactus est composé exclusivement de cycles et d’isthmes et
c’est précisément pour cela que cette classe de graphes est intéressante par rapport a la
2-connexité. En effet, étant donné que la description complete du probleme du sous graphe
2-aréte connexe est déja connue dans les cycles, nous pouvons espérer trouver des résultats
intéressants dans le cas des cactus. Nous nous intéressons en particulier aux cactus 2-arétes-
connexes. Afin de bien comprendre ce que nous entendons par ce terme, nous redéfinissons

a présent la notion de graphe k-arétes-connexe.

Définition 4.3.4. Soit G = (V, E') un graphe connexe. On dit que G est k- arétes-connexe

si pour le déconnecter, il faut enlever au moins k arétes.

Un graphe sans isthme est donc 2-arétes-connexe. Ainsi, un cactus 2- arétes-connexes

est un cactus qui est composé uniquement de cycles. Nous étudions ces cactus en particulier.
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F1G. 4.4 — Cactus 2-arete connexe

r-2ECSP(G) dans les cactus
Avant d’aborder le polytope m-2EC'S P(G) dans les cactus nous donnons cette remarque.
Proposition 4.3.1. Si G = (V, E) est un cycle élémentaire, r-2ECSP(G) = P(G).

Avant de donner la preuve de cette proposition nous définissons le probleme du r-
TSP étudié par Baiou et Mahjoub [7]. Le polytope associé au probleme de r-T'S P, noté

r-T'SP(G), est 'enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des r-tournées de G :
r —TSP(G) = conv{(zF',yY) € RIFHIVI|(U, F)est une r-tournée deG'}

Le r-T'SP a été formulé en programme en nombre entier comme suit :

minimiser Y _pwez(e) + Y, oy coy(v)

Sous les contraintes :

z(6(W)) —2y(v) >0 pourtout W CV,re WogWw
z(e) < y(v) pour tout v € V, e € §(v)
2(6(r)) < y(r)

z(6(v)) = y(v) pour tout v € V/r

Te > 0, pour tout e € E

y(v) <1 pour tout v € V,

L z(e),y(v) € {0,1}, pour tout e € E, v € V.

Soit H(G) = {(z,y) € RIFIFIVI (2, y)satisfait les contraintes :(4.7)-(4.10) et (4.15) et (4.16) }.
Baiou et Mahjoub ont donné la description du r-T'SP quand le graphe G est un graphe

série parallele, en établissant la preuve du résultat suivant :

Théoréme 4.3.1 ([7]). Si G est série paralléle, alors r-TSP(G) = H(G)
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Preuve de la proposition 4.3.1 . La classe des cycles élémentaires est une sous-classe des
graphes série parallele.

Soit (x,y) est une solution de P(G) (c’est a dire (z,y) vérifie les inégalité (4.7)-(4.10)).
Comme G = (V| F) est un cycle élémentaire, on peut remarquer que toute solution de

P(G) vérifie 1'égalité suivante :
z(6(v)) = y(v) Yo e V\ {r} (4.15)

En considérant le vecteur d’incidence du r-2ECSP(G) triviale nous aurons alors, toute

solution de P(QG) vérifie I'inégalité

z(6(r)) < y(r) (4.16)

On peut remarquer que les inégalités, (4.7)-(4.10) avec les inégalités : (4.15) et (4.16)
forment les contraintes du probleme r-T'SP étudié par Baiou et Mahjoub cité ci-dessus.
Aussi elles se confondent avec les inégalités définissant H (G).

Quand le graphe G est un cycle élémentaire on a : (z,y) € P(G) = (x,y) € H(G). D’apres
4.3.1 on a, toute solution de H(G) est entiere. Et du fait que les cycles sont des graphes

série-paralleles, on a toute solution de P(G) est entiere. O

Soit G = (V, E) un cactus 2-aréte connexe, ou 'ensemble Fyc (définie dans le para-
graphe 4.2.1) contient au moins une classe d’équivalence. Soit G; = (Vj, Ey) le graphe
induit par Ry. Soit Gy = (Va, Ey) le graphe obtenu de G par contraction de Ry, et 7 est le
sommet résultant. (La contraction d’une aréte uv consiste a identifier ces deux extrémités

u et v, et supprimer l'aréte)
Lemme 4.3.5. Dim(r—2FECSP(G)) = Dim(r—2ECSP(G1))+Dim(r—2ECSP(G,y))—1

Preuve. Soit ) p alr, + D Bly, = % (resp. D ek, alr, + > ey Bly, = %) un
hyperplan contenant r — 2ECSP(Gy) (resp.r — 2ECSP((G3)). Puisque G(R;) est 2-aréte

connexe, alors Y- p a,Te + 3 oy B = 77 €6 Do ocp, 2T + D cvp iy Bole = 77 sont
deux hyperplans contenant 1o EC'SP(G). Dot :

Dim(r —2ECSP(G)) < Dim(r —2ECSP(Gy)) + Dim(r —2ECSP(Gy)) — 1

Soit Cy (resp. Ce ) 'ensemble de dim(r — 2ECSP(G1)) (resp. dim(F — 2ECSP(Gs))) de
sous graphes m-2ECSP (resp. -2ECSP) linéairement indépendant de G (resp. de G3).
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Tout graphe H de C; est un sous graphe ro EFC'SP de G. Aussi, si H est sous graphe de Cs,
on peut remplacer 7 par G(R;) et nous obtenons un sous graphe r-2ECSP de G. A présent,
c’est facile de voir qu’il existe au moins Dim(r —2ECSP(G4))+ Dim(r —2ECSP(Gs))—1
sous graphes r-2ECSP de G linéairement indépendant. ]

Soit G = (V, E) un cactus 2-aréte connexe. Soit ¢ le nombre de cycle qui compose G.
Remarque 4.3.1. Dim(r-2ECSP(G)) =(+1

Preuve. Nous allons procéder par récurrence sur le nombre de cycles que contient notre
graphe (cactus 2-aréte connexe ). Il est facile de voir que la propriété est vérifiée pour le
cycle (Cactus avec ¢ = 1), pareil pour un cactus a deux cycles.

Maintenant, nous supposons que la propriété est vérifiée pour un graphe G; = (V4, Ey) a
¢ cycles, montrons qu’elle est vrai (vérifié) pour un graphe G' = (V' E') a £ + 1 cycles.
G’ peut s’obtenir par composition de Gy = (Vi, E1) est un cycle Gy = (Va, E) tel que
ViNVy = {ug} et By N Ey = (). Nous remarquons que les arétes de G5 forment un ensemble
de 2-coupe, et la suppression des arétes Fy décompose le graphe G’ en |E;| composantes
2-aréte connexes ({v},Vv € V5 \ {up}, et Va, posons Vo = R). Nous pouvons appliquer le

lemme 4.3.5 et nous aurons :
Dim(r-2ECSP(G")) = Dim(r-2ECSP(Gy)) + Dim(F-2ECSP(Gy)) =0 +2—1=(+1.
O

Apres I’étude de la dimension du polytope -2 EC'SP(G) dans le cas ou G est un cactus,

nous allons montrer que ceux-ci sont des graphes parfaitement r-2-aréte-connexes.
Théoréme 4.3.2. Soit G un cactus, alors, r-2ECSP(G) = P(G)

Lemme 4.3.6. [7] (z,y) € H(G) et (6(W’),v") (6(W),v) sont toutes les deux des coupes

serrées pour (x,y) alors on a :
(1) Siv e WUW' alors (6(WNW'),v") et (6(WNW'),v) sont toutes les deux des coupes

serrées pour (x,y).

(1) Siv e W\W et v € W\ W alors, (6(W’\ W)) sont toutes les deux des coupes

serrées pour (x,y).

Lemme 4.3.7. Soit (z,y) € RFH+VI solution de P(G) tel que z(e) > 0 alors si (6(W),v)

est serré pour (z,y) alors G(W) et G(W) sont connexes.
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Preuve.

(7) (6(W),v) est serré pour (x,y) alors G(W) est connexe.

Cette assertion est triviale quand W = {v}. Supposons que ‘W‘ >2et que W =W, UW,
et (W, N W) = 0. Sans perte de généralité, nous devons supposer que v € W;. Comme
G est connexe, alors (W, W;) # 0 # (W, W,). D’aprés notre hypothese z(W,W;) > 0.
Comme (§(W),v) est serrée pour (z,y) alors x(§(W)) = x(W, W) +z(W, Wy) = 2y,. Ceci
implique que z(§(W U W) = (W, W;) < 2y,. D’ott la coupe généralisée 6(W U Ws),v
est violée par (z,y). Mais ceci contredit le fait que (z,y) € P(G).

(17) (6(W),v) est serré pour (z,y) alors G(WW) est connexe.

Ceci est claire quand W = {r}. Supposons maintenant que |W| > 2 et que W = W; U W,
et (Wp NW,) = (. Sans perte de généralité, nous devons supposer que r € Wi. Comme
G est connexe, alors (W, W) # 0 # (W,, W). D’aprés notre hypothese (Wi, W) > 0.

Comme (6(W), v) est serrée pour (z,y) alors x(§(W)) = a(Wy, W) +x(Wy, W) = 2y,. Ceci

implique que z(0(W1)) = (W1, W) < 2y,. D’ou la coupe généralisée (§(W7),v) est violée
par (z,y). Mais ceci contredit le fait que (z,y) € P(G). O

Soit G = (V, E') un cactus 2-aréte connexe, et C;,i = 1.../ les cycles le composant.La

remarque qui va suivre est vérifiée pour tout cycle de G.

Remarque 4.3.2. Toute solution de P(G) vérifie I’égalité :

l’(Cz) = |Cz| x(e),Ve S CZ
avec x(C;) = ZeeCi x(e)

Remarque 4.3.3. Pour G = (V,E) qui est un cactus, H = {v €
V, v point d’articulation de G}, toute solution de P(G) vérifie I’égalité :

(¢, (v)) = 2y,,Yv € C; \ (HU{r}) (4.17)
ainsi que [inégalité suwivante :
z(dc,(v)) <2y, Yo e C;N(HU{r}) (4.18)

Preuve du théoréme 4.3.2

Avant d’entamer la preuve de théoreme 4.3.2, rappelons que nous avons défini le

probleme du sous graphe Steiner 2-aréte connexe noté StECSP. On a noté le polytope
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associé au probleme StECSP par StECSP(G,S). On désigne par P(G,S) le polytope

défini comme suit :
P(G, S) = {(z,y) € RIEI|(x,y)satis faitlesinégalités(4.1), (4.2), (4.4)}
Baiou et Mahjoub [6] ont donné le théoreme suivant :
Théoréme 4.3.3. [6] Soit G un graphe série-paralléle, alors StECSP(G) = P(G, S)

Pour une preuve détaillée du théoréme voir [6].

Pour montrer le théoreme 4.3.2, nous allons procéder par induction, sur le nombre
d’arétes. Le Théoreme est vrai pour un graphe ayant au plus deux arétes. Supposons qu’il
est vrai pour un graphe cactus ayant au plus m arétes. Pour un graphe cactus ayant m + 1
arétes, nous supposons que r—2ECSP(G) # H(G). Par ailleurs, soit (z,y) le point extréme

fractionnaire de H(G). Alors on a le lemme suivant :
Assertion 4.3.4. Ve € E, Yv € V', nous avons x. > 0 et y, >0

Preuve. De l'inégalité (4.8), il découle qu’il suffit de montrer : z, > 0 pour tout e € E.
Soit eg une aréte telle que x., = 0. Soit 2’ € RIEI=1 2/) = ., pour tout e € E '\ {e}

Il est clair que (z,y) appartient a H(G"), ou G’ est le graph obtenu par suppression d'une
aréte de G. De plus, (2/,y) est un point extréme de H(G). Comme (z',y) est fractionnaire

et G’ est un cactus, ce qui est une contradiction. O]

Noter que le fait de supprimer une aréte ou un sommet d’un cactus, ne modifie pas sa

propriété de cactus.
Assertion 4.3.5. Si (6(W),v) est une coupe serrée pour (x,y) avec |W| > 2 alors, y, = 1

Preuve. Supposons au contraire, que y, < 1. Supposons également que |WW| est minimum.
Pour toute coupe serrée (6(W),w’) avec |W'| > 2 et |W’| < |W|, nous avons y,, = 1.
Remarquons que par la contrainte (4.7), v, > . pour tout v’ € W. Comme (5(W),v) est
serrée pour (x,y), donc, on a :

Yo = Yor (4.19)

Soit G’ = (V', E") le graphe obtenu par contraction de W de G. On note par w le sommet

résultant de cette contraction. Soit 2’ la restriction de z sur E’, et v/ € RIWIH! tel que

i w
y'(u) = {y(u) S? ve ~ 11 est facile de voir que (x,y) est solution de P(G’). Comme
y(v) siu=w
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G’ est un cactus et |E'| < |E| d’apres 'hypothese de récurrence, P(G’) est entier. Par
conséquent (z',y’) est combinaison convexe de points extrémes entiers de P(G”). D’ou, il
existe k points extrémes de P(G'), soient (x1,y1), (T2,92), -+, (Tk, Y) €t A1,.. ., A >0

tels que :

k
D A =1
Comme ¢'(w) = vy, < 1 (par hypothese), il doit exister une solution parmi
(@,y'), .- (zk, yn), soit (x7,y}) tel que y'(w) =0
k
{(37/73//) = Zi:l Ai(Ti, ys)
k
DA =L

Comme ¢'(w) = vy, < 1 (par hypothese), il doit exister une solution parmi

{(x',w =30 Nl i)

(@, y"), ..., (g, yx), soit (z7,y;) tel que y/(w) = 0 d’apres le lemme 4.4.2, (§(W), w) est
serrée pour (z,y), alors G(W) et G(W) sont connexes. Il faut montrer que @ n’est pas
un point d’articulation de G = (V', E’). Si w était un point d’articulation de G’, il serait
résultat de la contraction d’un ensemble d’arétes E(W), on aurait soit G(W) ou bien G(W)
non connexe. Ce qui fait que w € C; dans G’ tel que : 2/(d¢, (w)) = 2y,,. De I'égalité (4.16)

associée a w, on a :
21(6(W)) = 21(6¢, (W) = 21(6¢,(W)) = 241,
Soit (z*,y*) € RIFIHIVI 1a solution telle que

2 (e) = {x’l(e) siee E(W)

0 sinon

, .
. yi(v) siveWw
y*(v) = { ' .
0 sinon
Dans ce qui va suivre, nous montrons que toute contrainte de H(G) qui est serrée pour

(x,y) le serait aussi pour (z*, y*), ce qui contredirait le fait que (x, y) soit un point extréme.
Tout d’abord, il est facile de voir que toute inégalité parmi (4.8) — (4.10) serrée pour (x,y)
I'est aussi pour (z*, y*). Considérons alors la coupe généralisée (§(W'),v’) serrée pour (z,y)
avec ’W/ > 2.

e Supposons que W/ C W :
- Siv' € W, alors (6(W'),v") est aussi une coupe généralisée de G', et elle est également
serrée pour (2',y') et (z1,y1). D'ou : 2*(6(W')) = 2/ (6(W")) = 2y (v)
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- Sive W, alors 2y, < z(6(W')) = 2y(v') et par 'inégalité (4.19), ceci implique que
y(v') = y(v) = y(w). On a alors (§(W’),w) est une coupe généralisée serrée. D’on
2" (0(W)) = 21 (0W') = 2y} (w) = 0 = 2y (v").
e Supposons que W C W’ :
Par la définition de (z*, y*) nous avons z*(6(W')) = 2y*(v').

e Alors, on peut supposer que W\ W’ # () £ W'\ W : On consideére deux cas :

Cas 1:v € W UW' Du lemme 4.3.6, nous avons (6(W,W’),v’) est une coupe généralisée
serrée pour (z,y). Comme (W NW') C W il s’ensuit que (6(W N W'),v") est aussi serrée
pour (z*,y*), alors 2*(§(W')) = x*(§(W N W')) = 2y*(v').

Cas 2:v & W'\ W. Alors v/ ¢ W UW/, car sinon, par le lemme 4.3.6(7) en remplacant v’
par v, on aurait (6(W U W'),v) doit étre une coupe généralisée serrée pour (x,y), ce qui
contredirait la minimalité de |W|. Donc on suppose que v € W\ W’. Par le lemme 4.3.6(i17),
(6(W \ W’),v') est une coupe généralisée serrée pour (z,y). Comme (§(W \ W’),v') est
aussi une coupe généralisée dans G’ qui est aussi serrée pour (z’,y’) et aussi pour (4, y]).
D’ou
2" (0(W)) = 21 (0(W A\ W) = 20 (v') = 2" (v)

Donc on vient de démontrer que (z,y) n’est pas un point extréme si y(v) < 1. D’ou la

preuve de 'assertion 4.3.5. O
Assertion 4.3.6. Pour tout v € H, il existe W tel que (6(W),v) soit serrée pour (z,y)

Preuve. soit v € H N C;, alors il existe W 3 r tel que z(d¢,(v)) = 2(6(W) = x(d¢,(W))).
Par l'inégalité 4.7 et l'inégalité 4.15 nous avons : 2y(v) < z(§(W) = z(d¢,(v)) <2y, O

7

Considérons T'={v eV, y, = 1}
Assertion 4.3.7. |T'| > 2.

Preuve. D’apres les assertions 4.3.6 et 4.3.5, on peut conclure que H C T, alors |T'| > |H|

|H| > 2, alors |T| > 2. Montrons que r € T'

Sir ¢ H (r n'est pas un point d’articulation, posons r € Cj) alors on a z(6(r)) =
x(d¢,(r)),et par I'inégalité (4.7) appliquée a W = {r} et I'inégalité 4.18 on aura y(v) < y(r)
pour tout v € V d'ou y(r) = 1.
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Sir € H. (r est un point d’articulation alors il existe k cycle comprenant r et on peut
écrire r € ﬂ?zl C;),s0it W; tel que o¢,(r) = 06(W;). Par 'inégalité (4.7) appliquée a W,
et par I'inégalité (4.18) on conclut que y(v) < y(r) pour tout v € Ule Cj, mais si v ¢
U?Zl C; alors Ju € U?:1 C; telle que v € H d’ou y(r) = 1. On vient de montrer que si
|H| > 2 alors |T| >2etreT.

|H| <1:

|H|=1,Sir¢ H alors HU{r} CT, dou|T| > 2. SireHona{r}:ﬂﬁzlcj.

On suppose le contraire (|| < 2). Si |T| = 1 ona: y(r) = 1 et y(v) < 1 pour tout
ve V\{r} Ona z(dc(r)) < 2 pour tout cycle Cj,i = 1,...,¢, (ceci est di au fait que
|6¢,(v)| = 2 pour tout v € Cj, et j =1,...,¢ et z(e) < 1). Si on considere le vecteur
d’incidence du r2ECSP trivial(ie (z’,vy') a composantes toutes nulles sauf y'(r) = 1),
cet solution satisfait a 1’égalité toutes les contraintes de H(G) serrées pour (z,y)), ce qui
contredit le fait que (x,y) soit un point extréme.

|H| = 0, donc notre graphe se réduit a un cycle. On suppose que |T'| < 1. Par 'inégalité
(4.8), on déduit z(e) < 1 pour tout e € E. Par l'inégalité (4.7) appliquée a W = {r}
avec 'égalité (4.17), il s’ensuit que y(v) < 1 pour tout v € V' \ {r}. Si T' = () alors nous
avons y(r) < 1. Par conséquent, la solution (0, 0) satisfait a I’égalité toutes les contrainte
de H(G) serrées pour (x,y). Mais ceci contredit le fait que (z,y) soit un point extréme.
Supposons que |[T| = 1. D’ou : y(r) = 1 et y(v) < 1 pour tout v € V \ {r}. On a
x(d(r)) < 2 car dans un cycle |§(v) = 2| pour tout v € V, et comme z(e) < 1, alors si on
considere le vecteur d’incidence du r2ECSP trivial(ie (2',y') & composantes toutes nulles
sauf y'(r) = 1), cet solution satisfait a 'égalité toutes les contraintes de H(G) serrées pour

(x,v)), ce qui contredit le fait que (x,y) soit un point extréme. ]

Dans la suite, nous allons montrer que la projection de (z,y) sur Rl (z), est un point
extréme de P(G,T). 1l est clair que toute contrainte de P(G,T) peut étre obtenue par
combinaison linéaire des contraintes de P(G). Soit x € P(G,T'), pour montrer que z est
un point extréme P(G,T) il suffit de trouver un systeme d’égalités de P(G,T'), ou z est
I'unique solution.

S’il existe une inégalité du type (4.8) qui soit serrée pour (z,y) avec y(v) = 1 alors
cette inégalité correspond a une des inégalité x(e) < 1 de P(G,T) qui soit serrée pour
x. Notons cette inégalité (8'). Soit (6(W),v) une coupe généralisée serrée pour x,y. Donc
d’apreés le lemme 4.3.5 nous avons y(v) = 1 donc v € T. Alors 'égalité qui découle de
(0(W),v) corresponds a l'inégalité coupe de Steiner (W) > 2 de P(G,T') qui soit serrée
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pour z. Notons ces égalités (9').

Maintenant, considérons 1’égalité 4.17.

Si y(v) = 1 pour v # r, alors, comme précédemment, cette égalité correspond a l'inégalité
de coupe Steiner pour P(G,T') qui est serrée pour (x). Si I'inégalité (4.18) est serrée pour
(x,y) ce qui fait z(d(r) = 2), alors, par le lemme 4.3.7, |T| > 2 et r € T, cette égalité aussi
correspond a la coupe Steiner serrée pour x dans P(G,T'). Nous la noterons aussi par (9').
Si y(v) < 1 et il existe e € §(v) tel que z(e) = y(v), ceci induira la coupe Steiner gauche
x(d(v)) > 2z(e) serrée pour z. Nous noterons cette égalité (10).

Soit S le systeme d’égalité défini par (8'), (9')et (10').

Nous allons montrer que z est l'unique solution de (S). Supposons qu’il existe une
solution 2’ du systeme S. Si on considere v € RV, tel que y/'(v) = s2/'(6(v)) pour tout
v € V, la solution (z/,y') doit vérifier a ’égalité toutes les contraintes serrées pour (z,y).
Et comme 2’ # x et (z,y) est un point extréme de P(G), ce qui est impossible.

Comme les égalités de S découlent des inégalité de P(G,T), alors x est un point extréme
de P(G,T). Comme z est fractionnaire et G est un cactus qui est un graphe série parallele,

ceci contredirait le théoreme 4.3.3. Ce qui acheve la preuve du théoreme 4.3.2. &

Dans se qui va suivre nous donnons une autre maniere de prouver le théoreme 4.3.2.
Pour ce faire, nous allons étendre un théoreme déja appliqué au probleme de r-arbre par
Goémans [30] sur le probleme du sous graphe r-2-aréte connexe. Pour énoncer le théoréeme
nous avons besoins d’une notation spécifique.

Soit G = (V, E) un graphe cactus, et v un point d’articulation de G. Soient G; =
(Vi, B1),Gy = (Vo, Es) tel que V = ViUV, ViNVy = {v}, E=E UFEy E # 0 # Es,
G1 = G[Vi] et Gy = G[V,]. On dit que G; et G forment une 1-séparation du graphe G au

r sirelV; r sireV,
, o = .

v sinon

point v. Soit r; = { ]
v sinon

Si (2, %) est un vecteur de RIZI=IVI alors soit (27,) la restriction de (z,y) sur Gy, (i € 1,2).

Noter que (z!,y') et (2%, y?) possede une seule composante en commun, ,,.

Théoréme 4.3.8. Si v est un point d’articulation du graphe G = (V| E) alors, avec les
notations précédente nous avons,

conv(r-2ECSP(QR)) = {(z,y) : (z',y') € conv(r1-2ECSP(G1)), (z%,9?) € conv(ry-2ECSP(G3))}

Preuve. Si (x,y) est un vecteur d’incidence d’un sous graphe r2-aréte connexe, alors (z°, y*)
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est le vecteur d’incidence de sous graphe r;2-aréte connexe. D’ou :
conv(r-2ECSP(Q)) C {(z,y) : (z',y") € conv(ri-2ECSP(G,)),
(2%,9?) € conv(ry — 2ECSP(G))}

Inversement, si (U;, F;) est un sous graphe r;2-aréte connexe de G;(i = 1,2), tel que v € Uy
si et seulement si v € Us, alors (U; U Uy, Fy, F,) est un sous graphe r-2-aréte connexe
de G. Ceci découle de la définition de r1,79. Maintenant on considere (x,y) telle que
(z,y!) € conv(r-2ECSP(Gy)) et (2%,9%) € conv(ry-2ECSP(G5)). Alors (27, y') peut étre
une combinaison convexe des vecteurs d’incidences des sous graphes r;-2-aréte connexes de
G, (1 =1,2). Comme, pour i = 1 ou 2, y, est la composante commune des vecteurs d’inci-
dence associés aux sous-graphes r;-2-aréte connexe qui contiennent v(point d’articulation).
Ces sous graphes r;-2-aréte connexes peuvent étre combinés pour donner des sous graphes
r-2-aréte connexes de GG. Comme résultat, (x,y) peut étre considéré comme combinaison

convexe des vecteurs d’incidence des sous graphes r-2-aréte connexes de G. O

Remarque 4.3.4. Du théoréeme 4.3.8 et de la proposition 4.3.1, nous pouvons déduire le

résultat du théoreme 4.5.2.

Nous retrouvons des résultats similaires quand le graphe G est une multi-chaine.

Application aux graphes Multi-Chaine sans Cordes

Définition 4.3.5. Une multi-chaine est une chaine pouvant admettre plusieurs arétes entre

deux sommets adjacents.

Proposition 4.3.2. Si G est une multi-chaine alors P(G) = r-2ECSP(G)

Preuve. Pour la preuve de cette proposition nous allons procéder par récurrence sur le
nombre de sommets. Noter que le nombre d’arétes entre chaque pair de sommet est quel-
conque. Il est facile de remarquer que la propriété ” P(G) = r-2ECSP(G)” est vrai pour
une multi-chaine sur deux sommets. Supposons que celle-ci est vrai pour une multi-chaine
sur n sommets. D’apres le théoreme 4.3.8, la propriété est vraie pour une multi-chaine
sur n + 1 sommets (Une multi-chaine sur n + 1 sommets n’est autre que la concaténation
d’une multi-chaine sur n sommets et une multi-chaine sur deux sommets). Ce qui acheéve

la preuve. O

En conclusion, les cactus et les multichaines sont des graphes parfaitement r-2-aréte

connexe.
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é >:/\J//
(51 Ug U

n—2

TN
Vo
///\
Uy Ug Up—2 r Uy

F1a. 4.5 — Exemple de concaténation de deux multichaines

4.4 Caractérisations polyédrales

Dans cette partie, nous nous intéressons a la caractérisation complete du probleme du
sous graphe r-2-connexe dans la classe des graphes multi-cycles. Nous montrons que cette
classe n’est pas parfaitement r-2-aréte connexe. Ensuite, nous introduirons des inégalités
valides parmi celles introduites par Baiou et Correa [5]. Nous donnons les conditions pour
que celles-ci définissent des facettes dans cette classe de graphes. Par la suite, nous donnons
la description complete du r — 2EC'SP(G) dans le multi-triangle. Nous terminons par une

autre formulation du probleme du sous graphe 2-aréte connexe propre aux multi-cycle.

4.4.1 Le polytope r-2ECSP(G) dans les graphes Multi-Cycles
sans Cordes

Dans cette section nous nous intéressons a une certaine classe de graphes, celle des
multi-cycles. La raison pour laquelle, nous avons choisi cette classe de graphe est que celle
ci est une sous classe des graphes série-paralleles. Une autre raison est que nous connaissons
la description complete du polytope m-2ECSP(G) quand G est un cycle simple. Pour ce
fait nous espérions retrouver les mémes résultats.

Pour commencer, nous allons donner quelques définitions, et propriétés des multi-cycles.

Définition et propriétés des graphes multi-cycles

Soit G = (V, E) un graphe, V est 'ensemble des sommets et E est I’ensemble des arétes.
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Définition 4.4.1. [11] Une chaine est une séquence d’arétes telle que chaque aréte ait une
extrémité commune avec la suivante.
Un cycle est une chaine qui contient au moins une aréte, telle que toutes les arétes de la

séquence soient différentes et dont les extrémités coincident.

Définition 4.4.2. [11]Un multi-graphe est un graphe non-orienté, pouvant admettre des

boucles et plusieurs arétes entre deux sommets.

Remarque 4.4.1. Soit G = (V, E) un multi-graphe sans boucles. Un cycle dans un multi-

graphe peut étre de longueur 2.

Définition 4.4.3. [25] Une corde est une aréte qui joint deux sommets d'un cycle mais

qui n’appartient pas au cycle.

Définition 4.4.4. [25]Un cycle est dit sans corde si aucune des paires de sommets du cycle

n’est relié par une aréte.

Définition 4.4.5. Soit G = (F, H) un graphe multi-cycle.
— Si entre 2 sommet u;, u;11 de G il existe une seule aréte on dira que cette aréte est
une liaison simple.
— Si entre 2 sommets u;, u; 41 de G il existe plus d’une aréte on dira que la liaison entre

Ui, w;y1 est multiple.

Définition 4.4.6. Un multi-cycle est un cycle sans corde pouvant admettre plusieurs arétes

entre deux sommets adjacents.

SN,

"

@
// /
S~ -
\_‘,_/
Fi1G. 4.6 — Un multi-cycle

Remarque 4.4.2. 1. St G contient au plus une liaison simple alors G est 3-aréte

connexe.
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2. Si G contient au plus une liaison simple alors G est 2-aréte connezxe. Dans ce cas

Es # 0, rappelons que Eo. = {e € E,e appartient a une 2-coupe}.

Remarque 4.4.3. Dans le cas des graphes multi-cycles sans cordes, la relation R définie

dans [5] induit une seule classe d’équivalence Fy. = Ej..

Preuve. Supposons que Eo. = EJ U E3.. D’apres la définition de la relation R dans [5] , la
suppression des arétes de Ej, décompose le graphe G en | Ey.| composante 2-aréte connexes
(Cy,Cy, ..., C,) telle que |Ey.| = p.

Si B2 # 0 alors 3i € {1,...,p} telle que E2, C C;.

Or C; est une chaine 2-aréte connexe. Ce qui fait que C; ne contient pas de liaison

simple, sinon C; ne serait pas 2-aréte connexe. 0

Question : Est ce que les inégalité (4.7)-(4.10) suffisent pour décrire complétement
le polytope r — 2ECSP(G) quand le graphe G est un multi-cycle ?
La réponse est malheureusement non! Il suffit de voir cela sur 'exemple suivant. Soit

G=(V,E), V ={rv,v,vs}, E = {ey,ey,e3, 64,65 6 e7}. Voir la figure qui suit : Soit

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 1
yr—yUS—m—l,yvl—yv2—x1—x2—x3—x4—x5—x6_§

soit (r, vy, ve, V3, €1, €9, €3, €4, €5, €6, €7) les coordonnées d’un point extréme du polytope.

,%,%, 1,%, %,%, %, %,%, 1) est un point extréme du polytope r-

2ECSP(G). Pour montrer ceci il suffit de montrer qu-il est solution du systeme linéaire

On remarque alors que (1

suilvant :

T —|—l’2 +ZL’7 = 2yv3

T1 = Yuy U3
T2 = Yy, . //,//g\\\\\ .
6 ~.E5
xs - yvl ,'// 67 /:’ :\\ 64 \\\
, 7, . ‘
Ty = Yoy r /'/ P \\\;g Vo
T3 =1 Y/ .
3 v \ e /
. . /€9 y
T4 = Yoy e /€3
Ts = Yuy B v -
1
T = Yoy
Yvs = Yr
Yy =1 - Exemple de multi-cycle ou P(G) n’est pas entier
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P(G) dans les graphes multi-cycles

Dans cette section nous allons discuter du polytope P(G) dans les graphes dits multi-
cycles. Nous décrivons quelques propriétés structurelles des facettes de P(G) quand G est
un multi-cycle. Soit (z,y) le vecteur solution du probléme précédant.

La question est de savoir si la solution du programme est entiere. Rappelons que le graphe

est un multi-cycle.

Dimension du polytope

D’apres [5], la dimension du polytope associé au probleme est donnée par la formule

suivante :

dim(r-2ECSP(Q)) = |E \ Eaye| + |V \ Vao| +1
[ : le nombre de classes d’équivalences induites par R.

Remarque 4.4.4. Le polytope (r-2ECSP(G) est de pleine dimension si et seulement si

G possede au plus une seule liaison simple.

Preuve. Nous rappelons que le graphe G est un multi-cycle sans cordes. D’apres le
théoreme 2 de [5] le polytope m-2ECSP(G) est de pleine dimension si et seulement si G

est 3-arete connexe. On doit montrer que :

G est 3-aréte connexe = (G possede au plus une seule liaison simple.

Supposons que G possede plus d'une liaison simple, soit deux. Alors il existe deux paires
de sommets, chacune liée par une seule aréte. Donc il est possible de composer le graphe
en deux composantes 2-aréte connexe, soient C', Cy. De la, un sommet v; € C} n’est relié a
un sommet v € Cy que par deux chemins aréte disjoints. D’ou, le graphe n’est pas 3-aréte

connexe.

G est 3-aréte connexe < G possede au plus une seule liaison simple.

— ( possede une seule liaison simple. Ceci veut dire, qu’entre chaque paire de sommets
successifs, il existe au moins deux aréte, sauf pour une seule paire, soient (si,$2)
reliée par une seule aréte. Soient v;,v; deux sommets dans V', on peut remarquer
qu’il existe trois chemin de v; a v; : le chemin qui comprend ’aréte s;s2. un chemin
qui ferme celui-ci (G est un cycle), il ne passe pas par l'aréte s;s9, donc y’a au moins
un double chemin qui ne passe pas par ’aréte s;52. En tout il y a au mois trois chemin

aretes disjointes de v; a v;

73



Chapitre 4 Probléme de sous graphes 2-aréte connexe

— Soit G ne possede aucune liaison simple. Dans ce cas le graphe est au moins 4-aréte

connexe.

[
Remarque 4.4.5. dim(r — 2ECSP(G)) = |E\ Ea| + [V \ Vae| + 1
D’apres le théoreme 4 de [5] :
dim(r — 2ECSP(G)) = |E\ Ese| + |V/Vae| +1

[ : le nombre de classes d’équivalences induites par R.

d’apres la remarque 3, [ = 1 donc :
dim(r — 2ECSP(G)) = |E\ Eg| + |V \ Vae| +1

Les facettes du polytope P(G)

A partir du théoreme 4 dans [5] cité par Baiou et Correa , on donne cette remarque.

Remarque 4.4.6. Une inégalité (S,W,v',¢'), avec 0s(W) < 1 et G un multi-cycle sans
corde, définie une facette pour le -2ECSP(G) si les condition suivante sont établie :

1. G contient au plus une liaison simple.

2. G(SU{v'}) est 2-aréte connexe.

3. S| =1

De la remarque 4.4.6 on peut conclure que I'inégalité suivante définit une facette pour

le r-2ECSP(Q) :

y(S) >y YW CSCVIos(W)<LveS\W (4.20)

Dans ce qui va suivre, nous allons donner la description compleéte du r-2EC'SP(G) quand

G est un multi-cycle défini sur trois sommets.

La description de r-2ECSP(G)

Soit G = (V, E) un graphe, r un sommet "racine” et r € S C V. Considérons les

inégalités suivantes :

2(6s(W)\ {e}) +y(3) > y(v) S=V\{5},YW C S,ve S\ W,eecss(W). (421)
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Remarque 4.4.7. Les inégalités (4.21) sont valides pour r-2ECSP(G).

Il n’est pas difficile de voir que les inégalités (4.21) présentent un cas particuliers des
inégalités (4.14) définie par Baiou et Corréa [5]; il suffit de prendre S =V \ {5}.

Soit 'inégalité :

y(r) > y(v) Yo e V. (4.22)
Proposition 4.4.1. L’inégalité (4.22) est valide pour r-2ECSP(G)

Preuve. De I'inégalité (4.8), nous avons : 3 5y (e) < [0(r)|y(r)
dott : z(6(r)) < [6(r)|y(r)

D’autre part : z(6(r) > 2y(v)) Vv € V' (Inégalité (4.7)).

Nous aurons : |0(r)] y(r) > 2y(v) Vv € V

Comme y(v) € N nous avons : Igg:gly(r) > [ﬁ]y(v) YveV

d’ou I'inégalité : y(r) > y(v) Yv € V est une inégalité de Chvatal-Gomory donc valide pour
le polytope r — 2ECSP(G). O

H(G) = conv{(z,y) € RIFFIVI|(z,y) satisfait les inégalités (4.7)- (4.10), (4.21) et (4.22)}

Nous désignons par multi-triangle, un multi-cycle défini sur trois sommet.

Proposition 4.4.2. Si G = (V, E) un multi-triangle, on a H(G) = r-2ECSP(G)

i i z Vd i
/ \\ I/
\\// \\// \v

FiG. 4.7 — Multi-triangles

Avant de donner la preuve, nous avons besoin de quelques propriétés des points extrémes

de H(G) que nous énongons ci-apres.

Lemme 4.4.1. [7] (z,y) € H(G) et (6(W'),v") (6(W), v) sont toutes les deux des coupes

serrées pour (x,y) alors on a :
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(1) Siv e WUW’ alors (6(WNW’'),v") et (5(W NW'),v) sont toutes deux coupes serrées
pour (z,vy).

(17) Sive W\ W et v € W\ W alors, (6(W'\ W)) sont toutes des coupes serrées pour
(z,y).

Un graphe G est dit contractible a un graphe H, si H est obtenu a partir de G par
suppressions et/ou contractions d’arétes. Une contraction d’'une aréte consiste a identifier

les extrémité de l'aréte et a supprimer celle-ci.

Lemme 4.4.2. Soit (z,y) € RFH+VI solution de P(G) tel que z(e) > 0 alors si (6(W),v)
est serré pour (x,y) alors G(W) et G(W) sont connexes.

Preuwve.

(0(W),v) est serré pour (z,y) alors G(IW) est connexe.

Cette assertion est triviale quand W = {v}. Supposons que ‘W‘ >2et que W =W, UW,
et (W, N W) = 0. Sans perte de généralité, nous devons supposer que v € W;. Comme
G est connexe, alors (W, W,) # 0 # (W,Wy). D’aprés notre hypothese (W, W) > 0.
Comme (§(W),v) est serrée pour (x,y) alors z(6(W)) = z(W, W1) + (W, W3) = 2y(v).
Ceci implique que z(6(WUWs)) = z(W, W;) < 2y,. D’ott la coupe généralisée 6 (W UWs), v
est violée par (z,y). Mais ceci contredit le fait que (z,y) € H(G).

(0(W),v) est serré pour (z,y) alors G(WW) est connexe.

Ceci est évident lorsque W = {r}. Supposons maintenant que |W| > 2 et que W = W, UW,
et (Wp NW,) = (. Sans perte de généralité, nous devons supposer que r € Wi. Comme
G est connexe, alors (Wi, W) # 0 # (Wy, W). D’aprés notre hypothese z(W;, W) > 0.
Comme (§(W),v) est serrée pour (x,y) alors x(6(W)) = x(W, W) + 2(Wy, W) = 2y(v).

Ceci implique que z(§(W7)) = (W1, W) < 2y(v). D’ou, la coupe généralisée (6(W7),v) est
violée par (x,y). Mais ceci contredit le fait que (z,y) € H(G). O

Preuve de la proposition

Avant d’entamer la preuve de la proposition 4.4.2 nous définissons le probleme du sous
graphe couvrant 2-aréte conneze. Soit G = (V, E) un graphe, un sous graphe couvrant
2-aréte connexe est le sous-graphe 2-aréte connexe couvrant V. Notons par TECSP(G)

I’enveloppe convexe des vecteurs d’incidences des sous graphes 2-arétes connexe de G cou-
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vrant V', et soit Prpc(G) le polytope donnée par les inégalités linéaires suivantes :

0<z(e) <1 Vee E
z(S(W))>2 YW CV, W#D

Dans [46] Mahjoub a donné le théoreme suivant :
Théoréme 4.4.1. [46] Soit G un graphe série-paralléle, alors TECSP(G) = Prec(G)

La preuve de la proposition 4.4.2 est par induction sur le nombre d’arétes. Le théoreme
est vrai pour un triangle avec trois arétes. On suppose qu’il est vrai pour tout multi-triangle
avec m arétes, supposons que G possede m + 1 arétes. Donc r — 2ECSP(G) # H(G), et

soit (z,y) un point extréme fractionnaire de H(G). Nous avons les assertions suivantes.
Assertion 4.4.2. z(e) > 0 et y(v) > 0 pour toute € E etv eV

Preuve. De 'inégalité (4.8), il suffit de montrer z(e) > 0 pour en déduire de méme pour
y(v). Supposons qu'il existe ey € E tel que x(eg) = 0. Soit G’ = (V, E’), le graphe obtenu
par la suppression de 'aréte e, soit 2’ € RIFI=1 1l est clair que (2/,%) appartient & H(G'),

et encore, il est point extréme (fractionnaire) de H(G’).

Si eg est une aréte simple, G = (V, £’) est une multi-triangle. Or, sur les multi-chaines le
r-2ECSP(G) est décrit par les inégalités (4.7)-(4.10), ce qui fait que (2, y) est entier d’ou

la contradiction.

Si eg n’est pas une aréte simple, alors de sa suppression résulte un multi-triangle avec |E|—1
arétes, et par I'hypothese d’induction -2ECSP(G') = H(G'). Or (2/,y) est fractionnaire

d’out la contradiction. [
Assertion 4.4.3. Si (5(W),v) est serrée pour (z,y) avec |W| > 2 alors y(v) = 1.
Preuve. Supposons, au contraire, que : y(v) < 1. Nous remarquons que y(v) > y(v'),v" €
W. Soit

(z*,y*) € RIEFIVI telle que : 2%(e) = 0 pour tout e € F et y*(v) = { y(v), st v=r;

0, sinon
Dans la suite nous montrons que toute contrainte serrée pour (z,y) est aussi serrée pour

(x*,y*), ce qui contredit 'extrémalité de (z,y)

Siy(r) < 1, considérons la solution (0, 0), il est facile de voir que toute contrainte de H(G)

qui est serrée pour (z,y) est aussi serrée pour (0,0). Ce qui contredit extrémalité de (x,y)
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Si y(r) = 1, considérons le vecteur associé a m-2ECSP(G) trivial. Nous avons aussi une
solution qui vérifie a I’égalité toute contrainte serrée pour (z,y). Se qui contredit aussi
I'extrémalité de (z,vy).

O

Assertion 4.4.4. l'inégalité (4.21) est serrée pour (x,y) alors y(v) =1

Preuve. Soit (W, S, e,w) la contrainte représentant (4.21) telle que W = {r}, S = {5}.

Supposons que y(w) < 1 donc y(5) < 1. Donc soit (z*, y*) une solution définie par z*(e) = 0
y(v), siv=r,

pour tout e € E, et y*(v) = 0 <inon
)

Toute contrainte serrée pour (z,y) est serrée pour (z*, y*). O
Soit T'={v € V tel que : y(v) = 1}

Assertion 4.4.5. T'=V

Preuve. La preuve du théoreme découle des assertions 4.4.2, 4.4.3, 4.4.4. O]

D’apres 'assertion 4.4.5 et les contrainte définissant le probleme r-2 EC'S P, on remarque
que le probleme de r-2ECSP se confond au probleme TECSP définit par Mahjoub[46].
Et d’apres le théoreme 4.4.1 dans le cas de graphes série parallele les solutions du probleme
TECSP sont entieres. Noter que le multi-triangle appartient a la classe des graphe série
parallele. Comme (x,y) est fractionnaire et y = 1 pour tout v € V| nous avons z fraction-

naire. D’ou la contradiction. Ce qui acheve la preuve de notre théoreme. %

Une autre formulation du 2ECSP pour les multi-cycle

Soit G = (V, E) un graphe multi-cycle, ott V = {v1,vs,...,v,} et E = U}, v41] U
[Un, v1]. Dans ce qui suit, nous donnons une formulation propre au multi-cycles du probleme
r-2ECSP.

Posons r = v. Le probleme r-2EC'SP peut étre formulé comme suit :

minimiser Z wex(€) + Z coy(v)

eck veV

78



Chapitre 4 Probléme de sous graphes 2-aréte connexe

Sous les contraintes :

Vie{l,...,n—k} (4.23)
Vje{0,....k—2} (4.24)
Vie{l,...,n—k} (4.25)
Vje{0,....k—2} (4.26)
(4.27)
(4.28)
(4.29)

T([Vkti1, Vkri]) + 2([Un, v0]) = 2y (Vg
T([Uk—j> Ve—j—1]) + 2([vn, vo]) = 2y(ve—j—s
Y(Orti-1) = Y(Vki

Y(vr—j) = y(vh—j1

z(e) < y(Vrts

z(e) <ylk—j—1

z(e),y(v) € {0,1} pour tout e € Ev e V.

Ve € [Vkti-1, Vkti]

)
)
)
)
)
) Ve € [vp_j, Up—j_1]

Cette formulation restreint le nombre de contraintes d’'une maniere assez considérable.
Mais ce qui nous interesse, ce n’est pas le nombre de contrainte mais plutot les contrainte
qui définissent des facettes. Ou encore la relaxation qui donne des solution entiere, peu
importe le nombre de contraintes.

La question qui se pose est : est ce que la solution du probleme linéaire sans les
contraintes d’intégrité est entiere? Ou d’une autre maniere, Est ce que les contraintes
(4.23)- (4.28) suffisent pour décrire le polytope r-2ECSP(G).

En effet, comme il a été démontré par Grotschel, Lovasz et Schrijver (1981) [35], 'op-
timisation sur un polyedre donné ne dépend pas du nombre de contraintes du systeme
décrivant le polyedre, mais plutot du probleme dit de séparation lié a ce systeme. Ce
probleme consiste, étant donné une solution z, a déterminer si x vérifie le systeme, et sinon
a trouver une contrainte du systeme qui soit violée par x. Grotschel, Lovasz et Schrijver
ont montré qu’il existe un algorithme polynomial pour optimiser une fonction linéaire sur
un polyedre si et seulement s’il existe un algorithme polynomial pour résoudre le probleme

de séparation associé au systeme définissant le polyedre.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le probleme du sous graphe 2-aréte connexes a som-
mets et arétes pondérés noté r-2 EC'S P dans le cadre des approches polyédrales. Nous nous
sommes intéressés a la caractérisation polyédrale de I’enveloppe convexe noté m-2ECSP(G)
des solution de ce probleme.

Dans un premier temps nous avons étudié les classes de graphes ou le polytope 7-
2ECSP(G) associé au probleme r-2ECSP est défini par les inégalités triviales et les
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inégalités de coupe généralisés. Nous avons appelé cette classe de graphes, la classe des
graphes parfaitement r-2-aréte connexe. Nous montrons que les cactus appartiennent a
cette classe de graphes, ainsi que les multi-chaines.
Par la suite nous nous sommes intéressés, a la caractérisation du probleme r-2ECSP(G)
dans la classe des graphes multi-cycles. Nous avons donné la description complete de -
2ECSP(G) quand le graphe est un multi-triangle.
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Conclusion

Tout au long de cette présentation, notre intérét a porté sur I’approche polyédrale de
quelques problemes de sous graphes. Nous avons considéré le probleme des sous-graphes
2-aréte connexes a sommets et arétes pondérés noté r-2EC'S P dont la formulation en pro-
grammation linéaire en nombres entier & été introduite par Baiou [4]. Nous nous somme
intéressés a la caractérisation linéaire complete du polytope associé a ce probleme. Nous
avons montré que la relaxation linéaire suffirait pour décrire I’enveloppe convexe des so-
lutions de r-2ECSP noté (r-2ECSP(G))dans certaine classes de graphes telles que celle
des cactus et des multi-chaines. Nous avons introduit la notion des graphes parfaitement
r-2-arétes connexe et donné quelques opération qui préservent la propriété parfaitement
r-2-arétes connexe.

Par la suite, nous avons étudié le probleme sur la classe des graphes multi-cycles. Nous
avons montré que, dans cette classe de graphes, la relaxation linéaire ne suffit pas pour
décrire le polytope "enveloppe convexe des solutions de m-2ECSP” noté r — 2ECSP(G).
Alors, nous avons exploité les inégalités valides introduite par Baiou et Corréa dans [5], pour
introduire celles définissant des facettes pour le polytope m-2ECSP(G) dans cette classe
de graphes. Des inégalités que nous avons utilisés pour donner la description complete du
polytope r-2ECSP(G) dans certains graphes appartenant a la classe des multi-cycles. En
dernier, nous avons donné une autre formulation du probleme r-2EC'S P propre au graphes

multi-cycles.
Plusieurs questions restent cependant sans réponses et méritent d’étre étudiées.

Dans la premiere partie du chapitre 4 nous avons introduit la classe des graphe par-
faitement r-2-aréte connexes. Le probleme du sous graphe r-2ECSP est polynomial dans
cette classe de graphe. Une question importante est de caractériser la classe des graphes

parfaitement r-2-aréte connexe.
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Conclusion

Dans la deuxieme partie nous avons étudié le probleme r-2 ECS P dans les multi-cycle.
11 serait intéressant d’obtenir la description compléte du polytope r-2ECSP(G) dans cette

classe de graphes.

Il serait également intéressant de montrer que la caractérisation complete du polytope
r-2ECSP(G) quand G est un graphe série parallele, est donnée par les inégalités triviales,
les inégalités de coupes généralisés et les inégalités introduites par Baiou et Correa. Une
telle caractérisation nous permettrait de résoudre polynomialement le probleme du sous-
graphe 2-aréte connexe a sommets et arétes pondérés pour cette classe de graphe. Comme
il serait important d’étudier le probleme de séparation des inégalités introduites par Baiou

et Correa, quand le graphe est quelconque.
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