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Résumé

L’étude de la transformation du champ au cours al@repagation est trés importante en
optique et est d’'un grand intérét pour assurerthamme qualité des faisceaux lumineux.

Le champ électrique caractérise I'onde lumineussusNavons donc d’abord étudié, dans le
cadre de l'optique paraxiale, les transformationchdamp dans différents systemes optiques
en incluant le cas particulier du diaphragme qiaredifférentes approches.

L’approche par le modele gaussien s’avere tres pblur la description des faisceaux lasers.
Nous nous sommes alors familiarisés avec les mgdessiens: les paramétres associés, les
différentes familles définies selon le type de syiméou la nature de l'argument, les
mécanismes de transformation que ce soit via Imdbsme ABCD ou la conversion de
modes.

Notre choix s’est porté sur la technique de conwarde modes, au vu de ses performances,
pour traiter du probléeme d’un diaphragme. Nous avopar la suite démontré son efficacité
pour le cas d’'une succession de diaphragmes.

La simulation numérique montre que trois parametjas sont: la taille et le nombre
d’ouvertures ainsi que I'écart entre ces ouvertugsun impact important sur le profil du
champ. Le choix particulier d'une cascade d’ouvedupeut conduire a des profils
spécifiques pouvant étre exploités dans différeapgdications.

De chaque coté de l'ouverture, le formalisme ABG3te toujours en vigueur et simple

d’utilisation. La technique de conversion de modgsociée a ce dernier formalisme, offre un
outil trés efficace pour étudier les transformagiaiu champ non seulement dans le cadre
d’'une succession de diaphragmes en simple propagatais aussi dans les systemes
optiques diaphragmés.



Sommaire

SOMMAIRE

INTRODUCTION GENERALE

CHAPITRE I : FAISCEAUX GAUSSIENS DANS LE CADRE DE L 'OPTIQUE

GEOMETRIQUE
I. INTRODUCTION 4
Il. LES EXPRESSIONS ANALYTIQUES DU FAISCEAU GAUSSIEN 4
[ll. PLANS DE REFERENCES D’UN SYSTEME OPTIQUE 6
IV. TRANSFORMATION DES FAISCEAUX GAUSSIENS 7
IV. 1. Lentille mince 7
IV.1.1. Nouveaux paramétragetR 7
IV.1.2. Focalisation 8
IV.2. Transformation d’un faisceau Gaussien par un téfssc 11
IV.3. Faisceau Gaussien dans un résonateur 12
V. PHASE DE GOUY 15
VI. INTRODUCTION DES MATRICES ABCD POUR LES BESOINS DE L'OPTIQUE 15
GEOMETRIQUE
VIl. CONCLUSION 16
CHAPITRE II: FORMALISME ABCD ET FAISCEAUX GAUSSIENS
I. INTRODUCTION 17
[I. INTRODUCTION DU RAYON DE COURBURE COMPLEXE (¢ 17
lll. MATRICES DE TRANSFERT DE QUELQUES STRUCTURES OPTIQUES 18
ELEMENTAIRES
IV. LOI ABCD OU TRANSFORMATION DE KOGELNIK 20
V. INTRODUCTION DU PARAMETRE COMPLEXE DE GOUY ¢z POUR LE 20
CALCUL DE LA PHASE DE GOUY
VI. TRANSFORMATION DU FAISCEAU GAUSSIEN PAR UNE LEN TILLE MINCE 21
VIl. TRANSFORMATION DU FAISCEAU GAUSSIEN PAR UN MIL IEU 21

QUADRATIQUE




Sommaire

VIIl. ADAPTATION DES FAISCEAUX GAUSSIENS 23
IX. APPLICATION DE LA LOI ABCD A L'ETUDE DU CHAMP  DANS UN 24
RESONATEUR STABLE
X. CONCLUSION 25
CHAPITRE Il : FAMILLES DE SOLUTIONS GAUSSIENNES
[. INTRODUCTION 26
Il. MODES D'ORDRES SUPERIEURS 26
[I.1. Modes d’Hermite-Gauss 26
[I.2. Modes de Laguerre-Gauss 28
[1.3. Modes d’Ince-Gauss 30
[1.3.1. Etablissement des modes d’Ince-Gauss (IGB) 31
[1.3.2. Propriétés des IGB 32
11.3.3. Relations entre les modes IGB et les modes HGBE>& L 33
lll. FAISCEAUX GAUSSIENS A ARGUMENT COMPLEXE 33
llI.1. Une forme plus symétrique pour les modes d’'Her@Gideiss 33
[11.2. Propagation des modes complexes d’Hermite-Gauss 35
V. CONCLUSION 36
CHAPITRE IV : TRAVERSEE D’'UNE SECCESION DE DIAPHRAG MES
[. INTRODUCTION 37
II. DIFFRACTION DE FRESNEL 37
[I.1. Intégrale de diffraction 37
[1.2. Approximations de Fresnel 38
[1.3. Intégrale de diffraction en fonction des élément8AC, et D 39
[ll. APPLICATION DE L'INTEGRALE DE DIFFRACTION AU C AS DU DIAPHRAGME 39
IV. CONVERSION DE MODES 40
IV.1.Conversion de modes dans un plan infini 40
IV.2. Conversion de modes dans un plan fini (cas d'umerure circulaire) 41
IV.3.Calcul des coefficients de couplage par la forndéeécurrence 42




Sommaire

V. APPLICATION DE LA CONVERSION DE MODES AU CAS D’'U NE OUVERTURE
CIRCULAIRE
VI. RESULTATS ET DISCUSSION

VI.1. Empilements d'ouvertures

VI.2. Succession de diaphragmes
VI1.2.1. Transformation du mode fondamental TEM
V1.2.2. Transformation du mode d’ordre supérieur TEM

VI.3. Profils particuliers

VII. IMPACT DES PARAMETRES : ECART, TAILLE ET NOMBR E D’'OUVERTURES
SUR LE PROFIL DU CHAMP

VIII. APPLICATIONS ET EXPLOITATION DES EFFETS DIFFR ACTIFS
D’UNE SUCCESSION DE DIAPHRAGMES.

IX. TRANSFORMATION DU CHAMP DANS LES SYSTEMES OPTIQ UES
DIAPHRAGMES

X. CONCLUSION

CONCLUSION GENERALE

ANNEXE
Annexe A:  Approche comparafN@gP-GGP

Annexe B : Description de la progéan des faisceaux Gaussiens
au moyen de la transiée de Fourier fractionnaire

REFERENCES

44

47
47
49

49

54
55

56

57

59

60

61

62
63

67




Introduction Générale




Introduction Générale

INTRODUCTION GENERALE

Avec lintervention du laser dans de nombreux doresitels que la médecine, la
recherche scientifique, l'industrie...etc., la padanaitrise de cet outil devient essentielle.

Il est bien connu qu’il est toujours possible dead@pper une onde au moyen des
ondes planes. Pour le rayonnement laser, les n®@adessiens s’averent mieux adaptés car la
distribution de l'intensité n’y est pas uniforme3L

Le faisceau Gaussien est caractérisé par un teaussign. Nous distinguons le mode
fondamental qui présente un profil Gaussien etmesles d’ordres supérieurs. Ce type de
faisceaux présente un pincement au plan d'étraregierqui lui confére le caractere de
confinement nécessaire pour permettre de tradffiaeement le champ émis par un laser
[1-2].

En pratique, l'utilisateur du laser dispose d’uisdeau Gaussien issu d’'une cavité laser.
Ce dernier va traverser des systemes optiquesratiti® afin de répondre a des besoins
particuliers nécessitant souvent une forte foctiieg en effet, un spot de taille réduite
permet de mieux cibler les points d’impact. C'eat pxemple le cas des faisceaux utilisés
pour I'enregistrement ou la lecture de donnéedesiCD-ROM, le percage des métaux, le
traitement de tissus humains ou encore dans ldut&sodes problémes d’adaptations entre
systemes optiques.

Dans les sujets d'études tels que I'holographiesasonateurs optiques, il est nécessaire
de considérer des termes de phase dans les cédams.d'autres domaines, tel que le filtrage
spatial optique, il est dintérét d'avoir des esprens analytiques pour les champs
électromagnétiques associes.

Pour toutes ces applications, I'expression analgtiglu champ devient une priorité.
L’étude de la transformation du champ en propagasimple a travers un systeme optique
multi-diaphragmeé s’inscrit dans cette optique.

La condition de Kirchhoff exprime que le champ #&@is par une ouverture est le
méme que le champ incident a l'intérieur du trog@tl s’annule en dehors [4]. Elle permet
d’établir ainsi, a une frontiere donnée, un lietrere champ avant et aprés cette limite : de
'espace libre a I'espace libre ou d’'un guide d'enal I'espace libre par exemple. Cette
exigence a été utilisée en tant que réalité phgsilzuns de nombreuses études [1,5-9]. L'étude
actuelle, de méme que celle qui a éveillé l'intégée nous portons a la succession de
diaphragmes [10,11] présentent la particularitéxpl@ter cette réalité physique pour
démontrer la précision d’un calcul d’intégrale. t€atonfrontation a I'ouverture n'a jamais été
utilisée auparavant pour répondre a une telle prgmtion. De plus, I'exigence de vérifier au
préalable que la condition de Kirchhoff est biealis®e permet de suivre scrupuleusement la
transformation du champ étape par étape.

La technique d’intégration basée sur des moyensgriakst numériques modestes peut
se suffire de techniques d’intégration élémentaibedkes que la méthode des trapezes.
Difféerentes autres formules dgiadrature, plus sophistiquées et plus précises, telles que
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celles de Gauss Legendre, Chebychev, Gauss Lahattelles incluses dans des logiciels ont
été testées. Elles nécessitent un temps de cadsulong et annulent par conséquent l'intérét
de leur utilisation [10,11]. Il y a lieu de signalgue les méthodes basiques d’intégration
peuvent conduire a des résultats satisfaisantditam que soient ciblées des zones ou le
champ évolue peu.

La vérification de la condition de Kirchhoff au vae I'excellente concordance a
'ouverture entre champs incident et transmis esgtdu possible grace a la méthode
d’intégration dite pseudo-analytique développée 1P Par ailleurs, les résultats atteints,
pour une base de développement tronquée, bongrad6s et d’'une trés grande précision a
60, démontrent la robustesse de notre approche.

Le premier chapitre de ce travail établit, a paddé I'équation d’onde paraxiale,
'expression analytique du mode fondamental Gauns3iEMy. Les transformations du
champ, par quelques systemes optiques, sont dodaéede cadre de I'optique géométrique.
Cette démarche n’est pas aisée pour des struciptigsies élaborées.

Le deuxieme chapitre donne une idée explicite dumd&tisme ABCD. L’étude
exhaustive de la propagation des faisceaux Gawssssrsimplifiée a I'aide de ce formalisme
qui permet le calcul des paramétres du faisceauao@vitant I'utilisation de l'intégrale de
diffraction. Enfin, I'étude par cet outil de la mgformation des faisceaux Gaussiens a travers
les lentilles, les milieux quadratiques et dansrés®nateurs stables ainsi que leur adaptation
est réalisée.

Le troisieme chapitre établit les expressions aitplgs des modes d’ordres supérieurs
du faisceau Gaussien. Il rappelle également ladation des modes a arguments complexes
qui permettent une forme généralisée plus symétritps modes Gaussiens [12].

Le quatrieme chapitre est consacré a la diffragi@nune ou plusieurs ouvertures tout
en évitant l'utilisation de l'intégrale de diffraart. Pour étudier le champ qui traverse une
ouverture, nous avons opté pour la conversion ddesiguis nous avons généralisé cette
meéthode efficace a une succession de diaphragnmasalyse des systéemes diaphragmeés
nécessite I'association de cette approche et aodicsmeABCD.

La simulation numérique a permis d’obtenir la dsttion axiale et transverse du
champ issu de différentes successions. Nous awwrstate, d’'une facon générale, que cette
distribution dépend essentiellement du rayon etdmbre de diaphragmes ainsi que des
distances qui les séparent. L'impact de ces parampeut conduire a des profils particuliers
pouvant étre exploités dans de nombreuses applisati

Pour montrer I'importance et 'utilité des systendiractifs, nous avons illustré notre
étude par des exemples ou la succession de diapesagpue un rdle crucial tels que les
CAFS (Cascaded-Apertures Focusing Systems) [13], les sources laser multipoints, le
découpage, la soudure, le marquage ou le durcisgetas alliages.
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Cette étude a permis de confirmer que I'associal®ma conversion de modes et du
formalisme ABCD offre un outil puissant qui permet, dans le cadkel’ optique paraxiale,
I'étude de la transformation du champ dans lessyss optiques diaphragmés.
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Chapitre | : Faisceaux Gaussiens dans le cadremt@le géométrique

l. INTRODUCTION

Le rayonnement laser posséde des propriétés optidifeerentes de celles des
faisceaux lumineux conventionnels issus de sourcdsirelles ou artificielles. Pour sa
description, le modéle du faisceau Gaussien esttike.

L’équation d’onde paraxiale [1, 2, 12,13], déridas équations de Maxwell, exprime
les changements spatio-temporels du champ assdoiéda lumineuse. Elle permet I'étude,
par I'approche différentielle, de la propagatiors @edes €lectromagnétiques. Le modéle du
faisceau Gaussien est une solution mathématiquettieéquation.

Ce chapitre présente l'établissement, par I'approdiiférentielle, de I'expression
analytigue du mode fondamental d’'un faisceau Gansansi que ses transformations dans le
cadre de I'optique géométrique.

II. EXPRESSION ANALYTIQUE DU MODE FONDAMENTAL D'UN  FAISCEAU
GAUSSIEN

A partir des équations de Maxwell, nous pouvon€raent déduire qu’'une onde
électromagnétique se propageant dans un milieaitméisotrope et homogene doit veérifier
I'équation de propagation d’'Helmholtz [1, 2, 12;13]

(V2 +k?)E(x,y,z) =0 (1.1)

E: désigne le champ électrique de I'onde électroréague etk = 2—; est le module du vecteur

d’onde.

La solution de cette équation prend la forme su&/gh 2] :

E(x,y,z) = u(x,y,z) e /** (1.2)

ouu(x,y,z) est une fonction complexe qui décrit le profinggaerse du champ.

En remplacant cette solution dans I'équation d'Hhelilz et en adoptant
ou
P)

'approximation de l'optique paraxiale soi|tg—1;|<<|u| et| —| < 2k|Z—Z| qui exprime que la

variation longitudinale du champ est négligeableadé la variation transversale, nous
pouvons réécrire I'équation d’onde sous la forme2]1

52 Y (1.3)
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Le faisceau Gaussien est caractérisé par un liétradglement ou son extension
transverse est réduite a son minimum (waist). Plensemble de cette étude, nous
considérerons un waist positionnézr). Nous pouvons alors vérifier qu'une fonction de la
forme [1]:

1
2y sl o) B G it s RN

EGeya) = 3 v P wi T zRe)

est solution de I'équation.@). L'expression est celle du mode fondamental nés@ajui
donne la distribution de champ pour la positzon

2
Avec w, le rayon du faisceau a son lieu d’étranglementis(b)(azR=% la

longueur de Rayleigh @t la longueur d’'onde, définissons les parametreiaidoeau :

* R(z): le rayon de courbure du front d'onde

1 LAY 5
+<M> (L.5)

Az \
w(z) =w, [1+ ( 2) (1.6)
W,

0

R(z) =z

* w(z): le rayon du faisceau

= YP(2):la phase de Gouy

Y(z) = tan™? <zi) (.7)

| 2 \
/) FRONT D’ONDE

Figure 1 : Contours d’un faisceau Gaussien
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[ll. PLANS DE REFERENCES D'UN SYSTEME OPTIQUE

Les regles de l'optique géométrique constituaienpriemier outil des opticiens pour
suivre la transformation, dans différents systeopgues, des rayons lumineux [12].

L’étude par cette approche nécessite la connaissdes plans de références du
systeme optique. Ces derniers sont composeés despiacipaux et des plans focaux.

Les plans principaux d’'un systéme optique sontpda@ss conjugués pour lesquels le
grandissement vaut 1. Les plans focaux sont demn#bies de points de convergence ou de
génération de faisceaux paralléles.

Un rayon paraxial, dans une section transversalen@® ¢=const) d'un systéeme
optique, est caractérisé par sa distanad'axe optique et par sa pent§ supposée faible,
par rapport a cet axe. Les parametres a la sordree dstructurer, et r’,, dépendent des
propriétés optiques de cette derniére et des gondit'entrée i.e. la position et la pente’;
(Figure 2) [1,2,14].

Plan d’entrée Plan de sortie

v

=
het
dn

|
|
|
!
i

et et

Nsl»<l’l Systeme

I | ootiaue

I‘ .............................................. > SRR R >|

| f N f |

. | A -
Plan focal Plan focal

Plans principaux

Figure 2: Plans de références d’'un systeme optique.

La distance sdu plan focal, coté entrée, au plan d'entrée @istances, du plan focal
cOté sortie, au plan de sortie sont données gmardlationgl.8) et (I.9) respectivement
[12]:

=2, (.8)
72T
r

2= 7 e (1.9)

Pour la localisation des plans principaux, housavo

r,—n |
_— !

[ =0

h’l =
n

(1.10)

n—n

!

T

h, = , (1.11)

=0
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La distance focale du systeme est alors donnée par

_ _ _n . n
f—51+h1—52+h2—r_1, r2'=0__r_21 =0 (1.12)

IV. TRANSFORMATION DES FAISCEAUX GAUSSIENS

La connaissance des plans de référence d’'un systeniea présent nous permettre
d’illustrer quelques transformations du faisceau$s#&n a travers des exemples simples.

IV. 1. LENTILLE MINCE

IV.1.1. Nouveaux paramétresw etR

On supposera une propagation vers la droite. Adistanced; a gauche de la lentille,
le faisceau possédait un rayon au waigt . Aprés traversée de la lentille, un nouveau waist,
de rayonw,,, se forme a une distande (Figure 3) [12].

Ry

Figure 3 : Transformation d'un faisceau Gaussien par unellenti

L’équation(l. 13) donne les rayon®,, etw,, ainsi que les rayons de courbure du
front d'ondeR, s etR,; des faisceaux pour les plans focaux de la ler{uitve figure 3) [12]:

( Af
Wlf = f@z = T[WOZ (I. 13. a)
Af
sz = fel = Woy (I 13b)
4 fz
le = m (I 13. C)
2
sz :f— (I.].B.d)
\ di—f
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Ou les angles en champ lointdinet 6, des deux faisceaux d'entrée et de sortie
respectivement sont données par :

oA
e (1.14)
. .
92 - TTWo2

On exprimew,, en fonction dev,, par la relation donnée par Goubau [12] :

w0 ) 0 19

Woz  Wo1
La distancal,entre la lentille et le waist,, est donnée par [12] :

dy ~ f = (d1 ~ ) L (1.16)
(=2 +(552)

IV.1.2. FOCALISATION

En pratique, l'utilisateur du laser dispose d'ursdeau Gaussien issu d’'une cavité
laser. Ce dernier va traverser des systemes optijtférents afin de répondre a des besoins
particuliers nécessitant souvent une forte foctdieg en effet, un spot de taille réduite
permet de mieux cibler les points d’impact. C'eat pxemple le cas des faisceaux utilisés
pour I'enregistrement ou la lecture de donnéedesiCD-ROM, le percage des métaux, le
traitement de tissus humains, I'ophtalmologie ogoe@ dans la résolution des problémes
d’adaptations entre systemes optiques.

Le défi est alors de déterminer les intensitésrlagalisables et les dimensions
transverses possibles a partir d’'un faisceau Gassi

* Dimensions transverses d’un faisceau apres focaligan

La situation habituelle de focalisation d'un faisgeGaussien par une lentille de
distance focale f, est montrée sur la figure 4.

Figure 4: Focalisation d'un faisceau Gaussien

8
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Soitw(f) le rayon du faisceau incident sur une lentilleldgance focalé La traversée
de cet élément conduit a un étranglement en uralgelé waist dont la dimension transverse
est de rayomv. La relation qui existe enti, etw(f) est donnée par [1, 12] :

wo X w(f) = % (1.17)

Il parait évident, dans des problemes de focatisatjiu’un faisceau Gaussien incident
devrait traverser |'ouverture de la lentille potieiadre la position désirée tout en évitant une
grande perte de puissance lieée aux effets de Ipbfds

Un critere raisonnable, pour des applications quais, serait d’adoptér = ntw(f)
pour le diameétre de la lentille pour une perterieffre a 1% de I'énergie incidente [1]. Nous
désignerons pat, = 2w, le diametre de I'étendue transverse de la tacheplan de
focalisation qui contient 86% de I'énergie [1].

En tenant compte du critére précédent et de I'éojuél 17), nous obtenong, ~ 2.#

pour le diamétre de la tache focale [1].

L'ouverture relative désigne le nombféd'une lentille définie par [1].

(SR e

£ (1.18)

Moyennant ce dernier terme, la nouvelle expresdiodiametre de la tache focale est :
do =2f%2 (1.19)

Soit un faisceau Gaussien de puissance totalecBligé par une lentille de distance
focale f et de diametr®. L'intensité maximale au centre de la tache fosala donnée par

[1]:

2P P
C T mwg T 2(f*)?

(1.20)

Nous pouvons alors dire que I'énergie est conceida@s un cercle de surface égale a
2(F*0)? et de diametr® égal a [1] :

1

8\z
D= (;) FHA~ 1642 (1.21)
 Influence du nombref# et du nombre de FresneN;

Quelle que soit la définition utilisée pour le ditne, il est évident qu'un faisceau
Gaussien idéal est focalisé en une tache focale diamétre a peu preés égal a deux fois la
longueur d’onde multipliée par le nombfé [1].

Les spécialistes en optique font également référepour caractériser les lentilles
minces de diametr®=2a et de distance focalg au nombre de Fresn&} donné par [1] :

9
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Ainsi, le diamétre de la tache focale et le diameéke la lentille sont alors reliés par

[1]:

do 1 1.23
D " 2N; (1.23)
Une forte focalisation, conduisant a des tachesléscde dimensions faibles par
rapport au diametre de la lentille, exige une lenéivec un nombre de Fresmgl éleve [1].

+ Profondeur de focalisation et déviation de la tach&cale

La profondeur de focalisation d’'un faisceau Gaussgst définie par la longueur de
Rayleighzg, ou 2z;z. Si nous utilisonsD = nw(f), pour le diamétre de la lentille, la
profondeur de focalisation s’écrit alors [1] :

2
T (d,

Profondeur de focalisation = 2zz = an#zl ~ §<7> A (1.24)

La position du foyer géométrique de la lentillelafpositionz du waist du faisceau
Gaussien focalisé sont distantsAdelonné par (Figure 5) :

(1.25)

Focalisation

:A/géométr'que

Figure 5: Ecart entre la position du foyer géométriquealkeitille
et la position du waist d’'un faisceau Gaussiealieé.

En terme pratique, cette différence est négligefljleToutefois, des applications de
grande précision, pourraient nécessiter la prissoanpte de cet écart.
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Chapitre | : Faisceaux Gaussiens dans le cadremt@le géométrique

IV.2. Transformation d’un faisceau Gaussien par urtélescope

Le télescope est la combinaison de deux lentikekodgueurs focale§ etf, espacées

d’'une distancel = f; + f, — Ad ; Ad est la distance, supposée petite, de réglagdekctpe
qui représente l'incertitude sur d.

La longueur focale et les positions des plans aux du télescope sont données par

[12] :
f= % (1. 26)
hy = j;l—j (1.27)
h, = % (1.28)

Nous considérons un faisceau Gaussien de wgjstpositionné a une distansgde
la premiére lentille, qui traverse un télescopgliFe 6).

A—S1— P 4————— d —————-— > e——— S; ——— P
] ]

< d; >

Figure 6: Passage d'un faisceau Gaussien a travers undpkesc

le d, >

Les distances des waists aux plans principaux gorelants sont données par:

{dl =51 + hl (I 29)

d2=52+h2

Grace aux équatior@.26), (I.27)et(1.29) et commed = f; + f, — Ad nous
trouvons:

(1.30)

11



Chapitre | : Faisceaux Gaussiens dans le cadremt@le géométrique

En utilisant {. 26) et (1. 30) dans(l. 15), nous obtenons pour le rayon du faiscegt

k 1+Ad(1 S)] (1.31)
Woz = Wo1 — —\1-= .
02 ot 1 fl fl
PourAd — 0 la relation précédente s’écrit :
f2
Woz = Wo1 (1.32)
fi

Cette équation montre que le rapport des rayonfai@®aux aux waists est proche de
celui des distances focales des deux lentilles.

Pour localiser le nouveau waist, utilisons I'expi@s suivante [12] :

si—fi, 2=, Ad W3 ’
% + 7 (sl—f1)2—< 7 )] (1.33)

Pour un télescope bien ajusté =0, la relation(I. 33) s’écrit alors :

si—f _ f2—s2
f 7
IV.3. FAISCEAU GAUSSIEN DANS UN RESONATEUR

(1.34)

Soit un résonateur de longuduconstitué de deux miroirs d’ouvertures suffisammen
grandes, localisés e, etd,, R, etR, sont les rayons de courbure du miroir de gauclie et
droite respectivement (voir figure 7).

Considérons un faisceau Gaussien se propageantiaduaplan d'étranglemers®
dans le sens positif (ou négatif) de I'axé-igure 7). Les rayons lumineux sont désignés par
des lignes orientées et le rayon du faisaegdans le plan d’étranglement est supposé donné.

Figure 7 : Faisceau Gaussien dans un résonateur.
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Chapitre | : Faisceaux Gaussiens dans le cadremt@le géométrique

A l'aide d’'un miroir sphérique concave, d’ouvertwgffisamment grande, le faisceau
lumineux est réfléchi sur lui méme apres réflexion.

Supposons que le miroir soit placé a une distahhcdu plan d’étranglemers®.
2 2
Comme R(z) = z [1 + (”T”f) ] doncR(d,) = d, [1 + ("Wg) ]

Az

Le miroir doit avoir un rayon de courbufR,, exactement égal a cette valeur pour que
le faisceau lumineux se reproduise a la réflexi@nyaleur [3] :

1 HWS 2 I.35

On peut réécrire cette relation sous la forme :

R, =R(d;) =d;

A 2
Ce résultat est valable pour le miroir de gauclog figures 7):
2

wy = (%) di(Ry — d1) (1.37)

Ainsi, apres chaque réflexion, le faisceau s’aefmraduit en obéissant aux conditions
aux limites imposées par les miroirs. Nous parkdnss de modes du résonateur.

En utilisant la valeur de la longueur de cavitémrtenant compte des relatiqiis36)
et (1. 37) nous établissant le systeme d’équation suivant:

{ dy (R1L—_df)1=+;22(732 —d3) (1-38)
Eliminons d,, il vient :
di(Ry + R, —2L) = L(R, — L) (1.39)
En supposant; + r, — 2L # 0, I'équation(l. 38) donne alors :
dy = L(Ry — L)(Ry + R, — 2L) (1. 40)

De la méme fagon, nous obtenons :

Nous aboutissons ainsiv@, expression du rayon au plan d’étranglement, antion
des rayons de courbure des miroirs et de la lorrgilegavité :

wot =

2
<,1> LRy — L)(R, — L)(Ry + R, — L) (1.42)

; (‘721 + :Rz - ZL)Z
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Chapitre | : Faisceaux Gaussiens dans le cadremt@le géométrique

Pour déterminer le rayon du faisceau sur les nsirdir résonateuny pour le miroir de
gauche etv,pour celui de droite), nous utilisons le rappos dquationgl.5) et (l.6):

A 2
wiwg = (;) Rz (1.43)

Qui prend alors, pour chaque mirgifta forme :

A 2
wiw? = (;) Rid; aveci=1,2. (1. 44)

En se servant de I'express{@2), nous aboutissons a :

M [ - DR+ R, — L)
< (1. 45)

, AR, L(R, — L)
- (R, — L)(Ry + R, — L)

Pour un résonateur symétrique, (= R, = R), la position du plan d’étranglement est
localisée au milieu du résonateur et nous obtenons:

( ml\/ L(R, — L)

\

(4 =g, ="
1 = 2_5
/12
4 _ _
) WO—(,T) L2R-1L) (1. 46)
AR | L
2 _ 2
T T 2R

Avec le paramétrg donné parg = 1 — L/R, I'expression dew; devient :

2

AL
wi=(5) A+e-g (1.47)

Cette relation montre que le paramétre g doit featesa la conditior-1 < g < 1 car
w¢ est positif.
Pour le cas particulietR; = R, = L), le plan d’étranglement n’est plus centré et la

relation(l. 37) devient :

/1 2
wi = (2) dim - dy) (1.48)
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V. PHASE DE GOUY

La phase de Gouy (Gouy et non Guoy [15]), est une caractéristigumla qui
affecte la propagation du faisceau Gaussien [1, EB§¢ résulte d’un confinement spatial
transverse du champ [16]. L'annexe A rapporte wsidption via la transformée de Fourier
fractionnaire pour cette grandeur telle que dompageErden et Ozaktas [17].

Avec z la longueur de propagation a partir d’'un waistela longueur de Rayleigh, la
phase de Gouy est donnée partan(z/zg). Cette expression Traditionnelle de la Phase de
Gouy TGP [10, 18] n'est pas adaptée pour I'étude des strastwptiques distinctes de
'espace libre. En effet, elle peut faire appelusigurs waists intermédiaires. Par conséquent,
I'évaluation de cette grandeur pour chaque étapm dysteme s’'impose [10, 18]. C'est
pourquoi l'intégrale de diffraction [1, 19, 20] te# le choix le plus favorable pour
s’affranchir de cette difficulté [10, 18].

VI. Introduction des matricesABCD pour les besoins de I'optique géométrique

L’introduction des matrice8BCD en optique géométrique a permis d’enregistrer des
progrés considérables dans ce domaine. Les grandewsortie, etr, d’un systeme optique
dépendent linéairement de celles d'entrég et r{ (Figure.8); c’est pourquoi, la
transformation des rayons paraxiaux peut étre @épar des matrices de transfert [1, 2, 14].
Ceci conduit a I'écriture commode suivante [1,4; 1

) _ A B 11
(r'z) - (C D) (rl) (1.49)
| | | :
|
51*: , ry
: A | 1 : r22 :
i RN e ——
| I |
’ R
|
.............................................. | DR F——— |
:‘ f > i f |
| | | |
Plan focal Plan focal

Figure 8 : Systéme optique.
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Chapitre | : Faisceaux Gaussiens dans le cadremt@le géométrique

La matrice ABCD est appelée matrice de transfert des rayons [5&3. éléments
s’expriment, en fonction des paramétres du systgraee aux relations suivantes [12]:

A=1- (%) (1.50)
B=h +h, (hlfhz) (L51)
C=-— (%) (1.52)
D=1- (%) (1.53)

VIl. CONCLUSION

L’équation d’'onde paraxiale admet le modéle Gausstemme solution. Ses
parametres sont : le rayow) le rayon de courbure du front d'onRBeet la phase de Gouy.
Sa transformation peut étre effectuée par les séigd’optique géométrique. Cependant, cette
démarche n’est pas aisée dans l'étude de la prbpagdu champ dans des structures
optiques élaboréet.!objectif visé par ce premier chapitre était dendétrer que I'approche
géometrique, ici utilisée, avait permis de faireléer I'optique des faisceaux Gaussiens.
Cependant, les prochains chapitres apporteronbmplément qui simplifiera leur étude.
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Chapitre 1l : Formalism@&BCD et faisceaux Gaussiens

l. INTRODUCTION

Les matricesABCD ont été introduites pour traduire le passage tiyon luminewa
travers un systeme optique. Une analogie intéréssanre I'optique des faisceaux Gaussiens
et 'optique géométrique existe qui permet ainsxploitation de ce formalisme dans I'étude
de la transformation des faisceaux Gaussiens.

Nous avons vu que trois parametres qui sont : yerralu faisceawv, le rayon de
courbure du front d’onddR et la phase de Gouy définissent totalement le faisceau
Gaussien. Le formalism@&BCD offre ainsi un outil puissant, applicable a ce etyge
faisceaux, qui permet le calcul de ces paramétng®ritants. Cette approche nous permettra
d’éviter I'utilisation de l'intégrale de diffractio[1, 19, 20].

Dans ce chapitre, nous allons donner une idée aiteplile ce formalisme et traiter
guelgues exemples sur la base de cet outil.

II. INTRODUCTION DU RAYON DE COURBURE COMPLEXE q

En introduisant le parametre complaxegui remplacev etR, Kogelnik a apporté une
premiére simplification a I'étude des faisceaux §&ens [12].

g est appelé rayon de courbure complexe du faiseeest donné par [1,2] :
11 2
4@ R@ ’

(IL1)

Tw?(z)

Pour ce parametre, les lois de propagation etafesformation sont particulierement
simples et permettent de décrire les faisceaux $ens dans des structures optiques
complexes.

A partir du waist, une propagation sur une longuedans lI'espace libre s’exprime grace
a ce complexe de la maniére suivante [1, 12] :

qz)=z+q,=z+jzp (1. 2)

2
ol g, = q(0) =j”/1ﬂ = jzp aveczy lalongueur de Rayleigh 2t est la longueur d’onde.

En raison de la linéarité de I'équation précédelete parametres complexgsetg,de

deux sections transversales arbitraires, distalgdssont reliés par :
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Chapitre 1l : Formalism@&BCD et faisceaux Gaussiens

A l'aide de ce parametre complexe, I'expressionndode Gaussien fondamental
normalisé qui donne la distribution de champ paysdsitionz devient :
1

x% + y?
2q(2)

E(x,y,7) (2)5 qo l kz — jk (IL.4)
x,v,2) =(— exp |—jkz — .

2= \5) @ P |

Il. MATRICES DE TRANSFERT DE QUELQUES STRUCTURES O PTIQUES
ELEMENTAIRES

Le tableau suivant donne les matrices de tranpfast quelques structures optiques

2.

Systeme optique Matrice

d 1 d
|‘ """""" >| > (o 1)
|1 |2

v

1:Vi2
1 d
DR—! » ( 1 1 d)
fC > f f
1 2
dp / d, dqd, \
7% ® 1—— d,+d, —
IR fi SR
. \V fz\/2 1l 4 A d 4 dd,
i 2 fAfe i o f2 fif
cos d Iz sin d Iz

1 1 2 n n
2 . 2 2
n =My — o MpT —/ngn,sin |— cos d |—

2 \ ) ) )

v

d d

‘ --------- ’ (1 _)
n
7 0 1

(<2 1)

>>>L

Tableau 1: Matrices de transfert pour quelques systemes|ogsi
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Les matrices de transfert associées aux systéntegiep du tableau 1 correspondent

p_)/

¢ Matrice 1 : propagation sur une distadagans I'espace libre.

¢ Matrice 2 : traversée d'une lentille mince de loagiufocaldf. Les plans d'entrée et de
sortie sont placés immédiatement a gauche et tedteila lentille.

¢ Matrice 3: combinaison des deux précédents systeoptiques. Elle régit une
propagation libre sur une distantsuivie d’une lentille mince.
Matrice 4 : description de deux structures de Bipe
Matrice 5 : description d’'un milieu quadratiqueldegueurd. Dans ce milieu, l'indice

, . . . : 1
de réfraction varie quadratiquement aveselon la lon = n, —Enzrz. Une telle

variation d'indice peut se produire dans le miewplificateur d’un laser.
¢ Matrice 6 : description d’'un matériel diélectriogiendice n et de longueud.
¢ Matrice 7 : description de la réflexion par unairsphérique de rayon de courb®e

Succession de systemes

La matrice de transfert d’'un chemin optique compaesélifférents systemes, chacun
caractérisé par sa matrice de transfert, est dopaeke produit de ces matrices élémentaires
dans l'ordre inverse des éléments optiques tras€¢Fgurel).

] (Al B1) ] (Az Bz) I (A3 33) ____________ (An Bn) I~

—
(A B) _ (An Bn) % <A3 33) (Az Bz) (A1 Bl)
cC D C, D/ C; D3/\C, D,J\C; D

Figure 1: Matrice équivalente a une succession de systémes.

e Succession de systemes identiques

Chaque élement simple de cet ensemble est casgictgar la matrice ABCD. La
traversée de n éléments consécutifs est donnéla paissance nieme de cette matrice. Elle
peut étre évaluée au moyen du théoreme de Syl\jestE?] :

Asinn® —sin(n—1)6 Bsinn®
C sinn® D sinn® —sin (n — 1)0

A B 1
C DI ~ sin@

(IL.5)

avec C059=% (A + D).
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V. LOI ABCD OU TRANSFORMATION DE KOGELNIK

Soientq, etq, les parametres d’entrée et de sortie d’'un faiséetravers un systeme
optique élémentaire ou composé. LaA®BCD permet de raccorder ces paramétres par une
transformation bilinéaire donnée par [1-3] :

_Aq1 +B

= 1.6
Cq.+D ( )

qz

A, B, C etD sont les éléments de la matrice de transfert eharie systéeme.

V. INTRODUCTION DU PARAMETRE COMPLEXE DE GOUY q ¢ POUR LE
CALCUL DE LA PHASE DE GOUY

Le troisieme parameétre essentiel pour la descrigdio faisceau Gaussien est la phase
de Gouyy. On distingue deux écritures différentes pour piexer : la TGP (Traditional
Gouy Phase) description mathématique tres usitéeé&boau premier chapitre, et GGP
(Generalized Gouy Phase) [1, 18].

La GGP donne l'écart en phase accumulé par le faisceaussBan lors de sa
propagation. La description mathématique en eshé@®mpar Siegman [1]. Résultat déduit en
identifiant les résultats obtenus par I'emploi d&tégrale généralisée d’Huygens d’avec ceux
obtenus par I'emploi d’'une approche directe utitsia notion de phase de Gouy. Il a alors
donné I'expression suivante [1] :

At _
e exp(ji) (IL.7)

q1

La relation exacteomme recalculé ultérieurement [10, 18]
B
A+=

3e = exp(—jips) (I1.8)
ja+2

ou A et B sont les deux premiers éléments de la matiBED caractérisant le systeme
optique traversq, est le rayon de courbure complexe au plan d’ergtée la phase de
Gouy généralisée.

Afin de donner une expression explicite a la pra#sé&ouy généralisée, un nouveau
parametre complexe de Gouy; a été introduit [10, 18] d’expression :

B
Gc=A+— (IL9)

e
L’équation(Il. 8) devient :

% = exp(—j 1) (I1.10)
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Soit:
dc = 1961 exp(—j ¥s) (IL11)
D'ou :
_ _1(~Im(q¢)
l/)s = tan 1 (W) (H 12)

Re etIm désignent les parties réelle et imaginaire respoent.

Une approche comparative entre T&P et la GGP [10, 18, Annexe A] montre
I'efficacité de laGGP qui offre de nombreux avantages. En plus de l'ietéjance des
différents waists générés par I'application dd@P, elle fait uniguement appel a la matrice
ABCD globale du systeme optique. D’autre part, I'udiion de laGGP permet d’éviter
'emploi de l'intégrale de diffraction d’Huygensdanel.

VI. TRANSFORMATION DU FAISCEAU GAUSSIEN PAR UNE LEN TILLE MINCE

En utilisant la 10iABCD, le paramétre complexg de sortie en fonction de celui
d’entréeq, est donné par :

Aq, + B
g, = - (I1. 13)
Cq. +D
1 0
Avec (é g) = (_1 1).
f
Soit :
1g: +0
Gp = —4—— (1L 14)
e +1
D’ou
1.1 (11 15)
92 ¢ f .

VIl. TRANSFORMATION DU FAISCEAU GAUSSIEN PAR UN MIL IEU
QUADRATIQUE

L’indice de réfraction d’'un milieu quadratique v@rdans la direction perpendiculaire

a I'axe optique, suivant la loi (Figure 2) [2, 2]1
2
r

n=no(1—2b2

(1. 16)

Ou :n, est constante,est la distance a I'axe optiqub,mesure le degré de variationmle
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La matrice associée, décrivant ce milieu de longdeast de la forme [2, 3] :

2Z b 2Z
(A B) _ coS E Esm E (H 17)
cC D 2 '2Z 2z '
bsm b coS b

Sortie

Entrée

Figure 2 : Traversée d’'un milieu quadratique.

En utilisant la I0lABCD nous trouvons [12] :
z b z
q1€052—+ —sin2 -
b2 b (11.18)

42 = 2 . .z z
—q4 Esmz St cos2 >

Dans le cas simple d'un faisceau entrant avec ant fd’'onde plan R—wx) et un

waistw,; le paramétre complexe s’écrit :
1 A
(1. 19)

TwW;

a_

Pour un waisw? = ;—Z Insérant I'équation (11.19) dans la relation (Il)¥®us obtenons :

.~z . W3 z
1 1 sm2;+1w—%00523 20
g w? Z_WE o2 (I1.20)
2 0 coS2—— j—Ssin2-
b w1 b

En identifiant les parties imaginaires dans cetfge&ssion nous obtenons :

zZ  wy z
wi =w? (COSZZE + W—?}sinzz E) (I1.21)
1

De méme, l'identification des parties réelles doheepression du rayon de courbure

R du front d'onde.
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VIIl. ADAPTATION DES FAISCEAUX GAUSSIENS

Dans de nombreuses situations pratiques, l'expgtateur dispose d'un faisceau
Gaussien issu d’une cavité laser. Le mode d’'unn@gsor ou d’'un guide d'onde qu'il souhaite
exciter avec cette source n'est pas susceptilite dié la méme forme que celui de la source.
Nous parlons, dans ce cas, de dispositifs non éslafity a donc lieu de transformer un
faisceau de rayow,; en un autre de rayom,,. Ceci peut étre réalisé en choisissant une
lentille appropriée et en ajustant correctemenelgsgmcements, et d, des waists (Figure 3)
[12, 14].

faisceau disponible

/ lentille faisceau souhaité

Figure 3 : Adaptation d’un faisceau Gaussien a I'aide d’'umgille mince.

Aux waists, les paramétres complexes des faisc&@uarvent :

]'7TW0% ,
{%1: 1 = jby

I1.22
jawes ( )
kCIoz = 1 = jb;,
La loi ABCD pour ces deux parametres s’écrit donc :
Aqo1 +B
=— I1.23
do2 Cqo1 + D ( )

La matrice ABCD associée a cette transformatiomeshée par [21]:

/ d, dldz\
1-—= dy+d, —
A B f 1 2 f

(c o) =\ | " ) 1.24)
— 1——=

f f

Séparons le paramétre complexe en parties réaligaginaire, nous obtenons :

{B + bleC =0

b —bD=0 (11. 25)

23



Chapitre 1l : Formalism@&BCD et faisceaux Gaussiens

Avecf, =m (W“W”), la résolution de ce systéme conduit & :

( w,

ld, = f+ -2 [f2 _ £2
4 1 f WOZ f fO
Ld2=fi—w°2

A

(1. 26)

Pour étre une solution du systeme, il faut considéhaque fois le méme signe dans
'equation (I.26). La seule exigence, pour la longueur focale Fdentille d’adaptation, est
f = fo [21]. Dans le cas ouf: = f, alorsd, = d, = f = f, [12].

faisceau disponible

Adaptation des

faisceaux

cavité Fabry-Pérot

Figure 4 : Adaptation des faisceaux Gaussiens

balayage de Fabry-Pérot, qui est un systéme selakdame cavité laser. Il est généralement
(Figure 4) [21].

L’adaptation des faisceaux est particulieremerie wans le cas de linterférométre a
employé pour déterminer les fréequences d'un lasplusieurs modes de fonctionnement

IX. APPLICATION DE LA LOI
RESONATEUR STABLE

ABCD A L'ETUDE DU CHAMP DANS UN
Soitq le paramétre complexe d’un faisceau Gaussienrspian de référence choisi

. L. .(A; B
miroir de gauche au plam, est décrite par la matrn{etl 1
1

a l'intérieur du résonateur. La transformation sybar le faisceau, lors de sa propagation du

D ) Sa transformation sur le

1

. o . L A, B\, .

trajet du plar? au miroir de droite est décrite par la manQ%é D ) (Figure 5).
2 2

A, B
R ( 1 1)
! C; Dy

P

Figure 5: Aller-retour dans un résonateur a partir d’'un glarréférence arbitraire.
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La matrice ABCD globale, décrivant un aller-retour dans la cayf&ure 5), est
donnée par le produit [3]:

1 0 1 0
A | S [ [ 3| S [ GO B
C D CZ Dz - 1 CZ DZ C1 D1 - 1 Cl D1 '
7 ]
Une cavité est stable si la trace (A+D) obéit @égalité suivante [2] :
1
-1 <§ A+ D< +1 (11. 28)

L’auto-consistance s’exprime par I'égalité du pagtne complexey aprés un aller-
retour dans la cavité. En appliquant [aABCD, nous obtenons :

(Aq + B)
= —x I1. 29
9= Cqa+ D) (11.29)
L’équation (I.29) conduit a :
Cq*+ (D —-A)q—B=0 (11. 30)
La solution de cette équation est donnée par :
L_2-4,J n—asDy .31
Ainsi, R etw sont alors obtenus :
(, _ 2B
4| R=5— (I.32.a)
1
y) D+ A\* 2
Lw2=—3<1—< ) ) (1L 32.b)
T 2

X. CONCLUSION

L’étude exhaustive de la propagation des faisc&zanssiens est simplifiee a I'aide du
formalisme ABCD. Le rayon du faisceaw et le rayon de courbure du front d’onée
découlent de la IoABCD tandis que la phase de Gajiys’obtient sans difficultés grace a la
notion deGGP.

Pour montrer la puissance du formalisARCD, nous avons donné quelques exemples
de transformations de ces faisceaux a travereigslés, les milieux quadratiques et dans les
résonateurs stables ainsi que leur adaptation.
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Chapitre 11l : Familles de solutions Gaussiennes

l. INTRODUCTION

Nous avons considéré, dans les chapitres précedemtsseule solution de I'équation
d'onde paraxiale a savoir le mode fondamental.xiste pourtant toute une famille de
solutions pour cette équation composée du modeafopdtal et des modes d'ordres
supérieurs [24,25]. Les solutions relatives aux rdoonées cartésiennes, liées a une
géomeétrie rectangulaire, prennent la forme destimme d’'Hermite-Gauss tandis que celles
lites a une géomeétrie cylindrique celles des fonstide Laguerre-Gauss. Enfin, les modes
d’'Ince-Gauss sont associés a la géométrie elliptiBour chaque symétrie, 'ensemble de ces
modes, appelés modes de propagation, forme unecoasglete et orthogonale [1, 2] qui

permet dans le cadre de I'optique paraxiale le logpement de tout champ électrique.

Dans ce chapitre, nous allons établir les exprassanalytiques de ces modes d’ordres
supérieurs. Nous rappellerons également les expnssanalytiques des faisceaux Gaussiens
a argument complexe [1, 22] qui sont une forme gdisée plus symétrigue des modes
Gaussiens.

Un mode optique de propagation ou faisceau Gaussieoconsidéré comme une onde
TEM (Transverse Electromagnétique), avec un frdohak sphérique et une distribution
transversale du champ, décrite par les fonctionsaggerre-Gauss ou d’'Hermite-Gauss [12].
La citation précédente vise a empécher que ne repitoduite I'erreur, communément
commise, qui consiste a réduire le faisceau Gaussienode fondamental.

Il. Modes d'ordres supérieurs
[I.1. Modes d’Hermite-Gauss

Le mode fondamental, pour cette géométrie rectairgu est identique a celui donné
par I'équation(l. 4) du premier chapitre.

Les modes d’ordres supérieurs sont repérés pandésesm et n. Le terme de base,
produit de deux solutions indépendantes identigieekequation d’onde paraxiale a variables
cartésiennex ety séparées, est donné par:

Umn (X, V,2) = up(x,2) X u,(y,2) (1II. 1)

uy etu, possedent la méme forme mathématique. Ainsi, llatiso de I'équation d’onde
paraxiale pour la variable transversalg’écrit [1]:

= () () (o [ 0]

V2 kx?
X Hp, <W—Z)x> exp [—jkz —j ZCIJEZ)] (1IL. 2)
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Cette fonction peut également prendre la formeasue [1] :

o) = (%) <e><p1[i(2m ¥ 1)@,(2))])%

2mm!lw(z)

V2
Hy, <W 2 x> exp

q(2) etw(z) possédent la méme signification physique que ceétlanée pour le mode

kx? x?

Ay Tes Sweres

(111.3)

fondamental.

H, représente le polyndme d'Hermite d'ordre n détmi[fp3, 23]

n

2 0
Hp(x) = (=1)"e* ——e™

2

P (111. 4)
Les quatre premiers termes sont donnés par:
Ho = 1
Hi(x) = 2x
i Hy () = 4x? — 2 (1I.5)
Hy(x) = 8x3 — 12x
Ces polynbmes obéissent a la relation de récugrsnivante:
Hyppq(x) = 2xH,(x) — 2nH,_1 (x) (1ll.6)

La variation transverse de quelques uns de cessnest donnée sur la figure 1. lls
accumulent, aprés une propagation du plan d’éteamght vers un plan une phase de Gouy

de valeur(n + %) Y (z) et ce pour chaque coordonnée [1]. Cette différelecphase de Gouy

entre modes est trés importante car elle permetplicpier, par exemple, les différentes
fréquences d'oscillation dans une cavité laserrmore la forme des distributions du champ

1.
o /T\ -
\
AN A NAN
NN

JAW/ WAN AN
Vv \VAVRY

Figure 1: Profils d’amplitude des premiers modes d’Hermite+&a
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Dans les lasers réels, des lames a incidenceeadesBar sont frequemment utilisées pour
polariser la lumiére rectilignement. D’autres objesélectifs en longueur d’'onde, peuvent
également étre insérés dans un résonateur. Cesréimposent aux ondes des conditions
qui différentient fortement la directianet la directiony. Ce contexte constitue un exemple
d’utilisation des modes d’Hermite-Gauss [13].

Les deux premiers parametres Gaussiens, de cessndamtdres supérieurs, qui sont le
rayon w(z) et le rayon de courbure du front d'ond&) présentent la méme variation en
fonction de la coordonnée longitudinaleue ceux du mode fondamental Gaussien [13]. La
discrimination concerne uniquement la phase de G&ugsi, pour un moderEM,,,
guelconque, la phase est donnée par [2, 13] :

Yum(2) =(m+m+ 1)P(z) = (n+ m+ 1) arctan (;) (1. 7)
R

s
- Sr0a
o Y u';;u n‘,;rﬂ-

TEM,, TEM,, TEM,, TEM,, TEM,,

Q 0p 09 % 2

Q OPQ S

Figure 2 : Répartition spatiale d’énergie pour quelques maddsrmite-Gauss.

[1.2. Modes de LaguerreGauss

Pour la symétrie cylindrique, les modes de Lagu&@auss s’expriment a l'aide du

rayonr = /x? + y2et de I'angle azimut# dans le plan de I'onde ; ils s’écrivent [1]:

. 2p! expj(2p + 1 + Dy (2)
Upm(7,6,2) = (1 + So)m(l + p)! w(2)

V2r l [ 2r? T r? ” o
X (W(Z)> Ly <W(Z)2> exp l—] 20 +i l (111.8)

Les entierp> 0 et | sont les indices radial et azimutal respeatiet.

28



Chapitre 1ll: Familles de solutionsaussiennes

L’p représentent lesopyndmes deLaguerre associés donneés par [23]

l err—l d? 1.0+
L,(r) = o — e Tr"tP] (111.9)

dr?

Les quatre premiers termes sont donnés

Lo=1
[Ll(x) =—x+1
{ Ly(x) = %(x2 —4x+2) (I11. 10)

1
lL3 (x) = Z (—x3 —9x% — 18x + 6)

Ces polynémes obéissent a la relation de récurrsumngante
M+l (x)=02n+1-x) L(x) —n L,_1(x) (IL.11)

De méme que pour la symétrie rectangulda phasale Gouy pour ces modes d’ord
supérieurs est quantifiée arultiples de celle du mode Gaussiemdamentl y(z). Elle est
donnée par [2, 13]:

Yp(2) = 2p+1+ 1) Y (2) (1. 12)

Figure 3: Modes de Laguer-Gauss observéxpérimentalelient
a la sortie d'un Laser@02 [13].

Les modes de Laguer-Gauss sontitiles dans la résolution des probléra symétrie
cylindrique. Dans les laseréels,les fenétres d8rewster et toutes autres surfaces inclir
ou décalés par rapport a I'axe optigbrisent le caractere cylindriqu@ar conséquent, le
choix des modes d’'Hermit@aus est plus naturel pour les lasers rdéls Il y a cependant
des expériences réaliségecsoin qui autorisent les modes de Laguéeasss.
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[1.3.Modes d’'Ince-Gaus:

Les fonctions ddermite-Gauss et de Laguerre-Gausst des solutions exactes b
connues de l'‘équation d'ondes paraxiale en cooédsnrcartésiennes ecylindriques
respectivementeur importance théorique et pratique a été étailiecipalement parce qu'i
forment deux bases compleiorthogonales de modes sous lesquelsdbatmp paraxii peut
étre développé. De plus, eent des modes résonnants naturels pesrrésonateurs lase
stables.

Le probléeme de trouveles solutions analytiques exacéekequation d’onde paraxia
en coordonnées elliptiques conduit a établir une nouve base completeet orthogonale.
Nous parlons alors des made'Ince-Gauss [24,25]. Ces dernidsment la troisiere famille
complete de solutionsxactes ¢ I'équation d’'onde paraxiale. La encore, une distidn cu
champ a caractere paraxgut étre misssous la forme d’'une superposition linéaire de
modes. La distribution transversale de ces charapdécrite par les polynémed’Ince qui
présententine symétrie elliptique inhérei [24,25].

En tenant compte’dne propagatiorvers lesz positifs, lexpression générale d
modes d’Ince-Gaussst donnée p [24] :

1G5 (r) = ( ) €) exp[ _Zz)l
.  kr? . z
X exp l—]kz —J 2R +j(p+1) arctan(Z)l (1. 13)

D est une constantge normalisatio. L'indice supérieue fait référence aux modes pa
Nous obtenons les modigspairsiG; , (1), en substituanty* parS;* dans I'équatior(lll.13).

C;*(n, ¢) : est le polyndme dhce d'ordrep et de degrén. € est leparametre 'ellipticité.

DS e
21351

IGB pairs IGB impairs

Figure 4 : Distributions transversales de quelques modésa-Gauss
accompagnées des phases correspondpoure = 2 [24].
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Les modes d’Ince-Gauss forment eux aussi un ensed@imodes propres pour les
résonateurs. lls constituent les modes de transiiacte et continue entre les modes de
Laguerre-Gauss et ceux d’ Hermite-Gauss [13].

Le caractére général de ces modes et le fait quélsoient pas encore trés connus,
justifient I'intérét particulier que nous allonsuteaccorder ici.

[1.3.1. Etablissement des modes d’Incgauss

Soit ¥(r) I'enveloppe complexe lentement variable d'uangh qui satisfait 'équation
d’'onde paraxiale. [24,25] :

(VE +2ik=D)E(r) = 0 (111 14).
ou V# est le Laplacien transversalkde nombre d’onde.

Le mode Gaussien fondamental est donné par :

Eg(r) = —2 exp< |k jzp) (IIL. 15)
w(z) w2(z)  2R(2)
Soit une onde dont I'enveloppe complexe est dopaéf4]:
1G(r) = M (&) N(n) exp[jZ(2)] Y6 (r) (IIl. 16)
avec IG pour Ince Gaussienidt, N, et Z des fonctions réelles.

Soient ne[0,2m] etée[0,] les variables elliptiques radiale et angulaire
respectivement dtla séparation semi-focaléprésente le méme comportement guavec
fo=f(z=0) [24].

Dans un plan transversal les coordonnées elliptigues sont définies de dmiare
suivante:

{x = f(2) coshé cosn

y = f(2) sinh¢ sinn (Il1.17)

Insérant la solution donnée par (111.16) dans la&tpn d’'onde paraxiale et compte
tenu du fait qué¥; (r) satisfait déja cette équation, il vient :

i € sinh 2 M ( Ecosh28) M =0 I11.18
az? sinh 2¢ &z a—p E cosh 2& = (I11.18)
2 +8'2dN+( E 2n)N =0 I11.19
dn? sin nd’l a—p€Ecos2n)N = (II1. 19)
z? +zg\dZ _ 1L 20

ZR dZ_p ( ' )
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2

p eta sont des constantes de séparatiah :etzwig le parametre d'ellipticité.
0

Le terme de phas&(z) = —p arctanZi est solution de I'équation (111.20).
R

En écrivantn a la place defjles équations (111.18) et (111.19) se résolventldenéme
maniére. Cette relation réciproque est importaaregqu'il est possible d’obtenir la solution
radialeE a partir la solution angulaife en rendant I'argument imaginaire.

L'équation (111.18) est un cas particulier de I'étjon de Hill connue sous le nom
d'équation d'Ince [24, 25]. Ses Solutions sonpladgnémes pairs et impairs d'Ince d'orgre
et de degrém notesC;*(n, £) et S5*(n, £) respectivement. Les indices et p possedent la
méme parité ave < m < p pour les pairs €1 < m < p pour les impairs.

Les polynémes d'Ince a argument réelsont des fonctions 2 périodiques
orthogonales avec m zéros dans l'intervalle n < m pour toutes les valeurs d&

Avec des fonctions de méme parité péuatn, la solution physiquement acceptable et
normalisée s’écrit [24, 25] :

D 2
165 (r) = o5 & )G, )exp [szz)
2
X exp [—jkz —j ZI;?ZZ) +j(p+1) arctan(%)l (1IL. 21)

[1.3.2. Propriétés des IGBs

» m correspond au nombre de lignes nodales hypertesidgandis qugg_z—m) est le

nombre de lignes nodales elliptiques en excluahgjiee nodale centrale €n= 0 des
modes impairs.

» Indépendamment des indices, la largeur du faiscEgend uniquement de(z).
Ainsi, lorsquez augmente, la distribution transversale est aféepidr le facteuv%
mais conserve son profil.

> Le rayon de courburB(z) est le méme pour tous les IGBs. , lls ont donméme
front d'onde et la méme divergence angulaire glie de faisceau Gaussien.

» La phase de Gouy, cependant, est une fonction alelrd’ p donnée par
Yi(2) = (p+ 1) Y(2).

» Les modes d’'Hermite-Gauss et de Laguerre-Gaussdamtas particuliers donnés
poure = o« ete = 0 respectivement.
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I1.3.3.Relations entre les modes IGB et les modes3B et LGB

La transition des modekG,, vers les modes LG;, , se produit lorsque les

coordonnées elliptiques tendent vers les coordanngéndriques i.e. quandf, — 0. Pour
cette limite, les indices des deux modes sont dopaél =m etn = @ [24].

La transition des mode&?;ﬁl, vers les modesHanny, se produit pouf, — o avec
les indicesn, = m etn, = p —m pour IGB pair elm, =m —1 etn, =p—m+ 1 pour
IGB impair [24].

La figure 5 montre la transition d'un mobi ; vers le modd.Gy; ou vers le mode
HG;, pour les deux limites zéro ou infini respectivemé&ile montre aussi la reconstruction
d’'un modelGB pair I1GE; = 0.79 LG5 — 0.35 LGf3 — 0.5 LG ;.

Figure 5 : Gauche : transition d’'un mode IGB vers un mode Ld6BH1GB
Droite : reconstruction d’'un mode IGB pair par desdes LGB.

HI.FAISCEAUX GAUSSIENS A ARGUMENT COMPLEXE

[11.1. Une forme plus symétrique pour les modes d’ldrmite-Gauss

Les modes d’Hermite-Gauss possedent la méme fooue Ips coordonnéeset y.
Rappelons que les modes d’Hermite sont donnésrattida de la coordonnée transversale
par :

(L, (O el i (n 2w
E,(x,2) = (W ) H, <W(z) x)e @ e( ) (111.22)

33



Chapitre 11l : Familles de solutions Gaussiennes

Ces solutions conventionnelles montrent un manegédegant de symétrie entre
l'argument complexe de la fonction Gaussienneaejument purement réel de la fonction
d’Hermite.

Il est possible d'obtenir un ensemble de solutguissatisfont d’'une part I'équation
d’onde paraxiale et qui présentent d’autre partfamae plus-symétrique.

Siegman [22] donne, dans ce cadre, une forme atteend’arguments complexes aux
fonctions d’Hermite-Gauss qui s’écrivent par suite:

. ik _[i_k %2
E,(x,z) = A(q)H, Ex e 24@ (I11.23)

Signalons qu’une expression équivalente, pour tégnpmes de Laguerre-Gauss, est
€galement possible [22].

La dépendance enest entierement contenue dans le paramétre coengi(ex qui
conserve son expression. De plus, I'amplitude cexegl(q), qui est I'analogue du facteur

1
- . 1
(L)Z el(n+3)v@ (relation 111.22), posséde une forme particuliéesnsimple.

w(z)

ik

Sion posec = c(z) = 20

alors la relation précédente s’écrit [22]:

En(x,2) = A(qQ)H,(Vex)e e (111 24)

En substituant cette derniere expression dansdtémud’onde paraxiale, on obtient le
systeme d’équation suivant :

Hn"(\/EX) _ 2\/?.76' Hn’(\/zx) + 2n Hn(\/zx) =0 (IH 25. a)
qdA  n+1 I1.25.b
Adg -2 (i-25-5)

En utilisant les équations (Ill.1.4a) et (lll.1.4bgquation (111.1.1) s’écrit [22]:

R (n+1)/2 5
E,(x,2) = (%) H,(Vcx) e™* (111. 26)

Les nouvelles solutions données par (I11.23), ZB). ne sont pas les mémes que les
solutions conventionnelles données par (111.22).waist par exemple, ou le parametrest
inwgy?

2
solutions a argument complexe se réduisgitiz28):

donné par, = , les solutions conventionnelles obéissentilaA7): Tandis que les

. 2x\ =**
Bn(x) = Hy (= | e (111 27)
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E.(x) = H, (%) v (111 28)

Les équations différentielles (111.29) et (Ill.3@ossedent comme solutions : les
fonctions d’Hermite-Gauss conventionnelles et lescfions d’Hermite-Gauss a argument
complexe respectivement:

d*Ey, o n

o+ @n+1-xDE, =0 (111. 29)
d*E, dE, .

T2 + 2cxa +2(n+1)cE, =0 (I11. 30)

L’équation (I11.30) peut s’écrire sous la forme :
LE = 1E, (111. 31)

Avec L I'opérateur défini par :
L= i + 2 d I1I. 32
= |22 dex (1. 32)

Les valeurs propres de cet opérateur sont :

Ap =2+ 1)c (111. 33)

l1l.2.Propagation des modes complexes d’Hermite-Gass :
Les modes d’Hermite-Gauss a argument complexe @orgeuvent s’écrire sous une
forme plus générale donnée par [1]:

E,(x) = @,0™H, (%) e 2a (111.34)

a, estl'amplitude complexe du mode

¥ : un nouveau parametre complexe indépendant grésente une généralisation du rayon
du faisceau Gaussien.

La propagation de ce type de modes a travers uamsgsparaxial complexe (caractérisé
par une matrice de transfe&kBCD complexe) donne le méme mode d’Hermite-Gauss mais
avec de nouveaux parameteps,, et 0".

v' Le parameétre complexg obéit a la 10iABCD [1-3]:

_Aq1 +B

= I11. 35
Cq; +D ( )

q2
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v' Les amplitudes,,, etd,, initial et final respectivement sont reliées pgr:[

_ n+ 1/2
n _ (1 (111 36)
&17’1 A + B/ql .

v' Le parameétré obéit a la regle de passage donnée par [1]:

2 <A+B)2><~2+'4B(A+B> (111.37)
v, = — v l— — .
2 q1 ! k4 41
Ces trois regles de transformation (111.35), (@)3at (111.37) et les modes d’Hermite-
Gauss a argument complexe sont une généralisationetant I'étude de la propagation a
travers un systeme optiqgue complexe paraxial.

Le terme axiakxp[—ik(z,—z;)] n'est pas inclus dans cette transformation maikees
méme pour tous les modes.

Ces fonctions d’Hermite Gauss a argument complexeanstituent pas une base
appropriée pour analyser les résonateurs optigiaédes a miroir sphérique car les fronts
d'onde de leurs modes supérieurs (n> 1) ne sorspbesiques [22].

Cependant, ces nouvelles fonctions a arguments leammvec leur plus grande
simplicité peuvent étre utiles dans d’autres pnolgle de résonateurs optiques, dans l'espace
libre ou lorsque des variations de phase plus ggsont impliquées [22].

V. CONCLUSION

Pour chaque symétrie, I'équation d’'onde paraxialenet une famille de solutions
infinie complete et orthogonale. Pour les trois éymas considérées, chaque famille est
composée du mode fondamental et des modes d’csdpEsieurs permettant de développer
tout champ dans le cadre de l'optique paraxiales fasceaux Gaussiens a argument
complexe donnent une forme plus symétrigue a cedema@t permettent I'étude de la
propagation dans les systemes non réels ou congplexe
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Chapitre IV : Traversée d’une succession de diaphes

l. INTRODUCTION

Le passage d'un faisceau Gaussien a travers uhrdiggpe n’obéit pas au formalisme
ABCD. Ce probleme doit donc faire I'objet d’un traitemhearticulier.

Dépendamment de la symétrie d'un probleme: reciairg, cylindrigue ou
elliptigue, nous avons répertorié trois familles mMedes Gaussiens qui sont: les modes
d’Hermite-Gauss, de Laguerre-Gauss et ceux d’'Inaes& respectivement. Chacune d’elle
représentant une base compléte et orthogonale.

Le concept de conversion de modes, a été intrpdmiKogelnik [5]. En préservant la
symétrie initiale, Kogelnik a exprimé, dans un pkda référence infini, le passage d'une
ancienne base a une nouvelle base, pour les sgmétaGtangulaire et cylindrique.

Ce principe de conversion de modes a été appligeasd’un plan fini représentant la
surface d’'une ouverture [10, 11]. Nous allons enngo ici quelques illustrations pour une
ouverture unique puis généraliser cette approalmeasuccession de diaphragmes.

En conclusion, nous confirmerons, dans le cadrBogéque paraxiale, la possibilité
de s’affranchir de la difficulté posée par 'empti@ I'intégrale de diffraction [1, 4, 21 ,26].

. THEORIE DE LA DIFFRACTION DE FRESNEL

Le principe d’'Huygens exprime que chaque pointirdttear une onde se comporte
comme une source secondaire [4] tandis que leipande Fresnel stipule que les sources
secondaires interferent mutuellement [4, 26]. Léotle de la diffraction est la résultante de
ces deux fondements connue sous le principe d’Hhs/eesnel.

[I.1. Intégrale de diffraction

Considérons I'ouverturg@ dans un planr( &) de la figure 1. Le champ en un point
d’observationPy d’'un plan(x, y), paralléle au plan de I'ouverture et situé a uistadcez de
ce plan, est égal a la somme des champs issu®ie®pde cette ouverture.

Figurel : Eléments de la diffraction.
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Le principe d’'Huygens-Fresnel notifie que le chgmnpduit au poinP, vaut [26] :

ex kr
p( : ) cos 6.ds
UPy) =+ o1
(IV.1)
ro est la distance ent/® etP; etcosé est le facteur d’obliquité.
Comme cos 6 = ri , I'expression précédente de [lintégrale d’Huygénssnel
01
devient :
exp( ko)
déd
UPy) = .[ j 12 ¢an
(IV.2)
[1.2. Approximations de Fresnel
La distance; est donnée par :
To1 = VZ2 + (x — )2 + (y — 1)? (Iv.3)
Le développement limité de la racine carrée s’écrit
1 1
x/1+b=1+§b—§b2+--- (VI.4)

L’équation (IV.3) et (IV.4) conduisent a :

Tox =zl1+%<x;€)2+%(y;")zl (IV.5)

Dans I'expression (1V.2) 'approximatiaty; ~ zpour le dénominateur est raisonnable
car cette substitution affecte peu le résultat. ebdpnt, les deux premiers termes du
développement doivent étre considérés dans le tdenphase.

L’expression (IV.2) de l'intégrale de diffractiorésrit donc [26] :

Ueey) = ff UEm explip e~ §7 + 0 —n)2}agan av.6)
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* Condition de Kirchhoff

La condition de Kirchhoff indique que pour une odumee circulaire de rayom,, le
champ électrique juste apres I'ouverture ou chaiffifadté, notéE,, doit vérifier la condition
suivante [4]:

E, = {E" T <o (IV.7)

0 r>ag

E, représente le champ juste avant I'ouverture.

[1.3. L'intégrale de diffraction en fonction des éémentsA, B, C, etD de la matrice
de transfert

Soient E,, E;, les champs a lentrée et a la sortie d'un systeoptique
respectivement. En coordonnées cylindriques, Brdake de diffraction d’Huygens-Fresnel
généralisée, exprimant la transformation du chaare systéme, s’écrit [20]:

E.(1,0,2) = ZJ;T—kaOaO fom E. (1o, 60y, 2) exp {—;—Z [ArE — 211 cos(8 — ;) + Drz]}rodrodeo

(IV.8)

Cette expression, donnée par Collins [20], exprifitgégrale de diffraction en
fonction des éléments, B, C, etD de la matriceABCD décrivant le systeme optique.

lll. APPLICATION DE L'INTEGRALE DE DIFFRACTION AU C AS D'UNE
SUCCESSION DE DIAPHRAGMES

L’évaluation du champ diffracté, associant grandiigion et temps de calcul réduit,
est assez ardue. C’est la raison pour laquelle ateulc pour un nombre arbitraire de
diaphragmes, demeure toujours difficile.

L'intégrale de diffraction est une construction iméaatique relativement simple qui
permet de résoudre des problemes de diffraction pedter attention a la réalité des détails
physiques qui se produisent aux bords de l'ouve8]. Aussi, le résultat de la diffraction,
par une succession de diaphragmes, peut étre olp@nliapplication itérative de cette
intégrale [27-29]. Ce processus est toutefois gaié et devient de plus en plus complexe
avec l'accroissement du nombre d'ouvertures [30, Bihsi, le champ diffracté par une
succession de trois ouvertures est déja difficidgenir par cette approche [22]. Lorsque les
ouvertures sont peu ecartées, lintégrale de diffva d’Huygens-Fresnel devient
inapplicable [27].
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Chapitre IV : Traversée d’une succession de diaphes

L’expression (1V.8), donnée par Collins [20] expam I'intégrale de diffraction en
fonction des éléments, B, C et D, n'est pas toujours concluanéecause du termB au
dénominateur. En effet, proche du diaphragme, liatiea via l'intégrale de diffraction finit
par diverger.

Afin d'éviter I'utilisation de l'intégrale de difction, les auteurs [2, 15,16, 18, 25] ont
appliqué la “ Boundary Diffraction Wave TheoryBW) ou le probleme de diffraction est
ramené a un probleme d'interférence [25]. L'ond#ratitée considérée résulte de la
superposition de lI'onde issue de l'ouverture eramércompte des effets de bords. Cette

approche nécessite beaucoup de simplifications dbnne pas de solution précise [15].

Kleinhans [3] a estimé le champ diffracté par unecsssion de trois ouvertures
circulaires a l'aide de la théorie géométrique adliffraction; cette approche se complique
lorsque le nombre d’ouvertures augmente.

Kazumasa et al. [22] ont employé une méthode deldppement du champ pour
estimer le champ diffracté par trois ouvertures.olit obtenu de bons résultats a la condition
gue chaque ouverture se situe dans la région dmfoéer par rapport a la précédente.

Nous allons montrer que le principe de conversiermbdes, appliqué au cas d'un
plan fini, est efficace pour I'étude de la traversune succession de diaphragmes. Ce
fondement, associé au formalisPABCD, offre un outil puissant pour I'étude d’'un systéeme
diaphragmé.

IV. CONVERSION DE MODES

L’expression des modes normalisés de Laguerre Gaié&givent en symétrie
cylindrique €,¢,2) [5]:

2 p! % r r?2  kr?) (cos(lp)

TEM,,, = —V2) L, (2— ———'—{.
PET\ WL+ 89, L+ ) (W\/_) p( W2>eXp{ w? I 2R [ lsin(lp)
(IV.9)

L’p sont les polyndbmes de Laguerre associék atp sont les indices radial et azimutal
respectivement

R et w représentent le rayon de courbure du front d’ontleleerayon du faisceau
respectivement.

IV.1. Conversion de modes dans un plan infini

La conversion de mode est un concept introduit fhaKogelnik [5]. Elle indique
qu’un modeTEM 57, provenant d’un premier systeme optique, va excitie niveau d’un plan
de référence infini, un ensemble de modes dun ideux systeme avec une
contribution C;7,,, TEM,,;. Les termes;z,; sont appelés coefficients de couplage (Figure 2).

40



Chapitre IV : Traversée d’une succession de diaphes

Mode incident R\

wo ¥ |
f f

Plan de référence

Figure 2 : Conversion de modes a un plan de référence infini.

L’égalisation du champ incident et du champ trassrau plan de référence, permet
I'évaluation de ces coefficients [5].

TEMy; = Z Z Cip1 TEMy, (IV.10)
p l

Il N’y a pas de couplage entre les modes de nondmgslaires distincts du fait de
I'orthogonalité des fonctions trigopnométriques. natation précédente, pour les coefficients
de couplage, peut alors étre simplifiée en écrivant

Coipt = Cspy POUr I =1 (IV.11)

Les coefficients de couplage sont donnés par lesgion suivante [5]:

2 \I*1 51 p! o2 , , ,
= () \/(1+ﬁ)!(1+p)!0f dr?Ls(@'r?)Lp (B'r*)r? exp(=Q'r?)  (IV.12)

2 .
avec @' =2, =2 et Q’=i+i+£(;_l)
w w

IV.2. Conversion de modes dans un plan fini : caswhe ouverture circulaire

Kogelnik [5] introduisit I'idée de conversion de des pour le cas d’'un plan infini.
Son application a été étendue au cas d'un diapheddf 11]. Cette démarche nécessite le

changement de la borne supérieure infinie de tirgtke donnée par I'expression (IV.12) en
une borne finie incluant le ray@g de I'ouverture.
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Chapitre IV : Traversée d’une succession de diaphes

Pour la suite de ce travail, seule la symétrieutdice (I = 0) sera considérée. La
nouvelle variableX = —Z,et les parameétresa = a'a3, f = f'al et Q = Q'aZconduisent a

I'écriture suivante pour les coefficients de cogpel§l0, 11]:

Copt = <2na°> j dXLs(aX)L,(BX) exp(—QX) (IV.13)

Cette intégrale présente une complexité liee aactarre triplement oscillant du
produit qui la compose formé de deux polynémesatgukerre et d’'une fonction exponentielle
complexe. Ce type d’intégrale est souvent diffidlealculer par les méthodes numériques
d’intégration usuelles ou méme spécifigues. La fdemde récurrence offre un outil
mathématique efficace pour lever cette difficulté,[11].

» [V.3. Calcul des coefficients de couplage par la fimule de récurrence

La formule de récurrence ne donne pas un résuli@itque explicite a l'intégrale
considérée mais plutét un résultat pseudo-analgti@inaque résultat dépendant de solutions
précédentes pour des polynémes de Laguerre de ohegnére [10,11].

Nous reprenons ici la formule de récurrence telle donnée dans les références [10,
11], pour le cag = 0 et un intervalle d’'intégration compris entre A et

Nous utilisons la notatioh(p, p) pour l'intégrale fol dXL;(aX)L,(FX) exp(—QX) .

1(1,1) = %(1 —exp(—Q)) (IV.14.a)

102 =g (1-5)a-ew+pexp-0)] V.14
102 =5 (1-5)a-emC+pem-0)] (V140
Pourp > 3
e [0+ {2 n-2
+(-25) (e"pé‘@> Lp-1(Bx), s V. 14.4)
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Pourp = 2
_ ap p—1
12,p) = (1—6)1(1,p)+a< ; )1(1,p—1)
ta <#> Lp(Bx), -y (IV. 14. ¢)
Pourp,p = 3
N LA L _ ~_
160 = (27)|(5) P @ hcer Lo BXhes exp-0) 4253
a _ _ (04 _
—5(p+p—2)1(p—1,p)+(p—2)<5—1)1(p—2,p)
a —_
+ (5) P-DIG-1p- 1)] (IV.14.1)

Des résultats symétriques sont déduits pi@ps 1)et/(p, 2). L'intégration a I'aide de
cette formule peut étre généralisée a un interaabédraire et au cas oli= 0 [10, 11].

Pour terminer ce point, nous attirons I'attention Ig fait que cette procédure permet
la vérification de la condition de Kirchhoff, auveau du plan d’ouverture, non seulement
pour le casx =  mais aussi pour le cas# £3.

* Matrice Cﬁp

Le calcul par la formule de récurrence se faitquarches. Les coefficients de couplage
d’indices élevés requierent les résultats donnéseuax d’indices plus petits. C’est pourquoi,
une bonne précision dans les calculs est nécedddéifelLe logiciel MAPLE [32] est un
compilateur tres efficace pour ce type de calculs.

En regle générale, la conversion de modes nécdsstalcul d’'une matrice dont le
nombre de ligne est égal au nombre de modes deidiame base (base utilisée dans le
développement du faisceau incident sur le plan @yphdagme), et dont le nombre de
colonnes est égal au nombre de modes de la noubalie (base relative au faisceau
transmis).

G G G

CE(%1 i

po

C C
pl hP (IV.15)
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Chapitre IV : Traversée d’une succession de diaphes

V. APLICATION DE LA CONVERSION DE MODES AU CAS D’'UN E OUVERTURE
CIRCULAIRE

Grace a la technique d’intégration utilisée [10,1je base constituée de 60 ou méme
de 40 modes permet une bonne reconstruction donheansmis tout en permettant une
exécution rapide.

Les coefficients de couplagg, dépendent de quatre parameti@ss du faisceau
incident etw, s du faisceau transmis. A I'ouverture, la réalisatite la condition de Kirchhoff
doit étre vérifiée. Elle nécessite le bon choix dasametresv ets, nous somme alors devant
un probleme d’optimisation des parametres.

Il existe plusieurs procédures d’optimisation telipie les algorithmes génétiques, les
algorithmes de mouches, les essaims d'oiseaux, résgaux de neurones...etc. Les
algorithmes génétiques semblent les mieux adaptés@ probleme.

* Algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques [33] sont des procédyriesinspirent des mécanismes de
sélection naturelle et des phénomenes génétiques.

L’individu, point de I'espace d'état que I'on aseax la valeur du critere a optimiser,
est composé d'un ou plusieurs chromosomes qui aomémes constitués de genes qui
contiennent les caracteres héréditaires de l'iddivi'algorithme génétique génere de facon
itérative des populations d'individus sur lesguete applique des processus de sélection, de
croisement et de mutation. La sélection a pourdaufavoriser les meilleurs éléments de la
population, tandis que le croisement et la mutatgsurent une exploration efficace de
I'espace d'état.

v Principe général d'un algorithme génétique

L’organigramme donné sur la figure 3 montre lespésa essentielles dans la
construction d’une procédure d’optimisation basédes algorithmes génétiques.

Entrée — | Population > Test Critere o_ui> Meilleurs
initiale individus d’optimisation individus
A non l
i Génération Sélection i Sortie
i dela v i
! nouvelle Croisement |
i population + i
i Mutation i

_____________________________

Figure 3 : Procédure d’un algorithme génétique.
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Le mécanisme consiste a faire évoluer, a partin tiage initial, un ensemble de
points de I'espace vers le ou les optima d'un @mkl d'optimisation. Par analogie avec la
génétique, on parle alors de générations succaesdivensemble du processus s’effectue a
taille de population constante. Afin de faire éwslges populations de la génération k a la
génération k+1, trois opérations sont effectuées paus les individus de la génération k :

* Une sélection d’individus de la génératioest effectuée en fonction du critéere a
optimiser ou plus généralement du critere d’adaptatu probleme (fitness)[33] ;
on cherche ainsi a privilégier la reproduction ddsons» éléments au détriment
des « mauvais ». Des opérateurs d’exploration e&péice sont ensuite utilisés
pour « élargir » la population et introduire denflauveauté d’'une génération sur
l'autre.

* L’opérateur de croisement est appliqué avec unbghitité Pc a deux éléments
de la génératiok (parents) qui sont alors transformés en deux remxweéléments
(les enfants) destinés a les remplacer dans |laa@jéek+1.

» Certaines composantes (les génes) parmi ces indivitkuvent ensuite étre
modifiées avec une probabilité Pm par l'opérateurlitation. Cette procédure
vise a introduire de la nouveauté dans la popurdatio

Cette procédure en trois points est ensuite renéeya taille de population constante,
jusqu’a I'arrét du processus d’optimisation. Leseces d'arréts sont de deux natures :

v' Arrét aprés un nombre de générations fixé a pri®gst la solution que nous
avons retenue.

v' Arrét lorsque la population cesse d'évoluer ou alég plus suffisamment
rapidement. On est alors en présence d’'une popnldédmogene dont on
peut penser qu’elle se situe a proximité du ouogdisnums.

Il est a noter qu'a ce stade, aucune certitude ezoant la bonne convergence de
I'algorithme n’est assurée. Comme dans toute phareéd'optimisation I'arrét est arbitraire,
et la solution « en temps fini » ne constitue ge’'approximation de I'optimum.
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Pour utiliser un algorithme génétique sur un pgot®@ particulier on doit disposer des
cing éléments suivants :

1) Un principe de codage des éléments de l'espdoessible du probleme, en
éléments sur lesquels peuvent s'appliquer les oq@ésateurs présentés ci-dessus. Ce
codage intervient apres une phase indispensablmadiglisation mathématique du
probleme. Le choix du codage des données dépeipdothleme traité et conditionne
I'efficacité (vitesse de convergence, précisiomle )'algorithme génétique.

2) Un mécanisme de génération de la populatidrai@i Cette population initiale, qui
sert de base aux générations futures, doit épritahétérogene possible.

3) Une fonction d’adaptation f, permettant de claclladaptation de chaque élément
(chromosome) au probleme. Ce critére retourne waleuv de R+ appelée fitness
(adaptation).

4) Des opérateurs permettant de diversifier et dlarer la population d'une
génération sur l'autre ainsi que d’explorer le pliasgement possible I'espace
admissible.

5) Des paramétres dimensionnels : taille de la ladipn, critere d’arrét, probabilités
de croisement (Pc) et de mutation (Pm).

Il s'agit donc d'un « algorithme stochastique ati€rs> qui opere sur des ensembles de
points codés, a partir d'une population initialegei est bati a l'aide de trois opérateurs :
croisement, mutation, sélection. Les deux premsst des opérateurs d’exploration de
I'espace tandis que le dernier fait évoluer la patpon vers les optima du probleme.

Parametres utilisés

Population initiale : composée de 100 chromosomes, chaque chromosstne e
composé de deux gene présentant les deux parameégeR de taille 50 bit pour
chaque géne.

Probabilité de croisement :Pc= 0.7%.

Probabilité de mutation : Pm=0.01%.

Critere de sélection :la sélection des chromosomes est basée sur I'écantensité
normalisée entre 'ancienne base et la nouvelle,das bons chromosomes sont ceux
qui donnent I'écart le plus réduit entre le chamgdent et le champ transmis.

Critere d’arrét : Nous arrétons la procédure pour un éeaft0.001 entre I'ancienne
base et la nouvelle base.
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La figure 4 montre la réalisation de la conditionappliquant la conversion de modes
pour différents modes de Laguerre-Gauss avec lemmgdresw = 0.5 mm ets = Om™!
et un rayon d’ouverture;a0.4mm.

25 %10° 9% 1074

¢ | -
2.x10 7 %1074

4% 10°
13%10°
Intensité

Intensité Intensité NERERa

u.a ] u.a

2.%10°4

3.x10° 1 w1094

T T T T T T T T 1 0 P e D T T T T T . T T T 1

-0.0008 -0.0002 0 0.0002 0.0008 -0.0008 -0.0002 0 0.0002 0.0008 -0.0008 -0.0002 0 0.0002 0.0008
rayon(mm) rayon(mm) rayon(mm )

| . Anciennebase—Ncuve]]ebase‘ ‘ s Ancienne base —Nouvellebase| s Ancienne base Nouve]]ebase‘

Mode fondamental p = 0

e
Il
Ul

5 =50

Figure 4 : Conversion de modes dans le plan de I'ouvertuwe gisférents modes.

VI. RESULTATS ET DISCUSSION

Le formalismeABCD offre un outil simple mais efficace pour étudiardropagation
du faisceau a travers des éléments optiques teliequde, la lentille ou encore le télescope.

La conversion de modes, qui nécessite le calculadlmatrice dont les éléments sont
les coefficients de couplage, est appliquée auhdaame.

Nous commencerons par donner un ensemble de tésubiar le cas d’un empilement
de diaphragmes (écarts nuls entre ouvertures).

Pour I'ensemble des distributions axiales, le p@n0 correspond a la derniere
ouverture utilisée.

Les rayons d’ouvertures sont choisis en se basamesque nous avons trouvé dans la
littérature [29,31, 34-36]. IIs sont réalisablepé&xmentalement.

VI.1. Empilements d’ouvertures
» Diaphragmes de méme rayon

La figure 5 donne les profils transverses et axigays d’'un empilement de plusieurs
diaphragmes de méme rayony=@4mm) illuminés par le mode fondamental avee-
0.5mm ets = Om™1.
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c. Profil axial issu d’un empilement de huit
ouvertures de ménrayona,=0.4mn

Figure 5: Profils issus d’empilements de méme rayon.

Diaphragmes de rayons différents

Les figures 7 et 9 donnent les profils axiaux ssda différents empilements illuminés
par le mode fondamental.

Figure 6. Empilement de deux ouvertures
derayons différers.

Intensité **

ua >

Figure 7. Profil axial associé a la figure 6.
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6.2 10°

5.%10°
Intensité

u.a sxi‘H

u.a

Figure 8. Empilement de 12 ouvertures de  Figure 9. Profil axial associé a la figure 8.
rayons différers.

VI.2. Successions de diaphragmes
VI.2.1.Transformation du mode fondamental TEMyg
e Succession de huit ouvertures

Les diaphragmes utilisés possédent des rayonsratiffé et sont séparés par des
distances inégales (Figure 10).
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Figure 10: Transformation du champ par une succession de/éues.
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e Succession de 45 ouvertures

Les ouvertures sont écartées comme indiqué suguaef1l; le rayon de la nieme
ouverture est donnée par la relatigr a,.1- 0.012mm avec&0.6mm. Cette configuration
est illuminée par le mode fondamerit&Mq, aveciv=0.4mm e =0 m™.

La figure 12 montre le profil axial du champ issaiaktte configuration tandis que la
figure 13montre les profils transverses pour lestns z =1.1, 1.8 et 5Smm.
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Figurel3. Profils transverses.

52



Chapitre IV : Traversée d’une succession de diaphes

¢ Succession de 80 ouvertures

Les diaphragmes sont écartés de 20 um I'un paprapp’autre. Le rayon de la nieme
ouverture est donnée par la relatige a,1+10um pour 8§41 et g= a1 -10um pour n>41
avec @=0.15mm (figure 14). Cette configuration est ééaipar le mode fondamental avec

w=0.38mm e& =0 m.

La figure 15 présente la distribution transverseni@eau de la derniere ouverture, tandis que

la figure 16 donne le profil axial.
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Figure 14 : Succession de 80 ouvertures.
Figure 15: Conversion de modes au
niveau de la 80éme ouverture.
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Figure 16 : Profil axial
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VI.2.2. Transformation du mode TEM 1909

Nous éclairons une succession de 10 ouverturds paode TEMo o avecw=0.55mm
et5=0 m’. La figure 17 montre les profils transverses ifférentes positions tandis que la
figure 18 donne le profil axial du champ issu dieeceonfiguration.
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4.2 107 A

3% 107

Intensité

u.a 2.% 107

1= 107 o

0.1 02 03 04 0.3

Figure 18 : Profil axial.

VI.3. PROFILS PARTICULIERS

Il est possible de réaliser une infinité de confagions pour les successions de
diaphragmes. En regle générale, la distribution ahamp diffracté dépend de trois
parametres : le rayon de chaque ouverture, la ndisteentre ouvertures et le nombre
d’ouvertures composant la succession considérég. ¢&utaines valeurs de ces parametres,
nous obtenons des profils particuliers et intémtsspour de nombreuses applications. Nous
donnons ici, les profils du champ pour deux corfigions différentes.

« Exemple 1

La figure 20 présente le profil transverse du gharune distance de 15 um de la
derniere ouverture d’'une succession de 56 ouveramangéees comme indiqué sur la figure
19.
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Figure 19: Succession de 56 ouverture Figure 20 : Profil transverse.
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La particularité de ce profil est liée a sa formestétroite au voisinage de son axe de
propagation d’'une part et a sa valeur axied®) qui a été multipliée par un facteur 3. Ce type
de profil est trés utile pour l'insertion des faaax laser dans les fibres optiques par exemple
ou pour réaliser des taches ponctuelles.

 Exemple 2

La figure 22 présente le profil transverse du chamme position z=5.81mm d’une
succession de 45 ouvertures disposées comme insligua figure 21.
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Figure 21 : Succession de 45 ouvertur Figure 22. Profil transverse.

La particularité de ce profil est due a sa valedala qui a été multipliée par 5 par
rapport au champ incident.

Vil. IMPACT DES PARAMETRES: ECART, RAYON ET NOMBRE
D’'OUVERTURES SUR LE PROFIL DU CHAMP

La simulation numérique nous permet de conclureelimaniere générale que :

> Les plus grandes variations du champ diffracté ymea ouverture circulaire sont
localisées autour de I'axe de propagation. Cetedsaldéja été observé par G. Otis
[10].

» La perturbation du champ par le phénoméne de diffna est inversement
proportionnelle au rayon de I'ouverture.

» On distingue deux intervalles sur 'axe de propagatcelui du champ proche,

2 -\ 7 ’ -
zs”;—” ou a, est le rayon de la derniere ouverture. Ce résusatctérise le

phénoméne de diffraction par une ouverture. En ghkmimtain,z > '1—’2‘ le champ
reprend, au cours de sa propagation, la forme djanssienne.

» Au cours de sa propagation a travers les ouvertiggshénomene de diffraction
s’accentue. Il est donc plus prononceé lorsque tebe de diaphragmes augmente.
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> Des diaphragmes trés rapprochés conduisent a gmeatation considérable de

'amplitude du champ.

VIIl. APPLICATIONS ET EXPLOITATION DES EFFETS DIFFR ACTIFS D'UNE
SUCCESSION DE DIAPHRAGMES

Les successions de diaphragmes peuvent produireftits diffractifs intéressants
pour certains probléemes scientifiques et techniga@®ur I'optique en général [27,30, 37, 31,
38, 39].

Ces systemes diffractifs, basés sur des arrangsnttotivertures, s'appliquent au
rayonnement de base ou de haute puissance. Leigat&dn releve d’'une technologie simple
[37].

* Focalisation des faisceaux laser

La méthode présentée dans ce travail peut étre giammd intérét dans la fabrication
des CAFS Cascaded-Apertures Focusing Systems” introduits par G. Otis [30].

» Découpage, soudure, marquage, et durcissement ddsages

Les configurations illustrées par les figures 19 24t ont permis d’augmenter
considérablement l'intensité produite par le la€es profils sont utiles pour le découpage, la
soudure ainsi que le marquage des alliages.

» Création de sources laser multipoints

Au lieu d'utiliser plusieurs sources laser, on petder une source laser “multi-
points” dont la distribution du champ comporte g&urs sommets comme le montre la figure
24. Un profil a trois sommets tres intenses a 288 est issu de la configuration illustrée
par la figure 23.
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Figure 23 : Succession de 22 ouvertures. Figure 24. Profil transverse.
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« Amélioration des sources lasers

Le besoin d’'une distribution particuliere du chapgut se fait sentir. Il peut alors étre
avantageux de tirer profit des atouts des systétifteactifs pour transformer le champ issu
d’'une source laser. Cette modification peut al@smnettre ou améliorer certains processus.
Taghizadeh et al. [27] ont illustré quelques exa®pjui montrent l'intérét d’insérer des
eléments optiques diffractifs dans certains diggesiptiques (Fig.25).

Faisceau disponingA

| X

Succession de

diaphragmes

Faisceau dk Systeme diffractif <
Gaussien
............ » A1 Bl »

@ o) ST @ 5)

Faisceau laser
multi-points

Plaque métalligL

Figure25. Insertion de systemes diffractifs dans des disii®sitser.

» Déclenchement des lasers de haute puissance et dewlificateurs laser par
un rayonnement de puissance externe par un doubldtouvertures

Letfullin et Igoshin [38] ont proposé une conceptepécifique pour un amplificateur
pulsé de haute puissance basé sur une réactionqaieimlF (Hydrogene-Fluor) : une cavité
télescopique instable avec une un doublet d’oukestudevant le miroir d'entrée. Des
parameétres géométriques adaptés améliorent leédoneiment de cette conception.

Ajoutons que des sources trés focalisées commescedls figures 20 et 22 peuvent
améliorer la résolution microscopique. Pour corglwoulignons que ce type de dispositifs
peut également trouver sa place en mécanique quantiu en physique moderne pour la

manipulation des faisceaux atomiques et moléclaitex propriétés ondulatoires reconnues
[37].
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IX. TRANSFORMATION DU CHAMP PAR LES SYSTEMES OPTIQU ES
DIAPHRAGMES

Les systemes optiques diaphragmés sont des systéeomsnant en plus des
diaphragmes, des éléments optiques tels que lideleries prismes ou encore les miroirs.

L’insertion de ces éléments dans une successionveltures change le profil du
champ. Le formalism@BCD offre un outil puissant pour traiter la propagataes faisceaux

Gaussiens a travers ces éléments tandis que leersimv de modes offre une solution
efficace pour le traitement du passage a traversugertures.

Les figures 27 et 28 donnent les distributionsdvanse et axiale respectivement pour
la configuration indiquée sur la figure 26.
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Figure 26 : Configuration d’'un systeme optique diaphragmé.
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Figure 27: Conversion de modes a la Figure 28 : Profil axial du champ issu d’un
derniére ouverture. systeme optique diaphragmé.
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X.CONCLUSION

La transformation des faisceaux Gaussiens a trawees succession d’ouvertures
circulaires a été traitée. Une nouvelle approchétéautilisée qui consiste a exploiter le
principe de conversion de modes appliqué au caaginragme. Cette technique nécessite le
calcul d’'une matrice dont les éléments sont lefficoents de couplage, obtenus au moyen de

I'application d’un outil performant : la formule décurrence.

De chaque c6té de l'ouverture, le formalisSlABCD reste toujours valable. Ce
formalisme associé a la conversion de modes offranoyen efficace pour I'étude de la
transformation du champ a travers des successierdiapphragmes aussi bien que dans les
systemes optiques diaphragmés.

La simulation numérique permet de constater queptefii du champ est
essentiellement dépendant de trois parameétresoqui: $& rayon et le nombre d’ouvertures
ainsi que I'écart entre ouvertures. Par conséqu@ntariation de chacun de ces parametres
peut conduire a des profils spécifiques de laibigtion spatiale du champ pouvant répondre
a des besoins particuliers dans le domaine delentdogie.
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

Ce travail a permis I'étude de la transformation champ, caractérisant l'onde
électromagnétique, par une succession de diapheagmsimple propagation.

Nous avons retenu, dans la cadre de l'optique peade modele Gaussien pour la
description des faisceaux lasers. Nous avons mbetfi€acité et la simplicité du formalisme
ABCD dans I'étude de la propagation du champ a trdesrstructures optiques traitées par ce
formalisme. L'absence de matrié8CD, pour le cas du diaphragme, nous a conduits a opter
pour I'approche par la conversion de modes. Cetthrtique a été associée au formalisme
ABCD pour I'étude des systemes optiques diaphragmés.

La simulation numérique a montré que trois paraesegui sont: le rayon et le nombre
d’ouvertures ainsi que I'écart entre ces ouvertugsun impact important sur le profil du
champ. Nous avons montré que le choix particuli@nel cascade d’ouvertures peut conduire
a des profils intéressants pouvant étre exploiésehnologie.

Nous attirons l'attention sur le fait que les sssiens de diaphragmes montées sur
des lasers simples peuvent remplacer efficacenegrahdes structures optiques et cela est
d’'un grand intérét. En effet, a partir d’'un moddsiger, nous pouvons augmenter l'intensité
laser produite de maniére considérable. Par adlezgrtaines optiques peuvent se dégrader
sous l'effet de rayonnements intenses mais lesessmns de diaphragmes plus robustes
peuvent les remplacer avantageusement.

L’embarquement des lasers dans les systemes mgdidaiormatiques ou de
téléecommunication se généralise. D’un point de preique, cet embarquement n’est pas
toujours possible. La compacité et la robustesseedcascade d’'ouvertures peut simplifier
l'intégration des lasers dans plusieurs domaines.

Notre étude met a la disposition de [l'utilisateunr thser un outil efficace de
modélisation qui lui permet d’avoir une vue préecsse ce qu’il peut obtenir en matiere de
distributions du champ. En effet, I'étude des sasmms de diaphragmes donne les profils
axiaux et transverses ainsi que les termes de @maisris points de I'axe de propagation d’'un
systeme optique diaphragmé.

Comme perspective technique a ce travail, nousnalitenter de remplacer des
structures optiques par des systemes basés suartdmsgements de diaphragmes afin
d’améliorer les performances d’un dispositif tecjus.

Nous souhaitons construire des systemes optiqegglits, basés sur les cascades
d’ouvertures, qui permettront aux manipulateurddjatation désirée du faisceau laser.

Sur le plan théorique, nous allons appliquer cetpproche a d'autres types
d’ouvertures et de distributions et méme étendteidle a un cadre plus général.
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Annexe A

ANNEXE A
APPROCHE COMPARATIVE TGP -GGP

Le tableau suivant synthétise les résultats conifmabtenus au moyen de la TGP et
de la GGP. Par les deux approches, deux configmsatdifférentes sont considérées. La
premiere donne le cas de I'espace libre tandislajgeuxiéme traite de la succession espace
libre- lentille mince- espace libre [6, 10, 18].

Chemin 1 au moyen de la Phase de Gouy Matrice 1 au moyen de la Phase
Traditionnelle TGP ABCD de GouyGénéralisée
GGP
Section -1 (i) 12 o1 (i)
espace Y(z) = tan P (0 J Y(z) = tan o
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B a1 (Z L (zt7 Y(z)
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lentille Zp=—= e N
mincef, A -2tz I
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ANNEXE B

DESCRIPTION DE LA PROPAGATION DES FAISCEAUX GAUSSIE NS AU
MOYEN DE LA TRNASFORMEE DE FOURIER FRACTIONNAIRE

|. Transformée de Fourier Fractionnaire

L'histoire des mathématiques montre le passageathulcde puissances d'ordres
entiers au calcul de puissances d'ordres fractimspd0, 41]. En effet, il n'est pas évident a
partir de la définition habituelle de la puissacobique de 5 donnée pat =5 x 5 x 5 de
calculer5->,

3
Il a fallu du temps avant que la définitish5=5z = V53 émerge. De méme, la dérivée
d'ordre 1 de la fonctiof(x) est définie parg, la dérivée d'ordre 2 déx) estd?f/dx*mais

comment peut-on trouver, a partir de cette déénitila dérivée d'ordre fractionnaireblde
f(x)?

Soit F§) la Transformée de Fourier ordinaire TF (f(x)). ttansformée de Fourier de
la dérivée entiere d'ordre n de f(x) est donnéd3@r:

TF(d"f(x)/dx™) = (j2rnv)"F (v) (B.1)

La Transformée de Fourier inverse(@2rv)*F(v) estd*f(x)/dx*. C’est la dérivée
d'ordrea def(x) mais avec un ordre fractionnaire possible pouoi@bre a.

Bracewell [40] donne un exemple d'application ded&ivée fractionnaire pour
analyse des discontinuités de fonctions. C'estsdeette philosophie que s'inscrit la
transformation de Fourier d'ordre fractionnairen@\ cet outil mathématique trouve son
application dans de nombreux domaines tels quealeement des signaux, l'étude de la
propagation des faisceaux et des résonateursnigtele déterminer également la solution de
guelques équations différentielles.

Les fondements de cette transformation débuteriagaopriété suivante [15]:
Les fonctions d'Hermite-Gauss normalisées, notégs)ou n € N est I'ordre de la fonction,
sont des fonctions propres de la TF associéesaaxng propresxp (jn g) telles que :
. T
Fl®,()]w) = exp (—jn7) Gn(w) (B.2)

F est I'opérateur Transformation de Fourier classdgimie par :
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FIF(Iw) = J% _ L £ () exp(—jwx)dx (B.3)
avec D, (x) = %Hn (x) exp (— xz—z) (B.4)
(2nnivm)?

La fonctionH (x) représente le polyndme d'Hermite d'ondre

n

0
H,(x) = —1nex” We_x

2

(B.5)

Les fonctions d'Hermite-Gauss sont des fonctiomdle® et oscillantes. L'ordre
indique le nombre de racines du polynoiig(x) . Comme la phase des valeurs propres dans

I'équation (B.2) est proportionnellegé, Namias [40] a nommé l'opérateur de Fourier Il a
2

ensuite généralisé cet opérateur a tout ordreidradirea = p /2 € R. Tel que :
Fo[@,(0)](w) = exp(—jna) ¢, (w) (B.6)

L’opérateur F, prend ainsi le nom de transformation de Fouretfonnaire d'ordre.

Rappelons que les fonctions d'Hermite-Gauss formaet base orthonormée. Toute
fonctionf de carré intégrable peut étre décomposée surlizteede la maniére suivante :

[ee)

)= ay D) (B.7)
n=0
Avec :a, = ;1[_)'5 d,(x) f(x)dx les coefficients de décomposition.

(2nnivm)?

En tenant compte de I'équation (B.6), une premifiition de la transformée de
Fourier FractionnairelfFF) def(x) est donnée par

o 2

X
Fy [f(x)] = Z an exp(_jna) exp <_ 7) Hn(x) (B.8)

n=0

Le calcul théorigue de [8FF d'une fonction au moyen d'une série n'est paslsirgn
pratique, il est plus commode de considérer cetab@ér sous sa forme intégrale ; pour

0<|p|<2, on le définit de la maniére suivante [42]:

64



Annexe B

bS]
2

@ _]_ 2 ) ]xx, 1A !
']-_OO exp( X cota ) exp <_sin a>f(x)dx (B.9)

Différentes notations sont utilisées poull&F données parE, [f1(x), FP[f](x), fp(X).
ave@ = sgn(sina)

Pour p=0 FOIF]e) = [7 8(x —x)f(x)dx' = f(x) (B.10)
Pour p=2 FOIf]1e0) = [0 8(x + x)f(x)dx' = f(—x) (B.11)

F, est donc l'opérateur identitg F, est la transformée de Fourier conventionnéllg,est la

TF inverse, eF, est 'opérateur de parité

Il. Etude de la propagation des faisceaux Gaussies moyen de laTFF

Notons pait,(x) la distribution d’amplitude complexe a une dimensd’un faisceau
Gaussien er=0. Le développement de ce champ en fonction d’Her@ihuss s’écrit [43]:

Eo(x) = i Cn%d)n (;C—O) (B.12)
n=0

Avec :
1
C, = fEO(x);CDn (é) dx, s =+mw,

En considérant une propagation vers la droite,idtribution d’amplitude E,(x), en
un plan arbitraire, s’écrit :

2

E,(x) = i an—szn <:—0> exp Ijkz + ZJ.II;)(CZ) —J (n + %) 1/)(2)] (B.13)

En utilisant F*@[E,(x)](w) , la TFF d'ordrea(z) de E,(x), I'équation(VII.2.2)
prend une forme particulierement simple donnéd4r44] :

e
E,(x) = z—:pa(z) [Eo(w)] exp [jkz + ZJRJ(CZ) - iw(z)l (B. 14)
Y(z) estrelié a l'ordrer(z)de la TFF par [43, 44]
2
a(z) = —Y(2) (B.15)
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Et donc :

Y(z) = %a(Z) (B.16)

Nous voyons que l'ordre angulaisede laTFF est simplement égal & I'écart en phase
de Gouy accumulé lors d’une propagatiorOdez.

Ce résultat peut étre généralisé pour décrire Gpaggation entre deux surfaces
sphériques de rayomg et Ry.positionnés em; et z respectivement. La relation entre ces deux
surfaces en terme dé&F d’ordrea es donnée par la relation [43, 44] :

_ Y(z2) —P(z1)

A(z,>z,) = /2

(B.17)
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