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Notations

—

. N : L’ensemble des nombres entiers naturels.

. R : L’ensemble des nombres réels.

[a,b) : Désigne 1’ensemble des nombres réels = tel que a < x < b.
:= I’égalité par définition (affectation).

p : Un nombre premier.

e : La constante de népére=2.71---.

Ne ot e W

~ : La constante de Euler définie par :

. 1 1 1
v=limp oo (1 4+ 4+ 5+ -+ = —logn
2 3 n

8. pr : Le k iéme nombre premier

9. Ni : Le nombre primoriel d’ordre ou d’indice k,
i=k
Ny = Hpk
i=1
10. P(n) : La primorielle d’un nombre entier : P(n)=nf.
11. O(x) : La premiére fonction de Chebyshev
0(z) = Xp<, logp
12. ¢(x) : La deuxiéme fonction de Chebyshev
Y(z) = Ypu<y logp
13. m(x) : La fonction qui compte les nombres premiers inférieurs ou égaux a z,
7T(fL') = Epgxl

v



14.

15.
16.

17.

18.
19.

20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

K(x) : La fonction qui compte les nombres primoriels inférieurs ou égaux a z,
K(.I') = ENkal

log x : Le logarithme naturel.

log;(z) : Le ¢ iéme itéré du logarithme naturel, ¢’est-a-dire

log; (x) = loglog...log (z) et log,(z) ==z

1 fois

li(z) : La fonction logarithme intégral
Todt e at Todt Todt
li(z) =v.p —:lim{/ —+/ —}: — +1i(2)
o logt e=0 /), logt 14 logt 5 logt

x 1! m)! 1
= 0! + +oot =+ O g
log x log = log™ x log"t

avec aussi : 1i(2) = 1.04516.

li~*(z) : L’inverse de la fonction logarithme intégral.

Li(z) : La fonction d’écart logarithmique intégrale
Li(z) = li(z) — 1i(2)

d(n) :Le nombre de diviseurs de I'entier n.

o(n) : La somme de diviseurs de I’entier n.
w(n) : Le nombre de diviseurs premiers de I'entier n.
©(n) : Le nombre d’entiers inférieures et premiers avec entier n.

max(...) : Le plus grand
min(...) : Le plus petit

£(q) 3:Zp|q f(p).

Pour une fonction réelle f, on a o(f) et O(f) désignent les notations de Vinogradov.



Introduction

«Le probleme de la distinction entre nombres premiers et nombres composés, et
celut de la décomposition d’un nombre en produit de facteurs premiers sont les
plus importants et les plus utiles de toute Uarithmétique. [ ... |. L’honneur de la
science semble exiger qu’on cultive avec zéle tout progrés dans la solution de ces
élégantes et célebres questions. »

Carl Friedrich GAUSS (1777 — 1855)

Lorsque I'homme a commencé a utiliser les nombres, il a crée la théorie des nombres.
Cette branche des mathématiques qui étudiait les propriétés des nombres entiers s’est beau-
coup développée. Il est parfois nécessaire de faire appel a des notions plus compliquées pour
démontrer des résultats d’énoncés simples. L'une des notions les plus connues dans ’ensemble
des nombres entiers est la propriété de primalité. Cette propriété peut s’étudier a partir du
moment ol la notion de multiple est acquise : un entier est premier s’il n’est multiple que du
nombre 1 et de lui-méme.

Euclide est le premier a avoir démontré qu’il existait une infinité de nombres premiers.
En supposant qu’il existe un nombre fini : p; < py < ... < pr de nombres premiers, Euclide
utilise pour aboutir a la contradiction, la notion (sans la définir) de la primorielle du nombre
i, définie par le produit p; - po - - - p.

En littérature, les primorielles sont construites comme les factorielles, mais en ne retenant
que les nombres premiers successifs. Elle est notée n#. Par exemple, la primorielle de 10 est
10# = T# =2 x 3 x 5 x 7 = 210. Ces nombres ont été ainsi nommés par le mathématicien
Harvey Dubner [18].

Comme usuelle, soit (p,)n>1 la suite croissante des nombres premiers. Dans cette thése,
on s’intéresse aux primorielles des nombres premiers. Si py est le k iéme nombre premier, on

définit 'entier primoriel d’ordre ( ou d’indice) k par :

Ny =pe#t =p1-D2 " Dk



Ces entiers sont les termes de la suite A002110 dans On-line Encyclopedia of Integer
Sequences (OEIS) [21], et jouent un role important en théorie des nombres depuis la dé-
monstration d’Euclide de 'infinitude des nombres premiers aux remarquables équivalences a
I'’hypothése de Riemann, a aide de fonctions arithmétiques, dues a Nicolas [32] et Robin [39].
Dans le chapitre 6 on est tenté aussi de formuler une éventuelle équivalence a I'hypothése de

Riemann, & l'aide de la fonction qui compte les nombres primoriels.

La liste suivante présente quelques nombres primoriels :

Primoriel(0) = 1

Primoriel(1) = 2

Primoriel(2) = 6

Primoriel(3) = 30

Primoriel(4) = 210

Primoriel(5) = 2310

Primoriel(6) = 30030

Primoriel(7) = 510510

Primoriel(8) = 9699690

Primoriel(9) = 223092870

Primoriel(10) posséde 10 digits
Primoriel(100) posséde 220 digits
Primoriel(1000) posséde 3393 digits
Primoriel(10000) posséde 45337 digits
Primoriel(100000) posséde 563921 digits
Primoriel(1000000) posséde 6722809 digits}

Les approximations liées aux IV, ont trouvé quelques applications inattendues dans divers
domaines de la théorie des nombres; voir par exemple les papiers de Betts [11], Planat et
al. [31] et Zhang [44]. Cependant, les résultats les plus fréquemment utilisés concernent leur
logarithme 6(p) on 0 indique la premiere fonction de Chebyshev, ici nous citons les récents
papiers de Axler [5] et Dusart [20].

Dans cette thése, la question posée et se doit plus précise : il est évident qu’il existe
une infinité de nombres primoriels, mais combien y en a-t-il parmi les entiers inférieurs & un

nombre réel positif donné ? Pour cela introduisons la fonction K (z) qui compte le nombre de


https://oeis.org/A002110

nombres primoriels plus petits ou égaux a x > 1, c’est-a-dire :

=) 1

Nip<z

Cette fonction K(x) apparait, souvent implicitement, comme une clé importante dans
la démonstration de plusieurs résultats; voir, par exemple, Balazard [6] : dans son étude
concernant quelques suite unimodales en théorie des nombres, et celui de Hassani [26] : dans
son approximation d’une somme li¢e a la constante de Euler généralisée.

Cette fonction K(x) est trés proche de m(x) (I'habituelle fonction de comptage des

nombres premiers ) puisqu’il sera montré dans le chapitre 4 que :

K(z) ~ n(logx).

Plus exactement, en utilisant des résultats moins précis que ceux employés par Bala-

zard [6], on montre le résultat suivant donnant le développement asymptotique de K(z) :

Théoréme 0.1 Pour tout nombre réel x > 2 et tout entier m > 0, on a
_ logx 1
K — | |
(z) ~ log, <Z log) x (logerl ))

log, () =loglog...log (z) et log,(z) ==z

1 fois

ol

Ceci nous conduira directement aux travaux de Belbachir et Berkane [8] concernant leur
étude des fonctions sommatoires qui possédent un développement asymptotique lié aux itérés

du logarithme, de la forme suivante :

e [& ( 1 )
Sl ALY — 4O ——— 1}, a0 #0, s>0.
logerl (n> {Zz:; 10g;+1 (’I’L) logs—i-l (n) ’

ol

Ainsi, dans le chapitre 2, on profitera de la formule asymptotique de K(z) pour obtenir
un développement asymptotique de la somme des inverses de la fonction K (z). On montre

que :



Théoréme 0.2 Pour toult nombre réel x > 2 el toul entier m > 2, on a

1 1
Z WK () = §log§x—log2:c—log3x+0
2<n<zx

02 Om 1
- +oe 40— ),
log, = (m—1)logy " x logy' x
ot C est une constante absolue, et {5j}j>0 est la suite A233824 dans OFIS [21] donnée par
la relation de récurrence 8, + 110,—1 + 20,2+ -+ -+ (n — 1)10; = n - nl.

Ensuite, Le chapitre 4 sera consacré & obtenir le maximum de bornes explicites du terme

O, dans la formule asymptotique de K(z), et les meilleurs qu’on a pu obtenir, sont

Théoréme 0.3 On a, lorsque x > 3, linégalité suivante

1
K(z) < 1.3841—27
log,

Théoréme 0.4 On a, lorsque x > 3, linégalité suivante

log x 1.4575
<

(1+ ).

~ logy, x log, x

K(x)

Théoréme 0.5 On a, lorsque x > 3, linégalité suivante

log = 1 2.89726
K(x) < —2 (1+ + 22 >
log, log, log;

et comme, minoration de K (x), on montre que :

Théoréme 0.6 On a, lorsque x > 2310

K(gc)>logaC <1+ ! )

~ log, x 4log,

De plus pour x > 210 on a

1
K(z) > 2%
log,

Dans le méme contexte, mais on se placant sous I’hypothése de Riemann, on obtient aussi

le théoréme suivant

Théoréme 0.7 Si [’hypothése de Riemann est vraie, on a
K(x) <li(logz) + 0.12y/log z, Y > 42,
ot li représente la fonction logarithme intégral.
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Ces résultats explicites, spécialement le Théoréme 0.6, viennent aprés quelques nouvelles
estimations explicites liées au k-éme nombre premier et au k-éme nombre primoriel. On
exposera ces résultats dans le chapitre 1, aprés un court historique concernant les estimations

ultérieures. On cite ici le Lemme suivant :

Lemme 0.1 Pour tout entier positif m, on a
m
H Nk S Nm(m+1) .
k=1 ’

Aprés ces étapes, on arrive au niveau de mettre cette fonction K(x) en pratique. La
premiére application est fournie dans le chapitre 4, ¢a concerne une trés ancienne inégalité
donnée par Posa [36] (inspiré par la démonstration de l'infinitude des nombres premiers de

Euclide) ou il prouve que :
¥n > 1, Fky > 1, Yk >k, N> ply.

Etendre & des puissances de pyy1 et/ou rendre ce résultat effectif a été le but de plusieurs
travaux, on cite ici, par exemple, les papiers de Berkane et Dusart [10], Iwata [28], Lazl6 [16]

et récemment celui de Shichun [43]. Notre contribution est énoncée dans le théoréme suivant :

Théoréme 0.8 Pour tout entier n > 1, il existe un effectif réel xo(n) > 1 tel que pour tous

réels © > xo(n), on a
(Vk € N*, K(z) <k <m(/x)) = Ny > pp,,.
de plus, si k vérifie pyy1 > (g)”, alors
¥m >k, Ny > p° ).

Ce résultat est consolidé par un algorithme informatique en logiciel Maple 17, qui nous
permettra de calculer pour tout n > 1, les &, tels que N}, > pi..,, pout tout k supérieur a k,.
Une table des premiéres valeurs de k,, est donnée a la fin du chapitre 4. Ce résultat effectif

vient essentiellement des approximations ci-dessous, de 'équivalence K (x) ~ w(log x)

Lemme 0.2 Pout tout € > 0, il existe un nombre réel xy tel que

W (logx) < k(o)

14¢

pout tout x > xo. En particulier, Vx> 1 on a w (1.0(1)%%) < K(z).

3



et

Lemme 0.3 Pour tout € > 0, il existe un nombre réel xy tel que

1
Vo > xy, K(z) §7T(1ng>.
—€

En particulier, pour x > x¢ on a

log x
<
K@) < (1oga) ’

pour les valeurs de la Table suivante :

o | L71 2] 21 | 22|25
To | 3 | 3213503 | Ni1 | Nso

TABLE 1 — Quelques valeurs de xy.

La seconde application est une méthode permettant d’estimer le maximum des sommes sur

les diviseurs premiers, des sommes de la forme :

Li(q) = (),

plg

ou f est une fonction décroissante et positive sur (1,00), ¢’est-a-dire, on propose un moyen
pour estimer la quantité suivante :

max £7(q).

1<g<x

L’idée est exposée en montrant d’abord que

max £;(q) = & (Nx) = Y f(p).

1<q<lz
P<pK

ou K = K(x), puis, a travers le maximum des sommes

£q)=>_ fp),

plg

_ logx

27, On arrive & montrer le théoréme suivant :

lorsque f(x)
Théoréme 0.9 On a, lorsque x > N7, l'inégalité suivante :

max £(q) < log K(x) + log, K(x).

1<g<lzx



qui implique I"amélioration suivante d’un récent résultat de Hassani [26|

Corollaire 0.10 On a, lorsque x > 3, l"inégalité suivante :

1.4575
£(q) <1 .
1r<n3§Xx (¢) < logyz + log,

La derniére application, qui s’avére plus intéressante (puisqu’elle est liée & la fameuse
hypothése de Riemann), est d’abord une nouvelle majoration plus fine du rapport @ que
celle fournie par Robin [39], ou o(n) représente la fonction somme de diviseurs de n. On

obtient le théoréme suivant :

Théoréme 0.11 Pour tout entier n > 3, on a

o(n) 0.3741

n logsn

L’idée utilisée nous conduira a examiner la conjecture suivante
Conjecture 0.1 L’hypothése de Riemann est équivalente a

o(n) logy K (n)
> 9 —~ 2 <V llog K 1 K ——— .
Vn > 205, S ( og K(n) + log, K(n) + log K (1)

On montre la condition suffisante et on propose seulement un heuristique pour la condition
nécessaire.

Finalement, on pense qu’on a bien met en valeur la fonction K(z) & travers une étude
explicite de ses valeurs et surtout via les différentes applications qu’on a proposé en attendant
d’autres horisons. Les résultats obtenus ont fait I'objet de deux articles publiés dans Notes

on Number Theory and Discrete Mathematics |4] et Journal of Integer Sequences |3].



Abstract

This work is part of the field of analytic and probabilistic number theory, in relation to

the distribution of prime numbers and the explicit estimate of the mean values of arithmetic

functions. These are results concerning the function noted K (x) that counts the number of

primorial integers less than or equal to a given positive real number x. We obtained essentially,

from a certain rank, the following explicit results :

)SK(x)< log z (1+

log = +
log, © 4log, x ~ log, x

and under the Riemann Hypothesis :

K(z) <li(logz) 4+ 0.124/log ,

log, ©

where li is the logarithmic integral function. As first applications, we show that :

— For all integer n > 1, there exists zg(n) > 1 such that for all x > z¢(n),

(Vk € N*, K(z) <k <7(¥/x)) = Ni. > pj5.

Furthermore, if k verifies py1 > (2)" :

Vm >k, Ny > ppq-

— For every positive decreasing function f on (1, 00), we have

max »  f(p) = &;(Nkw) = > f(p).

1<g<lz

plg PSPK (z)
In particular, we have
logp 1.4575
max < log,x
1<qg<lz P p— lOgQJT
p




— In relation to Robin’s criterion for the Riemann hypothesis, we have

where o(n) is the sum of the divisors of n, v represents the Euler-Mascheroni constant.
The idea employed will lead us to a possible new reformulation of the Riemann Hy-
pothesis in terms of arithmetic functions. This leads us to examine the following

conjecture : The Riemann Hypothesis is equivalent to

a(n) log, K (n)
> — L < Y =~ 7.
Vn > 205, — Se (1og K(n) 4+ logy K(n) + og K (1)

We obtain the sufficient condition and we propose only a heuristic for the necessary

condition.



Chapitre 1

Estimations explicites liées au kM€

nombre premier

Résumé
Dans ce chapitre, nous donnons une synthése des définitions et évaluations existantes concer-

nant 0(pg) et pr qui serviront plus tard dans les chapitres qui suivent.
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1.1 Généralités

1.1.1 Fonction arithmétique

En théorie des nombres, une fontion arithmétique est une fonction définie sur N* et a
valeurs dans C. C’est les fonctions qui utilisent les propriétés de division de I'entier donné.
Les fonctions arithmétiques les plus étudiées sont :

— o(n) : La somme de diviseurs de 'entier n.

— d(n) : le nombre de diviseurs de n.

— w(n) : Le nombre de diviseurs premiers de Ientier n.

— @(n) : Le nombre d’entiers inférieures et premiers avec l’entier n.

— u(n) : fonction de mobius, définie par : p(1) = 1, pu(n) = 0 si n n’est pas un carré

libre, et u(n) = (—1)* sin =[], pi-
— La fonction de Von Mangoldt, traditionnellement notée A, est définie par :A(n) = logp
si n = p¥, et A(n) = 0 sinon.
Soit f : N — R une fonction arithmétique. Alors :

— f est dite multiplicative si f(1) = 1 et si I'égalité f(mn) = f(m)f(n) tient pour tous
m,n premiers entre-eux.

— f est dite totalement multiplicative si f(1) = 1 et si I'égalité f(mn)=f(m)f(n) tient
plus généralement pour tous m,n € N.

— [ est dite additive si f(1) = 0 et si I'égalité f(mn) = f(m) + f(n) tient pour tous
m,n premiers entre-eux.

Etant données deux fonctions arithmétiques f et g, il est possible d’en construire une
nouvelle ayant d’intéressantes propriétés : il s’agit de la convolution (de Dirichlet) des deux

fonctions, la convolution de Dirichlet de f et g est la fonction arithmétique f * g définie par :

(f*g)(n)= Z fld)-g (g) pour tout n € N,

dn
ol Zd‘n désigne la somme sur les diviseurs positifs d de n. Cette loi sur I'’ensemble des

fonctions arithmeétiques est associative et commutative, et posséde le neutre défini comme

5(n) :{ 1, n=1;

suit :

0, sinon.
Soit f : N — R une fonction arithmétique. Alors f posséde un inverse pour la convolution
si et seulement si f(1) # 0. De plus, si cet inverse existe, alors il est unique. L’inverse de la

fonction arithmétique f(n) = 1, pour tout n, pour la convolution est la fonction x de mébius.

11



Etant donné une fonction arithmétique f (n) dont on veut connaitre 'allure générale pour
les grandes valeurs de n, il est souvent plus commode d’étudier le comportement de
3" fn)
n<az
cette derniére expression, appelée la fonction sommatoire de f, constitue une sorte de moyenne
de la fonction f. C’est pourquoi si, pour une fonction f donnée, il existe une fonction

g : [1,00[— R telle que

=3 F) ~ gla),

n<x
alors on dira que g(n) est la valeur moyenne de f. Comme exemple récent d’évaluation
explicite de fonctions sommatoires, on peut cité le papier de Berkane et al. [9] pour la fonction
sommatoire de la fonction nombre de diviseurs, ou ils montrent que :

Z din) <zlnz+ (2y—1)z+ 0.76423 logz, Vx > 5.

n<az

Toutefois, les fonctions sommatoires les plus étudiées sont :

La fonction qui compte les nombres premiers inférieurs & x > 1 est définie par :

m(x) = Zl

p<w

La premiére fonction # de Chebyshev est définie pour x > 0 par :

La premiére fonction de Chebyshev est le logarithme de la primorielle de z, noté zf :

O(x) = > log(p) =log [ [ p = log z1.

p<x p<zx

On prouve ainsi que le primoriel 21 est asymptotiquement égal a e(1t°1)% et avec le Théoréme

des Nombres Premiers, on peut déduire le comportement asymptotique de p,1.

12



1.1.2 Théoréme des Nombres Premiers et conséquences

En 1792, Gauss a conjecturé que 7(z) est approximativement, lo‘gx. En 1896, Hadamard

et de la Vallée-Poussin ont prouvé indépendamment la formule asymptotique

X

m(w) ~ log z’

quand z — oo, connue sous le nom du Théoréme des Nombres Premiers. En paralléle, I’étude
a été reprise par Chebyshev qui montre en 1852 que

T <) <1112

0.92 .
log x log x

Soit p,, désigne le n-iéme nombre premier. En conséquence du Théoréme des Nombres

Premiers, on obtient lorsque n — oo, I’expression asymptotique
Pn ~ nlogn

puisque 7(p,,) = n. En 1902, Cipolla [15] a prouvé qu’il existait une unique suite de polynémes

Ti(z),... T,n(z) & coefficients rationnels tels que deg(Ty) = k et qui vérifient :

1)1 (log, 1) (n(log2 n>m+l)
; O e mm )
klog™n (logn)

pn:n<logn+log2n—1+z(_
k=1

Les polynomes T}, peuvent étre calculés explicitement. Les premiéres valeurs des polynoémes
T, (x) sont :

x? — 6z + 11
5 .

Le calcul du n-iéme nombre premier étant difficile pour n grand, nous nous intéressons aux

To(z) =1, Ti(x) =2 —1, Th(x) =2 — 2, T3(x) = —

estimations explicites pour p,.

En 1938, J.Barkley Rosser [40] a montré que pour n > 1, on a
pn > nlogn

et dans la littérature ce résultat est souvent appelé le Théoréme de Rosser. Cette derniére

estimation a été amélioré par Robin [38] :
n > 2,p, > n(logn +loglogn — 1)
De plus, Rosser a montré que
pn < n(logn + loglogn)
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pour tout n > 4. En 1983, Robin [38] étudia explicitement les quantités 6(py) et px et montre
que I'équivalence 0(py) ~ klogk est plus faible que le Théoréme des Nombres Premiers et
que 0(pg) > klogk dés que 6(x) < ax pour z assez grand et (a > 1).

Les estimations de Robin [38] sont basées sur les théorémes suivants :

Théoréme 1.1 Soit x un nombre réel strictement positif et k un entier naturel. Alors les

assertions suivantes sont équivalentes :

1. 7(z) = lozx
2. 0(r)~x
3. pr ~ klogk

4. 0(pi) = k(log k + loglog k + O(1))

Théoréme 1.2 Les trois premiéeres assertions sutvantes sont équivalentes et entrainent la

quatrieme :

1. m(z) = =2 +o( z )

= log z log? =

2, Q(x):x—l—O( 2 )

log x

3. pr = k(logk + log, k + O(1))

4. O(pr) = k(logk +logs k — 1 + lfog;,f + O(@))

Théoréme 1.3 Les trois premieres assertions suivantes sont équivalentes et entrainent la

quatriéeme :
1. w(z) =li(z) + O ("% log x)
2. 9(z) =z + O (2% log z)
3 o =1t (k) + O <k1/2 log®/2 k)

. 0(pp) =i (k) + O (k:l/2 log®/? k)

Alinsi, on remarque que la suite log p, posséde le méme dééveloppement asymptotique que

0(pr)
k

sa moyenne de Cesaro , ol les premiers termes sont :

log Ny,
k

logo k —2  log2k —6log, k + 11 log3 k
= logk +log, k — 1+ 062 _ 962 082 K + (Og? )

log k 2log” k log® k
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1.2 Motivation pour des résultats explicites

En arithmétique, comme dans toute autre branche des mathématiques, les avancées pro-
viennent essentiellement de résolutions de problémes posés précédemment, parfois méme
plusieurs siécles auparavant, par des mathématiciens ayant une intuition géniale et/ou une
grande expérience due a leurs recherches.

La preuve du Théoréme des Nombres Premiers a dés le début posé le probléme d’en obte-
nir une version explicite, alors que simultanément I’hypothése de Riemann invitait beaucoup
de chercheurs a calculer les premiers zéros de la fonction ¢ de Riemann . Les premiers ré-
sultats entiérement explicites proviennent donc de ce champ, et hormis le calcul des zéros,
il s’agit du calcul d’une région sans zéros pour ¢ par de la Vallée-Poussin en 1899. Si les
nombres premiers restent un sujet de prédilection dans ce type de problématique autour des
années 1930, les techniques de la branche de la théorie analytique des nombres se sont rapi-
dement complexifiées, ce qui a fait apparaitre le probléme de rendre complétement explicites

des résultats devenus tous a priori asymptotiques.

Il est clair que de nombreux résultats dans la théorie des nombres, tels que la preuve de
DE la Vallée Poussin du théoréme des nombres premiers, sont énoncés avec l'utilisation de
constantes implicites ou I'on rencontre des qualificatifs tels que "suffisamment grands". Il y

a, en effet, trois types de résultats que nous voyons dans la théorie des nombres :

1. Un résultat inefficace : montre qu’une assertion est vraie pour une constante C' non
spécifiée, mais on ne peut pas réellement déterminer la constante C' en retravaillant

la preuve et le suivi des termes d’erreur.

2. Un résultat effectif mais non explicite : montre qu'un énoncé est vrai pour une constante
C non spécifiée avec le bonus que 'on pourrait effectivement déterminer une valeur

appropriée pour C' en retravaillant la preuve explicitement.
3. Un résultat explicite donne une valeur numérique pour C.

Cette thése s’intéresse a ’établissement de résultats explicites dans la théorie des nombres
premiers. Il est dit que dans ce domaine, on travaille souvent a travers la preuve originale
d’un certain résultat tout en gardant les limites prudentes sur les termes d’erreur qui se
posent. Cependant, dans certains cas, la preuve originale est inefficace et il faut donc d’abord

proposer une nouvelle preuve efficace.
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Dans un sens pur, certains énoncés en théorie des nombres peuvent sembler plus complets
lorsqu’ils sont explicitement indiqués. Si ’on peut prouver, par exemple, que chaque entier
suffisamment grand est doté d’une propriété d’intérét, alors stirement la prochaine étape pour

renforcer un tel résultat, c’est supprimer la qualification d’étre suffisamment grand.

Un obstacle immeédiat a cela pourrait étre que la preuve elle-méme qu’elle est inefficace,
ou que la preuve est trop difficile a faire soigneusement. Le gott personnel est clairement
un facteur déterminant. Cependant, nous nous trouvons maintenant dans une ére ou de tels

résultats ne sont pas seulement plus faciles a obtenir, mais aussi plus précieux qu’auparavant.

Le domaine des méthodes explicites dans la théorie des nombres prend de I'élan dans le
sillage du calcul & haute vitesse et un intérét accru dans 'application des nombres premiers.
Pour étoffer cette revendication avec un exemple, il est connu que certaines propriétés des
nombres premiers nous permettent de construire des réseaux informatiques trés efficaces.
Cependant, si on sait seulement que ces propriétés tiennent pour des nombres premiers" suf-
fisamment grands", alors on ne peut que garantir une connectivité élevée dans les réseaux
avec un nombre "suffisant" d’ordinateurs. Il s’agit d’un obstacle a toute mesure d’assurance
pratique. Un résultat explicite, d’autre part, nous permettra d’indiquer exactement comment
détenir la propriété d’intérét, et cela nous permet a son tour de construire de bons réseaux

dans la pratique.

D’autres domaines des mathématiques, a certains moments, puiseront également sur les
propriétés des nombres entiers, et donc le développement de résultats explicites dans la théo-
rie des nombres trouve l'utilité dans la recherche de nature purement mathématique. Par
exemple, un théoricien de groupe recherche des encadrements explicites sur 'ordre maximum
d’un élément dans le groupe de symétrie de n lettre, il peut y parvenir par des moyens d’es-

timations explicites sur les nombres premiers.

Robin [38| et Dusart [19] ont obtenu des bornes totalement explicites pour pg et 6(pg),

nous aurons rassemblé celles dont nous avons besoin dans le lemme suivant.

Lemme 1.1
O(px) > klogk, Vk > 3, (1.1)

O(pr) > k(logk + logy k — a), Vk > 2, et a = 1.0769, (1.2)
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log, k — 2.1454

> — > .
O(pr) > k(logk + logy k — 1 + Tog k ), Vk >3, (1.3)
O(py) < k(log k + log, k — 0.9465), Vk > 14, (1.4)
1
pr < k(logk + logy k — 5), vk > 20, (1.5)
pr < klogpy, Vk > 4. (1.6)

On trouve aussi dans [10]| des résultats explicites concernant 7(z) et 6(z) :
Lemme 1.2 Pour x > xy, on a

T
|0 (2) — 2| < pp—7—, avec

log” x

k 1 2 3 3
ok 0.001 0.05 0.78 0.68
x| 908 994 923 | 122 568 683 | 158 822 621 | exp(27.4)

et

Lemme 1.3 Pour x > 2953652287, on a

7 (z) < L (1+ ! +—2'3§)4>.
log x logz  log”x

Pour x > 110118914, on a
x 1 2 7.57
m(x) < 1+ + + .

~ logx logz  log*z  log’z
et encore

Lemme 1.4 Pour tout réel x > 3596143, on a la borne inférieure suivante :

1 2 5.2
’ <1+ + + )gw(m).

log x logz  log’z log®x

1.3 Nouvelles estimations explicites liées au k-éme nombre
premier

Le lemme suivant donne directement une majoration de 6(py,1) en fonction de k£ au lieu

de k4 1. Notons que ¢ = 1 — log 2 est une constante absolue.
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Lemme 1.5 On a, pour k > 2 :

(1.7)

log, k
O(pr+1) <k (1ogk +log, k—c+ ng_ﬂ) _

log k
Démonstration. De 'inégalité (1.5), en prenant le logarithme et en utilisant le fait que

log(1 4 z) <  pour tout = > 0, nous obtenons facilement

logy k — 0.5

logpr <logk + log, k + ; (1.8)

log k
c’est valable méme pour k£ > 18. En particulier, en remplacant k£ par 2m — 1 et en utilisant

l'inégalité log(2m — 1) < log(m) + log(2), on obtient que pour tout m > 2 :

log, m +log2 — 0.5 n log 2

log pam—1 < logm + log, m + log 2 + 5
logm log®m

Puisque le membre droit est une fonction M (m) strictement croissante, la somme de tout les
log pam—1 jusqu’a k — 1 est bornée par f; M (t)dt, et on a

k—1

log, k
> logpom1 <k (logk‘+log2k‘ —c+ 0g2—+°’) + D(k),
m=1 log k
ou
3\ g 3 : log, 2 2
D(k) =1{2log2— - )li(k — —2log2)1i(2) —3log2 —2log,2 4+ 4 — 2—=— — )
" ( Og 2> ! )+(2 s ) 1(2) ~ 3log2 = 2log 24 =27 5~ 1og2

Finalement, puisque la fonction D(x) est négative pour x > 11, en appliquant le logarithme
a I'inégalité obtenue dans le lemme 1.6 suivant, nous obtenons le résultat pour k£ > 11. Une

vérification par ordinateur a été effectuée pour 2 < k < 11. |:|

Lemme 1.6 On a, pour k > 11 :

k—1

Niq1 < Hp?ifl'

i=1
Démonstration. Nous procédons par récurrence sur k. L’inégalité est vraie pour k£ = 11.
Comme k > 3 implique 2k — 1 > k + 2 et alors pgio < por_1, le lemme suit du fait que

k—1 k
Nit2 < Pry2 Hp2i—1 < Hin—l-
i=1 i=1
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Lemme 1.7 Pour tout k> 1, on a
5
Prr1 < 3Pk

et l'inégalité devient égalité pour k = 2.

Démonstration. Selon Dusart |?], I'intervalle [z, x + contient au moins un nombre

251022(@‘)]
premier pour tout z > 396738. Comme 396833 est premier, on a que, pour
P = 396833 = p33609

1 V& < 4001 - )
2510g2(p) TF 000" = 3P

Finalement, par ordinateur, la derniére inégalité est aussi vraie pour 2 < p;, < 396832. []

Pep < (1+

Lemme 1.8 Pour tout entier positif m, on a

m
2

k=1
Démonstration. Posons s := > " | k. Nous voulons montrer que [[;-, Nj est inférieur au

nombre primoriel d’indice s. Cela est équivalent &

iﬂpk) < 0(ps)-

D’aprés l'inégalité (1.2), on a

0(ps) = s(log s +logy s — a)

m+ 1
s | logm + log — +logom —a |,

qui implique pour m > 14 que

15
O(ps) > s (logm + log, m + log 5 a) ) (1.9)

D’un autre coté, d’aprés U'inégalité (1.4), il suit que pour m > 14 :

13

> 0(pr) < s(logm +logym — 0.9465) + > _ 6(py). (1.10)
k=1 k=1

Cependant, le terme gauche de la soustraction de l'inégalite (1.10) de I'inégalité (1.9) est
une fonction décroissante en m, qui est déja négative pour m > 14. En conséquence, notre
inégalite est vraie lorsque m > 14. On examine & la main les valeurs m < 13 pour terminer

la preuve. [
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Chapitre 2

Développement asymptotique pour la
somme des inverses de la fonction de

comptage des nombres primoriels

Résumé

Dans cette partie, on rappelle comment pour une certaine classe de fonctions arithmé-
tiques liées aux itérés du logarithme, le développement asymptotique pour la somme de leurs
inverses est calculé, ensuite on applique ce résultat sur la fonction de comptage des nombres

primoriels.
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2.1  Préliminaire

Soit 7 (z) la fonction qui compte le nombre de nombres premiers n’excédant pas z. En

1980, Jean-Marie De Koninck et Aleksandar Ivi¢ [17] montrent que

3 LI %logZ(x) + O (log(z)),

2<n<x & (n)

comme conséquence du théoréme des nombres premiers.

En 2000, utilisant la formule asymptotique forte

T i o 1
T ($) - 10g (ZL’) <; logk (1‘)_ +0 (—logm (:L‘))) ) (2.1)

L. Panaitopol [34] prouve que

w1 (0 i 0 (o))

onm > 1et {k:j}j est une suite d’entiers naturels, donnée par la relation de récurrence

suivante

kn+knq + 2k, o4+ (n—1)k =n-n!,

et en 'utilisant avec m = 2, il améliore le résultat de Koninck et Ivi¢ a

Z L llogQ(x) —log(z) — loglogz + O (1) .

o, (n) 2

Deux ans aprés, A. Ivi¢ |27] obtient encore

Z ﬁ = %logQ(aS) —log(x) — loglog(x) + C+

2y b +0 ( ! )
log(x) (m — 1) log™ (x) log™(x) )’
ou C est une constante absolue, estimée récemment par Berkane et Dusart [10] o ils conjec-

turent que C' =~ 6.7, grace au théoréme suivant

Théoréme 2.1 Pour tout réel x > 150721071, on a
6 1

< -

Vieghz — 2@21 7 (n)

avec Cp,, = 6.68400420 et C,,, = 6.78291066.

1 2
Clw+ ——1og2x—|—10g$+10g2$§ —'*'Cupa
9 log x
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En 2009, H. Belbachir et F. Bencherif |7] donne une formule asymptotique pour la somme

des inverses d’une large classe de fonctions arithmétiques ayant le développement suivant

- a I I et S 1 vec a
f(n)_log(n)<0+log(n)+ +logm_1(n)+0(—logm(n)))’aec 0 # 0,

ils obtiennent

1 b
Z / _ 50 log?(x) + by log(z) + by loglog(z) + Co

2<n<x (n)

b b 1
b o)
log(x) (m—1)log™ " (z) log™(z)
ol legngx ﬁ est une somme restreinte aux entiers n, pour lesquels f(n) # 0; et b; =

A (ag, a1, ...,a;) pour 0 < j <m+ 1, avec

Ag (to) = 1,
lo
Ay (to,t1) = —%7
0
t1 to tn
ot t tn1
An(to,tl,---,tn):(;g—ﬂ. 0 to t - taal|, (n>1)
0 .
0 -+ 0 ty

Soit s > 0 un entier naturel. On définit la fonction
Ss (l’) = Hlogz (:C) ’
i=0

Pour s = 2, on par exemple :

Lo (z) = xlog (z) loglog(x).

Soit f, une fonction arithmétique admettant, pour tout m > 1, le développement asymp-

totique suivante

_ £(n) “ a; 1 "
1) = g ) {Z logi (1) (o) } 7 22

Pour s = 0 et a; = i!, on retrouve (2.1), qui correspond a m (n).

En considérant le contexte ci-dessus, on a le résultat suivant :
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Théoréme 2.2 Pour tous entiers naturels m > 1 et s > 0, on a

Z f =3 logerl (x) 4+ 61 log, 1 (x) + d2log,, o(z) + Cs—

n<x

0. Om 1
B +1 _|_O(m—)’
log, () (m—1) 10gs+1 (z) log ()
ot 2;9 % est une somme restreinte auz entiers n, pour lesquels e (s) <n < x et fs(n) #
0, Cs est une constante absolue, {6;}, est une suite d’entiers, donnée par la relation de

récurrence suivante

aoén + alén_l + ...+ an(So = 0, CL()(S() = 1,

et e(s):=expexp...exp (0).
—_———

s fois

Pour a; = i! et s = 0, on retrouve le résultat de A. Ivi¢ [27].

2.2 Lemmes préparatoires

Soit {d;}, une suite de nombres réels, définie en développant I’expression de la fonction

rationnelle A . Pour y > 0 on considére

a3 ) (z )

i=0 =0

tel que agdg = 1, et les coefficients des termes 7 , 1 <4 < m s’annulent.

Alors, quand y — oo, on obtient

A=1+0 (y;l) (2.3)

Lemme 2.1 Les coefficients 0, sont donnés par la relation

a ... Qp—1 Qp
apg ... Qp—2 Qp—1
5 1
0
0 ao aq
0 Qo

23



Démonstration. Suivant la définition de A (y), on voit bien que le vecteur § = (dy, ..., d,),

représente une solution du systéme linéaire triangulaire suivant

( aoén + alén—l + -4 an50 = 0
aoén_l + -+ an—150 =0

a051 + CL160 =0
CLQ(SO = 1

\
Puisque a, est supposé non-nul, alors les d,, sont déduits d’aprés les méthodes de résolu-

tions des systémes de Cramer. ]

Lemme 2.2 Pour n suffisamment grand, on a
£ (n)
dolog,,1(n) + 61 +¢(n)’

fs(n) =
ot lim, ,,e(n)=0.
Démonstration. D’abord, écrivons (2.2) comme

_ n - a; £ (n)
qu_zg)(E}—ﬁ77>+0(—7m77>, (2.4)

log 1 (n log 'y

donc il suit d’aprés (2.3) que

o _ 140() ! +0(1 ) (2.5)
yj+1 5 y+zm+1 571 50y+2;n:-‘;1yf_11 ym+2 . .

1M

La substitution de y = log,,, (n) dans (2.5) et la relation (2.4), donnent

25 (n)
fs(n): 51 5 53 Om+1
0 OgS-H( ) +01+ log ( ) + log§+1(n) + + log?? | (n)
£
+0 (#) . (2.6)
logs—i-l (n)
Et ainsi, on déduit que

Ls(n

s (n) = ( )

o Toguma(n) + 01 +£ (1)’
avec € (n) =0 <m>, dont il suit que lim,,, € (n) = 0.
Le cas s = 0 et a; = ¢!, donne Papproximation donnée par L. Panaitopol [34],

log(n) —1—¢(n)

m(n) =
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2.3 Démonstration du Théoréme principal

Démonstration. En simplifiant la formule (2.6), on peut écrire pour tout m > 1

£s(n)

fs(n) = 5 5 5
mt1(1+em(n)) ’
dolog,1(n) + 01+ 5 ¥ g ot Mmoo
avec
Em () Ky ———.
10gs+1 (77,)
Alors, pour tout m > 1 et tout n > e (s), il vient
1 1 ( 52 (53 5m+1 (1 + Em (n))
= dolog, 1 (n) + 61 + + +- m ;
fs(n)  Lq(n) o log,1(n) ~ logZ,,(n) logd'1(n)
et par sommation, on obtient,
1 @ Om+1Em (1)
! m+1<m
=A+A+A3+ ) B+ — : (2.7)
27w 25t 2 S o)
avec
do log,. | (n)
A, = 2 ostl VY
1 Z g.(n)
e(s)<n<z
h= Y
2 23 (n) 9
e(s)<n<z
02
Ag —
6(8)<7’LS{L’ S (n> ]'Og8+1 (n>
et
57”+1
B, = - ,2<r<m

Evaluons ces sommes. Premiérement, notons que les fonctions

logerl (TL) et 1
£, (n) £, (n) log’;+1(n) 7

intervenant dans les sommes précédentes, sont toutes positives et décroissantes a partir d’'une

0<r<m,

certaine constante réelle calculable w > e (s).
Commencons avec A;. La formule de sommation d’Euler-MacLaurin, donne

logyyr (n) _ [* logyyy (¢) log,., (z)
Z £, (n) - /]—w-\ <. (t) dt + O (—Qs (l‘) ) .

[w]<n<z
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log, 4 ”)

Ainsi, il existe une constante oy, qui inclut la somme ZEJ } Loy telle que
A= Dlog, (1) + o 40 (%) |
En utilisant un argument similaire, on arrive aussi a
Ay = dylogyy (2) + a2 + 0 (231($)> 7
Az = dylogp (z) + a3 + O ( g, (z) 1igs+1(x)> ’
5, L
b= e+ (semeam)

Comme ¢, (n) est borné et les series

2 5w

n>e s

logerl ( ) ’

sont convergentes pour tout r > 2 (séries de Bertrand), avec des sommes notées S,,,, on déduit

m+15m ) ( 1 )
Z L ( logg(x)

2 B logl(n)

que

En rapportant ces expression dans (2.7), nous concluons que

Z f 1 gs—l—l ( ) + 51 logs—i-l (I) + 52 1Og5+2(l’)

+aitortaz+» B+ S
r=2

0 m 1
- +1 +0 (m—) .
log, 1 () (m — 1)10g5+1 (z) log;} 1 (%)
En posant Cs = a3 + ag + a3 + Yo, B + Sim, on trouve la formule mentionnée dans

le Théoréme principal. Cette derniére constante est indépendante de la valeur de m, car la

difference entre deux développements de Z ! - ( y est une quantité qui tend vers zéro, lorsque
<z

xr — —+00. - |:|

2.4 Application a la fonction de comptage des primoriels

Montrons d’abord que la fonction x K (z) posséde un développement asymptotique simi-

laire a 2.2.
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La résolution en k de I'inégalité

Pip2---Pr S T,
donne la fonction K (z) = K, ou
K =max{k e N* /pipy...pp <z},

et K est aussi défini par I’encadrement

V(px) <logz <9 (pry1),
avec ¥ (z) = Y logp, désigne la premiére fonction de Chebyshev.

p<z
En utilisant, le Théoréme des Nombres Premiers sous les formes

() =y +0. (yexp (= (ogy)*)) (> 0),
et
™ (y) =li(y) + O« (y exp (— (log y)%_a» (e>0),
obtient successivement, pour tout € positif
pr = logx + O, <10g T.exp (— (log, :c)%_a)) ,
et
K (z) =7 (pk) = li (log z) + O <log x.exp (— (log,y x)%_€)> :

En particulier, pour tout entier m positif ou nul :

o) = log (7) [ <= j! | 1
KO = fogy() (Z og @p ¢ <uog2 <x>]m“>> |

puisque il est connu que la fonction li(x) admet le développement asymptotique suivant :

x 1! m! 1
li(z) = 0! of—__
i() log x ( * log x L log™ z * (logm+1 af))

Donc, on voit que la fonction 2K (x) posséde un développement asymptotique similaire &

celui décrit en (2.2), avec s = 1 et a; = il. On déduit, alors que

1 1,
2@2@ K () =35 log®log(z) — logy(x) —logs(z) + Cr(x)+

log, () (m —1)1log™ ' log(x) log™ log(z) )’
avec

k)n+1'/{3n_1+2'/{3n_2++(n—1)'/€1:nn',]€1:1
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Chapitre 3

Bornes explicites pour la fonction qui

compte les nombres primoriels

Résumé

Dans cette partie, on produit quelques encadrements explicites de la fonction qui compte

les nombres primoriels.
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3.1 Encadrements sur des intervalles limités

Commencons par étudier la fonction qui compte les nombres primoriels sur des intervalles
limités, afin de les utilisées plus tard dans la vérification des résultats sur les petites valeurs
qui restent.

On a le théoréme suivant :

Théoréme 3.1 (i) - Pour tout 1 <z < exp(10'), on a 7 (logz) < K (z).
(i) - Pour 2310 <z < exp(10'9), 1%8% (1 + s ) < K (z).

log, 4logy x

(i) - Pour 210 <z < exp(10'?), onaloggj < K(x).

lo

Démonstration. Soit 0 < logz < 10 . D’aprés Biithe [13], les nombres premiers py
inférieurs a log x vérifient que

0(pr) < pr-

Dongc, pour tout 1 < z < exp(10') on obtient successivement que :

m(logz) = max{k € N*,p, <logz}
< max{k € N*,0(p;) <logz} = K(z).

Les deux derniéres bornes inférieures (i) et (ii) sont dérivées du premier résultat (i) conjugué

avec les bornes inférieures de 7(z), & savoir :

<
logx — m(x),

pour x > 17, et

“(1+ < n(x)
log x log x = TE

pour x > 599. Les résultats finaux sont obtenus aprés vérification, a 'ordinateur, des petites

valeurs. |:|
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3.2 Bornes supérieures

Maintenant, en utilisant une méthode classique, donnons quelques bornes supérieures
pour K (z). Nous utiliserons les bornes de 6(py,), essentiellement les formules (1.1) et (1.2),
tout en profitant du fait que K (x) est une fonction constante sur les intervalles [Ny, Nii1).

Heureusement, avec le lemme suivant, on retrouve les estimations données par Robin [3§]

des grandes valeurs de w(n).
Lemme 3.1 Pour tout nombre réel x > 1, on a

K(x) = Jmax w(n).

De plus, si K(z) = K, alors pour tous entiers n < x avec w(n) = K, on an > Ng.

En d’autres termes, Nk (,) est le plus petit entier inférieur & x et dont la décomposition en
nombre premier est la plus longue. Ainsi, la suite (K(n)),>; est la suite A111972, indiquée
dans OEIS [21].

Démonstration. Comme N, < n < x < Np,; signifie que w(n) < k et K(n) = k, on voit

que w(n) < K(n) sur tout intervalle [Ny, Nyy1), ce qui implique que

max w(n) = max w(n)=K.
1<n<z 1<n<Ng41

Soit q1qs - - - g un entier inférieur a x tel que ¢; < ¢o < ... < qx sont des nombres premiers.
Pour K =1 il est évident que ¢; > p;. D’autre part, en supposant que ¢; > p; pour ¢ < K, il
est nécessaire que qx > pg sinon qx < Qi _1. |:|

Pour démontrer notre premiére borne supérieure, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.2 Pour tout grand nombre réel A > 0, si k(A) est une racine de l’équation tlogt =

A, alors
A) = 1 1
K(4) = (14 o(D),
de plus, pour A > e :
4. (A)<(1+1) A
log A A= e’log A
Démonstration. Voir Olver |33, Theorem 5. 1, Ex. 5. 7|. [

Théoréme 3.2 On a, pour x > N3 :

K(x) < (1+é) log z

log,

et

1
K(z) < 1.3841-2287
log,

, pour x > 3.
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Démonstration. De I'inégalité (1.1), on déduit facilement que, pour x > Nyj3 :
K(z) <max{k € N*, klogk <logzx},

cependant, ce dernier ensemble n’est qu'une partie de 1’ensemble des racines de l'inégalité

tlogt <logx. Alors, d’aprés le Lemme 3.2, on obtient bien que

1. logx
K(x) < k(1 < (1+-
(@) < nlloga) < (14 7) 27

y Vo Z N13.

K(z)logy x

ogs €st décroissante sur chaque intervalle

Maintenant, comme la fonction Fy(z) =
[Ng, Nii1) une fois & > 3, alors, une vérification sur ordinateur doit se faire que sur les
primoriels N, ou 3 < k < 12.

Cette vérification montre que le maximum est atteint sur Ny et ¢’est aussi vraie pour tous

les nombres réels © < N3 avec Fy(Ng) < 1.3841, ce qui conclut la preuve. []

Théoréme 3.3 On a, pour x > 3, l'inégalité

log x 1.4575
< 1+
log, log,

K(z)

Démonstration. Pour = > 2, on considére la fonction

K (x)(logy )*

Fi(z) = log x

— log, .

La fonction Fj est décroissante sur chaque intervalle [Ny, Nyi1) tant que k > 5, puisque
— log, x est décroissante et la fonction
K(z)(log, x)?
log x
décroit des que x > 1619. Ainsi, F atteint son maximum en un entier Ny, ou ky > 5.

(2))?

Par contre, pour k£ > 6, en utilisant 'inégalité (1.2) et la décroissance de (logT valable

pour x > 8 avec le fait que log(1+x) < z et H% < 1, on obtient aprés un long développement

que
k(log 0 2
Fi(v) = MOBIPI o s, < G,
0(k)

ou ) ,

logy k —a 1 log, k —a 2a (logyk —a a
G(k) = )
(k) =a+ log k +log/€( log k +log/’i: log k +logk

La fonction G est décroissante et inférieure a 1.3832444 lorsque k > exp(exp(a+ 1)) ~ 2922.
Alors, Fy(Ny) < 1.3833 pour k > 2922.
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Finalement, pour 5 < k£ < 2921, on conclut par vérification par ordinateur sur les intervalles
[N, Ngi1) que, le maximum de Fi(x) est atteint en Ny; avec Fi(Ny7) < 1.4575 et notre
borne supérieure est également valable pour x < N5 comme voulu. []

Avec les techniques utilisées ci-dessus, 'inégalité dans le théoréme suivant nécessite une
estimation plus étendue de 6(py). Néanmoins, pour ce dernier tour, nous utiliserons une forte

relation entre m(z) et 6(x) fournie par Robin [38], & savoir :

m(x)logO(x) <14 1 N 2.89726
0(x) - logf(x)  log®f(x)

Vo > 2, (3.1)

Théoréme 3.4 On a, pour x > 3, l'inégalité

1 1 2.89726
K(z) < 2% (1 . >
log, log, log;

Démonstration. De maniére similaire, on examine Fy(Ny) qui correspond a la fonction

K (z)(log, x)°

Falx) = log x

— (logy ¥)* — log, ¥, when k > 10.
Comme 7(pg) = K(Ni) = k, la formule (3.1) guarantit que
Fy(Ny) < 2.89726, Yk > 10

Donc, nous devons seulement vérifier que notre inégalité est valide pour x < Ny.

Pour x > 863, soit M la fonction strictement croissante qui apparait sur le coté droit de
notre borne supérieure. Une vérification par ordinateur sur les intervalles [Ny, Nyi1), avec
5 < k <9, montre que M(x) est toujours supérieur & K (z), par une différence d’au moins
1.5. Les calculs montrent également que la borne supérieure est vraie pour x < Nj, ce qui

conclut la démonstration. |:|

3.3 Bornes supérieures sous I’hypothése de Riemann
Théoréme 3.5 Sous [’hypothéeme de Riemann, on a
K(z) <li(logz) 4+ 0.12y/log z, Yz > 42, (3.2)

ot li est la fonction logarithme intégral.
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Démonstration. D’aprés Robin [38], pour £ > 5, on a

O(pp) > 1i (k) — 0.124/ klog® k,

et comme li(z) est une fonction croissante, nous obtenons successivement

‘ 0(pr)+0.124/klog? k dx
k <1(0(pr)) +/
0(pr) logx
Vklog® k

log O(pr)

< 1i(B(px)) + 0.12

Maintenant, en appliquant I'inégalité (1.1), on aboutit &

k< 1(0(py)) + 0.12—W < 1i(0(py)) + 0.124/0(py), Vk > 5,
0 k

qui est équivalent a

K(N;) < li(log Ny,) + 0.12/log Ny, Vk > 5.

Simplement, le terme de membre de droit est une fonction croissante en k, qui donne que
K(z) <li(logz) + 0.12y/log z, Y > Nj.

Finalement, avec vérification par ordinateur, nous étendons le résultat pour x > 42. []

3.4 Bornes inférieures

Théoréme 3.6 On a, pour x > 2310

K(x)>1ogx <1+ ! )

~ log, x 4log,

De plus, pour x > 210

log x
> .
~ log, x

K(x)

Démonstration. Soit

_ logx

k() ) et fa(z) = k(logk +logy k — a).

 log, * 4log, x

logy z—c

. est décroissante pour x > 8, I'inégalité (1.7) implique que

Comme la fonction
O(prs1) < f(k) = k(log k 4 logy k — ¢+ 0.006389), pour z > 107
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Donc, pour z > 10°% la fonction K () est plus grand que le minimum de 1’ensemble des
entiers positifs solutions de I'inégalité f,(k) > logz, ou a = ¢ — 0.006389 < 0.30046382.

Maintenant, montrons que la fonction k(z) = lfgg;;(l + 4101g2x) n’est pas dans 'ensemble
(500

décrit ci-dessus. En effet, pour z > 1

0.25
log r(x) < log,x —loggx 47—, log, k(x) < logs z,
log,

log k(z) + log, k() < log, x + 025 <log,x + 025
g g2 > 1089 log, z = g2 log, o’
donc, nous obtenons
1 1 a

fa(k(z)) <logz(l

) < logz.

+ 1+ -
4log, v ( 4logix logyx

Supposons & présent que f(k) > logx. Alors x — oo implique k — oo, puisque f est
borné sur tout sous ensemble borné de ’ensemble de tous les entiers positifs. Par conséquent,
pour z > 10°% on a f(k) < f.(k) et, puisque f,(k) est croissante sur k, nous avons aussi
fa(k) < fo(k(x)) si k < k(x), tel que

f(k) < fa(k) < fa(k(2)) <logw,

qui signifie que, si x > 105% et, f(k) > logx, alors k > k(x) et donc K(x) > k(z).
Pour les valeurs de x < 10°%°, on utilise le Théoréme 3.1 puisque 10°% < exp10'°. La

derniére borne inférieure est en partie die au fait que

1
Lf > 1,
4log; x
lorsque & > 1.7 - 10% et encore au Théoréme 3.1-(iii). [
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Chapitre 4

Une version effective d’une inégalité de

Po6sa
Résumé

Dans cette partie, on examine explicitement 1'équivalence w(logz) ~ K(x), pour en dé-

duire ensuite une version effective d’une inégalité connue par I'inégalité de Posa.
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4.1 Inégalité de Po6sa

L’inégalité de Posa est énoncée dans le Théoréme suivant

Théoréme 4.1 (Poésa) Pour tout entier k > 1, il existe un entier ny > 1 tel que

P < pip2. . Pn
pour tout n > ny.

Ce résultat offre une comparaison entre le nombre primoriel Ny, et le plus petit nombre premier
Pr+1 qui ne figure pas dans sa décomposition. L’origine de ce résultat est la démonstration de
I'infinitude des nombres premiers de Euclide, et spécialement aux inégalités de Bonse [37].

En 1907, Bonse a prouvé deux inégalités intéressantes qui indiquent que :

HP@' > P721+1a Vn > 4,

i=1

et pour tout n > 5 :
n
3
sz’ > Pn1-
i=1

Ensuite, I'inégalité de Posa a lancée un grand nombre de travaux. En 2007, Betts [11] a

obtenu l'inégalité suivante

(p1pa - - Pr—1)
Phi1— Dk

En 1962, Mamangakis a montré que pour tout n > 11 ,

H Di > Pan
i=1

Pr+1 — Pk < Dk

et pour n > 46,
4an—9

I v > ri.
=1

En 1971, Reich [33] a montré que pour tout entier naturel k, il existe un entier naturel
N(k) tel que :

n
2
sz' > Pntk
=1

pour tout n > N (k).
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En 1988, Sandor [42| a montré que pour n > 3

n n—1
12 = [Ipi+p0+ 0o
i=1 i=1

et pour n > 24,

2 2
Hpi 2 Ppts t Pz
i=1

et pour n > 63

n
3 6
sz' 2 Pnis + Pz
i=1

En 2000, en utilisant les estimations de Rosser et de Schoenfeld [40], Panaitopol [34] a

montré que
H i >

pour tout n > 2, ot m(n) la fonction qui compte les nombres premiers. Il a aussi déduit les

nouvelles inégalités suivantes : pour r entier, r > 20, on a

r—(r)

Pry1 > 2rrt

et pour 1 <r < 20,

pr+1( ) < 2pr+1

pour les entiers r > 10,
,
sz > 2pr+1
i=1
Pour les entiers 0 < r < 10 avec r # 8

T
le < 2pr+1
i=1

En 2006, Hassani [25] a montré que

- (1- k) (n—m(n))
H Di > Dpta
=1

pour n > 101.

Ce qui montre qu'un grand nombre de chercheurs s’intéressent aux inégalités liées au

nombres primoriels et préfére encore plus que ces inégalités soient effectives.
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4.2 Comparaisons explicites entre la fonction de comp-

tage des premiers et celle des primoriels
Nous commencons par donner des formulations explicites de I’équivalence

K(z) ~ 7 (logz)

Lemme 4.1 Pour tout € > 0, il existe un nombre réel xy tel que

W (logx) < k(o)

1+e¢

pour tout x > xo. En particulier, Vx > 1 nous avons m (1.0(1)(3%) < K(z).

Démonstration. Premiérement, une forme du théoréme des nombres premiers affirme qu’il
existe une suite décéroissante vers zéro de nombres réels positifs (d,),>0 et une suite (u,)n>0
telles que |0(z) — x| < §,x pour tout x > w,. Ce qui implique que, pour tout € > 0 il existe
no(e) tel que |f(x) — x| < ex pour tout & > uy,.
Donc, pour un € donné
O(z) < (1+4¢e)x

et on a successivement :

K(z) = max{k € N*, N, <z} =max{k € N, 0(px) < logz}
> max {k € N*, pp > up,, (1+¢)pr <logz}
>max{k € N, (14 ¢)p, <logzx}.

Cependant, le maximum dans la derniére inégalité est juste
m(logz/(1+¢)).

En particulier, d’aprés Platt and Trudgian [35], nous avons 6(z) < 1.00000075z pour tout

x > 0. Alors, pour tout z > 8 et ensuite par ordinateur pour z > 1, on en déduit que

log x
K)>n(—28r )
() == (1.00000075)
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Lemme 4.2 Pour tout € > 0, il existe un nombre réel xy te que

Vo >z, K(2) §7T(1ng>.

1—¢

En particulier, pour x > xy on a

log =
<
K@) < (loga) ’

pour les valeurs dans table 4.1.

o | L71 221 |22]25
To | 3 | 3213503 | Ni1 | Nso

TABLE 4.1 — Quelques valeurs de xy.

Démonstration. De maniére similaire, pour tout € > 0 il existe ny(g) te que |0(z) — x| < ex

pour tout x > u,,. Donc, pour € donné on a
O(z)>(1—¢e)x
ce qui implique aisément que

K(z) <max{k € N*, pp > ty,, (1 —¢)pr <logaz}
<max{k e N, (1 —¢e)p, <logz}.

Cependant, le maximum dans la derniére inégalité est juste

m(logz/(1 —¢)).

Pour les bornes effectives supérieures , I'idée est de regarder les meilleures valeurs pratiques
de o > 1 et ko(a) tels que
Nko > aPko

car cela induit comme résultat que K(z) n’est pas supérieur a w(logz/loga) pour tout
x > Ni,.

En utilisant I'inégalité (1.3) combinée avec I'inégalité (1.8), le probléme se réduit a trouver
a > 1 et kg tels que

log, k
log k

2.1454 05 log «
log k log k

Yk > ko

(1ogk+log2k—l— )(1—10goz)21—|—
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A partir d’un certain ko(a), la fonction de droite est plus grande que celle de gauche tant
que 1 < a < e. Aprés vérification des petites valeurs, nous obtenons les résultats dans le
tableau 4.2.

a | 17121212225
ko | 2 |4 6 | 11 | 50

TABLE 4.2 — Quelques valeurs de k.

Les valeurs de zy données dans le tableau 4.1 sont les minimums possibles sauf pour
a = 2.2 et a = 2.5, o les calculs ont montré que K (x) est plus petit que 7(log z/log a) pour
l’:Nloet.Z’:N49. D

4.3 Une version effective de I'inégalité de Poésa

Par une méthode élémentaire, la derniére proposition de la section précédente permet

d’obtenir une version effective de I'inégalité prouvée par Posa [36].
Théoréme 4.2 Pour tout entier n > 1, il existe xo(n) > 1 tel que pour tout x > xo(n),
(Vk e N*, K(z) <k <7(¥/z)) = Np > piiq.
De plus, si k vérifie pyy1 > (%)" :
Vm >k, Ny > prg.

Démonstration. Pour n > 1 et
2n

To(n) = (log 1.7)%n

on peut montrer facilement que

log x
< n
log1.7 — Ve

est vraie tant que x > x¢(n). Donc, nous obtenons que N, > = > pj,, pour tout k qui
satisfait 1'inégalité
K(z) <k <n({/x), x> zo(n).
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De plus, si k remplit les inégalités précédentes avec prr1 > (5/3)", cela implique par
récurrence sur k que N, > py, ., pour tout m > k.

En effet, d’aprés le Lemme 1.7, on a

pZH—Q S (5/3)anL+l < (5/3)nNm S pm+1Nm = m+1

En pratique,en utilisant I'algorithme en Maple ci-dessous, les calculs des valeurs de k,

listées dans la Table 4.2, montrent que le premier choix xg(n) pour n < 30 est suffisant.

// Algorithml Computation of K(x).

restart; with(numtheory);
K :

proc (L) local s, k;
2; for k from 2 do
if s <= L then s := s*ithprime (k)

S

else return k-2 end

if end do end proc

// Algorithm2 Computation of kn.

posa := proc (n) local x0, x, k, R, m, s, i, t;
x0 := floor((n/1n(1.7))~(4*n)); R := (5/3)"n;
for x from x0 to x0+5 do

for k from K(x)+1 to pi(floor(x~(1/n)))-1 do

if R <= ithprime(k+1) then m := k end if end do

end do; for s to m do
if ithprime(s+1)~"n < product(ithprime(i), i =1 .. s) then t := s;
return t end if

end do end proc

[

Dans le tableau 4.3 suivant, nous donnons les valeurs de K (10™) et les termes de la suite

kn = min{k,p1 - pr > Dpyy }

pour n < 30.
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K10 | ky | n | KOO | ky | 0 | K(10™) | Ky
2 /11| 10 |16)21] 16 |29
412 11 [18]22| 17 |30
5013 12 |19)23] 17 |32
7
8

14 12 20 || 24 18 33
15 13 21 | 25 19 34
10 || 16 13 23 | 26 19 35
11 | 17 14 24 | 27 20 36
13 | 18 15 25 | 28 20 38
14 || 19 15 26 || 29 21 39
20 16 28 | 30 21 40

[NoTN BN o IN EN B e >N B2 O BTSN BN U RN B NGB B
O |00 |00 | ||| k| W | N

—
e
—_
)
—_
ot

TABLE 4.3 — quelques valeurs de K (10") et k, = min{k,py---pr > pji1}

nous pouvons aussi donner K (10%) = 26, K(10°°) = 31, K(10%) = 36, K(10'%) = 53,
K(10%) =92, K(103%) ::128,}((10”ﬁ) = 350 and,l((lO“ﬂ) = 2584.

Nous retrouvons ainsi les résultats d’Euclide : Nj, > py4q for £ > 1 et ceux de Bonse [37] :
Ny > piﬂ for k >4 et N, > piﬂ pour k > 5. La suite (k,),>1 est en fait la suite réportoriée
A056127 dans OEIS [21].
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Chapitre 5

Estimation des sommes sur les diviseurs

premiers

Résumé

Dans cette partie, on produit quelques encadrements explicites de la fonction qui compte

les nombres primoriels.
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5.1 Valeur du maximum de sommes sur les diviseurs pre-

miers

Les sommes sur les nombres premiers et leurs évaluations sont I'une des principaux sujets
de la théorie multiplicative des nombres . A travers un cas particulier, il s’agit dans cette

section de donner une idée permettant d’estimer la valeur maximale de la somme de type :

Li(q) =D (),

plg

pour une fonction f décroissante et positive sur (1,00), lorsque ¢ parcours tous les entiers ¢
ne dépassant pas x.

Ce type de somme apparait sans estimation dans plusieurs articles, comme dans les tra-
vaux de Gordon et Rogers [22] ou ils dérivent des formes raffinées des sommes de la fonction
nombre de diviseur; et dans les travaux de Lehmer [30] ou il a étudié une généralisation de
la constante d’Euler.

Notre idée peut se résumer comme suit. Comme f est une fonction décroissante et positive,
alors :

max £¢(q)

l<q<z

est atteint sur le plus petit entier ¢(x) inférieur & x et parmi ceux ayant la plus longue

décomposition en nombres premiers. Cependant, d’aprés le lemme 3.1, on peut clairement
spécifier que ce ¢(x) n’est rien d’autre que : Ng(y).

Finalement, pour un réel donné z > 1, si K(x) = K, on en déduit ce qui suit. Pour toute
fonction décroissante et positive f sur (1,00) on a

max £¢(q) = £7(Nk) = Z f(p)-

1<g<z
P<PK

En particulier, il existe une approximation de la valeur maximale de la somme :

olg) =Y -2k

p—1
plg

Pour une constante C', Hassani [26] a montré le résultat suivant

1
max £(q) <logyx + C et £(q) > iql pour q > 2.
q JE—

1<g<lzx

Nous proposons les améliorations suivantes :
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Théoréme 5.1 On a, pour x > Ny, l'inégalité

max £(q) < log K(z) + log, K(z).

1<g<lzx
Démonstration. Comme dans Hassani [26], nous commencons l'estimation du maximum

comme suit :

log p log p
max £(q) = ) 254 Y =

P<pPK p P<PK p(p N 1)
P<PK p>1 P>PK p(p - 1)

Cependant, Rosser and Shoenfeld [41] ont prouvé que :

log p 1 log p
vt >32, ) <1ot+E+—and§ —=r 4 E~—0.58.
o log ¢ “plp—1)

Alors, en rappelant que
pr < k(log k + log, k),
une fois que k& > 6, on déduit que K > 331 (px > 32 et log, K/log K < 0.3) ce qui conduit

apreés vérification a la main pour K > 7 que

logp log p log, K 1
<log K +log, K + + —0.58
Z p Z p(p—1) s & log K log p12

P<PK
<log K + log, K.
Donc, pour x > N7, nous obtenons
max £(q) <log K(x) + logy K (). (5.1)
<q<z

Enfin, une vérification par ordinateur montre que I'inégalité 5.1 n’est pas vraie pour les entiers

plus petits que N;. [
Corollaire 5.2 On a, pour x > 3, l’inéqgalité
1.4575
£(q) <1 .
1r<n?<xx (9) < logz @ + log,

Démonstration. En utilisant les bornes supérieures de théoréme 3.3, nous obtenons suc-

cessivement

1.4575

log,
log, x 4 1.4575

log,z  logsx

log K (z) < logy, z — logg x +

log, K(x) < logsx + log(1 —

)

1.4575
log K () + logy, K(x) < log, x + i

, x> 2219.
08y T
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En combinant cela avec I'inégalité (5.1), cela donne le résultat pour # > N7. Nous concluons

la preuve a ’aide d’une vérification par ordinateur sur les petites valeurs. [
Corollaire 5.3 On a, pour x > 43, l’inégalité

max £(q) < log, x + log(1.3841).

1<g<zx

Démonstration. Avec le méme procédé utilisé dans la preuve précédente , mais en utilisant

la deuxiéme borne supérieure du théoréme 6.1, nous obtenons, pour x > 3
log K (x) < logy x — logg x + log(1.3841).
Et comme K (z) < logz par définition, nous obtenons que
log, K(x) < logs x.

Dong, en utilisant (5.1) on a le résultat pour > Ny ; ensuite par vérification par ordinateur
on obtient le résultat pour x > 43. []

0 5.0 107 1. 10f 135 %107 2= 108

FIGURE 5.1 — Graphe des points (g, £(¢)) pour 1 < ¢ < 2-10°. La majoration du Théoréme 5.1

(resp., Corollaire 5.3) est montré en rouge(resp., en bleu).
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5.2 Valeur du minimum de sommes sur les diviseurs pre-

miers

Soit I(z) = %82 _ Concernant

min £(q),

nous obtenons l'inégalité optimale suivante :

Ve > 2, min £(q) > l(x).

1<g<z
En effet, comme la valeur minimale de £(q) est atteinte sur le plus grand nombre de nombres
premiers inférieur a x, on peut déduire que, si w(x) = r, alors

min £(q) = l(p,) > l(z),

1<g<lz

puisque [ est une fonction décroissante. D’aprés la démonstration de lemme 1.7, cette mi-
noration est la meilleure qu’on peut avoir, puisque pour x déja non suffisamment grand

(> 396833) on a

- o b P 4000
z <Dy — > —
Pt T 4001

qui implique que 4000
< 1 —
l(z) < Bin. £(q) < l(4001$).

De maniére analogue, on peut aussi déduire que :

4000

f(x) < lgzigm £s(q) < f(mx

),

pour toute fonction f décroissante et positive sur (1, 00).
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Chapitre 6

Autour du critére de Robin pour

I’hypothése de Riemann

Résumé

Le critére de Robin montre que I’hypothése de Riemann est équivalente a
a(n
Vn > 5041, —> < e’logyn
n
ou o(n) est la fonction somme des diviseurs de n, 7 représente la constante de Euler-

Mascheroni. Dans cette partie, nous obtenons I'estimation explicite suivante :

o(n) 0.3741
n logsn

L’idée employée nous conduira & une possible nouvelle reformulation de ’hypothése de Rie-

mann en termes de fonctions arithmétiques.
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6.1 Nombre colossalement abondant

En mathématiques, un nombre colossalement abondant est un entier naturel qui, en un
sens mathématique précis, posséde un grand nombre de diviseurs. Plus formellement, un
nombre n est dit colossalement abondant s’il existe un nombre € > 0 tel que :

o(n) - o(k)

nite = fl+e’ vk > 1.

La suite des nombres colossalement abondants croit trés rapidement. Les huit premiers sont
2,6,12,60, 120, 360, 2520, 5040. Les nombres colossalement abondants ont d’abord été étudiés
par Ramanujan. Ses travaux étaient destinés & étre inclus dans son article de 1915 traitant
des nombres hautement composés. Malheureusement, 1’éditeur du journal auquel Ramanujan
avait soumis son travail, la revue de la London Mathematical Society, était en difficulté
financiére a cette époque, et Ramanujan accepta de laisser de coté une partie de son travail,
dans I'idée de diminuer le cotit d’impression. Ses recherches étaient en grande partie soumises
a la véracité de I’hypothése de Riemann, et 'acceptation de cette derniére comme vraie lui
permit de trouver un encadrement de la taille des nombres colossalement abondants, et de
prouver que ce qui est de nos jours appelé l'inégalité de Robin (voir ci-dessous) est vrai
pour tout n suffisamment grand. Cette catégorie de nombres fut réexplorée en 1944, dans
une forme plus forte, par Leonidas Alaoglu et Paul Erdos, qui tentérent d’approfondir et de

généraliser les résultats de Ramanujan.

6.2 Introduction et exposé des résultats

L’hypothése de Riemann (RH) affirme que les zéros non triviaux de la fonction zeta

Cs)= n~*

n>1
sont situés sur la ligne critique R(s) = 3.

Plusieurs formulations équivalentes de RH sont apparues, mais celle qui nous intéresse ici
est celle qui est en termes de fonctions arithmétiques, nous citons ici les premiers papiers de
Gronwall [23], Nicolas |32| et Robin [39], suivis par, par exemple, Akbary |[1|, Caveney et
coll. [14] et Lagarias [29].

Dans les années 1980, Guy Robin, étudiant de thése de Jean-Louis Nicolas, a montré dans

son article [39] que 'RH est équivalente a

Vn > 5041, o(n) < e'nlog,n, (6.1)

49



avec o(n) la fonction somme de diviseurs, =y la constante de Euler-Mascheroni. Une assertion
basée sur 1'ordre maximal connu (voir [24, Chap.18]), pour n suffisamment grand :
a(n)

- = (1+0(1))e” logy n. (6.2)

Dans ce chapitre, nous avons l'intention de nous joindre aux auteurs qui ont tenté de dé-
terminer de prés le terme o dans la formule de Robin ( 6.2). La meilleure majoration de la
fonction normalisée de la somme des diviseurs est également donnée par Robin [39], qui a

prouvé, sans condition, que

Vn >3, —= <e’logyn +

Nous proposons I'amélioration suivante :

Théoréme 6.1 Pour tout entier n > 3, on a

0.3741
oln) <e'logyn + —5—.
n logs n

Cela améliore considérablement la borne supérieure de Robin. En paralléle, nous étudions
une autre forme de majoration que celle exposée dans le théoréme ci-dessus, puisque nous

exprimons le tout en termes de K(z), la fonction de comptage des nombres primoriels qui,

log ©

; . Nous concluons a
0go T

on rappel que, est approximativement

Théoréme 6.2 Si K(n) est le nombre de primoriels inférieurs a n, alors

log, K(n) 1 >
log K(n)  20log3 K(n)

a(n)

Vn > 30, —= <¢’ (log K(n) +log, K(n) +
n

Cela nous améne a examiner la conjecture suivante :

Conjecture 6.1 L’hypothése de Riemann est équivalente a
Vn > 205, # <e’ (log K(n) +logy, K(n) + %) :

Voir la section 6.6 pour plus d’informations sur cette conjecture. L’ingrédient principal de ces
résultats est la version récente de la borne supérieure du produit sur les nombres premiers
P

pﬁzp -1
grace au récent papier de Dusart [20], conséquence des nouvelles estimations des fonctions
sommatoires de Chebyshev également exposées dans [20]. Bien qu’il y ait quelques mises
a jour, ces améliorations ont une influence négligeable sur les résultats finaux. Enfin, nous
indiquons que avec cette technique, 'obtention de meilleures approximations est étroitement

liée aux progrés sur 'extension de la région connue zéro-libre de la fonction zéta de Riemann.
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6.3 Lemmes préliminaires

On aura besoin dans ce chapitre d’énoncer quelques faibles encadrements de K(z). On

utilisera seulement des méthodes trés élémentaires.
Lemme 6.1 On a, lorsque x > 8, les inégalités suivantes :
log, z < K (x) < logz.

Démonstration. D’aprés la définition de la fonction de comptage K (z)( voir chapitre 2),

en prenant le logarithme, on peut aussi écrire ce qui suit :
K(z) =max{k € N*, 0(px) <logz}, (6.3)
Ainsi, en rappelant I'inégalité
0(pr) > k
donnée dans Robin [38], valide une fois k£ > 3, on en déduit facilement que
K(z) <max{k € N*, k <logz} <logx, Yz > Nj.

Ce qui est également valable pour 8 < x < Nj. Pour la seconde, une courte démonstration
par récurrence sur k est nécessaire. Pour tout £ > 1, on a

N, < 661671
En effet, le cas k = 1 est évident, et le fait que

Vk > 1, prr1 < Ny

(conformément & la démonstration de U'infinitude des nombres premiers de Euclide) implique

que
—1 k

Nip1 = Nippg < e N < e < = e,
Donc, en prenant le logarithme, on obtient que pour tout x > e :
1Og2 T < 1Og2 NK+1 < K(.’L‘)

Nous concluons la preuve en utilisant des vérifications a ’ordinateur pour les petites valeurs.
Par rapport a 7 (z) la fonction de comptage des nombres premiers, on peut aussi mentionner
que

logyz < K (z) <logz < m(x).

Le résultat suivant est un peu faible a celui énoncé dans le Lemme 3.6
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Lemme 6.2 Soit 6 = 1.000081. On a, lorsque x > 210 :

log

1
K > = .
(v) 2 0 log, x

Démonstration. En rappelant les estimations suivantes données dans [40] :

x
0 dx, Vr > 1 and >
(x) < dx, Yz >1 and w(z) > gz

, Vo > 17,

on obtient successivement, que pour tout réel x > 6175, que

logx) - 1 log:c‘

K(z) > max {k € N*, dp, <logx} :71'( 5

Enfin, une vérification a la machine permet de traiter les cas 210 < z < ™. []

Pour f une fonction décroissante et supérieure a 1 sur (1,00), nous considérons la suite
suivante :
e(n) = [T f)
p/n

Vn > 1 On a, ainsi, le lemme suivant :

Lemme 6.3 Pour chaque réel x > 2, l’égalité suivante :

max ¢(n) =[] /()

1<n<z
PSPy ()

tient.

Démonstration. Pour déterminer le maximum de £(n) , lorsque n parcourt tous les entiers
inférieurs ou égales & x, nous utiliserons d’abord le fait que f est supérieur a 1 puisque
cela place le maximum a la classe des entiers dont le nombre de diviseurs est le plus grand.
Ensuite, comme f est aussi strictement décroissante, alors, le maximum doit avoir les plus
petits nombres premiers dans sa décomposition. Cependant, d’aprés les lemmes précédents,
on peut préciser clairement que, ce n’est vrai que pour Nk(,) ,c’est a dire

max £(n) = £(Nk())

1<n<z

Enfin, comme p| Ny est équivalent a p < pj ,le lemme s’ensuit. []

Remarque 6.3 Lorsque f est strictement croissante, le mazimum de £(n) est atteint en un

entier q1Qs...Qx, 0U au moins un des q; est un nombre premier supérieur a p;.
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Maintenant, grace a une preuve plus simple, on donne un résultat concernant 1’ordre de

la fonction Euler (voir [24, Chap.18]), sachant que, le terme £(n) pour la fonction f(z) = ==

r—1

est seulement
n

p(n)
ou p(n) désigne la fonction d’Euler. Et correspond a

U, (n)

n

lorsque f(z) =1+ 1/x+...+1/271 ¢t > 2, avec Uy(n) est la fonction Dedekind généralisée.

Lemme 6.4 On a

n
limsup ——— = 1.
n—>+<>op 6790(”) log, n

Démonstration. D’aprés I’étude donnée dans le chapitre 5 concernant le calcul du maximum
de sommes sur les nombres premiers, et de la définition de K (n), on déduit que :

£n) _ LWVkw)
logon = logy Nk (n)

Notre limite devient donc la suivante :

lim sup £(n) = i £(N)

notoo €1M10gy M k=40 €YNj log, N
En particulier, lorsque f(z) = —*, on obtient selon le théoréme de Mertens que
_ P v
2(Nk> = H pTl (& logpk,
P<pk

comme k — 4o00. Ainsi, le lemme suit en rappelant que :

logy Ny, = log(0(px)) ~ log pi.,

et en utilisant le théoréme des nombres premiers. []
Comme toute preuve qui donne des résultats explicites appelle & un moment ou a un
autre une vérification numérique de la propriété obtenue sur le nombre fini de cas qui restent.
Dans notre cas, nous devons calculer les valeurs de
o(n)
e'nlogyn
pour n assez grand. Nous utiliserons le résultat de Briggs [12], ou il a vérifié I'inégalité de

Robin jusqu’a 101",
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Lemme 6.5 (Briggs) Le critére de Robin tient, pour 5040 < n < 100",

Nous terminons cette section en mentionnant les limites explicites suivantes de 0(x) et du

produit

dont on sait, voir Rosser [40], que :

I10 - %)—1 ~ ¢Mlogx (1 +0 (10;%))

p<zw
Lemme 6.6 (Dusart)
0.01 .
O(x) >x|1——5— |, aussitdt que v > 7232121212. (6.4)
log” x
1\ 0.2
H 1—- <elogr |14+ —5— |, lorsque x > 2278382. (6.5)
<a P log” x
log, k — 2.050735
O(pr) > k (logk: +logy b — 1+ 082 onk ) , lorsque py > 10 (6.6)
0g
log, k — 1.95
o <k <logk: tlogyk — 1+ OgQI—k> , lorsque k > 178974. (6.7)
0g

6.4 Démonstration du Théoréme 6.1

Pour commencer, pour n vérifiant K := K(n) > K; = 164607 on a pyx > 2228382. Cela

implique d’aprés les lemmes [6.3, 6.6] que

0.2
LS H Lgevlogp[{ (1—|— 3 ) (6.8)
pln) = 2 p—1 log” pxe
D’autre part, selon I'inégalité (6.4), une fois K > K, = 7232121212, il s’ensuit que
0.01
log, N = log 0(px) > log pg — —=—- (6.9)
log” pre
Maintenant, avec un peu de soin, on peut écrire pour K > K5 ce qui suit
. 0.2¢7
e’ log pk (1 +— ) = logpk + —
log” px log” pk
0.01 0.240.01)e”
:@'Ylong (]__T) w
log™ pk log™ pk
0.01 0.3741
= e’ logpk (1— 3 ) —
log”pr ) log”pk
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0.3741 3741

Par conséquent, compte tenu du fait que la fonction €7t + === est croissante lorsque t > 1,

on déduit facilement de l'inégalité (6.9) que

N (long B 0.2()1 ) ().32741 < ¢ log, Ny + ().32741 |
log” px log” pr logy Nk
et alors
—— < ¢’ log, Nk + ﬂ VK > K.
@(n) log; N
Par ordinateur, la derniére inégalité est également valable lorsque 2 < K < K,. Par consé-

0. 3741

quent, en invoquant & nouveau la croissance de la fonction et + , on obtient pour n > N,

puis pour n > 3, que

n 0.3741
—— <e'logyn + —5—
p(n) logan
Enfin, comme l'inégalité @ < ﬁ est vraie (voir [39, page 193]) pour n > 1, le théoréme
suit.
La conséquence directe suivante rejoint les bornes supérieures de ==~ ) de 1a forme

(1+€)e?logyn

données dans [2] pour différentes valeurs de e. La valeur ¢ = 0.0000123 obtenu ci-dessous,
une fois n > 5041, reste stable jusqu’a la meilleure valeur e = 0.005558981 . .. obtenu dans [2],
dés que n > 2521.

Corollaire 6.4 Pour tout entier n > 5041, on a

o(r) < (1.0000123)e” log, n.
n

Démonstration. L’idée est de prendre le terme %24; depuis le théoréme 6.1, le diviser par
2
€7 log, n, ensuite calculer I'image de 100" Le reste est garanti par le Lemme 6.5. []

6.5 Démonstration du Théoréme 6.2

Via l'inégalité (6.5) on en déduit que pour chaque k > K; = 164607 :

p 0.2
= — <7 1+ .
©(Nr,) H 1= ngk( 1 )

pﬁpkp_ og P
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Cependant ; voir [38], on a
kloghk < pip < k(logk + log, k),

une fois £ > 6. Ainsi, nous obtenons les inégalités suivantes :

1
21og, k < logpy < logk + logy k + %2:,\11{ > 6,
(0]

ce qui implique successivement pour k > K :

N 0.2
< <10gpk + )

P(NVe) log” pi
log, k 0.2
logk  4logik /)’

<er <logl<: + log, k +

Ensuite, il vient par ordinateur que la derniére borne supérieure est également valable pour

k > 10. Par conséquent, on obtient pour tout n > N, selon le Lemme 6.3, que

n log, K (n) 0.2
—— < ¢€” | log K(n)+ logy, K(n) + + . 6.10
oy < (om0 1oy K0 + R+ R (610
Maintenant, revenons au rapport @ D’aprés [39], cette quantité prend des valeurs

maximales sur ce qu’on appelle les nombres colossalements abondants(CA), et si I'inégalité
de Robin est vraie sur deux nombres CA consécutifs C'A; et C'A;,, alors ¢’est aussi vrai pour
tout entier n € [C'A;, C'A;441]. On dit que n est colossalement abondant si il existe un e pour

lequel on a :

Ainsi, pour compléter notre démonstration, il suffit de vérifier I'inégalité (6.10) pour @

seulement sur les nombres colossalements abondants inférieurs a Ny, & savoir : 2, 6, 12, 60,
120, 360, 2520, 5040, 55440, 720720, 1441440, 4324320, 21621600, 367567200 and 6983776800.

6.6 Eventuelle reformulation de RH
Ensuite, cela nous améne a discuter d’'une possible reformulation de 'RH en termes de
fonctions arithmétiques. Tout d’abord, nous observons la proposition suivante

Proposition 6.1 On a, lorsque 205 < n < C'Aqg0, l'inégalité suivante :

log, K(”))
log K(n) )’

? < e <log K(n) +logy K(n) +

ou CA160 > 10326,
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Démonstration. Il suffit de vérifier la liste des termes de la suite enregistrée comme A004490
des nombres colossalements abondants dans OEIS [21]. Ceci, étend I'inégalité a tous les entiers
entre 205 et C'Aqgp. D

Le tableau suivant montre une partie des calculs, ot €?A(n) est la borne supérieure de la

proposition 6.1.

n on)/n | K(n) | e'A(n) —o(n)/n
CAis0 = N121 N11 NsN3 N3N} | 11.570817 | 127 0.44727552
CAis1 = N1 N11 NsN3 N3N} | 11.588010 | 128 0.44658941
CAis2 = N1og3N11 NsN3 N3N} | 11.605127 | 129 0.44584657
CAis3 = N1gaN11 NsN3 NI N} | 11.622118 | 130 0.44509823
CAis4 = N1og5sN11 NsN3 N3N | 11.638937 | 131 0.44439327
CAis5 = NiogN11 NsN3 NS N} | 11.655541 | 132 0.44377752
CAys6 = N1o7N1i NsNs N3N} | 11.671980 | 133 0.44320089
CAis7 = NiogN11 Ns N3 NI N | 11.688214 | 134 0.44270719
CAiss = NiggN11 NsN3 N3N} | 11.704291 | 135 0.44224879
CAis9 = NisoN11 Ns N3 N3N} | 11.720259 | 136 0.44178089
CA160 = N131 N11 N5 N3 N3N} | 11.736118 | 137 0.44130365

Compte tenu de ces expériences numériques, la question naturelle est la suivante :

Question 6.5 est-il vrai que

o) _ (1og K (n) + log, K (n) +

log, K(n)) 7

log K'(n)
pour tout n > 205 ¢

Une réponse a cette question est liée & ’'RH par la proposition suivante :

Proposition 6.2 Si ’hypothése de Riemann tient, nous avons pour chaque entier n > 205 :

log, K(n))
log K(n) )

# < el (log K(n) +logy K(n) +

Démonstration. Ceci est déduit du critére de Robin et essentiellement au fait que
A(n) > logyn
, pour tout n > 10322, En effet, on obtient du Lemme 6.2 que :
log K (x) > logy x — logg x — log §, Va > 3, (6.11)
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_loggx + log &

logy, K(x) > logy x + log (1 ) , Vo > 3, (6.12)

log, ©
et depuis le Lemme 6.1 ce qui suit
log, K (x) S log,
log K(z) ~ logga’

Vo > 15. (6.13)

Ainsi, les inégalités (6.11), (6.12) et (6.13) nous donnent pour x > 15 :

1 1 log o
A(x) > logy x + 084 | log (1 — M) — log 6.
log, x log,

En posant log, x = t, ’'étude de la fonction suivante :

log, = _ loggx +logd

+ log(1 ) —logd

logs x log,
devient moins compliqué, et révéle que cette fonction est croissante et positif dés que = >
10322, cela implique que

A(z) > logy x, Yo > 10722,
Enfin, si 'hypothése de Riemann tient, nous avons d’abord du critére de Robin que

o(n
M) _ o a(m)
n

pour tout n > 10322 et grace aux calculs de la proposition 6.1 pour les valeurs restantes. []

A ce niveau, une partie de la conjecture 6.1 est prouvée et la question persistante est :

Question 6.6 FEst-il vrai que st RH est fausse, ['inégalité

@ < e <log K(n) + logy, K(n) +

log, K(n))
log K (n)

n’est pas vérifiée par une infinité d’entier n > N3 ¢
Une motivation heuristique se déroule comme suit :

K(n) ~logn/log,n 1 /1:> log K (n) ~ log, n — logs n ~ log, n
ogn/logy, n-»1
= log K(n) + logy, K(n) ~ logyn
= A(n) =~ log, n.

Par conséquent, selon le critére de Robin, puisque @ > ¢e7log, n infiniment souvent si

I'hypothése de Riemann est fausse, comme A(n) ~ log,n il peut exister un nombre infini
d’entier n tel que
o(n
o(n) > e A(n).
n
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Conclusions et perspectives

La fonction qui compte les nombres primoriels n’est pas connue en littérature, mais en
examinons quelques sujets d’actualités concernant les grandes valeurs de quelques fonctions
arithmétiques multiplicatives, 'encadrement explicite de fonctions sommatoires, et encore
I’évaluation de sommes et produit sur les nombres premiers, on s’apercoit a chaque fois I'in-
tervention implicite de cette fonction comme une clé indispensable dans les résultats finaux.
Pour cela, ce travail vient pour mettre en lumiére cette fonction, a travers une étude asymp-
totique et explicite de ses valeurs. Plus encore, mettre cette fonction en pratique, via un
certain nombre d’applications.

Dans un premier lieu, nous avons produit un certain nombre de nouvelles estimations
liées au k-éme nombre premier et au k-éme nombre primoriel.

Dans la deuxiéme partie, on a proposé une étude asymptotique de cette fonction et de la
somme de ses inverses.

Dans la troisiéme partie, on a proposé des encadrements trés explicites de cette fonction,
sans conditions ou sous 'hypothése de Riemann.

Dans les parties (4), (5) et (6), on a donné les premiéres applications qu’on a pu constater.

Enfin, Nous présentons ici quelques idées qui pourront faire suite aux résultats obtenus
dans ce travail :

— Etudier explicitement d’autres formes d’inégalités impliquant les nombres primoriels.

— Evaluer la constante absolue qui intervient dans la somme des inverses des fonctions

qui possédent un développement asymptotique similaire a la fonction de comptage des
nombres primoriels.

— Montrer la conjecture qu’on a proposé dans la sixiéme partie.
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