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M. A. BENAISSA Professeur à l’U.DJ.L. de Sidi Bel Abbès Examinateur
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Résumé

Dans cette thèse, nous nous sommes intéréssés à un problème viscoélastique avec des

conditions aux limites de type Ventcel. Nous avons démontré tout d’abord l’existence,

l’unicité et la régularité des solutions mild et forte locales, et ensuite l’existence, l’unicité et

la régularité des solutions globales.

Nous avons prouvé ensuite la décroissance exponentielle de l’énergie E(t) associée aux solu-

tions du problème. Les noyaux utilisés sont fortement définis positifs. Nous avons démontré

que les termes mémoires interne et frontière sont assez forts via le processus de transmission

(u|Γ = v) pour stabiliser tout le système. Finalement, nous avons prouvé que la fonction

e2αtE(t) appartient à l’espace L1(0,∞).

Mots clés: Équation des ondes-Viscoélastique-Conditions aux limites dynamiques-Existence

globale-Stabilité asymptotique- Noyaux fortement définis positifs.
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4.4.2 Existence et unicité locale de la solution forte . . . . . . . . . . . . . 36

4.5 Energie modifiée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.6 Estimations a priori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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6.4 Preuve du Théorème 6.1.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

6.4.1 Applications des trois multiplicateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
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Chapitre 1

Introduction générale

La Théorie du Contrôle des Équations aux Dérivées Partielles intervient dans différents

contextes et de plusieurs manières. Les problèmes de contrôlabilité, d’observabilité et de

stabilité des équations aux Dérivés Partielles ont fait l’objet, récemment, de nombreux

travaux. Dans cette thèse nous nous sommes intéressés à l’étude de la stabilisation d’un

problème viscoélastique semilinéaire avec des conditions aux limites dynamiques et des noy-

aux fortement définis positifs.

Le problème de contrôlabilité peut se formuler simplement de la manière suivante :

on considère un système d’évolution décrit par les équations aux dérivées partielles et un

intervalle de temps [0, T ]. Peut-on amener les solutions d’un état initial (au temps t = 0) à

un état finale (au temps t = T ) en agissant par un contrôle approprié appliqué sur le bord

ou dans une partie du domaine dans laquelle l’équation évolue?

Il y a eu d’importantes recherches sur le sujet durant ces dernières années. Voir par

exemple J.-L. Lions [57, 58], Lasiecka et Triggiani [46], Fattorini [33], Russell [74] et Zuazua

[81, 82]....

Dans un cadre fonctionnel approprié, le problème de contrôlabilité est équivalent à celui

d’observabilité, qui consiste à analyser si l’énergie totale des solutions peut être évaluée au

moyen de mesures partielles sur un sous-ensemble du domaine ou du bord. Pour obtenir des

estimées d’observabilité, il existe diverses méthodes, comme la technique des multiplicateurs

[43, 57], l’analyse micro locale [5, 9], les inégalités de Carleman [14, 34, 36, 51] ou encore
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1. Introduction générale

les critères fréquentiels [10, 65], les critères spectraux [59, 72] ou les inégalités d’Ingham

[38, 40, 44].

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations, elle consiste donc à garantir la

décroissance de l’énergie des solutions vers 0 de façon plus ou moins rapide par un mécanisme

de dissipation. Plus précisément, le problème de stabilisation auquel nous nous intéressons

revient à déterminer le comportement asymptotique de l’énergie que nous notons par E(t),

à étudier sa limite afin de déterminer si cette dernière est nulle ou pas, et, si cette limite est

nulle, à donner une estimation de la vitesse de décroissance de l’énergie vers zéro.

On peut noter des différences entre les problèmes de contrôlabilité et ceux de stabilisa-

tion. D’une part, dans les premier cas le temps varie dans un intervalle fini [0, T ], alors que

pour les problèmes de stabilisation le temps t tend vers l’infini.

Malgré cela, les liens entre les problèmes de stabilisation et de contrôlabilité sont étroits et

l’on démontre certaines implications entre ces deux problèmes (voir par exemple [58, 67, 74]).

Cependant, la stabilisation ne peut pas toujours être obtenue comme conséquence de la

contrôlabilité, et c’est pour cette raison que son étude est souvent faite indépendamment et

directement.

Il existe plusieurs types de stabilisation. Le premier type consiste à analyser simplement

la décroissance de l’énergie des solutions vers zéro, i.e. :

E (t)→ 0, lorsque t→ +∞.

C’est ce que l’on appelle la stabilisation forte.

Pour le second, on s’intéresse à la décroissance de l’énergie la plus rapide, c’est-à-dire

lorsque celle-ci tend vers 0 de manière exponentielle, i.e. :

E (t) ≤ Ce−δt, ∀t > 0,

où C et δ sont des constantes positives avec C qui dépend des données initiales.

Quant au troisième, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la décroissance

de l’énergie n’est pas exponentielle, mais du type polynomial ou logarithmique par exemple:

E (t) ≤ C

tα
, ∀t > 0,

ou bien

E (t) ≤ C ′

log(1 + t)k
, ∀t > 0,

2



1.1. Notes historiques

où C, C ′, α et k sont des constantes positives avec C et C ′ qui dépend des données initiales.

1.1 Notes historiques

Nous allons rappeler d’une manière brève quelques phases qu’a connue la notion de stabili-

sation sans vraiment rentrer dans les détails.

1.1.1 Les travaux de C. S. Morawetz

En 1959, en analysant l’expression explicite de la solution obtenue par séparation des vari-

ables de l’équation d’ondes dans un domaine non borné de R3, C. Wilcox [79] a réussi

à montrer que l’énergie locale décroit de manière exponentielle quand le temps tend vers

l’infini. Avec des hypothèses plus générales que celle de C. Wilcox, en 1961 C. S. Morawetz

[66] a montré que l’énergie locale décroit comme l’inverse du temps. En combinant leurs

méthodes, P. D. Lax, C. S. Morawetz et R. S. Phillips [50] ont prouvé en 1963, que l’énergie

locale associée à la solution de l’équation d’ondes dans un domaine de R3, extérieur à un

domaine étoilé décroit de manière exponentielle quand le temps tend vers l’infini.

1.1.2 Les travaux de G. Chen et J. Lagnese

En se basant sur les travaux C. S. Morawetz [66] sur l’équation des ondes dans un domaine

extérieur, D. L. Russell [73] a conjecturé, en 1974 un phénomène analogue pour l’équation

des ondes dans un domaine borné. Le premier résultat positif concernant la conjecture de

Russell, a été obtenu en 1979 par G. Chen [24]. Ensuite, en adaptant la technique des

multiplicateurs utilisée par C. S. Morawetz, W. A. Strauss et J. U. R. Alston, dans les

domaines extérieurs, C. Chen [25]) a amélioré les résultat obtenus dans [24]). Voir aussi

Lagnese [45]).
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1.2. Problèmes viscoélastiques

1.1.3 Les travaux de I. Lasiecka et R. Triggiani

En 1987, utilisant des méthodes différentes de celles de Chen et Lagnese, I. Lasiecka et R.

Triggiani [47] ont pu redémontrer les résultats de Chen et Lagnese pour l’équation des ondes

avec une condition de Dirichlet non homogène sur tout le bord.

1.1.4 Les travaux de V. Komornik et E. Zuazua

En 1987, V. Komornik et E. Zuazua ont allégé la condition aux bords de G. Chen en la

remplaçant par une autre condition, ce qui a parmis, en principe de généraliser les résultats

de Chen et Lagnese au domaine à bords réguliers et connexes, mais au prix de modifier la

condition aux limites.

1.1.5 Les travaux de J. Lions

En 1986, Lions a élaboré une méthode générale de stabilisation exponentielle pour tous les

systèmes linéaires réversibles exactement contrôlables. Son procédé repose essentiellement

sur la théorie du contrôle et de la méthode de pénalisation. Mais il ne donne aucune méthode

explicite pour construire l’opérateur de feedback, ni l’estimation sur le taux de décroissance

de l’énergie.

1.2 Problèmes viscoélastiques

1.2.1 Élasticité, viscosité

L’élasticité est la tendance d’un matériau solide à retrouver sa forme d’origine après avoir

été déformé. La déformation élastique est une déformation réversible. Un matériau solide

se déforme lorsque des forces lui sont appliquées.

Un matériau élastique retrouve sa forme et sa taille initiale quand ces forces ne s’exercent

plus. Les raisons physiques du comportement élastique peuvent être quelque peu différentes

d’un matériau à un autre. Pour les métaux, les treillis atomiques changent de taille et de

forme quand des forces leur sont appliquées (ajout d’énergie au système). Quand les forces

sont supprimées, le système revient à son état original où l’énergie est la plus faible. Pour le
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1.2. Problèmes viscoélastiques

caoutchouc et d’autres polymères, l’élasticité est due à l’extension des châınes de polymère,

lorsque les forces sont appliquées.

L’élasticité linéaire concerne les petites déformations proportionnelles à la sollicitation.

Dans cette gamme, l’allongement est proportionnel à la force dans le cas d’un étirement,

selon le module de Young, et l’angle est proportionnel au couple dans le cas d’une torsion.

D’autre part, la viscosité est une propriété interne d’un fluide qui offre une résistance à

l’écoulement. Un liquide visqueux n’a pas de forme définie, il s’écoule de manière irréversible

sous l’action de forces externes. Cependant, il existe des matériaux dont les propriétés sont

intermédiaires entre l’élasticité et la viscosité.

1.2.2 Matériau viscoélastique

En rhéologie, le comportement d’un matériau viscoélastique linéaire est intermédiaire entre

celui d’un solide élastique idéal symbolisé par un ressort de module E (ou G) et celui d’un

liquide visqueux newtonien symbolisé par un amortisseur de viscosité η. L’élasticité d’un

matériau traduit sa capacité à conserver et restituer de l’énergie après déformation.

La viscosité d’un matériau traduit sa capacité à dissiper de l’énergie. Les polymères,

et la plupart des matériaux ont un comportement viscoélastique. La partie viscoélastique

provoque une décroissance de l’énergie associée. La partie élastique donne une équation

conservatrice par contre la partie viscoélastique produit un mécanisme de dissipation qui

agit sur une partie où tout le domaine pour donner une décroissance de l’énergie associée à

la solution pour ramener le système à l’état d’équilibre.

Il est bien connu que les matériaux viscoélastiques fournissent un amortissement naturel,

qui est dû à la propriété particulière de ces matériaux à garder une certaine mémoire.

Du point de vue mathématique, ces effets d’amortissement sont modélisés par des opérateurs

intégro différentiels, par exemple
t∫

0

h (t− s) ∆ (s) ds, où h représente le noyau dans l’expression

du terme mémoire, le terme intégral exprime le fait que les contraintes dépendent à tout mo-

ment, non seulement de la valeur instantanée, mais de toute l’histoire passée des contraintes

que le matériau a subi.
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1.2. Problèmes viscoélastiques

1.2.3 Stabilisation de quelques problèmes viscoélastiques

Appleby J. A. D et al. [4] ont étudié l’équation intégro-différentielle linéaire

u′′ + Au (t) +

∫ t

−∞
k (t− s)Au (s) = 0 t > 0,

où le symbole ′ désigne la dérivée partielle par rapport au temps ( ∂.
∂t

), et A est un opérateur

positif sur un espace de Hilbert X, avec domaine dense D(A), ils ont établis des résultats

concernant la décroissance exponentielle des solutions fortes dans un espace de Hilbert.

Vittorino Pata [70] a étudié les propriétés de décroissance du semi-groupe engendré par

une équation intégro-différentielle linéaire dans un espace de Hilbert, qui est une version

abstraite de l’équation

u′′ (t)−∆u (t) +

∫ ∞
0

µ (s) ∆u (t− s) = 0

décrivant la dynamique des corps viscoélastiques linéaires et il a établi les conditions nécessaires

et suffisantes pour avoir la stabilité exponentielle.

Pour le cas de l’histoire finie, Cavalcanti et al. [19] ont étudié le problème viscoélastique

suivant 

u′′ −∆u+
t∫

0

g (t− s) ∆u(s)ds = 0 dans Ω× (0,∞) ,

u = 0 sur Γ0 × (0,∞) ,

∂u
∂ν
− g ∗ ∂u

∂ν
(t) + h (ut) = 0 sur Γ1 × (0,∞) ,

u(x, 0) = u0 (x) , (u′(x, 0) = u1 (x) , dans Ω,

(1.2.1)

où Ω est un domaine borné dans Rn avec une frontière régulière ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1 où Γ0,Γ1

sont des sous ensembles fermés et disjoints, avec mesure (Γ0) > 0 et ν représente la normale

unitaire extérieure à ∂Ω, g et h sont des fonctions spécifiques. Ils ont montré un résultat

d’existence globale pour les solutions fortes et faibles. De même, des résultats sur le taux

de la décroissance uniforme ont été prouvés avec des hypothèses assez restrictives sur le

feedback h et le noyau g.

En effet, la fonction g devait se comporter exactement comme e−mt, m > 0, et la fonction h

avait un comportement polynomiale au voisinage de zéro. Plus tard, Cavalcanti et al. [17]

ont considéré (1.2.1) sans imposer une hypothèse de croissance sur h et sous des conditions

plus faibles sur g. Ils ont amélioré le résultat obtenu dans l’article [19] et ils ont assuré la

6



1.2. Problèmes viscoélastiques

stabilité uniforme. En particulier, ils ont obtenu des taux de décroissance explicites pour

certains cas spéciaux. Ce résultat a été récemment amélioré par Messaoudi et Mustapha

[62]. Voir aussi [32] où les auteurs ont considéré

u′′ −∆u+

t∫
0

g (t− τ) ∆ (τ) dτ + u′ = 0, dans Ω× (0,∞)

et ils ont montré que la décroissance exponentielle de la fonction de relaxation est une

condition nécessaire pour avoir la décroissance exponentielle de l’énergie de la solution. La

présence du terme mémoire peut empêcher la décroissance exponentielle. Ils ont également

obtenu un résultat similaire pour le cas de la décroissance polynomiale.

Cavalcanti et al. [20], ont considéré

u′′ −∆u+

t∫
0

g (t− τ) ∆ (τ) dτ + a (x)u′ + |u|γ u = 0, dans Ω× (0,∞)

où a : Ω → R+ est une fonction qui peut s’annuler sur une partie de Ω. Sous certaines

restrictions géométrique sur ω et pour

a (x) ≥ a0 > 0, ∀x ∈ ω, ω ⊂ Ω

−ξ1g (t) ≤ g′ (t) ≤ −ξ2g (t) , t ≥ 0.

Les auteurs ont établi un taux de décroissance exponentielle. Berrimi et Messaoudi [8] ont

amélioré le résultat de Cavalcanti en introduisant une différente fonctionnelle qui leur a

permis d’affaiblir les conditions à la fois sur a et sur g. Par ailleurs, Berrimi et al. [7] ont

considéré

u′′ −∆u+

t∫
0

g (t− τ) ∆ (τ) dτ = |u|p−2 u, dans Ω× (0,∞)

dans un domaine borné et p > 2. Ils ont établi l’existence locale, et ils ont montré sous

des conditions plus faibles que celles de [20], que la solution locale est globale et décrôıt

uniformément si les données initiales sont assez petites.

Cavalcanti et Oquendo [22] ont considéré

u′′ − k0∆u+

t∫
0

g(t− s)div[a(x)g(t− s)∇u(s)]ds+ b(x)h(u′) + f(u) = 0,
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1.2. Problèmes viscoélastiques

dans Ω × R+, où Ω est un domaine borné de Rn(n ≥ 1) et b : Ω → R+ une fonction qui

peut être nulle sur une partie du domaine Ω. Sous les conditions b(x) ≥ b0 > 0 sur ω ⊂ Ω

et ω vérifiant certaines restrictions géométriques, a (x) + b (x) ≥ ρ > 0, pour tout x ∈ Ω, et

g vérifiant

−ξ1g (t) ≤ g′ (t) ≤ −ξ2g (t) , t ≥ 0.

Ils ont amélioré le résultat obtenus par M.M. Cavalcanti et al. [20] en établissant la sta-

bilité exponentielle dans le cas où g décroit exponentiellement avec h linéaire et la stabilité

polynomiale dans le cas où g décroit polynomialement et h non linéaire.

Pour les équations viscoélastiques quasilinéaires, Cavalcanti et al. [16] ont étudié l’équation

suivante

|u′|ρ u′′ −∆u−∆u′′ +

t∫
0

g (t− s) ∆u (s) ds− γ∆u′ = 0, ρ > 0,

ils ont démontré l’existence globale pour γ ≥ 0 et la décroissance exponentielle pour γ > 0.

De même, Messaoudi et Tatar [63], [64] ont prouvé pour γ = 0 la décroissance exponentielle

avec ou sans terme source.

Les problèmes de stabilisation par des termes mémoires dans Ω et d’autres dissipations

sur une partie du bord Γ ont été étudiés par Cavalcanti et al. [16, 18]. Aassila, Cavalcanti

et Soriano [1] ont étudié la stabilisation de l’équation des ondes avec des termes mémoires

et une dissipation frictionnelle non linéaire sur le bord.

Plusieurs modèles constitutifs des matériaux viscoélastiques conduisent à des équations

de mouvement, ayant la forme d’une E. D.P linéaire hyperbolique, perturbée par un terme

intégral dissipatif de type Volterra et ayant un noyau de convolution non négatif, décroissant,

voir par exemple, e.g., [27], [28].

Pour plus de détails concernant les phénomènes physiques qui sont modélisés par les

équations différentielles avec des termes mémoires, voir [31]. L’existence et l’unicité des

solutions ont été étudiées par J. Prüss [71].

P. Cannarsa et D. Sforza [12] ont étudié la stabilité de l’équation intégro-différentielle

non linéaire suivante

u′′(t) + F (u(t)) + Au(t)−
t∫

0

β(t− s)Au(s)ds = f (t) , t ≥ 0 (1.2.2)
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1.3. Problèmes de Ventcel

où A est un opérateur positif sur un espace de Hilbert X, avec domaine dense D(A), F est

une fonctionnelle définie sur D(Aθ), 0 < θ ≤ 1
2
. Dans ce cas, le noyau β n’est pas supposé

être absolument continue mais juste intégrable. Les auteurs ont supposé que k(t) :=
∞∫
0

β(s)ds est un noyau de type positif vérifiant k(0) < 1. Ils ont montré que la solution décroit

exponentiellement à l’infini.

Il est important de mentionner que P. Cannarsa et D. Sforza [11], ont étudié l’équation

intégro-différentielle semilinéaire suivante

u′′(t) + Au(t)−
t∫

0

g(t− s)Au(s)ds = ∇F (u(t)), t ∈ (0,∞), (1.2.3)

où A est vérifiant les mêmes hypothèses que celle du problème (1.2.2), ∇F représente le

gradient de la différentiabilité au sens de Gâteaux de la fonctionnelle F : D(A1/2)→ R, et g

est un noyau qui décrôıt exponentiellement à l’infini et possédant des primitives fortement

définies positives. Ils ont obtenu de la stabilisation exponentielle des solutions faibles.

F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et D. Sforza [3] ont prouvé les décroissances expo-

nentielle et polynomiale de l’énergie pour le problème (1.2.3) en affaiblissant les hypothèses

sur sur g. Ils ont supposé que g : [0,∞) → [0,∞) est une fonction localement absolument

continue vérifiant, pour p ∈ (2,∞],

g(0) > 0,

∫ ∞
0

g(t)dt < 1, g′(t) ≤ −kg(t)1+ 1
p .

Les résultats de décroissance de l’énergie à l’infini de toute solution mild du problème

(1.2.3), avec des données initiales suffisamment petites, sont obtenus avec le même taux de

décroissance que g (exponentielle où polynômiale).

1.3 Problèmes de Ventcel

Les problèmes de Ventcel sont caractérisés par la présence d’opérateurs différentiels tan-

gentiels du même ordre que l’opérateur principal. Ils interviennent dans la modélisation

des phénomènes mécaniques comme l’élasticité [53, 54], ou physique comme processus de

diffusion [52, 75] ou la propagation d’onde [6]. Les conditions de Ventcel sont obtenues par

des méthodes asymptotiques à partir de problèmes de transmission. La condition

∂νu−∆Γu = g sur Γ1
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1.3. Problèmes de Ventcel

pour l’équation

u′ −∆u = f dans Ω

a été introduite par Ventcel pour des processus de diffusion [78]. Elle fait intervenir des

dérivées tangentielles d’ordre deux. Elle modélise l’échange thermique du corps Ω avec le

milieu ambiant en présence d’une pellicule fine, très bonne conductrice sur la surface du

corps.

L’équation des ondes avec des conditions aux limites (de type Ventcel) est utilisée dans un

large champ d’applications, voir [61]. Pour l’étude de la contrôlabilité exacte pour l’équation

des ondes avec conditions aux limites de type Cauchy-Ventcel, voir [55].

L’équation des ondes avec des conditions aux limites de type Ventcel a été étudiée par

Khemmoudj et Medjden [42]. Dans cet article, les auteurs prouvent la stabilité exponentielle

en considérant le feedback linéaire a(x)u′1 agissant dans la première équation et b(x)u′2

agissant dans la seconde équation, suivant les techniques développées par Zuazua [80]. Les

résultats précédents, ont été généralisés dans [21], en considérant des opérateurs linéaires

A et AT qui dépendent de la variables spatiale x, au lieu de −∆ et −∆Γ, respectivement.

D’autre part les auteurs ont utilisé des dissipations non linéaire a(x)g1(u′) et b(x)g2(v′)

agissant respectivement dans la première et la seconde équation. Ces résultats ont été

obtenus en combinant de nouvelles estimations de l’énergie avec des méthodes de géométrie

Riemannienne, introduites par Lasiecka, Triggiani and Yao [49].

Marcelo M. Cavalcanti et al. [23] ont étudié la stabilisation de l’équation d’onde avec

des conditions aux limites de type Cauchy-Ventcel:
u′′ −∆u+ a (x) g (u′) = 0 dans Ω × ]0,∞[ ,

∂νu−∆Γu = 0 sur Γ1 × ]0,∞[

u = 0 sur Γ0 × ]0,∞[

où Ω est un ouvert borné de Rn, n ≥ 2, où Ω est un domaine borné dans Rn(n ≥ 2) avec

une frontière régulière Γ := ∂Ω. Soient Γ0 et Γ1 des sous ensembles fermés, non vides et

disjoints de Γ, tels que Γ = Γ0 ∪ Γ1. Ce modèle décrit les vibrations d’un corps avec une

couche mince d’une grande rigidité sur sa frontière. Un tel système a été d’abord étudié par

Lemrabet [52, 53], puis par Lemrabet et Teniou [56].
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1.4. But du travail

1.4 But du travail

Notre objectif est l’étude de l’existence locale et globale des solutions mild et fortes, ainsi

que la stabilisation exponentielle du problème viscoélastique avec des conditions aux limites

de type Ventcel suivant

u′′ + (1−∆)u− g ∗ (1−∆)u + h1(u) = f1(t) in Ω× R+,

u = v on Γ× R+,

v′′ + ∂u
∂ν − g ∗ ∂u∂ν + (1−∆Γ)v − g ∗ (1−∆Γ)v + h2(v) = f2(t) on Γ1 × R+,

u = 0 on Γ0 × R+,

(u(0), v(0)) = (u0, v0), (u′(0), v′(0)) = (u1, v1) in Ω× Γ,

(1.4.1)

où Ω est un domaine borné dans Rn(n ≥ 2) avec une frontière régulière Γ := ∂Ω. Soient Γ0

et Γ1 des sous ensembles fermés, non vides et disjoints de Γ avec Γ = Γ0 ∪ Γ1 et Γ0∩Γ1 = ∅.

∇Γ représente le gradient tangentielle sur Γ, on désigne par ∆Γ l’opérateur de Laplace sur Γ

et par ∂ν la dérivée normale où ν représente la normale unitaire extérieure à Γ. Supposons

que hi sont globalement lipschitziennes, i.e. hi ∈ C1(R), hi(0) = 0, i = 1, 2, et il existe des

constantes c1, c2 > 0; p > 1; (n− 2)p ≤ n telles que
pour touts1, s2 ∈ R,

|h1(s1)− h1(s2)| ≤ c1(1 + |s1|p−1 + |s2|p−1)|s1 − s2|,

|h2(s1)− h2(s2)| ≤ c2(1 + |s1|p−1 + |s2|p−1)|s1 − s2|.

(1.4.2)

Supposons que

R(U) =

∫
Ω

F1(u(t))dx+

∫
Γ

F2(v(t))dΓ ≥ 0, (1.4.3)

où

U(t) =

 u(t)

v(t)


et

F1(u) =

∫ u

0

h1(s)ds, F2(v) =

∫ v

0

h2(s)ds.

Ce système couplé est une version semilinéaire (avec des termes de mémoires) du modèle

de Ventcel. Le modèle décrit une vibration d’un corps viscoélastique avec un corps mince

de grande rigidité sur sa frontière. Dans notre travail, nous supposons que le noyau g est

fortement défini positif vérifiant les mêmes hypothèses que celles dans [11]. Une question
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naturelle se pose dans le contexte du problème viscoélastique avec des conditions de bords

dynamiques (de type Ventcel) : est il possible de stabiliser le système en considérant les ter-

mes mémoires (la dissipation) agissant dans la première et la seconde équation? L’objectif

de ce travail est de donner une réponse à cette question, autrement dit: prouver que les

termes de mémoires (damping) sont assez fort via le processus de transmission (u|Γ = v),

pour assurer la stabilisation de tout le système. C’est un problème très délicat car nous

avons des noyaux fortement définis positifs et des conditions aux bords dynamiques, au lieu

de statiques. Nous avons des termes en plus dans l’énergie qui proviennent du fait que

nous ayons des conditions aux bords dynamiques. La stratégie utilisée est la technique des

multiplicateurs développée par P. Cannarsa et D. Sforza [11] avec de nouveaux ingrédients.

1.5 Organisation de la thèse

La thèse comporte six chapitres.

Dans le chapitre 1, nous discutons sur l’importance des matériaux viscoélastiques et les

problèmes de Ventcel, en citant certaines littératures liées à notre problème. Le chapitre 2

est consacré à la présentation de quelques préliminaires utiles dans les chapitres ultérieurs.

Dans le chapitre 3, nous donnons quelques propriétés concernant les noyaux définis posi-

tifs ainsi que la résolvante. Dans le chapitre 4, nous démontrons un résultat d’existence

et d’unicité de la solution locale et globale pour le problème viscoélastique (1.4.1) avec des

noyaux fortement définis positifs et des conditions aux limites dynamiques. Le chapitre 5,

concerne la stabilisation du problème (1.4.1) dans le cas linéaire, autrement dit, nous prou-

vons la décroissance exponentielle de l’énergie en utilisant la méthode des multiplicateurs,

et nous montrons aussi que la fonction e2αtE(t) appartient à l’espace L1(0,∞). Le chapitre

6 présente des résultats de stabilisation dans le cas semilinéaire, nous procédons de la même

façon que dans le chapitre 5.
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Chapitre 2

Préliminaires

Afin de facilité la lecture de ce travail il nous a paru utile de rappeler quelques éléments

d’analyse fonctionnelles et leurs principales propriétés.

2.1 Espace Lp

Définition 1 Soit Ω un ouvert de Rn. L’espace Lp(Ω), p ∈ [1,+∞[ est l’espace vectoriel

des (classes de) fonctions u définies sur Ω à valeurs dans K où K = R ou C, telles que u

est mesurable et |u|p est intégrable au sens de Lebesgue sur Ω . L’espace Lp(Ω) muni de la

norme

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u (x)|p dx
) 1

p

, pour p ∈ [1,+∞[

est un espace de Banach.

Définition 2 On appelle L∞(Ω) l’espace constitué des (classes de) fonctions mesurables et

bornées presque partout sur Ω. Muni de la norme

‖u‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess |u (x)|

où

sup
x∈Ω

ess |u (x)| = {inf C > 0 tel que |u (x)| ≤ C p.p sur Ω} .

Remarque 1 L∞(Ω) est un espace de Banach.

13



2.2. Notions de base sur les distributions

Dans le cas où p = 2, L2(Ω) muni du produit scalaire

〈u, v〉L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx

est un espace de Hilbert.

2.2 Notions de base sur les distributions

2.2.1 Rappels et définitions

Soient Ω un ouvert de Rn et une application f : Ω −→ Rn ( ou Cn) définie par f(x) =

(f1(x1, ..., xn), ..., fn(x1, ..., xn)). Rappelons que l’application f est de classe Ck sur Ω, ce que

l’on note par f ∈ Ck(Ω,Rn), si toutes les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal à k

sont des fonctions continues sur Ω. L’espace Ck(Ω,R) ou Ck(Ω,C) selon le contexte est noté

par Ck(Ω).

Lemme 1 (Schwarz) Soit Ω un ouvert de Rn, si φ ∈ C2(Ω) alors, pour tout k < l = 1, ..., n,

on a
∂2φ

∂xk∂xl
=

∂2φ

∂xl∂xk
sur Ω.

Passons au cas des dérivées partielles d’ordre supérieur.

On nomme ”multi-indice” tout élément α = (α1, ..., αn) ∈ Nn . A tout multi-indice α =

(α1, ..., αn) ∈ Nn on associe sa longueur |α| =
n∑
i=1

αi.

Pour chaque multi-indice α = (α1, ..., αn) ∈ Nn, on note les dérivées partielles itérées d’une

fonction υ de classe C∞ sur Ω par

Dαυ (x) =
∂|α|υ (x)

∂α1x1....∂αnxn
.

2.2.2 Fonctions de classe C∞(Ω) à support compact

Définition 3 Soit une fonction continue φ définie sur un espace topologique X et à valeur

dans R ou C. Le support de la fonction φ est

supp(φ) = {x ∈ X, φ(x) 6= 0}.
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L’espace de base D(Ω)

Définition 4 On appelle espace des fonctions d’essai, et que l’on note par D(Ω), l’espace

des fonctions φ définies et indéfiniment dérivables et à support compact dans Ω. Autrement

dit

D(Ω) = { espace des fonctions C∞ à support compact ⊂ Ω} .

On désigne par D(Ω) l’espace des restrictions à Ω des fonctions de D(Rn).

Remarque 2

supp(ϕψ) ⊂ supp(ϕ) ∩ supp(ψ), pour tout ϕ, ψ ∈ D(Ω)

Définition 5 (Convergence dans D(Ω))

On dit qu’une suite {ϕn}n∈N ⊂ D(Ω)) converge vers une fonction, s’il existe un compact K

contenu dans Ω tel que

1. supp(ϕn) ⊂ K, ∀n ∈ N

2. Dα(ϕn) converge uniformément vers Dα(ϕ), ∀α = (α1, ..., αn) ∈ Nn .

Proposition 1 ∀p ≥ 1, l’ensemble D(Ω)) est dense dans Lp(Ω).

2.2.3 Espace des distributions D′(Ω))

Définition 6 (Notion et carectérisation de distribution)

Soient n ≥ 1 un entier et Ω un ouvert de Rn. Une distribution T sur Ω est une forme

linéaire sur D′(Ω)) à valeures réelles (ou complexes) vérifiant la propriété de continuité

suivante:

Pour tout compact K, il existe CK > 0 et pK ∈ N tels que, pour toute fonction ϕ ∈ D(Ω)

avec supp(ϕ) ⊂ K,

|〈T, ϕ〉| ≤ C max
|α|≤n

sup
x∈K
|Dαϕ (x)| .

Autrement dit

T ∈ D′ (Ω)⇔

 1) ∀ϕ ∈ D (Ω) , ϕ→ 〈T, ϕ〉 est linéaire de D (Ω) dans R .

2) Si ϕj → 0 dand D (Ω) alors 〈T, ϕj〉 → 0 dans R.
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2.3. Espaces de Sobolev

On note toujours par D′(Ω)) l’espace vectoriel (sur R ou C) des distributions sur Ω ( à

valeurs respectivement réelles ou complexes).

Définition 7 On dit, que deux distributions T1 et T2 sur Ω sont égales si elles le sont en

tant qu’applications de D(Ω)) dans R

< T1, ϕ >=< T2, ϕ >, ∀ϕ ∈ D(Ω))

Remarque 3 Toute fonction f de L2(Ω) engendre une distribution Tf ∈ D′(Ω)) définie par

Tf (ϕ) =< Tf , ϕ >=

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D(Ω))

2.3 Espaces de Sobolev

Définition 8 [2]. Soient Ω un ouvert de Rn, un entier m ∈ N et p ∈ [0,∞]. L’espace de

Sobolev Wm,p (Ω) est défini par

Wm,p (Ω) = {υ ∈ Lp; Dαυ ∈ Lp (Ω) , pour |α| ≤ m} .

L’espace Wm,p (Ω) est muni de la norme

‖u‖Wm,p =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu (x)|p dx

 1
p

, pour 1 ≤ p < +∞

‖u‖Wm,∞ =
∑
|α|≤m

sup ess |Dαu (x)| , pour p = +∞.

Evidemment

‖υ‖Wm,p(Ω) = Lp(Ω).

On vérifie sans peine que les espaces ‖υ‖W 0,p(Ω) munis de la norme ainsi définie sont des

espaces de Banach. Cest une conséquence facile du fait que Lp(Ω) muni de la norme ‖ . ‖Lp(Ω)

est complet; du fait qu’une suite de fonctions convergeant dans Lp(Ω) converge dans D′(Ω)

vers la même limite, et enfin de la continuité de la dérivation dans D′(Ω).

Un cas particulier très important de ces espaces de Sobolev est celui où p = 2.

On note que pour tout m ∈ N,

Hm (Ω) = Wm,2 (Ω) .
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Par rapport aux espaces de Sobolev Wm,p (Ω), les espace Hm (Ω) possèdent une propriété

supplémentaire fort agréable; ce sont des espaces de Hilbert, pour le produit scalaire

(u, υ)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαυ)L2(Ω),

où l’on rappelle que

(ϕ, ψ)L2(Ω) =

∫
Ω

ϕ(x)ψ(x)dx

et de la norme associée à ce produit scalaire

‖u‖Hm(Ω) = (u, u)
1/2
Hm(Ω) = (

∑
|α|≤m

‖Dαu‖2
L2(Ω))

1
2 = (

∑
|α|≤m

∫
Ω

| Dαu(x) |2 dx)
1
2
.

L’espace H1
0 (Ω) désigne la fermeture de l’espace D(Ω) dans la norme H1(Ω).

H1
0 (Ω) = D(Ω)

H1(Ω)
.

Lemme 2 L’espace H1
0 (Ω) peut être décrit comme étant l’espace des fonctions de H1(Ω)

s’annulent sur le bord de Ω

H1
0 (Ω) =

{
u, u ∈ H1(Ω), u/Γ = 0

}
.

‖u‖H1
0 (Ω) = ‖∇u‖L2(Ω) est une norme sur H1

0 (Ω) équivalente à la norme usuelle de H1(Ω).

L’espace H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H1(Ω).

Puisque D(Ω) est dense dans H1
0 (Ω), on peut identifier le dual H−1(Ω) de H1

0 (Ω) à un espace

de distributions sur Ω

H−1(Ω) = (H1
0 (Ω))′.

On a aussi

H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) ↪→ D(Ω)′.

Généralement, on a

Hk+1(Ω) ↪→ Hk(Ω) ↪→ Hk−1(Ω)1(Ω) ↪→ H0(Ω), k ≥ 2.

Les injections précédentes sont continues.
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2.4. Quelques inégalités

Formule de Green

On définit les traces de u sur la frontière Γ par l’application linéaire continue, appelé trace

γ0 : H1 (Ω) → H
1
2 (Γ)

u → u�Γ

Théorème 2.3.1 [60]. La fonction γ0 : H1 (Ω) → H
1
2 (Γ) est surjective et son noyau est

l’espace H1
0 (Ω) .

Proposition 2 (Formule de Green [15]). Soit Ω un ouvert borné régulier de Rn. Si f, g ∈

H1 (Ω) , alors pour 1 ≤ i ≤ n, on a∫
Ω

f
∂g

∂xi
dx = −

∫
Ω

g
∂f

∂xi
dx+

∫
Γ

(γ0f) (γ0g) νidΓ,

où ν = (ν1, ν2, ..., νn) est la normale unitaire extérieure à Γ. Si f ∈ H2 (Ω) et g ∈ H1 (Ω),

on a la formule de Green :∫
Ω

∇f∇gdx = −
∫

Ω

∆fgdx+

∫
Γ

g
∂f

∂ν
dΓ.

2.4 Quelques inégalités

Soit 1 < p ≤ ∞; on désigne par q l’exposent conjugué de p c’est à dire

1

p
+

1

q
= 1.

Inégalité de Hölder [2]

Théorème 2.4.1 Soient f ∈ Lp (Ω) et g ∈ Lq (Ω) , alors fg ∈ L1 (Ω) et

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lq(Ω) .

Remarque 4 Si p = q = 2 on aura l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω) ‖g‖L2(Ω) .
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2.5. Espaces de fonctions à valeurs vectorielles

Inégalité de Poincaré

Théorème 2.4.2 Soit Ω un ouvert borné de Rn de frontière assez régulière. Alors

||u||2 ≤ B||∇u||2, pour u ∈ H1
0 (Ω)

où B−1 = inf ||u||6=0
||∇u||2
||u||2 .

Inégalité de Young [30]

Théorème 2.4.3 Soient 1 < p, q <∞, 1
p

+ 1
q

= 1 et a, b ≥ 0. Alors pour tout η > 0,

ab ≤ ηap + Cηb
q

où

Cη =
1

q (ηp)
p
q

,

Remarque 5 pour p = q = 2, l’inégalité précédente s’écrit sous la forme

ab ≤ ηa2 +
b2

4η
. (2.4.1)

2.5 Espaces de fonctions à valeurs vectorielles

Pour l’étude des problèmes d’évolution, on aura besoin des espaces de fonctions à valeurs

vectorieles W k,p (0, T ;X) , ici X désigne un espace de Hilbert et T un réel positif.

On rappelle les principaux résultats sur les fonctions définies sur un intervalle de temps et

à valeurs dans un espace de Banach réel.

On note par C ([0, T ] ;X) l’espace des fonctions continues u : [0, T ]→ X, qui est un espace

de Banach muni de la norme

‖u‖C([0,T ];X) = max
0≤t≤T

‖u (t)‖X .

On note aussi par C1 ([0, T ] ;X) l’espace des fonctions continues u : [0, T ]→ X telles que la

dérivée u′ existe et est continue sur [0, T ] . C1 ([0, T ] ;X) est un espace de Banach pour la

norme définie par

‖u‖C1([0,T ];X) = ‖u‖C([0,T ];X) + ‖u′‖C([0,T ];X) .
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2.5. Espaces de fonctions à valeurs vectorielles

On notera aussi par Ck([0, T ];X), k = 1, 2 l’espace des fonctions continues u:[0, T ] −→ X ,

telles que toutes leurs dérivées d’ordre k, pour 1 ≤ k ≤ 2, sont des fonctions continues sur

[0, T ].

Pour p ∈ [0,∞], l’espace de Lebesgue Lp (0, T ;X) est l’ensemble des classes de fonctions

u : (0, T )→ X mesurables, telles que l’application t→ ‖u (t)‖X appartient à Lp (0, T ). On

sait que c’est un espace de Banach pour la norme

||u||p,T := ‖u‖Lp (0,T ;X) =

(
T∫
0

‖u (t)‖pX dt
) 1

p

si 1 ≤ p <∞,

Dans la suite, on va utiliser l’abréviation ||u||p pour désigner la norme ||u||p,∞.

Si p =∞, on a

||u||∞,T := ‖u‖L∞(0,T ;X) = sup ess ‖u‖X = inf {c > 0; ‖u (x)‖X ≤ c p.p. t ∈ (0, T )} .

En particulier pour p = 2, l’espace L2 (0, T ;X) est un espace de Hilbert muni du produit

scalaire

(u, υ)Lp(0,T ;X) =

T∫
0

(u (t) , υ (t))X dt.

Par ailleurs, l’espace W k,p (0, T ;X) est un espace de Banach pour la norme définie par

‖u‖Wk,p(0,T ;X) =
k∑
j=o

sup ess ‖u‖X

Pour k = 0, on a

W 0,p (0, T ;X) = L∞ (0, T ;X) .

Pour k = 1, l’espace W 1,∞ (0, T ;X) est défini par

W 1,∞ (0, T ;X) = {u : [0, T ]→ X ; u ∈ L∞ (0, T ;X) et u′ ∈ L∞ (0, T ;X)}

On le munit de la norme

‖u‖W 1,∞(0,T ;X) = ‖u‖L∞(0,T ;X) + ‖u′‖L∞(0,T ;X) .
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2.6. Gradient tangentiel et laplacien tangentiel

Nous désignerons par Lploc(0,∞;X) l’espace des fonctions appartenant à Lp(0, T ;X) pour

tout T ∈ (0,∞).

Si X = R, nous utiliserons la notation Lp(0, T ) pour l’espace Lp(0, T ;R) et Lploc(0,∞)

pour Lploc(0,∞;R).

2.6 Gradient tangentiel et laplacien tangentiel

Nous rappelons quelques définitions de la dérivation tangentielle [26].

2.6.1 Gradient tangentiel

Soient Ω un ouvert borné de classe C1, de frontière Γ. Si f ∈ C1 (Γ) . On définit son gradient

tangentiel, noté ∇Γ par

∇Γf = ∇f̃ − ∂f̃

∂ν
· ν (2.6.1)

où f̃ est un prolongement de f dans un voisinage de Γ.

2.6.2 Laplacien tangentiel

Si P ∈ C1 (Γ,Rn) et si P̃ est un prolengement de P dans un voisinage de Γ, la divergence

tangentielle de P est donnée par

divΓ (P ) = div
(
P̃
)
− P̃ ′ν · ν, (2.6.2)

avec P̃ ′ = (∂)P̃i
(∂)xj

.

Bien évidemment, les formules (2.6.1) et (2.6.2) ne dépendent pas des prolongements

choisis.

Lorsque Ω est de classe C2, on peut définir l’opérateur de Laplace Beltrami, noté ∆Γ sur

Γ en posant

∆Γu = divΓ (∇Γu) , u ∈ C2 (Γ) .

On a le résultat classique suivant
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2.7. Lemmes de types Gronwall

Théorème 2.6.1 On suppose que Ω est de classe C2. Pour u ∈ H2 (Ω) et v ∈ H3 (Ω) , on

a ∫
Γ

∇Γu∇Γv = −
∫

Γ

u∆Γv.

Voir [26].

2.6.3 Espaces définis avec le gradient tangentiel

Soit L2(Γ) l’espace des fonctions à carré intégrable sur Γ et TL2(Γ) l’espace des champs de

vecteurs tangents à Γ tels que

TL2(Γ) =

{
v ∈ (D′ (Γ))

n
/

∫
Γ

|v|2 dΓ < +∞
}
.

Définition 9 L’espace de Sobolev H1(Γ) est l’espace des distributions sur Γ telles que

H1(Γ) =
{
v ∈ L2 (Γ) / ∇Γv ∈ TL2(Γ)

}
.

2.7 Lemmes de types Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du types Gronwall qui interviennent dans de nom-

breux problèmes de majoration.

Lemme 1.2. Soient m, η ∈ C ([0, T ] ;R) telles que m (t) ≥ 0 et n (t) ≥ 0 pour tout

t ∈ [0, T ] et soit a ≥ 0 . Si Ψ ∈ C ([0, T ] ;R) est une fonction telle que:

Ψ (t) ≤ a+

t∫
0

m (s) ds+

t∫
0

η (s) Ψ (s) ds ∀t ∈ [0, T ] ,

alors

Ψ (t) ≤

a+

t∫
0

m (s) ds

 exp (

∫ t

0

η (s) ds ) ∀t ∈ [0, T ] .

Pour le cas particulier m = 0, ce lemme devient:

Corollaire 1.3. Soit η ∈ C ([0, T ;R]) tel que η (t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ] et soit a ≥ 0.

Si Ψ ∈ C ([0, T ] ;R) est une fonction telle que:

Ψ (t) ≤ a+

t∫
0

η (s) Ψ (s) ds ∀t ∈ [0, T ]
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2.7. Lemmes de types Gronwall

alors

Ψ (t) ≤ a · exp (

t∫
0

η (s) ds ) ∀t ∈ [0, T ] .
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Chapitre 3

Noyaux définis positifs et résolvante

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques propriétés des noyaux définis positifs et des

noyaux fortement définis positifs ainsi que le noyau résolvant et la résolvante, qui seront

utilisées dans la suite.

Pour v ∈ L1
loc(0, T ;X), on définit la transformée de Laplace de v par

v̂(z) =

∞∫
0

e−ztv(t)dt, z ∈ C.

3.1 Noyaux définis positifs

Définition 10 Pour toute fonction g ∈ L1
loc(0,∞) et y ∈ L1

loc(0, T ;X), on définit le produit

de convolution par

h ∗ y(t) =

t∫
0

g(t− s)y(s)ds, t ≥ 0.

Définition 11 Une fonction g ∈ L1
loc(0,∞) est dite un noyau défini positif si

t∫
0

〈g ∗ y(s), y(s)〉ds ≥ 0, t ≥ 0, (3.1.1)

pour tout y ∈ L2
loc(0,∞;X).
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3.1. Noyaux définis positifs

Définition 12 Une fonction g est dite un noyau fortement défini positif s’il existe une

constante δ > 0 telle que g(t)− δe−t soit défini positif, c’est à dire

t∫
0

〈g ∗ y(s), y(s)〉ds ≥ δ

t∫
0

〈e ∗ y(s), y(s)〉ds, t ≥ 0, (3.1.2)

pour tout y ∈ L2
loc(0,∞;X), où e(t) = e−t.

Si h ∈ L∞(0,∞), alors h est défini positif si et seulement si

Reĥ(z) ≥ 0 pour tout z ∈ C,Rez > 0,

voir [66].

Pour toute fonction h ∈ L1(0,∞), h est un noyau fortement défini positif si et seulement

si

Reĥ(iw) ≥ δ/(1 + w2) pour tout w ∈ R,

(voir Théorème2 [69]). Ce résultat peut être donné de la manière suivante :

h1(0,∞) est défini positif si et seulement si

Reĥ(iw) ≥ 0, pour tout w > 0.

A partir de cette dernière inégalité, il s’ensuit que h ∈ L1(0,∞) est un noyau fortement

défini positif si seulement si il existe une constante δ > 0 telle que

Reĥ(iw) ≥ δ/(1 + w2) pour tout w > 0,

où l’on a utilisé Reê(iw) ≥ 1/(1 + w2).

Afin de vérifier qu’un noyau est fortement défini positif, on peut utiliser le théorème suivant

(voir [69], Corrolaire 2.2).

Théorème 3.1.1 Une fonction h(t) deux fois dérivable, telle que h′ 6≡ 0, vérifiant

(−1)nh(n)(t) ≥ 0 ∀t > 0, n = 0, 1, 2 (3.1.3)

est un noyau fortement défini positif.
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3.1. Noyaux définis positifs

Supposons que g ∈ L1(0,∞) et soit G la fonction définie par

G(t) =

∞∫
t

g(s)ds.

Les résultats suivants sont essentiels pour démontrer la décroissance exponentielle. La

première proposition est énoncée et prouvée dans [12].

Proposition 3 (a) Si G est un noyau défini positif, alors

∞∫
0

sin(wt)g(t)dt ≥ 0, pour tout w > 0. (3.1.4)

(b) Si G ∈ L1(0,∞) et g vérifie (3.1.4), alors G est un noyau défini positif

Maintenant, nous allons prouver un résultat analogue pour les noyaux fortement définis

positifs.

Corollaire 1 (a) Si G est un noyau fortement défini positif, alors il existe δ > 0 tel que

∞∫
0

sin(wt)g(t)dt ≥ δ
w

1 + w2
pour tout w > 0. (3.1.5)

(b) Si G ∈ L1(0,∞) et s’il existe δ > 0 tel que g vérifie (3.1.5), alors G est un noyau

fortement défini positif.

(a) Puisque G(t) =

∞∫
t

g(s)ds est fortement défini positif, alors il existe δ > 0 tel que

G(t)− δe−t =

∞∫
0

(g(s)− δe−s)ds

est défini positif. Par conséquent, en appliquant la Proposition 3(a) à g(t) − δe−t et en

utilisant l’identité
∞∫

0

sin(wt)e−tdt =
w

1 + w2
, (3.1.6)

on obtient le résultat.

(b) Si G ∈ L1(0,∞) et s’il existe δ > 0 tel que g vérifie (3.1.5), et en tenant compte
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3.1. Noyaux définis positifs

de (3.1.6), alors G(t) − δe−t satisfait (3.1.4). D’après la Proposition 3(b) on obtient que

G(t)− δe−t est défini positif, d’où le résultat.

Nous allons maintenant rappeler un résultat connu (voir [13], Lemme 3.4) qui sera utulisé

ultérieurement.

Lemme 3 Si g ∈ L1(0,∞) et satisfait (3.1.4), alors la fonction perturbée e−σtg(t), σ > 0

vérifie aussi (3.1.4).

Proposition 4 Soit g ∈ L1(0,∞) une fonction telle que t −→
∞∫
t

g(s)ds est un noyau

fortement défini positif. Alors t −→
∞∫
t

e−σsg(s)ds, σ > 0, est aussi un noyau fortement

défini positif.

De plus, si δ est la constante dans (3.1.2) correspondante à t −→
∞∫
t

g(s)ds, alors la

constante analogue δσ pour t −→
∞∫
t

e−σsg(s)ds est donnée par

δσ =
δ

(σ + 1)2
. (3.1.7)

D’après le Corollaire 1(a), il existe δ > 0 tel que g vérifie (3.1.5), en tenant compte de

w

1 + w2
=

∞∫
0

sin(wt)e−tdt,

on arrive à
∞∫

0

sin(wt)(g(t)− δe−t)dt ≥ 0, pour tout w > 0.

En utilisant le Lemme 3, on obtient pour tout σ > 0

∞∫
0

sin(wt)e−σt(g(t)− δe−t)dt ≥ 0, pour tout w > 0.

Puisque on a
∞∫

0

sin(wt)e−(σ+1)tdt =
w

(σ + 1)2 + w2
,

il vient alors

∞∫
0

sin(wt)e−σtg(t)dt ≥ δ
w

(σ + 1)2 + w2
≥ δ

(σ + 1)2

w

1 + w2
,
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3.2. Noyau résolvant

pour tout w > 0. On remarque que, pour tout σ > 0, la fonction t −→ te−σtg(t) est dans

L1(0,∞), et la fonction t −→
∞∫
t

e−σsg(s)ds est dans L1(0,∞). Alors, on peut appliquer le

Corollaire 1(b) à e−σtg(t) pour obtenir le résultat.

3.2 Noyau résolvant

Des résultats classiques pour les équations intégrales (voir Le Théorème 2.3.5 [37] ) donnent

pour tout noyau h ∈ L1
loc(0,∞) et tout ψ ∈ L1

loc(0,∞;X), le problème

ϕ(t)− h ∗ ϕ(t) = ψ(t), t ≥ 0, (3.2.1)

admet une solution unique ϕ ∈ L1
loc(0,∞;X). En particulier, il existe une solution unique

r ∈ L1
loc(0,∞) de

r(t)− h ∗ r(t) = h(t), t ≥ 0. (3.2.2)

Une telle solution est appelée le noyau résolvant de h. De plus, la solution ϕ de (3.2.1) est

donne par la formule de la variation des constantes

ϕ(t) = ψ(t) + r ∗ ψ(t), t ≥ 0, (3.2.3)

où r le noyau résolvant de h.

Rappelons le Théorème classique de Paley-Wiener [37], qui donne une condition nécessaire

et suffisante pour que le noyau résolvant appartient à l’espace L1(0,∞).

Théorème 3.2.1 Soit h ∈ L1(0,∞). Alors, le noyau résolvant de h appartient à l’espace

L1(0,∞) si et seulement si

ĥ(z) 6= 1, pour tout z ∈ C, Rez ≥ 0.

Proposition 5 Soit g ∈ L1(0,∞) telle que

∞∫
0

g(s)ds < 1, et on suppose que

G(t) =

∞∫
t

g(s)ds

est un noyau fortement défini positif. Alors

ĝ(z) 6= 1, pour tout z ∈ C, Rez ≥ 0.
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3.2. Noyau résolvant

Puisque on a G(t) =

∞∫
0

g(s)ds−
t∫

0

g(s)ds, alors on obtient

Ĝ(z) =
1

z

∞∫
0

g(s)ds− ĝ(z)

z
. (3.2.4)

Pour Rez > 0,

1

z

∞∫
0

g(s)ds− ĝ(z)

z
6= 1

z

 ∞∫
0

g(s)ds− 1


parceque la partie réelle du membre gauche de l’égalité est non négative (d’après (2.3b)),

quand à la partie du membre de droite est négative. Alors, ĝ(z) 6= 1 pour Rez > 0.

De plus, comme G est fortement défini positif, D’après le Corollaire 1(a) il existe δ > 0 tel

que pour tout w > 0
∞∫

0

sin(wt)g(t)dt ≥ δ
w

1 + w2
,

alors pour tout w 6= 0 on a Imĝ(iw) 6= 0. En tient compte que

∞∫
0

g(s)ds < 1, on obtient

ĝ(z) 6= 1 pour Rez = 0.

Le corollaire suivant de la Proposition 5 et du Théorème 3.2.1 nous donne des estimations

uniformes pour des solutions d’équations intégrales.

Corollaire 2 Soit g ∈ L1(0,∞) tel que
∞∫
0

g(s)ds < 1 et on suppose que G(t) =
∞∫
t

g(s)ds est

un noyau fortement défini positif. Alors,

(a) le noyau résolvant r de g appartient à L1(0,∞);

(b) pour tout ψ ∈ Lp(0,∞;X), 1 ≤ p ≤ ∞, la solution ϕ de l’équation

ϕ(t)− g ∗ ϕ(t) = ψ(t), t ≥ 0,

appartient à Lp(0,∞;X) et

||ϕ||p ≤ (1 + ||r||1)||ψ||p. (3.2.5)

29



3.3. la résolvante

3.3 la résolvante

Nous rappelons la notion de la résolvante de l’équation

u′′(t) + Au(t)−
t∫

0

g(t− s)Au(s)ds = 0, (3.3.1)

où A est un opérateur linéaire auto adjoint sur X avec domaine dense D(A) et g ∈ L1
loc(0,∞)

(voir [12]), pour les noyaux réguliers).

Définition 13 Une famille {S(t)}t≥0 des opérateurs linéaires bornés dans X est appelée la

résolvante de l’équation (3.3.1) si les conditions suivantes sont vérifiées:

(S1) S(0) = I et S(t) est fortement continue sur [0,∞), i.e. pour tout x ∈ X, S(.)x est

continue,

(S2) S(t) commute avec A: S(t)D(A) ⊂ D(A) et

AS(t)x = S(t)Ax, x ∈ D(A), t ≥ 0,

(S3) pour tout x ∈ D(A), S(.)x est deux fois continûment différentiable dans X sur [0,∞)

et S ′(0)x = 0,

(S4) pour tout x ∈ D(A) et tout t ≥ 0,

S ′′(t)x+ AS(t)x−
t∫

0

g(t− τ)AS(τ)xdτ = 0.
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Chapitre 4

Etude de l’existence et l’unicité d’un

problème viscoélastique

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence et l’unicité locale et globale des solutions du

problème viscoélastique avec des conditions aux limites de type Ventcel suivant

u′′ + (1−∆)u− g ∗ (1−∆)u + h1(u) = f1(t) in Ω× R+,

u = v on Γ× R+,

v′′ + ∂u
∂ν − g ∗ ∂u∂ν + (1−∆Γ)v − g ∗ (1−∆Γ)v + h2(v) = f2(t) on Γ1 × R+,

u = 0 on Γ0 × R+,

(u(0), v(0)) = (u0, v0), (u′(0), v′(0)) = (u1, v1) in Ω× Γ,

(4.1.1)

où Ω est un domaine borné de Rn(n ≥ 2) avec une frontière régulière Γ := ∂Ω. Soient Γ0 et Γ1

deux sous ensembles fermés, non vides et disjoints de Γ avec Γ = Γ0 ∪ Γ1 et Γ0∩Γ1 = ∅. ∇Γ

représente le gradient tangentiel sur Γ, on désigne par ∆Γ l’opérateur de Laplace-Beltrami

sur Γ et par ∂ν la dérivée normale où ν représente la normale unitaire extérieure à Γ.

Supposons que hi sont globalement lipschitziennes, i.e. hi ∈ C1(R), hi(0) = 0, i = 1, 2, et

qu’il existe des constantes c1, c2 > 0 telles que
pour touts1, s2 ∈ R,

|h1(s1)− h1(s2)| ≤ c1(1 + |s1|p−1 + |s2|p−1)|s1 − s2|,

|h2(s1)− h2(s2)| ≤ c2(1 + |s1|p−1 + |s2|p−1)|s1 − s2|.

(4.1.2)
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4.2. Préliminaires

où p > 1; (n− 2)p ≤ n.

Supposons que

R(U) =

∫
Ω

F1(u(t))dx+

∫
Γ

F2(v(t))dΓ ≥ 0, (4.1.3)

où

U(t) =

 u(t)

v(t)


et

F1(u) =

∫ u

0

h1(s)ds, F2(v) =

∫ v

0

h2(s)ds.

4.2 Préliminaires

Pour simplifier les notations, nous écrivons le problème (4.1.1) sous la forme

U ′′ (t) + AU (t)−
t∫

0

g(t− s)AU (s) ds+H (U (t)) = f (t) , t ≥ 0, (4.2.1)

avec les conditions initiales

U (0) = U0 =

 u0

v0

 , U ′ (0) = U1 =

 u1

v1

 , (4.2.2)

où

A =

 1−∆ 0

∂
∂ν

1−∆Γ

 , (4.2.3)

et

U(t) =

 u(t)

v(t)

 , H (U(t)) =

 h1 (u(t))

h2 (v(t))

 , f(t) =

 f1(t)

f2(t)

 .

Posons

H1
Γ0

(Ω) =
{
u ∈ H1(Ω), u|Γ0

= 0
}
,

V =
{
z = (u, v) ∈ H2(Ω) ∩H1

Γ0
(Ω))×H2(Γ), u|Γ = v

}
,

Ṽ =
{
z = (u, v) ∈ H1

Γ0
(Ω)×H1(Γ) , u|Γ = v

}
,

H = L2 (Ω)× L2(Γ),
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Ṽ et H deux espaces de Hilbert et Ṽ est dense dans H avec injection continue. Ṽ et H sont

munis de produits scalaires

〈z1, z2〉H = 〈u1, u2〉L2(Ω) + 〈v1, v2〉L2(Γ) ,

〈z1, z2〉Ṽ = 〈u1, u2〉H1(Ω) + 〈v1, v2〉H1(Γ) ,

et des normes canoniques

‖z‖2
H = ‖u‖2

L2(Ω) + ‖v‖2
L2(Γ) ,

‖z‖2
Ṽ = ‖∇u‖2

L2(Ω) + ‖∇Γv‖2
L2(Γ) .

Pour toute fonction g ∈ L1
loc(0,∞) et et toute fonction y ∈ L1

loc(0,∞;H), nous définissons

g ∗ y(t) = (g ∗ y1 (t) , g ∗ y2 (t)) ,

où

g ∗ yi(t) =

t∫
0

g(t− s)yi(s)ds, i = 1, 2, t ≥ 0.

Nos hypothèses sur le noyau g sont les suivantes:

Hypothèse (H1). Nous supposons que g ∈ L1(0,∞) et vérifie∫ ∞
0

g(t)dt < 1. (4.2.4)

De plus, nous supposons que l’application

t 7→
∫ ∞
t

g(s)ds est défini positif.

Définition 14 Une fonction g ∈ L1
loc(0,∞) est dite un noyau défini positif si

t∫
0

〈g ∗ y(s), y(s)〉Hds ≥ 0, t ≥ 0, (4.2.5)

pour toute fonction y ∈ L2
loc(0,∞;H).
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Définition 15 Une fonction g est dite un noyau fortement défini positif s’il existe une

constante δ > 0 telle que g(t)− δe−t est définie positive, c’est à dire

t∫
0

〈g ∗ y(s), y(s)〉Hds ≥ δ

t∫
0

〈e ∗ y(s), y(s)〉Hds, t ≥ 0, (4.2.6)

pour toute fonction y ∈ L2
loc(0,∞;H), où e(t) = e−t.

Remarque 6 A est un opérateur linéaire auto-adjoint sur H avec domaine dense

D(A) = {(u, v) ∈ V, A (u, v) ∈ H} .

Dans la suite, nous poserons Grad U(t) = (∇u(t),∇Γv(t)), et ‖f‖1 = ‖f1‖1 + ‖f2‖1 .

Soit 0 < T ≤ ∞ et f ∈ L1(0, T ;H), nous donnons quelques notions de solutions associées

aux problème (4.1.1).

4.3 Différents types de solutions

Définition 16 Une fonction U est dite une solution forte de (4.2.1) sur [0, T ), T > 0, si

U ∈ C2([0, T ];H) ∩ C([0, T ];D(A)),

et vérifie (4.2.1) pour t ∈ [0, T ).

Définition 17 Soient U0 ∈ Ṽ, U1 ∈ H. Une fonction U ∈ C1([0, T ];H) ∩ C([0, T ]; Ṽ) est

dite une solution mild de (4.2.1) sur [0, T ] avec les conditions initiales (4.2.2) si

U(t) = S(t)U0 +

t∫
0

S(τ)U1dτ +

t∫
0

1 ∗ S(t− τ)(−H(U(τ)) + f(τ))dτ, (4.3.1)

où {S(t)} est la résolvante de

U ′′ (t) + AU (t)−
t∫

0

g(t− s)AU (s) ds = 0 (4.3.2)

Une solution forte est aussi une solution mild.
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Définition 18 Une solution généralisée (où solution faible) de (4.2.1) est une fonction

U ∈ C1([0, T ];H)∩C([0, T ]; Ṽ) telle que, pour tout W ∈ Ṽ, 〈U ′(t),W 〉H ∈ C1([0, T ]) et pour

tout t ∈ [0, T ] nous avons

d

dt
〈U ′(t),W 〉H + 〈Grad U(t), Grad W 〉H + 〈U(t),W 〉H

−
t∫

0

g(t− s){〈Grad U(s), Grad W 〉H

+〈U(s),W 〉H}ds+ 〈H(U(t)),W 〉H

= 〈f(t),W 〉H. (4.3.3)

où Grad U(t) = (∇u(t),∇Γv(t)).

Puisque hi, i = 1, 2 sont globalement lipchitziennes, nous obtenons des résultats d’existence

et unicité locale pour les solutions mild, faibles et fortes associées au problème (4.2.1).

4.4 Existence et unicité locale

4.4.1 Existence et unicité locale de la solution mild

La proposition suivante assure l’existence locale et l’unicité de la solution mild du problème

(4.2.1)− (4.2.2).

Proposition 6 Soient U0 ∈ Ṽ, U1 ∈ H et f ∈ L1(0, T ;H) où 0 < T ≤ ∞. Nous supposons

que les hypothèses (H1), (4.1.2) − (4.1.3) sont vérifiées. Alors, il existe un nombre positif

T0 ≤ T tel que le problème de Cauchy (4.2.1) − (4.2.2) admet une unique solution mild U

sur [0, T0].

De plus, pour tout U0, Ũ0 ∈ Ṽ, U1, Ũ1 ∈ H et f, f̃ ∈ L1(0, T ;H), il existe une constante

CT > 0 (dépend de T ) telle que, si U et Ũ sont les solutions mild avec les données U0, U1,

f et Ũ0, Ũ1, f̃ respectivement, alors nous avons

||Grad (U (t)− Ũ (t))||H + ||U (t)− Ũ (t) ||H + ||U ′ (t)− Ũ ′ (t) ||H

≤ CT (||Grad (U0 − Ũ0)||H + ||U0 − Ũ0||H + ||U1 − Ũ1||H + ||f − f̃ ||1,T ),

(4.4.1)
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pour tout t ∈ [0, min{T0, T̃0}].

Voir Proposition 3.2 [11], c’est une conséquence de l’application de la Proposition 4.3 et

Théorème 4.5 [12].

4.4.2 Existence et unicité locale de la solution forte

Proposition 7 Soient U0 ∈ D(A), U1 ∈ Ṽ et f ∈ W 1,1(0, T ;H). Alors, la solution mild

(donnée par la Proposition 6) pour le problème de Cauchy (4.2.1)-(4.2.2) sur [0, T0], où

T0 ∈ (0, T ] est une solution forte. De plus, U appartient à C1([0, T0], Ṽ).

Dans la suite, nous supposerons que l’hypothèse (H1) est vérifiée et posons

G(t) :=

∫ ∞
t

g(s)ds, t ≥ 0.

Le Lemme suivant (résultat préliminaire) joue un role trés important pour faire le reste des

calcules.

Lemme 4 Pour tout w ∈ C1([0, T ];H) et ∀t ∈ [0, T ], nous avons

t∫
0

〈g ∗ w(s), w′(s)〉Hds = −
t∫

0

〈G ∗ w′(s), w′(s)〉Hds+
G(0)

2
(||w(t)||2H + ||w(0)||2H)

−G(t)〈w(0), w(t)〉H −
t∫

0

g(s)〈w(0), w(s)〉Hds, (4.4.2)

〈w(t), w(t)−g∗w(t)〉H = (1−G(0))||w(t)||2H+G(t)〈w(0), w(t)〉H+〈w(t), G∗w′(t)〉H. (4.4.3)

De plus, si G ∈ L2(0,∞), alors nous avons pour tout t ∈ [0, T ]

t∫
0

||w(s)− g ∗ w(s)||2Hds ≤ 2(1−G(0))

t∫
0

〈w(s), w(s)− g ∗ w(s)〉Hds

+2||G||22||w(0)||2H + 2

t∫
0

||G ∗ w′(s)||2Hds (4.4.4)
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Comme g = −G′, le terme de convolution g ∗ w(t) peut être estimé en intégrant de la

façon suivante

g ∗ w(t) = −
t∫

0

G′(t− r)w(r)dr

= G(0)w(t)−G(t)w(0)−
t∫

0

G(t− r)w′(r)dr. (4.4.5)

Alors, nous obtenons

t∫
0

〈g ∗ w(s), w′(s)〉Hds =
G(0)

2
(||w(t)||2H − ||w(0)||2H)−

〈
w(0),

t∫
0

G(s)w′(s)ds

〉
H

−
t∫

0

〈G ∗ w′(s), w′(s)〉Hds. (4.4.6)

Une autre intégration par partie nous donne

t∫
0

G(s)w′(s)ds = G(t)w(t)−G(0)w(0) +

t∫
0

g(s)w(s)ds, (4.4.7)

en injectant (4.4.7) dans (4.4.6) nous retrouvons (4.4.2).

De (4.4.5), nous obtenons

w(t)− g ∗ w(t) = (1−G(0))w(t) +G(t)w(0) +G ∗ w′(t), (4.4.8)

en multipliant scalairement par w(t), nous retrouvons l’expression (4.4.3).

En multipliant scalairement les deux cotés de (4.4.8) par w(t)− g ∗w(t), par application de

l’inégalité |ab| ≤ a2/4 + b2 nous obtenons l’expression suivante

||w(t)− g ∗w(t)||2H ≤ 2(1−G(0))〈w(t), w(t)− g ∗w(t)〉H + 2|G(t)|2||w(0)||2H + 2||G ∗w′(t)||2H.

en intégrant l’estimation précédente sur [0, t], nous retrouvons (4.4.4).
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4.5 Energie modifiée

En multipliant scalairement les équations (4.1.1)1 et (4.1.1)3 par u′(t) et v′(t) respectivement,

nous obtenons

1

2

d

dt

{
||u(t)||2L2(Ω) + ||v(t)||2L2(Γ) + ||u′(t)||2L2(Ω) + ||v′(t)||2L2(Γ)

}
+

1

2

d

dt

{
||∇u(t)||2L2(Ω) + ||∇Γv(t)||2L2(Γ)

}
−
{
〈g ∗ ∇u(t),∇u′(t)〉L2(Ω) + 〈g ∗ ∇Γv(t),∇Γv

′(t)〉L2(Γ)

}
−
{
〈g ∗ u(t), u′(t)〉L2(Ω) + 〈g ∗ v(t), v′(t)〉L2(Γ)

}
+〈h1 (u (t))u′(t)〉L2(Ω) + 〈h2 (v (t)) , v′(t)〉L2(Γ)

= 〈f1(t), u′(t)〉L2(Ω) + 〈f1(t), v′(t)〉L2(Γ).

ce qui donne

1

2

d

dt

{
||U(t)||2H + ||U ′(t)||2H + ||Grad U(t)||2H

}
(4.5.1)

−{〈g ∗Grad U(t), Grad U ′(t)〉H + 〈g ∗ U(t), U ′(t)〉H}

+
d

dt
R (U (t)) = 〈f(t), U ′(t)〉H.

Si nous appliquons (4.4.2) en prenant w = U et w = GradU, nous obtenons

t∫
0

〈g ∗ U(s), U ′(s)〉Hds = −
t∫

0

〈G ∗ U ′(s), U ′(s)〉Hds

+
G(0)

2
(||U(t)||2H + ||U(0)||2H)

−G(t)〈U(0), U(t)〉H

−
t∫

0

g(s)〈U(0), U(s)〉Hds, (4.5.2)
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et
t∫

0

〈g ∗GradU(s), GradU ′α(s)〉Hds = −
t∫

0

〈G ∗GradU ′(s), GradU ′(s)〉H

+
G(0)

2
(||GradU(t)||2H + ||GradU(0)||2H)

−G(t)〈GradU(0), GradU(t)〉H

−
t∫

0

g(s)〈GradU(0), GradU(s)〉H, (4.5.3)

alors, nous déduisons les deux égalités suivantes

〈g ∗ U(s), U ′(s)〉H =
d

dt

G(0)

2
(||U(t)||2H||) (4.5.4)

−〈G(s)U(0), U ′(s)ds〉H

−〈G ∗ U ′(s), U ′(s)〉H,

et

〈g ∗GradU(s), GradU ′(s)〉H =
d

dt

G(0)

2
(||GradU(t)||2H||) (4.5.5)

−〈G(s)GradU(0), GradU ′(s)ds〉H

−〈G ∗GradU ′(s), GradU ′(s)〉H,

Nous remplaçons (4.5.4) et (4.5.5) dans (4.5.1), nous obtenons

1

2

d

dt

{
||U(t)||2H + ||U ′(t)||2H + ||Grad U(t)||2H

}
−
{
d

dt

G(0)

2
||GradU(t)||2H|| − 〈G(s)GradU(0), GradU ′(s)ds〉H

}
+〈G ∗GradU ′(s), GradU ′(s)〉Hds+ 〈G ∗ U ′(s), U ′(s)〉H

−
{
d

dt

G(0)

2
||U(t)||2H|| − 〈G(s)U(0), U ′(s)ds〉H

}
+
d

dt
R (U (t)) = 〈f(t), U ′(t)〉H

D’après l’égalité ci dessus, nous pouvons écrire

d

dt

{
1

2
||U ′(t)||2H +

1−G(0)

2

(
||GradU(t)||2H||+ ||U(t)||2H||

)
+R (U (t))

}
= 〈f(t), U ′(t)〉H − 〈G(s)GradU(0), GradU ′(s)ds〉H

−〈G(s)U(0), U ′(s)ds〉H − 〈G ∗GradU
′(s), GradU ′(s)〉H

−〈G ∗ U ′(s), U ′(s)〉H.
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De l’égalité précédente, nous définissons l’énergie associée à la solution U du problème

(4.2.1)-(4.2.2) par

E(t) =
1

2
||U ′(t)||2H +

1

2
(1−

∫ ∞
0

g(s)ds)
(
||Grad U(t)||2H + ||U(t)||2H

)
+R(U(t)), (4.5.6)

où R(U(t)) est donné par (4.1.3).

4.6 Estimations a priori

Pour démontrer l’existence et l’unicité globale, nous utiliserons le Lemme suivant

Lemme 5 (i) Si U0 ∈ D(A), U1 ∈ Ṽ et f ∈ W 1,1(0, T ;H), alors la solution forte U du

problème (4.2.1)-(4.2.2) sur [0, T0], T0 ≤ T , vérifie l’égalité suivante

E(t) +

t∫
0

{〈G ∗Grad U ′(s), Grad U ′(s)〉H + 〈G ∗ U ′(s), U ′(s)〉H}ds

= E(0) +G(0)
{
||Grad U0||2H + ||U0||2H

}
−{〈Grad U0, G(t) Grad U(t)〉H + 〈U0, G(t)U(t)〉H}

−
t∫

0

g(s){〈Grad U0, Grad U(s)〉H + 〈U0, U(s)〉H}ds

+

t∫
0

〈f(s), U ′(s)〉Hds, (4.6.1)

pour tout t ∈ [0, T0].

(ii) Si U0 ∈ Ṽ, U1 ∈ H et f ∈ L1(0, T ;H), alors la solution mild U du problème (4.2.1)-

(4.2.2) sur [0, T0] vérifie l’inégalité suivante

E(t) ≤ E(0) +G(0)
{
||Grad U0||2H + ||U0||2H

}
−{〈Grad U0, G(t) Grad U(t)〉H + 〈U0, G(t)U(t)〉H}

−
t∫

0

g(s){〈Grad U0, Grad U(s)〉H + 〈U0, U(s)〉H}ds

+

t∫
0

〈f(s), U ′(s)〉Hds, (4.6.2)

pour tout t ∈ [0, T0].
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(i) Dans un premier temps, nous supposons que U0 ∈ D(A), U1 ∈ Ṽ, et f ∈ W 1,1(0, T ;H); en

particulier, la solution forte U appartient à C1([0, T0]; Ṽ), voir Proposition 7. En multipliant

(4.2.1) scalairement par U ′(t), nous avons pour t ≥ 0

1

2

d

dt
{||U(t)||2H + ||U ′(t)||2H + ||Grad U(t)||2H}

−{〈g ∗Grad U(t), Grad U ′(t)〉H + 〈g ∗ U(t), U ′(t)〉H}+
d

dt
R(U(t))

= 〈f(t), U ′(t)〉H.

En intégrant sur [0, t], l’expression précédente devient

1

2
{||U(t)||2H + ||U ′(t)||2H + ||Grad U(t)||2H}

−
t∫

0

{〈g ∗Grad U(τ), Grad U ′(τ)〉H + 〈g ∗ U(τ), U ′(τ)〉H}dτ +R(U(t))

=
1

2
{||U0||2H + ||U1||2H + ||Grad U0||2H}+R(U0) +

t∫
0

〈f(τ), U ′(τ)〉Hds. (4.6.3)

En utilisant (4.4.2) avec w = U et w = GradU , le calcul donne

t∫
0

〈g ∗ U(s), U ′(s)〉Hds = −
t∫

0

〈G ∗ U ′(s), U ′(s)〉Hds

+G(0)
2

(||U(t)||2H + ||U(0)||2H)

−G(t)〈U(0), U(t)〉H −
t∫

0

g(s)〈U(0), U(s)〉Hds,

(4.6.4)

et

t∫
0

〈g ∗GradU(s), GradU ′(s)〉Hds = −
t∫

0

〈G ∗GradU ′(s), GradU ′(s)〉Hds

+G(0)
2

(||GradU(t)||2H + ||GradU(0)||2H)

−G(t)〈GradU(0), GradU(t)〉H

−
t∫

0

g(s)〈GradU(0), GradU(s)〉Hds,

(4.6.5)
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en remplaçant les deux égalités (4.6.4) et (4.6.5) dans (4.6.3), il vient

1

2

{
||U(t)||2 + ||U ′(t)||2 + ||Grad U(t)||2

}
+

t∫
0

〈G ∗ U ′(τ), U ′(τ)〉Hdτ

−G(0)

2
(||U(t)||2H + ||U(0)||2H) +G(t)〈U(0), U(t)〉H

+

t∫
0

g(τ)〈U(0), U(τ)〉Hdτ +

t∫
0

〈G ∗GradU ′(τ), GradU ′(τ)〉Hdτ

−G(0)

2
(||GradU(t)||2H + ||GradU(0)||2H) +G(t)〈GradU(0), GradU(t)〉H

+

t∫
0

g(τ)〈GradU(0), GradU(τ)〉Hdτ +R (U (t))

=
1

2

{
||U0||2 + ||U1||2 + ||Grad U0||2

}
+R (U0) +

t∫
0

〈f(τ), U ′(τ)〉ds,

en concluant, nous obtenons l’expression ci après

1

2
||U ′(t)||2H +

1−G(0)

2
{||Grad U(t)||2H + ||U(t)||2H}

+

t∫
0

{〈G ∗Grad U ′(τ), Grad U ′(τ)〉H + 〈G ∗ U ′(τ), U ′(τ)〉H}dτ +R(U(t))

=
1

2
||U1||2H +

1 +G(0)

2
{||Grad U0||2H + ||U0||2H}

−{〈Grad U0, G(t) Grad U(t)〉H + 〈U0, G(t)U(t)〉H}

−
t∫

0

g(τ){〈Grad U0, Grad U(τ)〉H + 〈U0, U(τ)〉H}dτ

+R(U0) +

t∫
0

〈f(τ), U ′(τ)〉Hdτ,
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par la suite

E (t) +

t∫
0


t∫

0

〈G ∗GradU ′(τ), GradU ′(τ)〉H + 〈G ∗ U ′(τ), U ′(τ)〉H

 dτ

=
1

2
||U1||2H +

1 +G(0)

2

{
||U0||2H + ||Grad U0||2H

}
−G(0)

2

{
||U0||2H + ||Grad U0||2H

}
+
G(0)

2

{
||U0||2H + ||Grad U0||2H

}
−{〈GradU0, G(t)GradU(t)〉H + 〈U0, G(t)U(t)〉H}

−
t∫

0

g (τ) {〈GradU0, GradU(τ)〉H + 〈U0, U(τ)〉H} dτ

+R (U0) +

t∫
0

〈f (τ) , U ′(τ)〉H dτ,

il vient alors

E (t) +

t∫
0


t∫

0

〈G ∗GradU ′(τ), GradU ′(τ)〉H + 〈G ∗ U ′(τ), U ′(τ)〉H

 dτ

=
1

2
||U1||2H +

1−G(0)

2

{
||U0||2H + ||Grad U0||2H

}
+R (U0)

+G(0)
{
||U0||2H + ||Grad U0||2H

}
−{〈GradU0, G(t)GradU(t)〉H + 〈U0, G(t)U(t)〉H}

−
t∫

0

g (τ) {〈GradU0, GradU(τ)〉H + 〈U0, U(τ)〉H} dτ

+

t∫
0

〈f (τ) , U ′(τ)〉H dτ.

43



4.7. Existence et unicité globale

Finalement , nous trouvons

E (t) +

t∫
0


t∫

0

〈G ∗GradU ′(τ), GradU ′(τ)〉H + 〈G ∗ U ′(τ), U ′(τ)〉H

 dτ

= E (0) +G(0)
{
||U0||2H + ||Grad U0||2H

}
−{〈GradU0, G(t)GradU(t)〉H + 〈U0, G(t)U(t)〉H}

−
t∫

0

g (τ) {〈GradU0, GradU(τ)〉H + 〈U0, U(τ)〉H} dτ

+

t∫
0

〈f (τ) , U ′(τ)〉H dτ,

d’où le résultat.

(ii) Comme G est un noyau défini positif , nous avons

t∫
0

〈G ∗Grad U ′(s), Grad U ′(s)〉Hds+

t∫
0

〈G ∗ U ′(s), U ′(s)〉Hds ≥ 0,

ainsi, un argument d’approximation basé sur (4.4.1) suffit de prouver (4.6.2) pour les solu-

tions mild.

4.7 Existence et unicité globale

4.7.1 Existence et unicité de la solution mild globale

Théorème 4.7.1 Nous supposons que l’Hypothèse (H1), (4.1.2) et (4.1.3) sont vérifiées.

Alors, pour tout U0 ∈ Ṽ, U1 ∈ H, et pour tout f ∈ L1(0,∞;H), le problème (4.2.1)-(4.2.2)

admet une unique solution mild U sur [0,∞).

De plus, E(t) est positive et vérifie

E(t) ≥ 1

2
||U ′(t)||2H +

1−G(0)

2

{
||U(t)||2H + ||Grad U(t)||2H

}
, (4.7.1)

E(t) ≤ C̃1 (4.7.2)

pour tout t ≥ 0, où C̃1 = C̃1(||U1||, ||Grad U0||, ||f ||1) est une fonction positive et croissante

en chaque variable.
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4.7.2 Preuve du Théorème 4.7.1

Pour montrer l’existence de la solution globale U du problème (4.2.1)-(4.2.2), il suffit de

prouver que les normes ||U ′(t)||H, ||Grad U(t)||H est ||U(t)||H sont bornées par une constante

indépendente de t sur l’intervalle maximal d’éxistence [0, T ) .

A partir de l’hypothèse (4.1.3), nous avons R(U(t)) ≥ 0. Donc pour tout t ∈ [0, T ), nous

obtenons

E(t) ≥ 1

2
‖U ′(t)||2H +

1−G(0)

2
{||Grad U(t)||2H + ||U(t)||2H}. (4.7.3)

Puisque hi sont globalement lipschitziennes, alors |Fi(s)| ≤ c′|s|2, i = 1, 2 pour tout s ∈ R.

Alors, pour tout t ≥ 0, nous trouvons

R(U(t)) =

∫
Ω

F1(u(t))dx+

∫
Γ

F2(v(t))dΓ ≤ c ‖U (t)‖2
H , (4.7.4)

où c et c′ sont des constantes positives.

De l’inégalité (4.6.2), nous pouvons écrire

E(t) ≤ 1

2
||U1||2H +

1

2

(
1−

∫ ∞
0

g(s)ds

)(
||Grad U0||2H + ||U0||2H

)
+R (U0) +G(0)

{
||GradU0||2H + ||U0||2H

}
−{〈Grad U0, G(t) Grad U(t)〉H + 〈U0, G(t)U(t)〉H}

−
t∫

0

g(s) {〈Grad U0, Grad U(s)〉H + 〈U0, U(s)〉H} ds

+

t∫
0

〈f(s), U ′(s)〉ds,

en appliquant l’inégalité (4.7.4) pour t = 0, et comme G (0) =
∫∞

0
g(s)ds, il vient alors

E(t) ≤ 1

2
||U1||2H +

1

2
(1−G (0))

(
||Grad U0||2H + ||U0||2H

)
+ c||U0||2H (4.7.5)

+G(0)
{
||GradU0||2H + ||U0||2H

}
−{〈Grad U0, G(t) Grad U(t)〉H + 〈U0, G(t)U(t)〉H}

−
t∫

0

g(s) {〈Grad U0, Grad U(s)〉H + 〈U0, U(s)〉H} ds

+

t∫
0

〈f(s), U ′(s)〉Hds.
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En utilisant les inégalités de Cauchy Schwartz et Young, nous obtenons les estimations

suivantes

t∫
0

〈f(s), U ′(s)〉Hds =

t∫
0

〈f1(s), u′(s)〉ds+

t∫
0

〈f2(s), v′(s)〉ds (4.7.6)

≤ 1

2
‖f1‖2

1 +
1

2
‖f2‖2

2 +

t∫
0

|f1(τ)| ‖u′(τ)‖ dτ

+

t∫
0

|f2(τ)| ‖v′(τ)‖ dτ,

〈Grad U0, G(t) Grad U(t)〉H ≤
ε

2
‖Grad U(t)‖2

H +
‖g‖2

1

2ε
‖Grad U0‖2

H , (4.7.7)

〈U0, G(t)U(t)〉H ≤
ε

2
‖U(t)‖2

H +
‖g‖2

1

2ε
‖U0‖2

H , (4.7.8)

t∫
0

g(s)〈Grad U0, Grad U(s)〉Hds ≤
1

2ε
‖g‖2

1 ‖Grad U0‖2
H (4.7.9)

+
ε

2

t∫
0

g(τ) ‖Grad U (τ)‖2
H dτ,

t∫
0

g(s)〈U0, U(s)〉Hds ≤
1

2ε
‖g‖2

1 ‖U0‖2
H +

ε

2

t∫
0

g(τ) ‖U (τ)‖2
H dτ, (4.7.10)

où ε ∈
(

0, 1−G(0)
2

)
.

En substituant les estimations (4.7.6)-(4.7.10) dans (4.7.5), nous avons alors

E(t) ≤ 1

2
||U1||2H +

1−G(0)

2

{
||Grad U0||2H + || U0||2H

}
+ c||U0||2H

+G(0)
{
||Grad U0||2H + || U0||2H

}
+
ε

2
{||Grad U(t)||2H + ||U(t)||2H}

1

2ε
‖g‖1 {‖g‖1 + 1}

{
||Grad U0||2H + || U0||2H

}
+
ε

2

t∫
0

|g(s)|
{
||Grad U(s)||2H + ||U(s)||2H

}
ds

+
1

2
||f ||1 +

1

2

t∫
0

{|f1(s)|+ |f2(s)|} ||U ′(s)||2H}ds,
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où ‖f‖1 = ‖f1‖1 + ‖f2‖1.

En utilisant l’inégalité de Poincaré et l’injection continue ci-après:

H1
Γ0

(Ω) ↪→ Lq (Γ1) , 2 ≤ q ≤ q

avec

q =


2(n−1)
n−2

, si n ≥ 3,

+∞, si n = 1, 2.

nous obtenons l’inégalité

E(t) ≤
(
||U1||2H + ||Grad U0||2H + ||f ||1

)
(3 + k1 +

k2

2ε
||g||1(||g||1 + 1))

+
ε

2
{||Grad U(t)||2H + ||U(t)||2H} (4.7.11)

+
1

2

t∫
0

{|g(s)|+ |f1(s)|+ |f2(s)|}{ε[||U(s)||2H + ||Grad U(s)||2H] + ||U ′(s)||2H}ds,

où k1, k2 sont des constantes positives.

A partir de (4.7.11) et (4.7.3), nous déduisons

1

2
||U ′(t)||2H +

1−G(0)− ε
2

{||U(t)||2H + ||Grad U(t)||2H}

≤
(
||U1||2H + ||Grad U0||2H + ||f ||1

)
(3 + k1 +

k2

2ε
||g||1(||g||1 + 1))

+
1

2

t∫
0

{|g(s)|+ |f1(s)|+ |f2(s)|}{ε[||U(s)||2H + ||Grad U(s)||2H] + ||U ′(s)||2H}ds.

Comme ε ∈ (0, 1−G(0)
2

) alors 1−G(0)− ε > ε, il vient

||U ′(t)||2H + ε{||U(t)||2H + ||Grad U(t)||2H}

≤
(
||U1||2H + ||Grad U0||2H + ||f ||1

)(
6 + 2k1 +

k2

ε
||g||1(||g||1 + 1)

)

+

t∫
0

{|g(s)|+ |f1(s)|+ |f2(s)|}{ε[||U(s)||2H + ||Grad U(s)||2H] + ||U ′(s)||2H}ds.

En appliquant le Lemme de Gronwall, nous obtenons pour tout t ∈ [0, T )

||U ′(t)||2H + ε{||U(t)||2H + ||Grad U(t)||2H} (4.7.12)

≤
(
||U1||2H + ||Grad U0||2H + ||f ||1

)
e||g||1(6 + 2k1 +

k2

ε
||g||1(||g||1 + 1))× e||f ||1 .
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Pour résumer, pour tout U0 ∈ Ṽ, U1 ∈ H et tout f ∈ L1(0,∞;H), nous avons

E(t) ≥ 1

2
‖U ′(t)||2H + ε{||U(t)||2H + ||Grad U(t)||2H},

et

||U ′(t)||2H + ε{||U(t)||2H + ||Grad U(t)||2H}

≤
(
||U1||2H + ||Grad U0||2H + ||f ||1

)
e||g||1+||f ||1(6 + 2k1 +

k2

ε
||g||1(||g||1 + 1)).

De plus, en remplaçant l’estimation ci-dessus dans (4.7.11), nous trouvons

E(t) ≤ C̃1, ∀t ∈ [0, T ),

où C̃1(||U1||, ||Grad U0||, ||f ||1) est une fonction positive croissante, telle que C̃1(0) = 0 et

independente de T . Nous déduisons que U est une solution globale et nous obtenons les

estimations (4.7.1)-(4.7.2).

4.7.3 Existence et unicité de la solution forte globale

Théorème 4.7.2 Nous supposons que l’Hypothèse(H1), (4.1.2) et (4.1.3) sont vérifiées.

Alors, pour tout U0 ∈ D(A), U1 ∈ Ṽ et f ∈ W 1,1
loc (0,∞;H)∩L1(0,∞;H) le problème (4.2.1)-

(4.2.2) admet une unique solution forte sur [0,∞). De plus, U appartient à

C1([0,∞[ ; Ṽ),

et pour tout t ≥ 0, nous avons

E(t) +

t∫
0

{〈G ∗Grad U ′(s), Grad U ′(s)〉H + 〈G ∗ U ′(s), U ′(s)〉H}ds ≤ C̃2, (4.7.13)

où C̃2 = C̃2(||U1||, ||Grad U0||, ||f ||1) est une fonction positive croissante en chaque variable.
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4.7.4 Preuve du Théorème 4.7.2

D’après l’hypothèse (4.1.3), nous avons R(U(t)) ≥ 0, il vient alors

E(t) +

t∫
0

{〈G ∗Grad U ′(s), Grad U ′(s)〉Hds+ 〈G ∗ U ′(s), U ′(s)〉H} ds

≥ 1

2
||U ′(t)||2H +

1−G(0)

2

{
||U(t)||2H + ||Grad U(t)||2H

}
(4.7.14)

+

t∫
0

{〈G ∗Grad U ′(s), Grad U ′(s)〉Hds+ 〈G ∗ U ′(s), U ′(s)〉H} ds.

L’égalité (4.6.1) nous donne

E(t) +
t∫

0

{〈G ∗Grad U ′(s), Grad U ′(s)〉H + 〈G ∗ U ′(s), U ′(s)〉H} ds

= 1
2
||U1||2H + 1−G(0)

2
(||Grad U0||2H + ||U0||2H)

+R (U0) +G (0) (||Grad U0||2H + ||U0||2H)

−{〈Grad U0, G (t)Grad U(t)〉H + 〈U0, G (t)U(t)〉H}

−
t∫

0

g (s) {〈Grad U0, Grad U(s)〉H + 〈U0, U(s)〉H} ds

+
t∫

0

〈f (s) ∗ U ′(s)〉Hds.

(4.7.15)

Nous appliquons l’inégalité (4.7.4) pour t = 0, et en utilisant les estimations (4.7.6)−(4.7.10)

dans (4.7.15) pour ε ∈
(

0, 1−G(0)
2

)
ainsi que l’injection continue et l’inégalité de Poincaré,

nous trouvons

E(t) +

t∫
0

{〈G ∗Grad U ′(s), Grad U ′(s)〉H + 〈G ∗ U ′(s), U ′(s)〉H} ds

≤
(
||U1||2H + ||Grad U0||2H + ‖f‖1

)(
3 + k1 +

k2

ε
||g||1(||g||1 + 1)

)
+
ε

2

(
||U(t)||2H + ||Grad U(t)||2H

)
(4.7.16)

+
1

2

t∫
0

{|g(s)|+ |f1(s)|+ |f2(s)|}
{
ε
[
||U(s)||2H + ||Grad U(s)||2H

]
+ ||U ′(s)||2H

}
ds,

où k1, k2 sont des constantes positives.
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En utilisant (4.7.16) et (4.7.14) et le Lemme de Gronwall, pour ε ∈
(

0, 1−G(0)
2

)
, il vient

||U ′(t)||2H + ε
{
||U(t)||2H + ||Grad U(t)||2H

}
(4.7.17)

≤
(
||U1||2H + ||Grad U0||2H + ‖f‖1

)
e||g||1

(
6 + 2k1 +

2k2

ε
||g||1(||g||1 + 1)

)
e||f ||1 .

En remplaçant (4.7.17) dans (4.7.16) nous déduisons

E(t) +

t∫
0

{〈G ∗Grad U ′(s), Grad U ′(s)〉H + 〈G ∗ U ′(s), U ′(s)〉H} ds ≤ C̃2,

où C̃2 = C̃2(||U1||, ||Grad U0||, ||f ||1) est une fonction positive croissante en chaque variable.
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Chapitre 5

Stabilisation exponentielle du

problème linéaire

5.1 Introduction

Pour l’étude de la stabilisation de notre problème (4.1.1), nous allons traiter premièrement

le cas linéaire. Pour simplifier les notations nous allons transformer le problème (4.1.1) sous

la forme ci après

U ′′ (t) + AU (t)−
t∫

0

g(t− s)AU (s) ds = f (t) , t ≥ 0, (5.1.1)

avec les conditions initiales

U (0) = U0 =

 u0

v0

 , U ′ (0) = U1 =

 u1

v1

 , (5.1.2)

où

A =

 1−∆ 0

∂
∂ν

1−∆Γ

 , (5.1.3)

et

U (t) =

 u (t)

v (t)

 , f (t) =

 f1 (t)

f2 (t)

 . (5.1.4)
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Notre objectif dans cette partie est de montrer que l’énergie de la solution associée au

problème (5.1.1)-(5.1.4) décrôıt exponentiellement vers zéro quant t→ +∞ et que la fonc-

tion eαtE(t) appartient à l’espace L1(0,∞).

Pour toute fonction mesurable g : (0,∞) −→ X et α ∈ R, nous posons

gα(t) := eαtg(t), t > 0.

Considérons l’hypothèse suivante:

Hypothèse (H2).

Il existe α0 > 0 tel que gα0 ∈ L1(0,∞) et t −→
∞∫
t

gα0(s)ds est un noyau fortement défini

positif.

Le résultat principal de stabilisation de notre travail est donné par le Théorème suivant:

Théorème 5.1.1 Nous supposons que les hypothèses (H1), (H2) avec α0 > 0, sont vérifiées.

Alors, il existe des constantes positives Ki, i = 0, 1, telles que, pour tout U0 ∈ Ṽ, U1 ∈ H

et tout fη0 ∈ L1(0,∞;H), η0 > 0, l’énergie E(t) associée à la solution mild U du problème

(5.1.1)− (5.1.4) vérifie

E(t) ≤ K0e
−2αt, ∀t ≥ 0, (5.1.5)

et
∞∫

0

e2αsE(s)ds ≤ K1, (5.1.6)

pour tout α ∈ [0, α∗], où α∗ ∈]0,min{α0, η0}[ et Ki = Ki(||U1||, ||GradU0||, ||f ||1) sont des

fonctions positives, croissantes, telles que Ki(0) = 0, i = 0, 1.

5.2 Préliminaires

La proposition suivante est d’une grande importance pour étudier la décroissance exponen-

tielle.

Proposition 8 Soit g ∈ L1(0,∞) une fonction telle que t −→
∞∫
t

g(s)ds est un noyau

fortement défini positif. Alors t −→
∞∫
t

e−σsg(s)ds, σ > 0, est aussi un noyau fortement

défini positif.
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De plus, si δ est la constante dans (4.2.6) correspondante à t −→
∞∫
t

g(s)ds, alors la

constante analogue δσ pour t −→
∞∫
t

e−σsg(s)ds est donnée par

δσ =
δ

(σ + 1)2
. (5.2.1)

Elle est identique à la preuve à la Proposition 4.

Maintenant, en adaptant certaines estimations pour les noyaux définis positifs ([39, 41,

76, 77]), nous obtenons les trois Lemmes suivants

Lemme 6 Soit g ∈ C([0,∞)) un noyau défini positif. Alors g (0) ≥ 0 et

||g ∗ y(t)||2H ≤ 2g(0)

t∫
0

〈g ∗ y(τ), y(τ)〉Hdτ, t ≥ 0, (5.2.2)

pour tout y ∈ L1
loc(0,∞;H).

Elle est analogue à celle du Lemme 6.1 [76].

Si g est un noyau fortement défini positif et δ la constante donnée par la formule (4.2.6),

alors par le Lemme 6, nous avons

g(0) ≥ δ. (5.2.3)

Lemme 7 Soit g un noyau fortement défini positif tel que g, g′ ∈ L1(0,∞). Alors

t∫
0

||g ∗ y(τ)||2Hdτ ≤
1

δ
(||g||21 + 4||g′||21)

t∫
0

〈g ∗ y(τ), y(τ)〉Hdτ, t ≥ 0, (5.2.4)

pour tout y ∈ L1
loc(0,∞;H), où δ est la constante donnée par (4.2.6).

Elle est similaire à celle du Lemme 2.3 [41], avec des modifications nécessaires pour

l’adapter à notre problème .

Lemme 8 Soit g ∈ L1
loc(0,∞) un noyau fortement défini positif. Alors

t∫
0

||y(τ)||2Hdτ ≤ ||y(0)||2H +
2

δ


t∫

0

〈g ∗ y(τ), y(τ)〉Hdτ +

t∫
0

〈g ∗ y′(τ), y′(τ)〉H dτ

 , (5.2.5)

pour tout t ≥ 0 and y ∈ L2
loc(0,∞;H) avec y′ ∈ L1

loc(0,∞;H), où δ est la constante donnée

par (4.2.6).
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Voir la preuve du Lemme 2.5 avec quelques changements nécessaires [39].

Rappelons la remarque suivante (voir [11]) qui sera utilisée par la suite.

Remarque 7 1. Pour tout α ∈ [0, α0], on a gα ∈ L1(0,∞) et

Gα(t) =

∫ ∞
t

gα(s)ds

est un noyau fortement défini positif avec

δα :=
δα0

(1 + α0 − α)2
≥ δα0

(1 + α0)2
, (5.2.6)

notant que Gα(t) =
∫∞
t
e−(α0−α)sgα0(s)ds et en appliquant la Proposition 8 pour gα0, et

d’après (5.2.3) et (5.2.6), on a

Gα(0) ≥ δα ≥
δα0

(1 + α0)2
. (5.2.7)

2. Comme gα0 ∈ L1(0,∞), d’après le Théorème de convergence dominée et G(0) < 1, on a

pour tout α ∈ [0, α0]

1−Gα(0) ≥ 1−G(0)

2
> 0. (5.2.8)

3. Pour tout α ∈ [0, α0 − ε0], 0 < ε0 < α0, Gα ∈ L1(0,∞) et

||Gα||1 ≤
1

ε0

||gα0||1, (5.2.9)

car il suffit d’écrire

∞∫
0

|Gα(s)|ds ≤
∞∫

0

seαs|g(s)|ds (5.2.10)

=

∞∫
0

se−(α0−α)seα0s|g(s)|ds ≤ 1

ε0

∞∫
0

eα0s|g(s)|ds.

4. Pour tout α ∈ (0, α0 − ε0], 0 < ε0 < α0, Gα ∈ L2(0,∞) et d’après (5.2.9) on a

||Gα||22 ≤ ||Gα||1||gα||1 ≤
1

ε0

||gα0||21. (5.2.11)
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5.3 Transformation du problème (5.1.1)-(5.1.4)

Pour démontrer le Théorème 5.1.1, nous faisons le changement de fonction Uα(t) = eαtU(t)

où α ≥ 0, , ce qui nous permet de transformer le problème (5.1.1)-(5.1.4) sous la forme

suivante  U ′′α(t)− 2αU ′α(t) + α2Uα(t) + AUα(t)− gα ∗ AUα(t) = fα(t),

Uα(0) = U0, U ′α(0) = U1 + αU0.
(5.3.1)

5.4 Énergie modifiée

En multipliant scalairement (5.3.1) par U ′α(t) nous obtenons

1

2

d

dt

(
||U ′α(t)||2H +

1

2
||Grad Uα(t)||2H +

(α2 + 1)

2
‖Uα‖2

H

)
−〈gα ∗ Uα(t), U ′α(t)〉H − 〈gα ∗Grad Uα(t), Grad U ′α(t)〉H

= 2α ‖U ′α(t)‖2
H + 〈fα(t), U ′α(t)〉H, (5.4.1)

en appliquant (4.4.2) avec w = Uα et w = GradUα, il vient

t∫
0

〈gα ∗ Uα(s), U ′α(s)〉Hds = −
t∫

0

〈Gα ∗ U ′α(s), U ′α(s)〉Hds

+
Gα(0)

2
(||Uα(t)||2H + ||Uα(0)||2H)

−Gα(t)〈Uα(0), Uα(t)〉H −
t∫

0

gα(s)〈Uα(0), Uα(s)〉Hds,

et

t∫
0

〈gα ∗GradUα(s), GradU ′α(s)〉Hds = −
t∫

0

〈Gα ∗GradU ′α(s), GradU ′α(s)〉Hds

+
Gα(0)

2
(||GradUα(t)||2H + ||GradUα(0)||2H)

−Gα(t)〈GradUα(0), GradUα(t)〉H

−
t∫

0

gα(s)〈GradUα(0), GradUα(s)〉Hds,
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pour cela, nous pouvons écrire

〈gα ∗ Uα(t), U ′α(t)〉H =
d

dt

Gα(0)

2
(||Uα(t)||2H)

−〈Gα(t)Uα(0), U ′α(t)〉H

−〈Gα ∗ U ′α(t), U ′α(t)〉H (5.4.2)

de même pour

〈gα ∗GradUα(t), GradU ′α(t)〉H =
d

dt

Gα(0)

2
(||GradUα(t)||2H)

−〈Gα(t)GradUα(0), GradU ′α(t)〉H

−〈Gα ∗GradU ′α(t), GradU ′α(t)〉H (5.4.3)

en injectant (5.4.2) et (5.4.3) dans l’égalité (5.4.1), nous obtenons

d

dt

(
1

2
||U ′α(t)||2H +

1−Gα(0)

2
||Grad Uα(t)||2H +

1 + α2 −Gα(0)

2
‖Uα(t)‖2

H

)
= 2α ‖U ′α(t)‖2

H + 〈fα(t), U ′α(t)〉H

−〈Gα(t)Uα(0), U ′α(t)〉H − 〈Gα ∗ U ′α(t), U ′α(t)〉H

−〈Gα(t)GradUα(0), GradU ′α(t)〉H

−〈Gα(t) ∗GradU ′α(t), GradU ′α(t)〉H. (5.4.4)

A partir de l’égalité (5.4.4), nous définissons l’énergie associée à la solution Uα de (5.3.1)

par

Eα(t) =
1

2
||U ′α(t)||2H +

1

2
(1−Gα (0))||Grad Uα(t)||2H +

1

2
(1 + α2 −Gα (0))||Uα(t)||2H.

Remarque 8 Pour α = 0, nous avons

E(t) = E0(t).

5.5 Preuve du Théorème 5.1.1

Supposons que U0 ∈ D(A), U1 ∈ Ṽ et f ∈ C1([0,∞);H), alors d’après la Proposition 7, la

solution mild U est une solution forte.

Dans la suite, nous noterons par Ci, i ∈ N, les constantes positives dépendant des normes

||U1||, ||GradU0||, ||f ||1.

56



5.5. Preuve du Théorème 5.1.1

5.5.1 Estimation de l’énergie cinétique

Le terme le plus difficile à estimer est l’énergie cinétique
t∫

0

||U ′α(s)||2Hds, en effet, nous ap-

pliquons l’inégalité (5.2.5) en prenant g = Gα et y = U ′α, pour tout t ≥ 0 nous obtenons

l’inégalité suivante

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds ≤ ||U ′α(0)||2H+
2

δα

t∫
0

{〈Gα∗U ′α(s), U ′α(s)〉H+〈Gα∗U ′′α(s), U ′′α(s)〉H}ds. (5.5.1)

Estimation du terme
t∫

0

〈Gα ∗ U ′α(s), U ′α(s)〉H ds

Le lemme suivant nous permet d’obtenir une estimation pour le terme

t∫
0

〈Gα ∗ U ′α(s), U ′α(s)〉H ds.

Lemme 9 Pour toute solution Uα du problème (5.3.1) et pour tout α ∈ [0, α0], où α0 est

défini dans l’Hypothèse (H2) avec t ≥ 0, nous avons

1−Gα(0)

2
||Grad Uα(t)||2H

+

t∫
0

〈Gα ∗ U ′α(s), U ′α(s)〉Hds+

t∫
0

〈Gα ∗Grad U ′α(s), Grad U ′α(s)〉Hds

≤ C1 +Hα,1(t) + 2α

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds, (5.5.2)

où C1 > 0 et

Hα,1(t) = −Gα(t){〈U0, Uα(t)〉H + 〈Grad U0, Grad Uα(t)〉H}

−
t∫

0

gα(s){〈U0, Uα(s)〉H + 〈Grad U0, Grad Uα(s)〉H}ds

+

t∫
0

〈fα(s), U ′α(s)〉Hds. (5.5.3)
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En multipliant (5.3.1) scalairement par U ′α(t) et en intégrant entre 0 et t, nous obtenons

pour t ≥ 0 l’égalité suivante

1

2
||U ′α(t)||2H +

1

2
||Grad Uα(t)||2H +

(α2 + 1)

2
‖Uα‖2

H

−
t∫

0

〈gα ∗ Uα(τ), U ′α(τ)〉Hdτ −
t∫

0

〈gα ∗Grad Uα(τ), Grad U ′α(τ)〉Hdτ

=
1

2
||U ′α(0)||2H +

1

2
||Grad Uα(0)||2H +

(α2 + 1)

2
‖Uα(0)‖2

H

+2α

t∫
0

‖U ′α(τ)‖2
Hdτ +

t∫
0

〈fα(τ), U ′α(τ)〉Hdτ. (5.5.4)

Par application de (4.4.2) avec w = Uα , w = Grad Uα et g = gα, nous avons les égalités ci-

après

t∫
0

〈gα ∗ Uα(s), U ′α(s)〉Hds = −
t∫

0

〈Gα ∗ U ′α(s), U ′α(s)〉Hds

+
Gα(0)

2
(||Uα(t)||2H + ||Uα(0)||2H) (5.5.5)

−Gα(t)〈Uα(0), Uα(t)〉H

−
t∫

0

gα(s)〈Uα(0), Uα(s)〉Hds,

et

t∫
0

〈gα ∗GradUα(s), GradU ′α(s)〉Hds = −
t∫

0

〈Gα ∗GradU ′α(s), GradU ′α(s)〉Hds

+
Gα(0)

2
(||GradUα(t)||2H + ||GradUα(0)||2H)

−Gα(t)〈GradUα(0), GradUα(t)〉H (5.5.6)

−
t∫

0

gα(s)〈GradUα(0), GradUα(s)〉Hds,
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en injectant (5.5.5) et (5.5.6) dans (5.5.4), nous avons l’égalité suivante

1

2
||U ′α(t)||2H +

1

2
||Grad Uα(t)||2H +

(α2 + 1)

2
‖Uα‖2

H +

t∫
0

〈Gα ∗ U ′α(s), U ′α(s)〉Hds

−Gα(0)

2
(||Uα(t)||2H + ||Uα(0)||2H) +Gα(t)〈Uα(0), Uα(t)〉H

+

t∫
0

gα(s)〈Uα(0), Uα(s)〉Hds+

t∫
0

〈Gα ∗Grad U ′α(s), Grad U ′α(s)〉Hds

−Gα(0)

2
(||Grad Uα(t)||2H + ||Grad Uα(0)||2H)

+Gα(t)〈Grad Uα(0), Grad Uα(t)〉H +

t∫
0

gα(s)〈Grad Uα(0), Grad Uα(s)〉Hds

=
1

2
||U ′α(0)||2H +

1

2
||Grad Uα(0)||2H +

(α2 + 1)

2
‖Uα (0)‖2

H

+2α

t∫
0

‖U ′α(τ)‖2
H dτ +

t∫
0

〈fα(τ), U ′α(τ)〉Hdτ,

donc nous obtenons l’expression ci-après

1−Gα(0)

2
||Grad Uα(t)||2H +

t∫
0

〈Gα ∗ U ′α(s), U ′α(s)〉Hds

+

t∫
0

〈Gα ∗Grad U ′α(s), Grad U ′α(s)〉Hds

+
1

2
||U ′α(t)||2H +

(
α2 + 1−Gα(0)

2

)
‖Uα‖2

H

=
1

2
||U ′α(0)||2H +

1 +Gα(0)

2
||Grad Uα(0)||2H +

(α2 + 1) +Gα(0)

2
‖Uα (0)‖2

H

−Gα(t)〈Uα(0), Uα(t)〉H −
t∫

0

gα(s)〈Uα(0), Uα(s)〉Hds

−Gα(t)〈Grad Uα(0), Grad Uα(t)〉H −
t∫

0

gα(s)〈Grad Uα(0), Grad Uα(s)〉Hds

+

t∫
0

〈fα(τ), U ′α(τ)〉Hdτ + 2α

t∫
0

‖U ′α(τ)‖2
H dτ,
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comme 1−Gα(0)
2

> 0, nous pouvons écrire

1−Gα(0)

2
||Grad Uα(t)||2H +

t∫
0

〈Gα ∗ U ′α(s), U ′α(s)〉Hds

+

t∫
0

〈Gα ∗Grad U ′α(s), Grad U ′α(s)〉Hds

≤ C1 + 2α

t∫
0

‖U ′α(τ)‖2
H dτ

−Gα(t)〈Uα(0), Uα(t)〉H −Gα(t)〈Grad Uα(0), Grad Uα(t)〉H

−
t∫

0

gα(s)〈Uα(0), Uα(s)〉Hds−
t∫

0

gα(s)〈Grad Uα(0), Grad Uα(s)〉Hds

+

t∫
0

〈fα(τ), U ′α(τ)〉Hdτ,

où

C1 =
1

2
||U ′α(0)||2H +

1 +Gα(0)

2
||Grad Uα(0)||2H

+
(α2 + 1) +Gα(0)

2
‖Uα (0)‖2

H

et en posant

Hα,1 = −Gα(t)〈Uα(0), Uα(t)〉H −Gα(t)〈Grad Uα(0), Grad Uα(t)〉H

−
t∫

0

gα(s)〈Uα(0), Uα(s)〉Hds−
t∫

0

gα(s)〈Grad Uα(0), Grad Uα(s)〉Hds

+

t∫
0

〈fα(τ), U ′α(τ)〉Hdτ,

nous obtenons le résultat.

Estimation du terme
t∫

0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉H ds.

En utilisant le Lemme ci-après, nous obtenons une estimation du terme

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉H ds
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Lemme 10 Si Uα est la solution du problème (5.3.1), alors il existe un nombre α1 > 0, tel

que pour tout α ∈ [0, α1 − ε0], 0 < ε0 < α1 et t ≥ 0, nous avons

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉Hds

≤ α1

ε0

(C2 +Hα,2(t))

+α
α1

ε0

(
(1 + α0)2

δα0

+
8α2

1

1−G(0)
)

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds, (5.5.7)

1−Gα(0)

2
||U ′α(t)||2H +

1

2
{||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H + ||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H}

+α2 1−Gα(0)

4
||Uα(t)||2H

≤ C2 +Hα,2(t) + α(
(1 + α0)2

δα0

+
8α2

1

1−G(0)
)

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds, (5.5.8)

où C2 > 0 et

Hα,2(t) =
2α2

1−Gα(0)
Hα,1(t)

−Gα(t)〈U ′α(0), U ′α(t)〉H −
t∫

0

gα(s)〈U ′α(0), U ′α(s)〉Hds

−
t∫

0

gα(s)〈U0, (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉Hds

−
t∫

0

gα(s)〈Grad U0, Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉Hds

+

t∫
0

〈fα(s), U ′α(s)− gα ∗ U ′α(s)〉Hds. (5.5.9)

En multipliant (5.3.1) scalairement par

U ′α(t)− gα ∗ U ′α(t) =
d

dt
(Uα − gα ∗ Uα)(t) + gα(t)U0, (5.5.10)
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et comme U ∈ C1([0,∞);V) (voir Théorème 4.7.2), nous obtenons l’égalité ci-dessous

〈U ′′α(t), U ′α(t)− gα ∗ U ′α(t)〉H − 2α〈U ′α(t), U ′α(t)− gα ∗ U ′α(t)〉H

+α2〈Uα(t), U ′α(t)− gα ∗ U ′α(t)〉H + 〈Uα(t), U ′α(t)− gα ∗ U ′α(t)〉H

+ 〈Grad Uα(t), Grad (U ′α(t)− gα ∗ U ′α(t))〉H

−〈gα ∗ Uα(t), U ′α(t)− gα ∗ U ′α(t)〉H

−〈gα ∗Grad Uα(t), Grad (U ′α(t)− gα ∗ U ′α(t))〉H

= 〈fα(t), U ′α(t)− gα ∗ U ′α(t)〉H,

après calcul, nous pouvons écrire

U ′α(t)− gα ∗ U ′α(t) =
d

dt
(Uα − gα ∗ Uα)(t) + gα (t)U0,

il vient alors

〈U ′′α(t), U ′α(t)− gα ∗ U ′α(t)〉H − 2α〈U ′α(t), U ′α(t)− gα ∗ U ′α(t)〉H

+α2〈Uα(t), U ′α(t)− gα ∗ U ′α(t)〉H

+
1

2

d

dt
{‖Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)‖2

H + ||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H}

+gα(t){〈U0, (Uα − gα ∗ Uα)(t)〉H + 〈Grad U0, Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)〉H}

= 〈fα(t), U ′α(t)− gα ∗ U ′α(t)〉H.

en intégrant l’égalité ci dessus entre 0 et t, nous obtenons

1

2
||U ′α(t)||2H +

1

2
{||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H}

−
t∫

0

〈U ′′α(s), gα ∗ U ′α(s)〉Hds

=
1

2
{||U ′α(0)||2H + ||U0||2H + ||Grad U0||2H}

−
t∫

0

gα(s){〈U0, (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H + 〈Grad U0, Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H}ds

+

t∫
0

{〈fα(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds+ 2α

t∫
0

〈U ′α(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds

−α2

t∫
0

〈Uα(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉H.
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Pour estimer l’intégrale sur le coté gauche de l’égalité ci-dessus, nous utilisons (4.4.2) avec

w = U ′α, afin d’obtenir l’expression

1

2
||U ′α(t)||2H +

1

2

{
||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H

}
+

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉Hds−
Gα(0)

2
(||U ′α(t)||2H + ||U ′α(0)||2H)

+Gα(t)〈U ′α(0), U ′α(t)〉H +

t∫
0

gα(s)〈U ′α(0), U ′α(s)〉Hds

=
1

2
{||U ′α(0)||2H + ||U0||2H + ||Grad U0||2H}

−
t∫

0

gα(s) {〈U0, (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H + 〈Grad U0, Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H} ds

+

t∫
0

{〈fα(s), (U ′α − gα ∗ U ′α) (s)〉Hds+ 2α

t∫
0

〈U ′α(s), (U ′α − gα ∗ U ′α) (s)〉Hds

−α2

t∫
0

〈Uα(s), (U ′α − gα ∗ U ′α) (s)〉H,
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nous pouvons écrire

1−Gα(0)

2
||U ′α(t)||2H +

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉Hds

+
1

2
{||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H}

=
1 +Gα(0)

2
||U ′α(0)||2H +

1

2
{||U0||2H + ||Grad U0||2H} −Gα(t)〈U ′α(0), U ′α(t)〉H

−
t∫

0

gα(s)〈U ′α(0), U ′α(s)〉Hds

−
t∫

0

gα(s){〈U0, (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H + 〈Grad U0, Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H}ds

+

t∫
0

{〈fα(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds+ 2α

t∫
0

〈U ′α(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds

−α2

t∫
0

〈Uα(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds. (5.5.11)

Pour pouvoir continuer la suite des calcules, nous devons estimer les deux derniers termes

se trouvant sur le coté droit de l’égalité ci-dessus, pour cela nous appliquons (4.4.4) avec

w = U ′α, et nous obtenons alors l’inégalité suivante

2

t∫
0

〈U ′α(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds

≤
t∫

0

||U ′α(s)||2Hds+

t∫
0

||(U ′α − gα ∗ U ′α)(s)||2Hds

≤
t∫

0

||U ′α||2Hds+ 2(1−Gα(0))

t∫
0

〈U ′α(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds

+2||Gα||22||U ′α(0)||2H + 2

t∫
0

||Gα ∗ U ′′α(s)||2Hds,
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par utilisation de l’inégalité à (5.2.4), nous pouvons écrire

2Gα(0)

t∫
0

〈U ′α(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds

≤ 2||Gα||22||U ′α(0)||2H +

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds+ 2

t∫
0

||Gα ∗ U ′′α(s)||2Hds

≤ 2||Gα||22||U ′α(0)||2H +

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds

+
2

δα
(||Gα||21 + 4||gα||21)

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉Hds. (5.5.12)

En utilisant (5.5.10), nous avons

t∫
0

〈Uα(s), (U ′α − gα ∗ U ′α) (s)〉Hds

= 〈Uα, Uα − gα ∗ Uα〉H|t0 +

t∫
0

gα(s)〈U0, Uα(s)〉Hds

−
t∫

0

〈U ′α(s), (Uα − gα ∗ Uα(s))〉Hds

= 〈Uα, Uα − gα ∗ Uα〉H|t0 +

t∫
0

gα(s)〈U0, Uα(s)〉Hds+
1

2
||U0||2H

−1

2
||Uα(t)||2H +

t∫
0

〈U ′α(s), gα ∗ Uα(s)〉Hds.

Pour le dernier terme se trouvant sur le coté droit ci dessus, nous appliquons (4.4.2) avec

w = Uα, pour obtenir l’expression ci-après
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t∫
0

〈Uα (s) , (U ′α − gα ∗ U ′α) (s)〉H ds = 〈Uα, U−gα ∗ Uα〉H|
t
0 +

1 +Gα (0)

2
‖U0‖2

H

−Gα (t) 〈U0, Uα (t)〉H −
1−Gα (0)

2
‖Uα (t)‖2

H

−
t∫

0

〈Gα ∗ U ′α (s) , U ′α (s)〉H ds (5.5.13)

L’égalité (4.4.3) donne

〈Uα (t) , (Uα − gα ∗ Uα) (t)〉H −Gα (t) 〈U0, Uα (t)〉H

= (1−Gα (0)) ‖Uα (t)‖2
H + 〈Uα (t) , Gα ∗ U ′α (t)〉H ,

L’égalité (5.5.13) peut être écrite sous la forme

t∫
0

〈Uα (s) , (U ′α − gα ∗ U ′α) (s)〉H ds =
Gα (0)− 1

2
‖U0‖2

H +
1−Gα (0)

2
‖Uα (t)‖2

H

+ 〈Uα (t) , Gα ∗ U ′α (t)〉H

−
t∫

0

〈Gα ∗ U ′α (s) , U ′α (s)〉H ds (5.5.14)
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En remplaçant (5.5.12) et (5.5.14) dans (5.5.11), nous obtenons

1−Gα(0)

2
||U ′α(t)||2H +

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉H ds+ α2 1−Gα(0)

2
||Uα(t)||2H

+
1

2

{
||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H

}
≤ 1 +Gα(0)

2
||U ′α(0)||2H +

1

2

{
||U0||2H + ||Grad U0||2H

}
+α

2||Gα||22
Gα(0)

||U ′α(0)||2H + α2 1−Gα(0)

2
||U0||2H −Gα(t)〈U ′α(0), U ′α(t)〉H

−
t∫

0

gα(s)〈U ′α(0), U ′α(s)〉Hds+

t∫
0

〈fα(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds

−
t∫

0

gα(s) {〈U0, (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H + 〈Grad U0, Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H} ds

+
α

Gα(0)

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds− α2〈Uα(t), Gα ∗ U ′α(t)〉H + α2

t∫
0

〈Gα ∗ U ′α(s), U ′α(s)〉Hds

+2α
||Gα||21 + 4||gα||21

Gα(0)δα

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉Hds. (5.5.15)

D’après (5.2.9), (5.2.7) et (5.2.6), pour α ≤ α0

2
, nous déduisons

||Gα||21 + 4||gα||21
Gα(0)δα

≤ 4(1 + α2
0)(1 + α0)4

α2
0δ

2
α0

||gα0||21 ≤
1

2α1

,

où

α1 = min{
α2

0δ
2
α0

8(1 + α2
0)(1 + α0)4‖gα0‖2

1

,
α0

2
}, (5.5.16)

et de (5.2.2), nous avons

−〈Uα(t), Gα∗U ′α(t)〉H ≤
1−Gα(0)

4
||Uα(t)||2H+

2Gα(0)

1−Gα(0)

t∫
0

〈Gα∗U ′α(s), U ′α(s)〉Hds, (5.5.17)
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en remplaçant (5.5.2) dans (5.5.15), nous avons

1−Gα(0)

2
||U ′α(t)||2H +

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉H ds+ α2 1−Gα(0)

2
||Uα(t)||2H

+
1

2

{
||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H

}
≤ 1 +Gα(0)

2
||U ′α(0)||2H +

1

2

{
||U0||2H + ||Grad U0||2H

}
+α

2||Gα||22
Gα(0)

||U ′α(0)||2H + α2 1−Gα(0)

2
||U0||2H −Gα(t)〈U ′α(0), U ′α(t)〉H

−
t∫

0

gα(s)〈U ′α(0), U ′α(s)〉Hds+

t∫
0

〈fα(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds

−
t∫

0

gα(s) {〈U0, (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H + 〈Grad U0, Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H} ds

+
α

Gα(0)

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds− α2〈Uα(t), Gα ∗ U ′α(t)〉H

+2α
||Gα||21 + 4||gα||21

Gα(0)δα

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉Hds

+α2

Hα,1 + 2α

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds+ C1

 ,
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a partir de l’inégalité (5.5.17), nous pouvons écrire

1−Gα(0)

2
||U ′α(t)||2H +

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉H ds+ α2 1−Gα(0)

4
||Uα(t)||2H

+
1

2

{
||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H

}
≤ 1 +Gα(0)

2
||U ′α(0)||2H +

1

2

{
||U0||2H + ||Grad U0||2H

}
+α

2||Gα||22
Gα(0)

||U ′α(0)||2H + α2 1−Gα(0)

2
||U0||2H −Gα(t)〈U ′α(0), U ′α(t)〉H

−
t∫

0

gα(s)〈U ′α(0), U ′α(s)〉Hds+

t∫
0

〈fα(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds

−
t∫

0

gα(s) {〈U0, (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H + 〈Grad U0, Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H} ds

+
α

Gα(0)

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds+ α2

(
2

Gα(0)

1−Gα(0)

) t∫
0

〈Gα ∗ U ′α(s), U ′α(s)〉H ds

+2α
||Gα||21 + 4||gα||21

Gα(0)δα

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉Hds

+α2

Hα,1 + 2α

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds+ C1

 ,
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en utilisant (5.5.2), nous avons

1−Gα(0)

2
||U ′α(t)||2H +

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉H ds+ α2 1−Gα(0)

4
||Uα(t)||2H

+
1

2

{
||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H

}
≤ 1 +Gα(0)

2
||U ′α(0)||2H +

1

2

{
||U0||2H + ||Grad U0||2H

}
+α

2||Gα||22
Gα(0)

||U ′α(0)||2H + α2 1−Gα(0)

2
||U0||2H −Gα(t)〈U ′α(0), U ′α(t)〉H

−
t∫

0

gα(s)〈U ′α(0), U ′α(s)〉Hds+

t∫
0

〈fα(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds

−
t∫

0

gα(s) {〈U0, (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H + 〈Grad U0, Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H} ds

+2α
||Gα||21 + 4||gα||21

Gα(0)δα

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉Hds+ α2C1

(
1 +

2Gα(0)

1−Gα(0)

)

+α

(
1

Gα(0)
+ α2 4Gα(0)

1−Gα(0)
+ 2α2

) t∫
0

||U ′α(s)||2Hds

+α2

(
1 +

2Gα(0)

1−Gα(0)

)
Hα,1 (t) . (5.5.18)

Nous avons

2α
||Gα||21 + 4||gα||21

Gα(0)δα

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉Hds

≤ α

α1

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉Hds, (5.5.19)

et comme Gα(0) < 1, nous pouvons écrire(
α2 + α2 2Gα(0)

1−Gα(0)
,

)
Hα,1(t) ≤ 2α2

1−Gα(0)
Hα,1(t), (5.5.20)
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et

α

(
1

Gα(0)
+ α2 4Gα(0)

1−Gα(0)
+ 2α2

) t∫
0

||U ′α(s)||2Hds

≤ α

(
1

Gα(0)
+

4α2

1−Gα(0)

) t∫
0

||U ′α(s)||2Hds, (5.5.21)

En substituant les inégalités (5.5.19) , (5.5.20) et (5.5.21) dans (5.5.18) , nous aboutissons à

l’expression ci-après

1−Gα(0)

2
||U ′α(t)||2H +

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉Hds

+
1

2
{||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H}

+α2 1−Gα(0)

4
||Uα(t)||2H

≤ C2 +
2α2

1−Gα(0)
Hα,1(t)−Gα(t)〈U ′α(0), U ′α(t)〉H

−
t∫

0

gα(s)〈U ′α(0), U ′α(0)〉Hds+

t∫
0

〈fα(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds

−
t∫

0

gα(s){〈U0, (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H + 〈Grad U0, Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉H}ds

+
α

α1

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉Hds+ α(
1

Gα(0)
+

4α2

1−Gα(0)
)

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds,

où C2 est un nombre positif, tel que

C2 =
1 +Gα(0)

2
||U ′α(0)||2H +

1

2

{
||U0||2H + ||Grad U0||2H

}
+α

2||Gα||22
Gα(0)

||U ′α(0)||2H + α2 1−Gα(0)

2
||U0||2H + α2C1

+α2 2Gα(0)

1−Gα(0)
C1.

Finalement , nous pouvons faire absorber le terme α
α1

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉Hds par le terme

similaire se trouvant sur le coté gauche de l’inégalité ci-dessus . Par la suite, les estimations

(5.5.7) et (5.5.8) sont vérifiées pour α ≤ α1 − ε0.
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Estimation du terme
t∫

0

‖U ′α(τ)‖2
H dτ

Le lemme suivant nous donne une estimation du terme
t∫

0

||U ′α(s)||2Hds.

Lemme 11 Si Uα est la solution du problème (5.3.1), alors il existe un nombre α2 > 0,

donné par

α2 = min{ δα0

4(1 + α0)2

(
1 +

(1 + α0)2

δα0

+
8α2

1

1−G(0)

)−1

,
α1

2
, η0},

tel que pour tout α ∈ [0, α2 − ε0], 0 < ε0 < α2 et t ≥ 0, nous avons

t∫
0

||U ′α(τ)||2Hdτ

≤ α2

ε0

||U ′α(0)||2H +
2α2(1 + α0)2

δα0ε0

(C1 + 2C2)

+
2α2(1 + α0)2

δα0ε0

(Hα,1(t) + 2Hα,2(t)), (5.5.22)

où η0 a été introduit dans le Théorème 5.1.1.

Nous estimons le terme
t∫

0

||U ′α(τ)||2Hdτ après utilisation de l’inégalité (5.5.1). En tenant

comptes des inégalités (5.5.2), (5.5.7) et (5.2.6), nous obtenons pour α ≤ α1

2
et t ≥ 0

t∫
0

||U ′α(τ)||2Hdτ

≤ ||U ′α(0)||2H +
2(1 + α0)2

δα0

(C1 + 2C2) +
2(1 + α0)2

δα0

(Hα,1(t) + 2Hα,2(t))

+
α

α2

t∫
0

||U ′α(τ)||2Hdτ.

Pour α ≤ α2 − ε0, l’inégalité précédente devient

t∫
0

||U ′α(τ)||2Hdτ

≤ α2

ε0

||U ′α(0)||2H +
2α2(1 + α0)2

δα0ε0

(C1 + 2C2)

+
2α2(1 + α0)2

δα0ε0

(Hα,1(t) + 2Hα,2(t)). (5.5.23)
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5.5.2 Lemmes techniques

Lemme 12 Soit Uα la solution du problème (5.3.1), alors il existe un nombre α2 > 0, tel

que pour tout α ∈ [0, α2 − ε0], 0 < ε0 < α2 et t ≥ 0, nous avons

1−Gα(0)

2
{||U ′α(t)||2H + ||Grad Uα(t)||2H}

+
1

2
{||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H}

+α2 1−Gα(0)

2
||Uα(t)||2H

≤ C3, (5.5.24)

t∫
0

||U ′α(τ)||2Hdτ ≤ C4, (5.5.25)

où α2 est donné par le Lemme 11 et C3, C4 > 0.

Nous remplaçons (5.5.22) dans (5.5.8), et d’après (5.5.2), (5.5.3) et (5.5.9), ainsi que les

inégalités de Cauchy Schwarz et de Young nous obtenons

1−Gα(0)

2
{||U ′α(t)||2H + ||Grad Uα(t)||2H}

+
1

2
{||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H}

+α2 1−Gα(0)

2
||Uα(t)||2H

≤ ε{||U ′α(t)||2H + α2||Uα(t)||2H + ||Grad Uα(t)||2H}

+Cε + C

t∫
0

(||fη0(s)||1 + |gα0(s)|)||U ′α(s)||2Hds

+C

t∫
0

|gα0(s)|{||(Uα − gα ∗ Uα)(s)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)||2H}ds

+C

t∫
0

|gα0(s)|{||Uα(s)||2H + ||Grad Uα(s)||2H}ds

+C

t∫
0

||fη0(s)||1||(U ′α − gα ∗ U ′α)(s)||Hds,
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pour tout ε > 0, où Cε et C sont des constantes positives.

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons

1−Gα(0)

2
{||U ′α(t)||2H + ||Grad Uα(t)||2H}

+
1

2
{||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H}

+α2 1−Gα(0)

2
||Uα(t)||2H

≤ C + C
′

t∫
0

||fη0(s)||||(U ′α − gα ∗ U ′α)(s)||2Hds

où C et C
′

sont des constantes positives dépendant des données ||U1||, ||Grad U0||, ||f ||1.

Pour tout T > 0, nous avons

(||U ′α − gα ∗ U ′α||H)∞,T ≤ (1 + ||gα0||1)(||U ′α||H)∞,T ,

par la suite

1−Gα(0)

2
{||U ′α(t)||2H + ||Grad Uα(t)||2H}

+
1

2
{||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H}

+α2 1−Gα(0)

2
||Uα(t)||2H

≤ ε(||U ′α||2H)∞,T + Cε,

pour tout t ∈ [0, T ], nous pouvons contrôler le terme (||U ′α||2H)∞,T par des constantes positives

indépendantes de t, alors nous obtenons (5.5.24).

Finallement, les fonctions Hα,1(t) et Hα,2(t) dans (5.5.22) peuvent être bornées par le

biais de (5.5.24), alors nous obtenons (5.5.25).

Lemme 13 Pour toute solution Uα du problème (5.3.1) où α ∈ [0, α2 − ε0], 0 < ε0 < α2,

et t ≥ 0, nous avons

t∫
0

{||(Uα − gα ∗ Uα)(s)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)||2H}ds ≤ C5, (5.5.26)

où C5 > 0.
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En multipliant (5.3.1) scalairement par Uα(t)− gα ∗ Uα(t), nous obtenons

〈U ′′α(t), Uα(t)− gα ∗ Uα(t)〉H − 2α〈U ′α(t), Uα(t)− gα ∗ Uα(t)〉H

+α2〈Uα(t), Uα(t)− gα ∗ Uα(t)〉H + 〈Uα(t), Uα(t)− gα ∗ Uα(t)〉H

+ 〈Grad Uα(t), Grad (Uα(t)− gα ∗ Uα(t))〉H

−〈gα ∗ Uα(t), Uα(t)− gα ∗ Uα(t)〉H

−〈gα ∗Grad Uα(t), Grad (Uα(t)− gα ∗ Uα(t))〉H

= 〈fα(t), Uα(t)− gα ∗ Uα(t)〉H,

après calcul, nous pouvons écrire

〈U ′′α(t), Uα(t)− gα ∗ Uα(t)〉H − 2α〈U ′α(t), Uα(t)− gα ∗ Uα(t)〉H

+α2〈Uα(t), Uα(t)− gα ∗ Uα(t)〉H (5.5.27)

+ ‖Uα(t)− gα ∗ Uα(t)‖H + ‖Grad (Uα(t)− gα ∗ Uα(t))‖H

= 〈fα(t), Uα(t)− gα ∗ Uα(t)〉H.

En intégrant (5.5.27) entre 0 et t, nous avons

t∫
0

〈U ′′α(s), (Uα − gα ∗ Uα) (s)〉H ds− 2α

t∫
0

〈U ′α(s), (Uα − gα ∗ Uα) (s)〉H

+α2

t∫
0

〈Uα (s) , (Uα − gα ∗ Uα) ((s))〉Hds (5.5.28)

+

t∫
0

‖(Uα − gα ∗ Uα) (s)‖H ds+

t∫
0

‖Grad (Uα − gα ∗ Uα) (s)‖H ds

=

t∫
0

〈fα(s), (Uα − gα ∗ Uα) (s)〉Hds.
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En intégrant par partie, nous obtenons

−
t∫

0

〈U ′′α(s), (Uα − gα ∗ Uα) (s)〉H ds = −〈U ′α, (Uα − gα ∗ Uα)〉H|t0 (5.5.29)

+

t∫
0

〈U ′α (s) , (U ′α − gα ∗ U ′α) ((s))〉Hds

−
t∫

0

gα (s) 〈U ′α (s) , U0〉Hds,

en remplaçant (5.5.29) dans (5.5.28), nous déduisons

t∫
0

{||(Uα − gα ∗ Uα)(s)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)||2H}ds

=

t∫
0

〈fα(s), (Uα(s)− gα ∗ Uα)(s)〉Hds− 〈U ′α, Uα − gα ∗ Uα〉H|t0

+

t∫
0

〈U ′α(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds−
t∫

0

gα(s)〈U ′α(s), U0〉Hds

+2α

t∫
0

〈U ′α(s), (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉Hds

−α2

t∫
0

〈Uα(s), (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉Hds. (5.5.30)

Pour estimer le dernier terme sur le côté droit de (5.5.30), par utilisation de l’inégalité

(4.4.4), nous avons alors

−(1−Gα(0))

t∫
0

〈Uα(s), (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉Hds

≤ −1

2

t∫
0

||(Uα − gα ∗ Uα)(s)||2Hds+ ||Gα||22||U0||2H +

t∫
0

||Gα ∗ U ′α(s)||2Hds.
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5.5. Preuve du Théorème 5.1.1

En remplaçant l’inégalité précédente dans (5.5.30), nous obtenons

t∫
0

||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)||2Hds

+(
α2

2(1−Gα(0))
+ 1)

t∫
0

||(Uα − gα ∗ Uα)(s)||2Hds

≤
t∫

0

||fη0(s)||1||Uα(s)− gα ∗ Uα(s)||Hds− 〈U ′α, Uα − gα ∗ Uα〉H|t0

+

t∫
0

〈U ′α(s), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds−
t∫

0

gα(s)〈U ′α(s), U0〉Hds

+
α2||Gα||22
1−Gα(0)

||U0||2H +
α2

1−Gα(0)

t∫
0

||Gα ∗ U ′α(s)||2Hds

+4(1−Gα(0))

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds+
α2

4(1−Gα(0))

t∫
0

||(Uα − gα ∗ Uα)(s)||2Hds.

En utilisant le Lemme 7, l’intégrale
t∫

0

||Gα ∗ U ′α(s)||2Hds du membre de droite de l’inégalité

précédente donne

t∫
0

‖Gα ∗ U ′α(s)‖2
Hds

≤ 1

δα

{
‖Gα‖2

1 + 4 ‖gα‖2
1

} t∫
0

〈Gα ∗ U ′α(s), U ′α(s)〉H ds.

D’autre part, en utilisant le Lemme 9 nous déduisons

t∫
0

‖Gα ∗ U ′α(s)‖2
Hds ≤

1

δα

{
‖Gα‖2

1 + 4‖gα‖2
1

} t∫
0

〈Gα ∗ U ′α(s), U ′α(s)〉H ds

≤ 1

δα

{
‖Gα‖2

1 + 4‖gα‖2
1

}C1 +Hα,1(t) + 2α

t∫
0

‖U ′α(s)‖2
Hds

 .
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5.5. Preuve du Théorème 5.1.1

par la suite

t∫
0

||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)||2Hds

+

(
α2

2(1−Gα(0))
+ 1

) t∫
0

||(Uα − gα ∗ Uα)(s)||2Hds

≤
t∫

0

||fη0(s)||||Uα(s)− gα ∗ Uα(s)||Hds− 〈U ′α, Uα − gα ∗ Uα〉H|t0

+

t∫
0

〈U ′α(s), (U ′α − gα ∗ U ′α) (s)〉Hds−
t∫

0

gα(s)〈U ′α(s), U0〉Hds

+
α2

1−Gα(0)

 1

δα

(
‖Gα‖2

1 + 4 ‖gα‖2
1

)C1 +Hα,1 (t) + 2

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds


+4(1−Gα(0))

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds+
α2

4(1−Gα(0))

t∫
0

||Uα(s)− gα ∗ Uα(s)||2Hds

+
α2||Gα||22
1−Gα(0)

||U0||2H,
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5.5. Preuve du Théorème 5.1.1

ce qui donne

t∫
0

||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)||2Hds (5.5.31)

+

(
α2

2(1−Gα(0))
+ 1

) t∫
0

||(Uα − gα ∗ Uα)(s)||2Hds

− α2

4(1−Gα(0))

t∫
0

||Uα(s)− gα ∗ Uα(s)||2Hds

≤
t∫

0

||fη0(s)||1||Uα(s)− gα ∗ Uα(s)||Hds− 〈U ′α (t) , (Uα − gα ∗ Uα) (t)〉H

+〈U ′α (0) , (Uα − gα ∗ Uα) (0)〉H

+

t∫
0

〈U ′α(s), (U ′α − gα ∗ U ′α) (s)〉Hds−
t∫

0

gα(s)〈U ′α(s), U0〉Hds

+
α2

1−Gα(0)

 1

δα

(
‖Gα‖2

1 + 4 ‖gα‖2
1

)C1 +Hα,1 (t) + 2

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds


+4(1−Gα(0))

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds

+
α2||Gα||22
1−Gα(0)

||U0||2H,

d’après (5.5.24), nous avons

||U ′α(t)||H ≤ C ′3,

||Uα(s)− gα ∗ Uα(s)||Hds ≤ C ′′3 ,

nous arrivons à écrire que

t∫
0

||fη0(s)||1||Uα(s)− gα ∗ Uα(s)||Hds ≤ k̃0, (5.5.32)

et

〈U ′α (t) , (Uα − gα ∗ Uα) (t)〉H ≤ ||U ′α(t)||H||Uα(s)− gα ∗ Uα(s)||H

≤ k̃1, (5.5.33)
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5.5. Preuve du Théorème 5.1.1

où C ′3, C ′′3 , k̃0, k̃1 sont des constantes positives.

A partir de l’inégalité (5.5.25), nous arrivons à écrire que

t∫
0

〈U ′α(s), (U ′α − gα ∗ U ′α) (s)〉Hds ≤ k̃2, (5.5.34)

où k̃2 est une constante positive.

D’après les estimations (5.5.32)−(5.5.34) et commeHα,1 (t) est bornée, de l’inégalité (5.5.31),

nous arrivons au résultat suivant

t∫
0

||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)||2Hds+

t∫
0

||(Uα − gα ∗ Uα)(s)||2Hds ≤ C5.

Ceci achève la démonstration du Lemme 13

5.5.3 Fin de la preuve du Théorème 5.1.1

Dans la suite, nous noterons par k̃i = k̃i(||U1||, ||GradU0||, ||f ||1) les fonctions positives,

croissantes, telles que k̃i(0) = 0, i = 3, 4, 5, 6.

D’après le Lemme 12, nous obtenons pour tout t ≥ 0,

||U ′α(t)||2H + ||Grad Uα(t)||2H + ||Uα(t)||2H ≤ k̃3 (5.5.35)

nous pouvons écrire

||Uα(t)||2H = 〈Uα(t), Uα(t)〉H

= e2αt 〈U(t), U(t))〉H

de l’inégalité (5.5.35) , nous avons

||Uα(t)||2H = e2αt||U(t)||2H ≤ k̃3,

ce qui donne

||U(t)||2H ≤ k̃3e
−2αt, (5.5.36)

ainsi nous trouvons

||Grad U(t)||2H ≤ k̃3e
−2αt. (5.5.37)
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5.5. Preuve du Théorème 5.1.1

Nous avons

U ′(t) = e−αtU ′α(t)− αe−αtUα(t),

en prenant les normes, il vient

||U(′t)||2H = ||e−αtU ′α(t)− αe−αtUα(t)||2H ≤ k̃4e
−2αt

(
||U ′α(t)||2H + ||Uα(t)||2H

)
d’après l’inégalité (5.5.35) nous déduisons

||U(′t)||2H ≤ k̃3k̃4e
−2αt, (5.5.38)

en utilisant (5.5.36)-(5.5.38), nous obtenons le premier résultat du Théorème, c’est à dire

l’estimation (5.1.5) pour le cas linéaire.

Comme le noyau résolvant de gα est donné par rα(t) = eαtr(t), nous pouvons appliquer le

Corollaire 2 pour obtenir

(||Grad Uα||H)∞ ≤ (1 + ||rα0||1)(||Grad (Uα − gα ∗ Uα)||H)∞, (5.5.39)

(||Uα||H)∞ ≤ (1 + ||rα0||1)(||(Uα − gα ∗ Uα)||H)∞. (5.5.40)

En utilisant (5.5.39), (5.5.40), (3.2.5) et (5.5.26), nous pouvons montrer l’estimation uni-

forme des termes ∫ ∞
0

||GradUα(s)||2Hds,

et ∫ ∞
0

||Uα(s)||2Hds,

Par conséquent, l’inégalité (5.5.25) nous donne∫ ∞
0

{||Uα(s)||2H + ||Grad Uα(s)||2H + ||U ′α(s)||2H}ds ≤ k̃5, (5.5.41)

Comme U(t) = e−αtUα(t), et U ′(t) = e−αtU ′α(t)− αe−αtUα(t), nous pouvons écrire∫ ∞
0

e2αs
(
||U ′(s)||2H + ||U(s)||2H + ||Grad U(s)||2H

)
ds ≤ k̃6,

ainsi nous trouvons la deuxième estimation du Théorème (l’estimation (5.1.6) pour le cas

linéaire). Les arguments standards de densité permettent d’étendre les résultats aux solu-

tions mild.
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Chapitre 6

Stabilisation exponentielle du

problème semilinéaire

6.1 Introduction

L’étude ci-après concerne le cas semilinéaire, pour cela le problème (4.1.1) s’écrit sous la

forme

U ′′ (t) + AU (t)−
t∫

0

g(t− s)AU (s) ds+H (U (t)) = f (t) , t ≥ 0, (6.1.1)

avec les conditions initiales

U (0) = U0 =

 u0

v0

 , U ′ (0) = U1 =

 u1

v1

 , (6.1.2)

où

A =

 1−∆ 0

∂
∂ν

1−∆Γ

 , (6.1.3)

et

U (t) =

 u (t)

v (t)

 , H (U (t)) =

 h1 (u (t))

h2 (v (t))

 , f (t) =

 f1 (t)

f2 (t)

 . (6.1.4)
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6.2. Transformation du problème

Supposons que hi sont globalement lipschitziennes, i.e hi ∈ C1(R), hi(0) = 0, i = 1, 2 et

il existe des constantes c1, c2 > 0; p > 1; (n− 2)p ≤ n telles que
pour tout s1, s2 ∈ R,

|h1(s1)− h1(s2)| ≤ c1(1 + |s1|p−1 + |s2|p−1)|s1 − s2|,

|h2(s1)− h2(s2)| ≤ c2(1 + |s1|p−1 + |s2|p−1)|s1 − s2|.

(6.1.5)

Supposons que

R(U) =

∫
Ω

F1(u(t))dx+

∫
Γ

F2(v(t))dΓ ≥ 0, (6.1.6)

Théorème 6.1.1 Nous supposons que les hypothèses (H1), (H2) avec α0 > 0, ainsi que

(6.1.5), (6.1.6) sont vérifiées. Alors, il existe des constantes positives K̂i, i = 0, 1, telles

que, pour tout U0 ∈ Ṽ, U1 ∈ H et tout fη0 ∈ L1(0,∞;H), η0 > 0, l’énergie E(t) associée à

la solution solution mild U du problème (6.1.1)− (6.1.4) vérifie

E(t) ≤ K̂0e
−2αt, ∀t ≥ 0, (6.1.7)

et
∞∫

0

e2αsE(s)ds ≤ K̂1, (6.1.8)

pour tout α ∈ [0, α∗], où α∗ ∈]0,min{α0, η0}[ et K̂i = K̂i(||U1||, ||GradU0||, ||f ||1) sont des

fonctions positives, croissantes, telles que K̂i(0) = 0, i = 0, 1.

6.2 Transformation du problème

Nous faisons le changement de fonction Uα(t) = eαtU(t) où α ≥ 0, ce qui permet de trans-

former le problème (6.1.1)-(6.1.4) au problème suivant U ′′α(t)− 2αU ′α(t) + α2Uα(t) + AUα(t)− gα ∗ AUα(t) + eαtH(U(t)) = fα(t),

Uα(0) = U0, U ′α(0) = U1 + αU0.
(6.2.1)
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6.3. Énergie modifiée

6.3 Énergie modifiée

L’énergie associée à la solution Uα du problème (6.2.1) est définie par

Eα (t) =
1

2
||U ′α(t)||2H +

1

2
(1−Gα(0))

(
||Grad Uα(t)||2H

)
+

1

2

(
α2 + 1−Gα(0)

)
||Uα(t)||2H +

t∫
0

eαs 〈H (U (s)) , U ′α(s)〉H ds. (6.3.1)

Nous avons l’expression supplémentaire suivante

t∫
0

eαs 〈H(U (s)), U ′α (s)〉H ds,

dans l’expression de l’énergie dans le cas linéaire.

6.4 Preuve du Théorème 6.1.1

6.4.1 Applications des trois multiplicateurs

En suivant la même stratégie utilisée dans le cas linéaire, comme dans Lemme 9, Lemme 10

et Lemme 13: Après multiplication de (6.2.1) par les trois multiplicateurs U ′α (t) , U ′α (t) −

gα ∗ U ′α (t) , Uα (t) − gα ∗ Uα (t) et intégration entre 0 et t, pour le premier multiplicateur

U ′α(t), le terme non linéaire s’écrit

t∫
0

eαs〈H(U(s)), U ′α(s)〉Hds. (6.4.1)

En utilisant, les inégalités de Young, de Cauchy-Schwarz et (6.1.5), nous obtenons

t∫
0

eαs〈H(U(s)), U ′α(s)〉Hds ≤ c̃1

t∫
0

{||U ′α(s)||2H + ||Uα(s)||2H}ds.

Pour le deuxième et le troisième multiplicateurs, nous avons également

t∫
0

eαs〈H(U(s)), (U ′α − gα ∗ U ′α)(s)〉Hds ≤ c̃2

t∫
0

{||U ′α(s)||2H + ||Uα(s)||2H}ds,
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et
t∫

0

eαs〈H(U(s)), (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉Hds ≤ c̃3

t∫
0

||Uα(s)||2Hds,

où c̃i, i = 1, 2, 3 sont des constantes positives.

Nous noterons par Ĉi et Ci, i = 1, 2, 3, les constantes positives dépendantes des données

||∇U0||, ||U1|| et ||f ||1.

Ainsi, selon les trois estimations précédentes, nous obtenons les lemmes suivants

Lemme 14 Pout toute solution Uα du problème (6.2.1) et pour tout α ∈ [0, α0], t ≥ 0, nous

avons

1−Gα(0)

2
||Grad Uα(t)||2H

+

t∫
0

〈Gα ∗ U ′α(s), U ′α(s)〉Hds+

t∫
0

〈Gα ∗Grad U ′α(s), Grad U ′α(s)〉Hds

≤ C1 +Hα,1(t) + (2α + c̃1)

t∫
0

||U ′α(s)||2Hds+

t∫
0

||Uα(s)||2Hds

où C1 > 0 et

Hα,1(t) = −Gα(t) {〈U0, Uα(t)〉H + 〈Grad U0, Grad Uα(t)〉H}

−
t∫

0

gα(s) {〈U0, Uα(s)〉H + 〈Grad U0, Grad Uα(s)〉H} ds

+

t∫
0

〈fα(s), U ′α(s)〉Hds.
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Lemme 15 Si Uα est la solution du problème (6.2.1), alors il existe un nombre α1 > 0, tel

que pour tout α ∈ [0, α1 − ε0], 0 < ε0 < α1 et t ≥ 0, nous avons

t∫
0

〈Gα ∗ U ′′α(s), U ′′α(s)〉Hds

≤ α1

ε0

(C2 +Hα,2 (t))

+α
α1

ε0

(
(1 + α2

0)

δα0

+
8α2

1

1−G(0)

) t∫
0

||U ′α(s)||2Hds

+c̃2

 t∫
0

||U ′α(s)||2H +

t∫
0

||Uα(s)||2H

 ds, ,

1−Gα(0)

2
||U ′α(t)||2H +

1

2

{
||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H

}
+α2 1−Gα(0)

4
||Uα(t)||2H

≤ C2 +Hα,2 (t) + α

(
(1 + α2

0)

δα0

+
8α2

1

1−G(0)

) t∫
0

||U ′α(s)||2Hds

+c̃2

 t∫
0

||U ′α(s)||2H +

t∫
0

||Uα(s)||2H

 ds,

où C2 > 0 et

Hα,2 (t) =
2α2

1−Gα (0)
Hα,1 (t)

−Gα (t) 〈U ′α (0) , U ′α(t)〉H −
t∫

0

gα(s)〈U ′α(0), U ′α(s)〉Hds

−
t∫

0

gα(s)〈U0, (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉Hds

−
t∫

0

gα(s)〈Grad U0, Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)〉Hds

+

t∫
0

〈fα(s), U ′α(s)− gα ∗ U ′α(s)〉Hds.
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Lemme 16 Si Uα est la solution du problème(6.2.1), alors il existe un nombre α2 > 0, tel

que pour tout α ∈ [0, α2 − ε0], 0 < ε0 < α2, avec

α2 = min{ δα0

4(1 + α0)2

(
1 +

(1 + α0)2

δα0

+
8α2

1

1−G(0)

)−1

,
α1

2
, η0},

et t ≥ 0, nous avons

1−Gα(0)

2

(
||U ′α(t)||2H + ||Grad Uα(t)||2H

)
+

1

2

{
||(Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(t)||2H

}
+α2 1−Gα(0)

2
||Uα(t)||2H

≤ Ĉ1,

t∫
0

||U ′α(τ)||2Hdτ ≤ Ĉ2,

où Ĉ1, Ĉ2 > 0.

Lemme 17 Pour toute solution Uα du problème (6.2.1 ), où α ∈ [0, α2 − ε0], 0 < ε0 < α2,

et t ≥ 0, nous avons

t∫
0

{
||(Uα − gα ∗ Uα)(s)||2H + ||Grad (Uα − gα ∗ Uα)(s)||2H

}
ds ≤ Ĉ3, (6.4.2)

où Ĉ3 > 0.

6.4.2 Fin de la Preuve du Théorème 6.1.1

En utilisant le même raisonnement que dans le cas linéaire et par application de Lemme 14,

Lemme 15, Lemme 16, Lemme 17, les estimations (5.5.35) et (5.5.41) sont vérifiées dans le

cas non linéaire.

En rappelant que U(t) = e−αtUα(t) et U ′(t) = e−αtU ′α(t) − αe−αtUα(t), nous obtenons les

inégalités (6.1.7) et (6.1.8) pour les solutions fortes. Les arguments standards de densité

permettent d’étendre les résultats aux solutions mild.
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Chapitre 7

Conclusion

Dans cette thèse, nous avons étudié l’existence des solutions et la stabilisation d’une équation

des ondes

• viscoélastique (avec des noyaux fortement définis positifs),

• semilinéaire ( les nonlinéarités sont globalement lipschitziennes),

• avec des conditions aux limites dynamiques.

Dans la première partie, nous avons démontré l’existence et l’unicité des solutions

• locales mild et fortes ,

• globales mild et fortes .

La deuxième partie de la thèse a été consacrée à l’étude de la stabilisation, nous avons

considéré séparément les problèmes linéaire et semilinéaire.

Malgré la complexité des calculs techniques de la méthode utilisée, nous avons pu montrer

• La stabilisation exponentielle.

• La fonction e2αtE(t) appartient à l’espace L1(0,∞).

On peut envisager comme perspective d’étudier la stabilisation, en considérant un seul

terme mémoire (damping) agissant dans une seule équation. C’est un problème très difficile

car on des conditions aux limites dynamiques.

88



Bibliographie

[1] M. Aassila, M. M. Cavalcanti and J. A. Soriano, Asymptotic stability and energy decay

rates for solutions of the wave equation with memory in a starshaped domain, SIAM

J. Control and Optimization 38(5):1581-1602, 2000.

[2] R. A. Adams and J. F. Fourier, Sobolev Spaces. 2003, Academic Press.

[3] F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa, D. Sforza, Decay estimates for second order evo-

lution equations with memory, J. Funct. Anal. 254:1342-1372, 2008.

[4] J. A. D. Appleby, M. Fabrizio, B. Lazzari and D. W. Reynolds, On exponential asymp-

totic stability in linear viscoelasticity. Mathematical Models and Methods in Applied

Sciences, 16 (10): p. 1677-1694, 2006.

[5] C. Bardos, G. Lebeau, and J. Rauch. Sharp sufficient conditions for the observation,

control, and stabilization of waves from the boundary. SIAM J. Control Optim., 30(5)

:1024-1065, 1992.

[6] A. Bendali et K. Lemrabet, The effect of a thin coating on the scattering of a time-

harmonic wave for the Helmholtz equation. SIAM J. Appl. Math. 56:1664-1693, 1996.

[7] S. Berrimi and S. A. Messaoudi, Existence and decay of solutions of a viscoelastic

equation with a nonlinear source. Nonlinear Analysis-Theory Methods Applications,

64 (10): p. 2314-2331, 2006.

[8] S. Berrimi and S. A. Messaoudi, Exponential decay of solutions to a viscoelastic equa-

tion with nonlinear localized damping. Elect J. Diff. Eqns, (88): p. 1-10, 2004.

89



BIBLIOGRAPHIE
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