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Résumé

L’évolution d’une fissure dépend de plusieurs paramétres intrinseques aux matériaux,
tels que les propriétés géométriques et mécaniques de la structure. Le type des charges
appliquées est aussi un facteur important a prendre en considérations. Tous ces
parametres sont pris en considération dans toute simulation numérique de la
propagation quasi-statique d’une fissure.

La méthode des éléments finis est de nos jours un outil puissant, disponible et a des
couts raisonnables. Le temps de modélisation est désormais réduit avec une bonne
prise en main de I’utilisation de I’ordinateur.

Le présent travail de recherche développe un programme en langage « C++ ». Ce
programme permet la modélisation de la propagation de fissure ainsi que la
détermination des déplacements, les forces axiales dans les nceuds et les contraintes.
Des exemples de verification ont éte effectués sous différents types de charges et de
conditions aux limites montrant ainsi une convergence avec les résultas trouvés
analytiquement.



Abstract

Evolution of a crack depends on several parameters intrinsic to the materials, such as
geometrical and mechanical properties of the structure. The type of applied loads is
also a factor to take account. All these parameters should be considered in any
numerical simulation of quasi-static propagation of a crack.

The finite element method is nowadays a powerful tool, available at reasonable costs.
The modelling time is now reduced with a good grip of computer use

This research work develops a program in “C++”. This program allows modelling of
crack propagation and determines displacements, axial forces in the nodes and
constraints. Examples of verification were performed under different types of loads
and boundary conditions and show a tight convergence with analytical results.



NOTATIONS

z : Nombre complexe.

Z: Conjuguée du nombre z.

Re Z Partie Imaginaire du nombre z.

Im Z: Partie Imaginaire du nombre z.

Yz, @z : Fonctions de potentiels complexes.
@'z : La dérivée de la fonction potentielle @(z) par rapport a z.
@"'(z) : La dérivée seconde de la fonction potentielle @z par rapport a z
6: Angle d’orientation de la fissure par rapport a I’axe horizontal.

a : longueur de la fissure principale.
O+ Contraintes normal dans le sens XX.
gy, Contraintes normal dans le sens Y.
oxy Contraintes tangentielles.
u,: Composante de déplacement dans le sens XX.
u,: Composante de déplacement dans le sens Y.
v . Coefficient de poisson.
u > Module de cisaillement.
J : le jacobéen.

Ki*: Facteur d’intensité de contraintes normalisé au bout de la fissure principale

en mode I.
Kir*: Facteur d’intensité de contraintes normalisé au bout de la fissure principale

en mode IlI.



K; : Facteur d’intensité de contraintes au bout de la fissure principale en mode I.
Ky; : Facteur d’intensité de contraintes au bout de la fissure principale en mode II.
g;j . Déformation suivant la direction Xij.

G : Module de cisaillement.

ojj : Contrainte.

k : Coefficient.

k=3—4v Pour une déformation plane.
k= (1-v)/(1+2v) Pourune contrainte plane.
U : Fonction d’Airy.

Z (z) : Fonction Analytique de Westergaard

b1, P4, P53 : Les fonctions de forme d’un élément triangulaire.
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INTRODUCTION GENERALE

La mécanique de la rupture a pour objet I’étude du comportement mécanique d’un
matériau en présence de fissures macroscopiques. Cela revient notamment a
déterminer le champ des contraintes et des déformations au voisinage de la pointe
d’une fissure. L’étude de ces champs meécaniques permettant ensuite de juger de la
stabilité ou non d’une fissure. Il est également possible, comme nous le verrons par la
suite, d’aborder la mécanique de la rupture a travers une etude énergétique du solide
fissure.

L’évolution d’une fissure dépend de plusieurs parameétres intrinséque aux matériaux,
tels que les propriétés géométriques et mecaniques de la structure, ou extrinséques
comme I’étendue de cette fissures ou la nature des charges appliquées. Tous ces
parameétres doivent étre pris en compte dans la simulation numérique, de facon a
permettre I’étude de la propagation quasi-statique d’une ou de plusieurs fissures.

L apparition de la méthode des éléments finis a permis d’étudier la mécanique de la
rupture d’un point de vue numérique, proposant ainsi des solutions plus précises a des
problémes plus complexes, alors une multitude de methodes permettant de calculer les
facteurs d’intensité de contraintes, le taux de restitution d’énergie, ou encore de
découpler les différents modes de rupture.

A coté des expeériences de ruptures, qui permettent de connaitre la résistance des
matériaux, la simulation numérique apparait comme un outil de tout premier choix,
elle permet de réaliser autant d’expérience que voulu, et de modifier les parametres
physiques, dans les seules limites du logiciel. Ainsi la simulation numérique permet de
réduire le nombre d’expériences nécessaires. Elle permet aussi parfois de faire des
expériences qui seraient trop couteuse, impossible a réaliser, ou méme dangereuses.
On pourra alors se poser les questions suivantes : quand la fissure va t elle se propager,
puis (si le chargement ou la géométrie de la structure n’est pas symétrique) dans quelle
direction, et en fin, va-t-on aboutir a une propagation stable ou instable ?

Objectif de la recherche

Pour cette étude de recherche, les différents chapitres composant ce mémoire sont
répartis comme suit :

Le premier chapitre consiste en une synthese bibliographique sur le sujet et va nous
permettre de mieux aborder notre recherche et surtout de bien cerner le sujet. Ce
chapitre se subdivise en trois parties & savoir :
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Généralités sur la Mécanique de la rupture, tel que la théorie de la tension superficielle
de Griffith, les modes de rupture et les champs de contraintes ainsi que les facteurs
d’intensité de contraintes, et finalement la relation qui existe entre le facteur
d’intensité de contraintes et le taux de restitution d’énergie.

La deuxiéme partie, consiste au notions et fondements de I’élasticité linéaire.

Quant a la troisieme partie, développe la Méthode des éléments finis.

Le deuxiéme chapitre, présente les outils nécessaires pour I’élaboration du code de
propagation de fissure et ensuite on donne les étapes de résolution.

Les résultats aboutis du code en élasticité linéaire ainsi que leurs validations par des
exemples analytiqguement connus font parties du troisieme chapitre.

Le chapitre quatre, vise la propagation de fissure par I’utilisation des éléments a
double neeuds, incorporés dans notre code.

Sur la base des résultats ainsi trouves, une conclusion générale, des recommandations
et des perspectives pour des travaux futurs, fait objet du cinquieme chapitre.

Le mémoire se termine par des références bibliographiques et annexes.

Introduction générale Page 2



Chapitre 1

Synthéses Bibliographique
Et Genéralités



Partie 1

Mécanique de la rupture



1% Partie : Mécanique de la rupture

I-1-1) Introduction a la mécanique de la rupture

Les régles de calcul des pieéces de machines ou de constructions ont le plus souvent pour
objet de prévenir les déformations importantes et sont en général fondées sur la théorie de
I’élasticité et la R D M. Celle-ci retient des solutions particulieéres de problémes d’élasticité,
qui résultent de conditions aux limites bien définies ; dont le principe de Saint Venant
permet de s’affranchir en pratique.

Par ce principe on admet que, a une certaine distance des zones d’application des efforts, les
champs de contrainte et de déplacement ne dépendent qu’assez peu des_conditions
d’application et qu’on peut remplacer les efforts appliqués_par d’autres qui leur sont
strictement équivalent. On choisit donc un systeme simple d’efforts appliqués statiquement
équivalent au systeme réel, et on ignore les singularités et les fortes concentrations dans les
régions d’application des efforts réels.

Des 1914 dans la revue de Métallurgie de tres profondes observations sur la rupture ont été
publié. A la réflexion, il apparait que les calculs habituels de la mécanique des milieux
continus ne peuvent prévoir la rupture puisqu’ils supposent I'absence de tout défaut.

La mécanique de la rupture “MDR" considere les matériaux comme continus au sens
macroscopique du terme, mais admet I'existence de fissures, c’est a dire des surfaces de
discontinuité des déplacements.

C’est Griffith [1] en 1920 qui a énoncé ce principe. Il a aussi formulé les hypothéses de la
théorie dite linéaire : comportement du solide élastique est linéaire et I'énergie de
séparation égale au produit d’une constante du matériau par la surface de fissure créée.
Griffith admettait que cette constante était une tension superficielle ; d’autres hypothéses
ont été faites ultérieurement : dissipation par déformation plastique en avant du front de
fissure (Irwin et Orowan) et Forces de cohésion atomique

(Barrenblatt [2] 1959).

MDR : admet que toute I'énergie libérée par I’extension d’une fissure est absorbée par la
création de nouvelles surfaces. Elle calcule alors le seuil d’instabilité d’'une fissure en écrivant
gue, dans un petit accroissement virtuel, I’énergie potentielle totale, somme de I'énergie
potentielle du solide et de I'énergie de formation de la fissure par séparation est stationnaire
en passant par un minimum, au dela de ce seuil, une extension libére plus d’énergie qu’elle
n’en absorbe et la fissure est instable.

En 1957 Irwin [3] avait montré que la théorie ne pouvait étre parfaite et qu’il fallait prévoir
une correction pour tenir compte de la déformation plastique au voisinage du front de
fissure.
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En 1971-72 Bueckner [4] et Rice [5] mirent indépendamment en évidence les propriétés
générales des fonctions de poids, qui ne dépendent que de la géométrie, et réduisent le
calcul des facteurs d’intensité de contrainte a des quadratures. La connaissance de ces
fonctions permet d’éviter la répétition de calculs numériques complets pour chaque cas de
chargement.

I-1-2) Théorie de la tension superficielle de Griffith pour les matériaux fragiles

Griffith [1] a traité le probleme d’une plaque infinie d’épaisseur (e) soumise a deux
contraintes a I’infini (figure 1-1); il y provoque la formation d’un évidement elliptique trés
allongé en neutralisant les contraintes sur le contour de I’ellipse. Les contraintes dans une telle
plaque avaient été auparavant calculées par Inglis. Il considere I’énergie de déformation
élastique W de la plaque et calcule la variation de celle-ci quand on pratique I’évidement
elliptique, ou un accroissement de celui — ci, les contraintes a I’infinie restant appliquées ; il
trouve :

En déformation plane :

Wl _ WO — T[(l_ YZ)

e a?0,* 4 0[b(0y, — 0y)? (1.1)
En contrainte plane :

W, — W, = g e a?0,% + 0[b(ay, — 0,)? (1.2)

»
»

7 s~

da 2a da

A

X
v

Figure 1-1 : plague infinie d’épaisseur (e) soumise a des contraintes de traction

Syntheése Bibliographique Et Généralités Page 4



Le petit axe b et la contrainte oy ne figurent pas dans le terme principal.

Si b tend vers zéro I’évidement devient une fissure aigué.ll admet comme établie par les
théories de la matiére I’existence d’une tension superficielle y pour les solides comme pour
les liquides.

Dans un accroissement virtuel d’une fissure, sans travail extérieur, le travail nécessaire pour la
création de nouvelles surfaces, deux a chacune des deux extrémités, devient I’énergie
superficielle :

dS=2X2yeda (1.3) (2x2 puisqu’il ya deux extrémités et deux faces)

Il pose comme principe, que I’équilibre énergétique sera atteint lorsque I’énergie potentielle
de systeme sera minimale :

w=w,—S 1.4
Ou w,-S est définie comme une constante.
Ce principe peut étre exprimé par :

dw—s)=0 (1.5)

ao,” = .= (1.6)

— Audessous de cette valeur critique de acg,,? la fissure ne peut pas croitre.
— Au dela de cette valeur dW > dS la fissure est instable.

La contrainte aux extrémités du grand axe devait étre élevée :

OMax = 203,\/% a.7)
2

Avec: p = — rayon de courbure, qui peut étre considéré comme petit a I’extrémité du
grand axe.

Pour le probleme de Griffith, comportant deux extrémités parfaitement symétriques :

G=_L10P_ _10P (1.8)

20a 2e da

G est bien une force généralisée qui a pour déplacement correspondant a une surface, dans un
probléme plan, tel que le probleme de Griffith, G est indépendante de I’épaisseur qui se trouve
dans P et A. G est la grandeur caractéristique de la tendance a I’extension de la fissure.

Soit une éprouvette fissurée soumise a une force F dont le point d’application se
déplace de o lorsqu’on fait croitre lentement la force F (figurel- 2). Les aires du diagramme F,
0 donnent la variation de 1’énergie potentielle : dP = dU — dT, 1.9
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F constante

"/

Wi

<«— B!B

a+da

—>

0 constant

v

a+da

v

Trajet quelconque

Figure 1-2 : Evaluation graphique de I’énergie mise en jeu lors de I’avancée d’une fissure

Dans une extension virtuelle de la fissure de 2a a 2(a+da), et dans les trois cas de

chargement :

— Auvec une force appliquée constante, c’est-a-dire en maintenant les forces extérieures :

dP|e=cste=tri OB'A’-tri OBA-rect BB AA’

dP|r=cste=-tri OAA =-1/2 Fds=-dT./2

'd U |6:cstc+0(d82)

(1.10)

La définition de Griffith qui considére que I’énergie de déformation élastique W (appelée ici

U) est compatible avec cette definition puisque :

dW=tri OB’A’-tri OBA

=trap BB’A’A’’-tri OA”’A
=rect BB’AA’-tri OA’A

=-1/2 Fdd=-dP|rocse=0T4/2

(1.11)
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— Auvec le point d’application de la force extérieure bloqué, donc sans travail extérieur :
0P| s-cste= tri OBA”’-tri OBA
=-tri A"’ A=1/2 8dF=dU] s-cscc (1.12)

— Pour un trajet de chargement quelconque entre les deux précédents, on voit encore
facilement que :

dP=-tri OA’A
=0Ple=cset0(d 8%)=-dUl5-csre70(dS?) (1.13)
:dulﬁzcstc+0(d 62)

Le trajet AA’ n’intervient qu’au deuxiéme ordre et ceci permet de calculer G dans tout
probléme en maintenant 6 constant en tout point auquel une force extérieure est
appliquee, donc sans travail des forces extérieures, alors que Griffith avait traité son
probleme en maintenant le chargement extérieur.

Il faut noter aussi que dans cette hypothése linéaire, le raisonnement simple fait sur une
éprouvette en traction peut étre généralisé a un chargement quelconque, en effet il existe
toujours dans un petit élément de volume des relations linéaires entre les parametres de
chargement, les contraintes et les déformations.

Pour le probleme de Griffith, a chaque extremité :

10U 1 0w

G = _££|8=cste - ;%|F=cste + 0(dF) (1.14)

On définit aussi I’énergie potentielle totale par la somme de I’énergie potentielle et de
I’énergie mise en jeu par la separation. Avec I’hypothése de Griffith ce sera :

Pr =P + 4yea (1.15)

4yea Pour ce probléme a cause des deux extrémités, le seuil d’instabilité donné par dP+=0
conduit a exprimer I’équation par G, = 2y

I-1-3) Les modes de ruptures

Pour une fissure de géometrie réguliére, on définit localement trois modes de rupture :
-Mode | (mode d’ouverture)

Mode d’ouverture dans le quelle les deux lévres de la fissure s’écartent (figure 1-3a).
-Mode I1 (glissement dans le plan)

C’est le mode de cisaillement dans le quelle les lévres glissent I’une sur I’autre dans la
direction perpendiculaire au fond de la fissure (figure 1-3b).
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-Mode 111 (glissement perpendiculaire au plan)

C’est le mode de cisaillement antiplan dans le quelle les lévres glissant I’une sur I’autre
suivant la direction du fond de la fissure (figure 1-3c).

< <

a) Mode | b) Mode 11 c) Mode 11

Figure 1.3 : les modes de rupture

I-1-4) Théorie linéaire élastique de la rupture

I-1-4-1) Champ de contrainte et de déplacement au voisinage du front d’une fissure

Il faut noter, que la théorie linéaire élastique se limite au premier terme des développements
limités, et admet au voisinage du front de fissure des contraintes, donc des déformations
infinies que I’élasticité linéaire rejette physiquement, des contraintes infinies ne sont pas
possible. En effet, a I’intérieur de la zone singuliere, il se développé une zone de déformation
plastique, et tant que celle-ci n’est pas trop développée, la théorie linéaire apparait comme une
approximation justifiée par I’expérience avec une dispersion qui peut atteindre £10 a 15%.

Un probleme d’élasticité plane peut toujours étre résolu par une fonction dite d’Airy, dont les
contraintes sont les dérivées secondes, et comme celle-ci est connue a I’aide de deux fonctions
analytiques, certains probléme symétriques peuvent étre résolus a I’aide d’une seule fonction
analytique dite de Westergaard et d’une constante.

I-1-4-1-1) Solution par Westergaard de certains problémes de fissures dans un plan
infini

En 1939 Westergaard [6] publia une méthode de solution des problémes d’élasticité plane
comportant des singularités, valable sous certaines conditions de symétrie, de géométrie et du
chargement, applicable a des problemes de fissures .pour ces problémes, la fonction d’Airy
(voir I’annexe A pour plus de details) est déterminées par une fonction analytique Z(z)et une
constante.
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Avec les notations de Westergaard Z, Z, ... ... ... ,Z, 7", .....sont les primitives et dérivées
successives de Z(z) respectivement.

U(x,y)=ReZ—yImZ +A
Les champs de contraintes sont formulés comme suit (voir annexe B) :

o2U .
|{0xx = = ReZ—yImZ + A
azU ’
Oyy=77=ReZ+ylmZ —A (1.16)
azU ’
k Txy=_6x6y:_yReZ
Ya o
o
M =X+ y
=a+§
r
0 f
A'I IA > X

Figure 1.4 : état de contrainte en un point

= Tole fissurée a I’ infini a deux tractions égales, cas particulier de Griffith :

Z=—"— ,A=0 (1.17)
1-(3)
= Tole fissurée indéfinie soumise a une pression uniforme a I’intérieur de la fissure :
Z=——-P ,A=0 (1.18)
1-(3)

1-1-4-1-2) Solution par Sneddon du probleme plan de Griffith et du probleme d’une
fissure circulaire dans un solide infini soumis a une traction uniforme

Sneddon [7] reprit le probléme de Griffith a partir de la solution de Westergaard et traita le
probléme d’une fissure circulaire dans un solide infini soumis a une traction normale de
révolution. Pour le probléme d’un plan fissuré soumis a I’infini & une traction isotrope,
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Sneddon donna par un développement limité au voisinage du front de fissure les expressions
des premiers termes des contraintes, et montra leur singularité.

Oxy =0 /%cosg(l —sin%sin?) +O[\/§]
a 6 [ 360 r
= /_ g in~sin > z 1-19
{0yy =0 2Tcosz(1+smzsm2)+0[\/;] ( )
a 6 . 6 360 r
| Ty =0 ’;cos;smzcos7+0 [\/;]

La fissure s’ouvrait en une petite ellipse, et donna les éléments pour le calcul des premiers
termes des déplacements, petits comme r'’? au voisinage du front de fissure.

Pour la fissure circulaire, il résolut les équations de I’élasticité par la transformation de
Fourier, et donna les expressions des premiers termes des contraintes dans un triedre lié a la
normale et a la tangente :

(

2 a 0 6 360 T
Onn = EG\/;COSEG —smzsm?) + 0[\/;]
O,z =%O‘\/§COS§(1 +sin§sin?) +0 [\/g] (1.20)
2 a 0 T .
O = ZV;O'\/;COSE-F O[\/g]
2 a 6 0 360 T
\T,n =;J\/;coszsmzc057+0[\/£]

Il donna aussi les éléments nécessaires au calcul de I’ouverture de la fissure.

A

Sneddon nota la similitude des expressions (1.19) et (1.20).1 remarqua aussi pour la fissure
circulaire I’existence de la déformation plane dans le plan normal, révélée par :

Ot = V(Opn + 032) (121)

1-1-4-1-3) Forme générale du champ de contrainte au voisinage du front de fissure

Irwin cherchait une expression du champ de contrainte au voisinage du front de fissure (figure
1.4), en admettant qu’on pourrait tenir compte de la zone plastique par accroissement fictif de
la fissure.

Dans les expressions des contraintes singulieres et des déplacements données par Sneddon, les
variables se séparent en trois termes :

- Un terme rassemblant les paramétres de chargement et de géométrie, qu’il appela Facteur
d’intensité de contrainte et note par “K*“.

2 . . .
K = ;a\/na Pour la fissure circulaire.

K = ovma Pour la fissure de Griffith.
On développant la solution de Westergaard et si on prend la fonction Z(z) telle que :
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Zy=——= ,A=0 (1.22)

On obtient :

Oxx =ReZ—yImZ'=0\/§cos§(1—sin§sin§)+0[\/§]

: 6 .6 . 30
{0yy =ReZ+yImZ — A =a\/§cos;(1+sm;sm?)+0[\/§] (1.23)

' a 6 . 0 30 r
\ Tyy = —yReZ =c f;cos;sm;cos7+0 [\/;]

Qui sont les mémes expressions de Sneddon.
— Remplagant o+/ma par K, Irwin admet donc que les expressions suivantes du champ
singulier :
K
NS

K .
o = \/?MFU aveci,j =x,y (1.24)

u = K—gi

K dépend du solide, de la fissure et du chargement, sont trés générales.
Le facteur d’intensité de contrainte(FIC) K généralise les paramétres déja rencontrés :

o+/na de Griffith, %G\/n_a de la fissure circulaire.

Pour le probléme plan d’une fissure soumise a une contrainte d’ouverture, les premiers termes des
contraintes sont alors :

K 6 .6 . 36 T
Oy —ECOSE(]. —smzsm7) +0[\/£]

K 0 . 0 . 30
{ Tyy =\/ﬁcosz(1+smgsm7)+0[\/§] (1 .25)

Tyy = Lcosgsingcosﬁ+0 z
\ Xy~ zmr 2 2 2 a

Et ceux des déplacements :

(u, = ﬁ\/zg [(k ~1) cosg +sin@ sing)] L 26)
iuy = %\/2; [(k +1) sing— sin 6 cos g)]
Avec 2 = £ (1.27)

1+v
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e En déformation plane :

k-1 (1-2v)(1+v)

o g 1.28
k+1 _ 2(1-v?) (1.28)
20 E

e En contrainte plane :
( _ 3—v
14w
k-1  1-v
X i E (1.29)
k+1 2
\ 2u E
»o a5
i =
A Ill. —= o,
1 SEa e
L1
"-.., .i|.r
- g ----%=x
= X
o

Figure 1.5 : Distribution des champs de contraintes au voisinage de la fissure en coordonnées cartésiennes
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Dans la theorie, les fissures sont planes et se propagent dans leur plan. Chaque mode est
caractérisé par un certain nombre de symétrie dans les déplacements et dans les contraintes,
ainsi que les différentes symétries présentées aux équations:

Mode1 :
Opx cos(g) [1 - sin(g)sin(?)h
{Zii} = o | 053 [ 1+ sinGsinG)|

fuy)

L [sin(g) cos(g) cos(?)] J

rcos(g) [1 + sinz(g)h
o)
[sin(g)cosz( g)] J

_ ﬁ{ r }1/2 {(1 +v) [(Zk —1)cos (g) — cos (? ]}

“2lan 1+v) [(Zk + 1) sin (g) —sin (39)

{Z;} _ %{%}1/2 { 1+v) [(Zk — 1) cos (g) — cos 3?)]

(1+v) [—(Zk +1)sin (2) +sin (79)]}

Mode2 :

fiy}

fus)

Gxx K
o — 11
ry \2nr

(—sin(g) [2 + cos(g) cos(?)h
sin(g) cos(g) cos(?)

k cos(g) [1 - sin(g)sin(§)] J

{sin(g) [1 -3 sinz(g)] \

O-TT
{099} = \/I;’%J [—3 sin(g)cosz(g)] L

cos(g) [1 -3 sinz(g)]

B @{ - }1/2 { 1+v) [(Zk + 3) sin (g) + sin (?)] }

G —-(1+v) [(Zk —3)cos (g) + cos (?)]

2T

g ey { Q40D 6) e 3n (3)
2E (1+v) [~k + 1) cos (3) +3 cos ()]
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Mode3 :

{Gxx = 0yy = Oy = 0gg = Ozz = 0 (1 38)
Oxy = Org = 0

{sz} _ K —sin(g) (1 39)

O-yz 21T COS(%) )
.0

{GTZ} — K1 Sln(g) (1 40)

09z

2nr COS(Q)
2
Uy =Uy =U =Ug =0

Uz = (%) (\/;) [(1 +v) sin(g)] (1.41)

I-1-4-2) Facteurs d’intensités de contraintes

Introduits par G.R. Irwin [3] en 1957, les facteurs d’intensité de contraintes correspondent a
des cinématiques particulieres du mouvement des fissures. Dans le cadre de la mécanique
linéaire de la rupture, les contraintes et les déformations au voisinage d’une fissure admettent

un développement asymptotique dont le terme singulier s’écrit :

r K; (Oyy)
X KH > = llr% V21T { Oxx ¢ (1.42)
T—

Ou oy; sont les contraintes au bout de la fissure.

Pour le mode | le facteur d’intensité de contrainte s’écrit comme suit :

K;=V2mr Oyy (1.43)

K; :\/2717”00\/;: OoV2T a (1.44)
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I-1-4-3) La relationen K, ET G

On voit qu’en mode |, il est possible de trouver la relation entre K et G en évaluant le travail
nécessaire pour refermer une fissure de longueur a+Aa. Le résultat obtenu est :

Kf(k+1
G =-"1— (su ) (L .45)
En contrainte plane :
_ Kt
G = = (1 .46)
En déformation plane :
K7 (1-v?
G =-L (gﬂ ) (1.47)
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Partie 2

Fondements de I’élasticité linéaire



Deuxieme Partie : Fondements de I’élasticité linéaire
1-2-1 Introduction

Les physiciens ont depuis des siecles tenté de mettre en équation le comportement de
la matiere. Plus ou moins genérale, précise ou robuste. Ces modélisations s’appuient
sur la représentation du phénoméne de déformation a I’aide de champs vectoriels et
des tenseurs. Ceux-ci décrivent en particulier la déformation de I’objet ainsi que les
contraintes internes qu’il subit. Des lois de comportement viennent ensuite lier les
contraintes et la déformation qui en résulte.

I-2-2 Le tenseur de Cauchy

Les déformations d’un objet sont mesurées a partir d’une position initiale, qui est
généralement la position de repos de I’objet dans la quelle aucune force n’est
appliquée a I’objet.

On définit alors le champ vectoriel du déplacement, généralement noté u, qui est
simplement pour chaque point le vecteur reliant sa position au repos a sa position
actuelle dans la configuration déformée. En chaque point, et & chaque instant on définit
donc : ut=p+-p  ou I’indice t désigne le temps et p la position du point dans un repére
Galiléen fixe. Le gradient de ce déplacement est donné par I’expression (1.48).

Qux  Oux Qux
dx dy 0z \
Juy  duy duy
A=vu=| 0% Oy 0z (1.48)
ouz ouz ouz

\ Oox dy 0z /
Cette matrice A peut étre séparée en deux matrices 3x3 comme suit :

1 1
A=Vu=E(Vu+Vut)+§(Vu—Vut)=E+R (1.49)

Ou E est une matrice symétrique tandis que R est antisymétrique, liée au rotationnel
« Rot u » du champ de déplacement et qui représente les déformations du matériau,
c’est le tenseur de déformation .
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Le tenseur de rotation R ne sera pas utilisé dans le présent modéle. On a donc :

Jux 1 aux Ju 1 Oux auz
/ x 2Gy + ) 2z T ax \
| 1(0u_y+0ﬂ) M 1 au;v+0uz |
Ecauchy = | 2\ ox dy dy 0z dy i (1.50)
1/0uz  OJux 1(0uz , duy duz
(% +57) §<W+W) oz /
Ou bien:  (gcqucny)ij = %(g—:: + %) (1.51)

I1-2--3 Le tenseur des Contraintes
I-2-3-1 Contraintes principales

L’etat de contrainte d’un corps cubique de dimension unitaires, est représenté par le
tenseur de contrainte (oij), appliqué d’une fagon arbitraire sur chaque face
respectivement par les vecteurs unitaire 77 , de méme facon il existe sur trois facettes
orthogonales normales aux axes cartésiens des vecteurs contraintes Ty, T,et T :

- Une composante normale Gj;.

- Deux composantes tangentielles oj; (i#]).

=)
——————

—p

51 —

I

/ n X, 7 Gy X,

> P —

Patalnit e o
1" f_’
4, 0,5
o
"1/ I, 3 |/
Figure 1-6 : Vecteur contraintes sur trois Figure 1-7 : Tenseur de contrainte Gjj

facettes orthogonales
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En consequence le vecteur de contrainte T donné par

Dans le cas ou les vecteurs de contrainte T agissent dans la méme direction avec les
vecteurs unitaires 71 , ces derniers deviennent :

Ou A sont des constantes qui représentent physiquement les contraintes normales de
chaque facette du cube et qui peuvent étre déterminés en utilisant la relation suivante :

A I’aide de la régle de substitution d’un indice attache au symbole de Kronecker donc :
Uijni -1 n] = O'ijni -1 Sni (155)

Les solutions non triviales de ce systéeme linéaire homogéne sont les cosinus directeur
n; et s’obtiennent en annulant le déterminant :

Det|a;; — A8;;| = 0 (1.57)
Soit explicitement

o — A 012 013

071 0y — A 033
=0 (1.59)

031 03 033 — A

Le développement du déterminant fournit I’équation caractéristique cubique suivante :

_/13 + 11/’12 - 12/’1 + 13 B O (1.60)
Donc la solution de I’equation précédente sont les trois contraintes principales et les
coefficients Iy, I, et I3 qui sont appelés les invariants de contraintes.
I = oy
1
=5 (01,05 — 0i0;i) (1.61)
13 = Det(O'ij)
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I-2-3-2 Contrainte moyenne et déviateur

Le tenseur des contraintes de Cauchy est décomposé en une partie dite sphérique et
une partie dite déviatorique sous la forme :

1
o=S+o,l avec o, = §tr(a) (1.62)

Ou I est le tenseur identité. o, est appelée contrainte moyenne et S le tenseur déviateur
des contraintes de trace nulle et symétrique.

I-2-3-3 Contrainte équivalente

Il est intéressant, en résistance des matériaux, de comparer les contraintes obtenues sur
une structure (aprés mesures ou par calcul) aux caracteristiques des matériaux qui les
constituent. Pour cela, il est commode d’utiliser des scalaires représentatifs du tenseur
de contrainte, qui sont indépendants du repére dans le quel on travaille. Comme tout
tenseur euclidien de dimension 2 dans un espace de dimension 3, le tenseur déviateur
des contraintes de Cauchy possede trois invariants souvent notés J;, J, et J; qui peuvent
étre definis comme

Ji=tr|S|=0
1

J=5(5.9) (1.63)
1

Js =5(5.5.5)

Dans le cas du tenseur des contraintes (et non du déviateur), ces invariants sont notés
I1, I, et 15 tel que :

I, = oy

1
I, = > (01105 — 01;05:) (1.64)
13 = Det(O'ij)

Les deux contraintes équivalentes les plus utilisées sont celles de Von Mises et Tresca.
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I-2-3-3-1 Contraintes équivalente de Von Mises

La contrainte équivalente de Von Mises est uniquement en fonction du second
invariant du déviateur des contraintes :

g =43/, (1.65)
Dans un repére orthonormé, elle s’écrit directement en fonction des composantes du
déviateur ou du tenseur des contraintes sous la forme suivante:

E 3 1 )
o= EZ SijSji = Ez 9ij%ji =5 (Zk: Okk) (1.66)
9]

i

I-2-3-3-2 Contrainte équivalente de Tresca
La contrainte équivalente de Tresca est définie en fonction des contraintes principales
sous la forme :
o = Sup(lo; — oy, oy — ol Loy — ayl) (1.67)

Elle présente I’inconvénient de ne pas pouvoir s’écrire simplement en fonction des
composantes du tenseur des contraintes. Pour I’obtenir, il faut diagonaliser ce tenseur.
Dans un programme numeérique, son estimation est donc plus couteuse que celle de la
contrainte équivalente de Von Mises.

I-2-3-4 La loi de comportement

1-2-3-4-1 Définition

La loi de comportement relie les deux tenseurs définis précédemment (déformations et
contraintes).Pour un ressort par exemple la contrainte est linéairement liée a la
déformation.

v Contramnte
Plasnque

Sewl de rupture

A Nouvelle positionde repos  Deplacement

Figure 1-8 : Comportement contrainte-déformation
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La loi linéaire entre le point A et B est :
o =Ee (1.68)
Avec E est une fonction linéaire.

I-2-3-4-2 La loi de Hooke

Pour un grand nombre de solides, la mesure de la déformation est proportionnelle a la
charge. Ce qui signifie que lorsque la charge augmente alors la mesure de déformation
augmente et lorsque la charge diminue la mesure de la déformation diminue au méme
rythme. De la méme facon lorsque la charge est réduite a zéro la déformation disparait
complétement.

La forme géneérale de la loi s’exprime comme suit: chaqu’un des composantes de
I’état de contraintes en un point est une fonction linéaire des composantes de I’état de
déformation en ce point donc il ya liaison directement entre les contraintes et les
déformations.

Mathématiquement la loi est donnée par la relation suivante :

Oki = Ckimn®@mn (1.69)

Avec : - Cymn Sont des constantes élastique au nombre de 81(3x3x3x3).

- k,I,m,n=1,2,3.
En pratique, la loi linéaire introduite précédemment est souvent tres générale et peut
étre simplifiée. Si I’on considere que le matériau est isotrope, c’est-a-dire qu’il a le
méme comportement dans toutes les directions alors des raisons de symétrie font que
parmi les 36 coefficients, deux seulement sont indépendant. La loi de comportement se
simplifie grandement et peut s’écrire :

o = Atr(e)l; + 2ue (1.70)

Ou I3 est la matrice identité et tr la trace de la matrice. A et p sont les constantes de
Lamé.
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Troisieme Partie : Méthode des éléments finis

I1-3-1 Les éléments finis traditionnels

1-3-1-1 L’élément de référence et les fonctions de forme

Pour simplifier la definition analytique des éléments de forme complexe, introduisons
la notion d’élément de référence qui est un element de forme trés simple, reperé dans
un espace de référence (&, 1) qui peut étre transformé en chaque élément réel (x, y) par
une transformation géométrigue comme dans le cas d’un triangle :

/N m
(0.1)
(1,0)
: Nalmdne ¢
0.0
(0,0) .

Figure 1-9 : Elément de référence

En élasticite linéaire, dans le cas d’un élément triangulaire on a trois fonctions de
forme, chacune de ces trois fonctions est liée a des sommets de I’élément de référence.
Elle est égale a un (1) au sommet et zéro(0) aux deux autres, comme sulit :

o, =1-¢—7
{ P, =¢ (1.71)
d; =1
Avec .
E+n<1
{ E=0 (1.72)
n=0

Cet élément est isoparamétrique, c’est-a-dire qu’il n’ya pas lieu de distinguer les
fonctions utilisées pour la transformation de coordonnees et les fonctions de forme
utilisées pour I’approximation dans I’élément.
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I-3-1-2 La matrice de rigidité

Pour calculer la matrice de rigidité globale il faut dans un premier temps commencer
par le calcul de la matrice de rigidité locale pour chaque élément composant le
maillage.une fois toutes les matrices de rigidité sont calculées, on passe a I’assemblage
de ces matrices pour construire la matrice de rigidité globale.

La matrice de rigidité locale sera une matrice de taille (6x6) puisque on travaille avec
des éléments triangulaire a trois nceuds avec deux degré de liberté pour chaque neeud
(deux translations suivant x et y),donc la taille de la matrice de rigidité globale sera de
(2 x nombre de nceud) x (2 x nombre de nceud).

La matrice de rigidité locale sera construite comme suit :

Kij:JV [B] [H][B]" dV (1.73)

Pour réaliser cette intégration, il faut recourir a une technique d’intégration numérique
sur I’élément parent, on a choisit la méthode de Gauss.

Comme on travaille en élasticité lineaire, un seul point de Gauss sera nécessaire, il se
trouve au centre de gravite de I’élément de référence, c’est-a-dire (1/3,1/3) et son poids
vaut 0.5, alors I’équation précédente devient :

[K] = 0.5[B][H][B]” det/ (1.74)
ox  ox
11 12
Avec: | = ]21 ;22 )= Zi 33 (1.75)
o8 an

[B] : Matrice de déformation de I’élement finis.

[H] : Matrice qui caractérise le matériau : est donnée par

e, v 0
E ( v e, 0 \
(1.76)

H=———"—7—
1+
(14 Ve, | 0 0 e /l
Ou : -e;=1, e,= 1-v et e3= €,/2= (1-v)/2 en contrainte plane.

- e1=1-v, e;=1-2v et e3= €,/2= (1-2v)/2 en déformation plane.
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I-3-1-3 Les déplacements

Puisque on est en élasticité linéaire les déplacements seront calculés par la relation
suivante :

{F} = [K] {u} (1.77)

Ou [K] est la matrice de rigidité globale, {F} est le vecteur force nodale qui tient
compte des conditions aux limites de la structure étudiée et les forces qui lui sont
appliquées et {u} est le vecteur deplacement de dimension 2*nombre de nceuds.

1-3-1-4 Les contraintes

Pour le calcul des contraintes il faut tout d’abord calculer le tenseur des déformations
comme suit :

£ = %(Vu + (Vu)T) (1.78)

Ensuite on passe au calcul des contraintes par la formule suivante :

{o} = [H] {} (1.79)

En contrainte plane :
(

Gxx -

m (Exx + VEyy)

Oyy = —(1 e (Ve + vsyy)

) : (1.80)
% T o0 +v)
R
L T2+

Maintenant on peut calculer les contraintes de Von Mises comme sulit :

1 2
Ovon Mises = \/E((O'xx — O'yy) + O_yyz + O_xxz) + 30xy2 (181)
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1-3-2 L’élément de Barsoum

Au niveau de la pointe de la fissure existe une singularité (la contrainte tend vers
I’infinie) donc pour pouvoir tenir compte de cette singularité on introduit I’élément de
Barsoum [8] qui ne sera utiliseé que pour les éléments contenant la pointe de fissure
comme montré sur la figure suivante :

.

|
—
¥

. il f s Y .
: u.;l.l::m'.ulrﬂ— _ e
| HARSON

- L

-~ EL; |
BARSOUY
!

T |
EARSIOE

Figure 1-10 : Zone d’application de I'élément de Barsoum

Les éléments de Barsoum sont tels que les nceuds qui se trouvent au milieu sur les
cotés des éléments quadratiques touchant le fond de fissure sont déplacés au quart du
coté.

lIs permettent de mieux capter la singularité du champ de contraintes en fond de
fissure comme montre sur la figure :

h__‘x_""h-_h e
12 ‘"‘..,____‘ 12 .
\\I -V y

3 - ~—
Elcraent fii CI,a_s_Squf“,(ﬂ e_lzjm L nes i ic Elément fini de type Barsoum

Figure 1-11 : Elément de Barsoum

Syntheése Bibliographique Et Généralités Page 25



Grace a cette transformation, le champ de contrainte n’est plus en v/r sur I’élément
mais en r. On voit bien que I’élément de Barsoum a six nceuds au lieu de trois dans

I’élément de référence classique donc on aura six fonctions

de forme pour

I’interpolation géomeétrique qui seront quadratique comme suit :

&, = 1-56- L Hn*180n
&, = 163 n-16/3 1673 £n
®, = -1 L+43 L2203 by
@, =163 163 L2 16/3 tn
&5 =4tn

By = - 1B I3 En

&, = 1-7/3 E-3n 1473 EM 27 524En
&, =163 163 =173 k0

Py =357

&, = dn-An*1 £

&= 1880

B = -2 H124 &n

&, = 1-3E-T/3 n+ 2E2+473 q2H10V3 En
B, = 445400

Dy = LHHAI N

&, = 168 163 2163 £

o, =163 50

By = -In+dn*

Figure 1-12 : Fonctions de forme de I'élément de Barsoum

1-3-2-1 La matrice de raideur locale

La construction de la matrice de raideur locale passe par plusieurs étapes de calcul et
se terminera par I’intégration de Gauss [9] ou on utilise sept point de Gauss.

Pour chaque point de Gauss on calcule une partie de la matrice de raideur locale. Cette
derniere sera la somme de ces sept matrices, pondérées par le poids du point de Gauss
correspondant.

Donc pour chaque point de Gauss, la matrice de rigidité locale sera construite comme
suit :
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0x ox

_ (11 jizy\_|9& an
J =21 J22 >_ dy 0dy (1.82)
E

Ces dérivées sont en fonctions des coordonnees des six points (X;,y;) et les fonctions
de forme évaluées au point de Gauss considéré. On a :

2= Y 5 2 e ) a3
6

Z_; sz 66(737 (xpdG»YpdG) (1.84)

— Z i G Vo) (1.85)

% - Z i 2 G Vo) (1.86)

On a besoin de calculer les derivées des fonctions de forme par rapport a x et y et
puisque I’élément de Barsoum est super-paramétrique ces fonctions de forme sont les
mémes fonctions que les éléments normaux donc de forme linéaire.

On calcule les dérivées de ces fonctions par rapport a & et a n qu’on multiple par le
terme correspondant a I’inverse de la Jacobienne calculée par I’équation (1.82) :

90, 20, 00,

ax |\ .. (08 )\ 1/j22 j12\[70¢

a0, | =17\ ag, _II_I(—121 ]11) 29, (1.87)
dy on on
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Ensuite on construis les trois matrices B, B, et B; :

a0
Ox 0
0 99;
B; = oy (1.88)
09;  09;
dy O0x

/

Il faut effectuer une serie de six opérations matricielles qui consistent a multiplier la
transposée de chaque matrice B; avec la matrice de Hooke et avec chaque matrice B; :

Ou la matrice de Hooke est présentée a I’équation (3.6) en contrainte plane et
déformation plane.

Donc on aura six matrice (4*4) qui sont : By;, B1s, B11, Bis, Bx, Baset Bss avec
lesquelles on construit la matrice de raideur locale correspondant au point de Gauss
traité (Kg) comme suit :

[ Bi1 B, B3 \
T

| |
K9 :i Bi> B B3 i (1.90)

\ Bir3 Bg3 BB3 /

On répeéte sept fois I’opération avec tous les points de Gauss de I’élément, donc on va
obtenir sept matrices Ky sommees, chacune pondéree par son poids w; correspondant
pour obtenir la matrice de raideur locale.

D’ou la matrice de raideur locale totale est donnée par I’équation suivante :

7
Klocale element de Barsoum — Z Kig ngdet]i (1-91)

i=1

L’élément de Barsoum n’affecte que les matrices de raideur locales dans la
construction de la matrice de raideur globale du systeme. On utilisera I’élément de
Barsoum seulement pour les éléments situés autour de la pointe de fissure pour les
autres éléments on utilisera les éléments finis traditionnels.
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Chapitre 11 : Les Outils Nécessaires Pour L’élaboration Du Code De
Propagation De Fissure

I1-1 Introduction

Ce chapitre est consacré pour les outils nécessaires pour I’élaboration d’un code
d’élasticité linéaire, c’est-a-dire la modélisation de la fissure par les éléments finis sans
tenir compte de la propagation qui sera traité au chapitre 05.

Au début, On présente les outils nécessaires pour I’élaboration du code et en fin le
cheminement a suivre pour la résolution des problemes.

11-2 Les outils nécessaires

1. Un logiciel de C++, on utilise Visual C++2008 sous Windows XP.

2. Un générateur de maillage : il ya plusieurs générateurs de maillage qu’on peut
utiliser, dans notre cas on a utilisé le GMSH, il permet de géneré le maillage en
2D ou bien en 3D on peut aussi condenser le maillage dans des régions preécis,
comme par exemple autour d’une singularité, comme il permet aussi de créer
des lieux géométriques particuliers appelé physical point ou bien physical ligne
qu’on va utilisés pour les conditions aux limites.

.
W

=AY I ES | Rieah |

Figure 2-1 : Visualisation du maillage généré sur un domaine rectangulaire
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Figure 2-2 : Visualisation du maillage généré sur un domaine

rectangulaire avec raffinement dans la partie droite

GMSH permet aussi d’afficher nos resultats de maniere intelligibles.

Pour bien comprendre la maniére dont on utilise le GMSH, on donne un exemple a
analyser a la figure (2.3) :

- On dessine une structure géométrique.

- On crée des lieux géométriques particuliers (points, lignes) appelé physical
point, physical lignes. Le GMSH permet d’associer a chaque physical un chiffre
(2000, 3000, ...) comme suit :

Physicalpoint(9000)={3} (2.1)

Qui signifie que le chiffre 9000 est associé au point 3 du maillage.
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Physicalline(1000)={4} (2.2)

C’est le méme principe sauf qu’ici le chiffre 1000 est associé a la ligne 4 et le
chiffre 1000 signifie encastrement (voir Tableau 2.1).

Un encastrement pour une ligne 1000
Des rouleaux (dans la direction X) 1500
Des rouleaux (dans la direction Y) 2000
Une charge repartie selon X 2000<chiffre<6000
Une charge repartie selon Y 5000<chiffre<7000
Une charge ponctuelle selon X 8000
Une charge ponctuelle selon Y 9000

Tableau 2.1 : Zones géométriques particuliers

Figure 2-3 : Poutre analysée
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4 3 physicalpoint(9000)={3}

4 physicalLine(1000)={4} ?

1 1 i

Figure 2-4 : Interprétation sur le GMSH

- Pour le maillage, on choisit une longueur caractéristique du maillage pour
chaque point. Donc tout dépend de notre choix par exemple on peut définir un
maillage qui sera plus fin autour des singularités.

- Onsauvegarde le maillage.

- Le GMSH crée un fichier contenant toutes les données concernant le maillage,
les lieux geomeétriques et leur nombre associé.

3. RansMesh : le RansMesh est un fichier C++ contenant une série de fonction
applicable sur un maillage généré par GMSH et dont les données sont
contenues dans un fichier *.msh, des fonctions qui renvoient des résultats tels
que :

- le nombre des nceuds, d’arétes ou d’éléments contenus dans le maillage.

- Les coordonnées de chaque nceud (X, y et z).

- Les nceuds appartenant a une face ou arréte.

4. Matrix Utils: Fichier contenant des opérations de base sur les matrices telles
que :

- Multiplication de deux matrices.

- Calculer le déterminant d’une matrice.

- Inverser une matrice.
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5. Le solveur: Celui-ci permet de résoudre I’équation matricielle A.U=B de
maniére plus au moins rapide grace a des methodes itératives. Donc on
commence par triangularisation de la matrice de rigidité globale qui a une taille
de (2xnombre de nceuds) x (2xnombre de nceud) ensuite on calcule les
déplacements aux nceuds (deux déplacements pour chagque nceud).

11-3 Etapes de résolution

La premiére étape de résolution est le chargement du fichier maillage *.msh qui
contient toutes les données nécessaires tels que le nombre total des nceuds, d’arrétes
(éléments barres) et de faces (éléments triangulaires) ainsi que les coordonnées dans le
systéme d’axes definis. Le nombre de nceuds permet de déclarer la taille des matrices
de rigidité globale, matrice éléments, matrice des coordonnées des nceuds et le vecteur
force nodale, vecteur déplacements,...... et le nombre de face permet de déterminer le
nombre de boucles nécessaires pour remplir la matrice de rigidité globale.

Le déroulement général du programme est comme suit :

1- Le chargement du fichier maillage *.msh.

2- Déclaration des variables du programme.

3- Remplissage des matrices coordonnées des nceuds, matrice éléments.

4- Calcul de la matrice de raideur locale.

5- Assemblage de la matrice de raideur locale de toutes les faces du maillage.

6- Lecture des conditions aux limites a savoir les conditions d’appuis et le vecteur
forces.

7- Résolution de I’équation A.U=B.

8- Calcul des contraintes a partir des déplacements.

9- Affichage des résultats.
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Le chargement du maillage
C’est la premiére étape a faire elle consiste a importer des données au code C++.
Déclaration des variables
On déclare toutes les matrices et vecteurs nécessaires a la résolution tels que la
matrice de rigidité globale, matrice éléments, matrice des coordonnees des nceuds et le
vecteur force nodale, vecteur déplacements et matrice contraintes......
Si par exemple notre fichier maillage contient 1000 nceuds, la matrice coordonnée des
neeuds contiendra 4000 entrees. Le vecteur des déplacements sera de 2000 entrées, la
matrice de raideur globale aura une taille de 2000x2000 soit 4000000 entreées.
C’est ici aussi qu’on déclare les valeurs comme :
- Le coefficient de Poisson v.
- Le module de Young E.
- Est que on est en contraintes plane ou déformations plane.

Remplissage des matrices coordonnées des neeuds, matrice eléments

Apres la déclaration des matrices coordonnees des neeuds et matrice eléments, c’est
ici qu’on va remplir ces matrices a partir du fichier maillage *.msh.

Calcul de la matrice de raideur locale

On calcule la matrice de raideur locale de chaque élément triangulaire pour plus de
détails voir la 3eme partie du chapitre 1.

Assemblage de la matrice de raideur locale de toutes les faces du maillage

Opération effectuée par itération sur les faces en assemblant les matrices de raideur
locale dans la matrice de raideur globale.

Lecture des conditions aux limites

Ils s’agissent de forces ou de conditions sur les frontiéres du systeme.
Pour les conditions sur les frontiéres, telle qu’un encastrement, une sous routine
modifie les entrées dans la matrice de rigidité globale en mettant par exemple pour un

encastrement des zéros pour toutes les lignes et colonnes correspondantes a des neeuds
contenus dans I’encastrement.

Les Outils Nécessaires Pour L’élaboration Du Code De Propagation De Fissure Page 34



En générale, pour les conditions aux frontiéres on a trois méthodes :
1- Méthode du terme diagonal dominant :

Nous remplacons K;; par Kj+a, o étant un nombre trés grand par rapport a tous
les termes Kj; (en pratique o=10".Max|K;;| ou 10™.Max|Kj) et F; par aUL.

2- Meéthode du terme diagonal unité :

Nous remplagons :

- F=U1 (2.3)
- F=F—KyUU =12l j (2.4)
- Kiizl. (25)

Kij:Kji:O ] =12 i ] * 0 (26)

3- Meéthode de suppression des équations :

On supprime les lignes et les colonnes ou les deplacements sont connus tels que
un encastrement par exemple.

Pour notre cas on a utilisé la premiere méthode puisqu’ elle donne des résultats
beaucoup plus précis que la deuxiéeme alors que la 3eme méthode est tres
difficile a appliquer en calcul numérique.

Pour les conditions aux limites comme les forces, on modifie le vecteur force nodales
qui est initialement nul. Si on prend I’exemple de la figure 2.3, un point est attaché au
chiffre 9000 cela veut dire que dans ce point (3) il y’a une force ponctuelle appliquée
dans le sens y. Dans le vecteur force nodales on donne la valeur de cette force
ponderée du signe moins puisque la force est dirigée vers le bas.

Lorsque on parcoure la matrice éléments(les arétes), on verifie pour chaque aréte
qu’elle appartient a une zone correspondant a un nombre (tableau 2.1) si par exemple
on a des arrétes attachées a la zone 1000 (un encastrement) donc on va remplacer dans
la matrice de raideur globale les valeurs des éléments situés sur la diagonale (K;) par a
-Kii-

Résolution de I’équation A.U=B
C’est I’opération la plus couteuse du programme, on commence par la

triangularisation de la matrice de raideur globale, ensuite on passe au calcul du vecteur
déplacement U de taille 2 x nombre de nceuds.
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Calcul des contraintes a partir des déplacements

Aprés le calcul du vecteur déplacements, la derniére étape consiste a calculer les
contraintes en se basant sur la théorie définie aux éléments finis dans le chapitre |
partie 3.

On calcule les contraintes oy, 0, ,0y, ainsi que les contraintes de Von Mises
données par la formule suivante :

1 2
Oyon Mises — E((Uxx - Uyy) + ayyz + axxz) + 30xy2 (2'7)

Affichage des résultats

On affiche les contraintes ainsi que la déformée du systeme étudié via GMSH.
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Chapitre 111 : Résultats et validation du code de propagation de fissures

I11-1 Introduction

Avant de passer a la propagation de fissure, il est nécessaire de valider les resultats
obtenus avec quelques exemples en élasticité linéaire analytiquement connus, comme
par exemple la poutre en console et la poutre bi-encastrée avec charge ponctuelle ou
bien charge repartie .On commence par valider les déplacements (la fleche) ensuite les
contraintes.

I11-2 Validation des déplacements
I11-2-1 La poutre en console avec charge repartie

On a une poutre rectangulaire de largeur b=1m et de hauteur H=0.5m présentée
sur la figure 3-1.

Figti = 1 KNIT?

4m .

A
A

Figure 3-1 : Poutre en console avec charge répartie

La mécanique classiqgue nous donne la déformé attendue pour une telle
configuration par la formule suivante :

y(x) = % (L= x)2L% + 2Ix + x?) (3.1)
Avec la fleche maximale est donnee par :
pl*
fmax = Y pour x =1 =0m (3.2)
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On montre sur la figure 3-2 le maillage choisi pour la résolution du probléme.
Pour information notre maillage posséde 1200 nceuds et 2288 arrétes et faces.
On va résoudre un systeme de 2400 inconnues (déplacements aux nceuds).La
matrice de raideur a une taille de 2400x2400.

Figure 3-2 : Visualisation du maillage généré par le GMSH sur la poutre

En appliquant la formule donnée en (3.2) pour x=4m, on trouve :

fmax = 14.62857 mm Avec P=1 kN/m2, le module de Young

E=210000 kN/m2et [ = % = 0.010417 m* pour b=1m et H=0,5m.

Sur la figure 3-3 on présente la déformée sous le GMSH.
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Figure 3-3 : Déformée de la poutre sous le GMSH

La figure 3-4 illustre la déformée sur la face inférieure de la poutre.

Distance a I’encastrement(m)

(ww) 8yo9|4

Figure 3-4 : Déformée de la face inférieure de la poutre sous le GMSH
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Les contraintes de Von Mises sont représentées par la figure 3-5.

—_——— -

Figure 3-5 : Les contraintes de Von Mises sous le GMSH

Le résultat trouve numeériquement est fy,, = 14.10146mm, correspondant a une
erreur relative de 1.72% par rapport au résultat calculé analytiquement.
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I11-2-2 La poutre en console avec charge ponctuelle

On a la méme poutre rectangulaire de largeur b=1m et de hauteur H=0.5m
présentée sur la figure 3-6.

1Kn

AT ly

4im

Figure 3-6 : Poutre en console avec charge ponctuelle

La mécanique classique nous donne la déformé attendue pour une telle
configuration par la formule suivante :

y() = 2= (L= 0% (2L + %) (33)
Avec la fleche maximale est donnee par :
pl®
fmax = 3E] pour x =1 =0m (3.4)

On montre sur la figure 3-7 le maillage choisi pour la résolution du probléme.
Pour information nous avons adopté le méme maillage précédent a savoir 1200
neeuds et 2288 arrétes et faces, cela va nous conduire a une résolution d’un
systeme de 2400 inconnues(déeplacements au neeuds) et la matrice de raideur a
une taille de 2400x2400.
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Figure 3-7 : Visualisation du maillage généré par le GMSH sur la poutre

En appliquant la formule donnée en (3.4) pour x=4m, on trouve :
fmax = 9.75238 mm Avec P=1 kN, le module de Young E=210000 kN/m? et

I =22 = 0.010417 m* pour b=1m et H=0,5m.

la figure 3-8, schématise la déformée sous le GMSH. On présente également a
la figure 3-9 la déformée point par point sur la face inferieure de la poutre,
enfin, on donne a la figure 3-10 les contraintes de Von Mises.
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Figure 3-8 : Déformée de la poutre en console avec charge

ponctuelle sous le GMSH

Distance a lI'encastrement (m)

™~

Fléche (mm)
&

-10

-12

Figure 3-9 : Déformée de la face inferieur de la poutre sous le GMSH
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Figure 3-10 : Les contraintes de VVon Mises sous le GMSH

Le résultat trouvé numériquement est fy ., = 9.55766mm, correspondant a une
erreur relative de 1.99% par rapport au résultat calculé analytiquement.

I11-2-3 La poutre bi-encastrée avec charge répartie

On a une poutre rectangulaire de largeur b=1m et de hauteur H=0.5m
présentée sur la figure 3-11.

La mécanique classique nous donne la déformee attendue pour une telle
configuration par la formule suivante :

2
_pl* (x x°
YO = oaE (l 12) (3:5)
Avec la fleche maximale est donnée par :
_re L 2 3.6
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F =1 kN/m?

TT I T

Figure 3-11 : Les contraintes de VVon Mises sous le GMSH

On montre sur la figure 3-12 le maillage choisi pour la résolution du probléme.
Pour information nous avons adopté le méme maillage précédent a savoir 1200
neeuds et 2288 arétes et faces donc on va résoudre un systeme de 2400

inconnues(déplacements au nceuds) et la matrice de raideur a une taille de
2400x2400.

Figure 3-12 : Visualisation du maillage généré par le GMSH sur la poutre
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Toujours en appliquant la formule donnée en (3.6) pour x=4m, on trouve :
fmax = 0.304752 mm Avec P=1 kN, le module de Young E=210000 kN/m? et

3
I =2 =0.010417 m* pour b=1m et H=0,5m.

Sur la figure 3-13 on présente la déformée sous le GMSH. On présente
également a la figure 3-14 la déformée point par point sur la face inferieure de
la poutre, enfin, on donne a la figure 3-15 les contraintes de Von Mises.

Figure 3-13 : Déformée de la poutre bi-encastrée avec charge

repartie sous le GMSH

Distance a I'encastrement (m)

0
1 1.5 2 2.5 3 3 4
-0.1

4.5

pdd

-0.2

Fléche (mm)

-0.3

-0.4

Figure 3-14 Déformée de la face inferieur de la poutre sous le GMSH
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Figure 3-15 : Les contraintes de VVon Mises sous le GMSH

Le résultat trouvé numeriquement est fy . = 0.298648 mm, correspondant a une
erreur relative de 2 % par rapport au résultat calculé analytiquement.

111-2-4 Conclusion

Suite aux résultats obtenus précédemment, on valide le calcul des déplacements par
le code C++, ainsi on peut passer a I’étape suivante c'est-a-dire la validation des

contraintes.
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I111-3 VValidation des contraintes
111-3-1 La plaque trouée

Comme dans le cas des déplacements, on valide les contraintes par un exemple en
élasticité linéaire analytiquement connu (plaque trouee) présentee a la figure 3-16.

o =1
>

y O

o —
9.7 m :D ::

o .

o —

. —

AN AN AN AN ANV ANV

9.7 m
Figure 3-16 : Plaque infinie trouée

La théorie de la fissuration nous donne les contraintes attendues pour une telle
configuration (figure 3-17) par les formules suivantes :

—000 1 @ +0'°° 1+3a4 4a2 20 3.8

o, = > = > 2 = cos (3.8)

_000 1+a2 o 1+3a4 20 3.9

O = > = > r4 cos (3.9
o® a* a?\

Trg = —7<1 — 31"_4+ 21"_2> sin 260 (310)
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Og (0=22)

Or (0=3n/2)

)

oo [T T

Figure 3-17 : Distribution des contraintes autour d’une fissure

pour une Plague trouée chargée

A la figure 3-18 on donne le maillage choisi pour calculer les contraintes.

Pour information celui-ci possede 40434 nceuds , 120428 arrétes et 79995 faces
donc tous ca va nous conduire a une resolution d’un systéeme de 80868
inconnues(déplacements au nceuds) et notre matrice de raideur a une taille de
80868x80868.Pour interpréter facilement les résultats, on a choisit une force
0o = 1kn/m?

Les résultats donnés par le code C++ et affichés sur le GMSH sont donnés aux
figures 3-19, 3-21, 3-22 et 3-24. Enfin, on affiche les contraintes de Von Mises
a la figure 3-25 qui donnent une idée sur la propagation de la fissure (on
apercoit un des deux lobes caractéristiques d’une fissure). On peut conclure que
la fissure va se propager vers le haut a partir du point le plus haut du trou.
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Figure 3-18 : Visualisation du maillage généré par le GMSH sur la plaque trouée

On donne a la figure 3.20 le calcul des contraintes a,, sur le coté opposé a la face
chargée (correspondant donc au cas 6 = /2 de la figure 111-17) comparant avec les
résultats trouvés par la formule (3.9). On peut voir que g, atteint son maximum

0g = 30 = 3kN/m?* a la surface du trou, ce qui est bien le cas de nos résultats, et
décroit avec r croissant pour atteindre ¢ = 1 .Donc on valide la contrainte ay.

3.0288+00
26226400
26162+00
2.4038+00
2.203e+00
1.997e+00
1.790e+00
1.584e+00
1.377e+00
1.171e+00
9.648e-01
7 584e-01
S.521e-01

3457e-01

1.394e-01
-6.63%-012

conlrs

Figure 3-19 : Distribution de o,
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Figure 3-20 : Distribution de a4 (6 = t/2)
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Figure 3-21 : Quelques valeurs de g, prés du trou

Résultats Et Validation Du Code De Propagation De Fissure Page 51



Maintenant, on donne a la figure 3.23 le calcul des contraintes oy, au méme endroit
comparant avec les résultats trouvés par la formule (3.8). On peut voir que o, atteint
son maximum en r = v2a = 0.4243 etvaut g, 4, = 0.37506® = 0.375kN /m?

Ce qui est bien le cas de nos résultats, et décroit avec r croissant pour atteindre ¢® = 0
donc on valide la contrainte ay.

5.293e-01
4.267e-01
3.240e-01
2214e-01
1.186=-01
1613e-02
-6.650e-02
-1.891e-01
-2.818e-01
-3.944e-01
-4.970e-01
-5.996e-01
-7 023e-01
-6.043e-01
-9.075e-01

-1.010e+00

contry

Figure 3-22 : Distribution de gy,

04
035
03
025 —— résultat analytique
02 résultat numeérique

0,15

contrainte [kN/m?]

01

005

distance au centre du trou [m]

Figure 3-23 : Distribution de ¢,.(6 = 3m/2)
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Figure 3-24 : Quelques valeurs de o, prés du Maximum
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Figure 3-25 : Contraintes de Von Mises pour la plaque infinie trouée

111-3-2 Conclusion

Suite aux résultats obtenus précédemment, on valide le calcul des contraintes par le
code C++ ainsi on peut passer a I’étape suivante c'est-a-dire I’adaptation du code pour
en faire un code de propagation de fissure.
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Chapitre 1V

Vers la propagation



Chapitre IV : Vers la propagation

1VV-1 Introduction

Avant de parler de la propagation, on définit la notion de doubles nceuds (Ouverture de
la fissure) ensuite on présente la notion de zone cohésive (la liaison entre les nceuds de
la fissure avec leur double) et en fin on tentera de dynamiser le code.

Pour bien visualiser ces adaptations successives, on propose de les illustrer par un
exemple concret présenté a la figure 4.1 denomme Poisson(en référence au célébre
coefficient de Poisson).

- >
sy .
@
O —>
N —>
@ 100 KN/m
5 >
o E
O —
>

Figure 4-1 : Exemple illustratif de Poisson

1V-2 Les doubles neeuds

Il faudra a chaque fois au démarrage du programme lui donner le point de depart
de la fissure ensuite on double les nceuds de sorte a pouvoir ouvrir cette fissure sans
toucher au maillage comme représenté dans les figures 4-2 et 4-3.0n donne par
exemple I’aréte 10-69, on crée deux nouveaux nceuds entre lesquels se trouve une
nouvelle aréte, on ne crée pas de nouveaux eléments comme on peut constater sur la
figure 4-4. On doit donner a ces nceuds un numéro correspondant, mais un numeéro qui
n’est encore attribué a aucun autre nceud.
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Figure 4-2 : Maillage simple dans Poisson

10

Figure 4-3 : Aréte double

On leur donne les numéros d’ordre suivant : le plus élevé existant. Pour tenir
compte de ces neeuds dans le programme, on doit modifier la matrice de raideur
globale donc on augmente ses dimensions pour intégrer les nouveaux neeuds.
On passe donc de dimension (2*nombre de nceuds, 2*nombre de nceuds) a des
dimensions (2*(nombre de nceuds+nombre de nceuds double)), 2*(nombre de
neeuds+nombre de nceuds double)).

Il faut aussi affecter ceux-ci a leur élement respectif de maniere a pouvoir
calculer les matrices locales et ensuite les assembler correctement.

La Figure 4-5 montre deux éléments adjacents. A gauche ; ils sont séparés par
une fissure et a droite I’existence d’une fissure entre les deux éléments.
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AVANT APRES

I Nbre_nodet+2
10 10

Nbre_node+1

Figure 4-4 : Aréte double et faces correspondantes

Pour associer ces nouveaux neeuds a la surface 1l de la figure 4-4 , on crée un
vecteur ETATF, sui reprend les états des faces donc chaque face est ainsi
associée a un etat :
- ETATF=-1 pour les faces situées d’un coté de la fissure.
- ETATF= 0 pour celles situées de I’autre coté et contenant les nceuds
fictifs

On en donne une représentation graphique a la figure 4-5.0n peut suivre sur
celle-ci I’évolution des états des faces autour de la fissure.

On posséde maintenant les outils necessaires a la construction de la matrice de
raideur globale. Tous les nceuds doubles sont associés de maniéres cohérentes a
une face. En effet, par itération sur les faces, on définit le nceud contenu dans la
fissure qu’il faut prendre (le nceud réel ou le neeud fictif).

On procede comme suit :

{Pour toutes les faces}
{Si ETATF=0}

Le nceud contenu dans la fissure n’est pas celui donné par le maillage, mais bien
son correspondant contenu dans le vecteur refdb

L’assemblage de la matrice de raideur globale est ensuite effectuée comme
précédemment.
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d'une face d'une face attenante
possédant

une amréte en

Figure 4-5 : Correspondance nceud-face

On donne a la figure 4-6 le résultat de cette opération pour notre exemple
illustratif de Poisson, dans lequel on a rajouté une fissure contenant 2 nceuds.
On a ajouté un autre type de nceud : la pointe de fissure qu’il faudra a présent
donner en plus de Iinitialisation de la fissure. Le programme se présente
comme suit :

=

Démarrage : chargement du maillage
2. Voulez vous une fissure initialisée ? oui=1, non=0
(@) 0. Démarrage du programme
(b) 1. Combien de doubles nceuds ?
i. Donner le numero d’ordre des doubles nceuds voulus
ii. Donner le numéro d’ordre du nceud de pointe de fissure
iii. Démarrage du programme
3. Fermeture du programme.
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Figure 4-6 : Fissure dans Poisson

On donne ci-apres deux exemples a ce stade du code :

1% exemple

(@) Voulez vous une fissure initialisee ?

(b) OUI Combien de double nceuds ?

(c) 8 Donnez le numéro des doubles neeuds ?

(d) 10 69 44 132 101 38 99 119 Nceud de pointe de fissure ?
(e) 79

Le résultat est donné a la figure 4-7
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deplacement.pos

Figure 4-7 : Résultat du premier exemple

1% exemple

(@) Voulez vous une fissure initialisee ?

(b) OUI Combien de double nceuds ?

(c) 8 Donnez le numéro des doubles neeuds ?

(d) 10 69 44 132 101 38 99 119 79 57 108 27 Nceud de pointe de fissure ?
(e) NON

Le résultat est donné a la figure 4-8. Le résultat est une plaque déchirée en deux
puisqu’on lui donné une fissure traversant I’entiéreté de la plaque.
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Figure 4-8 : Résultat du second exemple

IVV-3 Zones cohésives

La zone cohésive est la zone endommageée, c’est une zone ou il faut lier les nceuds de
la fissure avec leur double respectivement avec une loi de comportement présentée sur
la figure 4-9. Dans cette figure les u; représentent la distance entre les nceuds et f; la
force dans le ressort donc lorsque la distance entre les nceuds augmente la force dans le
ressort diminue jusqu'a atteindre zéro, moment ou il n’y a alors plus de ressort.

Pour appliquer tous ca dans le code, on doit relier les doubles neceuds par une certaine
raideur K (Figure 4-10), celle-ci est attachée a la loi de comportement dans la matrice
de rigidité globale. A partir de certaine valeur de la traction preésentée entre les doubles
neeuds, le ressort saute et la fissure apparait, les nceuds ne sont plus liés entre eux.
Dans ce travail, on a simplement modélisé la présence de barres entre les nceuds, il n’y
a pas de loi cohésive a proprement parler.
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Pour rendre physique ces barres, on doit, au sein de la matrice de raideur globale, relier
les doubles nceuds par une certaine raideur. On a deux composantes, horizontale K; et
verticale K, et en méme temps il faudra tenir compte de I’angle d’inclinaison o du

ressort(ou plut6t de la barre).

Loi cohésive type

Figure 4-9 : Loi cohésive type

Figure 4-10 : Ressort entre les doubles nceuds

Pour une configuration du type de la figure 4-11, on a une matrice de raideur locale
comme présenté a la figure 4-12.
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K.,
Kh y
a

Figure 4-11 : Systeme barre

Refdbjijx Refdbfily Refdbji+1lx | Refdbfi+1}y
K.cosc:. Ky.cosc. -Kyy-cosa. -Ky-sinc.
R | cosa + sina + COS¢: - COS¢ -
e | K,sinc. Ky-cosci. K-sinc. Ky-sinc.
f | sinc sinc sl COSc
d
b| K,cosc. | K,cosc. -K,,-sinc. -K,.COSc.
f| sinc+ cosc + cosc: - COSe: -
I | Kecose. | K,sinc. K,-sinc. K,q.Sinc.
sl s COSc sino
eR Kypcosc. | -Kysinc. K;,.cosc. K;y-cosc.
f cosc - coSc - cosc + sinc +
Ky-sinc:. Ky-sinc. K,.sinc. K,.cosc.
g sinc: COSc Sinc S
[
i | -Ksinc. -K,.cosc:. K,,.cosc:. K,-cosc.
+ | cosc - COSc - sinc + cosc +
1 | Kysinc. Kj,-Sinc:. K,-cosc. Kj,-Sinc.
] | cosc sIo sinc s
Figure 4-12 : Matrice de raideur locale d’une barre

On peut a présent tester cette nouvelle adaptation. La maniére la plus visible de
procéder est de reprendre un cas similaire a celui de la figure 4-12

et d’y mettre des ressorts.

La plaque devrait étre coupée en deux, mais les deux parties devront toujours
étre reliées physiquement.
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On adapte le menu du programme comme suit

1. Démarrage : chargement du maillage
2. Voulez vous une fissure initialisée ? oui=1, non=0
(@) 0. Démarrage du programme
(b) 1. Combien des doubles nceuds ?
i Donnez le numéro des doubles neeuds voulus
Il Nceud de pointe de fissure ?
iii Voulez vous des ressorts ? oui=1, non=0
A. 0. Démarrage du programme
B. 1
-a. Entrez la constante de raideur horizontale et verticale
-b. Démarrage du programme
3. Fermeture du programme

On présente a la figure 4.13, le cas du systeme Poisson, coupé en deux et dont
les deux parties sont reliées par des ressorts de raideur, respectivement,
K,=Ky=1, 0.1, 0.01, 0.001, raideurs prises arbitrairement.

Lm . |
u -

125

Figure 4-13 : Poisson pour raideur K=1, 0.1 et 0.001
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On remarquera sur I’échelle présenté a gauche que le maximum est multiplié
par 10 a chaque division (par 10 de la constante du ressort).

En observe enfin I’effet de ces ressorts sur I’ouverture d’une fissure. On prend
I’exemple de la figure 4-7. En introduisant des ressorts de raideur 1 par
exemple, on obtient les déplacements présentes a la figure 4-14

Tableau 4-14 : Poisson fissuré sans ressort et avec ressort de raideur K=1000

On remarque bien que la fissure est nettement moins ouverte, en fait, il n’y en a
pas, c’est juste que la raideur entre les deux nceuds correspondants est plus
faible que c’elle qui existe intrinsequement dans le matériau, qui est
endommagé.

La loi cohesive sera intéressante quand il s’agira de parler de vitesse
d’endommagement, de propagation de fissure, c’est juste un phénomeéne
retardateur, le résultat final en étant bien sur le méme, une fissure ouverte. Le
critere de la traction limite pourra étre utilisé comme critere d’arrét et de
stabilité de la fissure, mais nous en reparlerons dans la partie consacrée a la
propagation a proprement parler. Pour de plus amples informations sur la zone
cohesive voir [10] et [11].
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IV-4 Vers un code dynamique

Le modéle dynamique qu’on établit, est une répétition du méme programme avec
incrémentation du nombre de données, les doubles nceuds contenus dans la fissure, et
donc un seul chargement du maillage initial, ce qui nous permet de gagner beaucoup
de temps.

Dans un premier temps, on ne possede ni critére de direction, ni critere d’arrét, on met
en place une méthode générale, qu’il faudra ensuite adapter.

La méthode est simple, une variable globale régit tout le systéme, c’est le nombre des
doubles nceuds initialisé lors de la représentation initiale de la fissure. A la fin de
chaque execution du programme (c'est-a-dire apres chaque itération), I’opération
suivante est effectuée :

(Nbre double nceud)= (Nbre double nceud) +1 (4.1

Le nouveau double nceud est choisit par évaluation des distances entre les neeuds
voisins de la pointe de fissure et la pointe de fissure elle-méme, avec critére de
direction, qu’on peut également choisir.

L’ancienne pointe de la fissure devient le dernier double nceud, et le nouveau nceud
choisi parmi les voisins de I’ancienne point de fissure, devient la nouvelle pointe de
fissure, et on recommence alors une itération avec cette fissure qui a évolué.

Le programme se présente alors de la maniere suivante :

1. Entrez le double nceud numéro 1
2. Entrez le double nceud numéro 2
3. Entrez la pointe de fissure

4. Voulez-vous des ressorts ? Non=0, Oui=1

(@) 0. Démarrage du programme dynamique

(b) 1.
I Entrez la raideur verticale K,

Il Entrez la raideur horizontale K,
iii Démarrage du programme dynamique

5. Fin du programme

Vers la propagation Page 65



On donne a la figure 4.15, les étapes successives pour Poisson, avec une fissuration
jusqu’a déchirure totale.

L
|
|
[
|
|
[
|
|
[
|
|
[

Figure 4-15 : Propagation forcée jusqu'a déchirure totale
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Maintenant on a tous les outils nécessaires a la propagation, les doubles nceuds, une
liaison entre ces doubles nceuds (ressort ou bien une barre) donc il nous reste
seulement un critére de direction et un critére d’arrét de la propagation.

On étudie, dans le cadre de ce travail, deux critéres, le premier est basé sur I’energie de
déformation et le deuxieme sur les coefficients d’intensité de contrainte.

IV-5 L’énergie de déformation

On commence par I’utilisation de ce critere basé sur I’énergie de déformation, la
fissure se propage dans la direction possédant une variation nulle d’énergie de
déformation, c’est a dire la direction la moins couteuse en énergie pour le systeme.

Pour connaitre cette direction, on calcul I’énergie de déformation et ce pour chaque
élément se trouvant autour de la pointe de fissure. Pour chacune d’elles, on évalue
I’énergie de déformation définie dans [12], pour cela on utilise la formulation suivante,
valable en FEM :

W, = UZKlocUe (4.2)

Dans laquelle U, est le vecteur contenant les déplacements suivants X et y des trois
neeuds de I’élément considéré (c’est donc un vecteur de dimension 6) et K est la
matrice de raideur locale de cet élement. L’énergie de déformation, W, s’exprime en
[J], en effet, le vecteur déplacement a comme unité[m], la matrice de raideur [N/m] et
donc W s’exprime bien en [N.m]= [J].

Connaissant ainsi les différentes énergies de déformation, on les rapporte au centre de
gravité de la face. On est donc capable de trouver I’élément qui posséde I’énergie de
déformation la plus élevée. On sélectionne alors les centres de gravité de part et
d’autre de ce dernier. Pour que cela soit possible, on trie les centres de gravité suivant
leur orientation par rapport a I’horizontale.

On effectue une interpolation parabolique sur ces trois valeurs d’énergie. On trouve le
maximum ainsi que I’angle correspondant. La fissure devrait donc se diriger dans cette
direction.

Malheureusement, ce critere n’est pas satisfaisant, il ne donne pas de resultats
physiquement acceptable. C’est pourquoi on s’intéresse au second critére développé
dans la section suivante.

On donne a la figure 4-16, un mauvais exemple de propagation obtenu par critere
énergétique.
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Figure 4-16 : Propagation par critére énergétique
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IV-5 Les coefficients d’intensité de contrainte

On a vu au chapitre relatif aux éléments finis que I’élément de Barsoum est utilisé
pour les faces situées autour de la pointe de fissure. L’article [13] donne une méthode
de calcul des SIF utilisant les propriétés du Modified Quarter Point Element dont
I’avantage réside dans son extréme simplicite. Le calcul est donné par :

K; = ¢ 2n 8AuS — Aus 4.3
21
K;; — (8Auf — Aub) (4.4)

“3(k+ 1)L

Pointe de
fissure

Dernier double
noeud

Figure 4-17 : Représentation de la pointe de fissure

AvVec :

- G : module de cisaillement ¢ = —=

2x(1+v)
- k= i—z en contrainte plane, et k = 3 — 4v en déformation plane

- L est la distance entre la pointe de fissure et le dernier double nceud

- Auf et Auf composante tangentielle et normale de I’ouverture de la
fissure entre B et D.

- Auf et Au§ composante tangentielle et normale de I’ouverture de la
fissure entre B et D.
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Afin de valider le calcul des K, et K;;, on analyse le cas de la figure 4-18,
dans [14], on apprend que pour une longueur de fissure a sur le bord libre de la

plague mince semi-infinie, on a K; = 1.12v/ac®+/m. On donne au tableau 4-1
les résultats obtenus pour K, pour une fissure de 0.5m.

Dont les valeurs sont a comparer avec la solution analytique, pour un
0® = 1kN/m, K,=1.403.

Figure 4-18 : Fissure de longueur a sur le bord d’une plaque mince infinie

Nombre d’élément Taille Pourcentage
sur la fissure D’un élément K, d’erreur
5 0.1m 1.375 2
10 0.05m 1.3925 0.7
20 0.025m 1.404 0.07

Tableau 4-1 : Calcul de K, pour une fissure de longueur 0.5m au bord d’une plaque semi finie
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On donne au tableau 4-2 les résultats pour une fissure de 1m dans la méme
configuration.

Nombre d’élément Taille Pourcentage
sur la fissure D’un élément K, d’erreur
2 0.5m 1.807 9.85
4 0.25m 1.966 0.96
10 0.1m 2.007 1.1

Tableau 4-2 : Calcul de K, pour une fissure de longueur 1m au bord d’une plague semi finie

Les valeurs sont a comparer avec K, =1.958. L’erreur de convergence observée dans
le cas ou la fissure vaut 1m, révele la problématique de I’infinité de la plaque. La taille
de notre fissure devient non négligeable par rapport aux dimensions initiales données.

Apres le calcul de ces deux coefficients, on utilise la formule suivante tirée de [15]
donnant I’angle de propagation de la fissure :

2

K K,
0., = 2arctang [0.25| — — sin(K};) (—) + 8 (4.5)
Ky K

Cet article nous apprend aussi qu’il est possible de connaitre la vitesse de
propagation grace au calcul de ce méme angle.

Comme on ne peut propager la fissure que le long des arrétes, on cherche,
connaissant cet angle le point le plus proche de la direction calculée.

Le point calculé devient alors la nouvelle pointe de fissure, I’ancienne pointe de
fissure devient le dernier nceud double et une nouvelle exécution du programme
démarre dans cette nouvelle configuration.

A fin d’illustrer ce nouveau critére, on se propose d’étudier deux cas en
particulier. Le premier est I’exemple Poisson sous trois configuration
différentes, et présentées a la Figure 4-19.
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Figure 4-19 : Poisson avec initiation de la fissure a trois endroits différents

Le premier cas, est un cas parfaitement symétrique, et on s’attend donc a voir la
fissure se propager en ligne droite de droite a gauche, jusqu’a rencontrer
I’encastrement. C’est en effet ce que I’on peut observer a la figure 4-20,

présenté ci-dessous.
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Figure 4-20 : Poisson, premiére configuration
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Pour le deuxiéme cas de la figure 4-19, le caractere infini de la plague va se
marquer de moins en moins au fur et a mesure que la fissure avancera, ce qui a
pour effet de faire remonter la fissure, vu la déformation de la configuration, la
partie basse n’étant plus la pour équilibrer ce changement de direction. On
présente les resultats obtenus a la figure 4-21.

Figure 4-21 : Poisson, deuxieme configuration

Le troisieme cas, enfin, verra la condition de plaque infinie va se marquer au fur
et a mesure que la fissure avancera, plus rapidement que pour le cas précédant,
on a en effet une tendance de la fissure a remonter plus rapidement, comme
montrer a la figure 4-22.
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Figure 4-22 : Poisson, troisieme configuration

On donne a la figure 4-24, la propagation d’une fissure pour un essai 3 points,
dans la configuration de la figure 4-23.

l P (kN)

A F

Figure 4-23 : Essai 3 points
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Chapitre V : Conclusion Générale et Perspectives

V-1 Conclusion

Ce travail s’intéresse essentiellement a la modélisation de la propagation d’une fissure
par les éléments finis, nous avons procédé de la maniére suivante :

En premier lieu, on a élaboré un code d’élasticité linaire, c’est-a-dire un code qui
calcule les déplacements et les contraintes des structures en 2D .On a remarqué que
plus le nombre de nceuds augmente et plus on a une meilleure précision mais il y’a un
compromis entre le temps d’exécution et la précision des résultats.

Dans la deuxieme partie, on a commencé par les outils nécessaires pour la propagation
de fissure a savoir les doubles nceuds et la zone cohésive ensuite nous avons inseré
entre ces doubles neeuds un ressort (une barre), c’est en fait une premiére étape vers la
création d’une zone cohésive, zone qui régit la portion endommagée de la matiére. La
différence entre les barres et la zone cohésive réside dans le fait que dans ce dernier
cas, il existe une loi entre I’effort de traction dans la barre et la distance entre les
doubles nceuds, lorsque cette distance atteint une certaine valeur, la force diminue
jusqu'a devenir nulle, et on peut considérer le matériau comme fissuré et non plus
endommagé.

A la fin, il a fallut rendre le code dynamique, c’est-a-dire capable de propager la
fissure, dans ce cas on a utilisé deux critéres, le premier basé sur I’énergie de
déformation (qui donne des résultats moins précis que le 2éme critere) et le deuxieme
qui est basé sur les facteurs d’intensité de contrainte. Il a fallut introduire I’élément de
Barsoum qui permet de lever la singularité en pointe de fissure et de rendre le champ
de contrainte linéaires. Nous avons de cette maniere pu mieux capturer ce dernier
champ. Nous avons utilisé cet elément sur toutes les faces situées en bout de fissure.
Nous avons calculé les coefficients d’intensité de contrainte et I’angle de propagation
de la fissure qui dérive du calcul de ces derniers.

Il a fallut enfin désigner le nceud de nouvelle pointe de fissure. La fissure ne pouvant
se propager que le long des arétes du maillage, il nous restait qu’a choisir, parmi les
neeuds situés autour de la pointe de fissure celui qui correspond le mieux (c’est pour
cette raison que nous avons choisi de travailler avec des éléments triangulaires plutot
que quadrangulaire vu que avec ceux-ci il y a en moyenne six neeuds autour de chaque
neeud au lieu de quatre dans le second cas).
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V-2 Perspectives

Ce travail servira donc d’elément de base pour analyser plus profondément d’autres
aspects de la fissuration par exemple :

- L’interaction entre les fissures.
- Généralisation du code pour plusieurs fissures.
- L’ajout d’une loi cohésive.

- Un modele 3D pourrait aussi étre élaboree a partir de ce code.
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FONCTION D’AIRY

- Les équations d équilibre pour un probleme plan sont

Tx)'.x+ﬁ_}'_}'._}' + 'F_:, (.’X’.}’j =0

Les conditions aux limites peuvent étre
- Déplacements imposés U, U, 0
- Tractions imposees sur les faces T, T, 0
OU sur la surface latérale

no  +mT., =T.(xy)

My Toys My U}_}_ =T, (.v)

Avec n,.n, Cosinus directeur de la normale extérieur au contour

Si une solution particuliere est connue les équations se réduisent a
Des équations homogeénes sans force de volume.

UI.T:I +TI_}'._}' = 0

T g, 0

.t Yy -
Les conditions de compatibilité bien connue se reduisent a
V(o +a,,) =0

Les équations d équilibres sont identiquement vérifiée si on peut trouver une fonction U(x.y)

telle que

Opee = Uy
Ty = Uy
Sy = Ui

Et les conditions de compatibilité imposent

ViV = viU=0
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U{x.v) Est une fonction bi harmonique et est appelée

Fonction d’Airy
-Si des tractions sont imposées au contour les conditions sont

T (xv)=n, UIJ_}_ -n,U.,, =—U,,

T, (x.y) = nxUI}_ -n,U.,,=—-U 1

T

Puisque les cosinus directeur de la tangente sont
n}'.ﬂ’x
On peut ainsi les écries

On remplace U, .etU, par leur valeur de I’équation 1 on obtient

= =

g@ﬁﬁ—%jn&ﬁﬁ

Uv,=nU,+nU, =n, J-
]

o]

Imposer des tractions revient donc a imposer U_et U, ou U,

Au contour
Par intégration de 1 on trouve la résultante des tractions imposée

Entre AetB

X0 = J T, (x.y)ds = J U,.ds=-U,
AM

AM

Vi =J T, (x.v)ds = J U, ds=-U,
AM AM

De méme le moment des tractions en M par rapport a I’origine est

dM = (xT, — yT, )ds
= —(xdU_ + ydU,)

= U, dx—d(xU,)+ U,dy —d(yU,)

=d[U - (xU, + yU,)]
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Le moment de la traction imposee de A a M est

Mgy = d[” - (xu.x +}=U|}_)]

La relation entre des déplacements imposée et la fonction d Airy n pas aussi
On trouve des relations simples entre les déplacements la fonction d Airy

Et son Laplacien et entre le déplacement et deux fonctions analytiques qui
Donnent la solution de I’équation bi harmonique

Si UU,, sont connue au contour U, et U, peuvent étre calcules le probleme

Est alors

v*U =0 DansR

U = f(s) + constante

U, =g(s)

Au contour pour des tractions imposées

Les conditions aux limites sont plus compliquées pour des déplacements
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SOLUTION DE WESTERGAARD

Dans certains problémes symétriques par rapport a Ox, la condition
T, = 0 Sur cet axe on impose

Im[z# (z) + ¢'(z)] =0

Sih a montré que cette condition est vérifiée si

W) 422D +A=0.cc LA

Avec A est une constante réelle qui dépend de chargement

De méme avec une symétrie de glissement, la condition o, = 0 sur y=0
Conduit a

Re[2¢(z)+ Ze (2) + & (2)] =0

Et est verifiée si

() +292(2)+Z¢ (z)+iB=0ccccoeeven....B

Avec B est une constante réelle qui dépend de chargement

1)-Pour la premiere symétrie : la condition A s’écrit (mode 1)
. d . .
W (z) =—£[z¢‘]+¢‘ (z)— A

wiZ)=—Z2 (2)+2(z)—AZ+C

d .
=-— 2]+ 22 (2) —AZ+C

(2) =Jw[2]dz

-

=—z¢[z]+2[1ﬁr{2]dz—f-1§+ CZ+D

Le cz+D peut étre négligée puisqu’il résulte d’un emplacement d’ensemble. Le probléme est
résolu par deux fonctions :

#(etw(Z) =—Z¢ (z) + ®(z) — AZ

Ou par ®(z)et —AZ
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Pour calculer la fonction d’AIRY :

-
=

76(2) +x(z) = (Z—D)o(2) + 2 )[ 2(2)dz— 42

-
&

= —2iye(z) + zf 2(2)dz - A~
U(x,v) = Re[Z¢®(z) +x(2)]
U(x,v) = 2vim®(z) + 2Re J #(Z)dz— A(x* —v?)

Westergaard est arrive a la solution de ces probleme symétriques d’une autre facon. 1l définit
une fonction Z(z), avec les notations de Westergaard :

Z(z) =29 (z2)
Z(z) = 2¢(=)

I(z)=2 J #(2)dz
D’ou la barre signifie primitive(intégrale).
_ 4
= U(x,y) =Re Z+ vImZ — E[x‘ —v7)

Dans les problemes étudiés par Westergaard A était nulle (A=0)

a- Calcul des contraintes

{UH —a,, = 2[® (2) + ¢ (2)] = 4Re[® (2)]

—0O, + 0, + 2itxy = E[Z-*#’“(zj +'(Z)]
Ety(z)+Z& (z)+4=0

g, =ReZ —yImZI + A
On trouve { g,,, = Re +yImZ — A

g., = —VReZ
b- Calcul des deplacements

2M(u, + iuy )= K2(2) — Z2'(2) — ¥(2)

=K#(z) -z (z2) + Z2 (2) —Y(z) + AZ

=K&(z)—2(z2)— (z—3)® (z) + AZ
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2Mu, = (K — 1)Re® — 2yIm® + Ay
2Mu, = (K + 1)Re® — 2ylm® — Ay

Avec les notations de Westergaard (la barre signifie I’intégrale)

2Mu, = "ReZ — 2yImZ + Ax
2Mu, = ""2ReZ — 2ylmZ — Ay
Z(z) =29 (2)
Z(z) = 22(z)

Z(z)=2[®(2)dz

k =3 —4v En déformation plane.

3—v . ;o . s
k = HL En contrainte plane genéralisee.

2)-Pour la deuxiéme symétrie :(symeétrie de cisaillement)

W'(z) +29(2) + Z# () + iB =0

Ou Y(z)=—-2(z)—z¢@ —iBz=0
a- Calcul des contraintes

T T Ty = 4Re[® (2)]

Oy + Oy + 2itxy = 2[(Z - 2) 2 (2) — 2 (z) — iB]

X

= 2[—2iy® (z)— 29 (z) — iB]

Avec 2¢ (z) = Z(z)

g,.. = 2ReZ —yImZ

XX
Oy = yvimZ

T,y = —ImZ —yReZ — B
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b- Calcul des deplacements

2M(u, + iuy) = K&(z) — Z2(2) — 9(z)

=K®(z) +®(z) — (z—2)® (z) —iBZ

1 _
2Mu, = ReZ — yvIimZ — By

K—1 _
2Mu, = TImE — vReZ — Bx
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