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Introduction générale
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La théorie des graphes est un domaine trés vaste issu de la recherche
operationnelle, elle est en évolution constante tant du point de vue des recherches
fondamentales que celui des applications. Concernant la recherche fondamentale,
il faut citer les travaux de P. Seymour et de ses collaborateurs qui ont démontré la
Conjecture des Graphes Parfaits formulée par Claude Berge, amélioré la preuve du
théoréme dit des quatre couleurs et surtout, développé la théorie des mineurs de
graphes.

D'autre part, les applications sont tres nombreuses. Elles justifient une recherche
importante en algorithmique. L'importance des réseaux de transport et de
communication, qui sont d'ailleurs de plus en plus des réseaux évolutifs, par
exemple faire fonctionner les connexions des utilisateurs a des serveurs de
téléphonie mobile, ou & des réseaux pair-a-pair’ et d’explique le foisonnement des
problématiques.

Voici un des problemes fondamentaux en théorie des graphes « Trouver une route
d’une extrémité a une autre a travers une succession de relais interconnectés ». Ce
genre de probleme porte le nom de routage méme les algorithmes et protocoles
permettant de les résoudre sont également dits de routage.

La plupart du temps, on résout les problemes de maniere "brutale". 1l suffit parfois
d'appliquer une définition, ou lorsque nous cherchons une solution particuliére,
nous pouvons énumérer toutes les solutions possibles. Une telle démarche est
rarement satisfaisante du point de vue temps de calculs.

Pour résoudre un probleme, une démarche usuelle consiste a s’intéresser a des cas
particuliers plus simples, ensuite a ramener le probleme général a ces cas
particuliers. L’application de cette démarche dans les graphes, nous conduit a
transformer des problemes complexes en des problémes sur des arbres. C’est ainsi
qu’un certain nombre de décompositions des graphes en des structures
arborescentes, ont vu le jour. Dans notre mémoire nous essayons d’étudier deux
types de décompositions ; la décomposition arborescente et la décomposition en
branches.

! par exemple le réseau Internet.



Introduction générale

Certains graphes possédent naturellement une structure arborescente, c’est le cas
des graphes triangulés®. Cette structure apparait au cours de I’étude de la
conjecture des graphes parfaits dans les travaux de Dirac en [Dir61] sous le nom
de « Rigid Circuit Graphs ». Cependant, il est toujours possible de plonger un
graphe G dans un graphe triangulé H. De cette facon, la structure arborescente de
H se transpose a G. Cependant, lors d’un tel plongement, nous perdons
I’information sur la structure de G ; il est donc nécessaire de trouver un
plongement ayant de "bonnes™ propriétés. C’est dans ce cadre que, dans les années
70, sont apparus les k-arbres et les k-arbres partiels dans les travaux de Rose
[Ros74] et de Dirac.

En 1960, Kruskal [Kru60] a démontré que dans une famille infinie d’arbres, au
moins I’un des arbres est mineur® d’un autre. Dans les années 80, Robertson et
Seymour se sont intéressés a la généralisation de ce théoreme a des familles
infinies de graphes, ils I’ont nommeé en suite ; « Conjecture de Wagner » [Wag37].
Pour démontrer ce theoreme, ils ont essayé de se ramener au résultat de Kruskal et
ont réintroduit [RS84, RS86] a cet effet, les décompositions arborescentes qui
avaient déja été définies par Halin [Hal76] sous un autre nom. Pour pouvoir
appliquer le résultat de Kruskal, ayant besoin de mesurer a quel point un graphe
ressemble & un arbre, ils ont utilisé pour cela, un parametre associé aux
décompositions arborescentes appelées, la largeur arborescente, notée tw(G). Lors
d’une série d’articles, ils ont obtenu de nombreux résultats importants, entre autres
une généralisation du théoréeme de Kuratowski : pour toute classe de graphes
¢ clos par minoration, il existe une famille finieS{de graphes telle qued est
exactement I’ensemble des graphes n’admettant aucun graphe deSgcomme

mineur. La famille Sq est une famille d’obstructions pour la famille & .

Contrairement aux travaux de Halin passant inapercus, ceux de Robertson et
Seymour attirent I’attention. Arnborg, Corneil et Proskurowski [ACP87] ont
montré que le probleme de décision (satisfaisabilité) ; « le graphe G est de largeur
arborescente t » est un probléme NP-complet. Cependant, ils ont montré que si le
paramétre t est fixe, ce probléme devient polynomial et ils ont développé un
algorithme de complexité O(n'"?) pour le résoudre et ils ont construit, pour le cas
échéant, une décomposition de largeur arborescente au plus t. Robertson et
Seymour [RS95] ont amélioré le résultat de décision en utilisant le théoreme de
Kuratowski généralisé. Comme I’ensemble des graphes de largeur arborescente au
plus t est clos par minoration, il s’exprime par une famille d’obstructions 3, . En

construisant une décomposition approchée, ils ont arrivé a tester efficacement si le

2 Un graphe est triangulé signifie que tout cycle de longueur supérieure & 3 posséde une corde,
les graphes triangulés contiennent les graphes complets.

% Un graphe est un mineur d’un graphe G s’il est obtenu en retirant des arétes ou des sommets
ou en contractant des arétes de G.
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graphe G, modélisant le probleme, a pour mineur un des éléments de la famille S, .

La complexité de cet algorithme est O(n?) quoique celui-ci est non constructif.
Bodlaender [Bod96] a amélioré ce résultat et il a donné un algorithme linéaire
O(n) pour ce probléme de décision, ainsi que pour le probléme de construction
d’une décomposition arborescente correspondante, mais pour la classe des graphes
de largeur arborescente au plus t, la constante cachée le O est d’ordre 2'. On
pourrait en conclure que, puisque ce qui nous intéresse est de savoir si un graphe
possede une largeur arborescente « petit», I’algorithme de Boadlaender est
suffisant mais le facteur que cache la notation O pour cet algorithme est
exponentiel en t, la complexité donné par I’algorithme de Boadlaender est en fait

de O(th n) .

Parallelement a cela, Courcelle [Cou89] puis d’autres comme Arnborg et col.
[ALS91] ou Borie et col. [BPT91] ont montré que certains problémes difficiles
pouvant se résoudre efficacement pour les graphes de largeur arborescente
bornée ; tout probléeme pouvant s’exprimer dans une logique monadique du second
ordre* étendue se résout en temps linéaire; ces algorithmes cachent cependant eux
aussi une constante exponentielle en la largeur arborescente dont il est le cas de
probléme du stable maximum et celui du cycle hamiltonien. Pour étre plus précis,
pour résoudre un probléme comme le stable maximum, il faut un temps de
0(2t n), lorsque le graphe en entrée a n sommets et la largeur arborescente au plus
t. Ceci donne une idée de la borne supérieure que 1’on peut accepter pour t de sorte
a rester a des complexités « raisonnables ».

Ces résultats ont stimulé le travail sur le calcul de la largeur arborescente et sur les
triangulations des graphes. En effet, comme nous I’avons déja mentionne, “trouver
une bonne décomposition arborescente revient a trouver une bonne triangulation”.
Le calcul de la largeur arborescente a été montré polynomial pour les graphes
d’intervalles circulaires [SSP94], les graphes de permutation [BKKO95] et les
graphes de cordes [Klo96]. Plus généralement, en étudiant les triangulations
minimales des graphes, Bouchitté et Todinca [BTO01a, BTO1b] ont montré que ce
calcul se fait en temps polynomial pour toutes classes de graphes ayant un nombre
polynomial de séparateurs minimaux.

Dans la suite de leur série d’articles sur les mineurs de graphes, Robertson et
Seymour [RS91] ont présenté un nouveau type de decompositions de graphes
proche des décompositions arborescentes c’est la décompositions en branches.
Idem pour les décompositions arborescentes associant pour les décompositions en

4 . : :
Par exemple, le probléme de 3-coloration d’un graphe s’exprime par la formule :

EIABCQ(VUEV(UEA)v(ueB)v(ueC))/\
[‘V’UVGE—‘(U GA/\VGA)V—\(UEB/\VE B)v—\(u EC/\VEC))
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branches un parametre ceci est appelé « La largeur de branches », notée bw(G). Ils
les ont introduit comme obstruction aux décompositions arborescentes et ont
montré que tous les graphes I’inégalit¢ bw(G) < tmG) + 1< |_3bW(G)/ ZJ est
vérifiée.

Les décompositions arborescentes et les décompositions en branches ont présenté
de fortes similitudes. L’inégalité de Robertson et Seymour permet d’étendre les
résultats du type de ceux de Courcelle aux graphes de largeur de branches au plus
t; des propriétés analogues a celles de la largeur arborescente sont ainsi établies
pour la largeur de branches. Bodlaender et Thilikos [BT97] ont obtenu un résultat
analogue a celui de Bodlaender [Bod96] en développant un algorithme linéaire
pour le probléme de satisfaisabilité suivant: « peut on décider si la largeur de
branches est égale a t et construire le cas écheéant une décomposition en branches
correspondante? ».

Kloks et col. [KKM99] ont montré que le probleme de satisfaisabilité associé a la
largeur de branches est NP-complet. Tous ces résultats justifient I’idée que les
décompositions arborescentes et les décompositions en branches possédent les
mémes propriétés.

D’une part, Kloks et col. [KKM99] ont montré que le probleme de satisfaisabilité
associe a la largeur de branches est NP-complet pour les graphes triangulés alors
que le probleme correspondant pour la largeur arborescente est linéaire. D’autre
part, Seymour et Thomas [ST94] ont développé un algorithme polynomial de
calcul de la largeur de branches pour les graphes planaires alors que le probleme
correspondant pour la largeur arborescente reste toujours ouvert.

Nous avons structure notre mémoire en cing chapitres ou :

Dans le premier chapitre, nous précisons la terminologie et les notations usuelles
sur les graphes. Nous introduisons ensuite des notions spécifiques a notre champ
d’étude. Nous commengons par celle de séparateur minimal avant de nous
intéresser a celle, plus générale, de séparation et d’étendre a ces objets la relation
usuelle de parallélisme sur les séparateurs minimaux. Nous présentons ensuite une
classe de graphes étroitement liés aux séparateurs minimaux : les graphes
triangulés. Approfondissement dans ces liens nous a amené a présenter certains
théorémes qui soulignent la structure arborescente de ces graphes.

Dans le second chapitre, on poursuit I’étude des séparateurs minimaux en vue de
leur énumeration. Nous donnons un résultat de structure sur I’ensemble des a,b-
séparateurs minimaux dd aux travaux de Robertson et Seymour.

Par ailleurs, au troisieme chapitre, nous choisissons de présenter les
décompositions arborescentes et les décompositions en branches comme
provenant de certains schémas de décompositions de graphes et quelques liens
entre les deux décompositions.
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A I’aide de ces outils, nous pouvons associer des décompositions en branches a
des décompositions arborescentes et réciprogquement, ainsi donner une preuve d’un
théoréme min/max de Robertson et Seymour reliant la largeur de branches et la
largeur arborescente d’un graphe.

En étudiant certaines triangulations, dans le chapitre 4, plus précisément, ce
chapitre présente un algorithme de calcul de triangulations dites serrées lequel est
utilisé pour retrouver le résultat original de Bouchitté et Todinca d’une part et
pour obtenir un algorithme de calcul de largeurs de branches d’autre part.

Nous présentons dans le chapitre 5 quelques resultats obtenus pour le calcul
des invariants cités précédemment et nous proposons également un algorithme
polynomial pour le calcul de la largueur arborescente de la classe des graphes
k-cordaux et les graphes planaires de tel sort, pour la majorité de ces graphes
nous avons pu déterminer soit la valeur exacte soit une borne inférieur. Ainsi
déterminer la longueur arborescente des graphes k-cordaux. Pour la
décomposition arborescente nous montrons la relation entre largeur arborescente
et la frontiere de la décomposition en banches. Ce chapitre est dédié aussi a I’étude
de la décomposition de certaines classes de graphes.

En fin, nous cléturons notre travail par une conclusion générale qui nous
permet de revenir sur les résultats de ce mémoire tout en proposant des
perspectives de cet axe de recherche.
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Dans un reseau interconnecté les liens de communication sont bidirectionnels,
c’est pourquoi de maniére générale le réseau est modélisé par un graphe non
orienté. Les sommets du graphe représentent les machines et les arétes
représentent les liens de communication.

Tout au long de la thése nous considérerons des graphes simplesG = (V, E), finis

et non orientés. De plus, nos graphes seront connexes, car tous les paramétres qui
nous interessent (longueur arborescente, largeur arborescente, largeur de branche,
complétion minimale) se calculent pour les graphes non connexes en traitant
séparément chacune des composantes connexes.

1.1 Préliminaires

Avant toute chose, il est bon de poser clairement les définitions que nous
utilisons par la suite. Les notions que nous introduisons ici sont pour la plupart tres
classiques pour les graphes.

Définition 1.1 (Graphe, Sous-graphe)

Un graphe sera noté G=(V,E), ou V est I'ensemble de sommets et E est I'ensemble
d'arétes de G. Le nombre de sommets, respectivement d'arétes sera noté n,
respectivement m. Une aréte est un lien entre deux sommets du graphe. Une aréte
(u,Vv) est une boucle si u = v. Tout au long de ce mémoire nous ne considérerons
que des graphes simples, clest-a-dire sans boucle ni aréte multiple!, voir par
exemple la Figure 1.1 :

Figure 1.1 - Un graphe simple avec 9 sommets et 14 arétes.

Un graphe G = (V E') sous-graphe d’un graphe G =(V,E) si V cVet
E c E, voir par exemple Figure 1.2.

Une aréte est dite multiple s'il existe au moins une autre aréte avec les mémes sommets, sa multiplicité étant le
nombre total d'arétes ayant ces sommets.
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Figure 1.2 - Un sous graphes induits par les sommets 1, 2, 3,5, 6, 7 et 9

Soit le graphe G =(V,E), le sous-graphe G’ :(\/',E') est un sous-graphe induit
de G si, pour toute paire de sommets (x,y) de V', uve E < uveE". Autrement

dit, si deux sommets adjacents dans G sont présents dans G, alors ils sont aussi
adjacents dansG'. G est appelé le sous-graphe de G induit parV ', il sera

notéGB/'].

Un sous-graphe G d'un graphe G est un sous-graphe couvrant de G, si G contient
tous les sommetsde G : V =V .

Par exemple, la Figure 1.2 montre un sous-graphe du graphe de la Figure 1.1 qui
est induit par les sommets 1, 2, 3, 5, 6, 7 et 9. Il n'est pas couvrant car il manque
les sommets 4 et 8. Il n'est pas non plus connexe car par exemple il ne posséde pas
de chaine entre 6 et 3.

Définition 1.2 (Classes de graphes)

Nous n'épuiserons pas dans cette section la description des classes de graphes que
nous aurons a traiter par la suite. Mais comme nous rencontrerons dans cet
ouvrage plusieurs classes de graphes d'intersection, nous en donnons ici le
principe.

On considere une famille .~ d'ensembles non vides. On lui associe le graphe
d'intersection G - de ./~ obtenu comme suit : chaque ensemble de ./ est
représenté par exactement un sommet de G - et deux sommets de G - sont
adjacents si et seulement si les ensembles correspondants de ./ s'intersectent. On
dira que la famille . /"est un modéle d'intersection deG - .

Quand la famille . “est formée d’ensembles particuliers, on obtient des classes de
graphes intéressantes.

Les graphes d'intervalles sont les graphes d'intersection des intervalles d'un ordre
total (de la droite réelle, par exemple).

il ]

- o
™ .
i i
| [}

Cl_.--"'-- [A) --"'--._Clrl'

Figure 1.3- Graphe d’Intervalles
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Les graphes de cordes sont obtenus comme intersections des cordes d'un cercle.
Lorsque la famille . est formée d'arcs de cercle, on obtient les graphes
d'intervalles circulaires. Ces deux derniéres classes sont incluses dans la classe des
graphes obtenus en intersectant des régions d'un cercle, ou par région on entend la
partie entre deux cordes qui ne se croisent pas.

e b a .
: 3 |!n IIII

c > il .\ .

Figure 1.4- Graphes de cordes et d'intervalles circulaires

Définitions 1.3 (Adjacence, Voisinage, degré, Incidence)

Deux sommets u et v sont adjacents s'il existe une aréte entre u et v. On dit aussi
que v est dans le voisinage du sommet u. On notera N(u) I'ensemble des voisins de
u. Le degré d'un sommet u, noté deg(u), désigne le nombre de ses voisins.

Sur la Figure 1.1, le sommet 6 est de degré trois car N(6) = {4, 7, 8}.

Un sommet u est incident & une aréte e s’il est situé a une des deux extrémiteés de
cette aréte. Inversement, une aréte désigner le trait qui relie deux sommets du
graphe.

Définition 1.4 (Voisinage clos d’un sommet)
Le voisinage clos d'un sommet v est défini commeN[v]=N(u)U{u}. Deux

sommets v,et v, sont dits vrais jumeaux s'ils ont le méme voisinage et sont
adjacents, c'est-a-dire qu'ils ont le méme voisinage clos N[v,|= N[v, ]. Ainsi deux
sommets v, et v, sont faux jumeaux s'ils ont le méme voisinage mais ne sont pas
adjacents, soitN(v,)=N(v,). On définit aussi le non-voisinage de v comme

étant N(v) =V \ N[v].

Figure 1.5- Le voisinage de v, estN(v, )= {vs, V,, Vg } son degré est donc 3.

Les sommets v, et Vg sont isolés et les deux sont des faux jumeaux. Les sommets
V, et v, sont des vrais jumeaux.

Définitions 1.5 (Chaine, Cycle, Corde, Longueur)
Une chaine dans un graphe G = (V,E), permettant d'aller d'un sommet u aun

sommetu, , est une suite (ul, Uy ooy uk) de sommets distincts de G telle que pour
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touti € (1, k—l), (ui, ui+l)est une aréte. La longueur d'une chaine est le

nombre d'arétes de la chaine, ici k-1.

Un cycle est une chaine dont le sommet de départ et le sommet d'arrivée sont
identiques. Par convention on ne notera pas deux fois le sommet extrémité
puisqu'un cycle n'a évidemment pas d'extrémité. Une corde dans un cycle est une
aréte reliant deux sommets non adjacents de ce cycle. Dans le graphe de la Figure
1.1, les sommets (1, 2,5, 9, 8, 7, 4, 3) forment un cycle, les arétes {2,9}, {2,4} et
{4,8} en sont des cordes.

Définition 1.6 (Routage)

Dans un réseau de communication point a point ou dans les ordinateurs
paralléles, une fonction de routage est utilisée pour envoyer des messages entre
processeurs. Quand les réseaux grossissent, il devient important de réduire la
guantité de mémoire contenue dans chaque noeud pour l'opération de routage.
En méme temps, il est essentiel d'acheminer les messages avec les chemins les
plus courts possibles.

Définitions 1.7 (Distance, Diamétre)

La distance entre deux sommets est la longueur de la plus courte chaine entre eux.
Le diamétre d’un graphe est la plus longue distance entre deux sommets de ce
graphe.

Pour tout sous-graphe G =(V',E') de G=(V,E), on définit le diametre de
G'dans G par diam, (G )= max, . dists (u,v). Bien que la distance entre deux

sommets d'un graphe non connexe ne soit pas déefinie, le diametre d'un sous-graphe
non connexe est défini.

Exemple Le diamétre du sous-graphe de la Figure 1.2 est égal a trois. Par
extension, pour tout sous-ensemble V de sommets de V, on définit le diamétre de
V' dans G par diamg (V)= Max, o 1(diamg (C;)) (avec C;est une composante

connexe de G[V ] i :=1,_p et p étant le nombre des composantes connexes de V*).

Dans un graphe G, une clique est un sous-graphe complet, donc de diametre 1.
Une cliqgue maximale est une clique de G qui est maximale par inclusion : si on
ajoute n'importe quel autre sommet de G, on ne peut pas obtenir une clique. On
note par a)(G) le nombre de sommet de la plus grosse clique de G, qui est aussi
appelée la cligue maximum de G. Dans le graphe de la Figure 1.1, le sous-graphe
induit par les sommets 2, 5 et 9 est une cliqgue maximale qui n'est pas maximum ;
si on ajoute un sommet pour cette clique on n’obtient pas de clique, ce qui justifie
que cette clique soit maximale, mais elle n’est pas maximum car le sous-graphe
induit par les sommets 4, 6, 7 et 8 est une clique de taille quatre.
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Définitions 1.8 (Connexité, composante connexe)

Un graphe connexe est un graphe dans lequel chaque paire de sommet est reliée
par une chaine. Un graphe qui n’est pas connexe est dit non connexe, et se
décompose en composantes connexes.

Dans un graphe, une composante connexe est un sous-graphe induit maximal
connexe, maximal signifie qu’il n’y a pas de sous-graphe induit connexe plus
grand contenant les sommets de la composante.

Exemple Le graphe de la figure 1.4 a trois composantes connexes :

{VU Vay V3, V4, Vo, Vs}’ {Vs} et {Ve}'

Définitions 1.9 (Arbre, Arbre enraciné, Arbre couvrant)
Un arbre est un graphe connexe ne contenant aucun cycle.

Un arbre enraciné (appelé également arborescence) est un arbre ou un nceud est
distingué. Ce nceud est appelé racine de l'arbre. Les arbres enracinés seront,
lorsque c'est possible, représentes « téte en haut » : la racine est le sommet situé le
plus haut (voir un exemple avec la Figure 1.6).

(1)
(2) (&
3 O @
@ @@

Figure 1.6 - Un arbre enraciné en 1
Un tel arbre induit une relation d’ordre partiel sur ses nceuds.
Un arbre couvrant est un sous-graphe maximum d’un graphe qui est aussi un arbre.
On parle aussi d’arbre de recouvrement.
Un sous-graphe couvrant de G et un graphe G' avec :
o V(G)=V(G)et
o EG)cE@OG)

9
Figure 1.7 - Un arbre couvrant de plus court chemins.
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Chapitre 1. Généralités et définitions

Définitions 1.10 (Nceud, pére, fils)
Nous appelons nceuds les sommets d’un arbre.
Le peére (fils) est le plus petit antécédent (grands successeurs) d’un nceud x.

Exemple Pour la figure 1.6 le sommet 3 est le pére du sommet 4 et le fils du
sommet 2.

Définitions 1.11 (Graphe complet, Clique maximal)
Un graphe est dit complet si seulement si tous les sommets sont deux a deux

. . T nin-1
adjacents. Si le nombre de sommet est égal a n sommets alors, on a (—)

arétes (n-clique?). Un graphe a n sommets est noté Kn(le K est en I’honneur de

Kuratowski, un pionnier de la théorie des graphes). Un graphe est donc complet si
et seulement si son diametre est 1. Voici le graphe de la Figure 1.8.

Figure 1.8 - Un graphe complet a 6 sommets noté K,
Une cliqgue maximale d'un graphe G est un sous-graphe induitGB/'],
avecV cV , tel que GB/] est une cliqueet v V', V' cV', GB/] n'est pas une

clique. Par abus de notation on écrira aussi parfois que I'ensemble de sommets lui-
méme, V , est une clique maximale de G (est une clique de G maximale pour

I’inclusion). Attention a ne pas confondre la clique maximale avec la clique
maximum qui désigne usuellement une clique de taille maximale d'un graphe.

1.2 Séparateurs minimaux et frontiéres

Comme nous I’avons déja mentionné, I’objet de cette these est I’étude de
certaines décompositions des graphes. Pour decomposer les graphes, nous allons
utiliser les notions de séparateur minimal et de séparation que nous introduisons
ci-dessous.

Définition 1.12 (Séparation)
Une seéparation est une partition de E en deux ensembles {El ,EZ}.
Soit le graphe G = (V, E).

2
Chaque sous-graphe de ce graphe est une clique

11
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b h

m

1.2.1 Séparateurs minimaux

Définition 1.13 (a,b-séparateur)

Soit G= (V,E) un graphe quelconque. Un sous-ensemble S < Vest un
séparateur de G si et seulement si le graphe G[\/ \S] n'est pas connexe. S est
appelé un a,b-séparateur si et seulement si les deux sommets a et b sont dans deux
composantes connexes différentes de G[V \'S]. S est un a,b-séparateur minimal si
et seulement si S est un a,b-séparateur et aucun sous-ensemble de S n'est aussi un
a,b-séparateur. S est un séparateur minimal si et seulement si, il existe a et b tels
que S soit un a,b-séparateur minimal.

La Figure 1.9 présente par exemple un graphe G avec S un de ses séparateurs
minimaux.

Figure 1.9 - Exemple de séparateur minimal.

Nous notons A I’ensemble des séparateurs minimaux de G. Si Q est inclus
dans V(G), A4(Q) désigne I’ensemble des séparateurs minimaux de G inclus
dans Q.

Définition 1.14 (Composante connexe pleine)
Etant donné S un séparateur de G, une composante connexe C de G[V \S] est

appelée une composante connexe pleine si tout sommet de S a au moins un voisin
dans C. (N(C)cS )

12



Chapitre 1. Généralités et définitions

Autrement dit : C est une composante connexe pleine si son voisinage contient
S. Le voisinage d'un sous-ensemble de sommets V étant défini par :

N(v )= (Uu ev'N(“)j\V -
Dans le graphe de la Figure 1.9, le séparateur minimal S posséde bien deux
composantes connexes pleines : {d, g} et {a, b, e, h, i}.
Il faut remarquer qu'un a,b-séparateur S d'un graphe G peut étre vu comme un
ensemble de sommet par lequel toute chaine entre a et b doit passer. De plus S est

minimal si et seulement si pour tout sommet u de S, il existe une chaine entre a et
b qui intersecte S uniquement en u.

Nous notons g”G(S) I’ensemble des composantes connexes de G\S. La

composante connexe de G\S contenant un sommet a n’appartenant pas a S est
notée £(S). Nous notons g(’;(s) I’ensemble des composantes pleines par rapport &

S.

Figure 1.10 - Separateurs minimaux

Dans la Figure 1.10, les composantes connexes de G\ S sont {a, d, i, j}, {b, c},
{h} et {k}. Les composantes pleines sont {a, d, i, j} et {b, c}.

L’ensemble {e, f, g} est un a,b-séparateur minimal, {f, g} est un j,k-séparateur
minimal et {g} est un h,i-séparateur minimal.

Théoreme 1.15 ([GKKPP00]) Tout séparateur minimal d'un graphe de cordalité
bornée par k est de diametre au plus k/2.

Définitions 1.16 (Croisement, Parallélisme)
Soient S et T deux séparateurs de G. Nous dirons que S est paralléle a T si S est
inclus dans un ensemble de la forme T UC ol C est une composante connexe de

G\T . Dans le cas contraire, c’est-a-dire si S rencontre au moins deux
composantes connexes de G\T , nous dirons que S croise T.

Lemme 1.17 ([Par96]) Les relations de parallélisme et de croisement sont
symétriques entre séparateurs minimaux.

O Ladémonstration est donnée dans [Maz04]

13



Chapitre 1. Généralités et définitions

L’exemple de la Figure 1.14, montre que les séparateurs minimaux S; et S;
sont paralleles, de méme pour S; et Sz. Par contre S, et S; se croisent.

Figure 1.11 - Croisement et parallélisme entre séparateurs minimaux.
Propriété 1.18 Soient S et T deux séparateurs minimaux d’un graphe G. Set T

sont paralléles si et seulement si il existe une composante connexe C; de G\T
telle que S soit inclus dans C, UN(C; ).

O Soient S et T deux séparateurs minimaux d’un graphe G. Si S est inclus dans
C; UN(C;) ot C est une composante connexe de G\T , alors S croise au plus

une composante connexe de G\T : Sest paralléle a T.
Réciproquement, supposons que S soit parallele a T. Soient Cg et Dgdeux

composantes pleines dans g“;(S). Comme, d’apres le lemme 1.17, la relation de
parallélisme est symétrique, T est parallele & S et ne peut pas rencontrer a la fois
C; et Dg, nous pouvons donc supposer que Cg et T sont disjoints. Puisque
I’ensemble C, induit un sous-graphe connexe de G et que Cget T sont disjoints,
C, est inclus dans une composante connexe C; de G\T . Comme S est le
voisinage de C,, S est inclus dans C; UN(C; ).

[ |
Théoreme 1.19 ([Dir61])
Un graphe est triangulé si et seulement si tous ses séparateurs minimaux induisent
des cliques.

o Soient G un graphe triangulé et S un séparateur minimal de G.
Montrons que S induit une clique de G. Pour cela, soient x et y deux sommets
quelconques de S. La propriété 1.11 assure qu’il existe deux composantes

connexes pleines C et D de G\ D par rapport a S. Les sommets x et y possédent
donc des voisins v, et v, dans C. De plus, comme les sommets v, et v,

appartiennent a une méme composante connexe, il existe une chaine
(x, Cipees Cp y) de x a y dont tous les sommets ci appartiennent a C. Si nous

choisissons une telle chaine de longueur minimale, la seule corde qu’elle puisse
admettre relie x et y.

14
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Choisissons de maniére analogue une chaine (y, dp,..., dg, x) dont tous les
sommets d,soient dans D. Le cycle ,u=(x, Cryees Cpy Yy Oypeydy, x) est de

longueur au moins quatre. Le graphe G étant triangulé, u posséde une corde. Les
sommets c;et d;n’appartenant pas a la méme composante connexe de G\S, les

sommets ¢; ne sont pas adjacents aux sommets d;. La seule corde que puisse

admettre le cycle u relie les sommets x et y. Les sommets x et y étant quelconques,
S induit une clique de G.

Réciproquement, si G n’est pas triangulé, il posséde un cycle p égal a
(xl, e Xp,s xl) de longueur au moins quatre sans corde. Nous allons construire
un X, X, —séparateur minimal qui n’induit pas de clique de G. L’ensemble N(xl)
est un X, X, —séparateur. Nous pouvons donc en extraire un X, X, —séparateur
minimal S. Ce séparateur minimal contient X,. De plus, comme aucun des

sommets de x, a X, , n’estvoisin de X, S contient aussi X, . Les sommets X, et
X, he sont pas voisins donc S n’induit pas de clique.

1.2.2 Frontieres

Les séparateurs minimaux constituent un outil puissant pour I’étude des
décompositions arborescentes. Cependant, ils ne sont pas suffisants pour celle des
décompositions en branches. C’est pourquoi nous préférons souvent a cette notion
celle, plus générale, de frontiére.

Définition 1.20 (Frontiere, séparation)
La frontiére de {E,,E, }est I’ensemble des sommets incidents & Eeta E .
Une separation d’un graphe G est une partition de E(G) en deux éléments

{E,.E,}. La frontiére d’une séparation est la frontiére d’un de ses éléments. Une

frontiére est un ensemble de sommets qui est la frontiére d’une séparation.

Propriété 1.21 ([Maz04]) Soit S un séparateur minimal d’un graphe G. Il existe
une séparation de G dont la frontiere est S.

o Soit C une composante pleine de ;;(S). Notons A I’ensemble des arétes de G

incidentes a au moins un sommet de C. La composante C étant pleine, chaque
sommet de S est incident a au moins une aréte de A. De plus, comme S est un
séparateur minimal, il admet au moins une seconde composante pleine D.
L’ensemble E\ A contient toutes les arétes incidentes a D donc tout sommet de S
est incident a une aréte de E\ A ; la frontiere de A est S.

[ ]

La notion de frontiéres étend donc bien celle de séparateurs minimaux mais
pour les utiliser, nous devons encore les munir d’une notion de parallélisme qui
étende celle définie pour les séparateurs minimaux. Pour cela, nous pourrions
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Chapitre 1. Généralités et définitions

utiliser la definition 1.16 ou la propriété 1.18. Ces notions sont bien distinctes
comme I’illustre la Figure 1.12.

Nous introduisons donc une notion de parallélisme intermédiaire qui étend la
notion de parallélisme pour les séparateurs minimaux tout en palliant aux
inconvénients mentionneés ci-dessus.

La frontiére T est paralléle a la frontiere S au sens de la définition 1.16 et
de la propriété 1.18.
La frontiere U est parallele a la frontiére S au sens de la définition 1.16
mais pas au sens de la propriété 1.18.
Figure 1.12 - Deux notions possibles de parallélisme de frontiéres

Définitions 1.22 (Parallelisme de frontiéres)

Soient S et T deux séparateurs de G. On dit que S est parallele a T si S est inclus
dans T ou si S est inclus dans CUN(C) ot C est une composante connexe de

G\T.

Remarque 1.23 La notion de parallélisme que nous venons de définir n’est pas
symétrique pour les frontieres.

Les frontiéres étant issues d’ensembles d’arétes, nous définissons aussi une
relation de chevauchement pour les ensembles d’arétes.

Deux sous-ensembles A et B de V se chevauchent (dans V) si les
ensembles ANB, A\B, B\Aet V\(AUB) sont tous non vides. S’ils ne se

chevauchent pas, ils vérifient I’'une des quatre conditions suivantes : Ac B,

16



Chapitre 1. Généralités et définitions

Bc A, ANB=¢ ou AUB=V. Quand il n’y a pas d’ambiguité, nous disons
seulement les ensembles « A et B se chevauchent » ou « A et B ne se chevauchent
pas ».

Lemme 1.24 Si les ensembles A et B ne se chevauchent pas dans V, les ensembles
A et V \B ne se chevauchent pas non plus.

o Soient A, B inclus dans V ne se chevauchant pas.

~Si AcB,alors AN(V\B)=¢ ;
~-Si BC A, alors AU(V\B)=V ;
-Si ANB=¢,alors Ac(V\B);
-Si AUB=V ,alors (V\B)c A.

Dans tous les cas, les ensembles A et V \ B ne se chevauchent pas.

Puisque la relation de chevauchement est stable par passage au
complémentaire, nous pouvons I’étendre aux séparations en posant que
E=(E,,E,) chevauche F =(F,,F,) si I’'un des éléments de E chevauche I’un
des éléments de la separation F.

[ |
Définition 1.25 (Taille d’une frontiére)
La taille d’une frontiére est son cardinal.

On peut utiliser une séparation pour découper un graphe G.

" ft ™ g »
i
B h
. g - kg
T
o T n
Tr
o
. & » - .

Figure 1.13 - Graphe simple avec 11 sommets et 14 arétes.

La Figure 1.13 montre pour :
El . est I’ensemble des arétes : a, b, ¢, d, e, fg;
E2 : est I’ensemble des arétes : h, i, j, k, I, m, net o.

On a la taille de sa frontiere est égale a 3 (la cardinalité¢ des sommets
incidentes en méme temps a E etE).

Définition 1.26 (les mineurs d’un graphe)
Un graphe est mineur d’un graphe G s’il est obtenu en retirant des arétes ou des
sommets ou en contractants des arétes de G.
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-

Un exemple de deux graphes, dont I'un (celui du dessous) est un mineur de
l'autre. Le mineur a été obtenu en supprimant l'aréte [e,f] et en contractant
I'aréte [b,c]

1.3 Triangulation et triangulation minimal

Définition 1.27 (Graphes k-cordaux et graphes triangulés)

Un graphe est k-cordal s'il ne possede pas de cycle induit de longueur plus grande
que k. Ceci signifie que tout cycle de longueur supérieure a k posséde une corde.
La cordalité d'un graphe G est le plus entier k tel que G soit k-cordal.

Cas particulier Un graphe est triangulé si et seulement si, il est 3-cordal.

Les graphes triangulés (en anglais Chordal Graphs) ont une structure fortement
arborescente. Ils sont souvent considérés comme des arbres généralisés.

Définition 1.28 (Arbre de Cliques)

Un arbre de cliques d'un graphe triangulé G est un arbre T dont chaque nceud est
une clique maximale de G et satisfaisant la propriété d'intersection des cliques :
“Soit A et B deux cliques maximales, I'ensemble A\B est contenue dans toutes les
cliques sur la chaine reliant A et B dans T,

Dans la suite de cette mémoire, nous noterons un arbre de cliques par T.
Théoreme 1.29 ([Gav74]) Un graphe est triangulé si et seulement si, il admet un

arbre de cliques.

Dans la Figure 1.14 ci-dessous, nous présentons un graphe triangulé (tous ses
cycles induits sont de longueur 3), son ensemble de cliques maximales et un arbre
de clique correspondant.

[ HE\E‘T"
NE/
T

(b tf'.:'\‘|
f’f.\g\_/&/f}
kI/ '\%/
l'{ 1 1-.1\' /i ['\'\I
\_/ I\t Y

—
-~
-
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Figure 1.14 - Un graphe triangulé, son ensemble de cliques maximales et un arbre
de cliques.

Il faut souligner que pour un graphe donné, on peut généralement associer
plusieurs arbres de cliques non isomorphes®. Cette notion d'arbre de cliques des
graphes triangulés nous sera trés utile par la suite lorsque nous ferons du routage
dans les graphes triangulés.

D'autant plus que, comme le montre le théoréme suivant, ils sont calculables
en temps linéaire :

Théoreme 1.30 ([BP94]) Pour tout graphe triangulé G, il est possible de calculer
un arbre de cliques de diamétre minimum en temps linéaire.

Une autre caractérisation des graphes triangulés est donnée par les ordres
d'élimination simplicielle.
Définition 1.31 (Sommet Simplicial)
Un sommet u est dit simplicial si son voisinage est une clique. Un ordre
X;, Xy, X, SUr les sommets de G tel que Vi e {L,...,n}, x est simplicial dans
G[{xi ey X, }] est appelé ordre d'élimination simplicielle de G.

Théoreme 1.32 ([Gol80]) Un graphe est triangulé si et seulement si, il admet un
ordre d'élimination simplicielle

La Figure 1.15 ci-dessous présente un ordre d'élimination simplicielle sur le
graphe triangulé de la Figure 1.9 : x, étant le sommet 1, X, le sommet 2,..., X, le
sommet 9.

Figure 1.15 - Un ordre d'élimination simplicielle (x; = i) sur un graphe triangulé.

Cette propriété est a la base des algorithmes tels que LexBFS (voir [RTL45]
ou bien dans [CHR98]) qui est capable de determiner, en temps linéaire, si un
graphe est triangulé ou non.

Définition 1.33 (Triangulations et triangulations minimales)
Soit G=(V,E) un graphe quelconque. Le graphe G = (V', E') est une
triangulation de G si G est un graphe triangulé, si V =V etsi E=E .

Deux graphes sont isomorphe s’il existe une fonction bijective f de A vers B. Si a, b sont adjacents alors f(a) et f(b)
sont adjacents. Le nombre de nceuds, d'arc et de degré doit étre respectivement identiques. (Matrice d'adjacence).
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Soit G = (V', E') une triangulation de G, G est une triangulation minimale de G
si et seulement si pour tout F tel que F — E', le graphe H =(V,F) n'est pas une
triangulation de G.

Ainsi dans la Figure 1.16, les trois graphes de droites sont des triangulations
minimales du cycle & 6 sommets. En effet ce sont des graphes triangulés, et si on
enléve une des arétes ajoutées, ils ne le sont plus.

"

l.
b\_{}_, Pe

Figure 1.16- Le cycle a 6 sommets et trois triangulations minimales possibles.
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Théoreme 1.34 [RTL76] Pour tout graphe G, il est possible de construire en
temps O(nm) une triangulation minimale de G.

Définition 1.35 (Cliques maximales potentielles et treewidth)

Calculer le treewidth d'un graphe revient a trouver une triangulation (i.e. un sur-
graphe triangulé) de largeur minimum, ou la largeur est la taille de la clique
maximum du sur-graphe, moins un. Le probléeme est NP-complet en général.
Toutefois, des algorithmes polynomiaux existent pour certaines classes de graphes
avec un nombre polynomial de séparateurs minimaux et il a été conjecturé que le
calcul du treewidth est polynomial pour tous les graphes avec peu de séparateurs
minimaux.

Les cliqgues maximales potentielles d'un graphe, qui sont en fait les cliques
maximales des triangulations minimales du graphe respectif. Il est montré que si
I'on sait énumérer en temps polynomial les cliqgues maximales potentielles pour
certains graphes, le treewidth de ces graphes se calculent en temps polynomial.
Bouchitté et Todinca [BT98] ont donné des algorithmes polynomiaux énumérant
les cliques maximales potentielles pour toutes les classes de graphes dont on sait
calculer le treewidth, et pour les graphes faiblement triangulés®, pour lesquels le
probléme était ouvert. Néanmoins, nous ne savons toujours pas énumerer ces
objets pour tous les graphes ayant peu de séparateurs.

Probleme : Si G est un graphe, on note r(G) le nombre de ses séparateurs
minimaux et n le nombre de sommets de G (un ensemble de sommets S est un
séparateur minimal s'il existe deux composantes connexes distinctes C et D de G\S
de sorte que tout sommet de S ait des voisins dans C et dans D). La question :
Existe-t-il un polyndme P tel que pour tout graphe G on puisse trouver une suite

*un graphe G est dit faiblement triangulé si, a la fois dans G et dans son complémentaire G , tout cycle ayant au
moins cing sommets posseéde une corde (une arréte reliant deux sommets non consécutifs).
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de graphes Go=G, Gj, ..., Gk, ou chaque Gij.; est obtenu de G; par rajout d'une
aréte, Gy est une clique et pour tout i, r(G;) < P(n,r(G)) 2.
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Les séparateurs sont fondamentaux dans I'é¢tude des graphes non-orientés,
notamment comme outils de décomposition et de triangulation. Ils peuvent se voir
comme un central par lequel passe toute communication entre différents groupes
(sommets du graphe).

Nous rappelons dans ce chapitre les principales notions sur les séparateurs,
classiquement axées sur les séparateurs de deux sommets, et aux séparateurs de k

sommets.

Les algorithmes de calcul de la largeur arborescente et de la complétion
minimale passent presque tous par la notion de séparateur minimal. Nous
définissons ici ces objets et nous étudions en détail les séparateurs minimaux des
graphes triangulés. Nous montrons ensuite comment énumérer tous les séparateurs

minimaux d'un graphe.
2.1. Sous-ensembles d'articulation

Définition 2.1 (Point d’articulation) On appelle point d'articulation d’un graphe

G, un sommet dont le retrait déconnecte G.

~_

N, .

Figure 2.1- Exemple de sommet d’articulation
La Figure 2.1 montre que le sommet a est un point d’articulation pour le graphe.
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Définition 2.2 (Sous-ensemble d’articulation) On appelle sous-ensemble

d'articulation ou séparateur, un sous-ensemble S de X dont la suppression
déconnecte G. (i.e. G[X \S] non connexe). Voir la Figure 2.2.

Figure 2.2- Exemple de sous-ensemble d’articulation
Dans la Figure 2.2 {a, b, ¢} est un sous-ensemble d'articulation.
2.2 Separateurs minimaux

2.2.1 Généralités sur les séparateurs minimaux

Remarquons qu'un séparateur minimal peut étre strictement contenu dans un
autre séparateur minimal, voir Figure 2.3 ou le h,g-séparateur minimal {c} est
strictement inclus dans le a,g-séparateur minimal {c,f}.

Sur la Figure 2.3, les composantes connexes de G\T sont {a, b, e, d}, {g} et {h}, et
les deux premieres sont pleines par rapport a T. Pour un sommet a € {V \'S }de G,

nous noterons ¢§ ;(S) la composante connexe de G\S contenant a.

T = 1Y

Figure 2.3- Séparateurs minimaux

Proposition 2.3 ([Tod99]) Soient S —V un ensemble de sommets et C, D deux
composantes connexes différentes de G\S noté é’G(S). Les propositions

suivantes sont équivalentes :

1. C et D sont des composantes connexes pleines associées a S ;
2. Nlexiste a€ Det b e D tels que S soit un a,b-séparateur minimal ;
3.Pourtout ac Det b e D, S est un a,b-séparateur minimal.

Corollaire 2.4 ([Tod99]) S est un séparateur minimal de G si et seulement si S a

au moins deux composantes pleines.
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La propriété qui suit donne une explication sur l'existence des séparateurs
minimaux qui ne sont pas minimaux par inclusion. Ceux-ci sont exactement les

séparateurs minimaux induisant aussi des composantes non-pleines :

Proposition 2.5 ([Tod99]) Soient G un graphe, S un séparateur minimal de G et C
une composante connexe deG \ S, non pleine par rapport a S. Alors l'ensemble de
sommets S’ < S ayant au moins un voisin dans C est un séparateur minimal de G.

Comme S est un séparateur minimal, il induit une composante connexe pleine
D dans G. De la méme fagon que dans la preuve de la proposition précédente, C
est une composante pleine associée 4 S . D'un autre coté, D est inclus dans une
autre composante connexe, toujours pleine, associée a S .

Par le corollaire précédent, S est un séparateur minimal de G.

Remarquons que I'on peut regarder un a,b-séparateur S comme un ensemble de
sommets tel que toute chaine de a a b passe par S. De plus S est un a,b-séparateur
minimal si et seulement si pour tout X €S, il existe une chaine de a a b qui

intersecte S uniquement en X.

2.2.2 Séparateurs minimaux des graphes triangulés
Dirac a donné en 1961 une premiére caractérisation des graphes triangulés a

l'aide des séparateurs minimaux [Dir61] :

Théoreme 2.6 ([Dir61]) Un graphe G est triangulé si et seulement si tous ses
séparateurs minimaux sont des cliques.

En fait, le X, X; —séparateur minimal contenu dans le voisinage de X, est unique,
comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.7 ([Tod99]) Pour tout couple (a,b) de sommets non adjacents il
existe un unique a,b-séparateur minimal contenu dans N(a).

Propriété 2.8 Pour toute paire (a,b) fixée de sommets de V non reliés, il y a au
moins un a,b-séparateur minimal. (En général, il y en a plusieurs.)

O Le voisinage N (a) de a est séparateur du graphe, puisqu'il n'y a pas d'arc entre

a et b. Il est a,b-séparateur, et contient donc un @,b-séparateur minimal. (En fait, il
en contient un unique.)

|
Remarque 2.9 Nous pouvons dire que le séparateur minimal S est le plus proche

de a parmi les a,b-séparateurs.

Le théoréeme de Dirac est expliqué de maniere beaucoup plus structurelle par le
trés important théoréme qui suit, qui se trouve dans les travaux de Ho et Lee
[HL89] et Lundquist [Lun90] :

Théoréme 2.10 ([Dir61]) Soit G un graphe triangulé et soit T un arbre de cliques
quelconque de G. Un ensemble de sommets S est un séparateur minimal de G si et
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seulement si S s'écrit sous la forme QN Q', ou Qet Q sont des cliques maximales
de G, adjacentes dans 1'arbre de cliques T.

Avant d'aborder la preuve, donnons un lemme simple sur la structure d'un

arbre de cliques. Si T est un arbre de cliques d'un graphe triangulé G et Q et Q
sont deux cliques adjacentes dans T, nous allons noter T, et T . les sous-arbres de

T obtenus en enlevant I’aréte QQ (L’aréte qui relie les deux cliques), ou
QeT,etQ eT,.

Posons V et V 'les ensembles de sommets de G qui appartiennent a au moins
une étiquette' de T, , respectivement T' 0"

Lemme 2.11 ([BTO1b]) S =QNQ sépare dans G tout aeV,, \S de tout sommet
beV_\S.

2.3 Le treillis des a,b-séparateurs minimaux

Définitions 2.12 (Les treillis)
Un ensemble est appelé treillis s'il est ordonné et que tout couple d'éléments

posséde une borne supérieure et une borne inférieure.

Soit un graphe simple G, et deux sommets distincts X et y dans G, I’ensemble des
parties de G contenant x mais pas y est un treillis pour la relation d’inclusion : I’'inf
de deux ensembles est leur intersection et leur sup est leur union. Pour les a,b-

séparateurs minimaux, la situation est comparable.

Remarques 2.13
- La notion d'a,b-séparateur minimal est d'essence non-orientée: un a,b-séparateur
minimal sera aussi b,a-séparateur minimal.

- Sous-ensemble d'articulation minimal = a,b-séparateurs minimal.

ie.:

Un a,b-séparateur minimal n'est pas forcément sous-ensemble d'articulation
minimal: on peut avoir S et T deux séparateurs minimaux tel queS ¢ T . Set T ne
seront pas alors séparateurs minimaux pour une méme paire de sommets :

3 a, btel que T est a,b-séparateur minimal, mais T ne sera pas 'sous-ensemble

d'articulation minimal'.

Par contre, si S est sous-ensemble d'articulation minimal, il sera a,b-séparateur

minimal pour toute paire (a,b) tel que a et b appartiennent a deux composantes
connexes distinctes de ¢ G(S).

' Les étiquettes (labels) sont simplement des noms donnés aux sommets et aux arétes de fagon a pouvoir les
différencier. L’étiquetage des sommets est généralement arbitraire
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Exemple 2.14
S est sous-ensemble d'articulation minimal :
Le retrait de S déconnecte le graphe, mais ne sépare pas a de C.

T est a,c-séparateur minimal.

Figure 2.3-Exemple de séparateur minimal

Définition 2.15 (Séparateur proche)
Soient S et T deux a,b-séparateurs minimaux d’un graphe G :(V,E). Le

séparateur S est plus proche de a que T (noté S ={, T) si C§ (S)est inclus dans

Ce(T).

Le séparateur S = N (Cé1 (N (a))) est proche de a.
Le séparateur U = N (Cg (SUN (a))) est proche de T.

Exemple - Séparateurs proches d’un sommet ou d’un autre séparateur
Proposition 2.16 ([KK98]) L’ensemble des a,b-séparateurs minimaux d’un

graphe G forme un treillis pour la relation d’ordre <ta.

Figure 2.4- L’inf et le sup de deux séparateurs minimaux

25



Chapitre 2. Enumération des séparateurs minimaux

Le séparateur U = N (Cg (SUT )) est'infde SetT.
De méme, V = Ng (Cé (s UT))est lesupdeSetT.

2.4 Généralisation de la notion de séparateur minimal

2.4.1 L'ensemble des Séparateurs Minimaux de deux sommets fixes

Exemple 2.17
{c,f}, {c,e}, {d,f}, {d,e} sont tous a,b-séparateurs minimaux .
c d
x’/ﬂ -
d < > b
\ ,f
e

i =}

Figure 2.4-Exemple des séparateurs minimaux

Si T'on privilégie I'un des sommets (a par exemple), on peut établir sur ces

séparateurs la relation d'ordre suivante :
S, <S,sietseulement si £2(S,)c £2(S,).

ie. :
'S, aune plus petite composante connexe contenant a que S, .

Cela définit un treillis (voir [Pau94]), avec des propriétés particulieres pour
certaines classes de graphes. (Ce treillis forme une chaine pour un graphe triangulé

ou de permutation.)

Sur ’exemple 2.17

S1 = {c,f}— ccu S; )={a}

-
-
-
-
—
-
—~ .
~ ~——
// e

S, ={df}— céa( S; ={ac} S; = {c._e}—;cca( S3 ={a.f}

—
—
—
S o
. "
. o
— -
— -
- —

——
—

"

Sy = {d.e}— ccy( Sy )={a.c.f}

Figure 2.5-Sur Exemple 2.17

On remarquera que {c,e} et {d,f} sont incomparables: le graphe n'est pas triangulé,
et c'est justement en cdef qu'il apparait un cycle sans corde de longueur 4.
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2.4.2 Separateur minimal de k sommets
On va maintenant proposer une nouvelle définition, plus générale, des

séparateurs minimaux :

On considérera les séparateurs qui sont minimaux pour déconnecter kK sommets

les uns des autres (au lieu de deux sommets classiquement).

k-séparateur minimal

Définition 2.18 (k-séparateur minimal)

On appellera X, X, ,..., X, -séparateur minimal un séparateur S dont la suppression

laisse les sommets X;,X,,...,X, dans k composantes connexes différentes

deG [V \ S], et qui est minimal (au sens de <) pour cette propriéte.

Exemple 2.19

{S1 } est a,b-séparateur minimal et b,c-séparateur minimal.
Par contre, son retrait ne déconnecte pas a de C.

S est a,b,c-séparateur minimal ;

(et il est aussi a,Cc-séparateur minimal).

Figure 2.6-Exemple de k-séparateur minimal
Remarque 2.20
On pourrait définir pour k=1 le ‘1-séparateur minimal’ dont le retrait ‘déconnecte’
en une seule composante connexe: ce ‘1l-séparateur minimal’ serait unique et égal
ag.
Remarque 2.21
Un séparateur peut étre en méme temps K-séparateur minimal et j-séparateur
minimal, j#K.
(Sur l'exemple précédent, S est a la fois 2-séparateur minimal et 3-Séparateur

minimal).

Propriété 2.22 (Les arétes sortant d'un k-séparateur Minimal)

Tout sommet d'un k-séparateur minimal S posséde au moins deux arétes allant vers
deux composantes connexes différentes de CC(S).
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2.5 Enumération des séparateurs minimaux d'un graphe

Tout le travail de cette thése est 1i¢ a la compréhension de la structure des
séparateurs minimaux des graphes. On notera A I'ensemble des séparateurs
minimaux du graphe G. Comme nous serons amenés a utiliser plus tard tous les
séparateurs minimaux d'un graphe, nous esquissons ici 1'algorithme de Kloks et
Kratsch [KK94] qui les énumeére en un temps polynomial en la taille du graphe et

du nombre de ses séparateurs minimaux.

Cet algorithme procéde en énumérant les a,b-séparateurs minimaux pour tout
couple de sommets a et b. Sachant que nous ne disposons d'aucun algorithme
d'énumération qui travaille directement sur la totalité des séparateurs minimaux
d'un graphe. Ceci vient probablement du fait que nous ne savons pas munir Ag
d'une bonne structure, par exemple d'une structure d'ordre. La situation est
complétement différente si I'on considére seulement les a,b-séparateurs minimaux
de G, pour un couple de sommets a et b fixés. Cet ensemble, noté¢ A, (a,b), peut

étre muni de fagon trés naturelle d'une structure de treillis.

i /
7 1 i ‘ b

Séparatenr ‘prés” de o Separatenrs “proches”
Figure 2.7-Structure des a,b-séparateurs minimaux

Comme nous l'avons fait remarquer (proposition 2.7 et remarque 2.8), il existe

un unique a,b-séparateur minimal qui est le plus proche de a, c'est-a-dire qui est
contenu dans NG(a). I1 s'agit du séparateur formé par les sommets de NG(a)

ayant au moins un voisin dans la composante connexe de G\ N (a)contenant b.

Considérons maintenant un a,b-séparateur minimal S, qui n'est pas le plus proche

de b. 1l existe alors SeS non adjacent a b. Soit T'le s,b-séparateur minimal le
plus proche de s dans le graphe G' :G[Cg (S)U{S}]et posons S l'ensemble de

sommets de S n'ayant pas de voisin dans Gg (T ) Kloks et Kratsch prouvent dans
[KK94] que l'ensemble de sommets T =S T \S est un a,b-séparateur minimal
de G. En quelque sorte, T est un a,b-séparateur minimal «proche de S ». De cette
maniére, en partant du a,b-séparateur minimal le plus proche de a et en allant de
proche en proche, on obtient tous les a,b-séparateurs minimaux de G. Comme
touts ces résultats sont constructifs, on trouve :

Théoreme 2.23 ([KK94]) L'ensemble A des séparateurs minimaux de G peut
étre calculé en temps O(n5 |AG |)
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Cet algorithme, ainsi que des versions ultérieures [KK98, SL97], calculent
tous les séparateurs minimaux d'un graphe en énumérant les a,b-séparateurs
minimaux pour tout les couples de sommets a et b. La proposition 2.3 suggére
qu'un séparateur minimal peut étre a,b-séparateur minimal pour un nombre
important de couples a, b. On pourrait donc espérer un algorithme beaucoup plus
performant d'énumération de tous les séparateurs minimaux d'un graphe si on
arrivait a les considérer globalement, et non pas comme I'union des a,b-séparateurs
minimaux pour toutes les paires a, b. Mais, comme nous l'avons dit, nous ne
sommes pas arrivés a munir les séparateurs minimaux d'un graphe d'une relation

dont on saurait maitriser la structure, alors que l'on peut prouver qu'une version de
la relation de a,b— séparateurs ¢ proches”’ décrite plus haut induit une structure

de treillis sur A (a,b).

Une tentative intéressante d'ordonner les séparateurs minimaux d'un graphe est
due a Berry [Ber95]. Elle utilise une autre notion, de ‘‘séparateur deux-
coloriable’’, dont les séparateurs minimaux sont un cas particulier. On obtient un
treillis sur ces objets, qui est en fait le treillis de Galois de la relation « X et y sont
des sommets distincts, non adjacents, de G». Le bon coté est que chaque treillis
des a,b— séparateurs minimaux est un sous-ordre du treillis des séparateurs deux-
coloriables. Le mauvais coté est que le nombre de séparateurs deux-coloriables
peut étre exponentiellement plus grand que celui des deux-séparateurs et surtout
qu'un séparateur minimal peut étre représenté par plusieurs séparateurs deux-
coloriables, et c'est cette duplication de l'information qui engendre artificiellement

la ‘“bonne structuration’’.

La caractérisation des séparateurs minimaux a 1’aide de composantes pleines
(proposition 2.3) permet de construire certains a,b-séparateurs minimal a partir de
a,b-séparateurs.

Lemme 2.24 ([Tod99]) Soit R un a,b-séparateur d’un graphe G tel que la
composante connexe Cg (R)soit pleine par rapport a R. L’ensemble N (Cg (R)) est
un a,b-séparateur minimal S.

En utilisant ce lemme, nous pouvons construire facilement certains séparateurs
minimaux. Pour cela, il faut partir d’un a,b-séparateur dont la composante

contenant a est pleine : c’est le cas du voisinage de a convient. Nous obtenons

ainsi la premiére classe de séparateurs minimaux de Kloks et Kratsch.

Corollaire et définition 2.25 (Séparateurs proches d’un sommet) [Maz04]

Soient G un graphe et X un sommet de G. Les voisinages dans G des composantes
connexes de G\ (N(x)U {x}) sont des séparateurs minimaux.

Nous disons qu’un tel séparateur est proche de x.
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Lemme 2.26 ([Tod99]) Soient a et b deux sommets non adjacents d’un graphe G.
Le voisinage de la composante connexe de G\ N (a) contenant b est le plus petit

a,b -séparateur minimal pour la relation < a.

Nous pouvons aussi utiliser le lemme 2.26 pour obtenir de nouveaux séparateurs
minimaux a partir d’un séparateur minimal S donné. Pour cela, nous allons
«pousser» un sommet de S en dehors du séparateur et ainsi obtenir le second type

de séparateurs minimaux de Kloks et Kratsh.

Corollaire et définition 2.27 (Séparateur proche d’un autre [Maz04] )

Soient S un a,b-séparateur minimal d’un graphe G et X un sommet de S non
adjacent a a. Le voisinage S,,, dans G de la composante connexe
C3(SUN(x))est un séparateur minimal. Le séparateur S, _, est obtenu en
poussant X loin de a. Nous dirons qu’il est proche de S.

est inclus dansSUN(x), C(S,,.,) est donc inclus

dans. Ceci implique C2(S)que est inclus dans C2 (S

O Par construction, S, ,

axX— ) *

Comme de plus, X ne fait pas partie de S et qu’il est voisin d’un sommet de

axX—

axs ) Pour résumer :

C2(S), le sommet x appartient a C2(S
-tous les sommets de S sont adjacents & un sommet de C2 (S)donc ils sont
wrs)

adjacents a un sommet de Cg (S

-tous les sommets de N(x) sont adjacents a x donc ils sont adjacents a un
sommet de C2(S

ax— ) :

Le séparateur S = N (Cg (N (a))) est proche de a.
Le séparateur U = N (Cé (SUN (a))) est proche de T.

Figure 2.8- Séparateurs proches d’un sommet ou d’un autre séparateur
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est pleine. Comme, par construction,

b
La composante connexe Cg (Sazx_,)

C2(S,,.,) Iest aussi et qu'elles sont distinctes, S est bien un séparateur

axX—

minimal.

N PR

Figure 2.9 — Si proche et pourtant si loin.

Le séparateur S, est obtenu en poussant X loin de b. I est

b:x—
donc proche de S. Pourtant, dans le treillis des a,b-
séparateurs minimaux, tous les séparateurs représentés en

pointillés sont entre S et Sy, .. Le séparateur S, . peut

donc étre arbitrairement loin de S.
Lemme 2.28 ([KK98]) Soient S un a,b -séparateur minimal d’un graphe G et x

dans S\N(b). Le séparateur S

a,b -séparateur minimal plus grand que S et ne contenant pas x pour la relation
=<a,

by, obtenu en poussant X loin de b est le plus petit

2.3 L’algorithme d’énumeration de Berry et col.

Si nous cherchons a énumérer les séparateurs minimaux d’un graphe et que nous
disposons d’un séparateur minimal S, nous pouvons essayer de pousser un sommet
X de S dans toutes les directions pour obtenir d’autres séparateurs minimaux. Les
séparateurs ainsi obtenus sont les voisinages des composantes connexes de
G \(S UN (X)) En systématisant ce procédé a tous les sommets de S et a chaque
nouveau sé€parateur obtenu, nous obtenons I’algorithme 2.1 [BBCO00] di a Berry,
Bordat et Cogis. Les corollaires 2.25 et 2.27 certifient que cet algorithme calcule
bien des séparateurs minimaux. La propriété 2.29 prouve la correction de cet
algorithme.

Propriété 2.29 ([Ber98]) L’ algorithme enumeration calcule tous les séparateurs

minimaux d’un graphe donné.

O Supposons par 1’absurde que 1’algorithme enumeration ne produit pas un
a,b -séparateur minimal S. Dans la phase d’initialisation, enumeration calcule

tous les séparateurs minimaux inclus dans les voisinages des sommets de graphe.
En particulier, il calcule le a,b -séparateur minimal inclus dans le voisinage de a.

L’algorithme calcule donc au moins un a,b -séparateur minimal. De plus, d’aprés
le lemme 3.26, celui-ci est plus proche de a que S.

Parmi les a,b-séparateurs minimaux plus proches de a que S produits par
’algorithme, considérons S, le a,b -séparateur minimal le plus loin de a possible.
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Si S_et S sont distincts, il existe un sommet X de S_\S appartenant a la
composante connexe Cg (S) Si nous poussons le sommet X de b vers a, nous
obtenons un nouveau séparateur minimal plus grand que S_. Or d’apres le lemme
2.28, celui-ci est plus petit que S ce qui contredit la maximalit¢ de S_.

L’algorithme a donc bien calculé le séparateur minimal S.

Algorithme 2.1 enumeration

entrée :

G =(V,E) // un graphe connexe
sortie :

S : // I’ensemble des séparateurs minimaux de G
début

S<«¢;

L < ¢ ; // liste des séparateurs non traites
pour chaque xeV et C e ¢ (xUN(x)) faire
si. N(C)e S alors
L« LUN(C)
S« SUN(C)
tantque L= ¢ faire
soit SelL
L« L\{S}
pour chaque xS et C e ¢ (SUN(x))faire
si N(C)e S alors
L« LUN(C)
S« SUN(C)

rendre S
fin

Propriété 2.30 ([BBCOO0]) L’algorithme enumeration peut étre implémenté de
fagon a avoir une complexité en temps O(nm) par séparateur.

Définition 2.31 (Graphe planaire)

Un graphe est planaire si on peut le dessiner sur la sphére sans que les arétes ne se

croisent.
Remarque 2.32 Dans le cas des graphes planaires, 1’algorithme enumeration
fonctionne en O(nz) par séparateur. En effet, comme le degré moyen d’un

sommet d’un graphe planaire est strictement inférieur a six, le nombre d’arétes

d’un tel graphe est inférieur a trois fois le nombre de sommets?.

- . s 12 . "
% Plus précisément, le degré moyen est au plus égal & 6—— et le nombre maximal d’arétes est 3n — 6. Pour une
n

démonstration de ces résultats, nous renvoyons le lecteur a [Die00].
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3. Decomposition de graphes
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Le principe d’un schéma de décomposition est de diviser un probleme de facon
récursive en sous-problémes, de résoudre chacun des sous problemes puis de
fusionner les résultats partiels pour obtenir une solution genéerale. Un exemple
d’une telle technique est le « tri fusion » : pour trier une liste |, la découper en
deux listes I; et I, de tailles équivalentes ; trier chacune des deux listes puis
fusionner les deux sous-listes triées.

Pour qu’une telle technique soit efficace, il faut s’arranger pour que les sous-
problémes se résolvent bien de fagon inductive et pour que I’opération de fusion se
fasse bien. Ainsi, la facon dont le probleme principal est découpé est trés
importante. Dans le cas du tri fusion, si la liste est découpée de fagon totalement
désequilibrée en formant une liste de taille 1 et une seconde de taille n-1, nous
obtenons le tri par insertion dont la complexité en moyenne est O(n?) alors qu’elle
est O(n In(n)) pour le tri fusion.

o Exemple 3.1 (Les tris)

Pour trier une liste, on peut :
- Diviser la liste en deux sous-listes ;
- Trier récursivement les deux sous-listes ;
- Fusionner les sous-listes triées.

Le tri par insertion
[10]13] 2 ]27] 6 J20] 9 [18]19]24]23]12]26]15] 7 [ 0]

i

[w3] 2 T27[ 6 [29] o [18]19]2a]23]12]26[15] 7 [ 0]
[oT2Te] 7] 9]12]13]15]18]19]22]24]26]27]29]

N

[o]2T6]7 ]9 [10]12[13]15]18]10]23]24] 26]27]29]

Complexité : O(n?).
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Le tri fusion

[10]13] 2 [27] 6 |29] 9 |18]19]24]23]12]26]15] 7| 0|

[10f13] 2 |27] 6 |20 9 |18] [19]24]23]12]2615] 7] 0|

l

[2[6]9]10]13]18[27]29] [0] 7]12]15|19]|23]24]26]

[of2]6]7[o]1of12]13[15[18]10]23]24]26]|27] 29|

Complexite : O(n log n).
|
I'y a plusieurs types de décompositions de graphes : la décomposition linéaire,
la décomposition en branche, la décomposition arborescente,...etc. Mais nous
nous somme intéressés a étudier deux types de décomposition ; la décomposition
arborescente et la décomposition en branches.

3.1 Décomposition arborescente

La notion de décomposition arborescente a été introduite par Robertson et
Seymour en 1986 lors de leurs travaux sur les mineurs de graphes [RS86].
Notations

V; : Ensemble de sommets de T.

U, - Union de tous les sommets de l'arbre T.

Définition 3.2 (Décomposition arborescente)

Une décomposition arborescente d'un graphe G = (V,E) est un arbre T dont les
nceuds, appelés sacs (en anglais bags) sont des sous-ensembles de sommets de G.
Cet arbre respecte les trois regles suivantes :

1. Pour tout sommet u de G, il existe au moins un sac contenantu: U, = V,
2. Pour toute aréte (u,v) de E, il existe au moins un sac contenant u et v : il existe
XeVT tel que u, v e X,

3. Pour tout sommet u de G, I'ensemble des sacs contenant u induit un sous-arbre
deT: X, Y, Z eVT siY estsurlechemindeXaz,alors XZcY.

3 < Pour tout sommet u de G, I’ensemble des sacs contenant u induit un sous-
arbre de T.

Exemple 3.3 (décomposition arborescente)

La Figure 3.1 présente un graphe G et une décomposition arborescente T de G. Il
est en effet facile de voir que T verifie les trois regles de la definition 3.1. Cette
figure présente aussi la triangulation de G pour laquelle T est un arbre de cliques.
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Figure 3.1 - Un graphe G, une décomposition arborescente T de G et la
triangulation correspondante.

Remarque 3.4

Pour décomposer le graphe G :

e On complete un séparateur S en une clique ;

e On considére les composantes connexes Ci de G\S pour construire les graphes

G ;

e Ondécompose les graphes de G .

Algorithme 3.1 decomposition_arborescente

entrée :
G = (V,E) //un graphe connexe.
sortie :
T : /lune déecomposition arborescente de G
début
si G est une clique alors
T est I’arbre réduit & un nceud contenant V
sinon
S« un a,b-séparateur minimal de G
Compléter G[S] en une clique
T« I’arbre réduit a un nceud x contenant S
pour chaque composante connexe C; de G\S faire
T; «—decomposition_arborescente (G(CiUN(Ci))
yi <—un nceud de T; dont I’étiquette contient N(Ci)

attacher T; a T en reliant x et y;
rendre (T)
fin

3.1.1 Les invariants connus liés a la décomposition arborescente

3.1.1.1 Lalargeur arborescente
Autour de la largeur arborescente se sont développées une théorie et une
littérature trés volumineuses. En effet de nombreux problemes de
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I'algorithmique des graphes connus pour étre NP-difficiles en général devient
polynomiaux ou linéaires dés lors que le graphe considéré est de largeur
arborescente bornée. Des travaux ont montré par exemple que tout probléme
exprimable par des formules de la logique monadique étendue du second ordre
peut étre résolu en temps linéaire dans des familles de graphes de largeur
arborescente bornée.

Malheureusement, trouver une décomposition arborescente de largeur
minimum est un probleme NP-difficile, et ce méme dans des classes de graphes
restreintes comme les graphes de degré borng, les graphes bipartis ou les
graphes de co-comparabilité.

Il existe tout de méme certaines familles de graphes pour lesquelles il est
possible de calculer la largeur arborescente par exemple le graphe complet est
de largeur arborescente n-1, c'est le pire des cas. Les arbres eux, sont
exactement les graphes de largeur arborescente 1, ceci est censé justifier le
« 1 » dans la définition de la largeur arborescente.

La largeur arborescente d'un graphe peut se caractériser a l'aide des
triangulations de la maniere suivante :

Théoreme 3.5 ([Gol80]) La largeur arborescente de G est égale au minimum,
parmi toutes les triangulations possibles G’, de @ (G’) - 1.

Le calcul de la largeur arborescente d'un graphe G peut donc se faire en
cherchant des triangulations de G qui minimisent la taille de la clique
maximum. On peut méme se limiter a chercher parmi les triangulations
minimales de G. C'est pourquoi celles-ci sont tres largement étudiées dans la
littérature.

Définition 3.6 (Largeur arborescente) La largeur d'une décomposition
arborescente est le nombre maximum de sommets contenus dans un de ses sacs
moins 1 : largeur(T)= max g, ) {8|-1}.

La largeur arborescente d'un graphe G (en anglais tree-width) est la plus petite
des largeurs de toutes les décompositions arborescentes possibles de G :
tw(G)= min{largeur(T)}.

Objectif La largeur arborescente est un parametre de graphes qui quantifie a

quel point un graphe est proche d’un arbre ou pas.

Remarque 3.7

Dans la Figure 3.1, la décomposition arborescente proposée est de largeur 3, car
son plus gros sac contient 4 sommets de G. Notons que c'est dailleurs le mieux
que l'on puisse faire. En effet il est possible de montrer qu'il n'existe pas de
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décomposition arborescente de ce graphe qui soit de largeur 1 ou 2 (ce graphe est
de largeur arborescente 3).

3.1.1.2 La longueur arborescente

Cette notion de longueur arborescente vient compléter celle de largeur
arborescente qui est abondamment étudiée depuis des années.

Il apparait donc une nouvelle famille de graphes : celle des graphes qui admettent
une décomposition arborescente dont les sacs sont de diametre borné par une
constante o . Nous appelons cette famille, la famille des graphes de longueur
arborescente & .

La longueur arborescente est définie de la fagon suivante :

Définition 3.8 (Longueur arborescente) Le diametre d'un sac B est la distance
dans le graphe entre les deux sommets les plus éloignés du sac :

diam_(B) = max {distG(u, v)}

uveB

La longueur d'une décomposition arborescente T est le plus grand diametre de ses
sacs : Longueur =max__ {dlam }

La longueur arborescente d'un graphe G (en anglais tree-length), notée tI(G), est la
plus petite des longueurs de toutes les décompositions arborescentes possibles de
G : ti(G) = min_{longueur(T )}.

Question Comment couvrir un graphe avec des sous-graphes de faible diametre ?.

Exemple 3.9 Soit G le graphe suivant :

G=
Plusieurs arbres sont possibles...

Un seul sac
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i

Décomposition en composantes bi-connexes

7

3.1.2 Recherche de sous-graphes couvrants approximant les distances
Un sous-graphe H couvrant un graphe G est (a, b)-approximant (en anglais (a,b)-
spanner).

X| <3, diam (X) < 2

Définition 3.10 (Spanner)
Un sous-graphe G'couvrant Gest un (a, b)-spanner si pour tout couple de
sommets (u, v) ona:

dist_(u,v) < a.dist (uv) + b

- Si a=lalors G'est un b—spanner additif.
- Si b=0alors G'est un a—spanner multiplicatif.

Obijectif Minimiser le nombre d’arétes de G'.

Théoreme 3.11 ([Dou03])
Pour tout k il existe un graphe triangulé n’admettant pas d’arbre couvrant qui soit
un k—spanner additif (a=1 et b=k).

Exemple 3.12
Soit le graphe G de la figure 3.3.

Figure 3.3 - G un graphe triangulé avec 13 sommets.
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Figure 3.4 - Arbre couvrante du graphe G.

Figure 3.5 - Un sous-graphe couvrant (1, 1)-approximant (1-spanner additif).

Théoreme 3.13 ([Dou03])
Tout graphe triangulé admet un 4-spanner additif avec au plus 2n-2 arétes.
Soit T une décomposition arborescente d’un graphes G
o Lalargeur de T est le plus petit entier k tel que :
VX eV(T) |X| < k+

- La largeur arborescente (tree-width) de G, notée tw(G), est le minimum des
largeur parmi toutes les décompositions arborescentes possibles de G.

a Lalongueur de T est le plus petit entier 6 tel que :

vX eV(T) diam (X)< &

- La longueur arborescente (tree-length) de G, notée tI(G), est le minimum des

longueur parmi toutes les décompositions arborescentes possibles de G.
Exemple 3.14

Figure 3.6 - Si G est un cycle alors :

twWG) = 2
tG) = [/ 3] = An)
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Figure 3.7 - Si G est triangulé (ici un graphe complet) alors :
WG) = (G) -1=0ln)
tG)=1
Exemple 3.15 (Routage)

Etant donné un réseau et deux sommets. Il faut construire une route entre ces deux
sommets.

> >
Quelque soit le couple de sommets il faut déterminer la route ou bien le chemin®
entre eux.

Une fois la diffusion? réalisée on obtient un sous-graphe couvrant.

Une fois I’échange total réalisé on obtient I’ensemble de toutes les arétes utilisées
par le schéma de routage.

! Dans les réseaux de télécommunication la notion de chaine et de chemin sont confondu
2 Exemple : Envoie des messages dans le un réseau de télécommunication

43



Chapitre 3.Décomposition de graphes

Figure 3.8 - Un sous-graphe couvrant (1,2)-spanner (2-spanner additif)

3.2.3 Schéma de routage
Performances d’un schéma de routage
- Taille des informations nécessaires a chaque sommet.
- Longueur des routes produites entre toute paire de sommets.

Théoreme 3.16 ([Dou03])

Tout graphe de longueur arborescente ¢ admet un schéma de routage tel que la
longueur de la route entre toute paire de sommet ne dépasse jamais leur distance
plus 26 .

Théoreme 3.17 ([Dou03])
Tout graphe de longueur arborescente ¢ admet un 2o—spanner additif avec
O(s.nlogn) arétes.

O Voir these de Yon Dourisboure [Dou03].

Définition 3.18 (Graphe k-chordal)
Un graphe est k-chordal si tous ses cycles induits sont de longueur au plus k.

La chordalité d’un graphe G est le plus petit entier k tel que G est k-chordal.

Théoreme 3.19 ([Dou03])
Tout graphe de chordalité k admet un (k+1)-spanner additif avec 2n-2 arétes.

Théoreme 3.20 ([Ber98])

Tout graphe de chordalité k est de longueur arborescente au plus {EJ

k=6 k=48

Figure 3.9-Exemple de chordalité
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Cependant la chordalité peut étre largement supérieure a la longueur arborescente.

Question
Est-il possible, pour tout graphe G, d’obtenir un O(tI(G)) -spanner additif avec un

nombre linéaire d’arétes ?.

Lemme 3.21 ([Dou03])
Soit u et v deux sommets d’une méme partition® on a : dist_(u, v) < 3.t(G)

Théoreme 3.22 ([Dou03])
Tout graphe G a n sommets et de longueur arborescente 6 admet un 66 -spanner
additif avec O(n.d)arétes.

Conclusion
Tout graphe de longueur arborescente 6 admet :

- Un 25-spanner additif avec O(n.nlogn)arétes.

- Un 64 -spanner additif avec O(6.n)arétes.

3.2 Décomposition en branches

Dans une optique « diviser pour régner », seules les opérations de découpe et de
fusion devraient étre colteuses. Obtenir une solution sur un cas de base devrait se
faire rapidement sinon ce cas de base devrait pouvoir se re découper. De ce point
de vue, les décompositions arborescentes ne sont pas optimales. En effet, la taille
du plus grand séparateur minimal utilisé pour diviser le graphe dans une telle
décomposition peut étre arbitrairement plus petite que la largeur de cette
décomposition. De ce point de vue, les décompositions en branches sont plus
satisfaisantes.

Robertson et Seymour ont introduit un nouveau paramétre dans le but de

construire une obstruction a la largeur arborescente. Ce parameétre est appelé «
largeur de branche » noté bw(G).

lls ont montré que pour tout graphe G, bw(G) < tW(G) < 3 2bw(G). Seymour et
Thomas ont montré que le calcul de la largeur de branche d’un graphe planaire est
polynomial alors que le probléme de la largeur arborescente d’un graphe planaire
est encore ouvert. Malgré ce résultat, la largeur de branche n’a presque pas été
étudiée.

Un graphe de corde est le modéle d’intersection des cordes d’un disque. Kloks a
montré comment calculer la largeur arborescente des graphes de cordes.

Objectif Certains problemes NP-complets sont linéaires pour une classe de
graphes de largeur de branches bornée.

¥ Le méme sac d’une décomposition.
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Définition 3.23 (Décomposition en branche)

Soit G un graphe. Une décomposition en branche T, de G est un arbre T muni

d’un fonction r d’étiquetage des feuilles de T de telle sorte que :

1. Les nceuds internes de T soient de degreé trois

2. La fonction r soit une bijection de I’ensemble des feuilles de T vers les arétes
de G.

A chaque aréte e de T correspond une séparation £={E;,E,} ou E; et E, sont les

ensembles d’arétes étiquetant les feuilles des deux composantes connexes de T\{e}.

La frontiére de I’aréte e est celle de la séparation &.

3.2.1 L’invariant lié a la décomposition en branches
3.2.1.1 La Largeur de branche

Définition 3.24 (Largeur de branche)

La largeur de la décomposition en branche notée bw(T) est la plus grosse taille
d’une frontiére de ses arétes et la largeur de branches de G notée bw(G)* est la plus
petite largeur d’une décomposition de G.

La Figure 3.10 donne un graphe et une de ses décompositions en branches. Pour «
découper » le graphe G, les décompositions en branches utilisent une partition
iEl, EZ} de I’ensemble de ses arétes. Nous obtenons alors deux graphes G(El) et
G(Ez). Mais, comme ce mode de « découpage » permet de diviser des cliques,

nous ne pouvons plus compléter la frontiere entre ces deux graphes en une clique

pour respecter la structure du graphe initial. Nous sommes donc amenés a
considérer les deux sous-graphes contractés G/Ez et G/E1 .

Définition 3.25 (graphe contracté)

Soient G = (V,E) un graphe et E’ un ensemble d’arétes de G. Le graphe G[E\E ]
auquel nous avons rajouté I’aréte O (E’) est noté Ge-. C’est le graphe G dans
lequel les arétes de E’ sont contractées. Autant les decompositions arborescentes
peuvent étre présentées en se restreignant aux graphes, autant le bon cadre pour les
décompositions en branches est celui des graphes.

L’ algorithme decomposition_branches (algo. 3.2) construit un tel schéma de
décomposition. Il est aisé de se convaincre que ces schémas sont bien des
décompositions en branches et que toutes les décompositions en branches d’un
graphe peuvent étre obtenues ainsi. La Figure 3.10 illustre une de ses exécutions.
Les arétes de la décomposition correspondent aux séparations choisies pour
décomposer G.

4 . - - .
Le terme anglo-saxon est branchwidth ce qui explique la notation bw(G).
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Algorithme 3.2 decomposition_branches
entrée :

G = (V,E) //un graphe connexe
sortie :

T : /lune déecomposition en branches
début
si le graphe a une seul aréte alors
T Parbre réduit a un nceud contenant I’aréte de G.
si le graphe a deux arétes alors

T I’arbre réduit & une aréte dont les feuilles contiennent les arétes de G.
si le graphe a trois arétes alors

T I’étoile a trois branches dont les feuilles contiennent les arétes de G.
si le graphe a plus de trois arétes alors

Soit {E, E } une séparation de G avec ‘E‘ > 2et ‘E ‘ > 2
1 2 1] 2

s «dE).

V1 «— {v e VH v est incident & au moins une aréte de El}.

T. « decomposition_branches (Gl = (\/1, EUIS }»

V2 «— {v S VH v est incident & au moins une aréte de EZ}.

T, « decomposition_branches (GZ = (\/2, EZU{S}».

T « Tl et T2 recollés sur la feuille contenant S.

rendre (T)
fin
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|-:I-=|.'c-|:|;-lu-=:|.1:1|:||:|| ||:|n|:-:-|:||:|-:I-=|-:|1:1|:||:||

T
1
T

Figure 3.10 - Une exécution de I’algorithme decomposition_branches
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Certaines décompositions en branches peuvent donc étre vues comme I’application
d’une technique « diviser pour régner » sur des graphes. L’efficacité d’un tel
schéma dépend de la taille d’une plus grosse frontiére utilisée lors de la
décomposition. La largeur de branches permet bien de juger de la qualité d’une
décomposition en branches (voir Figure 3.11).

o & iq £

Figure 3.11 —-Décomposition en Branches
L’arbre T est une décomposition en branches du graphe G.

L aréte de T représentée en gras correspond a la séparation
E, E,/=({1,278,911,13}{3 4,56, 10,12}).

Sa frontiere est {e, f, g} et sa taille est donc de trois. Les autres ensembles donnés
correspondent aux frontieres des arétes a coté des quelles ils sont représentés.
La largeur de T est trois (bw(T)=3).
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3.4 Quelques liens entre les deux décompositions

Nous avons introduit les décompositions arborescentes et les décompositions en
branches en suivant une démarche similaire. Nous montrons maintenant certaines
propriétés qui justifient que cette similarité ne s’arréte pas la. Tout d’abord, ces
deux parameétres sont compatibles avec la relation de minoration.

Propriété 3.26 [RS84] Soient H un sur-graphe® d’un graphe G. Nous avons :
tw(G)<tw(H ).

0 Soit T, une décomposition arborescente de H dont la largeur est tw(H). Si

nous ne gardons dans les €etiquettes de T, que les sommets de G, nous obtenons
une décomposition arborescente T, dont la largeur est inférieure ou égale a celle

de H. Par conséquent,
w(G)<tw(T, )<bw(T, )=bw(H)

Propriété 3.27 [RS91] Soit H un sur-graphe d’un graphe G. Nous avons :
bw(G) < bw(H ).

Décompositions algorithmiques des graphes

@positions en branches (91)

Décompositions arborescentes (84)
Arbres de matriochkas

a. Premiére méthode : Décomposition en branche
Soit G = (V, E) un graphe.

S H (V B E') est un sur-graphe d’un graphe G(V, E) est un graphe dont il vérifie les deux
conditions: V' =V et E SE.
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[

Chaque nceud de T correspond a un « morceau » du graphe.
Les arbres étiquetés obtenus sont des arbres de matriochka.

Définition 3.28 (Décomposition en branches)
Une décomposition en branches d’un graphe G est un arbre de matriochka T
qu’on ne peut pas affiner.

- Ses feuilles sont étiquetées par les arétes de G.

- Ses nceuds internes sont de degré trois.

Remarque

La taille des frontieres utilisées conditionne I’efficacité de ce schéma diviser pour
régner.

Définition 3.29 (Largeur de branches)

La largeur d’une décomposition en branches est la plus grande des tailles de ses
frontiéres.
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La largeur de branches d’un graphe est la plus petite largeur d’une de ses
décompositions en branches.

b. Seconde méthode : Décompositions arborescentes :

On peut utiliser un séparateur pour découper un graphe G.

De plus, on le compléte en une clique.
On peut representer les découpages par un arbre T.
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Chaque nceud de T correspond a un « morceau » du graphe.

Définition 3.30 (Largeur arborescente)
Une décomposition arborescente d’un graphe G = (V, E) est un arbre T dont
chaque nceud u est étiqueté par un ensemble Vu de sommets de G de telle sorte que

-V xeV, les neceuds dont I’étiquette contient x conduisent un sous-arbre
non vide TX de T ;

- V(xy)e ETNT #¢.
La largeur d’une décomposition arborescente est max( M_l)'

La largeur arborescente d’un graphe est la plus petite largeur d’une de ses
décompositions arborescentes.

c. Lien entre ces deux types de décompositions
Question
Comment reconnaitre les frontiéres contenant un sommet donné ?
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Elles induisent le sous-arbre dont les feuilles sont étiquetées par les arétes
incidentes au sommet donné.
On obtient ainsi une famille de sous-arbres d’un arbre.
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On obtient ainsi une famille de sous-arbres d’un arbre et donc une décomposition
arborescente.
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Si on minimise la taille des arétes, on obtient la largeur de branches.

Ona ‘Sl‘ + ‘SZ‘ + ‘Sg‘ > n‘

Si bw(T) = bu(G), 30w(G) > V.

Le théoréme suivant est dd a Robertson et Seymour en 1991 :
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Théoreme 3.31 ([RS91])
w(G) < W(G) + 1 < %bw(G)

Applications aux graphes planaires

Définition 3.32 (3-connexe)
Un graphe est 3-connexe s’il reste connexe quand on lui retire un ou deux
sommets.

Décompositions et courbes de Jordan

Propriété 3.33

Une courbe de Jordan compatible avec G induit une séparation de G.

&5
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Théoreme 3.34 ([Maz04])

Une famille de courbes de Jordan paralleles de G définit un arbre de matriochka.
Un tel arbre est planaire.

Propriété 3.35 ([Maz04])

Tout séparateur minimal est réalisé par une courbe de Jordan.

Théoréme 3.36
Il existe un arbre de matriochka planaire de largeur arborescente minimale.
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Théoréme 3.37

Si on affine un arbre de matriochka, sa largeur arborescente n’augmente pas.
Graphe intermédiaire
Deux courbes de Jordan distinctes peuvent définir la méme séparation.

Pour éviter cette ambiguité, on fait des choix.

A
B
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On définit ainsi le graphe intermédiaire G, deG.

>

Propriété 3.38 [Maz04]
Une « région » délimitée par une famille maximale de courbes de Jordan de G1

deux-a-deux paralleles est :
- Soit une face de G1 ;

- Soit une ®-structure.

Corollaire 3.39 [Maz04]

Un arbre de matriochka induit par une famille maximale de courbes de Jordan de
Gl deux-a-deux paralleles est une décomposition en branches.

Théoreme 3.40 [ST94]
Il existe une décomposition en branches planaire de largeur arborescente
minimale.

Le théoreme suivant est dd a Seymour et Thomas en 1994 :

Théoreme 3.41 [ST94]
Il existe une décomposition en branches planaire de largeur de branches minimale.

Théoreme de dualité
Définition 3.42 (Graphe dual)

Le graphe dual G d’un graphe planaire G est obtenu en plagant un sommet par
face de G.
Soit le graphe Suivant :
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- Une aréte e pour chaque aréte e de G reliant les faces incidentes a e.

On peut reconstruire G a partir de Gl.

On peut aussi reconstruire G :
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Théoreme 3.43 [Maz04]
Un graphe planaire et son dual ont le méme graphe intermédiaire.
On peut donc transférer une décomposition en branches planaire de Ga G'.

>

Théoreme 3.44 [Maz04]
Pour tout graphe planaire, tMG) — 1< tW(G*) < tWG) + 1.

3.4 Conclusion la relation entre la décomposition en branche et la décomposition
arborescente est donnée par le schéma suivant :

Décompositions en branches

(91)

Calcul exact de la
largeur de branches

arbres de matriochka

Théoreme
de dualité plane

Décompositions arborescentes (84)
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La notion de décomposition arborescente est trés liée a celle de triangulation.
Les définitions 3.6 et 3.24 énoncent que la largeur de branches et la largeur
arborescente d’un graphe sont égales aux plus petites largeurs correspondantes d’une
triangulation de graphe. Les graphes triangulés étant structurellement simples, nous
pouvons penser que le calcul de leur largeur de branches est plus aisé que pour un
graphe quelconque ; c’est en particulier le cas pour la largeur arborescente. 1l peut
donc étre intéressant de chercher a calculer la largeur arborescente ou la largeur de
branches de triangulations de G pour en deduire celle de G. Cependant, en utilisant
cette approche, nous perdons d’un c6té ce que nous gagnons de I’autre : au lieu de
calculer un paramétre pour un seul graphe, nous devons le calculer pour un grand
nombre de triangulations.

Nous cherchons donc a restreindre la classe des triangulations a considérer.

Dans ce chapitre nous donnerons une nouvelle caractérisation des triangulations
minimales d'un graphe, d'un point de vue plus local. Nous introduirons notamment les
notions de clique maximale potentielle et de famille maximale de séparateurs voisins.
Ces objets caractérisent toutes les cliques maximales de toutes les triangulations
minimales d'un graphe G.

Les notions de clique maximale potentielle et de famille maximale de séparateurs
voisins sont complétement nouvelles. Elles étaient introduites par Bouchitté et
Todinca [BT98a, BT98b] et qui a permit d'unifier les algorithmes déja existants de
calcul de la largeur arborescente et de la complétion minimales pour certaines classes
de graphes avec un nombre polynomial de séparateurs. Plus exactement, Todinca
[Tod99] a montré que tous ces algorithmes calculent de maniere implicite toutes les
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cliques maximales potentielles du graphe en entrée. De plus, ces notions on permit
pour résoudre ces problemes pour une autre classe, a savoir les graphes faiblement
triangulés. Tout ceci donne de bonnes raisons de penser que le calcul de ces
parametres de triangulation pour tous les graphes avec ‘‘peu’” de séparateurs
minimaux passe par la connaissance des cliques maximales potentielles. En tout cas
nous montrerons dans les chapitres suivants que ces objets sont suffisants pour
calculer la largeur arborescente et la complétion minimale d'un graphe.

Nous ne donnerons dans ce chapitre que les définitions et les propriétés structurelles
fondamentales des cliques maximales potentielles et des familles maximales de
séparateurs voisins.

Pour avoir un apergu sur les cliques maximales potentielles, reprenons I'exemple du
cycle. Toute triangulation est obtenue en complétant une famille de séparateurs deux a
deux paralleles, comme sur la Figure 4.1. Nous obtenons des “‘régions’’ triangulaires
entre ces séparateurs et les cliqgues maximales des triangulations sont toutes des
triplets de sommets {i, j,k}. Cela nous suggeére que toutes les triangulations du cycle
sont déterminées par ces “‘cliques maximales potentielles’” formées par des triplets de
sommets.

Nous nous donnerons ici les moyens de reconnaitre une cliqgue maximale potentielle :
nous répondrons a la question suivante : étant donné un ensemble de sommets K d'un
graphe G, existe-t-il une triangulation minimale H de G telle que K soit une clique
maximale de H 7.

S—
wt

--fj;:---"_ o T— - [
&

Figure 4.1- Triangulations du cycle

4.1 Cliques maximales des graphes triangulés

Nous commencons par quelques observations sur la formation des cliques maximales
des graphes triangulés en fonction des séparateurs minimaux du graphe, dans le but de
les étendre aux cliques des triangulations minimales des graphes quelconques.
Introduisons d'abord une nouvelle notion. En considérant une famille de séparateurs
deux a deux paralleles et telle qu'aucun d'entre eux ne sépare deux autres -les
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seéparateurs S,, S,, S, de la Figure 4.2 illustrent cette situation - on voit qu'ils

déterminent une zone du graphe qui se trouve “‘entre’” eux. Plus formellement :

Figure 4.2-Partie entre une famille de séparateurs

Définition 4.1 (Partie entre une famille de séparateurs) Soit G un graphe
quelconque et ¢ < G une famille de séparateurs minimaux telle que pour tout S e £,

il existe un bloc (S,C.(S)) contenant tous les séparateurs de ¢ . Si ¢ n'a pas
d'élément maximum pour l'inclusion, on définit la partie entre les séparateurs de &

P(£)=((8.Cs(8))

Sed
Sur I'exemple de la Figure 4.2, si I'on prend les séparateurs entourés en pointillés
¢ ={{o,c},{c},{b, T },{c, T }} on obtient P(¢)=1{b,c,d, f}.
Si la partie entre une famille £ de séparateurs minimaux existe, les séparateurs de &
doivent étre deux a deux paralléles. En effet, si S,T ¢, puisque T <(S,C4(S)) on

par :

a S||T. D'un autre coté, si I'on se donne une famille £ de séparateurs minimaux deux
a deux paralléles, sans élément maximum par inclusion, la partie entre ces séparateurs
existe si et seulement si aucun S e ne sépare deux éléments T,U e ¢ . Notons
aussi que, d'apres la définition, si P({) existe, alors elle contient tous les séparateurs

de S.

Dans la suite nous nous intéresserons aux cliques maximales d'un graphe triangulé et a

leur position par rapport aux séparateurs qu'elles contiennent. Si K est un ensemble de
sommets de G, nous noterons par A, (K) I'ensemble des séparateurs minimaux de G

contenus dans K.
Notation .||. : Parallele.

Lemme 4.2 ([Tod99]) Soient G un graphe, S un séparateur minimal et une clique de
G. Alors Qest incluse dans un bloc de S. Si T est un séparateur minimal et G[T] est
une clique, alors S||T. En particulier, les séparateurs minimaux d'un graphe triangulé
sont deux a deux paralleles.

67



Chapitre 4. Triangulations minimales

Lemme 4.3 ([KKM95]) Soient H un graphe triangulé et une de ses cliques
maximales. Alors soit A, (Q) a un élément maximum par inclusion, soit P(A, (Q))

existe et contientQ2.

Figure 4.3- Cliques maximales

Théoreme 4.4 Soit H un graphe triangulé et une cliqgue maximale de H. Si tous les
éléments de A,,(Q) sont contenus dans un séparateur minimal S e A, (Q2), alors est

un bloc (S,C) de S. Si A.(Q) n'a pas d'élément maximum par inclusion, alors
Q=P(A,(Q)).

Figure 4.4-Cliques maximales - cas dégénére
4.2 Cliques maximales potentielles

Une clique maximale potentielle d'un graphe est un ensemble de sommets qui induit
une cliqgue maximale dans au moins une triangulation minimale de ce graphe. Il a été
prouvé que si ces objets peuvent étre énumérés en temps polynomial pour une classe
de graphes, la largeur arborescente et la complétion minimale sont calculables en
temps polynomial pour ces graphes. Nous montrons ici que les cliques maximales
potentielles d'un graphe peuvent étre générées en temps polynomial par rapport au
nombre de ses séparateurs minimaux.

En conséquence, la largeur arborescente et la complétion minimale sont calculables en
temps polynomial pour tous les graphes ayant un nombre polynomial de séparateurs
minimaux.

Signalons que la terminologie de cliqgue maximale potentielle est reprise d'apres les
travaux indépendants de Kloks, Kratsch et Muller [KKM98].
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Cette définition est de nature combinatoire, au sens ou pour identifier une clique
maximale potentielle de G il nous faut passer par les triangulations minimales du
graphe. L'objectif de cette section est de montrer que les cliqgues maximales
potentielles peuvent se définir de facon parfaitement locale - algorithmique, si I'on
veut-en restant dans le graphe G et sans utiliser les triangulations minimales.

La clique maximale potentielle est fortement liée aux séparateurs qu'elle contient, tout
comme une clique maximale d'un graphe triangulé.

Définition 4.5 (Famille maximal de séparateurs) Une famille S de séparateurs
minimaux d'un graphe G est une famille maximale de separateurs voisins s'il existe
une clique maximale potentielle Qde G telle que S=A.(Q) (I'ensemble des

séparateurs minimaux de G contenus dans Q).

Une clique maximale potentielle d’un graphe G est un ensemble de sommets de G qui
induit une clique d’une triangulation minimale de G.

Nous justifierons plus loin I'appellation de *’séparateurs voisins’’.

Avant de donner une généralisation du théoréme 4.4, qui nous permettra de
reconnaitre les cliques maximales potentielles et les familles maximales de séparateurs
voisins, nous avons besoin de quelques résultats.

Propriété 4.6 ([Dir61]) Les séparateurs minimaux d’un graphe triangulé sont deux a
deux paralléles.

Théoréme 4.7 ([Tod99])

Soient H un graphe triangulé et une cliqgue maximale de H. Si tous les éléments de
I, (Q) sont inclus dans un séparateur minimal S de T, (Q), alors Q est un bloc
CUS ou C est une composante connexe de C, (S). Dans le cas contraire,
0Ty (Q))" existe et est égal a G, .

Soit H une triangulation minimale d’un graphe G. L’ensemble A, est une famille de

séparateurs minimaux deux a deux paralleles de G maximale pour I’inclusion et H est
egale a G, (le graphe G, correspondant au sous-graphe G[CAH U N(CAH) dans

lequel nous avons complété N (CAH ) en une clique).
Théoreme 4.8 [Tod99] Soit G un graphe et Q un ensemble de sommets de G.

Supposons que A (€2) ait un élément maximum S. i.e, chaque T € Ag(q) est contenu

dans S. Alors Q est une cligue maximale potentielle si et seulement si les deux
conditions sont satisfaites :

! La partie entre la famille ', (Q) de séparateurs voisins.

69



Chapitre 4. Triangulations minimales

1. est un bloc (S, C) de S dans G.
2. G,_()[©] est une clique.

Figure 4.5- Clique maximale potentielle : premier cas.

Théoréme 4.9 Soit G un graphe et un ensemble de sommets de G. Supposons que
Ac(Q) nait pas d'élément maximum pour linclusion. Alors Q est une clique

maximale potentielle si et seulement si les deux conditions sont satisfaites :

1. est la partie entre les éléments de A, (Q).

2. G,_oy[Q]est une clique.

Figure 4.6- Cliqgue maximale potentielle : deuxieme cas

Les théorémes 4.8 et 4.9 fournissent un moyen de reconnaitre une clique maximale
potentielle. La chose la plus importante est que si I'on a un graphe G et I'ensemble de
ses séparateurs A, ces deux théorémes nous donnent un algorithme pour savoir si un
ensemble de sommets forme une clique maximale potentielle. Ceci a permit pour
Bouchitté et Todinca dans [BT98] de calculer toutes les cliques maximales
potentielles pour certaines classes de graphes. A ce jour nous n'avons pas d'algorithme
énumérant toutes les cliques maximales potentielles d'un graphe quelconque en un
temps polynomial en la taille du graphe et le nombre de ces cliques potentielles,
comme on sait le faire pour les séparateurs minimaux.
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Notons aussi que I'on peut reconnaitre directement si une famille de séparateurs & est
une famille maximale de séparateurs voisins. Si la famille posséde un élément S
maximum par inclusion, il suffit de vérifier si pour un des blocs (S, C) de S dans G,
I'ensemble de sommets (S, C) est une clique maximale potentielle et si
¢ =As(SUC). Si & na pas de maximum, il faut que P(£) existe, que ce soit une
clique maximale potentielle de G et enfin nous devons avoir S = A, (P(£)).

Si nous avons utilisé pour ces familles le terme de *’séparateurs voisins’’, c'est parce
que aucun autre séparateur minimal ne peut s'intercaler entre eux sans les croiser. Ils
sont d'une certaine fagon compacts, proches les uns des autres. Si l'on regarde le
graphe de la figure 4.7 (les arétes du graphe sont marquées en continu), les séparateurs
minimaux {a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d}et {c,d} forment une famille maximale
de séparateurs voisins et bordent la clique potentielle {a, b,c,d } Ceci est quelque part
en contradiction avec la notion habituelle de proximité que I'on a dans un graphe, on
imagine mal en quoi les séparateurs {a,d }et {b,c} sont voisins. C'est peut-étre ce qui
explique en partie la difficulté que nous avons a trouver un algorithme d'énumération
des cliques maximales potentielles et des familles de séparateurs voisins. Nous avons
vraiment besoin de tous les séparateurs de la famille pour comprendre s'ils sont
voisins (dans notre sens) ou pas. Comme dans le cas des graphes triangulés, une
famille maximale de séparateurs voisins ayant un plus grand élément peut border
plusieurs cligues maximales.

Figure 4.7- Séparateurs voisins
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Algorithme 4.1 Reconnaissance des cliques maximales potentielles

Entrée : le graphe ¢ = (V. E) et l'ensemble de sommets K C V

Sortie : booléen indiquant si K est une clique maximale potentielle

calculer les composantes connexes O de G\K
calculer les ensembles S;

si il existe un i t.q. 5; = K alors

retourner “K n'est pas une clique potentielle”
pouri=1ap

compléter S;

pour chaque couple de sommets z,y € K
si x et y ne sont pas adjacents dans Gys, . 5} alors
retourner “K n'est pas une clique potentielle”

retourner “K est une clique potentielle”

4.3 Triangulations serrées

Pour construire des triangulations, nous pouvons utiliser le théoréme de
caractérisation des graphes triangulés 1.19 « un graphe est triangulé si et seulement si
tous ses séparateurs minimaux induisent des cliques ». Celui-ci suggere I’algorithme
suivant : tant que G n’est pas triangulé, choisir un séparateur minimal S qui n’induit
pas de clique de G et compléter S en une clique de G.

Nous obtenons ainsi une famille croissante de graphes dont le dernier élément est
triangulé. De plus, un séparateur minimal S d’un graphe complété est un séparateur
minimal de graphe initial et commeS ne peut pas séparer les sommets de S, les
séparateurs minimaux du graphe complété sont paralléles a S. La triangulation finale
est obtenue en complétant des séparateurs minimaux deux a deux paralléles de G.

Notation

Soit ' une famille de séparateurs minimaux deux a deux paralléles d’un graphe G. Le
graphe G, est le graphe G lequel nous avons ajoute des arétes de sorte que chaque

élément de I" induise une clique de G,..

Définitions 4.10 (Triangulations minimales) Une triangulation minimale d’un
graphe est une triangulation minimale pour I’inclusion.

Les triangulations obtenues par le processus ci-dessus sont des triangulations
minimales. De plus, toutes les triangulations minimales sont de cette forme comme
I’énonce le théoréme de Para et Scheffler.
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Théoreme 4.11 ([PS97])

Soit T" une famille de séparateurs minimaux deux a deux paralléles de G maximale
pour I’inclusion. Le graphe A est une triangulation minimale de G.

Soit H une triangulation minimale d’un graphe G. L’ensemble A, est une famille de

séparateurs minimaux deux a deux paralleles de G maximale pour I’inclusion et H est
égalea G, .

Une méthode plus générale pour construire des triangulations consiste a utiliser la
propriété 4.6 et le théoréeme 4.7. Ceux-ci montrent que les séparateurs minimaux d’un
graphe triangulé H sont deux a deux paralléles et que les cliques maximales de H
forment des blocs® minimaux. Ainsi, les cliques maximales de H sont entiérement
caractérisées par les séparateurs minimaux de H. Pour construire une triangulation
d’un graphe G, il suffit de se donner une famille 3 de séparateurs minimaux deux a
deux paralleles et de compléter les blocs minimaux que forment les séparateurs de
en des cliques. Si la famille 3 est maximale pour I’inclusion, nous retrouvons les
triangulations minimales.

Pour caractériser les triangulations que produit ce second processus, nous pouvons
remarquer que les séparateurs minimaux d’une telle triangulation sont des separateurs
minimaux de G. Cependant, comme I’illustre la figure 4.8, ce n’est pas suffisant. Par
construction, les cliques maximales d’une telle triangulation sont des blocs de G et
donc les séparateurs minimaux de H doivent induire les mémes composantes connexes
dans G et dans H.

a,

Figure 4.8-Un bloc de H n’induit pas forcément un bloc de G.

2 Un bloc de G est soit une partie entre séparateurs voisins, soit un ensemble de la forme S{UC
avec C un élément de C(S).
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Les séparateurs minimaux des graphes H, et H, sont des séparateurs minimaux du

graphe triangulé G.

Le séparateur {a} n’induit pas les mémes composantes connexes dans G et dans Hj.
Le graphe H; n’est pas une triangulation serrée de G alors que le sur-graphe H, de H;
en est une.

Définition 4.12 (Triangulation serrée) Une triangulation H d’un graphe G est serrée
si les séparateurs minimaux de H sont des séparateurs minimaux de G et si les
séparateurs minimaux de H induisent les mémes composantes connexes de H et de G.

Dans la suite de ce mémoire, nous nous intéressons uniquement aux triangulations
serrées.

4.4 Familles complétes de blocs d’un graphe

Nous nous intéressons au probléme suivant : étant donnée une famille de blocs F,
existe-t-il une triangulation dont les blocs appartiennent a F ? Une telle triangulation
n’existe pas toujours mais plus nous avons de blocs, plus il y a de chances que ce soit
le cas. En contrepartie, plus la famille initiale est grande, plus la construction d’une
éventuelle triangulation prend de temps.

Définitions 4.13 (Famille compléte de blocs)
Si F est une famille de blocs d’un graphe G, nous dirons d’un séparateur minimal qu’il

borde F s’il borde un bloc de F. Nous notons I'x I’ensemble UFQ des séparateurs
QeF

minimaux qui bordent F3.

Une famille F de blocs est compléte si pour tout séparateur S de I'x et pour toute
composante connexe pleine C de G \S , il existe un bloc Q de F bordé par S et inclus
dans CUS.

Une famille compléte peut étre vide mais si ce n’est pas le cas, nous montrons que
nous pouvons en extraire une triangulation de G. En particulier, si H est une
triangulation serrée de G, I’ensemble des cliques maximales de H forme une famille
compléte de blocs de G.

Lemme 4.14 [Tod99] L’ensemble des cliques maximales d’un graphe triangulé H
forme une famille complete de blocs de H.

L ensemble des cliques maximales d’une triangulation serrée H d’un graphe G forme
une famille complete de blocs de G.

3 I', désigne I’ensemble des séparateurs minimaux qui bordent €2 .
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A partir d’une famille de blocs F, nous cherchons a construire une famille compléte
F. incluse dans F. Pour cela, nous pouvons procéder par élimination. En effet, si un

bloc Q de F appartient a une famille compléte, par définition, pour chaque séparateur
S le bordant et chaque composante pleine C de 5;(8)4 , il existe un bloc Q' de F bordé

c

par S et inclus dans CUS.

S’il n’existe pas de tel bloc Q', nous pouvons éliminer Q car il n’appartient a aucune
famille compleéte incluse dans F. Ainsi, tous les blocs qui restent a I’issue de ce
processus appartiennent a une famille complete incluse dans F.

En fait, I’ensemble de bloc obtenu est lui-méme une famille compleéte ; c’est la plus
grande famille compléte incluse dans F.

L’ algorithme 4.2 formalise ce processus.

Algorithme 4.2 elimination

— Entrée : (7, ses séparateurs minimaux et ses cliques maximales potentielles ;
I'entier k.

- Sortie : la plus grande famille compléte F de cliques maximales potentielles,
dont tous les éléments ont au plus k 4 1 sommets.

1. Calculer toutes les cliques maximales potentielles de GG ayant au plus £ + 1
sommets. Soit F la famille de ces cliques potentielles et soit ' Pensemble des
séparateurs minimaux contenus dans ces cligques.

2. Extraire de F la plus grande sous-famille compléte de cliques potentielles :
tant que il existe un § € I'z et un bloc (S,C) de § tels gqu'aucune clique
potentielle © € F ne satisfait S C Q C (S,C) faire

- F=F\{Q|§ c 2}

— mettre & jour 'y = {S‘

30 € F tel que S C Q}.

3. retourner F.

Il est clair -par la definition méme d'une famille complete- que la famille F de cliques
maximales potentielles retournées par cette procédure est compléte. Montrons qu'elle
contient toutes les « bonnes » cliques potentielles maximales. Nous verrons plus loin
qu'il s'agit bien de la plus grande famille compléte de cliques maximales potentielles
de taille au plus k +1.

* L’ensemble des composantes pleines par rapport a S.
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Lemme 4.15 [Tod99] Soient G un graphe et H une triangulation minimale de G telle
que tw(G)<Kk , i.e.w(G)<k +1. Si I'on applique & G l'algorithme d'élimination, toute

cliqgue maximale de H appartiendra a la famille F retournée par I'algorithme.

Algorithme 4.3 extraction_aux

entrée
G : un Graphe

S : un séparateur minimal de & ou @

C' e CL(S) : une composante pleine de S

F : une famille compléte de &

I' : 'ensemble des séparateurs qui bordent &

sortie :
T :un arbre des cligues enraciné d'une triangulation H de G[C'1U.S]
dont les cliques maximales sont des bloes de F et dont la racine

contient 5.

début
si & =0 alors
Soit e Favec R CTC LS
sinon
Soit R eFtelque SCTNRCCUS
T +— l'arbre ayant comme unique étiquette £2
si 22 C'U S alors
pour chaque 5" € I'g(2) {5} non inclus dans S et
C' e CL(L2) tels que (2 € C" U S faire
T +— extraction_aux((, S, C", F.T)
créer une aréte entre les racines de 7' et T
rendre T

fin

Algorithme 4.4 extraction

entrée :
F : une famille compléte de blocs d'un hyper-graphe ' connexe.
I' : I'ensemble des séparateurs qui bordent F

sortie :
T :un arbre des cliques d'une triangulation H de & dont les cliques

maximales sont des bloes de F

début
rendre extraction_aux(G, {0, V.F,T)
ﬁ'l'l
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Corollaire 4.16 Si F est une famille complete de blocs d’un graphe connexe, il existe
une triangulation de G dont les cliques maximales sont des blocs de F. L’algorithme
extraction est calcule une.

Ces deux algorithmes sont exactement ceux décrits dans la thése de Todinca [Tod99]
mais présentés dans un cadre plus général. Il donne la propriété suivante :

Propriété 4.17 Si nous notons r le nombre de séparateurs minimaux d’un graphe G, b
le nombre de couples (C4,S) o0 S est un séparateur minimal de G et C, une

composante pleine dans g;(s) et p le nombre de blocs, la complexité de I’algorithme
elimination est O(prn+bn) et celle de Ialgorithme extraction est O(prnlogn).

Comme b est au plus égal a nr et r au plus a np, ces algorithmes fonctionnent en temps
polynomial en fonction du nombre de blocs de la famille d’entrée.

4.5 Conclusion

Nous avons introduit les cliques maximales potentielles d'un graphe qui sont
exactement les ensembles de sommets du graphe G formant des cligues maximales
dans les triangulations minimales H de G. Nous verrons dans le chapitre qui suit en
quoi cet objet est un outil fondamental pour le calcul de la largeur arborescente et de
la complétion minimale.

Le but de ce chapitre était de remplacer cette définition combinatoire par une
caractérisation de nature algorithmique des cliques maximales potentielles. Nous
avons vu que, étant donné un ensemble K de sommets de G, nous pouvons Vérifier
facilement s'il s'agit d'une clique maximale potentielle.
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Dans ce chapitre nous présentons nos différents résultats obtenus sur le calcul des
invariants ; la largeur arborescente, la longueur arborescente et la longueur de
branches.

Nous traitons dans ce qui suit la classe des graphes k-cordaux et les graphes
planaires. Nous présentons dans cette premiére partie nos résultats, propositions et
théorémes, sur le calcul de la largeur arborescente ce qui nous a conduit a développer
un algorithme efficace, exact pour quelques graphes Vérifiant certaines conditions,
tandis que, il donne une borne serrée pour d’autres.

5.1 Calcul de la largeur arborescente

Notations

Pour la bonne compréhension nous adaptons les notations suivantes :
e S, : Un sac contient le sommet a.

e deg,, (G) : Le degré minimum du graphe G.

e deg, : Le degré du sommet a.

Proposition 5.1
La valeur de la largeur arborescente, tW(G), de la décomposition minimale d’un

graphe G est supérieure ou égal a la valeur de son degré minimum,
tW(G) 2 deg min (G) '

1 Par absurde, supposons que tw(G)< deg,,;,(G)).

1-Cas particulier (les cliques)

Soit K, une clique de cardinalité n, le degré de tous ses sommets est égal a n—1.
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Supposons que '[W(Kn)< n—1; la taille des sacs de la décomposition arborescente de
la cligue K, ne dépasse pasn—1.

Sans perdre de généralité, supposons que nous avons les sommets a, b, ¢ de la
clique K, , qui sont deux-a-deux adjacents. D apres la définition 3.2, nous avons au
moins deux sacs, un sac contenant le sommet a et un autre contenant le sommet b, tel
que ceS,et ceS,. Alors on aura une chaine, ou bien une aréte, qui lie S,et S, .
Ces derniers sont forcement liés a S_, ce qui induit un cycle. Ce qui est absurde avec

le principe de la décomposition arborescente.

2-Cas genéral

Etant donné un graphe G(V,E), sans perdre de généralité, soit a le sommet de degré
minimum, notédeg, .

Par absurde, supposons que tw(G)=>deg, .

Le principe de I’algorithme de triangulation de la decomposition arborescente réduite
donné par Berry [Ber98], est Vx €V , I’ensemble des voisins de x forme une clique.

Partant de ce principe, la décomposition arborescente réduite d’une clique est
composée d’un seul sac contenant tous les sommets de cette clique. On en déduit que
Ix eV tel que x est voisin & au moins un sommet y de ce sac, x pouvant étre a.

Contradiction avec I’hypothese du départ, car le choix du premier sac de la
décomposition arborescente influe sur la valeur de la largeur arborescente minimale.

Cependant, I’inégalité tw(G)z deg,est toujours Vérifiée. Si on commence la
décomposition par le sommet a, le sac S,est composé de a et I’ensemble de ses
voisins. Nous avons |Sl|:dega, alors on a I’inegalité¢ tw(G)>deg, est toujours

veérifié et si on choisit un autre sommet de degré supérieur a celui de a, on aura
tw(G) > deg, .

Donc la largeur arborescente de G est toujours supérieure au degré minimum de ses

sommets.
|

Proposition 5.2
La largeur arborescente d’un graphe G(V,E) est egale a la largeur arborescente de

son sous-graphe induit G, le graphe G est déterminé par élimination des sommets
pendants du graphe G, w(G)=tw(G') / tw(G)=tw(G\¢) (¢ est I’ensemble des
sommets pendants).
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0 Soit a un sommet pendantde G.Ona a¢ G et abeE .

Lorsqu’on décompose le graphe G  en sacs, on aura au moins un qui contient le

sommet b. L’ajout d’un sac contenant seulement le sommet a et le sommet b, noté
S,,, ne viole aucune regle de la décomposition arborescente donné par la définition

3.2, ce qui implique que cette arborescente est une décomposition arborescente pour le
graphe G.

La décomposition arborescente minimale de G reviens & décomposer G et de lui
ajouter des sacs de type S, tel que i est le sommet pendant et ij € E . Voir la Figure

ij !
5.1.
Ona tw(G)=max(w(G') 1) et comme tw(G')=1 on aura tw(G)=tw(G').

Figure 5.1-Décomposition de G par rapport a G.

Algorithme 5.1

entrée //Décomposition du graphe G et I’ensemble ¢ est I’ensemble des sommets
pendants.
sortie // Décomposition de G .

début
tant que ¢ = ¢ faire

- choisir a un sommet de ¢ ;

- choisir un sac de la décomposition G qui contient le sommet adjacent & ce sommet,
et on relie le sac avec un sac qui contient le sommet pendant et le sommet adjacent.
0« 0\ {a}.

fait.

fin.

Complexité de I’algorithme 5.1

L’algorithme est linéaire d’ordre O(¢).
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Remarque

Par la suite de ce mémoire, on considere que les graphes sont sans sommets pendants,
G=G\/.
Notations

deg,, (G) : le degré maximum du graphe G.

NC désigne le nombre de cycles dans G.
V(a) désigne I’ensemble des voisins de a.

Théoréme 5.3
Si le deg, ., (G) est égale au nombre de cycles dans G alors la largeur arborescente

tw(G) doit étre Ientier 2 ou 3, 2 <tw(G)<3.

0 Soit a un sommet de degré maximum. On a deux cas possible :
1°" cas deg(a)=n-1.

Posons V (a) I’ensemble des voisins de a.

G ={a}UV(a) (le sommet a est adjacent a tous les sommets de G\ {a}) voir Figure
5.2.

o<
Figure 5.2 -Exemple G = {a}UV (a)

Le graphe de la Figure 5.3 représente le seul cas possible pour la condition donnée
(par construction).

Tne chaine

Figure 5.3- Le graphe G ‘1* cas’
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Figure 5.4 — Exemple du ‘1* cas’

Le graphe ‘A’ est un graphe triangulé tel que sa clique maximale est de taille 4.

La construction du graphe dans ce premier cas, impose que pour avoir la
condition NC = degmaX(G), il faut que le graphe G admet le graphe H comme graphe

induit. Voir la Figure 5.5.

Figure 5.5- Graphe induit H du ‘1% cas’

Les graphes de la Figure 5.4 (*‘A’ et ‘B’) sont des graphes qui admettrent les graphes
de la figure 5.6 (*A’ et ‘B”) comme des graphes induits.

‘Al LB!

Figure 5.6- Exemples des graphes induits pour le 1* cas
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Pour ce graphe, nous avons le sommet a est un sommet d’articulation pour le graphe

G ou sa suppression induit deux composantes connexes ; une des composante est un
cycle (noté : ¢ ) et I’autre est une chaine (noté : P). Voire la Figure 5.6.

La décomposition arborescente de ces graphes, revient & décomposer en sacs le graphe
induit par le sommet a et la composante connexe des sommets du cycle ¢, car les

autres sommets (les sommets de la composante chaine P et les sommets liées aux
sommets de la composante cycle ¢) sont décomposées en sacs de taille trois.

G, =PUla} G, =cUfa}
Figure 5.7- G=G, UG,

On a la largeur arborescente de G égale a la valeur maximum entre la décomposition
des graphes G, et G, ; tw(G)=max(tw(G, ),tw(G,)).

Pour mieux comprendre cette décomposition on procede étape par étape.

1°" étape : Décomposition arborescente minimale du graphe induit par le sommet a et
I’ensemble des sommets de la composante chaine P (le grapheG, ).

Soit un graphe G,
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Figure 5.8- décomposition arborescente de G, ('[W(Gl)z 2)

Chaque sac contient trois sommets implique que la largeur arborescente de G, égale a
2.

2'*Me &tape : Décomposition arborescente minimale du graphe induit par le sommet a
et I’ensemble des sommets de la composante cycle ¢ (le grapheG,).

Dans cette étape on distingue deux types de graphes différents :
Les graphes triangulés et les graphes non triangulés. Voir la Figure 5.9.

Le graphe ‘B’ est un graphe non triangulé, la décomposition minimale de ce graphe
nous oblige a décomposer le graphe en sacs de taille trois sauf un, il est de taille
quatre. Voir la Figure 5.10.

Le graphe ‘A’ est un cas particulier du graphe ‘B’ et il est triangulé, sa décomposition
nous oblige a le décomposer en sacs de taille trois sauf un, il est de taille quatre a
cause de I’existence de la clique de taille 4. VVoir la Figure 5.11.

Figure 5.9-Le graphe G,
On décompose le graphe ‘B’ par parties :
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Figure 5.10- le graphe induit G,

On commence par la décomposition arborescente de C1 et on utilise ce résultat pour
décomposer G, .

La décomposition minimale de la composante C1 en sacs de taille quatre.

OO-@ @

Figure 5.11-Décomposition de la composante C1 (tw C1 3).

Aprés avoir décomposer la composante C1, on peut alors faire la décomposition de
G, . Voir Figure 5.12.

Tous les sacs de G, \ C1sont de taille trois.

tw(G, ) = max(tw(C1),tw(G, \ C1)).

tw(C1) =3 et tW G \Cl 2alors tw

D600 O —O-0-6

Figure 5.12- Décomposition arborescente de G,
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Dans la Figure 5.9 le graphe ‘A’ est un cas particulier de cette décomposition
minimal.

K

R
T

————————

Figure 5.13-Exemple de décomposition arborescente.

On conclu pour le 1 cas que si deg,, (G)=NC et G=V(a)U{a} alors on a
tw(G)=3.

2iéme cas
Si G={ajUV(a)UG' (G est I'ensemble des sommets qu’ils ne sont pas adjacent &
a. Voir la Figure 5.14

V(a) G
Figure 5.14- 2™ cas

Dans ce cas on a deux cas de figures possibles pour NC =deg,,, (G).
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1°" Cas de figure
~
A
f,’” o o e
Y
J L
1\ .: |
/
R —
. -
M‘“-—____ ,—/

Figure 5.15- Exemple de 1¥ configuration du 2™ cas
de la proposition 3.

Dans ce cas de figure nous avons I’ensemble des voisins de a est une chaine simple,
alors on auras deg,—1 cycles dans le sous-graphe induit par a et I’ensemble de ses

Voisins.

Nous avons I’ensemble des sommets de G’ est une chaine tel que ses deux extrémités
sont adjacents aux sommets de V (a) (posons x ety ces deux sommets).

On distingue ici deux cas :

1- Cas particuliers Si x, y sont distincts mais, ils sont adjacent. VVoir le graphe ‘A’
de la Figure 5.16.

Figure 5.16-cas de Figure 2

La décomposition de ces graphes revient a décomposer leurs composantes connexes
‘p’ et ‘d’ et on fusionne les deux décompositions pour avoir la décomposition de ‘A’
ou de ‘B’ voir la Figure 5.17.
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p o

Figure 5.17-Regroupement des deux composantes connexes.

0

Décomposition arborescente de “p’ tW

@

Décomposition arborescente de “d’ tW

OO0 ORR0
000

La décomposition arborescente de ‘A’ tW

Figure 5.18- Déroulement de la décomposition arborescente de ‘A’

On décompose le graphe ‘d’ de la méme maniéere que celle du graphe ‘p’ la seule
différence entre elles, c’est que les sommets x et y sont confondu. Voir la Figure 5.19.
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‘p’ ‘d]_’

Figure 5.19- Regroupement des sommets.

DD
HO—)-

Figure 5.20- Déroulement de la décomposition arborescente de ‘B’ tw

Résumé
Dans les graphes ‘A’ et ‘B’ nous avons les sommets V(a) construisent une chaine
simple.

Pour le graphe ‘A’, I’intersection de V(a) avec la composante ‘d’ est en deux
sommets adjacents x et y, par ailleurs, pour le graphe ‘B’ I’intersection de V(a) avec

la composante ‘d;’ est le point d’articulation x.

La décomposition arborescente de *A’ et ‘B’ en sacs de taille trois on aura tw(G)= 2.

2- Cas général Siles sommet x et y sont non adjacent. Voir la Figure 5.20.

Figure 5.20-Graphe G : cas général
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Pour la décomposition du graphe de la Figure 5.20 on commence par la décomposition
des deux composantes connexes ‘A’ et ‘B’ de la figure 5.21.

oo 0
--$--

Figure 5.21- Les deux sous graphes du graphe de la figure 5.20
La decomposition de la composante connexe ‘A’ pour ce cas de figure revient a
décomposé la composante ‘al’.

La décomposition de ‘H’
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Et pour la décomposition de ‘A’ :

Glojoss

w(A)=3.
- tw(al) = tw(A)=2.

La décomposition de la composante connexe ‘B’ pour ce cas de figure revient a
décomposeé la composante “bl’.

-—
-,

B -

/

| N, ~ |
i A ~
\ i
3 . ; \ !
\_ T \.. \
€ —&—@ - - - - — —
~ E
~ e
- v

Lbl!
Figure 5.22- Déroulement de la décomposition arborescente du graphe 5.20 1" partie
tw(bl) = 2.

- tw(bl) =tw(B) = 2.

Décomposition du graphe G de la figure 5.20.

OO O

Figure 5.23-Décomposition arborescente du graphe G
tw(G) = max(tw(a),tw(b)) = 3.
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2"°M cas de figure

Figure 5.24-Graphe du deuxiéme cas de figure
Le graphe ci-dessus est un graphe ou nous avons seulement un triangle qui est lié a a.

Pour la décomposition de ce graphe on doit passer par la triangulation du graphe en
suite par le regroupement des sommets en cliques. Voir figure 5.25.

Figure 5.25-Triangulation du graphe G

La décomposition arborescente de ce graphe est de la forme suivante :

Figure 5.26- Décomposition de graphe du deuxiéme cas de figure

Chaque sac contient exactement trois sommets alors tw(G )= 2.
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Conds.1

Soit G un graphe simple et connexe.
- Le graphe G admet une chaine de longueur p —2. Supposons que c’est (ao, as,
a21"'1 ap-Z) a

- Le nombre de sommets voisin commun entre a; et a; estégala p-2 ;

- Si g et a2 sont adjacent alors, si le nombre de sommets voisins communs
entre eux est égal a au moins p-i-2 sinon, il faut que le nombre de

sommets voisins entre les deux soit égalaaumoinsp—i-1 V 0<i<p-4.

Théoréme 5.4
Soit G(V,E) un graphe p-réglier, tel que p =P\ﬂ , Si les conds.1 sont vérifiées alors,

la largeur arborescente tW(G)est égal & p sinon elle est supérieur ou égale a p+1.

0 apeta; ont p—2 sommet voisin commun |V (a, )NV (a, | = p-2.

Figure 5.27-Ensemble des voisins de ‘ay’

La configuration simple de ces conditions est donnée par le schéma suivant :

Une chaine de longueur p—2.

le nombre de voisins communs deux 3 deux

Figure 5.28- Schéma de ‘conditions 1°.
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Pour la décomposition arborescente du graphe G on regroupant les sommets comme
suit :

- Le premier sac contient le sommet ‘a,” et I’ensemble de ses voisins{a, }UV (a, ).

- Le second sac contient I’ensemble des sommets {a, }U{V (a,)\{a, }}.

- Le troisiéme sac contient I’ensemble des sommets {a, }U{V (a,)\{a, }}.

Ainsi de suit jusqu’au sac numéro p—2 qui contient I’ensemble des sommets

@2 JUV (@2 )Vag

La cardinalité de chaque sac est égale a p.

]
Exemple
Figure 5.29-Exemple de *Proposition 4’
Tous les sommets du graphe sont de degré 5 (p=5). {%-'

L’ enchainement de la chaine de largeur p —1lest comme suit :

Nombre de sommet voisin commun entre ‘A’ et ‘1’ égal a3 (p—2).
Nombre de sommet voisin commun entre ‘A’ et ‘6” égal a4 (p—1).
Nombre de sommet voisin commun entre ‘1’ et ‘4’ égal a3 (p—2).

La décomposition arborescente du graphe G.
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On a encore le sac qui contient {2,3,5,9,7,9} qui sort automatiquement.

La largeur arborescente tw(G ) égal & 5.
Conds.2

Soit G un graphe simple et connexe.
- Le graphe G admet une chaine de longueur p—1. Supposons que c’est (aj,
a,..., &) ;

- Le nombre de sommets voisins communs entre a; et a, estégala p—1 ;

- @ est adjacent aux sommets as, ..., ap-1 ;
- @ etapsont adjacent.

Théoreme 5.5

v

Soit G(V,E) un graphe p-régulier, tel que p<[7l, si les conds.2 sont vérifiées

alors, la largeur arborescente tW(G)est égal a p sinon elle est supérieur au égal a
p+1.
0 agetaont p—1 sommet voisin communlV (a,)NV(a,) = p-1.

La configuration simple de ces conditions est donnée par le schéma suivant :
Une chaine de longueur p—1.

nombre de sommets voisins

Figure 5.30 — Schéma de “conditions 2’.
Pour la décomposition arborescente du graphe G on regroupant les sommets comme
suit :

Le premier sac contient le sommet “a,” et I’ensemble de ses voisins {a, }UV (a, ).
Le second sac contient I’ensemble des sommets {a, }U {V (a, )\ {a, }}.
Le troisiéme sac contient I’ensemble des sommets {a, U {V (a,)\ {a, }}.

Ainsi de suit jusqu’au sac numéro p qui contient I’ensemble des sommets

@, UV (@, )Vayo -

La cardinalité de chaque sac est égalea p.

96



Chapitre 5. Calcul des Invariants

Conds.3
Soit G le graphe simple et connexe.
- Il existe une chaine de longueur n— p—1 ; supposons qu’on a (as, ay,..., anp) ;

- Le nombre de sommets voisins commun entre a; et a, esteégala p—2 ;

- Si g et a2 sont adjacents alors, si le nombre de sommets voisins communs
entre eux est égal a au moins p—i—1 sinon, il faut que le nombre de

sommets voisins entre les deux soit égal aaumoins p—i V 1<i<n-p-2.

Théoréme 5.6

i

Soit G(V,E) un graphe p-régulier, tel que p>[?—|, si les conds.3 sont vérifiées

alors, la largeur arborescente tW(G)est égal a p sinon elle est supérieur au égal a
p+1.

0 aieta;ont p—2 sommet voisin communlV (a,) NV (a,)] = p-2.

La configuration simple de ces conditions est donnée par le schéma suivant :

Une chaine de longueurn—p —1.

nombre de sommets voisins communs entre a, et a, =p-2

les liaisons

Pour la décomposition arborescente du graphe G on fait le regroupement des sommets
comme suit

Le premier sac contient le sommet “a;” et I’ensemble de ses voisinsV (a, )U{a, | .
Le second sac contient I’ensemble des sommets {a, U {V (a,)\{a, }}.
Le troisiéme sac contient I’ensemble des sommets {a, U {V (a,)\ {a, }}.

Ainsi de suit jusqu’au sac numéron— pqui contient I’ensemble des sommets
o JUV (@ Ve f-

La cardinalité de chaque sac est égalea p .
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Conds.4
Soit G un graphe simple et connexe.
- Le graphe G admet chaine de longueur [\/|—4 (n-4). Supposons que c’est (aj,
az..., an3) |
- Le sommet a; est adjacent au sommet az;
- Le sommet a; est adjacent au sommet aj.3 tel que iest un indice pairi >1.

La représentation de ces conditions est donnée par le schéma suivant :

Une chaine de longueur p—4.

0/020/0/0E OG0

Figure 5.31 — Schéma de “conditions 4°.

Théoréeme 5.7
Soit un graphe G(V,E), si ([\/|28) et (v xeV, deg, =3) alors
si (les conds.4 sont vérifiées) alors tw(G)=3
sinon tw(G)=4.

O 1. Lecas ou les conditions 4 sont vérifiées.

Algorithme 5.2
entrée : G(V,E) // Un graphe simple et connexe;

sortie : // Décomposition du graphe G qui Vérifié conds.4.

début

pour i :=1 jusqu’a n-3 faire

sac, < N (a,)U{a;} Tel que N4 (a;) est I’ensemble de voisins de a; dans le graphe
G;

G«G\{a};

fait ;

fin.

Complexite de I’algorithme 5.2

L algorithme est linéaire d’ordre O

Figure 5.32- Présentation du premier cas
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La taille du premier sac égal a 4 et a chaque itération de I’algorithme on a n sommets
qui rentre et un autre sommet qui sort alors on aura tw(G)=3.

2. Le cas ou les conditions 4 ne sont pas vérifiées alors :

Si la deuxiéme ou bien la troisieme condition n’est pas vérifiée alors on au moins un
sac de cardinalité 5 ce qui implique tW(G): 4 parce que a chaque itération de
I’algorithme on a au maximum un sommet qui rentre dans un sac et un autre qui sort.
On donne I’exemple de la figure suivante :

Figure 5.33-Exemple du deuxieme cas

k=4;
tw(G)=4 ;
n
Remarque
Si le nombre de sommets de G est inférieur 2 7 on a tw(G) = 3.
O Onadans ce cas la seulement 3 cas possibles.
Dans les trois cas tw(G)=3.
I

Théoreme 5.8
Etant donné un graphe G(V,E), si 3 xeV tel que deg, =n—-1let V yeV \{x},

deg, = 3alors tw(G)=3,
0 Par construction, si le graphe G est un graphe triangulé alors on aura tW(G) =3.la

cligue maximale est de taille 4 voir figure 5.34.
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Gz
Figure 5.34- Exemple du théoréme 5.7

Le graphe triangulé G; est composé de deux cliques de cardinalité égale a ‘4’.
Le graphe G; est une clique de cardinalité ‘4’ sa décomposition c’est elle-méme. K,

représente le plus petit graphe vérifiant le théoréme.

Si G n’est pas triangulé, la décomposition arborescente du graphe G consiste a
regrouper les sommets dans des sacs de taille quatre, ou deux sacs consécutifs
différents d’un seul sommet. Voir la figure 5.35.

Figure 5.35- Cas général

Le graphe de la figure de 5.35 n’est pas triangulé, le regroupement en sacs de ses
sommets se fait de telle sorte que chaque sac soit de taille quatre pour mieux illustrer
cette proposition on donne I’exemple suivant.

Exemple

La décomposition arborescente de ce graphe est donnée par :

Chaque sac est compose de quatre sommets, ce qui implique que la largeur
arborescente du graphe est égale a 3.
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Notations
N, : Ensemble de sommets du niveau i.

N(a) : Ensemble de voisins du sommet a.

Algorithme 5.3

entrée : G = (V : E) /I graphe planaire,
sortie // Dessiner G par niveau.

debut

V'V,

Choisir un sommet a de degré minimum.
N, « fa} :

nbn <« 2 ;

tant que V'# ¢ faire

N, < Ensemble des voisinsde N , dans G.
V'« VAN, .

nbn <~ nbn+1;

fait

nbn <~ nbn-1;

fin

Complexité de I’algorithme 5.3

L’algorithme est linéaire d’ordre O(n).

nb, désigne le nombre de niveaux du dessin de graphe G.

Algorithme 5.4

entrée G // Dessin du graphe G par I’algorithme 5.3
sortie //Décomposition du graphe G

début

Construire sac, < {a}UN{a} ;

G «G\{a};

pour t:=2 anb, faire

Compléter le niveau N; en clique K‘Nt‘ ;

tantque N, #¢ faire

Choisir le sommet b tel que :b < le sommet de degré minimum N ;

sac, < {b}UN(b) ;
N, < N, \{b} ;
fait ;

t—t+1;

fait;

fin.
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Complexité de I’algorithme 5.4

L algorithme est hyper-linéaire d’ordre O(nbsn), sachant que nb, est le nombre de
niveaux du dessin du graphe G avec I'algorithme 5.3.

Notations

iR,:{x/v X,yeN = xy¢E, VzeN, > xxecEetVdeN,=xdgE|

N” Désigne I’ensemble des entiers naturels non nul.

Proposition 5.9

Etant donné le graphe planaire, G(V,E), sa largeur arborescente tw(G) est :

/ -
tw(G) = 2rsTllgr1)§n(lN' \SR'|)+1 si 31>2 tel que

<

NG VSR =[Nps VR, |2 [N AR, | pour ke N\ {L1,1+1})
V xeN\R,, Ty, zeN,,;\R,,, tel que xy,xzeE
max (]N, \‘R,|) sinon

2<1<nbn

0 G est un graphe planaire, d’aprés Kuratowski un graphe est planaire si et
seulement si n’admet pas K, et K,; comme graphe induit. On utilisant I’algorithme

5.3 pour dessiner le graphe G.

Sachant que a chaque itération de la décomposition arborescente on compléte un
niveau par des arétes de tel sort d’avoir une clique a chaque niveau.

Si 3122 tel que N \R|=|N\Rp,y[=|N, \R,| pour ke {N*\{l,l,l +1}} et
Vv xeN,\R,, 3 y,ze N, \R,,, tel que xy,xz € E. Dans ce cas de figure nous avons

deux niveaux consécutifs, | et I+1, de cardinalit¢ maximum ou chaque sommet du
niveau | est adjacent a deux sommets du niveau I+1 alors le degré des sommets
simplicials du niveau | est égal a (]N, \SR,|)+1 ce qui implique qu
tW(G)z max (IN, \ER||)+1.

2<1<nbn

Dans le deuxiéme cas ou nous avons un niveau |, de cardinalité maximum qui peut
étre adjacent a un niveau de cardinalité inférieure au égale a ‘N,l‘, si chaque sommet

du niveau |, est adjacent a au plus un sommet du niveau l;+1 alors pour que les
sommets de N, deviennent simplicials le degré de ces sommets vont étre égaux a

|N|\ER||
||

Notation V, (1) désigne le nombre de sommets dans | qui sont adjacents au sommet x
tel que xe(1-1)
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Proposition 5.10

Soit un grapheG(V,E), non planaire tel que nb, >3 sa la largeur arborescente

tw(G)> max (min(]N,|+VX(I +1)—1)J.

2<I<nb, \ xeN,

0 Nous décomposons le graphe G, modélisant le probléme en question, a I’aide de
I’algorithme 5.4 en sacs. La cardinalité de ceux-ci vérifiée I’inégalité suivante :

YV xeV, XeSj pour j=1nb,

Sj‘ > deg, .
Considérons un niveau I, ¥ ae N, . L’utilisation de I’algorithme de Berry, pour la
détermination de sommet simplicial, nécessite I’ajout des arétes au graphe G si a est

non simplicial. Donc le sommet a, simplicial, sera de degré |N,|+Va(l +1)—1 et la

décomposition arborescente de ce nouveau graphe consiste de choisir a itération de
I’algorithme 5.4 le sommet de degré minimum dans chaque niveau qui est le sommet

de degré min(]N,|+VX(I +1)—1) ce qui signifie que :
xeN,

W(G)> max [minqu|+vx(|+1)_1)J.

2<I<nb, \ xeN,

Algorithme 5.5

entrée G(V,E) simple et connexe;
V : I’ensemble des sommets du graphe ;
V=n;

E : I’ensemble des arétes du graphe.

NC : le nombre de cycles élémentaire de G.
deg,,, : Le degré minimum du graphe G.
deg, . : Le degré maximum du graphe G.
k : la cligue maximale dans G.

cord : la cordalité du graphe G.

sortie

tw(G) : la largeur arborescente.

début

G =G\ / ; tel que 7 est I’ensemble des sommets pendants.

si n—1sommets sont de degré trois et on a un sommet de degré n alors tw(G) = 3;
Aller a Fin ;

fsi;

si NC =deg,,,, alors
si le graphe G est un cycle alors tw(G)=2
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sinon 2 <tw(G)<3;
fsi ;
Aller a Fin ;
fsi;
si tous les cycles de G sont de longueur trois
alors G est un graphe triangulé et tw(G)=|k| ;
Aller a Fin;
fsi ;
si tous les sommets de G sont de méme degré p alors
si p=3 alors
si les conditions 4 sont vérifiées alors tw(G)=3
sinon tw(G)=4;
fsi;
sinon

si p= {%—l alors si les conditions 1 sont vérifiées alors tw(G)=p

sinon tw(G)> p+1;
fsi ;
fsi ;

s p{wam

si les conditions 3 sont vérifiées alors tw(G)=p
sinon tw(G)> p
fsi;
fsi ;

o {4

si les conditions 2 sont vérifiées alors tw(G)= p
sinon tw(G)> p+1
fsi;
fsi ;
Aller a Fin ;
fsi ;

fsi;

si G est planaire alors

(max (N, \9%,|)+1 si 31>2 tel que

2<l<nbn
NG AR =[Ny VR = NG VR, pour ke N* VAL T+1))
vV xeN \R,, 3y,zeN 4 \R, tel que xy,xzeE

max (N; \®,])  sinon

\2<|<nbn

tw(G)=<
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Sinon tw(G)> max (min(IN||+Vx(| +1)—1)j
2<l<nb, \ xeN,

fsi ;

Fin.

La complexité I’algorithme 5.5

L"algorithme est polynomial d’ordre O(n).

Dans la proposition qui suit on montre la relation entre I’invariant lié a la
décomposition arborescente, la largeur arborescente (tw(G)) et le paramétre lié a la
décomposition en branches, la frontiere (F).

Proposition 5.11
La taille de la frontiére d’un graphe G est égale a sa largeur arborescente, tW(G) > |F| .

O En appliguant I’algorithme 5.4 on a chaque niveau correspond a un ensemble de
séparateurs et en plus chaque niveau peut partitionner le graphe en deux composantes

alors, on peut considérer les sommets des niveaux comme des frontiéres
]

La deuxieme partie est consacrée au calcul de la longueur arborescente. Nous avons
pu déterminé une borne plus serrée par rapport a celle donné par Berry au théoréme

3.20 ; un graphe k-cordal est de longueur arborescente LEJ

5.2 Calcul de longueur arborescente
Définition 5.12 (bloc)

Un bloc est un sous ensemble de sommets qui contient les sommets de deux niveaux
consécutifs.

Notation
bloc, : désigne le bloc numéro |.
Proposition 5.13

Soit G(V, E) un graphe, si G est un k-cordal alors la longueur arborescente du graphe

est bornée par max( min (dist(u,v))}.

1<I<nb,~1\ u, v e blog,

0 Pour illustrer la proposition 5.13 on donne les exemples suivants.
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*—o @
® ®
@ & L
*—0 0

Figure 5.36- Exemple “1’ le graphe G est de cordalité k=16.

D’apres Berry la longueur arborescente de ce graphe est borné par LEJ alors on aura

pour I’exemple ‘1’ t1(G)<8.

[ N DR A ]
I

ﬂ
|
|

S I S
b »

® ¢

Et en appliquant I’algorithme 5.4 on trouve t1(G)<5.
@ 'V
¢ K

Figure 5.37- Exemple ‘2’ le graphe G est de cordalité k=10.
D’aprés Berry tl(G)<5.
en appliquant I"algorithme 5.4 t1(G)<5
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~, /
IR

/

Figure 5.38- Exemple ‘3’ le graphe G est de cordalité k=10.
D’aprés Berry tl(G)<5.
en appliguant I’algorithme 5.4 tI(G)s 4

Figure 5.38- Exemple ‘4’ le graphe G est de cordalité k=10.
D’aprés Berry tl(G)<5.
en appliquant I"algorithme 5.4 t1(G)< 3

On remarque qu’a chaque fois, la longueur arborescente donnée par I’algorithme 5.4
est inférieure ou egale a celle donnée par Berry.

Remarque importante

Pour le calcul des deux invariants, la largeur et la longueur arborescente nous utilisons
I’algorithme polynomial que nous avons développé (algo.5.4), ce qui signifie que nous
avons pu minimisé au méme temps la longueur et la largeur arborescente.

5.3 Calcule de la largeur de branches

L’intégration de nos résultats dans le théoréme de Robertson et Seymour [RS91] (voir
théoréme 3.31) nous a conduit a déterminer la valeur de la largeur de branches.
Corollaire 5.14

Si le deg,,, (G) est égale au nombre de cycles dans G alors la largeur de branches
bw(G) est comprise entre 2 <bw(G)< 4.

0 D’apres Robertson et Seymour [RS91] nous avons :
bw(G) < tWG) + 1< \_3bw(G)/ ZJ et le théoréme 5.3 on aura 2 <bw(G)< 4
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Corollaire 5.15
Soit un graphe G(V,E), si ([\/| >8) et (v xeV deg, =3) alors
Si (Ies conds.4 sont vérifiées) alors 3<bw(G)< 4
sinon4 <bw(G)<5.

0 D’apres Robertson et Seymour [RS91] nous avons
bwW(G) < tWG) + 1< |_3bW(G)/ ZJ et le théoréme 5.7 on aura 4 <bw(G)<5

Corollaire 5.16
Etant donné un graphe G(V,E), si 3 xeV tel que deg, =n—-1let V yeV \{x},

deg, = 3alors tw(G)=3,
Soit le grapheG = (V, E), Si [\/|—1sommets sont de degre trois et on a un sommet de
degré \|-1 alors 3<bw(G)<4

1 D’aprés Robertson et Seymour [RS91] ona bw(G) < tW(G) + 1 < \_3bW(G)/ ZJ.

et le théoréme 5.8 on aura 3<bw(G)< 4.
n

5.4 Application a quelques classes de graphes
On applique les résultats obtenus sur quelques graphes.
5.4.1 Les graphes scindés

Définition 5.17 Un graphe scindé (split-graph) est un graphe G = (V,E) dont
I’ensemble des sommets admet une partition (S,K), o’u S est un stable et K est une
cligue (voir figure 5.39).

5 K

Figure 5.39 - Graphe scindé

Le diamétre de G est bornée par : 2 <diam(G) <3.
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Un graphe scindé appartient a la classe des graphes de cordalité, il est de cordalité k=3
(tous les cycles élémentaires supérieurs a quatre possédent une corde).

Par définition les graphes scindés sont de largeur arborescente égale a |K| —1. On peut
le vérifier en utilisant I'algorithme 5.4.

En appliquant I'algorithme 5.4 sur le graphe de la figure 5.39

(B
'Il T
@

[
@
5 K

1. Dessiner le graphe par niveaux—> on a trois niveaux

N, =}, N,={4, 5, N,={, 7,3 2}

2. Eliminer les sommets pendants—>

3. Eliminer les sommets ayants leurs voisins dans le niveau avant->
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o R, = 2. (Les sommets sont le 2 et 3).

On peu vérifier facilement que tw(G)=2 et tl(G)=1.

5.4.2 Les graphes a seuils

Définition 5.18 Un graphe a seuil est un graphe scindé dans lequel les voisinages des
sommets du stable sont imbriqués (voir figure 6.40).

Figure 6.40 — Graphe a seuil
Le diamétre de G est bornée par : diam(G) =2.
Le graphe a seuil est de cordalité k=3 (tous les cycles élémentaires supérieur a quatre
possédent une corde).
La largeur arborescente de largeur égal a |K| (on a au moins un sommet qui est de

degré égal a la cardinalité de la clique K, il forme avec cette clique une clique de
cardinalité égal a K+1) et de longueur arborescente égale a 1.
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Conclusion Générale

Construire un algorithme pour réaliser un schéma de télécommunications comme une diffusion (un
noeud envoie un message vers tous les autres noeuds), un échange total (tous les noeuds doivent
échanger des messages) dans un type de réseau donné (optique, sans fil,...) correspond a déterminer
s’il existe un algorithme dans une classe donnée pour le résoudre. On cherche par exemple un
algorithme polynomial pour réaliser une diffusion sur une topologie correspondante dans un graphe
simple.

Une démarche usuelle utilisée dans les graphes est d'étre ramené a I'étude de I'arbre. Pour ce passage
certaines conditions sont mises en évidence et pour le retour on doit calculer les paramétres liés a la
décomposition.

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a deux types de décompositions de graphes introduites
par Robertson et Seymour ; la décomposition arborescente et la décomposition en branches. A ces
dernieres se sont associés trois paramétres des graphes ; la largeur et la longueur arborescente et la
largeur de branches, qu’ils sont nécessaires a la réalisation de schéma de routage pour les graphes.
Nous avons présenté les résultats obtenus pour le calcul des invariants cités auparavant et nous avons
proposé, d’une part, un algorithme efficace pour le calcul de la largueur arborescente pour les graphes
k-cordaux ; dans des cas particuliers on a trouvé la valeur exacte et une borne inférieur pour d’autres.
L’intégration de ce résultat dans le théoreme de Robertson et Seymour nous a conduit a déterminer la
valeur de la largeur de branches, ainsi nous avons déterminé une borne plus serrée pour le calcul de la
longueur arborescente de graphe planaire par rapport a celle donnée par Berry. D’autre part, nous
avons montré la relation entre la largeur arborescente et la valeur de la frontiére de la décomposition
en branches.

Perspectives

Ainsi des recherches pourraient étre menées afin de répondre a ces questions : « le calcul de la
longueur arborescente d'un graphe quelconque », est-il un probleme NP-complet ?

Peut-on déterminer la longueur de branche pour la décomposition en branches ? et qu’elle est sa
relation avec la longueur arborescente ?

Peut-on généraliser I’algorithme 6.5 pour d’autres classes de graphes ?
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Résumé

Le probléme qui se pose dans le routage en général est de trouver une route d’une extrémité a
une autre a travers une succession de relais interconnectés. Ce genre de probleme porte le nom
de routage méme les algorithmes et protocoles permettant de résoudre sont egalement dits de
routage.

Le routage consiste a faire communiquer, de la facon la plus efficace possible ces composants.
Les liens de communications sont bidirectionnels. C’est pourquoi, on peut modéliser le plan du
réseau sous forme d’un graphe simple, connexe et non orienter tel que les sommets sont les
machines et les arétes représentent les liens de communications.

Dans le probléme de routage, les informations ne circulent pas de maniére homogene dans tout
le réseau. En effet, un réseau est souvent décomposeé en zones différentes. Ceci fait apparaitre
les notions de séparateur et de décomposition des graphes. Il existe plusieurs types de
décompositions de graphes mais les décompositions les plus intéressantes sont de types
arborescentes ayant comme invariants d’études la largeur arborescente et la longueur
arborescente et la décomposition en branches celles-ci & comme invariant d’étude la largueur
de branches.

Il a été constaté assez tot que certains problemes réputés difficiles sont résolubles pour des
graphes de largueur arborescente petite. Beaucoup de problémes classiques de I’algorithmique
de graphes, qui sont NP-difficiles en genéral, peuvent étre résolus en temps polynomial pour
les graphes ayant une largeur arborescente bornée par une constante. Plusieurs problémes on
été montré ouvert pour la recherche de largueur arborescente, alors que le probléemes devient
polynomial pour la recherche de largueur de branches, par exemple le graphe planaire.

Pour notre objectif on se propose d’étudier certaines invariants cités précédemment pour la
détermination d’un schéma de routage valide pour des classes de graphes non encore étudie.

Nous présentons les résultats obtenus pour le calcul des invariants cités auparavant et nous
proposons, d’une part, un algorithme efficace pour le calcul de la largueur arborescente pour
les graphes k-cordaux et les graphes planaires ; pour des cas particuliers on a trouve la valeur
exacte et une borne inférieur pour d’autres. L’intégration de ce résultat dans le théoréme de
Robertson et Seymour nous a conduit a déterminer la valeur de la largeur de branches, ainsi
nous avons déterminé une borne plus serrée pour le calcul de la longueur arborescente de
graphe planaire par rapport a celle donnée par Berry. D’autre part, nous avons montré la
relation entre la largeur arborescente et la valeur de la frontiere de la décomposition en
branches.

Mot clé : Routage, Décomposition Arborescente, Décompositions en Branches, Largueur
Arborescente, Longueur Arborescente, Largeur de Branches.



Annexe

1. Instances d’application de notre algorithme 5.4
Lors de I’exécution du logiciel, on peut avoir valeurs suivantes : la cordalité du
graphe, la longueur arborescente, la largeur arborescente, la taille de la frontiere et on
peut avoir aussi tous les cycles élémentaires du graphe.

(o)

Exemple 1 Le graphe G un cycle

Un séparateur ou bien la frontiere

12345 {56,7.82100

Cos ) Ciso )

[r501]

mazay

L’arbre ‘1’

Lors de I’exécution de notre logiciel nous avons trouvé la valeur de cordalité k=12,
nous avons un seul cycle élémentaire qui est C=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12 et pour la
décomposition arborescente donnée par I’arbre ‘1’ du graphe G, les invariant de la
décomposition arborescente tw(G)=5, tI(G)=5 et la taille de la frontiére|F|= 2.



Annexe

Exemple 2 Le sommet ‘1’ est de degré 11 et tous les autres sommets sont de degré ‘3’

=]

1.2312)

13412
512)]
512
712
812

1101112

111212

fuir
o

L arbre ‘2’

Lors de I’exécution de notre logiciel nous avons trouvé la valeur de cordalité k=11,
nous avons 11 cycles élémentaires qui sont : C;=1,2,3 - C,=1,3,4 - C3=1,4,5- C4=1,5,6
- Cs=1,6,7 — Ce=1,78 — C;=1,89 - Cg=1,9,10 — Co=1,10,11 - Cyp=1,11,12 -
C1=2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,112.

Pour la décomposition arborescente du graphe G donnée par I’arbre ‘2’, tel que
tw(G)=3, tI(G)=2 et |F|=3.
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14 1z
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11

7
f

Exemple 3 Un graphe quelconque
Lors de I’exécution de notre logiciel nous avons trouvé la valeur de cordalité k=7,
nous avons 489 cycles élémentaires C;=1,2,4,3 - ... - C4g9=11,12,20,2.
Le dessin de I’arbre de la décomposition arborescente pour le graphe G est tres
difficile mais le logiciel calcul les invariants liés a la décomposition arborescente, tel

que tw(G)=8, tI(G)=4 et |F|=8.

Remarques

= Vu la difficulté du dessin du graphe en programmation, le logiciel donne pour des
cas particuliers I’arbre de la décomposition arborescente.

= La cardinalité maximum des sommets est limitée par 300.

= Pour la décomposition en branches on a pas pu représenté I’arbre de la
décomposition.

= Le logiciel donne une borne pour la largeur de branches, mais pour les autres
paramétres la largeur arborescente, la longueur arborescente, la valeur de la
distance et la taille de la frontiére la majorité des instances il donne des valeurs
exactes.

2. Qu’est-ce que le routage

Dans un réseau de communication point & point ou dans les ordinateurs paralléles, une
fonction de routage est utilisée pour envoyer des messages entre processeurs. Quand
les réseaux grossissent, il devient important de réduire la quantit¢ de mémoire
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contenue dans chaque noeud pour l'opération de routage. En méme temps, il est
essentiel d'acheminer les messages avec les chemins les plus courts possibles.

Un schéma de routage universel est un algorithme qui génere une fonction de routage
pour tout réseau donné. Un type de schéma de routage universel trivial est basé sur des
schémas dans lesquels chaque noeud contient une table de routage compléte qui
spécifié un port de sortie pour toute destination. Mé&me si ce schéma peut garantir un
routage selon les plus courts chemins, chague routeur doit stocker localement nlogd
bits de mémoire, ou d est le degré du routeur (c.a.d. le nombre de ports de sortie) et n
est le nombre de noeuds du réseau.

Cependant, ce schéma est impraticable quand on traite de grands réseaux.
2.1 Schéma de Routage

Un schéma de routage est composé de :

1. Les adresses données aux machines,

2. Les en-tétes ajoutés a tout message,

3. La numérotation des ports au niveau d'un routeur,

4. La fonction locale de routage de chaque routeur,

5. La mémoire locale de chaque routeur.

[ Machine

\

N U P J

E,(p, k)= (p', h'")

.\
-

o
Routeur u f f__l.)\
- )

m P f="

I;,' %éal'&’f'{)f Pa p-.i. Ii'i_ ) }iil |.
N

Il"@(”.svml d'interconnexion

|

Exemple de Routeur

Un schéma de routage est dit valide si on est capable d'envoyer un message entre tout
couple de sommets. C'est-a-dire si tout sommet u est capable, en utilisant sa mémoire
locale et I'adresse de n'importe quel autre sommet v, de construire un en-téte de
message permettant de faire circuler un message dans le réseau entre u et v.
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Et dans notre mémoire on est a la recherche des invariants qu’ils vont étre utilisés
pour la construction d’un schéma de routage valide.

2.2 Caracteéristiques d’un schéma de routeur

Nous allons a présent nous intéresser aux trois caractéristiques principales d'un
schéma de routage : la taille des informations nécessaires a sa réalisation ; la longueur
des routes produites entre deux sommets ; la rapidité de décision des routeurs.

2.2.1 Taille des informations

= Lamémoire locale d'un sommet u, notée mem(u)
= Lataille des adresses

= Lataille en-tétes de message

Il est en effet possible de stocker, dans I'adresse de tout sommet, la route permettant
d'y arriver depuis n'importe quel autre sommet.

2.2.2 Longueur des routes

Etant donné un schéma de routage dans un graphe G, la longueur de la route produite
par la fonction de routage R entre deux sommets u et v, notée pg (u,v), est le nombre

d'arétes traversées par le message depuis la source avant d'atteindre la destination. Un
schéma de routage est dit de plus courts chemins si pour tout couple de sommets
((u,v), pglu,v)=dist(u,v).

2.2.3 Rapidité de décision

Le temps nécessaire a un routeur pour décider vers ou il doit faire transiter le message.
3. Justification du passage

3.1 Graphe - Décomposition arborescente

Au lieu d’étudier tous le graphe on décompose le graphe en arbre enraciné pour avoir
deux sommets reliés par une chaine.

3.2 Décomposition arborescente>Calcul de la largeur arborescente

Si la largeur arborescente est bornée par une constante suffisamment petite, certains
problémes NP-difficile devient polynomial.

D’autre part, plus la largeur arborescente est petite plus le graphe ressemble a un
arbre, pour voir combien ce graphe est poche d’un arbre.

Par ailleurs, si la connexité du graphe est petite on dit que le graphe est peu connexe.
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3.3 Calcul de la largeur arborescente ->Recherche de la cligue maximale
potentielle

Si la détermination de I’ensemble des cliques maximales potentielles est polynomial
alors la largeur arborescente est bornée.

3.4 Détermination Clique maximal potentiel> Recherche des séparateurs
minimaux

Si la détermination des séparateurs est polynomiale alors la détermination des cliques
maximums est aussi polynomiale.

3.5 Triangulation minimale—> Séparateurs minimaux

Toute triangulation minimale d’un graphe G peut étre obtenue en prenant un ensemble
maximal de séparateurs minimaux deux a deux paralléles et en les completes en clique
pour trouver la clique maximal potentiel.

3.6 Décomposition arborescente > Calcul de la longueur arborescente

Tous graphe de longueur arborescente § admet un schéma de routage de déviation
26 et dont les adresses et les mémoires sont de taille O(&Iog3 n) bits par sommet.

Remarque

Ce qui justifie la recherche des valeurs minimums de la longueur arborescente et la
largeur arborescente.

Définition (LB - simplicial)  Un sommet x est dit LB — simplicial si tout séparateur
minimale inclus dans son voisinage est une clique.
Algorithme LB — Triang [Ber98]
Entrée : Un graphe G = (V, E)
Sortie : Une triangulation minimale de G
Pour tout x € V faire

Rendre x LB — simplicial

I
5
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1. Qu’est-ce que le routage

Dans un réseau de communication point a point ou dans les ordinateurs paralléles,
une fonction de routage est utilisée pour envoyer des messages entre processeurs.
Quand les réseaux grossissent, il devient important de réduire la quantité de
mémoire contenue dans chaque noeud pour l'opération de routage. En méme
temps, il est essentiel d'acheminer les messages avec les chemins les plus courts
possibles.

Un schéma de routage universel est un algorithme qui génére une fonction de
routage pour tout réeseau donné. Un type de schéma de routage universel trivial est
basé sur des schémas dans lesquels chaque noeud contient une table de routage
complete qui spécifié un port de sortie pour toute destination. Méme si ce schéma
peut garantir un routage selon les plus courts chemins, chaque routeur doit stocker
localement nlogd bits de mémoire, ou d est le degré du routeur (c.a.d. le nombre de
ports de sortie) et n est le nombre de noeuds du réseau.

Cependant, ce schéma est impraticable quand on traite de grands réseaux.
2. Justification du passage
2.1 Graphe =>Décomposition arborescente

Au lieu étudier tous le graphe on décompose le graphe en arbre enraciné pour
avoir deux sommets reliées par une chaine.

2.2 Décomposition arborescente->Calcul de la largeur arborescente

Si la largeur arborescente est bornée par une constante suffisamment petite, certain
probléme NP-difficile devient polynomial.

Autre part, Plus la largeur arborescente est petite plus le graphe ressemble a un
arbre, pour voir combien ce graphe est poche d’un arbre.

Par ailleurs, si la Connexité de graphe est petite le graphe est peu connexe.

2.3 Calcul de la largeur arborescente > Recherche de la clique maximale
potentielle

Si la détermination de I’ensemble des cliques maximales potentielles est
polynomial alors la largeur arborescente est bornée.

2.4 Détermination Clique maximal potentiel-> Recherche des séparateurs
minimaux

Si la détermination des séparateurs est polynomial alors la détermination des
cliques maximums est aussi polynomial.

Triangulation minimale-> Séparateurs minimaux



Chapitre 1. Généralités et définitions

Toute triangulation minimale d’un graphe G peut étre obtenue en prenant un
ensemble maximal de seéparateurs minimaux deux a deux paralléles et en les
complétes en clique pour trouver la cliqgue maximal potentiel.

2.5 Décomposition arborescente = Calcul de la longueur arborescente
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