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Introduction générale

Introduction générale

La présente étude porte sur la modélisation des prix spot (au comptant) de I’électricité, on 'y
trouve une source de problemes mathématiques intéressants allant de la modélisation des
phénomenes aléatoires jusqu’a la simulation des équations différentielles stochastiques (EDS)

qui régissent la dynamique de plusieurs modeéles stochastiques.

Parmi les modéles les plus populaires dans le cas de I’électricité, nous allons retenir les
suivants : le mouvement brownien géométrique (Black et Scholes) et un modele de retour a la
moyenne (Vasiceck). Cependant, comme ces modeles sont a trajectoires continues, leur
modélisation est peu réaliste. En effet, les prix de I’électricité sautent brusquement et par
conséquent les trajectoires présentent d’éventuelles discontinuités. Cette discontinuité des prix
est le résultat d’un déséquilibre entre I’offre et la demande pour des raisons climatiques ou pour
des capacités de stockage et de transport limités.

Pour tenir compte des sauts qui peuvent se produire, nous allons introduire des modéles a sauts,
en décrivant I’aléea des prix par des processus mixtes brownien Poisson, associant partie
diffusive continue brownienne et partie discontinue poissonienne, dont il suffira de modéliser

I’amplitude.

Généralement et par leur nature, les équations différentielles stochastiques ne se prétent pas a
une résolution analytique exacte. Cependant, il existe de nombreuses méthodes numériques
pour surmonter ce probléme en élaborant des schémas d’approximations. La simulation
numérique que nous allons considérer est basée sur la discrétisation du temps. Discrétiser c’est

convertir en temps discret une équation en temps continu.

Ce travail de mémoire est organisé comme suit :

Le Chapitre 1 se veut une introduction aux processus stochastiques notamment les processus
stochastiques a temps continu. Nous présenterons d’abord sans approfondissement les aspects et
définitions nécessaires pour comprendre la structure des processus aléatoires, nous
trouverons également une présentation claire des processus stochastiques continus les plus

fréguemment rencontré dans la littérature financiére.
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Dans le Chapitre2, nous commencerons par présenter le mouvement brownien (processus de
Wiener) qui servira de base pour la construction de la plupart des modeéles stochastiques. Nous
passerons ensuite a une initiation au calcul stochastique, en présentant la construction et les
propriétés élémentaires de I’intégrale stochastique. Etant donné que le processus de Wiener est a
variation non bornée, I’intégrale stochastique ne satisfait pas le calcul différentiel classique,
alors il était nécessaire d’introduire le calcul d’Itd basé sur la «formule d’Ité» qui permet de
différentier une fonction deux fois continiment différentiable et sera présentée dans le cas
unidimensionnel.

La section suivante sera consacrée au processus de diffusion qui est solution d’une équation
différentielle stochastique, nous parlerons de sa continuité et nous montrerons que le processus
de Wiener n’est qu’un cas particulier du processus de diffusion.

Dans la section 5, nous énoncerons le théoreme d’existence et d’unicité d’une solution forte et
faible d’une EDS. Ensuite, nous présenterons une méthode de résolution des EDS linéaires
basée sur le calcul d’1td, suivie par deux exemples d’applications.

Nous terminerons ce chapitre par aborder le changement de probabilité en se placant en théorie
financiere sous I’hypothése qu’il existe un espace de probabilit¢ ou les prix sont des

martingales. Ce qui facilite souvent les choses, donc nous introduirons le théoréme de Girsanov.

L’intérét du chapitre 3 sera I’étude des options financieres, particulierement, les options
européennes. Notons qu’une option est un contrat qui donne droit (mais pas obligation) a celui
qui le détient d’acheter ou de vendre un autre actif financier a un prix fixé a I’avance et a une
date déterminée. Ce contrat présente une assurance censée protéger son détenteur de hausses ou
de baisses trop brutales de I’actif.

Aprés avoir présenter les concepts et définitions de base concernant les options et leurs
stratégies de gestion, nous étudierons le modele de Black -Scholes d’évaluation d’option dans le
cadre d’un marché complet, dans un tel marché, tout portefeuille réplique parfaitement le
comportement de I’option dont le prix est déterminé de maniere unique par un argument
d’arbitrage. Ce qui conduit a I’équation différentielle de Black -Sholes. Partant de cette
équation, et de la formule de Fenyman -kac dans I’univers risque neutre, nous déduirons le prix

d’un call et put européen dans le cas le plus simple, celui des ceefficients constants.
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Le chapitre 4 sera structuré comme suit, en premier lieu, nous décrirons le marché de
I’lectricité et les caractéristiques qui lui sont propres.

En second lieu, nous proposerons les modeles de diffusion intégrant des sauts, en généralisant
les deux modeles suivants : Mouvement brownien géométrique (MBG) et modéle de retour a la
moyenne (MRM).Ensuite, nous aborderons le probléeme de I’estimation des parametres de
chaque modele par maximum de vraisemblance. Puis, nous exprimerons le prix d’une option
européenne du modéle MBG avec saut en s’inspirant de la démarche de Merton ([17]) qui
consiste a choisir la loi normale comme loi de probabilité des amplitudes de saut ,et a considérer
le risque associé a la composante de saut diversifiable (non - systématique) ,c’est-a-dire
lorsque aucune prime de risque ne le rémunere.

En dernier lieu, nous montrerons I’impact de la présence des sauts sur une modélisation plus
réaliste du marché en ayant recours a la comparaison graphique entre le processus de Poisson

avec le processus de diffusion et le processus mixte (diffusion avec sauts).

Le chapitre 5 sera consacré a I’approximation par discrétisation du temps par laquelle se base
I’approche numérique de résolution des équations différentielles stochastiques.

A la sectionl, nous présenterons la simulation stochastique en temps discret, a savoir
I’approximation d’Euler stochastique qui sera appliquée sur une EDS du type linéaire.

Dans la section 2, nous parlerons des approximations des trajectoires et critére de convergence
forte ou la précision de I’approximation est relative aux trajectoires. Pour cela, nous estimerons
I’erreur absolue due a I’approximation de la trajectoire du processus d’Ité (solution exacte de
I’EDS), nous donnerons I’intervalle de confiance correspondant et nous introduirons I’ordre de
convergence forte.

Dans la section suivante, nous traiterons les schémas forts de Taylor qui sont , le schéma
d’Euler, le schéma de Milstein et le schéma fort de Taylor d’ordrel.5 et 2.0.

Ces approximations en temps discret sont basées sur le développement de Taylor stochastique
au sens de la convergence forte.

Nous terminerons notre étude par I’application des différents schémas forts de Taylor via le
logiciel <ANSEDS» développé par K.Boukhetala et K.Boudali ([9]) qui nous permettra de
mettre en ceuvre I’ensemble des schémas d’approximations, de modéliser et de trouver une

solution approchée des EDS régissant les modeles stochastiques.
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Chapitre 1 : Introduction a la notion des processus stochastiques

1-1- Introduction

Les mathématiques financiéres ont connu au cours de ces derniéres années un
développement considérable, cette essor vient d’une part de I’importance prise par les marchés
financiers et d’autre part de ’adaptation réussie d’outils mathématiques puissants a la résolution
de nombreux problémes financiers complexes que les mathématiciens modélisent par des
processus stochastiques (aléatoires).

L’objet de la théorie des processus stochastiques est de présenter et d’étudier les phénomenes
aléatoires dépendant du temps .Cette théorie constitue un vaste domaine d’étude auquel le

chapitre 1 ne sera qu’une introduction.

Nous allons commencer par présenter les notions élémentaires des processus stochastiques en
faisant appel a la notion de filtration , processus adapté et martingale en temps continu.
Nous discuterons ensuite les processus a temps continu les plus couramment rencontrés dans la
littérature financiére comme le processus de Gauss caractérisé par sa la loi normale qui permet
de modéliser les variations des prix des actifs financiers a trajectoires continues , le processus
de Markov, parfois appelé processus sans mémoire car son évolution future ne dépend pas de
son passé¢ mais uniquement de 1’état présent, cette propriété est souvent vérifiée dans la réalité,
en particulier,en physique, dans les réseaux de télécommunication,ou en mathématiques
financieres.

Enfin, nous introduirons le processus de Poisson le plus fondamental pour la description des

trajectoires discontinues.
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1-2- Généralités sur les processus stochastiques

Dans cette section, nous rappelons les définitions essentielles de la théorie des processus
stochastiques qui fournissent des modéles mathématiques de phénomenes aléatoires dépendant

du temps.

1- Espace de probabilité filtré

Soit 2 un ensemble quelconque.

Un espace de probabilité est donné (Q, A, P) et ’ensemble des temps sera IR™ =[0,+o0 [ .

a- Tribu

Une tribu (o - algebre) sur QQ et une famille de partie de(2, contenant I’ensemble vide, stable
par passage au complémentaire, union dénombrable et intersection dénombrable.
La tribu de boréliens de IR est la plus petite tribu contenant tous les intervalles ouverts

(ou fermés, ou ouverts a droite fermés a gauche ...). On la note B; .

b- Filtration

Une filtration est une famille croissante (F,),,, (c’est a dire telle que F, < F, pour toutt <s.)

de sous- tribus de A, qui peut s’interpréter comme I’information disponible qui évolue au cours
du temps. Cette information nous permet d’attribuer des probabilités cohérentes aux
éveénements pouvant intervenir.

Cette filtration est dite complete si F, contient tous les ensembles négligeables (de probabilité

nulle) de A. Elle est dite continue a droite si F, = ﬂ F, coincide avec F, pour toutt > 0.

s>t

(Q,A,(F).,,P) est appelé un espace de probabilité filtré .

2- Processus stochastiques (ou aléatoires)

Un processus stochastique (aléatoire) est la donnée de {Xt ,0<t< +oo}, ou, a t fixé, X,est une
variable aléatoire définie sur (Q, F)a valeurs dans ( IR?, BIRd ).

V o e Q fixé, la fonction t— X, (w) = X(m,t), est une trajectoire du processus X .
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a- Processus mesurable, Processus continu

Un processus X est dit mesurable si I’application suivante X : Qx[0,40o] — IR

(0,t)— X (o,t)
est mesurable.

Un processus est dit continu si pour presque toutwe Q, t— X(w,t) est continu
(i.e., les trajectoires sont continues).

b- Processus continu & droite, limité a gauche (cad — lag)

Un processus ( X,),., est dit cad-lag continu a droite, limité a gauche (cad-lag) s’il existe un
ensemble négligeable N € Q tel que, pour tout o ¢ N, la trajectoire t = X, (w) est continue a

droite en tout t > 0 et admet une limite a gauche en tout t > 0.
c- Processus adapté

Un processus stochastique X =(X,),,, estdit adapté ( par rapport a la filtrationF, ) si X,

est

F, - mesurable pour toutt.

d- Martingales a temps continu

Les martingales sont une des notions de base de calcul stochastique que nous rencontrons tout
au long de ce travail ,d’ou la définition suivante qu’en faite est une extension de celle du temps

discret.

Définition 1
Sur I’espace probabilisé filtré (Q2, A,F,P), le processus stochastique (M, ),., est une martingale

en temps continu si :

M)  Vt20 , E(M|)<w;

M2) Vs, t>0 telque s <t ; M, est F,- mesurable

M3) Vs, t>0 telque s<t, E(M,/F)=M, pour 0<s<t.
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Definition 2
Un Temps d’arrét par rapport a la filtration F, est une variable aléatoire t a valeurs dans

IR" U {+o} telle que pour toutt 20, I’événement {t<t}eF,.

Propriétés

- Lorsque M, est une martingale, ona, E(M,)=E(M,), pour tout t.

- Si M estune (F,)— martingale et si Set T deux temps d’arrét tel queS <T <K, K étant
une constante finie, M; estintégrableet M;=E(M; /Fy).

Ce résultat s’étend a tout les temps d’arrét si la martingale est uniformément intégrable [14].

3- Processus stochastiques particuliers

Soit, X (o,t)un processus stochastique et t,,t,,...,t, (ke N) une succession de valeurs du

temps.
a- Processus stationnaire

On considére les instants t,+ h, t,+h,..., t,+h ,Vh>0.
Un processus X (,t) est stationnaire si les variables aléatoires [ X (t;), X (t,),..., X (t,) ] et

[ X (t,+h), X (t,+ h), ..., X (t,+ h)] ont la méme distribution de probabilité .

b- Processus a accroissements indépendants

Un processus X (m,t) est a accroissements indépendants si Vi, <t,<...<t, keN, les
variables X (1)), X (t,)- X (t,),... X (t,)- X (t,_,) sont indépendantes.

Cela signifie que les états de ce processus évoluent dans un univers ou les variations passées

n’influencent pas les variations futures.
c- Processus a accroissements stationnaires

Un processus X (m,t) est dit a accroissements stationnaires si ¥V h,V t, X (t+h) - X (t) et

X (h) sont équidistribués, en d’autres termes la loi de X (t+h) - X (t) ne dépend que deh.

(Pour avoir plus de détail sur les processus stochastiques voir [1]).
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1-3- Processus stochastiques a temps continu

Nous allons maintenant présenter les processus stochastiques a temps continu les plus

fréquents dans la littérature financiere.
1- Processus Gaussien

Définition 3 (variable gaussienne)
Une variable X est gaussienne d’espérance m et de variance o” # 0 sisa loi IP, admet la

densité de probabilité :

f (x)= ! exp—(—(x_m)zj

o227 202

Une telle variable est notée X ~ N (m,c?).

Définition 4 (vecteur gaussien)

Un vecteur aléatoire X =(X,,X,,...,X,)"a valeur dans IR"est dit gaussien si toute

n
combinaison linéaire Z a; X, est une variable gaussienne a valeurs réelles .
i=1

On caractérise la loi de X par son vecteur espérance E(X) = (E(Xl), E(X,),.... E(X, )) m

et sa matrice de covariance ['=[ o ou o; ;= E(X;X))- E(X;)E(X}).

i,j ] i=l,n j=I,n

La variable X admet la densité de probabilité suivante :

_ (detT™)”
@r)”

fy (X5 X550 X))

exp {—%t (X—m)I(x— m)}

Ou ‘(x—m) est la transposée du vecteur colonne (X —m).

Un tel vecteur estnoté X ~ N(m,I") [5].

Définition 5 (processus gaussien)

Un processus X est gaussien si et seulement si toute combinaison linéaire finie de ( X,,t > 0) est

une variable aléatoire gaussienne, ceci est équivalent a

n
vn,vt, 1<i<n, va, »aX, =N
i=1
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2- Processus de Markov

Un processus stochastique est de Markov si, conditionnellement a sa valeur présente au temps t
son évolution future est indépendante de son pass€. Autrement dit, soit une séquence

quelconque  d’instants 0=t ,<t, < t,< ...<t, auxquels un processus prend les valeurs
arbitraires X, X, ,..., X, € IR.
Ce processus est markovien si Vn2>1 :
PIX({,)eB/ X(t,) =X, X(t,)=X,... X(t, ) =X, 1= P[X(t,)eB/X(,,)=X]
Ou B est un ensemble de Sz (S est une o -algebre).
)ieme

Par extension, on parle de processus de Markov du (n-1 ordre lorsque 1’état futur du

processus dépend des (n—1) états précédents .En d’autres termes, le processus de Markov est

un processus sans mémoire et on déduit rapidement les propriétés suivantes :

- E[Xn/ Xo = XO’XI =X1"">Xn—l = Xno1 = E[Xn/xn—l :Xn—l]

= PIX=Xgsee0s X =X X=X, 1= P(X, =X,/ X, =X,,)... P(X, =X,/ X =X%X,)P(X,=X,)

n-1 n-1»

Etant donné un processus de Markov, il est naturel de définir sa probabilité de transition de sa
t comme suit :

P(s,x,t,B)=P(X(t)eB/X(s)=x) ou 0<s<t,Bep,

Pour des valeurs fixes (S, X) et une valeur non fixét, p(s,X,t,.) est une fonction de probabilité

(mesure) dans la o - algébre . Sous ces conditions p (S, X,t,.) est dite probabilité de transition

P(s,%t,B)= [ p(s,xt,2)dz
B

On dit que le processus de Markov a temps continu est homogene si la probabilité de transition

p(s,X,t,z) ne dépend que de la différence (t —S) et non pas des instants Sett, dans ce cas, on
écrira : p(s,x,t,z)= p(0,x,t—s,2)= p(x,t—s,2)

P(s,x,t,B)= P(0,x,t—s,B)= P(x,t—s,B) ,B € f»
Cependant, les probabilités de transition ne sont toutefois pas arbitraires .Elles doivent satisfaire

I’équation de Chapman- Kolmogorov [1], défini comme suit

p(s,x,t,z) = I p(s, X, T;¥)p(t, Y,t,2)dy ... pour tout s<z<tet x,zelR

10



Chapitre 1 : Introduction a la notion des processus stochastiques

Pour les probabilités de transition, ces équations prennent la forme
P(Sa X;ta B) = j P(T5 yata B)P(S5 Xa Ta dy) s B € ﬂIR

L’intégrale ci-dessus est une intégrale de Riemann Stieltjes.

3- Processus de Poisson

Le processus de poisson est un des processus stochastiques a temps continu les plus simples .11
peut -étre défini de plusieurs maniéres qui sont équivalentes. La définition suivante semble la

plus appropriée a notre travail.

Définition 6

On dit que le processus stochastique en temps continu {Nt te IR*}E N, est un processus de
Poisson d’intensité A si

i- N, =0 avec probabilité un

ii- Le processus est a accroissements indépendants

iii-- Le nombre de sauts dans un intervalle de taille t est une variable aléatoire de Poisson de

parametre At . Pour tout S,t >0

P( Ns+t—Ns=n)=e-“(kL') n=0l. (LI
n!

Remarque 1
- Ce processus est a accroissements stationnaires puisque 1’équation (1.1) ne fait pas intervenir

la date s.

n=0,1....

- Lorsque N, =0, P(Nt:n):e_M(K—t')

Loi du temps d’attente des sauts

Sotent: T, = inf{t elR":N, = n} (1.e., premiere date a partir de laquelle N, =n) ;

T =1, -1, :le temps d’attente entre le n™ et le (n-1)™ saut ;

n
Et t, = ZTi ,n=>1,o0u t, sont les instants de sauts .
i=1

11



Chapitre 1 : Introduction a la notion des processus stochastiques

Proposition 1

SiN, est un processus de Poisson, alors les variables aléatoires T, , n =1,2,... sont indépendantes

et identiquement distribuées (i.i.d) , suivant chacune une loi exponentielle de paramétre A [25].

Définition 7

Le processus de Poisson N, compte le nombre de sauts survenus jusqu’a la datet.

(0 si 0<t<r,

1 st 1, <t<r,

n st T, <t<T,,

Notation plus concise : N, = zl{r < t}

nx1

La notation lA(w) désigne la fonction indicatrice de I’événement A (1 si we A,0 sinon).

a- Propriétés du processus de Poisson

1- Le processus de Poisson est continu avec probabilité 1 ;

1i- Le processus de Poisson saute un nombre fini de fois dans [0,T] ;

iii- Le processus de Poisson est croissant ;

iv-  Le processus de Poisson est un processus de Markov ;

v-  Le nombre de saut d’un processus de Poisson est une variable aléatoire ;

vi- Le processus de Poisson est un processus continu a droite limite a gauche (cad-lag) ;

vii- Le processus de Poisson est un pur processus de saut.

12



Chapitre 1 : Introduction a la notion des processus stochastiques

b- Processus de Poisson composé

Soit N, un processus de Poisson d’intensité A, et {Yi , 1> l}une famille de variables aléatoires
(1.1.d ) également indépendante de N, .

On appelle processus de Poisson composé le processus Q, défini par :

Remarque 2

- Les variables aléatoires Y; représentent la taille des sauts.
- SiY;=1 avec probabilité 1, alors,Q, = N,, ou N, est le processus de Poisson.
- Le processus de Poisson composé Q, est un processus a incréments indépendants et

stationnaires [7] .

¥

Trajectoire du processus de Poisson composé

13
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1-4- Conclusion et commentaire

Dans ce chapitre, nous avons simplement présenté les définitions de base pour aider le lecteur a
se familiariser et comprendre la structure des familles de processus stochastiques.

Nous nous sommes intéressés aux processus a temps continu pour pouvoir utiliser des outils
mathématiques tels que le calcul différentiel et le calcul intégral ce qui permet d’obtenir des
résultats plus intéressants qu’avec des processus en temps discret.

Cependant étant donné que le calcul stochastique, en particulier les équations différentielles
stochastiques sont récemment a la base de la construction de la plupart des modeles financiers,
nous aborderons encore une fois (dans le chapitre suivant) la notion des processus stochastiques
en se concentrant sur les processus de diffusion qui sont précieux dans la modélisations de

nombreux phénomenes aléatoires.

14
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Chapitre 2 : Processus de diffusion et équations différentielles stochastiques

2-1- Introduction

La motivation de ce chapitre est la suivante : Le mouvement brownien, ou processus de
Wiener, est le plus important des processus stochastiques, en finance comme dans les autres
sciences, d’une part parce qu’il sert a modéliser les perturbations aléatoires et d’autre part

parce qu’il permet de construire des modeles simples sur lesquels des calculs peuvent étre fait.

Le calcul stochastique ou calcul d’It6, du nom d’un des pionniers en ce domaine est un calcul
stochastique par rapport au mouvement brownien. Comme le mouvement brownien est a
trajectoire non différentiable alors il est indispensable de se tourner vers une nouvelle
description mathématique qui est 1’intégration stochastique. Cette derniére permet de définir une
¢quation différentielle stochastique (EDS) qui est une équation obtenue par la perturbation
aléatoire d’une équation différentielle ordinaire. Les solutions de ces équations définissent de
nouveaux processus, appelés processus de diffusion qui sont souvent markoviens au sens ou leur
comportement futur, conditionnellement au pass¢, ne dépend que de I’état présent. Cette
propriété de Markov est souvent vérifiée dans la réalité, en particulier, en physique ou en
mathématiques financieres.

La méthode de résolution d’une équation différentielle stochastique nécessite 1’introduction de
la solution correspondante a 1’équation différentielle homogéne. Cependant, il existe deux types
de solutions a une EDS : les solutions fortes et les solutions faibles. Lorsque la solution de
I’EDS ne change pas pour une autre valeur du processus de Wiener, on parle de solution forte,
dans le cas contraire, c'est-a-dire que si on trouve une solution correspondante a un processus de

Wiener bien particulier, alors elle est dite solution faible.

16



Chapitre 2 : Processus de diffusion et équations différentielles stochastiques

2-2- Le mouvement brownien

Le mouvement brownien, ou processus de Wiener, joue un role fondamental dans de nombreux
domaines. C’est en 1827 que le mouvement brownien est associé aux trajectoires tres
irrégulicres de fines particules dans un fluide par le botaniste Robert Brown, en 1900,
Bachelier, en vue d’étudier les cours de la bourse , met en évidence le caractére markovien du
mouvement brownien, la position d’une particule a I’instant t + s dépend de sa position en tet
ne dépend pas de sa position avant t.En 1905, Einstein détermine la densité de transition du
mouvement brownien par I’intermédiaire de 1’équation de la chaleur et relie ainsi le mouvement
brownien et les équations différentielles partielles de type parabolique.

La premiere étude mathématique rigoureuse est faite par N. Wiener (1923) qui exhibe également
une démonstration de 1’existence du mouvement brownien. Depuis, il continu a passionner les
probabilistes aussi bien pour 1’étude de ses trajectoires que pour la théorie de 1’intégration

stochastique. On le note W =(W,),., -

1- Définition du mouvement brownien

Un mouvement brownien standard (W,,t > 0) est un processus stochastique adapté construit sur

un espace probabilisé filtré (QQ, A, F,P) tel que :

MB1) VeoeQ , W /(0)=0
MB2) V 0<t, <t <..<t,, les variables aléatoires th —WtO ,Wtz —th ""’Wtk —Wtk_1 sont

indépendantes

MB3) Vs,t>0 telque s<t,la variable aléatoire W, —W, est de distribution normale
d’espérance 0 et de variance t—s . [W, =W~ N(0,t —s)]
MB4) VoeQ,latrajectoire t > W, (®) est continue. [15]

2- Propriétés du mouvement brownien

Proposition 1

Le mouvement brownien est un processus Markovien.

17
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Preuve

Pour toutu € [0,s], les variables aléatoires W, —W_ et W, sont indépendantes car

Cov[w, —W,_, W, |=Cov|w, —W, +W, —W, W, ] = Cov|W, —W_,W, |- Cov[w, -W, W, |
=0-0=0 par (MB2)

Par conséquent W, peut s’écrire comme la somme de deux variables aléatoires :
W =W, =W)+W,

W, ne dépend de la filtration ,F, qu’a travers o(W,)et W, —W, est indépendante de
F.=clW,:0<u<s}.

Proposition 2

Le mouvement brownien est une martingale.

Preuve
Par la définition méme de la filtration, il est évident que W est un processus stochastique adapté.

Pour tout instantt, la variable aléatoire W, est intégrable puisque

E[[\N|] j exp 2/ZI}dW ZJ'\/_ exp 2/2t}dw \/7

Vs,t>0,tel que s<t : EW,/F ]=E[W, -W,)+W,/F,]=EW, -W,/F.]+EW, /F,]
=E[W, -W,_]+W, par MB2
=W par MB3

S

Proposition 3

Vo e Q , la trajectoire t — W, (w) n’est nulle part différentiable.

La définition du mouvement brownien illustre bien cette propriété [7].

18
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3- Mouvement brownien avec dérive

Un processus X est appelé mouvement brownien avec dérive de parameétres p et o si X,
s’écrit

X, =pt+cW,, X, =0
Ou ; u représente la dérive (drift), c’est a dire I’espérance de variation par unité du temps et

la variance de cette variation par unité¢ du temps.

Les propriétés de X se déduisent directement de celles deW .
4- Mouvement brownien géométrique

Un processus stochastique X est dit mouvement brownien géométrique de parametre p et o
s’il s’écrit :

dx = pxdt+oxdw

Ou, dw est I’accroissement du processus de Wiener.
Le mouvement brownien géométrique peut-&tre défini d’une autre maniére, d’ou la définition

suivante.

Définition 1
Soit Y =(Y(t), t >0) un processus du mouvement brownien avec dérive p, et coefficient de
diffusion o alors le processus défini par :

Xt)y=e"V, t>0

est un mouvement brownien géométrique défini sur [0, + oof .(voir [4] et [7])

5- Processus de Wiener et bruit blanc

En pratique et en particulier en économie, la brusque hausse ou baisse d’un parameétre
quelconque décrivant ainsi des perturbations inattendues est modélisé au moyen d’un bruit blanc

qui est en relation avec le mouvement brownien.

Définition d’un bruit blanc

Un processus (U, ),,, est dit bruit blanc (White noise) d’espérance nulle et de variance o, et on

note (U, )., = N(0,6°) si et seulement si :
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EU,)=0 VteTcIR

o’ si h=0
YU(h) = COV(UtJUt+h):
0 si h#0

Les variables U, sont indépendantes et identiquement distribuées [8] .
En effet, on ne peut jamais calculer la valeur U, (®) d’un bruit blanc U (t) mais, il est possible

t
de le rencontrer comme intégrant sous la forme j A(a)U d, .

S

U,d_  est remplacé formellement par la différentielle stochastique d’un processus a

a o

accroissements indépendants et stationnaires dW, dont la mesure positive associée est la

mesure de Lebesgue et l'intégrale devient une intégrale stochastique de Wiener que nous

présentons dans la section suivante :
t t
[A@U,d,= [ Al)dw,

(Voir [9]).

2-3- Calcul stochastique

Cette section est une initiation au calcul stochastique, en particulier, le calcul différentiel
stochastique qui est la pierre angulaire de la théorie des options.
On se propose de présenter la définition de 1’intégrale stochastique et ses propriétés ainsi que le

calcul d’It6 basé sur une formule dite « formule d’It6 ».
1- Intégrale stochastique de processus en escaliers

Soit  (W,),,,unF,-mouvement brownien standard sur un espace probabilis¢ filtré
t
(Q,F,(F)ya<r>P) . Nous allons donner un sens précis a I’intégrale .[ H ., dW, pour un processus

0
H =(H,)., adaptés a la filtration (F, ), -
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Définition 2
On appelle processus élémentaire (ou processus en escalier) tout processus adapté (H,),., défini

par :

H (@) = 2@ () 1, (®

Ou; 0=1t, <t <t, <..... <t, =t sont des instants fixés et®,(w)sont des variables aléatoires

réelles mesurables et bornées.
Les trajectoires d’un processus ¢lémentaire sont donc des fonctions en escalier, constantes sur

les intervalles[t, ,,t;[, nulles apres t, .
Définition 3

On appelle intégrale stochastique d’un processus élémentaire (H,),., I’expression suivante :

Jt.HSdWS = Zn:(Di(\/vti _W‘i—l)
0 i=1

Remarque 1

Lorsque H, =W, , I’intégrale stochastique aura la particularité suivante :

t
Pour toutt, on a _[WS dw, = %Wtz —%t avec la probabilité 1
0

2- Propriétés de I’intégrale stochastique

i- La moyenne d’une intégrale stochastique est toujours nulle.

t
E[ [H des} =0
0
La notion E désigne I’espérance d’une variable aléatoire.

1i- La variance d’une intégrale stochastique se calcul au moyen d’une intégrale ordinaire.
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E C[HdeSJZ = ED'Hfds}

Etant donné la définition d’une intégrale stochastique a partir de laquelle nous obtenons :
2

E UO'HSdWSJZ = E{i@i(wti —Wtil)}

Puisque W, est a accroissements indépendants et les doubles produits sont d’espérance nulle. On

obtient :

E @Hsdwsj2 = ELan]@?(Wti W, }

Lorsque H, et W, sont indépendantes, 1’espérance du produit est égale au produit des

espérances, et par conséquent :

E [.:[HSdWST = Zl“E(ch)EﬁNti —Wti_l)2 = iZ::E(CDf)(ti—ti_l) = ED’des}

t
1ii- _[ H,dW, est une martingale a trajectoire continue.
0

t S
iv- U H SdWS} —~ j HZds est une martingale.
0 0

(Pour la démonstration des autres points voir [7]).
Etant donné le mouvement brownien est a variation non bornée, 1’intégrale stochastique n’obéit
pas aux regles de calcul différentiel classique, alors il est nécessaire d’introduire la formule d’1t6

qui permet de différentier une fonction deux fois continiiment différentiable d’un processus

stochastique et sera présentée dans le cas unidimensionnel.
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3- Formule d’1t6

Soit X un processus admettant une différentielle stochastique
dX, = K,dt+ H,dw,

et f: IRx[0,T]— IR une fonction deux fois continiment différentiable, dont les dérivées

2
. f . . .
partielles i(X,t) , i(X,t) , a—z(x,t) existent et sont des fonctions continues.
ot OX OX
Le processus Y défini par la transformation Y, = f(X,,t)admet aussi une différentielle
stochastique qui s’écrit

of of 10°f
dY, =df (X,1) = - (X, 0dt+ (X, A + = (Xt,t)(dX)

Ou (dX,)”est calculé en utilisant les régles suivantes : (dt)* =0, dt dW,=0, (dW,)* =dt.
En remplagant dX, et (dX,)’ par leurs équations différentielles respectives et en regroupant les

termes définissant le facteur de dt et le facteur de W, on obtient :

28

dy, :{%(xt,t)m T (XD + f(Xt,t)}dt ;(Xt,t)th .1)

(Pour la démonstration de cette formule, voir [7])

Remarque 2
Dans la théorie du calcul différentiel classique, la différentielle totale de la fonction

Y, = f(X,,t) est:

of of
dY, =~ (X, Odt+ = (X0,

of of of
= dY, = {E(X“t)* K, &(Xt,t)}du He— (X hdw,

En comparant cette formule a celle d’It6, nous remarquons qu’il y a un terme supplémentaire

qui est 5 (X ,)dt. Ce terme appelé(terme correcteur) permet de calculer I’écart - type

du mouvement brownien qui est de I’ordre de la racine carré du temps. Pour obtenir une

variation de ’ordre du temps, il faut passer aux termes du 2° ordre.
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La formule d’Itd6 ne permet pas toujours de résoudre explicitement une équation différentielle
stochastique (EDS), ceci nécessite 1’utilisation des méthodes numériques pour la résolution de
ces équations. Pour cela i1l faut d’abord savoir si ’EDS posséde une solution et vérifier la
propriété d’existence et d’unicité sachant la valeur initiale.

Notons que sous certaines hypothéses, la solution d’une EDS est un processus de diffusion

auquel nous donnons un petit apercu dans la section suivante.

2-4- Processus de diffusion

1- définition d’un processus de diffusion
Un processus de diffusion est un processus de Markov a trajectoires continues tel que pour
des fonctions bien définit a et b les trois limites ci-dessous existent.

Pour toute >0, s>0 et xe IR.

lim—— j (s, x,t, y)dy =0 (2.2)
tost—§ \y—x\>s
a(s,x) = lim—— [ (y=X).p(s, Xt y)dy 23)
t>s t—§ ly-X<e
0*(s,%) = lim-—— [y~ X0%.p(s. x4, )y 2.4
o= |y-x|<e

La probabilité de transition p(S,X,t,Yy) est bien définie dans la section 2 du chapitre 1.

La condition (2.2) ne permet pas au processus de diffusion d’avoir des sauts instantanés.

Les expressions (2.3) et (2.4) impliquent que les fonctions a(s, X) et b(s,X) peuvent s’écrire :

E[(Xt B Xs)/xs = X]
t—s

a(s,x)= lim (2.5)

E[(Xt _Xs)z/xs :X]
t-s

b*(s,X)= lim (2.6)

La fonction a(s,x)est appelée coefficient de tendance (ou dérive) et b(s,X) son coefficient de

diffusion a ’instant s et a 1’état X .
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Cas particulier

Le mouvement brownien standard est un processus de diffusion avec a(s,x) =0 et b(s,x) =1

a(s,x)=limE

t—s t—s to>st—§

W, W, /W, =X
t—s

W, -W
= lim E{%} = limL.O =0
—-S

_ 2 _ _ 2
b(s,x)=limE{(Wt W,)" /W, X}nmE{M}nmLI_s:l
t—s t—s t—s t—s t>st—§

2- Continuité d’un processus de diffusion

I1 existe différentes fagons de définir la continuité d’un processus stochastique X, :

i- Continuité avec probabilité]1 (Continuité presque slre)

lim p{o e Q:|X (5,0) - X (t, )| = 0}) =1

1i- Continuité en moyenne quadratique

2 . 2
E(X2)<w et tmE(X, - X,[*)=0
1ii- Continuité en probabilité (Continuité stochastique)

lsiil;l p({m eQ: |X(S,oa) -X (t,oo)| > s})= 0 pour tout £>0

iv- Continuité en distribution

limF, (x) = F, (x)

11 existe une relation entre ces continuités, ona ietii = iii = 1iv.
Le concept de continuité d’un processus de diffusion entraine la continuité du chemin aléatoire.
L’expression (2.2) permet au chemin aléatoire du processus de diffusion d’avoir un bon

comportement.
Définition 4
Un processus X est appelé processus d’Ito si X est un processus de diffusion et s’il existe deux

fonctions p et o vérifiant les deux conditions (2.5) et (2.6).
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Nous verrons plus loin, que lorsqu’on suppose qu’un processus de prix suit une diffusion, il est

sous- entendu quep et ¢ existent et qu’il s’agit en fait d’un processus d’Ito, la dynamique de

tels processus s’écrit sous forme d’une différentielle stochastique faisant intervenirp et .

2-5- Equations différentielles stochastiques

On appelle équation différentielle stochastique une équation différentielle ordinaire perturbée

par un terme stochastique .Plus précisément, c’est une équation du type :

dX, = p(X,,Hdt + o (X,,tH)dw, , X, =X, 2.7
Dans cette équation, dW, est la différentielle d’un mouvement brownienW .

Sous forme d’une intégrale 1’équation (2.7) s’écrit :
t t
X, =X, + [u(X,,9)ds+ [o(X,,5)dW, (2.8)
0 0

Ou, la seconde intégrale est une intégrale stochastique.p et ¢ sont les coefficients de dérive et
de diffusion respectivement ( ce sont des fonctions de IR x IR dans IR)et X, € IRest la valeur

initiale .

1- Existence et unicité des solutions des EDS

11 existe deux types de solutions a une EDS : les solutions fortes et les solutions faibles. Lorsque
la solution de ’EDS ne change pas pour une autre valeur du processus de Wiener, on parle de
solution forte, dans le cas contraire, c'est-a-dire que si on trouve une solution correspondante a

un processus de Wiener bien particulier, alors elle est dite solution faible.

Le théoréme qui suit donne les conditions sur pet ¢ pour qu’une équation différentielle

stochastique admet une solution.
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Théoreme 1
Supposons les hypothéses suivantes vérifiées :

i- Les fonctions p (X,t) et o (X,t) sont mesurables ent, pour X € IR

ii- Il existe une constante positive k telle que pourtout t€[0,T],xe IR, yelIR

D -py.0] + o -o(y.0] < k [x-y]

iii- Il existe une constante positive k' telle que pour tout t €[0,T],x € IR
[kt + o (x| <k (1+] x])
La condition X, est indépendante de (W,,t > 0)et est de carré intégrable alors il existe une
unique solution ( X,,t >0) de I’équation (2.8) a trajectoires continues telle que :
2
£ Csup [X,[)< e
0<t<T

Sous les hypothéses de ce théoreme, la solution est adaptée a la filtration naturelle du

mouvement brownien, on parle alors de solution forte et solution faible. ([2]).
a- Solutions fortes

Une solution forte consiste a trouver un processus stochastique X existant sur le méme espace

probabilisé filtré (Q, F,(F,).,,P) que le mouvement brownien et satisfaisant 1’équation (2.8).

On dit que la solution forte est unique si, lorsque ( X,,t > 0)et ()? -1 >0) sont deux solutions
fortes de la méme équation différentielle stochastique, on a

P[X, =X,,t>0]=1
b- Solution faible

Nous sommes en présence d’une solution faible si nous pouvons construire :
i- Un espace probabilisé filtré (Q,F, {F,,t =0}, P)

ii- Un (Q,F,{F,t

\

0}, P)— mouvement brownien standard {VVt L0204

iii- Un (Q,F, { IEt L0204, P )- Processus stochastique { >?t ,0>207} ; tel que :

K =%, +

o t—y

t
u(X)ds + [ (X, )dW,
0
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Remarque 3
Il est possible d’avoir plusieurs solutions fortes a une méme équation, si la solution forte est
unique il y aura aussi une unique solution faible. Par contre, si la solution faible est unique, il se

peut qu’il y ait plusieurs solutions fortes.

Proposition 4

i- Le processus X , solution de 1’équation (2.8) est un processus de Markov dont la loi initiale
est celle de X,.

ii- Si p et o sont des fonctions continues de t alors X est un processus d’It6 de parameétres

peto.

2- Résolution des EDS linéaires

Une équation différentielle stochastique est dite linéaire si elle s’écrit sous la forme :
dX, =[a, (X, +a,]dt +[b, ()X, +b, (H]dW, 29

Ou a,,a,,b,,b, sont deux fonctions de temps, mesurables au sens de Lebesgue et bornée sur
[0,T].
Lorsque a,(t) =0, b, (t)=0, le bruit apparait comme un terme additif et 1’équation (2.9)

devient :

dX, = a,(t) X dt +b, (t)dW, (2.10)

Dans ce cas I’EDS est dite linéaire au sens limité et I’équation homogene obtenue a partir de

(2.10) est une équation différentielle ordinaire.

dx : t
d_tt =a,(t)X,, ou la solution fondamentale est donnée par : y, = exp{j a,(s) ds] (2.11)

0

En appliquant la formule d’Ito  la transformation f(X,,t)=v,” X, on obtient :

_ dy,” . .
df (X,,t) = d(Ytht) = z,t[ X+, (1) X, Yt1:|dt+b2(t)7tl dw,
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=y, a,(t) = df (X,t) =b,(t)y," dW,

Cette dernicre expression peut s’écrire sous forme d’intégrale :
S

t
Yt_l X, =Y61 Xo +Ib2(s)y_l dw
0

Sous la conditiony, =1, la solution de (2.10) est :

t t
X, =yt(x0+jb2(s)y;1dwsj L ou v, :epral(S)dS] (2.12)
0 0

Quand a,(t)=0,b,(t)=0 , le bruit apparait comme un terme multiplicatif et 1’équation (2.9)

se réduit a ’EDS homogene linéaire :
dX, =a,(t) X, dX, +b, (t) X, dW, (2.13)

La solution fondamentale (2.11) d’une équation linéaire au sens limité satisfait 1’équation

différentielle ordinaire : d Iny, = a,(t)dt

En utilisant cette définition et en appliquant la formule d’It6 a la transformation de la solution

fondamentale d Iny, de (2.10) sera :

L1 _ ] 1
d(lny,) = {al Oy, v - Ebf O }dt +b, 1)y, ;' dW, :{al (t) _Eblz (t)} dt +b, (t)dw,
t 1 t
= Iny, =j(al(s)—Ebf(s))ds+jbl(s)dws
0 0

La solution de I’équation (2.10) est donnée par : X, =v, X, (2.14)

Ou la solution fondamentale y, de (2.10) est :

Y =Yo exp|:j(a1 (S)— %blz (s))ds + _[bl (s)dW (2.15)

Y, est généralement égalea 1.

Enfin, la solution de 1’équation différentielle linéaire (2.9) que le bruit présenté par le

mouvement brownien, soit additif ou multiplicatif est donnée par 1’expression :
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X, =vt[xo + [[2,(5) b, ()b, ()], ds+j(b2(s)v;1>dws}

t t
Ou la solution fondamentale est : v, = exp(J.(al (s)— %bf (s)ds + j b, (s)dW, J] (2.16)
0

0

(Pour plus de détails sur la résolution des EDS, voir [9]).

3- Exemples d’applications d’une EDS linéaire

a- Processus d’Ornstein- Uhlenbeck
On appelle processus d’Ornstein- Uhlenbeck le processus X a valeurs réelles, caractérisé par la

différentielle stochastique suivante :

dX, =a(k — X,)dt +bdw,
a,k et b sont supposées constantes.

Considérons le changement de variable: Y, =e*'(X,—k).,la formule d’Itd conduit a

t
dY, =e' bdW, , comme Y, = X, —k, ona: Y, =(X,—k)+b[e*dw,
0

En écrivant la relation entre Y et X sous la forme: X, =k +Yte—at

t

On aboutit & I’expression de X, suivante : X, = X, e +k(1—e ') +be ™ jea(t_s)dWS
0

X, est la solution du processus d’Ornstein — Uhlenbeck.

b- processus de capitalisation

Considérons 1’évolution d’un capital C(t)au cours du temps régit suivant I’EDS :
dC, =C(t)adt + C(t)bdW,
Définissant Y (t) =log(C(t)) et appliquons la formule d’It6

dC(t) = (a—b?/2)dt + bdw,

CommeY (0) =log C(0),la formule intégrale de Y (t)donne : Y (t) =logC(0)+(a—b*/2)t+bW,
D’ou; C(t) = C(0)exp[(a—b*/2)t+bW,]

De tels processus sont utilisés dans le modéle de Black et Scholes pour le calcul des options [5].
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2-6- Changement de probabilité et théoreme de Girsanov

Le théoréme de Girsanov donne I’outil technique qui permet la transformation d’un processus

de dérive donné p en un processus de dériver # .

Afin d’introduire progressivement ce résultat, nous présentons tout d’abord la technique de

changement de probabilité.
1- Changement de probabilité

Une probabilité Qdéfinie un changement de probabilité (par rapport aP), sur un espace

(Q, F,P)s’il existe une variableY , telle que pour tout événement A e F

Qa(A) = E[[Yd,]

1 si me A

Ou; d,(w) =
0 si non

La variable Y s’appelle la dérivée de Radon- Nikodym de Q par rapport a P
La probabilité¢ Q est absolument continue par rapport a P au sens ou P(A)=0= Q(A)=0

Réciproquement : si Q est absolument continue, Q est un changement de probabilité.

Rappelons que deux probabilités P et Q sont équivalentes si et seulement si :

P(A)>0 < Q(A) >0

. , .. 0Q , . . . \ .
Notons que la variable aléatoire P a nécessairement une espérance égale a 1, et si X est une

variable sur Q, et P et Q deux probabilités,ona: E,(X)=E, (g—g XJ

2- Théoreme de Cameron- Martin- Girsanov

Le théoréme de Girsanov est le résultat fondamental utilis¢é pour 1’équivalence et 1’absolue

continuité de lois de processus de type de diffusion. Nous énongons ici ce théoréme.
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Enoncé du théoreme

Soit A= {A, :te[0,T]} un processus adapté a la filtration F , filtration naturelle du mouvement

brownienW , et L =(L,,t€[0,1]) le processus défini par :

t t
L, =exp (—jﬂsdws —%j;tids)
0 0

Le processus A satisfait la condition de Novikov ssi :
E L7
o = | exp Ejisds <0
0

Si A satisfait la condition de Novikov, on a :

Théoréme 2

I- Le processus L est une P —martingale.

t
2-  Le processus Z défini par: Z = Z, +jlsds est un mouvement brownien sur
0

(Q,AF,Q)ou Q est caractérisé par Z—S = L

2
On peut remarquer que siA est une constante, dans ce casona L, =exp [— AZ, —itj .
(voir [4]et [13]).
Remarque 4

T
La condition E_|exp lJ./Izds <owest une condition suffisante pour que d—Qsoit une
P 27 ° dP

martingale.

Remarque 5

Nous n’avons pas besoins de calculerQ, nous avons juste besoin de savoir qu’elle existe et de

connaitre 1’équation différentielle stochastique du processus qui nous intéresse sur

I’espace (Q,F,(F,),Q) , a savoir I’évolution du prix d’un titre risqué.
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2-7- Conclusion et commentaire

Nous avons fournis dans ce chapitre une introduction a un certains nombre d’outils
stochastiques. Tel que le calcul stochastique, en particulier les EDS du type It qui peuvent
modéliser des situations diverses.

Dans la modélisation financiére ont fait rarement la distinction entre processus de diffusion et
processus d’Itd car c’est toujours cette derniere catégorie qui est utilisée.

Ces processus servent a modéliser plusieurs marchés d’actifs financiers, avec le probléme de
I’évaluation d’un portefeuille et de la couverture de I’option, alors que I’application classique du
théoréme de Girsanov consiste dans 1’évolution d’une option européenne par la technique de

changement de probabilité. Ceci fera 1I’objet du chapitre 3.
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Chapitre 3 : Les options financieres

3-1- Introduction

Dans une économie de marché libre, les investisseurs désirent choisir le niveau de
risque approprié a la gestion de leurs transactions, c¢’est pourquoi, ils cherchent a se couvrir
contre les événements défavorables sur les marchés financiers qui redistribuent les risques.
Ce souci de couverture trouve satisfaction principalement a travers les options qui ont pris
beaucoup d’importance ces derniéres années et sont maintenant échangées sur de nombreux

marchés financiers.

Notre principal objectif dans ce chapitre est de présenter la théorie et la pratique des options en
finance, leurs contextes, leurs évolutions et les stratégies qui peuvent étre mise en ceuvre pour
leurs gestions.

Le modele d’évaluation d’option que nous étudierons est celui élaboré par Fischer Black et
Myron Sholes (1973), considéré comme un modele en temps continu devenu célébre dans le
monde de la finance moderne. Pour cela nous nous placerons dans le cas simple de I’évaluation
d’un certain type d’options, qui sont « les options européennes ».

Toute option dans ce modele peut €tre répliquée par une stratégie de couverture faisant
intervenir son sous-jacent ,sa valeur est alors déterminée de facon unique, par absence
d’opportunité d’arbitrage, qui signifie que tout gain supérieur au rendement d’un actif sans
risque est nécessairement lié a un risque .C’est sur la base de ce principe que I’on peut évaluer
une option dans le cadre d’un marché complet ou il existe une seule probabilité¢ équivalente a la

probabilité initiale sous la quelle les prix actualisés des titres sont des martingales .
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3-2- Les options
1-Définition de I’option

Une option est un contrat conclu entre deux parties. L’acheteur (détenteur) de 1’option posséde
le droit et non 1’obligation d’acheter (option d’achat ou «call»), ou de vendre (option de vente ou
«put ») un titre (action, devise, matiere premiere ...) a un prix fixé a ’avance (prix d’exercice)
et a une date future moyennant le paiement immédiat d’une prime au vendeur (émetteur).
L’option financiére (ou négociable) sur action est une option cotée sur un marché et dont le
sous-jacent est une action.

On distingue deux grandes catégories d’options: les options européennes et les options
américaines. La différence tient au fait de pouvoir exercer ou non I’option avant 1’échéance.
Dans le cas d’une option américaine, 1’acheteur peut exercer son option a tout moment entre

t, (prise de position) et T (échéance), alors que 1’option européenne ne peut étre exercée avant

I’échéanceT .

» Prix d’exercice
C’est le prix auquel 1’acheteur de I’option d’achat (de vente) pourra, s’il le désire, acquérir

(vendre) I’action considérée. Le prix d’exercice peut étre fixé librement entre les deux parties.

+ Laprime
La prime est le prix avec lequel le contrat d’option (de vente ou d’achat) sera négocié, et que
I’acheteur devra payer au vendeur. Plus I’option est risqué pour le vendeur, plus la prime a

verser par I’acheteur de cette option sera élevée.
2- Les stratégies de base

Les quatre stratégies de base sont présentées pour visualiser 1’achat de I’option d’achat (achat de
call), la vente de I’option d’achat (vente de call), ’achat de I’option de vente (achat de put), la

vente de I’option de vente (vente de put).

a- Achat d’une option d’achat
L’achat de call est une spéculation a la hausse. L’acheteur de call espére qu’avant I’échéance, le
cours du support aura monté et dépassé le prix d’exercice. Cette opération entraine un risque de

perte maximale €gale au prix de I’option achetée.
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En revanche, I’acheteur d’une option d’achat réalise un profit dés que le cours du support est
supérieur au seuil de rentabilité (point mort).

Notons :
C : le cours de I’opération d’achat au temps t

le cours de I’opération de vente au temps t

P:

K : le prix d’exercice

S : cours de I’action sous-jacente au temps t
S

cours de cette action a I’échéance du contrat
Alors I’acheteur d’une option d’achat obtiendra un retour (payoff) positifsi C < (S* - K)
En d’autres termes :
Le gain de I’acheteur = —C si S"<K

= S"-K-C si $">K

Cette stratégie est illustrée sur la figure 3.1.

Profit 4

+ Seuil de rentabilité /
\ gain

*
0 K S
0 >
pdr te | K+C cours du support
1
1
-C

Figure 3.1 : Achat de call a I’échéance

b- Vente d’une option d’achat
Cette stratégie correspond a une anticipation de baisse. L’émetteur de cette option enregistre un

gain maximum lorsque celle-ci n’est pas exercée et conserve 1’intégralité¢ de son prix.
Quand le cours de I’action dépasse le prix de I’option, celle-ci sera exercée si: C > (S™ — K).

En d’autres termes :

Le gain du vendeur = C si S" <K

K-S"+C si S">K

37



Chapitre 3 : Les options financieres

Profit A
+
Seuil de rentabilité
+C
gain ' *
0 ; S
K K+ Cours du support
Perte

Figure 3. 2 : Vente de call a I’échéance

c- Achat d’une option de vente
C’est une stratégie d’anticipation de baisse. Le détenteur de put espére que d’ici a I’échéance du
contrat, le cours diminuera de fagon qu’il puisse exercer son droit de vente a un prix supérieur a
celui du marché.
L’acheteur d’une option de vente exercera cette option si le cours de I’action a I’échéance S” est
inférieur au prix d’exercice mais il n’enregistrera un gain que siP < (K —S7).
Par contre, la perte maximale est égale au prix de 1I’option achetée.

Le gain de ’acheteur de I’option de vente = K-S —P si S" <K

= —-P si. ST>K
Profit A
+
\ Seuil de rentabilité
gain S"
0 K >

)
! Cours du support

-P K-P\: perte

Figure 3. 3 : Achat de put a I’échéance
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d- Vente d’une option de vente
L’opérateur anticipe une 1égeére hausse des cours de I’action, et empoche ainsi la valeur temps.
En cas de hausse du cours, le gain maximal est le montant de la prime encaissée et sa perte sera
potentiellement sans limite.
L’avantage de cette stratégie réside dans le fait de pouvoir pratiquer des achats d’actions a des
cours en baisse.
Le gain du vendeurduput = S*"—=K+P si S* <K
+ P si. S">K

Profit

Seuil de rentabilité

\ +P
]
pdrte K-P K Cours du support
A

Figure 3.4 : Vente de put a I’échéance - Référence :([13])

3- La valeur d’une option

La valeur d’une option se décompose en deux parties : la valeur intrinséque notée VI et la valeur

temps notée VT .Tel que :

Prix de I’option = valeur intrinseque + valeur temps

a- La valeur intrinseque

La valeur intrinséque de 1’option est la valeur qu’elle aurait a 1’échéance .Cette valeur peut étre
soit positive, soit nulle. Dans ce dernier cas, le détenteur de I’option n’a pas intérét a 1’exercer.

La valeur intrinséque est égale a max (0,S — K)pour I"option d’achat et max (0,K —S)pour

I’option de vente.
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Définition 2
Une option est dite « IN the money » si elle pouvait étre exercer avec un retour ( payof)
non nul. Elle est dite « OUT the money » si elle ne pouvait pas étre exercer . Elle est

dite «AT the money » dans la situation neutre (entre IN et OUT).

Option d’achat Option de vente
K=S | =2VI=K-S=0; AT the money | = VI =0; AT the money

K<S | =VI >0 ; IN the money = VI =0 ; OUT the money

K>S | =VI =0 ; OUT the money = VI >0 ; IN the money

Tableau 3.1 : Tableau récapitulatif IN-OUT-AT

b- la valeur temps
La valeur temps est la différence entre la valeur de 1’option et sa valeur intrinséque .La valeur

temps est C —(max (0,S —K)) pour une option d’achat et a P —(max (0,K —S)) pour une

option de vente .Elle est toujours positive .Les primes C et P sont appelées valeurs marchandes.
4- les déterminants du prix d’une option

La valeur de D’option est influencée par six importants facteurs :le cours du sous - jacent
(support), le prix d’exercice, la volatilité du sous-jacent, la durée de vie de ’option, le niveau

des taux d’intérét et enfin les dividendes.

a- le cours du sous-jacent
Pour un prix d’exercice donné, une option d’achat est d’autant plus profitable et plus chére que
le cours de la valeur sous-jacente est élevé.
Pour une option de vente, plus le cours du support est ¢levé et moins elle a de la chance d’étre

profitable, ce qui la rend bon marché.

b- le prix d’exercice
Pour une option d’achat, une option avec un prix d’exercice €¢levé est moins chére qu’une option
a prix d’exercice faible. Inversement, pour une option de vente, une option avec un prix

d’exercice ¢élevé est plus chére qu’une option a un prix d’exercice faible.
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c- le prix spot
La valeur de I’option d’achat (de vente) est croissante (décroissante) par rapport a la valeur du
sous-jacent. Par ailleurs la valeur temps est maximale quand le prix du sous-jacent est proche
du prix d’exercice. Lorsque le prix du sous-jacent est trés inférieur au prix d’exercice, la

probabilité d’exercer est trés faible. Ainsi C; =0 avec une probabilité trés forte. Dans ce cas, la

valeur de 1’option est proche de zéro et par conséquent la valeur temps aussi.
Lorsque le prix du sous-jacent est trés supérieur au prix d’exercice, I’option sera exercer avec

une quasi-certitude .A 1’échéance on aura C; = S; — K avec une probabilité proche de 1.

d- la volatilité du sous-jacent

La volatilit¢ du sous-jacent est mesurée a partir de ’écart- type des taux de rentabilité
enregistrés sur les cours de 1’action sous-jacente, la volatilité¢ de 1’option est calculée de la méme
fagon a partir des taux de rentabilité de 1’option.

La volatilité des options est largement supérieure a la volatilit¢ des actions. Sa valeur est une
fonction croissante de la volatilité des actifs sous-jacents .En effet , ’acheteur d’une option est
d’autant plus prét a acquitter une prime ¢€levée que I’amplitude des fluctuations du sous-jacent
est importante .Ce raisonnement est valable pour les options d’achat comme pour les options de

vente .

e- la durée de vie de I’option
L’influence de la durée de vie de I’option apparait a travers I’évolution de la valeur temps.
Plus la durée de vie de 1’option est longue, plus la valeur temps est élevée. Autrement dit,
la durée de vie influence a la hausse la prime pour une option d’achat et pour une option de

vente

f- Le niveau des taux d’intérét
L’option négociable sur action est généralement un contrat a court ou moyen terme, il faut donc
considérer les taux sur les périodes correspondantes .Une augmentation des taux d’intérét

entraine une augmentation du prix de I’option d’achat et une baisse du prix de I’option de vente.

g- Les dividendes
Le dividende est la part de bénéfice attribuée a chaque actionnaire d’une société ou institution,

et dont le montant est fixé par I’assemblée générale.
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La perte de la valeur due au versement de dividende se reporte sur la valeur de 1’action.
Lorsqu’il y a négociation de contrat de I’option , les opérateurs doivent donc s’efforcer
d’anticiper la date et le montant du versement du prochain dividende. Si la distribution doit
intervenir pendant la durée de vie de I’option, le cours du sous-jacent sera affecté par ce
versement .Le cours du sou jacent chute immédiatement de la valeur du dividende. Cela
profitera au vendeur d’options d’achat et a I’acheteur d’options de vente.

Nous pouvons résumer les effets de ces déterminants sur le prix d’une option dans le tableau

suivant.

Les facteurs déterminants Option d’achat | Option de vente
1- le cours du sous-jacent + -
2- lavolatilité + +
3- les dividendes - +
4- le taux d’intérét + -
5- la durée de vie de I’option + +
6- le prix d’exercice - +

+ : influence positive
- : influence négative

Tableau 3.2 : Effet des déterminants sur le prix de I’option [13]

3-3- Evaluation des options en marché complet

Nous consacrons cette partie a la présentation de certaines stratégies d’investissement ainsi qu’a
I’é¢tude du modéle de Black et Scholes congu pour évaluer les options européennes en 1’absence

d’Opportunité d’Arbitrage.

1- Stratégies financiéres

Considérons un marché financier pendant une durée T : 0<t <T . Ce marché comprend deux
actifs que nous noterons :
S un actif sans risque dont le prix S vérifie S) =e"™ , dS’ =rS’dt , SJ =1 o0 r est

constant et connu.
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S, un actif risqué dont le prix S, vérifie
ds,=a(S,,t)dt+b(S,,t)dw, , S,=s (3.1)
a- Stratégie de gestion de portefeuille

Une stratégie de gestion de portefeuille ¢ est la donnée d’une suite (@;,¢,)ocr F;-adapté, ou
¢! et @, représentent respectivement les quantités d’actif sans risque et d’actif risqué

composant le portefeuille. La valeur a I’instant t d’un portefeuille associé a la stratégie ¢ est

donnée par :

I, = (P? St0 +¢, S,

b- Stratégie autofinancée

Une stratégie est dite autofinancée si ’on n’ajoute pas et I’on n’enléve pas de 1’argent du
portefeuille aprés D’instant initial. Dans le cas discret, les stratégies autofinancées sont

caractérisées par 1’égalité :

V,(0) =V, (@) + > (9,,AS, )  Vne{l..,N}

k=1

Ou AS, estle vecteur S, - S, .

La transposition de cette égalité a temps continu conduit a €crire la condition d’autofinancement

sous la forme :
Pour tout te[0,T], dII, =¢,dS. +¢,dS,
Une stratégie ¢ est dite admissible si elle est autofinancée et si: Pour tout t € [0,T] , II, >0
c- Absence d’Opportunité d’Arbitrage

Une opportunité d’arbitrage ou plus simplement un arbitrage est un moyen de gagner de 1’argent
sans prendre aucun risque. Nous allons donner une définition mathématique de 1I’Absence

d’Opportunité d’arbitrage. Pour cela, il faut commencer par définir une stratégie d’arbitrage.
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Définition 3
On appelle stratégie d’arbitrage une stratégie ¢ autofinancée de valeur initiale nulle [[, =0 et

de valeur finale non nulle [[; >0 p.s

On dit qu’il y a absence d’opportunité d’arbitrage s’il n’existe pas de stratégie d’arbitrage. Dans

ce cas le marché est dit viable.
d- Probabilité risque neutre

On appelle probabilité risque neutre toute probabilit¢ Q équivalent a P telle que tous les prix
sont des ( F,Q) martingales.

Pour les modé¢les continus, 1’existence d’une probabilité risque neutre entraine toujours

I’ Absence d’Opportunité d’ Arbitrage mais la réciproque est fausse.
Théoreme 1

Un marché est viable et complet si est seulement s’il existe une unique probabilité risque neutre

Q ¢équivalente a P sous laquelle les prix actualisés des actifs soient des martingales.
(Pour la démonstration voir [7] chapitre 4)

2- Modéle de Black et Scholes
On suppose que I’actif risqué est solution de ’EDS :

dS, =uS,dt+cS,dW, , S, =s (3.2)

Les coefficients de dérive . et de diffusion & sont constants.

dS : Variation de S pendant un instant trés court égale a dt

dW : Un processus de Wiener standard

Cette EDS admet la solution unique explicite suivante :

S, = sexp{(u—éczjtjtcwt} (3.3)
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Définition 4

Une option européenne f sur ’actif (S, ), d’échéanceT , est une variable aléatoire sur 2 qui est
F; - mesurable et positive .Pour une option européenne standard f(w)= f (ST (a)))

C’est-a-dire que f ne dépend que de la valeur finale de 1’actif sous-jacent.

Par exemple: f(S;)=(S; —K) pour un call européen et f =(K-S;) pour un put

européen. Avec (S; —K )" "=max (S; —K,0).

Définition 5
On dit qu’une stratégie admissible duplique (ou qu’elle simule) I’option f si elle est

autofinancée et si elle vérifie [[; = f(S;).

a- Equation différentielle de Black et Scholes
Le modele de Black et Scholes repose sur un nombre réduit d’hypothéses de base :

= Le prix de I’option suit un processus brownien géométrique de moyenne x et
d’écart type o
= Lavente a découvert d’actifs avec utilisation du produit de la vente est autorisée.
= Iln’yani taxes ni colts de transaction
= L’action ne verse pas de dividende
* Iln’y apas d’opportunité d’arbitrage sur le marché
= Les actifs sont traités de maniére continue
= Le taux sans risque I est constant et identique sur toutes les maturités
* Le cours de I’action suit un processus d’évaluation stochastique continu de Wiener défini

par I’équation différentielle d’It6 (3.2)

La valeur d’une option d’achat a maturité T et de prix d’exercice K est une fonctionC(S,,t).

En appliquant le lemme d’It6, on montre que C suit le processus suivant :

1 0°C

oC oC oC
dC(S,,t) = (g(st,t)ust +E(Stat) +Eas_2(8tat)028tzjdt + E(Stat)sstdwt (3.4)

En constitue un portefeuille composé d’un call, de ¢, parts de I’actif sans risque et de ¢, de

I’actif risqué. La valeur de ce portefeuille est :
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I, :(Ptosto"'(PtSt =C(S,1) (3.5)
En supposant la condition d’autofinancement d [, = ¢;dS + ¢,dS, = dC, et en identifiant les

termes de dt et dW, dans d[],et dC,,ona:

oC 10°C
(P?rsto‘i'(Pt“St :E(Stat)"‘l«ls (St,t) 2 (St’t)
oC . oC
Et ¢,cS, =GStE(St,t) , soit @, =g(5t,t).
En utilisant I’équation (3.5), on obtient : @;S =C(S,,t)— ¢, S, (3.6)
En remplagant o, par sa valeur dans (3.6), on trouve : ¢;S’ =C(S,,t) - oc S D’ou

282a C

oC oC
E(St,t)+rstg(stat)+ (Stat) rC(Stat)

(3.7)
C(SUT) = (St - K)+

C’est I’équation différentielle de Black et Scholes. Reste a trouver la fonction C solution

de cette équation. [16].

b- Formule de Feynman- Kac

Supposons que la fonction F(Ss,t)est solution de ’EDP de Black et Scholes

a—(s t) + u(s, t) (s t)+— 2 (s, t) (s t)=rF(s,t)

F(s,T)=d(s)

Alors, 8’1l existe une solution S de I’EDS :
dS, = (S, Hdt+o(S,,Hdw, Sto =S

On a, sous I’ hypotheses d’intégrabilité IE[G(S t)—(s, t)} dt <o,

Fis.h=e T E(S, /s, =5,

(Voir [14]).
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Donc si on applique la formule de Feynman- Kac a I’équation (3.7), on trouve la solution C

attendue.

—r(T-t)
C(S,,t) = E[e (S; - K)*}

c- Evaluation a risque neutre

L’équation différentielle de Black- Scholes (3.7) pour le prix C(S,,t)a la datetd’une option
construite sur un actif risqué S ne contient pas la tendance réelle p de S, seuls interviennent le

taux d’intérét ret la volatilit¢ 5. Donc, on passe de la probabilité naturelle P a la probabilité

risque neutre Q en remplacant le taux de rendement espéré p par le taux sans risque I.
En fait cette opération correspond bien a un changement de probabilité.
dS, =pS,dt+cS, dW,
=rS,dt+cS, (“T_rdudwt) =S, dt + oS, dw,2

Sous P, W, est un processus de Wiener standard. La transformation est telle que, sousQ, c’est

WS qui est un processus de Wiener standard.

Dans ce contexte, la formule d’évaluation d’option européenne sur un actif S d’échéance T est

donnée par :
—r(T-t +
cs.h=e"TVE (s, —K)' /s, =3]
Ou E, représente I’espérance calculée « dans le monde a risque neutre ».

d- Formule de Black-Scholes

Grace aux résultats précédents, le calcul de la fonction C(S,,t) se fait en remarquant que sous la

condition S, =s la distribution de la variable aléatoire S; est définie par :

S; = Sexp{(r — 62/2)(T —t)+ oW, —W, )}
Cette écriture montre que le processus S; satisfait la propriété de Markov, c'est-a-dire que

conditionnellement a S,, S; indépendante de la filtration F,.
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S —Sexp{(r— 2[2)(T -t) +G\/— }

W, -W, C .
L aune distribution normale standard. I faut donc calculer

:
N

Ou ; la variable aléatoire

C(S,.t) = e‘r(”)j(x —K) dH(x),
K
Ou;

H(x) = P(ST < X/S, :s)= (Sexp((r—c /2)(T =t)+oT \/—t j /S _sj

W, —W, _log(x/s)~(r—o*/2)(T 1)
P S, =
(=TT )

GI{log(x/s) (r—c_st/z)ﬁ—t)j S(u(0)

log(x/S)—(r—c>/2)(T —t) UoT — ta(r—o2/2)(T-t)

Hx)= oVT —t

= X=S§¢

log(K/s)-(r—o’ /T -t) __, . 4 _log/K)+(r—c’/2)T-1)

osons : U(K)=
P () oVT —t oVT —t

Il vient que :

o (-0 +jm(&etjcs\/T —t '+(r—02/2)(T—t) —K)dd(u)
-d,

CELH=

ﬁ_
a

—r(T-t) 5 o o
€ se(r-o”/2)(T-b) J‘ euc\/T—t.e—u2/2du_K Ie‘”z/zdu
N2 -d, _

17 ' ) o
= s(1-®(=d, —oVT—0))-Ke TV (1-d(-d,))

_ [S 1 e—1/2(u—c\/T—t)2 du_Ke—r(T—t)J' 1 e“z/zdu]
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C(S.h= =sdloVT—t+d,)-Ke T Vad,) ;

en raison de I’égalit¢ ®(—p) =1-D(n).

Sion pose,cVT —t+d, =d,. La formule de prix d’une option pour un call européen a pour
expression :

C(S,,t)=sd(d,)-Ke """ d(d,) (3.8)

Ou ; @(.)est la fonction de répartition de la loi normale N(0,1) , sa valeur est obtenue dans la

table statistique. Avec :

g, - log(s/K)+(r—c? /2)(T —t) (3.9)
ovT —t
d =d, +oVT —t = 1°g(S/K)+(rT+ Gtz 20 -Y (3.10)
o T —

Ou r est le taux d’intérét sans risque (a court terme), T —1t est la durée de vie a maturité de

I’option ou temps restant d’ici a ’échéance T du contrat.

Le prix d’une option de vente P(S,,t), portant sur le méme titre de base et ayant la méme date

d’échéance et le méme prix d’exercice, est donné par :

PS,,t)=K e " TV d(-d,)-S d(-d,)

En raison de la relation de parité put-call P+C=Ke "7,

Le Delta de I’option, noté A, représente la variation de ’option lorsque le sous-jacent varie
d’une unité monétaire. Il permet de définir la stratégie qui, en continu, permet de couvrir le
risque li¢ a 1’achat ou a la vente d’une option en prenant une position sur le sous-jacent. Ils sont

définis par les équations suivantes :

A=§= N(d,) >0 pourun callet,
0S
A=Z—:= N(d,)—1<0 pour un put

49



Chapitre 3 : Les options financieres

3-4- Conclusion et commentaire

Nous pouvons tirer de ce chapitre deux conclusions :
La premicre est que nous nous sommes intéressés seulement aux options européennes, car les
options américaines offrent plus de droits et déterminer leur prix et leur couverture est plus

compliqué que dans le cas européen.

La deuxiéme conclusion est que le modéle de Black et Scholes est basé sur un certain nombre

d’hypothéses qui permettent son utilisation.

- Il donne lieu a des formules exactes pour les prix de call et de put, c'est-a-dire pour les
quantités d’actifs risqués que doit contenir le portefeuille.

- Stipule une loi log- normale pour les rentabilités de 1’actif sous jacent (avec une volatilité et

une espérance par unité de temps constante).

Cette derniére hypothése contraint le prix de ’actif sous-jacent a évaluer de fagon continu et
régulicére ce qui exclu la prise en compte des situations extrémes. Ceci favorise I’émergence de
nouveaux modeles montrant I’intérét de nombreux travaux a la recherche du comportement de
prix qui soit plus réaliste que la loi log- normale.

Ces recherchent aboutissent a une extension du modele de Black et Scholes a des modeles a

trajectoires discontinues que nous allons étudier en détail dans le prochain chapitre.
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Chapitre 4 : Modeéles d’application d’EDS pour les prix spot de I’électricité

4-1- Introduction

Le marché de I’électricité est un marché en plein évolution dont la dynamique ces quinze
derniéres années a été marquée par une vague de déréglementation qui s’est propagée
mondialement.

Les prix de I’électricité sont influencés par les mécanismes de la production et la consommation,
transfert et stockage, achat et vente. Chaque acteur du marché de I’électricité, du producteur au
consommateur final, prend ses décisions en fonction de nombreux facteurs fondamentaux, qui
complixifient le comportement des prix. On peut observer : un effet de retour a la moyenne, des

fluctuations saisonnieres, des pics de prix et une forte volatilité.

Dans les modeles :Mouvement brownien geométrique (MBG) et Retour a la moyenne (MRM),
le prix de I’actif est une fonction continue du temps, or les trajectoires continues ne permettent
pas toujours une description adéquate, en particulier si les variables modélisées peuvent subir
des variations brutales des cours. Ainsi I’introduction de discontinuité dans les trajectoires est
un moyen de modélisation de ce genre de phénomene, ce qui nous a conduit a proposer des
modeles stochastiques a trajectoires discontinues appelés « modeles de diffusion avec sauts ».

Ces modeles ont pour la plupart une caractéristique qui les différentie des autres modéles, ce
sont des modeles de marché incomplet. 1l n’existe donc pas de stratégie de couverture parfaite
des options. Il semble particulierement intéressant de trouver le prix de I’option et de choisir la
stratégie de couverture permettant de minimiser le risque. Mais auparavant il serait nécessaire

d’aborder les techniques d’estimation de chaque modéle avec et sans sauts.
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4-2- Libéralisation du marché de I’électricité

1- Présentation

Historiquement, sur la plupart des continents, le marché de I’électricité fonctionne selon le
modele suivant : Le service est offert par un monopole public ou privé qui se charge d’assurer
la production, le transport, et la distribution, ces activités sont réglementés par une régie ou par
des societes public .

Depuis une quinzaine d’années on observe une nouvelle approche : les fonctions principales du
monopole sont réparties entre différentes entreprises ou les prix sont établis par la concurrence
entre fournisseurs. Pour cela des regles sont établies afin que tous les fournisseurs aient acces
selon une tarification connue et identique pour tous. Cette nouvelle approche est souvent

désignée par I’expression « Libéralisation du marché de I’électricité ».

2- Caractéristiques de I’électricité

Le marché de I’électricité se caractérise par de fortes variations de la consommation d’un
moment a I’autre et d’une saison a I’autre et de I’impossibilité de stockée I’électricité dont la
production doit répondre a tout moment a la demande immédiate.

Les nombreuses installations doivent donc rester a I’arrét la plupart du temps, pour assurer
I’approvisionnement aux heures de plus forte consommation. D’autre part I’électricité étant
susceptible d’étre vendue en unités standardisées et selon des programmes de livraisons
prédéterminées, se préte a la négociation financiere. Par contre un aspect de I’électricité la
distingue d’autres denrées négociées en bourse : sa durée de vie nulle, I’électricité non

consommée a tout instant étant perdue a jamais.

3- Contrats de I’¢électricité

Contrairement au marché des actions, il existe sur le marché de I’électricité des catégories
spécifiques d’intervenants. Ainsi, le producteur sera toujours a priori vendeur et le
consommateur sera acheteur. A milieu, les distributeurs seront a la fois acheteurs et vendeurs.
Ainsi, comme la plupart des marches de commodités, les utilisateurs des produits dérivés sur
I’électricité cherchent une couverture de leurs transactions. C’est pourquoi les produits de
couvertures sont proposés dans les principaux pays ou le marché de I’électricité est dérégulé. On
trouvera ainsi sur le NYMEX (New York Mercantile Exchange), sur la bourse de Sydney ou sur
le LIFE.[22]
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Deux principaux types de contrats sont échanges : les futures et les options sur future.

a- Les Futures : contrats a terme

Le future est un contrat pour lequel un intervenant s’engage a vendre (ou acheter) une quantité
donnée, a une date donnée et & un prix donné. La nature de I’électricité veut que des prévisions
soient ajoutées a cette définition générale. Ainsi, la livraison se fera a un lieu donné, pour un

mois donné et & un rythme défini dans le contrat.

b- Les options sur Future
Pour les options sur future. Le future étant assimilable a un titre financier classique, les options
suivent les méme regles que les options sur action. Il faut bien évidemment connaitre le
future pour utiliser les options avec succes. Pour un acheteur d’option sur future
d’électricité, il s’agit de fixer un prix plancher (ou plafond) a une vente (ou achat) dans le futur

tout en profitant d’une éventuelle évolution positive des cours du future.

4- Dynamique des prix
Le prix de I’électricité est directement influencé par I’offre et la demande. Dans tout ce qui suit

nous nous intéresserons qu’au prix spot (au comptant).

a- Retour a la moyenne ( mean reversion )

Dire qu’un prix suit un processus de « retour a la moyenne» implique que celui-ci évolue autour
d’une sorte de niveau d’équilibre. Ce niveau peut-étre un taux d’intérét historique, le rendement
d’un actif ou le prix d’une denrée. Dans le cas du marché de I’électricité, on observe une forte
tendance au retour vers un niveau d’équilibre a long terme. En effet, les événements inattendus
créent des déséquilibres entre I’offre et la demande de I’électricité.

Le processus de retour a la moyenne mesure avec quelle rapidité ces évenements vont se
dissiper, ou combien cela va-t-il prendre pour que I’offre et la demande retournent & un niveau

d’équilibre.

b- Périodicite et fluctuations
Les prix de I’électricité sont sujets a différentes fluctuations de nature périodiques dépendantes

de I’activité économique.
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 Fluctuation saisonniere
La demande en électricité suit des variations apparentées aux saisons. La demande est plus forte

en hiver qu’en éte.

» Fluctuation « intra-jour et intra-heure »
Les prix de I’électricité ne sont pas uniformes d’un jour a I’autre et d’une heure a I’autre. En
particulier, la demande de I’électricité est moins intense durant les périodes de Week-ends ou de

vacances...

c- Pics des prix et une forte volatilité

Pour expliquer les pics des prix dans les prix de I’électricité nous avons pris I’exemple du
marché Nord Poole entre 1995 et 2000, mais le comportement des courbes des prix sur tous les
marchés d’énergie est globalement le méme.

Les grand pics que nous observons sur la figure 4.1 sont dus au fait que la production
d’électricité ne change pas beaucoup et qu’il n’est pas possible de la stockée, alors que sa
consommation peut varier énormément. Par exemple, s’il arrive un hiver trés froid, la
consommation de I’électricité augmente et au bout d’un certain moment elle dépasse la capacité
de la production .Donc les producteurs sont obligés d’acheter I’électricité a des prix cher .C’est
la raison pour laquelle il y a des pics dans la dynamique des prix. Ce comportement est modélisé

par des processus a sauts.
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Figure 4.1 : Evolution du prix de I’électricité (Nord Poole), 1995-2000. [22]
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4-3- Modelisation des prix spot de I’électricité
1- Modeéles de diffusion

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a deux types de modeles célébres :
- Le mouvement brownien géométrique du type Black et Scholes

- Le modele de retour a la moyenne de Vasiceck

La dynamique regissant ces modeles est definie a partir d’équations differentielles stochastiques.
Dans chaque cas nous exprimons une solution analytique pour le processus des prix spot (au

comptant) et nous estimons les parametres de chaque modéle.

a- Le mouvement brownien géométrique (MBG) ou modeéle de Black et Scholes

Le mouvement brownien géométrique est souvent utilisé pour modéliser le prix d’un actif
financier qui varie de facon aléatoire. La dynamique des prix de ce modele est exprimée de la

facon suivante :
dS, =u S, dt+o S, dW, (4.1)

Ou dW, est un incrément d’un mouvement brownien standard. Un changement de prix a donc
deux parties : une tendance déterministe uS, dt et un incrément stochastique c S,dW, .

La résolution de I’équation (4.1) par le calcul d’Itd permet de faire apparaitre la forme

exponentielle donnée par :

S, :Soexp{(,u—%azjtvtawt} 4.2)

® Estimation des parametres

Les paramétres du modele MBG sont estimés en maximisant la fonction de vraisemblance.

En transformant le modéle avec P, =log$S, et en appliquant le lemme d’It6, on obtient le

mouvement brownien :
dP, = mdt + cdW, (4.3)

ool m=p——.
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Il en résulte que P, est un processus de Wiener généralisé de dérivem et de variance o tel que :
P.—P.=10g(S,/S.,)— N(m,c?)

L’estimation des parametres se fait a partir des données historiques comme suit :

Considerons la variable aléatoire : R, =log(S, /S, ), avec P, =1logS,. En intégrant les termes
de I’EDS (4.3) .On obtient :

t t
Pt—Pt_l:.ft_lmds+_[t_1cr dw,

t t
E(P —Pt_l):mELJ.dsj+c E(deSJ: m car dW,~ N(0])
t

t-1 -1

Et

2 2
Var(P, - P_) = E[jmds+jo de —Ezﬁmd“jo dWS}:E[j.G dWSJ
1 t-1 t-1 t-1

t
IG ds=c® (propriété 2 de I’intégrale stochastique .Chapitre2)

D’oU, la loi de R, est normale de moyenne m et de variancec”.

Soit r, : I’observation de la variable R, a un instant donné t.Si on dispose de n observations

(r,r,,...,r,), lafonction de vraisemblance est :
(r—m)2/ 252
1 /ol ZTt
7 A 2 n 2 1 d 2
D’ou InL(r,m,c%) =——In@2nc?)—| == > (r, —m)
2 26" T

On dérive InL par rapporta m eta o et on annule les dérivées partielles. On a :

8'”'— iz —m), qui s’annule pour m:£2ri =T
o’ & Nz
olnL n 13 2 qui 1y i
- - + r,—m)*, qui s’annule pour ¢* ==» (r, —m
oG’ 2c°  2c* izzll( ' L P n ;( )

M et 6°sont les valeurs de m ets”qui vérifient les deux conditions en méme temps .On a donc
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Zn: rRn=r (4.4)

62 =%Z(ri -M)? =52 (4.5)

Les lois des variables aléatoires des estimateurs ci-dessus sont respectivement
2 2

N(m,G—) etc—xﬁ_l. L’estimateur de p découle de la propriéte d’additivité de la fonction de
n n

I’espérance. =T +=6°.

N |-

Les estimateursjiet G sont biaisés mais en multipliant la formule (4.5) par le facteurn/n-1,

on retrouve les estimateurs non biaisés de p eto”.

b- Modeéle de retour a la moyenne (MRM)

Ce modele repose sur des processus de retour a la moyenne (mean-reverting), introduit par
Vasiceck (1977),ce type de processus permet de décrire la dynamique des taux courts.On
trouvera ces applications dans la modélisation des marchés de commodité (pétrole,gaz,
electricité,...).

Le modéle souvent utilisé est :
dS, =a(B-InS,)S, dt+ o S, dW, (4.6)

Ou; B est la valeur moyenne de long terme ou niveau d’équilibre,a est le parametre de
tendance centrale ou la force de rappel de S versp et o est le coéfficient de diffusion..
Lorsqu’on prend le logarithme de S, (P, =1ogS, ) ,on obtient le processus d’Ornstein -Uhlenbeck

suivant qui sera utilisé et appliqué par la suite.
dP, =a (B-PR,)dt+o dW, 4.7)

Ce modele posséde la propriété de retour vers une moyenne. La différence avec le modele

précédent (MBG) se situe sur le terme de la dérive « (—P,) qui varie en fonction de P, . Cette
dérive est positive lorsque P, est faible, c’est-a-dire inférieur a et la tendance sera donc a la
hausse. Si par contre, P, est élevé, la tendance est baissiére ; de ce fait, une telle formulation

introduit une force de rappel dans la dynamique de P,. Celui-ci va évoluer autour d’une
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valeur d’équilibre de long terme égale a . Le ceefficient de diffusion o ne dépend pas deP,,

comme les variations de W sur un intervalle de temps dt sont de I’ordre de+/dt , ce processus

peut prendre des valeurs négatives car sur le tres court terme, la variation du mouvement

brownien est tés importante par rapport au terme de tendance.

L’expression analytique de la solution de I’équation (4.7) est donnée par :

t
P =P e +Bl-e*)+o[e*aw, (4.8)

t-1

Nous remarquons que P, est egal a I’intégrale stochastique d’une fonction déterministe par
rapport a un mouvement brownien. Donc P, est une variable aléatoire gaussienne, comme limite

des approximations de Riemann de I’intégrale stochastique, qui sont gaussiennes. On en déduit
méme que le processus P est gaussien.

Il est facile de calculer sa fonction moyenne :

t-1

t
E[R] =P e +p-e™) +GE[I-e‘°‘“‘S’dWS}= PLe® +Bl-e )

dw; —>N (0,1)
et sa fonction variance :

t 2 t
Var(P,) = E[(Pt_le‘“ +BL-e)+ cje_“(t_s)dwsj ]— Ez(e‘“ P, +BL—e™)+ cje“*“‘s)dws]
t-1

t-1

t 2 t 9
-E (Gje_a(t_s)dws] — 62 J' e—ZOL(t—S)dS — ;_(1_ e—ZOL) — CZ
a
t_

t-1 1

® Estimation des parametres :
La démarche d’estimation du modéle (4.7) suit celle proposé dans le paragraphe précédent.

La fonction log vraisemblance est donnée par :

n

i=1

InL(P.a,B.) = —gln(zmz)—[% P -(Re* +B(1—e‘“)))2}
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En annulant les dérivées partielles de In L (P, o, B,£?) par rapport ao.,p et £? .Ona:

LBy et
oa T ;((Pi BY(P_,—B)—e (P, —B)?) =0

8|nL(P,a,B,C2)_ 1—e %\ L o
op ‘[ c? j;m e P, -pd-e7))=0

oInL(P,a.B,C%) _ n
oc? s

o 224 (R - (e R B¢ ) =0

On obtient ainsi les paramétres suivants :

n

2. (B -B)P.-B)

6 =—In| F_ (4.9)
Z(Pi—l_B)z
A iZ:;(Pi_eiapi—l) (4.10)
b= nl-e )

B =LY (R -(Pe +BA-e ) @1Y)

1-e7*

Et 62=§2( 20 J

Concernant I’estimation du modele (4,6), on remplace P, par InS, dans les équations
(4,9) — (4,11), on retrouve les estimateurs &, B, 2.

2- Modeles de diffusion avec sauts

On définit les processus de Poisson Gaussien ou processus de diffusion a sauts comme suit :

dS=a(S,t)dt+b(S,t) dW +¢ dq
Ou aet bdeux fonctions de temps et deS,dW est I’incrément d’un mouvement brownien

standard, dq est un terme de poisson défini par :
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0 avec une probabilité 1-A4
1  avec une probabilité A

A mesure la fréquence des sauts et¢ représente I’amplitude des sauts.
Les termes de poisson définissant les sauts a la hausse et a la baisse sont:
- dg, =0 avec probabilité 1- 1, et dg, =1avec probabilité A,
- dg_ =0 avec une probabilité 1- 4 et dq_ =1 avec probabilité 1_
Dans le paragraphe suivant, nous passons en revue les modéles les plus simples et les plus

utilisés.

a- Le mouvement brownien géométrique avec sauts

Un des modeles les plus simples consiste a étendre le mouvement brownien géométrique a des

processus a sauts (rajouter une composante de Poisson).
dS, =u S, dt+o S, dW,+ yS, dq, (4.13)

Ou; S, est le prix spot,y est I'amplitude des sauts,u est le terme de tendance etc le
coefficient de diffusion, ou petosont des constantes.dW est I’incrément du mouvement

brownien standard, dg est un terme de Poisson defini par I’équation (4.12).

Description du modele

Considérons un marché financier dans lequel il y a deux actifs, le premier, noté S° est sans

risque de prix (S =e"™, a Iinstantt) et le second est un actif risqué, noté S, représentant les
caractéristiques suivantes :

- S, présente des sauts de valeurs relatives y,,v,,...,7;,...a des instants t,,t,,...,T;,...,
- S, suit un processus de diffusion log- normale :

dS, =S, (udt+odW,) pour te{t,7,,..17,..} (4.14)
Sur les intervalles de temps [z, 7;., [, le modéle ne présentant pas de saut est donné par (4.14)
Soit 1, < t; une date arbitrairement proche de ;.

A I’instant de saut 7;, le saut de S, est donne par : AS, =S, -S = ST‘Yi
i i 7 i
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Il vient donc que STi :ST__ (1+v,)
1,
Pourt €[0,7,[, S, =S,exp u=50" oW,

La limite a gauche en 7, donne : S_ =5, exp{(y —%az}l + GWH}
1

Et par conséquent : S_ :So(1+y1)exp{(u—%cz}rl+cW,_.1}

1

Puis, pour t e[z, 7,[ : S, = S,1 exp{(y—%az}(t—qhaw —W,1 )}
1
=S, (1+v1)exp{[u—502j(t—rl)m(wt —er)}
1,
= So(l+y1)exp{(u—zc jt+c5Wt}

Par le méme raisonnement, on obtient de proche en proche :

S, = So{ﬁ(l+yi)]exp{(u—%02)t+0Wt}

i=1

Ilvientdoncque S, >0 < v, € ]— 1, oo] pour touti, cela a conduit a I’expression suivante :

N (t)
S, =S, exp {[u—%czjt+cwt +Zui} (4.15)

i=1
Ou; U, =log(l+7y,)~ v,(u).

Dans le cas simple, nous choisissons une distribution des amplitudes des sauts U, qui soit
normale, de moyenne 0 et de variance §°.

Mais rien n’interdit de choisir une autre loi de probabilité pour la distribution de I’amplitude des

sauts, comme une loi exponentielle, une loi gamma, une loi Pareto, etc.
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Remarque 1
Si 6> =0 ,0 =0 on se raméne au mouvement brownien géométrique.

Si 6° =0 nous donne une évolution purement discontinue, et dans les autres cas le modéle
integre les deux composantes.
Propriétés du modele

- Processus a accroissements stationnaires et indépendants
- Processus de Markov
- Processus admettant des discontinuités.

Proposition 1

La densité de probabilité de S, peut étre représentée sous forme d’une série.

Pourtout s>0, P(S, <s (“ i ['093—(u—62/2)t—keJ
) t_

k= Vk&? + ot

Preuve
Supposons S, =1,0na:

P(S, <9) =

( (u—c’ /2t +cW, +ZUJ J
=3P ((u % 12t + W, +Zu <logs, N, _k]

k=0

Puisque les processusN , W et U sont mutuellement indépendants, alors :

= =1

P(S, <s)= ZP(M o’ 12)t + oW, +ZU,_IogsjPr( =k)

Par ailleurs, le processus oW, est de loi N(0,t), alors (u—oc®/2)t+cW, est de loi
k

N((u—cz /2)t,62t) et le processus U, est de loi N(O,Sz), alors > U, ~N(ko,k3%).
i=1

k
Comme oW, et Zui sont indépendants et gaussiens, leur somme est aussi gaussienne.
i=1

k
oW, +> U, ~N((u—02/2)t+ke,ozt+k62). Enfin, puisque N est un processus de poisson
i=1

d’intensité , pour tout t>0, la variable N,suit une loi de poisson de paramétre Atet

e M (M)

doncPr(N, =k) = [18].
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® Estimation des parametres

D’un point de vue pratique, I’estimation se fait souvent a partir de données historiques.

Le rendement R de I’actif S, sur I’intervalle [t —1,t] s’ecrit :

i=1

Nt
exp((u -6 /2)t+cW, + ZU ij

Nig

1 eXp[(H_GZ/Z)(t_1)+GWt—1 + Zuij

i=1

Ce qui conduit apres simplification a :

Nig

Nt
R=(u-0"/2)+c(W, —Wt_l)wLZ:Ui —ZUi
i=1 i=1

D’aprés les propriétés de stationnarité des accroissements du mouvement brownien et du

processus de Poisson, on en déduit que :

Ny
2
R=(u-0"/2)+cW +Z,1:Ui

Un argument de conditionnement par rapport au nombre de sauts du processus de Poisson

donne :
0 k
PR=r]= ZP[(H—GZ 12)+oW,, +Zui/|\|1 = k}P[Nl =k]
k=0 i=1
k e—x}\‘k
Puisque oW, +> U, ~ N(k0,c” +k3%) et P[N,=k]= "
i=1 H

Alors, la densité du rendement R s’écrit :

CE IS e - (T (mm0t/2) +kO))"
fR“"ka!m ool m

Nous remarquons que la loi du rendement R est indépendante det .

Il existe plusieurs méthodes d’estimer les parametres de ce modele. Nous donnons dans ce

paragraphe deux d’entre elles et cela dans le cas ou la distribution de I’amplitude des sauts est

normale de moyenne O et de variance °.
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Méthode 1: La premiére démarche d’estimation suit celle proposée par Planchet- Therond
([18]), elle se fait en deux étapes. Dans un premier temps des estimateurs sont obtenus par la

méthode des moments.

Etapel: Méthode des moments
Le principe de cette méthode est que, si le premier parametre a estimer est I’espérance de la loi

du rendement R, alors on peut I’estimer par la moyenne empirique des moments.

m=E(R) = [r fo(r)dr=(u-0/2)
Compte tenu de la forme de la loi du rendement, on calcule que les moments centrés d’ordre
pair
m, =E[R-m[' =e™ (;II)I Z 2 1 kd?)!
Car m,,,, =0, par un argument de symétrie.

Le modele est décrit par cing paramétres (n,c”,1,58%), le calcul des quatre autres moments

centrés conduit aux équations suivantes :

m=(u-c°/2)

m, =c’ +A8°

< m, = 3ot + 02 +2)5" +26%5)

M, = 15(c° +315*5? +3(% +1)3%c? + (A° +3)Z +1)5°)

-

La résolution de ce systeme non linéaire peut étre effectuée par des méthodes numériques

comme la méthode de Newton- Raphson. (Pour la présentation de cette méthode voir annexe).

Les estimateurs obtenus sont utilisés pour initialiser un algorithme de maximisation de la
vraisemblance, et obtenir ainsi des estimateurs plus précis: convergence, efficacité

asymptotique et normalité asymptotique.
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Etape2 : Maximum de vraisemblance

L’ expression de la fonction de vraisemblance est donnée par :

|3 3 (- (u-o"/2))°
L8 = Hmtg[k.mxem(‘ 2o +167) j

Pour maximiser la vraisemblance, nous devons imposer des contraintes d’inégalité (il est

évident que o®>>0 et 5°>0). On est ainsi amener a un probléme de maximisation de la

vraisemblance sous contraintes qui peut étre résolu numériquement. ([18] et [24]).

Méthode2 : Méthode des cumulants

La deuxiéme méthode que nous proposons est basée sur le calcul des cumulants.

Soit, M (t) la fonction géneratrice des moments :

M. () = iE[(tR)] iu.lf

i=0 - i=0

Les cumulants sont définis comme ayant comme fonction génératrice des moments :

S 14 rs2 143
K(t) = log(M (1)) = |og(z“|f] Iog(1+ut+u2t +%+...j
k=0 . H .

Le coéfficient de - correspond au i*™ cumulant. Pour la distribution f_ (r), les six premiers
i!

cumulants sont :

K,=m=u-c°/2)
K,= o?+A8°

K, =0

K, =38*

K, =0

Ks =1518°

La résolution de ce systeme d’équations donne :

25K o1 .

A=, K AR, K=
6

(les formules des cumulants sont données dans I’annexe).

66



Chapitre 4 : Modeéles d’application d’EDS pour les prix spot de I’électricité

b- Modéle de retour a la moyenne avec sauts

Comme pour le mouvement brownien géométrique, nous proposons d’introduire une
composante de saut au modeéle de retour a la moyenne d’ornestein- Uhlenbeck décrit par
I’équation (4.7)

dP, =o(B - P,) dt + o dW, +y dq, (4.16)

Les termesa (B—P,)dt, o dW, et ydg, sont respectivement une composante de retour a la

moyenne, une composante de volatilité et une composante de saut.
L’estimation des parametres de ce modeéle se fait par la résolution numérique de la fonction du

maximum de vraisemblance suivante :

s sty e el A (Rl +e R, +k0)
HE PR oh 60 )Hﬂtglk!m eXp( 2(% +k5?) J]

4-4- Evaluation et couverture des options en présence des sauts

Nous avons vu dans le chapitre précédent, que la notion de complétude est liée a la notion de
probabilité risque neutre. Cependant bien que la plupart des modéles utilisés pour le calcul de
prix de I’option respecte I’opportunité d’absence d’arbitrage, peu d’entre eux sont complets, les
modeles de diffusion avec sauts, en particulier, le MBG avec sauts est un exemple de modeéles

incomplets, puisqu’il existe une infinité de probabilité neutre au risque, c'est-a-dire de mesure de
probabilit¢ Q équivalente a P (Q~P)telle que les actifs actualisés (e™™'S,),.r SONt des

martingales .

Proposition 1

La valeur actualisée §t =(e™" S,) o estune martingale si et seulement si :u=r—AE(y;)
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Preuve
Supposons que E(|y;[) <+ , alors :

~ ~ 2 Nt
E(S,/F,) =SSE[e(“_r_G 12)(t=5) + oW - W) H(1+yi)/F5]

i=Ng+1

=S E(e(u—r—czlz)(t—s)w(\mws)Nﬁs L+, )/F]
S |+NS S

i=+1

_3 E(e(u_r-cz/z)(t—s)w(wt-Ws)Nﬁs(lw- )J
i 1+Ng

i=+1

En utilisant le fait quec(yy vy, g, ) » We —W et N — N sont indépendantes de ..

On obtient ;

~ - Nt
E(S,/F,)=S,ek Nt E( []a+ yi)]

i=Ng+1
Puisque (y,)., est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

et N,une variable aléatoire suivant une loi de poisson de paramétre A indépendante de

(vi)is Alors :
N¢ _
E[ Ha”i)}em EM,)
i=Ng+1
D’ou; E(§t IF,) = §Se(u—r)(t—s) eX(t—S)E(yi)

Il est clair que (S~S) est une martingale si et seulementsi: p=r—-AE(y,).

Comme dans le modele de Black et Scholes, le passage de la probabilité naturelle Pa la

probabilité risque neutre Q se fait en modifiant la tendance p et laisser les autres composantes

inchangées.

w=r—AE(y,)= r—AE(e” —1),si U~N(8,8%) alors p=r—i(e®®/2 1)

32 N
0+— t
Donc sous la probabilit¢ Q : S, =S exp| (r—c°/2-Xi(e T -D)t+ oW, +ZUi

i=1
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Ce choix est justifié lorsque le risque de saut est diversifiable (non- systématique), c'est-a-dire
on ne lui associe pas de prime de risque .En termes mathématiques, cela veut dire que les
propriétés de la partie saut sont supposées les mémes sous la probabilité risque neutre que sous
la probabilité historique. Les distributions des amplitudes et des instants de saut restent donc

identiques.(pour plus de détail sur ce point voir [17]).

1- Prix de I’option en présence de sauts

Dans le modéle MBG a sauts définit par I’équation (4.13), le prix d’une option d’achat (call) est

une fonction F(S,t) .Si on se constitue un portefeuille composé d’un call et de -A parts de

I’actif risqué. La valeur de ce portefeuille est IT = F(S,t)—A S

On suppose quedIT =dF(S,t)—A dS, en utilisant la formule d’It6, on a :

oF oF 1 oF oF
dil=| —Su+—+=-0°S? — —ASu |dt +| 6S — — AcS |[dW +(F(yS,t)—AyS)dg (4.17
(as“atz“ = u] (Gas oj (FOS,D-4y8)dg (417)

Le portefeuille est sans risque si ¢ S 2—F —AcS =0, s0it A= % et de taux d’intérét rsi :
S

E(dIT) =rIIdt et E(dg )=Adt (4.18)
En utilisant les relations (4.17) et (4.18) on obtient :

0%F oF oF

oF 1
= +1S S rF +2E(F(YS 1)) —AE(Y)S =—=0
s (F(yS 1)) —AE(y) P

+>6°S? 5
ot 2 0S

Avec F(S,T)=f(5;)=(S; -K)"

Cas d’une option d’achat

Une option européenne sur I’actifS , d’échéance T peut étre valorisé selon :

Nr_
F(S,t) = er(Tt)E!f(S exp(pg (T —t) + oW, + ZU,)J]
62

0+—
Avec p,=r-c’/2-Ae 2 -1)
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En développant par rapport au nombre de sautsN,, nous pouvons exprimer le call

F(S,t) comme une somme de call de Black et Scholes pondéréee par une densité de Poisson.

F(S ,t) = e_r(T_t)iQ(Nt :k)E[f(s exp(ig (T —t) + oWy +§k:uiﬂ

i=1

En notant le temps a maturité part =T —t, on obtient :

F(S ,t)= e_rTiO:Q(Nt = k)E{f(S exp(ugt+oW, +Zk:Uiﬂ

i=1

. i e (M)k El s ek 0+k82 12— exp(0+62 /2)+At e 1-021/2+0W,
k:0 k!

0+52/2

Sionpose m=e —1, le prix de I’option d’achat (call) , F(S,o,A,t) S’écrit :

F(S,0,M,7) = Z:kle_xT (A'1)"Cgs (S,0,,1,7)
k=1 ™=

Ou, Cg est le prix de I’option suivant le modéle de Black et Scholes.

2
Et A= A(L+m)=2e®¥/2 c§=02+ki et rn:r—km+E(9+62/2),r:T—t
T T

2- Couverture des options

Différentes approches peuvent étre retenues pour justifier le choix de la mesure du risque.
Les travaux mathématiques récents sur ce probléme se base sur I’idée de minimiser le risque de
couverture. Dans ce contexte , nous cherchons a déterminer une stratégie de couverture des

Quantités d’actifs a risque détenues en portefeuille permettant de minimiser la variance.

On veut minimiser :

2
Var(dI) = 6252 (%—Aj dt + L E(F(yS,t) — AyS ) dt
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Ce minimum est atteint si la dérivée partielle de Var(d [) par rapport a Aest nulle.

ovar(d[I)
oA

0

On obtient ainsi une stratégie A minimisant le risque.

A E[y(F(yS,t)]+GZS ZI;

LS E[y*]+o°S

En remplacant A par sa valeur obtenue dans (4.17) et en utilisant (4.18), on aura :

2
F Lo lF
ot 2 0S?

+(M_G—;(u+xm—r))j%—rF+7»E(F(Y5 DL+ am-1))=0

OU, p=XE(y?)+c? et m=e®/2_ 1

SiA =0, on retrouve I’équation différentielle de Black et Sholes.(voir section 3, chapitre3).

3- Relation entre le MBG et le MBG avec sauts

La formule de couverture du modele MBG avec sauts tend vers celle de Black-Scholes quand
A = 0 (absence des sauts).Dans ce cas la couverture est parfaite, c'est-a-dire le risque minimal est
nul.

En présence des sauts (A = 0), la couverture de I’option n’est pas parfaite et le risque minimal

est en général strictement positif.

D’une part, Le taux de rendement attendup est le taux sans risquer (u=r) et la probabilité a

risque neutre est unique.

D’autre part, le rendement attendu p est égal & u=r—AE(y). Dans ce cas il existe une infinité

de probabilité a risque- neutre .
A présent, nous allons voir I’impact de la prise en compte des sauts sur une modélisation plus

réaliste des marchés. En ayant recours a la comparaison graphique entre les processus de
diffusion avec le processus de Poisson et le processus mixte (diffusion- sauts).

71



Chapitre 4 : Modeéles d’application d’EDS pour les prix spot de I’électricité

4-5- Exemple d’application par Simulation

Parmi les limites de notre travail, I’indisponibilité des données de prix de I’électricité .Ceci nous
a contraint a utiliser a titre d’exemple des variations quotidiennes d’un actif sur une période de

200 jours. La figure ci-dessous illustre le résultat de simulation.

205 200 215

200

195

Durée en jours (10?)
Figure 4.2 : Simulation des trajectoires des processus : diffusion, poisson, mixte

Parametres : YO= 200, volatilité= 10%, T= 200, r = 5.0, nombre de sauts = 20,
volatilité des sauts = 0.5

Commentaire

Nous voyons que le processus de diffusion évolu de fagon continu ce qui ne reflete pas la réalité
du marché. Alors que le processus de Poisson, n’évoluera que par saut en des instants
détermineés. Chacune de ses trajectoires est une fonction en escalier, la valeur de I’actif
Y restant constante (il ne se passe rien) entre deux instants de saut, le marché reste inerte, sauf
quand il saute. Ainsi le processus de Poisson ne peut suffire a modéliser I’ensemble de

I’évaluation du marché, donc il est nécessaire de le compléter avec une autre modélisation.

La trajectoire du processus mixte subi simultanément des petits mouvements fréquents, formant
la partie continue de sa trajectoire (modélisée par un brownien), et un mouvement brusque et
important par rapport au processus de diffusion, constituant la discontinuité de sa trajectoire

(modélisée par un processus de poisson).

Nous remarquons aussi que la volatilite des sauts est plus élevée que celle de diffusion. Ceci
explique I’importance des sauts sur un grand nombre de décisions, tels que la décision d’acheter

ou de vendre, sur la gestion et la provision du prix de I’actif.
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4-6- Conclusion et commentaires
Ce chapitre était une modélisation par les processus de diffusion avec et sans sauts.

- Compte tenu de la popularité du modéle de Black et Scholes dans le monde financier, nous
nous somme intéresses particulierement au modeéle : Brownien géométrique avec sauts.

Nous avons remarqué que pour ce modele de marché complet, I’introduction d’un saut rend le
marché incomplet.

- Les formules obtenues montrent que les modeles avec sauts se préte assez bien pour le calcul.
La seule difficulté est I’estimation des parametres et la détermination de la loi des amplitudes
des sauts. Le choix de la loi normale étant d’obtenir des modéles de sauts aussi simples que les
modeles de diffusion pour qu’ils soient explorés en pratique.

La modélisation des sauts présentée dans ce chapitre n’est pas propre a I’électricité mais a tout

actif présentant des situations de discontinuités.

Nous avons donc présenté a travers ces modéles, les différentes situations ou peuvent intervenir

les EDS dont la résolution numérique par simulation est détaillée dans le dernier chapitre.
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Chapitre5 : Application par simulation aux mode¢les de 1’¢électricité

5-1- Introduction

Les modeles mathématiques étudiés dans le chapitre précédent sont congus sur la base des
équations différentielles stochastiques (EDS) qui sont bien souvent difficile a résoudre, voir
méme impossible, étant donné que la solution recherchée ne peut étre toujours formulée
analytiquement. Cet obstacle a été contourné par des méthodes numériques d’approximations.
L’approche numérique que nous allons utiliser pour résoudre les EDS est la simulation des
trajectoires par la discrétisation du temps dont 1’approximation d’Euler stochastique en fait

partie. Ceci en introduisant le concept de la convergence forte.

Afin d’approcher les solutions des équations différentielles stochastique, nous allons parler des
méthodes explicites a un pas, comme les schémas forts de Taylor basés sur la formule de Taylor
stochastique qui est une généralisation de la formule de Taylor déterministe et de la formule
d’Itd6 .Nous traiterons le schéma d’Euler, le schéma de Milstein et les schémas de Taylor
d’ordre 1.5 et 2.0. Tous ces schémas seront appliqués via le logiciel « ANSEDS», développé par
K.Boukhetala et K.Boudali.([9]).
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5-2- Simulation des processus stochastiques en temps discret

Trés peu d’équations différentielles stochastiques sont solubles analytiquement .Cependant, la
résolution de la plupart des EDS nécessite 1’utilisation des méthodes numériques. Un aspect tés
intéressant de ces méthodes est qu’elles sont basées essentiellement sur la discrétisation du
temps ou I’équation différentielle & temps continu est remplacée par une équation a temps
discret. L approche numérique la plus simple et la plus pratique est I’approximation d’Euler

stochastique.

1- Approximation d’Euler stochastique

L’approximation d’Euler consiste a discrétiser l’intervalle de temps [t,,T] en N pas
t, =1, <71, <..<7y =T, en générant itérativement des valeurs approchées aux trajectoires qui

sont des valeurs exactes du processus d’It6. Cette méthode appliquée a I’équation différentielle
stochastique :

dX, =a(X,,t)ydt +b(X,,t)dw, , Xto =X, (5.1)
Implique I’approximation d’Euler définie par :

Yr1+1 :Yn +a0(n,rn)An —i—b(Yn,‘l:n)AWn n=0,1,.,N-1 (5.2)
{ Yo = Xo

Ou, Y, =Y(t,)estla valeur de I’approximation a I’instant de discrétisation t,

AW, =W, | —W,_.n est ’'incrémentation du processus de Wiener d’ordre n.
n+

A, =1,,, — T, est 'incrémentation du temps d’ordre n.

Le pas de discrétisation se définit comme le laps de temps séparant deux simulations

0

consécutives A, . Silespas A, =At=A= sont équidistants alors T, =t; +nA .

.....

incrémentations aléatoires AW, pour n=0,1,...,N —1 du processus de Wiener W = (W,),.,
La variable aléatoire AW, suit une distribution gaussienne de moyenne nulle et de variance A :

AW, ~10iN(0,A, ).
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a- Simulation du mouvement brownien

Soit At la longueur d’une période de temps. Nous allons simulé le mouvement brownien au
temps 0, At , 2At,3At,...

La propriét¢ (MB2)de la définition du mouvement brownien (chapitre2), implique que :

MkAt _W(k—l)At ke IN}
est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, toutes de lois

N (0, At). Pour simuler la trajectoire du processus sur I’intervalle [0, T ]jusqu’a I’instant mAt, il
suffit de générer m variables aléatoires indépendantes{Gk, ke{l,2,...,m} }de loi normale

centrée réduite.

Puisque W, =0 et W, =W,_, » +VALG, , ke {l,2,...m}.
Nous simulons W, =0, W, ,, EV\A/(kfl)At +At G, , ke{l,2,...m}
Nous pouvons montrer par induction que

k
W, =AU D G, ke{l2..,m}.
i=1

Evidemment, Plus la longueur de I’intervalle de temps At est petite et plus I’approximation sera

meilleure.([15])

Algorithme de simulation

Etape 1 : simuler une paire de variables aléatoires gaussiennes centrées réduites (G,,G,)en
utilisant la procédure polaire de Marsaglia.

Procédure Gauss Marsaglia

a - Répéter
X <« 2xRondom—1, Y« 2 *Rondom—-1;W =U?+V?;

{Random est un nombre aléatoire uniforme sur [0,1] généré par le programme Delfi}
Jusqu'a (W <=1) ;
b- Z <« SQRT(2*logW)/W); G, «U=*Z ; G, «V=*Z;

Etape 2 : Calculer la taille de pas : Delta « (T —T,)/N bpt;
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Etape3 : Générer les données.
Début
T « T, {instantinitial} ; WT <« 0; G2« 0 ;
De K =1,...,nbpt faire :
TK « TK +Delta; X[K]:= TK ; {valeurs de Iabscisse des X }
Si Kmod?2 =1alors Gauss Marsaglia (G1,G2) sinon Gl « G2 ;
DW[K —1] « G, *SQRT (Delta) ;
WT <« WT + DWT[K —1] ; {valeur de la trajectoire du processus de Wiener}
Y[K] «~WT ; {valeurs de ’abscisse desY }
Fin .

Résultat de la simulation

Wt

Figure 5.1 : Simulation d’une trajectoire brownienne sur [0,1]

b- Application de I’approximation d’Euler : Cas d’une EDS linéaire

Considérons la méthode d’Euler pour I’équation différentielle stochastique suivante :

dX, =%oﬁxt dt+o X, dW, vtelt,,T], X, IR

La solution explicite de cette équation est de la forme :

X, = X,.exp(aW,) Vtelt,,T]et YW =W, .t >0}

La simulation de la trajectoire de 1’approximation d’Euler Y, sachant le pas de discrétisation se

fait récursivement de la maniére suivante :
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Yn
YO

g =Y, +%a2YnAn +aY, AW,  Vn=0,LL2,..
=X,, AW, = N(0,A,) avec A, =A=1,, T,

La trajectoire de la solution exacte X (t) est obtenue en évaluant le processus d’It6 aux instants

de discrétisation est :

i=1

XTn =X, exp{aZAWi_l}

Pour tracer la trajectoire de 1’approximation d’Euler Y, et de la solution exacte X,, nous

utilisons le logiciel « ANSEDS », (la présentation de ce logiciel et I’algorithme de simulation

sont donnés en détail dans [9]).

At

¥t

03+

03§

0,7

051

Figure 5. 2 : Approximation d’Euler Y(t) )et solution exacte X(t) de I’'EDS :
dXt=0,125"Xt dt + 0, 5" Xt dWt sur [0,T], a.=1/2, X0=1 et Delta=1/8

Le résultat est ici aberrant, ceci provient du fait que le pas de discrétisation A a été choisi grand

(A=1/8). En choisissant un pas plus petit (A=1/32), nous obtenons la figure ci-dessous.

Xt

¥t
— ot —"t

---1
---d
-
---1

[NV RN M [ —

LI i it e Eay

Figure 5. 3 : Approximation d’Euler Y(t) )et solution exacte X(t) de I’'EDS :
dXt=0,125"Xt dt + 0, 5"Xt dWt sur [0,T], o. =1/2, X0=1 et Delta=1/32
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On voit que , I'approximation est nettement meilleure , la trajectoire observée de

I’approximations Y, est proche de celle de la solution exacte X, .Ce constat est vrai si le pas de

temps est suffisamment petit et convenablement choisi . Dans la suite, nous fixons le pas a
A =1/32.

2- Simulation des processus a sauts

Nous allons décrire une procédure permettant de simuler le mouvement brownien géométrique

avec sauts sachant que la solution de ce modele a la forme explicite suivante :

S, = so[ﬁ(u yi)jexp{(u—%czjt+cwt} (5.3)

i=1

Ou; S, : lactif sous jacent a I’instant t
u : le rendement espéré de I’actif
o I’écart- type (volatilité) du rendement de I’actif

(N, ), : Processus de Poisson

(vi)is1 & Une suite de variables aléatoires (i.i.d) a valeurs dans]-1, 1[de loi v(dx)

Afin de réaliser la simulation , on discreétise I’équation (5.3) en utilisant la méthode d’Euler.
Pour cela, on divise I’intervalle de simulation [t,,T ] en n sous intervalles équidistants de pas

T-t,
a

égala A=

Procédure de simulation

a: simuler des variables aleatoires gaussiennes centrées réduites G,

b : fixer le pas de discrétisation A.

n
c : simuler le mouvement brownien & I’instant n : \/XZGi
i=1

d: simuler une variable poissonienne N de parameétre A A

e: Si N =k, simuler k variables aléatoires y,,v,,...,v, selon la loi v(ds)
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f: Simuler les prix de I’actif S aux instants : t,, t, + At,t, + 2At,...,t, + nAt .On obtient ainsi &
I’instant n :
N 1 n
ST(n) = Sto H(1+yi) exp{(p—EGZJnA+G\/KZGi }
i=1 i=1
Ou; S; : leprix de I’actif aI’échéance
T : ladate a I’échéance
t, : la date a initiale de I’actif

\/XGi est une variable aléatoire qui suit une loi normale de moyenne 0 et de variance A .

Ainsi, on génére S!, sZ .., s,

Jusqu’a présent , nous avons vu que la simulation des trajectoires par discrétisation du temps est
I’approche la plus efficace pour résoudre les EDS .Par ailleurs, pour approcher les solutions de
ces équations, nous allons traiter les approximations de Taylor en considérant le critere de

convergence forte .

5-3- Approximation des trajectoires et convergence forte

Le choix du critére de convergence dépend de la nature du probléme a traiter. Nous pouvons
s’intéresser a une simulation directe, a I’estimation, aux tests statistiques ou autres et dans ce cas
on parle de la convergence forte. Si c’est la précision des moments, des probabilités ou d’autres
fonctions du processus alors on parle de la convergence faible. Pour la présente approximation,
nous nous intéressons a la convergence au sens fort ou la précision de I’approximation est
relative aux trajectoires. Pour cela, nous allons introduire le critére de I’erreur absolue et I’ordre

de convergence.
1- Erreur absolue

On définit I’erreur absolue due a I’approximation des trajectoires par :
e=E(X; -Y;|)

Ou, X, estle processus d’Itd a I’instant T et Y; I’approximation d’Euler.
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Cette erreur est estimée en simulant N trajectoires du processus d’Itd X;,, ainsi que son
approximation d’Euler Y;, correspondant au méme chemin aléatoire que le processus de

Wiener ; elle est donnée par :

N
€= W;‘XT,k _YT,k

Notons que plus la taille du pas de I’approximation est faible plus cet estimateur est faible.

Pour un nombre de simulation N assez grand, ’erreur estimée € est une variable aléatoire
gaussienne qui converge asymptotiquement en distribution vers ¢ (théoréme central limite) ; or
en pratique, il est impossible de générer un nombre infini de trajectoires mais nous pouvons

construire un intervalle de confiance pour & ot nous aurons besoin d’estimer la variance o, de

€. Pour ce la, nous disposerons de M séries ou dans chacune d’elles nous procédons a

N simulations. Les erreurs empiriques des M séries sont données par :

L _ 13 :
g, :WZ‘XT’“ ~Yrl Vi=12,.M
k=1

-iéme

k'“™ trajectoire de I’approximation générée dans la j*™ série a

Ou Y;,; est la valeur de la
I'instant T et X, ; la valeur correspondante du processus d’It6 .Dela I’intervalle de confiance

est de la forme :

. |6 L , 1Y ’

a —a € NoA a A2 & _ A

ety M ou S—MZSJ- ,GS——M _IZ(SJ- s)
j=1 j=1

Et t,% est la valeur de Student correspondante a (M -1) degré de liberté a un niveau de

confiance (1-a) .[9]

Longueur de I’Idc (Eps)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T T T T ' ' ' ' '
o o o o ' '
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T T T T ' ' ' ' '
T T T T ' ' ' ' '
1T e e e R
. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i T T T ' ' ' ' '
' T T T ' ' ' ' '
[ N . R LT N Y e
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T T T T ' ' ' ' '
T ' T T ' ' ' ' '
L ! L o ' ' ' ' '
D,DS'r"r":"‘u" boll it il Bl Bl ittt Rtk mlilielielialls el el
T T ' ' ' '
[ [ T
T T T T

10 20 30 40 30 60 70 S0 80100 120 140 1680 180
M
Longueur de I’Idc (Eps) par application du schéma d’Euler pour ’EDS :

dXt=1.5*Xt dt+Xt dWt pour 0<=t<=I avec Delta =1/32
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Le graphe ci-dessus montre que la longueur de I’intervalle de confiance de I’erreur absolue
décroit au fur et & mesure que le nombre de séries augmente. Cette présentation nous permet de
déterminer le nombre de simulation nécessaire pour obtenir un intervalle de confiance pour

I’erreur absolue en spécifiant seulement sa longueur.

2- Ordre de convergence forte

Nous dirons (par analogie avec le cas déterministe) que le processus approximatif Y; converge
fortement avec un ordre y €[0,00[ s’il existe une constante positivek € [0,00[ indépendante
de A tel que :

k>0, E(X, -Y;[)ska" vae[o

Pour toute discrétisation du temps avec une taille maximale du pasA €[0,]1[ .

L’ordre de convergence est parfois plus petit dans le cas stochastique par rapport au cas

déterministe correspondant, ceci a cause des accroissements AW, qui ont une erreur de 1’ordre

d’approximation de racine carrée du pas VA au lieu de I’ordre de A .
Dans I’analyse numérique qu’elle soit déterministe ou stochastique, on opte pour

I’approximation ayant un ordre de convergence le plus élevé.

-5.545 -4 552 -4.1558 -3, 465 -2

72 -2.079 -1,38
In (1ekia)

Ordre de convergence expérimental de 1’approximation d’Euler
Appliquée sur ’EDS : 1.5*%Xt dt +Xt dWt/ X0=1 et M=20

D’apres la représentation graphique du logarithme de 1’erreur absolue en fonction de celui de
Delta, nous constatons qu’il y a une relation linéaire entre I’erreur absolue et la taille de pasA.
avec une pente positive. Cette pente représente 1’ordre de convergence forte de 1’approximation

d’Euler qui est égale dans notre cas a 0,505. Comme le montre le graphe ci-dessus
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5-4- Approximations fortes de Taylor

Les approximations fortes de Taylor sont des approximations en temps discret basées sur le
développement de Taylor stochastique au sens de la convergence forte.
Dans cette section, nous décrivons les schémas forts de Taylor dans le cas d’un processus d’It6

et de Wiener de dimension 1 satisfaisant I’EDS de type It6 :

t t
X, =X, +[aX,,s)ds+ [b(X.,9)dW, ,Velt,T]  (54)

) to

Afin d’appliquer tout les schémas forts, nous utilisons le logiciel ANSEDS cité dans la section
précédente, pour cela, nous devons :
- insérer les ceefficients de dérive et de diffusion de I’EDS choisie et leurs dérivées premicres
et secondes par rapport ax et t .
- insérer la solution explicite de I’EDS considérée si sa forme explicite est connue.

- préciser I’intervalle de temps [t,,T ], la valeur initiale X et le pas de discrétisation A .

En sélectionnant I’approximation voulue, la solution exacte de I’EDS considérée et son
approximation seront présentées.
Une fois que le compteur arrive a 1016000 itérations, 1’erreur d’approximation, son intervalle de

confiance et I’ordre de convergence expérimentale seront données.

1- Schéma d’Euler
Le Schéma d’Euler est I’approximation de Taylor d’ordre 0,5, alors qu’il est égal al dans le cas

déterministe. La forme de cette approximation est :

Y., =Y, +taA, +bAW, (5.5)

T

n+l
Ou; A, = Idt =71,,—7, estle pas de discrétisation et AW, 6 =W, [ —W,  sont les
n
Tn

n+

incrémentations du processus de Wiener.

a- Cas du Mouvement brownien géométrique (MBG)

Pour ’EDS du MBG: dX, =pX,dt+oX,dW, avec TO«0 ,T1<« 1, X0« 1, Mu<«0,5,
Sigma =1 .Les résultats de simulation sont donnés ci-apres :

84



Chapitre5 : Application par simulation aux mode¢les de 1’¢électricité

T Xt Yt
0 1 1
0.001953125 | 1.017764460 | 0.986959034
0.00390625 1.003108059 | 0.973918068
0.0058599375 | 0.951402973 | 0.960877103
0.0078125 0.990234570 | 0.947836137
0.009765625 | 0.969187423 | 0.934795171
0.1171875 0.931115277 | 0.921754206
0.013671875 | 0.855804104 | 0.908713240
0.015625 0.814826683 | 0.895672274
0.017578125 | 0.785107545 | 0.882631309
0.01953125 0.783350459 | 0.869590343
t10.021484375 | 0.773005008 | 0.856549377
Schéma fort d’Euler Y(t) et solution exacte X(t) de ’EDS
dXt=0.5*Xt dt+1.0*Xt dWt pour 0<=t<=1 et X0=1, Delta=1/3
Errenr Ln(Err)
=Errevr -Lirninfrldc) - - LimSupdldc)
n4sf--—----- B\ SEEEEEEEE iSEEEEEEEE EEEEEEEEE FEEREEE 5 X X X
e ae ~ e IS o e
55 R S = s s s
IECE B T ; T Pt ' '
0254-------- s GERRERREE -------- 0 0 0
024 oo - mm e Fomemeoes e 24 IR S Rt -
s b o o : :
DA Gttt TRyt : :
1] IEIS |:|I1 1] 1|5 III,IE 0,2s l1 I3 |2
Defta Ln{Delta)

Erreur absolue du schéma fort d’Euler pour I’EDS :
dXt=0.5* Xt dt +1.0* Xt dWt pour 0<=t<=1 et X0=1

Ordre de convergence expérimental
I’approximation forte d’Euler

Selon les résultats de simulation, la valeur minimale et maximale de I’erreur absolue (Eps) de
I’approximation d’Euler stochastique appliquée sur I’EDS du mouvement brownien

géométrique dX, = 0.5X,dt +1.0X,dW,, Vt €[0,1] varie entre 0.054 et 0.431 pour des tailles de

pas de temps (delta) variant entre 2 et 2. Cette erreur est estimée aprés 2000 simulations
effectuées pour chacune des tailles de pas de temps. L’ordre de convergence expérimental pour
cette approximation est 0.4918 et le temps d’exécution pour I’estimation de I’erreur absolue due

au schéma d’Euler est égal a 609 millisecondes.
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Erreur absolue (Eps) de I’approximation forte d’Euler
(Cas du mouvement brownien géometrique)

Delta Eps Idc(Eps) Longueur de Temps d’exécution
L’Idc en millisecondes
27=0.25 0.431 [0.394 ,0.468] 0.074 <001
27°=0.125 0.308 [0.289, 0.327] 0.038 015
27=0.0625 0.225 [0.210, 0.240] 0.030 016
2°0.03125 0.170 [0.158, 0.183] 0.025 031
2°=0.015625 0.114 [0.106, 0.122] 0.016 079
27=0.0078125 0.083 [0.077, 0.089] 0.012 140
2=0.00390625 0.054 [0.052, 0.059] 0.007 266

b- Cas du modele Retour a la moyenne (MRM)

Pour tracer la trajectoire de 1’approximation d’Euler Y, et de la solution exacte X,, de ’'EDS
dX, =a(p - X,)dt + cW, ,nous suivons les mémes étapes décrites précédemment seulement des

modifications seront portés sur :

* La fonction drift A(TLXI) =a(B - X,)

» La solution explicite de I’EDS considérée est de la forme
t
X, =X “ +B-e ") +ofe*aw, (5.6)
0

Les propriétés de 1’intégrale d’une fonction déterministe par rapport a un mouvement brownien
conduisent a la discrétisation exacte (voir[23] ) suivante :
1 _ e—z(xA

+B1-e ) +o — —C (5.7)

—a A
Xt+A = Xte *

t
» L’application « ANSEDS » ne permet pas d’introduire 1’intégrale stochastique J.e_o‘(t_s)dWS
0

de la solution explicite (5.6). Pour cela, nous allons la remplacer par la discrétisation exacte
: . W,
(5.7) avec la simple transformation : G =—=~ N(0,1)

Jt

Notons que cette modification sera aussi utilisée pour les autres schémas(Milstein et Taylor 1.5).

Resultat de la simulation : L’EDS considérée est : dX, = a(p - X,)dt + cdW,, avec TO « 0,
T« 1, X0« 1, Alpha<1, Béta < 0 et Sigma < 1
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T Xt Yt
0 1 1
0.001953125 | 0.926410828 | 0.995637183
0.00390625 0.945913227 | 0.991273366
0.0058599375 | 0.955262261 | 0.986911549
0.0078125 0.965054256 | 0.982548733
0.009765625 | 0.997022782 | 0.978185916
0.1171875 0.987103625 | 0.973823099
0.013671875 | 0.978035973 | 0.969460282
0.015625 1.022380701 | 0.965097466
0.017578125 | 1.011814189 | 0.960734649
Schéma fort d’Euler Y(t) et solution exacte X(t) de PEDS: | 0.01953125 | 0.982836551 | 0.956371832
dXt=1,0*(0-Xt)dt+1,0*dWt sur [0,1] / X0=1, Delta=1/32 0.021484375 | 0.961682549 | 0.952009015
Errony Lu(Err)
= Errewr --Liminf{ldc)  -- LimSupdldc)

L S SrTeves — R R R

0B8N i e RYE I b L

0BG YN T B : : :

06t - doerT T Fecooones poooeea R s R Rhhh ST R ro-c

SR . . """" Oddf-Fr - G T R s S

Off------ FRRREEEG SURCCERE RS IRRERREEE : : : :

054 - Al R boceeenes L] B et ettt e

0,05 0 015 02 0,25 s 4 S 2

Erreur absolue du schéma fort d’Euler pour I’EDS :
dXt = 1.0*(0-Xt)dt+1.0*dWt pour 0<=t<=1 et X0=1

Ordre de CV Expérimental de
I’approximation d’Euler

L’erreur résultante (Eps) de cette approximation est moins précise que celle du MBG. Elle varie

en fonction de la taille de pas de temps entre 0.631 et 0.693, soit un intervalle de confiance égal

respectivement a [0.573,0.690] et [0.677,0.708] correspondant au tailles de pas de temps variant

entre 2 et 2. L’ordre de convergence est trés faible, soit 0.0222 mais la durée d’exécution est

longue, soit 04.27.235 millisecondes.

(Cas du modeéle retour a la moyenne)

Erreur absolue (Eps) de I’approximation forte d’Euler

Delta Eps Idc(Eps) Longueur de Temps d’exécution
L’Ide en millisecondes

27=0.25 0.693 [0.677,0.708] 0.031 04.485
27=0.125 0.673 [0.661, 0.684] 0.023 05.468
2°=0.0625 0.650 [0.639, 0.661] 0.022 06.625
2°=0.03125 0.645 [0.629, 0.661] 0.032 10.328
2°=0.015625 0.654 [0.642, 0.667] 0.025 18.610
27=0.0078125 0.666 [0.650, 0.681] 0.031 36.437
27=0.00390625 0.631 [0.573, 0.690] 0.117 03.05.266

87




Chapitre5 : Application par simulation aux mod¢les de 1’¢électricité

2- Schéma de Milstein

Ce schéma d’approximation présente un ordre de convergence supérieur a celui d’Euler, il est

¢gale al. Lorsque le processus d’It6 et de Wiener sont de dimension 1, I’approximation de

Milstein en terme d’intégrale d’1t6 n’est autre que celle d’Euler plus un terme, soit :

Y., =Y, +aA, +bAW, +%bb’{(AWn)2 ~A,)

(5.8)

a- Résultat de simulation:L’EDS considérée : dX, = pX dt + oX,dW, ,avecTO < 0, T1 « 1,

X0« 1, Mu<«0.5 et Sigma<« 1.0

Xt ¥t

Schéma fort de MilsteinY (t) et solution exacte X(t) de I’EDS :

dXt=0.5*Xt dt+1.0*Xt dWt pour 0<=t<=1 et X0=1, Delt

Errenr

= Erreur -+ Liminf{ldc) - LimSupdldc)

015 |

014

0,05 |

0,25
Dofta

e —
0,05

Erreur absolue du schéma fort de Milstein pour I’EDS
dXt = 0.5*Xt dt+ 1.0*Xt dWt pour 0<=t<=1 et X0=1

T Xt Yt
0 1 1
0.001953125 | 0.994294023 | 0.98320604
0.00390625 | 1.007117933 | 0.976641209
0.005859373 | 0.990822183 | 0.96961814
0.0078125 1.042865763 | 0.953283419
0.009765625 | 1.061337729 | 0.941603023
0.01171875 | 1.080440932 | 0.929923628
0.013671875 | 1.066111486 | 0.918244233
0.015625 1.022931141 | 0.906564838
0.017578125 | 1.030305781 | 0.894885442
0.01953125 | 1.026747161 | 0.883206047
0.021484375 | 1.009382392 | 0.871526652
LR{Err)
L EEEEEEEEEE B SGEEEEE T EGEEEE e
S e e o R
Y I = e SN S
N  EERE— R —
-4 -3 -2
Ln{Delta)

Ordre de CV Expérimentale de
I’approximation forte de Milstein .
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L’erreur absolue de I’approximation forte de Milstein appliquée sur une EDS d’un mouvement

brownien géométrique varie entre 0.0033 et 0.163 pour des tailles de pas de temps variant entre

2% et 27 . L’application du schéma d’Euler sur la méme EDS a donnée des valeurs plus élevées,

soit respectivement 0.054 et 0.431 pour les mémes tailles de pas. Ceci dit que le schéma de

Milstein donne des

résultats meilleurs pour ce cas de modele .L’ordre de convergence

expérimental pour cette approximation est proche de 1, soit 0.9337 et le temps d’exécution pour

| ’estimation de I’erreur absolue du schéma de Milstein pour I’EDS:

dX, =0.5X,dt + X,dW, est de 687millisecondes.

Erreur absolue de I’approximation de Milstein
(cas d’EDS d’un mouvement brownien géométrique )

Delta Eps Idc(Eps) Longueur de Temps d’éxécution
L’Idc en millisecondes

27=0.25 0.163 [0.145,0.182] 0.037 <001
27=0.125 0.095 [0.086, 0.104] 0.018 016
27=0.0625 0.053 [0.046, 0.061] 0.015 031
27°=0.03125 0.029 [0.026, 0.031] 0.005 047
2°=0.015625 0.012 [0.011,0.013] 0.002 062
27=0.0078125 0.006 [0.005, 0.006] 0.001 140
2°=0.00390625 | 0.0033 | [0.0029, 0.0037] 0.0008 297

b- Résultat de la simulation: L’EDS considérée est: dX, =o(B— X,)dt+ocdW,, avec
TO« 0, T« 1, X0« 1, Alpha<«1, Béta < Oet Sigma<«— 1.

XL ¥t

T

Xt

Yt

0

Schéma fort de Milstein Y (t) et solution exacte X(t) de I’'EDS:
dXt=1,0*(0-Xt)dt+1,0*dWt sur [0,1] / X0=1, Delta=1/32

1

1

0.001953125

1.087404979

0.985525729

0.00390625

1.072574590

0.971051458

0.005859373

1.068383446

0.956577187

0.0078125

0.941407388

0.942102916

0.009765625

0.911219463

0.927628645

0.01171875

0.872613311

0.913154374

0.013671875

0.838939227

0.898680103

0.015625

0.813777340

0.884205832

0.017578125

0.783429901

0.869731561

0.01953125

0.788975999

0.855257290

0.021484375

0.771536774

0.840783019

89




Chapitre5 : Application par simulation aux mode¢les de 1’¢électricité

Ervenr

= Erreur -+ Liminf{ldc) - LimSupildc)

D55 F-------dceemme- LRI CEEPLOEE Foossceoe

Ln(Delia)

Erreur absolue du schéma de Milstein pour I’EDS :
dXt =1.0*(0-Xt)dt+1.0*Xt dWt , 0<=t<=1, X0=1

Ordre de convrgence expérimental
de Milstein

Pour le schéma de Milstein, nous enregistrons les valeurs minimales et maximales de la
longueur de I’intervalle de confiance variant entre 0.024 et 0.153 pour différentes tailles de pas
(27 et 2. L’ordre de convergence égal a 0.0466 et le temps d’exécution global est égal a

12.11.250 millisecondes.

Erreur absolue de I’approximation de Milstein
(cas d’EDS du modele de retour a la moyenne)

Delta Eps Idc(Eps) Longueur de | Temps d’exécution
L’Idc en millisecondes

27=0.25 0.705 [0.693, 0.717] 0.024 36.281
27=0.125 0.675 [0.662, 0.688] 0.026 38.016
27'=0.0625 0.666 [0.652, 0.681] 0.029 01.12.281
2°=0.03125 0.660 [0.646, 0.675] 0.029 01.56.047
2°=0.015625 0.650 [0.635, 0.665] 0.03 01.032.828
27=0.0078125 0.641 [0.628, 0.653] 0.025 02.032.172
2=0.00390625 0.581 [0.504,0.657] 0.153 04.13.437

3- Schéma de Taylor d’ordre 1.5

Considérons toujours 1’équation (4,5), le schéma fort de Taylor d’ordre 1,5 s’écrit :

Y =Y +aA. +bAW, +%bb'{(AWn)2 — A, }+abAZ, +%(aa’+%b2a”jA2n (5.9)

+ (ab'+%b2b”j{AWnAn —AZn}+%b(bb"+(b’)2>{%(AWn)2 —AH}AWH
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La variable AZ, est définit par:

Thtl s1

AZ, = [ [dw,ds, Oi AZ,=N[0,2A," |et E(AZ, AW =14 >
S 3 2

n n

Tn Tn
1

_{%(A\Nn )2 - An }A\Nn

Le dernier terme dans (5.9) représente 1’intégrale d’It6 triplet I(l,l,l) = 5

a-Résultat de simulation : L’EDS considérée estdX, = uX,dt + oX,dW, ,avecTO« 0, T1 « 1,
X0« 1,Mu<«0.5 et Sigma<«1.0

Xt Yt g i(t Tt
. —Hn | 0.001953125 | 1003779521 | 0.992762838
AR 0.00390625 | 0.994024469 | 0.985525677
NN [0.005859375 | 0.970865438 | 0.978288515
TN A T YR T T e T T T [0.0078125 | 0.948592800 | 0.971051354
18T ) N Y a7 [0.009765625 | 0.980542185 | 0.963814492
S DR A YRR Fi W 77 [0.01171875 | 1.070500239 | 0.956577031
e A TN (0003671875 1105341629 0949339869
' T TN A P ; 0.015625 1.143996377 | 0.942102708
SEA Sl bttt sttt et 0.017578125 | 1.094565286 | 0.934865546
o1 02 03 04 05 05 07 08 09 0.01953125 | 1.126774220 | 0.927628385
t [ 0.021484375 | 1.097483259 | 0.920391223
Schéma de Taylor 1.5 Y(t) et solution exacte X(t) de I’'EDS
dXt=0.5*Xt dt+1.0*Xt dWt pour 0<=t<=1 et X0=1, Delta=1/32
Errany Ln(Err)
= Erreur -- Liminf(ldc) - - - LimSupie)
004 4-------- mrmmm s o ; ---------é—---- ; ; ;
003 f---mmmmgmm oo R oo SR N A H . )
: : ' E Sk R pooomeones i AT 1
gn2f------- 4 T PR e ; - ;
: ' ' : BT oo
L L :—-------- e s R2 N o N fo]
—_— — — . Bl OPPPRPPPS FEPERPP
0,05 01 015 02 025 4 3 A
Dolta LnDelta)

Erreur absolue du schéma de Tayl.5 pour I’EDS :
dXt = 0.5*Xt dt+ 1.0*Xt dWt pour 0<=t<=1 et X0=1

Ordre de CV Expérimental de
de I’approximation forte de Taylor 1.5

La méthode d’approximation forte de Tylor d’ordrel.5 donne des résultas plus précises avec une

erreur variant entre 0.0001 et 0.040 et un ordre de convergence égale a 1.3880 en ce qui

concerne le temps d’exécution obtenus, on enregistre 01.250 millisecondes
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Erreur absolue de I’approximation de Taylor d’ordrel.5
(cas d’EDS d’un mouvement brownien géométrique )

Delta Eps Idc(Eps) Longueurde | Temps d’exécution
1I’Idc en millisecondes
0.25 0.040 [0.037, 0.043] 0.006 <001
0.125 0.017 [0.016, 0.018] 0.002 015
0.0625 0.007 [0.006, 0.007] 0.001 047
0.03125 0.002 [0.0024, 0.0027] 0.0003 0.63
0.015625 0.001 [0.0009, 0.001] 0.0001 140
0.0078125 0.0003 [0.0003, 0.00035] 5%107 344
0.00390625 0.0001 [0.00011, 0.00013] 2*107 641

b- Reésultat de la simulation :L’EDS considérée est:dX, = a(f— X,)dt + cdW,, avec
TO« 0, T« 1, X0« 1, Alpha<1, Béta < Oct Sigma<« 1

T Xt Yt
Xevt 0 1 1
—R T 0.001953125 | 1.074475924 | 0.986951896
1 o b T cooTT S ottt coTTTTTe 0.00390625 1.027579455 | 0.973903793
e 0.005859375 | 1.110555105 | 0.960855690
: : : : i : i : : 0.0078125 | 1.114008419 | 0.947807587
Oy---- 17 ! D P 1 """ Tomoes r """ [ 17 0.009765625 | 1.124470420 | 0.934759484
Lo b Lo Lo 0.01171875 | 1.066680264 | 0.921711381
. Y - 0.013671875 | 1.012365656 | 0.908663278
e e Rt MECRE SRR b ok ShEs j_n,,n 0.015625 | 0.928837480 | 0.895615175
—— i 1]0.017578125 [ 0.857663351 | 0.882567072
o1 02 03 04 05 0 07 08 08 . 0.01953125 | 0.897405115 | 0.869518969
0.021484375 | 0.827751426 | 0.856470866
Schéma de Taylor 1. 5 Y(t) et solution exacte X(t) de I’'EDS :
dXt=1,0*(0-Xt)dt+1,0*dWt sur [0,1] / X0=1, Delta=1/3
Erveny LR{Err)
= Erreur --Liminfildc) - LimSupiidc) aH—————
071 ' ' n424----- TR T e LEEes
0,63 o434----- do ' B N S S
0,66 1 0444 RN LR LY
0,641 A5t I TS A
0,624 0464 - r1 ---------------------------
05 : : ' :
055 | MY
5 4 3 2
Ln(Delia)

Erreur absolue du schéma de Taylor 1.5 pour I’EDS :
dXt = 1.0%(0-Xt)dt+1.0*dWt, pour 0<=t<=1 et X0=1

Ordre de convergence expérimental de
I’approximation de Taylor 1.5
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L’erreur résultante du schéma fort de Taylor d’ordre 1.5 est plus réduite que les deux
approximations d’Euler et de Milstein , établis précédemment .Nous enregistrons ainsi pour une
taille de pas de temps 1/32 , une longueur d’intervalle de confiance égale a 0.032.

L’ordre de convergence expérimental du schéma fort de Taylor 1.5 est estimé a 0.0115 ou le

CPU est de ’ordre de 10.14.937 millisecondes.

Erreur absolue de I’approximation de Taylor d’ordrel.5
(cas d’EDS du modele retour a la moyenne )

Delta Eps Idc(Eps) Longueur de | Temps d’exécution
I’Idc en millisecondes
2770.25 0.649 [0.631, 0.667] 0.036 19.422
27=0.125 0.646 [0.632, 0.661] 0.029 22.344
27=0.0625 0.640 [0.626, 0.655] 0.029 28.703
27°=0.03125 0.647 [0.631, 0.663] 0.032 41.000
2°=0.015625 0.662 [0.650, 0.674] 0.024 01.04.172
27=0.0078125 0.658 [0.646, 0.670] 0.024 01.53.485
2°=0.00390625 0.618 [0.561, 0.676] 0.115 05.25.704

4- Schéma fort de Taylor d’ordre 2,0

En incluant d’avantage de termes dans le développement de Taylor stochastique, nous
obtiendrons des schémas d’ordre plus supérieur que ceux d’Euler, Milstein et de Taylor

d’ordrel.5. Dans le cas unidimensionnel, le schéma fort de Taylor d’ordre 2.0 est donné par :
Y. =Y +a A +b AW, +%bb’(AWn)2 +ba'AZ, +%aa'(An)2 +ab'{AW —AZ } (5.10)

1 AN 1 [ANAY A n' n'
+-BODY(AW,)* -+ b(b(bb')) (AW,)" +a(Bb) 11, +b(@D") Ty +DBAYI 11

Les variables AW, et AZ sont générées comme précédemment. L’intégrales de Stratonovich

pour j,, Jyseees )y € {1,...,m},| =12,...et n=0,,... est:

Thyr S . .
i) = [ ..Jodwdo. odw" avec W' =t vte®R*
Th  Tp

93



Chapitre5 : Application par simulation aux mod¢les de 1’¢électricité

T Xt Yt
0 1 1
0.001953125 | 1.013412840 | 1.000012241
0.00390625 1.016437041 | 1.000024482
0.005859375 | 0.993577325 | 1.000036724
0.0078125 1.040272884 | 1.000098465
0.009765625 | 0.984606714 | 1.000061207
0.01171875 1.011338591 | 0.000073444
0.013671875 | 1.036572832 | 1.000085690
0.015625 1.089429679 | 1.000097931
0.017578125 | 1.031628131 1.000110173
0.01953125 1.143444201 | 1.000122414
0.021484375 | 1.122900331 | 1.000134655
Schéma fort de Taylor d’ordre 2, Y(t) et solution exacte X(t) I’EDS:
dXt=0.5*Xt dt+1.0*Xt dWt pour 0<=t<=1 et X0=1, Delta=1/32
Erreatr La(Err)
= Erreur -- Liminf{ldc) - LimSupildc)
0,0 T : T ”

I e T s

0006 4------- RN e e - e

0004 4------- RN e e

0002 4------- = REE R R

IEI,Il'IS - .IZI,I‘I - '0,1'5 - |:|,'2 - '0,25

Erreur absolue du schéma fort de Taylor d’ordre2.0
Pour I’EDS :0.5*Xt+1.0*XtdWt , pour 0<=t<=1,X0=1

L’approximation forte de Tylor d’ordre2.0 appliquée a ’EDS : dX, = uX,dt + X, dW,.

Ordre de CV Expérim. de I’approximation
forte de Taylor d’ordre2.0.

Donne une erreur variant entre 4.81*10 et 0.009 pour différentes tailles de pas variant entre 2™

et 2. Nous enregistrons aussi une erreur égale 4 0.0002 pour un Delta égal a 2”°.La méme

erreur estimé par I’approximation de Taylor d’ordre 1.5 est de 0.002.

Notons que le temps d’exécution passe respectivement de 031a 063 millisecondes pour la

simulation des deux erreurs, alors que le temps d’exécution global passe de 500 a 01.250

millisecondes et donne un ordre de convergence expérimental égal a 1.812 pour 1’approximation

forte de Taylor d’ordre 2.0.
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Erreur absolue de I’approximation forte de Taylor d’ordre 2.0
(cas d’EDS du mouvement brownien )

Delta Eps Idc(Eps) Longueur Temps d’éxécution
de I’Idc en millisecondes
0.25 0.0090 [0.007, 0.010] 0.003 <001
0.125 0.0027 [0.0024, 0.0031] 0.0007 015
0.0625 0.0009 [0.0008, 0.001] 0.0002 016
0.03125 0.0002 [0.00022, 0.00028] 6*107 031
0.015625 7.8%10° | [7.15%107, 8.45%10] 1.3*¥107 047
0.0078125 1.90¥10° | [1.55%107, 2.25%107] 0.7%¥107 094
0.00390625 4.81*%10° | [4.29%10°, 5.32%10] 1.03*%10° 203

5- Comparaison des schémas forts de Taylor

Dans cette section, nous comparons les différentes approximations fortes de Taylor présentées
[Euler- Milstein- Taylor d’ordrel.5-et de Taylor d’ordre 2.0] appliquées sur une EDS des deux
modeles : brownien géométrique (MBG) et retour a la moyenne (MRM).

Cette comparaison se fait en représentant le logarithme de I’erreur d’approximation forte (Eps)
en fonction du logarithme de la taille de pas de temps (Delta) et cela pour voir le niveau de

précision de ces approximations adoptées.

Erreur absolue et temps d’exécution des schémas forts de Taylor
(Cas du mouvement brownien géometrique)

Ln(Delta) Ln(EpsEuler) | Temps | Ln(EpsMilstein) | Temps Ln(EpTayl.5) | Temps | Ln(EpsTayl2.0) | Temps
Euler Milstein Tay1.5 Tay2.0
-1,386294 | -0,8416471 | <001 -1,8140051 <001 -3,2188758 | <001 -4,7105307 | <001
-2,079491 | -1,1776555 015 -2,3538784 016 -4,0745419 015 -6,2146081 015
-2,772588 | -1,4916549 016 -2,9374634 031 -4,9618451 047 -7,0131158 016
-3,465735 | -1,7719568 031 -3,5404594 047 -6,2146081 063 -8,5171932 031
-4,158830 | -2,1715568 079 -4,4228486 062 -6,9077553 140 -9,5250511 047
-4,852030 | -2,4889147 140 -5,1159958 140 -8,1117281 344 -10,90316 94
-5,545190 | -2,9187712 266 -5,7138328 297 -9,2103404 641 -12,188233 188

AN:TO< 0 , T« 1 ,X0¢1, Mu< 0,5, Sigma<— 1.0, Num<— 7, N« 100, M« 20

Les résultats du tableau montrent que les erreurs d’approximations fortes (Eps) du schéma de

Taylor d’ordre 2.0 appliquées sur ’EDS : dXt =p X,dt + o X,dW, , avec n=0.5 et =1 sont

plus réduites, alors que I'ordre de convergence expérimental est plus fort que ceux d’Euler,

Milstein et Taylor 1.5 .Ainsi lorsque p=0.5 et c=1.0, la meilleure approximation est celle

qui possede 1’ordre de convergence le plus ¢€levé. Dans ce cas le schéma de Taylor d’ordre

d’ordre 2.0 (CV=1.8101)
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Chapitre5 : Application par simulation aux mode¢les de 1’¢électricité

Erreur absolue et temps d’exécution des schémas forts de Taylor
(Cas du modeéle : retour a la moyenne)

Ln(Delta) | Ln(EpsEuler) | TempEuler | Ln(EpsMilstein) | TempMilstein | Ln(EpsTay1.5) | TempTayl.5
-1,386294 | -0,3667252 04,485 -0,3488485 36,281 -0,4318604 19,422
-2,079491 | -0,3958613 05,468 -0,392154 38,016 -0,4357181 22,344
-2,772588 | -0,4300139 06,625 -0,4051151 01, 12,281 -0,4448818 28,703
-3,465735 | -0,4375751 10,328 -0,4144554 01,56 ,047 -0,4343276 41,000
-4,158830 | -0,4237090 18,610 -0,4298602 01,32 ,828 -0,4121876 01,04,172
-4,852030 | -0,4063154 36,437 -0,4444138 02, 02,172 -0,4179426 01,53,485
-5,545190 | -0,4593406 | 03, 05,266 -0,5428324 04, 13,437 -0,4798115 05,25,704

AN:T0<— 0 ,T<—1 ,X0<¢ 1, Alpha<— 1.0, Beta<— 0, Sigma<— 1.0, Num<— 7 ,N< 100, M« 20

Les erreurs des 3 schémas d’approximations appliquées sur I’EDS du mode¢le retour a la

moyenne :dX, =a(B - X,)dt + cdW,avec a=1.0, B=0et o =1.0coincident , par ailleurs le

temps d’exécution global pour estimer les erreurs du schéma d’Euler est plus réduit que celui
pour estimer le schéma de Milstein et Taylor d’ordrel.5. Pour cela on peut opter pour le schéma
d’Euler au lieu de choisir respectivement le schéma de Milstein ou de Taylor d’ordrel.5.

Dans le cas ou la force de rappel est plus faible (a0 =0.5), ’erreur d’approximation (Eps) est
plus réduite pour les trois approximations, la meilleure approximation est celle d’Euler comme

le montre les résultats ci-apres.

Erreur absolue et temps d’execution des schémas forts de Taylor
(Cas du modeéle : retour a la moyenne)

Ln(Delta) | Ln(EpsEuler) | TempEuler | Ln(EpsMilstein) | TempMilstein | Ln(EpsTayl.5) | TempTayl.5
-1,386294 31,314 18,969 -31,316 18,187 -31,300 20,140
-2,079491 -31,33 20,531 -31,299 19,812 -31,333 23,969
-2,772588 -31,316 23,531 -31,321 23,502 -31,326 32,069
-3,465735 -31,318 29,187 -31,289 30,250 -31,301 45,734
-4,158830 -31,334 40,844 -31,296 43,813 -31,328 01, 18,469
-4,852030 -31,398 01, 04,000 -31,209 01, 08,141 -31,328 02, 15,156
-5,545190 -31,395 05, 36,281 -31,357 04, 04,250 -31,321 04, 27,438

AN:TO<— 0 ,T<—1,X0¢ 1, Alpha<— 0.5, Beta<— 0, Sigma<— 1.0, Num <« 7 N« 100, M« 20
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Chapitre5 : Application par simulation aux mode¢les de 1’¢électricité

5-5- Conclusion et commentaire

La résolution numérique des EDS par approximation en temps discret a montré que plus le pas
de discrétisation était proche de zéro, plus les approximations de ces EDS convergeaient vers la

solution exacte du processus.

La modification établie pour approximer I’intégrale stochastique de la solution explicite du
mod¢le de retour a la moyenne (MRM) a permis d’obtenir des approximations moins précises
par rapport a celles du (MBG). Afin d’éviter ce choix nous recommandons a 1’utilisateur de

voir 1’algorithme élaboré par K.Boukhetala[11] permettant d’approximer au mieux 1’intégrale

t
stochastique Iexp[— oc(t—S)]dWS, néanmoins cette méthode nécessite un temps de calcul
0

relativement élevé.

Pour finir nous rappelons que les approximations fortes de Taylor sont des méthodes
numériques efficaces pour approcher les solutions des EDS mais leurs inconvénients et qu’en
plus des ccefficients de dérive et de diffusion qu’on doit déterminer a chaque étape il est
nécessaire d’évaluer aussi leurs dérivées a divers ordres. Cependant, il existe d’autres schémas

forts qui évitent 1’utilisation des dérivées comme les schémas forts explicites.
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Conclusion générale

Conclusion générale

Cette étude nous a permis de se familiariser avec les notions des mathématiques financiéres,
notre intérét était surtout de servir d’introduction a I’immense littérature qui existe sur le
sujet. Nous avons exposé des outils mathématiques indispensables qui sont le calcul
stochastique et les EDS. Ces dernieres ont été utilisées et appliquees tout au long de notre

travail a travers les modeéles présentés.

Le modéle mathématique de Black-Scholes est devenu une référence utilisé dans de
nombreux secteurs (assurance- banque...) .La principale qualité de ce modeéle réside dans sa
simplicité et facilité¢ de mise en ceuvre, mais son adaptation a la modélisation des prix de

I’électricité reste malheureusement limite, par nature du probléme.

Un aspect intéressant de la méthodologie que nous avons adopté est que les sauts dont
I’amplitude était supposee gaussienne sont introduits explicitement dans les modéles retenus

qui, tout en restant simples permettent de mieux représenter les situations de discontinuites.

La discrétisation des EDS conduit a arbitrer entre précision et temps de calcul, néanmoins la

discrétisation exacte donne des résultats satisfaisants mais plus colteux en temps de calcul.

Les résultats obtenus via le logiciel « ANSEDS » que nous avons utilisé pour simuler les
solutions approchées des EDS ont montré I’efficacité des simulateurs des schémas
d’approximations. Ce méme logiciel est un outil d’aide a la décision puisqu’il propose a
I’utilisateur un ensemble de modeles et de stratégies de résolution. Par conséquent, nous
suggérons d’élargir son domaine d’application a d’autres modéles plus complexes, en

particulier les modeles de diffusion a sauts.

Enfin, en incluant un aspect numérique, la modélisation des processus de diffusion avec et
sans sauts présente un intérét de recherche de tout premier plan .Ainsi, I’évaluation des actifs

financiers basés sur le prix de I’électricité reste un theme de recherche tres prometteur.
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Glossaires

Actif : Terme générique désignant I’objet sur lequel est effectuer I’opération financiére.

Actif sous-jacent : Actif sur lequel porte un produit dérivé ou particulierement une option. Il
peut étre financier (action, obligation, indice boursier...) ou physique (matiére premiere, pétrole,
céréales,...) ou indice (indices boursiers tel que CAC 40, Dow Jones,..)

Action : Titre de propriété représentant une fraction du capital d’une entreprise et donnant a son

porteur le droit & I’information et aux bénefices (nommé dividende).

Arbitrage : Opération qui consiste a acheter ou vendre simultanément un ou plusieurs titres.
L’arbitrage permet de réaliser un bénéfice sans risque, d’assurer I’égalité des prix a un méme

moment et la fluidité entre les différents marchés et contribue a leur liquidité.

Couverture (hedging) : Opération ou suite d’opérations ayant pour but de réduire les risques
liés aux variations du marché. Les opérations de couverture s’effectuent sur des marchés

organisés ou sur des marchés de gré a gré.

Gestion du risque : Démarche visant a controler le risque financier , ainsi que le risque de
crédit et le risque des taux d’intérét, au moyen d’instruments de couverture tels que les contrats

a termes et les options.

Marché financier : Un lieu ou I’on achéte et vend des titres financiers .Les opérateurs de

marché sont plus souvent autorisés a vendre a découvert des titres qu’ils ne possédent pas.
Retour a la moyenne: Quand une variance a tendance a converger vers sa valeur moyenne.

Risque : Situation selon laquelle le nombre d’événement éventuel est supérieur au nombre
d’évenements qui vont réellement se dérouler et la mesure de probabilité qu’on peut leur

rattacher.

Obligation : Titre de créance négociable représentatif de dettes qui donne droit au paiement
d’un intérét annuel et au remboursement du capital. Le détenteur d’une obligation percoit un
revenu connu a I’avance ou dont la révision se réalise dans les conditions prévues au moment de

I’émission .En cas de faillite de I’émetteur, le détenteur d’une créance est prioritaire sur



I’actionnaire .Les obligations peuvent étre émises par les entreprises privées ou publique ainsi

que par I’Etat.

Produits dérivés : Instrument financier permettant de fixer dé aujourd’hui le prix futur d’un
produit physique ou financier, dit le sous-jacent. A la base composés de trois grandes familles
(les contrats a terme, les warrant, les options), sont utilisés pour couvrir quatre sorte de

risque (marché, liquidité, contrepartie, politique).

Volatilité : En finance, la volatilité est une mesure de l'instabilité du cours d'un actif financier.

Elle sert de paramétre de quantification du risque de rendement et de prix d'un actif financier

Volatilité historique : la mesure de la variabilité des rendements passés d’un actif financier.
Plus précisément c’est I’écart type moyen des rendements de I’actif sous-jacent, calculé sur une

période de temps précise, et exprimé en pourcentage annualisé.

Volatilité implicite : refléte la variabilité anticipée du cours de I’actif sous-jacent sur la durée

de vie de I’option, elle se calcule a partir des options préleve sur le marché.

Sous-jacent : Référence sur laquelle s’appuie le produit dérivé. Produit physique (céréales,
électricité, pétrole..), produit financier (action, obligation, devises,...), un indice (indice
boursiers tel que NASDAQ, CAC40,...)



Annexes

1) Méthode de Newton - Raphson

Soit a résoudre le systeme non linéaire suivant :

f,(X,, Xy X y) =0

fiy (X1, X0 X ) =0

A partir d’une estimation initiale X  , on pose X® = X @ + AX .

Ou, AX est obtenu en linéarisation ce systeme, ce qui donne un systeme linéaire AX =Y

Dont les éléments sont données par :

of. . )
a. =—-— e Y =-f iet j=1aN
ij ax i i ( J )

i

A partir de valeurs d’essais (X ,...; Xy ), on calcule les a;; (analytiquement ou numériquement
si les expressions des déerivées ne sont pas connues) et lesY; .
On résout le systtme AX =Y, la solution X donne les variations X® =X @ +AX, —

(XO,XP .., xP) que Ion utilise pour calculer & nouveau les éléments de A etde Y , ce qui

permet d’avoir une nouvelle estimation de la solution et ainsi de suite jusqu’a la convergence du
systeme.

2) Formules des cumulants

Soit I’expression :

~ U;tz UIStS
K(t)_log[1+u1t+ o + = +...

upt? ust®
2! 3

Posons: x=1+ut+ @ alors K(t) =log(1+ x)

Le développement limité de log(1+ x) est:



2 XS X4

X .
IOg(l+X)=X_E+§_E"' ou x<1 (2)

ust®  uit®  2ulult®
Dans ce cas x2:u1'2t2+ At h i et A
4 3! 2

©)

ulu.t®  ulult® 2ulu't®
+ 2Y2 + 1Y3 + 1Y4 +

2! 3 4l )

En substituant (1) et (3) et (4) dans (2), on obtient :

2 t3 t*
K () = ult + (u) —u{2)5+(Ué —3uju} +2u1’3)§+(u;1 —4uju; —3uy’ +12u5u,? —6u1'4)z+..-

r

Le coéfficient de t—' correspond au r
r!

ieme

cumulant et u/ = E(X").

Les formules des six premiers cumulants sont :

K, = E(R)

K, = E(R?)—E*(R)

K, = E(R®)—3E(R)E(R?) + 2E*(R)

K, = E(R*)—3E%(R?) - 4E(R)E(R%) +12E?(R)E(R?) — 6E*(R)

K, = E(R®)—~5E(R)E(R*) —10E(R®)E(R?) + 20E*(R)E(R®) + 30E(R?)E*(R) — 60E(R?)E*(R)
+24E%(R)

K, = E(R®) -6E(R*)E(R) —15E(R*)E(R?) +30E*(R)E(R*) -10E*(R®) +120E(R*)E(R?)E(R)
—~120E(R®)E*(R) +30E*(R?) - 270E*(R?*)E?*(R) + 360E(R*)E*(R) —120E°(R)

3) Simulation d’une variable aléatoire poissonienne

Une variable aléatoire poissonienne est une variable a valeurs dans IN telle que :

P(X:n):e"'}b—I si n>0
n!



On a vu au chapitre | que si (T,),., est une suite de variables aléatoires exponentielle de
parameétre A, alors la loi de

N, =>1
t Z {T1+T2+...+Tn§ t£T1+T2+....+Tn+1}

i>1

Suit une loi de poisson de parametre At .

N, a la méme loi que la variable X que I’on cherche a simuler .De plus , on peut toujours écrire

: . —log(U;, : .
les variables exponentielles T, sous la forme # ,oules (U,),,, sont des variables suivant

la loi uniforme sur [0,1] indépendantes .

N, S’écritalors :

) .
U U < €% <UsUp. Uy |

N1= nl{
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