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Introduction

L’analyse de PAINLEVE est, au sens large, I’étude de la structure des singularités des
équations différentielles; plus particuliérement, on s’intéresse a la facon dont celles ci
(singularités) dépendent sur les conditions initiales, appelées dans ce cas ”singularités
mobiles”. Elle est considérée comme 1'une des approches pour ’étude de l'intégrabilité
des équations différentielles.

Une équation différentielle est dite avoir la propriété de PAINLEVE (ou stable) si sa
solution générale est uniforme au voisinage des singularités mobiles. Cette propriété est
trés importante ;

- d'un coté, pour la définition de nouvelles fonctions transcendantes comme solutions
générales uniformes d’équations différentielles ordinaires (E.D.O.) irréductibles dans le
plan complexe, ce qui a motivé de nombreux mathématiciens comme BrioT et BouQuEeT,
Fucus, Poincare, PaNLeve [16], Cuazy [4], Bureau [2] et beaucoup d’autres, qui ont
réalisé de trés importants travaux sur le probléme mathématiquement posé

7 déterminer toutes les équations différentielles algébriques du 1°" ordre, puis du 2™¢
ordre, puis du 3¢ ordre etc, dont 'intégrale générale est uniforme ”,

- de l'autre, a cause de son lien proche avec l'intégrabilité. L’idée a été lancée par
S. KovaLevskr [13], qui était interessée a la relation entre l'intégrabilité compléte des
systémes mécaniques classiques et la méromorphie de leurs solutions, telle qu’elle a con-
struit un procédé (par la suite formalisé par GAMBIER, puis étendu par WESS et al. [18] pour
traiter les E.D.P. non linéaires, et appelé test de PAINLEVE) largement utilisé pour tester
la propriété de PainLevE. Enfin, 'importance de cette propriété est encore renforcée par
la fameuse conjoncture d’ALBOVITZ et al. [1],

” toute E.D.O obtenue par réduction exacte d'une E.D.P. non linéaire intégrable par

la méthode 1.S.T.!, a la propriété de PAINLEVE 7.

Inverse Spectral Transform



L’objet de cette these est ’étude de 1’équation différentielle de quatriéme ordre

(E) ¥ = awyyy” + bay'y" + cay*y’ + dxy(y')? + e@yy + fay®

/

+ao@)y"” + (c1@y + co@)y” + dox)(y')? + ea@)y?y
+(e1(z)y + eo(2))y + fa@y* + fr@y® + fa@)y?
+fi@y + fo),

ou a,b,c,d,e, f,ag, co, c1,do, €0, €1, €2, fo, f1, f2, f3, f1 sont des fonctions analytiques de la
variable complexe x dans un certain domaine D C C. Plus précisement, on se propose de
trouver les conditions nécessaires et suffisantes sur les coefficients de (E) pour que celle ci
soit stable, en d’autres termes, déterminer toutes les classes d’équations stables du type

Le premier qui a considéré ce probléme et a obtenu des résultats est Cuazy [4]. Puis,
Bureau [2] a amélioré les résultats de ce dernier en élaborant une méthode qui permet
d’étudier ce genre de probléeme. Martivov [15], Exton [9] et KubryasHov [14] ont trouvé
certaines autres équations mais sans compléter la liste. Finalement, Coscrove [7] a établi
une liste exhaustive d’équations stables du type (E).

Le cason e = f =0 a été complétement étudié dans [2] et [7]. Dans notre travail

on va considérer les deux cas complémentaires suivants :

1-e#0; f=0.
2 - f # 0 (le cas le plus difficile de ce probléme).

Notre travail est développé en deux chapitres. Le premier est composé de deux par-
ties; dans la premiére, on donne une définition de 'intégrabilité. On s’étend ensuite aux
singularités critiques des fonctions analytiques ainsi que celles des équations différentielles
dans le plan complexe. Puis on fait un rappel sur la théorie générale des E.D.O. linéaires
au voisinage d'un point singulier régulier. On définit ensuite une transformation notée
T(X, 1, ), avec laquelle on définira "une classe d’équation”, et qui jouera un role trés
important pour la meilleure application de la méthode de Bureau. A la fin de cette partie

on donne quelques résultats classiques d’équations stables. Dans la deuxiéme partie de
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ce chapitre, on énnonce le théoréme de PoiNncaRE, et le lemme fondamental de stabilité
qui seront utilisés pour démontrer le théoreme de Bureau, qui est, a son tour utilisé pour
définir la méthode de Bureau pour la construction de conditions nécessaires de stabilité.

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude de notre probleme, il est composé de trois
parties; dans la premiére, on utilise la premiére et la deuxiéme étape de la méthode de
Bureau, pour déterminer toutes les équations de type (E) ayant des équations réduites
stables, mais cela n’est possible qu’a I’aide de 'outil informatique & cause des équations
algébriques engendrées par la méthode, qui ne peuvent étre résolues a la main. Un cas
ou la méthode de Bureau est non concluante est rencontré, ce qui nous a amené a définir
(en utilisant le théoréme de PoiNncarE et le lemme fondamental) un autre procédé extrait
de la méthode de perturbation de PaiNvLeve [5,6], adaptée a ce genre de cas. Dans la
deuxieme partie de ce chapitre, on utilise la troisieme étape de la méthode de Burrau,
pour déterminer toutes les équations compleétes stables de type (E). Dans la troisiéme
partie du chapitre, on étudie la suffisance des conditions nécessaires obtenues dans les
deux parties précédentes.

On termine ce travail par la conclusion, ainsi qu'une annexe donnée & la fin de cette
theése, 1a ot on donne la liste de classes d’équations stables de type (E) pour le cas
(e = f =0), ainsi que les différentes procédures d’un programme informatique utililisé a

une certaine étape de notre étude.

Remarque 1 : Une partie de notre travail a fait ’objet d’une publication
sous le titre : Fourth-order differential equations with integer indices of FucHs,

dans : Regular and Chaotic Dynamics, V.6, N° 4, (2001), P.449-453.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Généralités :

1.1.1 Intégration, singularités critiques, solutions d’une E.D. :

définition 1[5, p.24] : Intégrer une équation différentielle (E.D.) au ”sens moderne”
de PAINLEVE est de trouver pour la solution générale une expression finie, pouvant étre
multiforme en un nombre fini de fonctions, et valide dans le domaine de définition tout
entier.

ezemple 1 : TE.D.O. 2u'u—1 = 0 a pour solution générale u = (az—C’)% (C constante

arbitraire), une expression finie mais multiforme en un nombre infini de ”fonctions”.

Remarques 2 : - Les représentations de la solution par une intégrale, une série ou un
produit infini sont acceptables ssi elles expriment une globale connaissance de la solution.

13- Si une solution générale uniforme d’une E.D. irréductible ne peut étre exprimée
par des fonctions connues, alors cette solution générale définit une nouvelle fonction qui

est elle méme utilisée pour intégrer d’autres équations.



Points singuliers critiques :

Définition 2 : on dit que le point x = xy est un point singulier critique d’une applica-
tion f si f admet plusieurs déterminations au voisinage de ce point, et on dit que f est
multiforme.

Il existe deux types de points singuliers critiques;

e Points critiques algébriques : dans ce cas il existe R > 0 telle que f se développe
dans le disque pointé {z # z : |x — 0| < R} sous la forme
“+oo

k
(1.1) f(z) =k = —m>_ ar(x — xog)n, n,m des entiers.

exemple 2 : f(x) = \/x — xg admet deux déterminations au voisinage de z.

e Points critiques non algébriques : qui sont appelés, transcendants si © — zolim f(x)

existe, et essentiels dans le cas contraire,

exemple 3 : f(x) = log(x — xg) , xo est critique transcendant (logarithmique), et f
admet une infinité de déterminations.

Pour une application multiforme donnée, il existe deux méthodes classiques d’uni-

formisation :

- la premiére est 1'utilisation du plan complexe privé d'un certain nombre de demi
droites appelées coupures, issues chaqu'une d’elle d’'un point critique, afin d’éviter les
rotations autours de ces points.

- la deuxiéme est d’étendre le plan complexe a une surface de Remvann, faite de
plusieurs plans paralelles tels que la coupure de chacun d’eux devient un passage obliga-

toire d’un plan a 'autre.

Solutions d’une E.D. : Soit (¢) E(u™,u Y . u,x) =0 une E.D.O. non linéaire

d’ordre n, alors on distingue 3 types de solutions :

e solution générale (S.G.) : est la solution mentionnée dans le théoréme d’existence

et d’unicité de Caucny [11,10], c.a.d. déteminée par des valeurs initiales. Elle dépend de
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n constantes arbitraires indépendantes.

e solution particuliere (S.P.) : est toute solution obtenue de de la S.G. en donnant

des valeurs aux constantes arbitraires.

e solutions singuliere (S.S.) : est une solution qui n’est pas particuliére. Une telle
solution peut seulement exister quand ’équation (€) considérée comme une équation de

la dérivé supérieur u™, posséde au moins deux déterminations, dont la coincidence peut

définir une S.S..

exemple 4 : Péquation du type CLamaur : 2(u')? — zu’ +u =0, ala S.G. : cx — 2¢2,

une S.P. : z — 2, et une S.S. : 22/8.

Remarque 3 : d’apreés la définition au dessus, notre équation (E) n’admet pas de S.S..

Points singuliers d’une E.D. :

Définition 3 : on appelle points singuliers d'une E.D., les points singuliers de ses solu-
tions. On distingue deux types; fixes (indépendants des conditions initiales) et mobiles

(dépendants des conditions initiales).

2
1
exemple 5 : u' + % =0, de S.G. u(z) = Tog(z) T ¢

x = 0 est un point critique transcendant fixe, et x = e° un pole mobile.

, ¢ constante d’intégration, alors

Remarque 4 : la position et la nature des points singuliers fixes sont données par
I’E.D. et au moins la position qui est obtenue en un nombre fini d’étapes sans connais-
sance des solutions, alors que la position d’une singularité mobile varie avec la variation
des conditions initiales. Alors la présence d’une singularité en méme temps critique et
mobile pour une solution, est un obstacle pour son unifomisation et donc pour définir

une fonction.



Définition 4 : une E.D. est dite stable (ou avoir la proprieté de Paireve (P.P.)) si

sa solution générale n’a pas de points critiques mobiles.

2
exemple 6 : 'E.D.O. ' + £ 0 est stable (voir exemple 5).
x

Proposition 1 : les E.D.O. linéaires sont stables.

Preuve : on considére 'E.D.O. linéaire homogene d’ordre n

n n—1

d
(1.2) =+ ar (@) + et a1 (1) 4 ap(z)u = 0,

dx

soit g un point quelconque du plan complexe au voisinage duquel les coefficients
a;(1 = 1..n) soient holomorphes. Alors d’apres le théoréme d’existence et d’unicité pour
les E.D.O.s linéaires [11,p.284], il existe une solution unique qui vérifie avec ses n — 1
dérivées n’importe quelles valeurs arbitrairement assignées quand x = xy. Cette solution
s’exprime en série entiére de (x — ), et qui converge au moins a l'intérieur d’un cercle
de centre x( et dont la circonférence passe a travers le point singulier des coefficients le
plus proche de xy. Autrement dit les singularités de la solution ne peuvent étre autres

que les singularités des coefficients, et donc elle n’admet aucune singularité mobile.

Remarque 5 : le dernier théoreme a des conséquences importantes; premiérement,
toute E.D.O. linéaire définit une fonction (Ary, Besser, GAuss, LEGENDRE...). Deuxiéme-
ment, une E.D.O. non linéaire est considérée comme integrable si elle est linéarisable (par
une expression linéarisante finie). Troisiémement, afin d’étendre la liste des fonctions con-

nues par moyen d’E.D.O.; il est nécessaire de considérer les E.D.O. non linéaires.

1.1.2 E.D.O. linéaires au voisinage d’un point singulier :

Théoréme 1 [11,p.365] : une C.N.S.(condition nécessaire et suffisante) pour que x

soit un point singulier régulier de 'E.D.O. linéaire (1.2) est : pour tout k =1,...,n;

(1.3) ap(z) = (x — x9) *A(x) , avec A(z) fonction analytique au voisinage de z,[]
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Soit g un point singulier régulier de 1’équation (1.2) désignée par E(z,u) = 0.

Définition 5 : les racines ¢ de I’équation
(1.4) T =x — xolim 2" " E(z, ") = ag(xo) + a1 (x0)i + az(zg)i(z — 1) + ...
+an(x0)i(i — 1)...(i—n+1) =0,

sont appelées indices de Fucus de (1.2), et ’équation (1.4) est appelée équation indi-

cielle.

Solution générale de (1.2) au voisinage d’un point singulier régulier : Au voisi-

nage d'un point singulier régulier, il existe un ensemble fondamental de solutions
(1.5) (z = m0)7 j = 032 ¢ ;(x)(log(x — x0))’ , i = L.n,

ou p; : indices de Fucns de multiplicité m; , ¢, ; : série de LAURENT convergente avec une

partie principale finie.

e Conditions d’unifomité de la solution :

1- D’apres (1.5), pour éviter les points critiques algébriques, il est nécessaire et suffisant

que les n indices de Fuchs soient entiers.

2- Supposons maintenant qu’il existe au moins deux indices p; et p, tels que :
P, — p; = m, avec m entier positif. Pour chercher les conditions de non existence des

termes logarithmiques, on remplace dans 1’équation (1.2) par
400 .
(1.6) (x —z0)r i = 0> B;,(x — x0)", [, constantes complexes,
ce qui nous donne une série de la fome
400 .
(L.7) (x — )P i = 0)_ Gi(x — z0)" =0, p entier,

telle que,

(1.8) Gy = Z(py +14)B; + gi(Bo, -, Bi—1) = 0,3 >0,



avec (Z = 0 ) I'équation indicielle de (1.2), g; application dépendante des 3, j = 0..(i—1)
et go = 0.

Alors une C.N. pour I'absence des termes logarithmiques est :

(19) gm = 0

1.1.3 Transformation T(\, u, ) :

Une transformation linéaire de la fonction y et un changement de variable, définies

par les équations
(1.10)  y(z) = A)Y(X) + p(z), X =¢(z),

A, i1, ¢ désignant des fonctions analytiques de x, n’altérent ni la forme de ’équation (E)
ni la nature des points critiques fixes ou mobiles de sa solution.
On profite de l'indétermination de ces fonctions pour réduire les équations a des

formes canoniques les plus simples possibles.

Définition 6 : On dit que deux E.D. appartiennent & la méme classe d’équations
stables, si 'une d’elle est stable et sil existe une transformation T(A, i, ¢) qui transforme

'une & Pautre .

Remarques 6 : i- Dans un cas comme le notre (équation d’ordre 4), les coefficients
A, i, o de la transformation sont, soit des fonctions algébriques des coefficients de 1’équa-
tion (E), soit déterminés par quadratures, ou par intégration d’une équation différentielle
d’ordre 2 ou 3 dont les coefficients sont des fonctions algébriques des coefficients de
I'équation (E).

ii- En prenant A = 1 et ¢ = z, la transformation T(1, i, ) conserve les coefficients des

termes dominants(voir définition 7 au dessous) pour p fonction analytique quelconque.
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1.1.4 Quelques résultats classiques sur les E.D.O. stables :

-E.D.O. d’'ordre 1 : la classe complétement étudiée (L.Fucus, H.PoiNCARE , P.PAINLEVE)

est celle de la forme
(1.13) P(v/,u,z) = 0; P polynome en v’ et u , analytique en z.

De telles équations sont soit algébriquement intégrables, soit réductibles au type

RicatTi de forme générale

(1.14) v’ = as(z)u® + a1(x)u + ap(z), az # 0,

!/

et linéarisable puisqu’en posant u = ———, elle devient
Qs VU

/
(1.15) v" — (% + a1)v" + apagv =0,
2

soit réductibles au type BrioT-BouQuET (équations binomiales) de forme
(1.16) (v')* = P, (u) , P, polynome de degré m,

- E.D.O. d’ordre 2 : PaINLEVE et GAMBIER ont considéré les équations de la forme

(1.17) u” = R(v,u, x), R est rationnelle en v/, algébrique en u, et analytique en .

Ils ont classifié (sous la transformation homographique) 53 équations stables, six de
celles ci définissent de nouvelles transcendantes connues sous le nom ” transcendantes
de PAINLEVE ” et notées généralement par ( P-I, ... ,P-VI ) [10,11]. Aujourdhui ces nou-
velles fonctions ont plusieurs applications a travers les sciences physiques, par exemple
dynamique des fluides, physique du plasma, fibres optiques, mécanique quantique statis-
tique, relativité générale, etc.

Quelques équations d’ordre 2 et de degré supérieur a un sont étudiées, mais aucune

nouvelle transcendante n’est encore apparue.

- E.D.O. d’ordre superieur & 2 :  I’étude de la majeure partie du probléme du 3™¢

ordre

(1.18) u" = R(u", v/, u, x) ,

11



R rationnelle en u” et v/, algébrique en u, et analytique en z, a été réalisée par Crazy [4],
GARrNIER , BUreAU [2], et CosarovE [8] et la classification de celui ci est presque terminée.
Pour T'ordre 4, certains travaux ont été réalisés par Cuazy [4], Bureav [2], CoscroVE [7]

et autres. Pour 'ordre 5 quelques équations ont été étudiées récemment par COSGROVE

[7].

1.2 Construction de conditions nécessaires (C.N.) pour
qu’une E.D. soit stable :

Plusieurs méthodes ont été élaborées pour établir des conditions nécessaires pour
qu'une E.D. soit stable, on cite la méthode du développement de LAURENT (connue comme
le test de PAaNLEVE) [5] initiée par S.Kovarevski [13] et P.HovEr, la a-méthode construite
par PaNLEVE [5], méthode de Bureau [2,5](celle qu’on va utiliser pour notre étude), et la

méthode de perturbation de PAINLEVE [5,6].

Dans ce qui suit on énongera le théoréme de PoiNncARE et le lemme fondamental de
stabilité qui vont étre utilisés pour montrer le théoréeme Bureau & ’aide duquel on définira
la méthode de Bureau.

Considérons le systeme

(1.19) Z—z = flz;y5¢),

ol € est un parameétre complexe, et f = (fi,..., fn) un vecteur holomorphe dans un
domaine DxA, tel que D contient (xo; Yo =(Yo.1, Yo.2,---»Yo.n)) €t A le point € = 0.
On dit que le systéme

dv
(1.20) d_:co = f(z;v0;0),

est le systéme réduit (non perturbé) correspondant au systéme perturbé (1.19). Désignons
par y(x;yo;€) et vo(z;yo) les vecteurs analytiques définis par les solutions locales de

Cavucny des systeémes (1.19) et (1.20) telles que y(xo; Yo;€) = Yo €t vo(Zo; Yo) = Yo-
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Théoréme de PoiNcare [3,17] :  Si L est un arc régulier le long duquel v(z;y,) peut
étre prolongé analytiquement de telle maniére que le point (x;v(z;y0)) € D pour tout

x €L, alors y(x; yo; €) peut étre prolongé sur L et 1'on a le développement :

+o0
(1.21) y(z;y0;€) = vo(z; yo)+ k = 1Y vy (x)e",

absolument et uniformément convergent en ¢ dans |e| < g [gp dépendant de D et de

f(z;y; )], pour tout x €L.

Lemme fondamental de stabilité [11] : Si la solution générale du systéme diffféren-
tiel (1.19) est uniforme en z pour toute valeurs de e dans A sauf (peut étre) pour € = 0,
alors elle sera aussi uniforme en ¢ = 0, de plus les coefficients vi(x) (k = 1,2...) de la

série (1.21) sont aussi uniformes.

preuve : on considére dans le plan complexe un chemin fermé [ d’origine et d’extrémité

xg, sur lequel y(x,e) = (y1,¥2, ..., Yn) est analytique, telle que

+o00
(1.22) yi(w;€) = vip(z)+ k =13 vig(x)ek, i = 1.,

Ces séries sont convergentes pour x sur tout [ pour des valeurs suffisamment petites de
le| . Soit dj, la différence entre la valeur v; x(x) et celle de la méme fonction aprés avoir

parcouru [, alors on a

+oo
(1.23) k = 05" dpe® = 0, pour 0 < |e] < &,
et par conséquent
(1.24) dj, = 0, pour tout k.

Il suit que vy, v1, Vg, ... sont uniformes.

Théoréme de Bureau [3]|: Soient & > 0 un entier , P(z,z) un polynéme en z de
degré < k — 2 pour k£ > 2 , identiquement nul pour k£ < 2 , a coefficients analytiques

en z dans un domaine D donné: H(z: z:u:u'; ...: u™ V) un polynome en (u, ..., u"Y
) ) ) ) ) ) ) )
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a coefficients holomorphes en z dans un certain voisinage de z = 0, et analytiques en z
dans D; h(zx, z) une fonction holomorphe en z dans le voisinage de z = 0, et analytique
en x dans D.
Considérons le systéeme différentiel :
2 =1+ zP(z; 2) + 2*u,

(1.25)

2
2Pu™ 4 e 2" Y £ 2!+ cuu = b 2) + —H(x; zyw ;.. ur=1),
2

avec ¢; , ¢ = 1..n, des constantes complexes.
Pour que [z(x)]", r entier > 0, soit stable, il est nécessaire :

-1) que les racines de I’équation
(1.26) (0 —1)...0 —n+1)+c10(0 —n+2)+ ...+ cp10 + ¢, =0,

soient distinctes, entiéres,et différentes de (—1 — k).

-i1) si une des racines est nulle, que h(zx;0) = 0.

Remarques 7 :

1) Lorsque r # 1, la fonction [z(z)]" peut étre stable alors que le systéme(1.25) est
instable, il en est ainsi lorsque 2" admet des zéros ou des poles mobiles dont I'ordre n’est
pas multiple de r.

2) Lorsque ©» = 1 et H(z;z;u;;...;u™ V) est divisible par [1 4+ zP(z; 2) + 2*u] on
retrouve un résultat de F.J. Bureau [2].

3) Dans toutes notre étude, les notations H ou H; représentent un polynéme de mémes

propriétés que celles des hypothéses de ce théoréme.

Preuve : Dans le systéme (1.25), on pose x = xg + &t, z = gv; xo constant, xg €

D; ¢ # 0, et on obtient
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(dv
i 1+ evP(xg + et; ev) + eFvPu,
Ld"u 1 =1y I =2y du
(1.27) ¢ v ey + v o) + cov T3 + ..+ Cro1V— + cpyu = h(xg + et; ev)
H(zo + et; ev; u; ' ..u®™D)
+ev :
1+ evP(xg + et;ev) + ekvku

\

Le systéme réduit s’écrit

d"U[)

E =1, (51)

(2.28)
o d™ug L o1 d”*1u0
0 gen 0 g1

+ ... 4 cuug = h(xo; 0). (€2)

On a vy =t — C, C constant, et 'équation (1.28-¢,) est une équation d’EvLer dont
'équation indicielle est (1.26). Si 'on désigne par 6, (j = 1..n) les racines de (1.26) et

par C; des constantes complexes quelconques, on a les possibilités suivantes :

1°) Tous les 6; sont distincts, §; # 0 (j = 1..n);

h(z0;0)

n

(1.29) uo(t) =5 =n12 Ci(t—C)% +

2°) 0y est une racine m-uple, 0y # 0;
uo(t) contient notamment les termes (t — C)% J = 13" A;[log(t — ).
3°) O = 0, ¢,_1 # 0; ug(t) contient le terme suivant qui est ’expression d’une

solution particuliére :

h(z0;0)

(1.30) =&

log(t—C), o0 Cy = (=1)" Y n—1)4+c1(=1)"2(n—=2)!+...4+c,1 #0.
4°) O, = 0 est une racine m-uple;
uo(t) contient notamment les termes donnés dans le 2°).

Appliquons le théoréme de PoINCARE en prenant pour contour L une circonférence de

centre C. On a
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o(ts€) = vo(t)+ p = 13 wy(1)e?,
(1.31)

ult:€) = up(t)+ p = 15" uy ()eP,

d’ou
(1.32) [v(t;e)]" = vf + ervy tvy + .o + 0 [rvy o + P(vo, ooy v1] + ooy
ol P est un polyndme en vy, ..., v;j_1.

Si [z(z)]"est stable, [v(t,€)]"est stable pour tout € # 0 et, d’aprés le lemme fonda-
mental de stabilité, tous les coefficients du développement (1.32) doivent avoir leurs
points critiques fixes.

En remplagant dans (1.27), v(t;¢) et u(t;e) par les développements (1.31), on voit
dv;

que pour j < k, est un polynéome en vy; vy, ..., v et, vu la forme de vy, on déduit

dt
de proche en proche que v; est un polynéme en (¢t — C). Dés lors
d
@%y%:%%+ﬂ@—m,

donc,
(1.34) vp =Po(t — C) + /vguodt,

ot Py, Py désignent des polynomes en (t — C).

Le coefficient de €* dans le développement (1.32) est ainsi de la forme

(1.35) r(t — Oy / (t — C)ug(t)dt + Ps(t — C),
ol P53 est un polynéme en (t — C'). En tenant compte des formes possibles de wug(t),on
vérifie que, pour que l’éxpression (1.35) ne posséde pas de points critiques mobiles, il
faut que les conditions annoncées dans le théoréme soient satisfaites. Pour montrer que

h(z;0) = 0, dans le cas ou §;, = 0, ¢,,_1 # 0,0n tiendra compte du fait que x( est arbitraire

dans D.
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Méthode de BUREAU :

On suppose que la solution générale de notre équation au voisinage d’un point singulier
quelconque (mobile) zg de D est de la forme :

s(x)

(1.36) y(z) = a0y’

ot s une fonction holomorphe dans D telle que s(xy) # 0, r est un entier positif a

déterminer.

Premiére étape : Dans cette étape on déterminera toutes les valeurs possibles de

r et s(zp).

En remplagant y par (1.36), telle que

y'(@) = —rsxo)(x — 20) "1 + O(x — x0)],

y'@) =r(r+ 1)s@o(z — 20) " *[1+ Oz — x0)],

(1.37)
y" (@) = —r(r+ 1)(r + 2)s@o)(x — o) " 3[1 + O(x — x0)],
I y" @) =1r(r+1)(r+2)(r + 3)s@o)(z — z0) "1+ O(z — x0)],
et a(x) = a(xg)(1 + O(x — xq)) , . . ., folx) = f(zo)(1 + Oz — x0)),

I'équation (E) sera équivalente a :

(1.38) (I FE;(z —20)"™P)(14+O(x —x0)) = [ r(r+1)(r +2)(r +3) s(xo) (x—x0) " *+
r(r+1) (r +2) s@o)a@o) (x —z0) 22 + ... — s@o)®(x —20) ™" + r(r +1)(r + 2)s(xo)
ao(zo) (T — 1) "3 + ... — rs@o) fixo) (x — 1) —foxe) ] (1 + O(x — x0)) = 0.
telle que p est le plus petit entier de la liste(puissances de la série) suivante :

(1.39) (—r—4,-2r—3,-3r—2,...,=br,—r—3,-2r—2,...,—r—1,—r,0),

alors on choisit r et s(zg) de telle sorte a avoir les 3 conditions suivantes :
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1- condition s(xg) # 0 : pour satisfaire cette condition on doit avoir I'égalité d’au

moins deux éléments de la liste (1.39), et p représente la valeur commune de ces éléments.

2- condition de dominance : p doit étre inférieure a tous les autres éléments de la

liste.

3- condition d'annulation de la série (1.38) : on détermine s(xy) de 'annulation du

coefficient Ey du terme a plus petite puissance (z — x¢)?, et qu’on peut représenter par
(1.40) Ey = z — xolim(x — 20) PE(x, s(xo)(x — 29) "),

Alors la premiére C.N. de stabilité de notre équation est :

(c.1)| toutes les valeurs possibles de r doivent étre entieres.

Remarques 8 : i- A chaque valeur de r correspond un nombre fini de valeurs sg = s(z)
racines de ’équation (1.40).

12- Pour la méthode de Bureau, la dérivée supérieure doit contribuer dans la déter-
mination de r, afin d’étre stir de travailler avec la solution générale et donc éviter les

solutions singulieres[]

Définition 7 : Les termes correspondants aux éléments choisis dans la liste et qui
vérifient la condition de dominance sont appelés termes dominants, et constituent

I'équation réduite de I’équation complete (E).

Deuxiéme étape : On pose

y(z) = =%,
(1.41) #()
2 =1+ zu,

tel que so = s(zg) est 'une des racines de 1’équation (1.40) corespondante a la valeur r.
En remplagant dans I’équation (E) dont les coefficients sont exprimés par leurs développe-

ments en série de TAYLOR au voisinage de z(, on aura le systéme
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27 =1+ zu,
(1.42)

2u" + to2?u” + ti2u + tou = h(z, 2) + H(z, z,u,u',u"),

qui est de la méme forme que (1.25) du théoréeme de Bureav ( k = 1), avec t; ( ¢ = 0..2)
constantes dépendantes de sq et des coefficients de notre équation (E) au point xg, et H
a les méme propriétés que celui de ce théoréeme.

Avant de continuer avec la méthode, on va donner la définition.

Définition 8 : On appelle équation indicielle associée au systéme (1.42), I’équation
indicielle de ’E.D. linéaire d’EULER

(1.43) 230" + tox®u” + tizu’ + tou = 0,
qui est le membre gauche de la deuxiéme équation du systéme (1.42) avec z a la place

de z[J

D’apres le théoreme de Burrau, la deuxiéme C.N. de stabilité est donnée par :

les racines de l'équation indicielle associée au systéme (1.42)

(c.2)| doivent étre entieres distincts et dif férentes de — 2, et s'il

existe un indice nul, alors on doit avoir h(z,0) = 0.

NOTATION : Dans toute notre étude, la notation § : [s(xo) ; 0 = 01, 05, 03] caractérise

une famille de singularités mobiles, telle que :

- s(xp) donnée par la premiére étape de la méthode et représente le coefficient du
premier terme du développement en série de y au voisinage de x = x.

- 01,05,05 sont les indices correspondants & s(xy) et qui sont racines de I’équation

indicielle associée au systéme (1.42).
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Troisiéme étape : Maintenant supposons que la condition (c.2) est vérifiée pour toutes

les familles de singularités mobiles et soit [sg ;6 = 61,605,603 | une de ces familles telle
qu’elle admet au moins un indice positif, et supposons que 6, est le plus petit de ces

indices(positifs), alors on pose

u = Py, _1(z,2) + 2910,
(1.44)

Po,_1 =g+ 12+ ... + g, 120071

ol v est une fonction inconnue, Py, _;(z, 2) un polynéme en z de degré (¢; — 1) dont les
coefficients «; sont des fonctions analytiques de x qui seront déterminées par la suite.
En remplagant dans le systéme (1.42) par (1.44) on aura :

(
2 =1+ 2Py _1(x, 2) + 20171y,

(1.45)¢ 01 (230" + (ty + 301) 220" + (t1 + 2t201 +301(0, — 1))20'] = Ag + A2

oo A, 2%+ 2 H (2, 2,0),

ou les coefficients A; sont de la forme
(1.46) A; = Z(i)ay(x) + Ri(x, z, gy ooy t—1).

telles que Z(i) = 0 est ’équation indicielle associée au systéme (1.42), et R;(z, z, o, ..., ;1)
est un polynome dépendant des oy, (j <@ —1).

On choisit les fonctions a; (i = 0..(0; — 1)) de telle sorte a avoir :

(147) A; =0 (i = 0.6, —1).

Puisque I'équation indicielle asociée au systéme (1.45) admet # = 0 comme racine

alors d’apres le théoréme de BUureAU, on doit avoir :

(c.3)| A, =0.
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Remarque 9 : Si 6;est le seul indice positif de la famille, la méthode s’arréte ici, sinon

on passe a ce qui va suivrel]

Pour la suite supposons que 6, > 6;.
Les racines de ’équation indicielle associée au systéme (1.45) sont (0, 05 — 61,03 —61).
En procédant avec le méme raisonnement que précédement et en posant
v =Pp, g, 1(z,2) + 227010,

(1.48)

— f2—61—1
Poy—0,-1 =0, +a, 2+ .+, 2 ,

ol w est une fonction inconnue de z, Py, g, 1 polyndme en z dont les coefficients «; (i =
(0141)..(62—1)) sont des fonctions de  qu’on déterminera par la suite, avec oy, arbitraire,
et puis en remplacant dans (1.47) on obtient

(
=14 2Py, 1(z,2) + 2Py, 4, 1(z, 2) + 2% 1w,

(149)S 202[230" + (ty + 302)2%w" + (t1 + 2t905 + 305(0 — 1))2w'] = Ag, + Ag, 12

oo+ Ag, 2% + 22T H (2, 2, w, 0 " ™).

On choisit les fonctions a; (i = (6 +1)..(A2 — 1)) de telle maniére a avoir :

et I’équation indicielle asociée au systéme (1.49) admet # = 0 comme racine; alors du

théoréme de Bureau, on a la C.N. de stabilité du systéme (1.49) suivante

(C.4) AGZ — 0

Si 601,05 sont les seuls indices positifs de la famille, la méthode s’arréte ici, sinon (
c.a.d. 03 > 03 > 0;), on passe a ce qui suit.
Les racines de 1’équation indicielle associée au systéme (1.49) sont : (0,03 —65, 0, —05) ;

alors on pose
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W= ,P93—92—1($7 Z) + 293792>‘($)7
(1.51)

_ 03—05—1
Poy—p,-1 =, +a, 2+ ...+, 2 ,

ol A est une fonction inconnue de x, Py, _p,1 polyndome en z dont les coéfficients «; (i =
05..05 — 1) sont des fonctions de x qu’on déterminera par la suite, avec oy, arbitraire.

En remplagant dans (1.49) on aura :
( =1+ ZPGl*l(CC’ Z) + 2614_17)92*91*1(377 Z) + 2924_17)93*9271(%7 Z) + 293+1)\7

(1.52) 293 [23)\/” + (tg — 393)22>\” + (tl + 2t293 + 393(93 — 1))2)\/] = A92 + A92+1Z

|+ Ag,22% + o+ Ag 2 4 2B H (2,2, N NN,
On choisit les fonctions a; (i = (62 +1)..(A3 — 1)) de telle maniére a avoir :

par conséquent, du théoréme de Bureauv on ala C.N. de stabilité du systéme (1.52) suiv-

ante

(0.5) AOS = 0 .

Remarque importante 10 : Au lieu de faire les substitutions (1.44), (1.48), (1.51)

successivement, on peut aussi poser

u=Py,_1(x,2) + 203,
(1.54)

03—1
Poy—1(x,2) =ap + a1z + ... + ag,_127,

telle que v est une fonction inconnue de z, et Py,_; polynoéme en z dont les coefficients
a; (i = 0..03 — 1) sont des fonctions de = & déterminer comme précédemment, avec a; (
i = 01, 0,) arbitraires. Ainsi nous aurons les mémes C.N. (c.3,4,5). C’est de cette maniére

qu’on appliquera cette méthode pour notre étude.
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Remarques 11 : - Les deuxiéme et troisiéme étapes de la méthode sont appliquées
pour toutes valeurs de r et toutes valeurs de sg correspondantes.
ii- La méthode définie au dessus peut étre aussi appliquée pour des équations d’ordre

supérieure ou inférieure a 4.

23



Chapitre 2

Equations de quatriéme ordre de

classe de Painlevé :

2.1 Position du probléme :

Reéecrivons I'équation différentielle (E) :

(2.1) ¥ = a@yy” + b@y'y" + cay?y” +day(y')? + e@y’y + f@y’ + F(z,y),
ou,

(2.2) F(z,y) = ao@y” + (cr@)yy + co@)y” + do@)(y')* + (e2@)y® + ex@)y + eo(x))y’

+ i@yt + f3 @y + f@y® + fiwy + fox

aveca,b,c,d, e, f,ag, co, c1,dy, €9, €1, €2, fo, f1, f2, f3, f1 des fonctions analytiques de x dans
un certain domaine D C C.

Notre travail consiste & déterminer les conditions nécessaires et suffisantes sur les
coefficients de I’équation (2.1) pour que celle ci soit stable pour les deux cas : (e #
0, f =0)et ( f +# 0). En dautre termes, déterminer toutes les classes d’équations

stables de la forme (2.1) pour ces deux cas.
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2.2 FEtude du probléme :

Le membre droit de ’équation (2.1) est polynomial en y ainsi que ses dérivées, et a
coefficients analytiques en x ; alors la seule valeur de y pour qui le théoréme d’éxistence
et d’unicité de Caucny ne s’applique pas pour cette équation est y = oc.

Pour déterminer des conditions nécessaires pour que ’équation (2.1) soit stable, on

suppose que dans un voisinage de = z (quelconque), y est de la forme
S(x)

2.3) y@)= — 7
(2.3) @z

ou r > 0, et s est une fonction holomorphe dans D telle que s (xg)# 0.

Détermination de r et s(xg) : Puisque au moins 'un des e(zg) et f(xp) n’est pas nul,

alors les termes dominants (voir premiére étape de la méthode de Bureau, §1) sont : y"”
" vy vRy L y(y)?, v3Y et 1 et qui sont respectivement proportionels a

(2.4) (x —zo) ™4 (x — o) ™23, (1 — o) 32, (x — o)L et (w— x)77,
alors on a

(25)[r=11]

et que s(xg) doit satisfaire a 1’équation

(2.6) frxo)s@o)* — exo)s@o)® + (2c@o)+d(xo))s(xo)® — 2(3a(zo)+bxg))s(xo)—24 = 0.

Remarque 12 : Dans le but de simplifier I’écriture dans la partie suivante oti on
travaillera avec I’équation réduite, les notations a, b, ..., f et s représenteront les constantes
a(xg), bxg), ... , exg), f(re) et sxg). Mais en dehors de cette partie ces symboles

retrouveront leurs premiéres ”significations”, c.a.d. fonctions analytiques de x dans D.

2.2.1 Etude de I’équation réduite :
proposition 2 : Pour que (2.1) soit stable, il est nécessaire que son équation réduite :
(2.7) y"" = ayy"” + by'y" + cy®y" +dy(y')* + ey’y + fy°,
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ou a,b,c,d, e, f sont des constantes complexes,

le soit aussi.

preuve : Il suffit de poser :
(28) r=wzo+eX ,y=¢"1Y,

et en remplacant dans (2.1) dont les coefficients sont donnés par leurs developpements

au voisinage de xg, on obtient une série de la forme

(2.9) E(x,y) = i>_F;i(Y, X, x0)e" = 0, telle que : Fy = 0 est exactement I’équation
(2.7), et le théoréme de PoiNCcARE et le lemme fondamental de stabilité nous donnent le

résultat vouluel

D’aprés la deuxiéme étape de la méthode de Bureau, on pose
(2.10) y@x) = ° Y =14zu
. yx) = e )
et I’équation (2.7) est équivalente au systéme
(

7 =1+ zu,

(211) ¢ 2u” — (54 as)z2u” 4 [20 4 (4a + b)s — cs?]zu’ — [60 + (12a + 5b)s

(3¢ + 2d)s* + es®lu = 0,

| -
telle que son équation indicielle associée est de la forme

(2.12) 6(0 —1)(0 — 2) — (54 as)0(8 — 1) + [20 + (4a + b)s — ¢s*]0 — [60 + (12a + 5b)s

—(3c+2d)s* + es®] = 0.

proposition 3 : Pour que I'équation (2.7) soit stable il est nécessaire que les racines

de Iéquation (2.12) soient entiéres, distincts et différentes de —2.
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preuve : le théoréme de BureEAaU nous donne immédiatement le résultat voulull

On pose :
(213 | XL
P(s) =96 + 6(3a + b)s — 2(2c + d)s* + es?,
ainsi I’équation (2.12) devient
(2.14) x*— (114 as)x* + [46 + (Ta + b)s — cs?|x — P(s) = 0.
Alors nous avons a résoudre le probléme suivant :

(%) Déteminer a,b,c,d, e, f telles que les racines de (2.14) soient entiéres,

distincts et différentes de —1 avec s donné par (2.6).

Premier cas :e#0, f =0

Dans ce cas (2.6) devient
(2.15) es® — (2c+ d)s* + 2(3a + b)s + 24 = 0.

Soient (X; 1, X;.2, Xi3) (4 = 1..3) solutions entieres de (2.14) correspondantes respec-
tivement a s; (i = 1..3) racines de I’équation (2.15).

De (2.14), on a pour tout 7 =1..3:

(2.16) I P = P(si) = Xi,1 Xi,2 X4,35

(2.17) | asi= > x;; — 11,

J<3

(2.18) | cs7 =46+ (Ta+b)si — > XijXips .

1<k<35<3

Et de (2.15) on obtient :

i —24 i —24
818283 = —, e = 5
(& 515283
2(3a + b) e
(219) | 2 sisi=———, = | 3atb=5 > sisj,
1<i<j<3 e 2 1<ici<s
ZSi:2c+d7 2c+d=¢e)_s;.
| i<3 € L i<3
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En remplagant dans (2.13) par (2.19) on obtient :

( S1 S1
Pr=24(1- —)(1 - —
V=201 - 21 -2,
(2.20) { Py =24(1— 2)(1-2),
S1 53
53 53
P;=24(1——=)(1——),
| P=2u0-2)0-2)

d’ou

1 1 1 1
221) — 4 — 4 — = —.
( )H+g+g 24

avec P; (i = 1..3) entiers non nuls.

Remarque 13 : le cas ot on a P(s) = 0 va étre étudié par la suite[]

Pour résoudre le probléme (%) on procéde comme suit :

- Au début, on résoud I’équation diophantienne (2.21), telle que les solutions obtenues
sont, d’'un coté remplacées dans (2.20), et d’un autre, pour chaque P, on détermine

toutes les combinaisons de trois entiers distincts non nuls (x;, X; 2, X;3) telles que P; =

Xi,1 Xi,2 X4,3-

- En posant t; = ?, ty = ?, (2.20) sera équivalent a un systéme de deux équations
a deux inconnues (car (22.21) estgobtenue de (2.20)), en plus si a # 0, alors d’aprés (2.17)
t1 et to doivent étre rationnelles.

- Dans le cas ol on a la compatibilité des trois valeurs de (i—;, z—;) données respective-
ment par (2.20), (2.17) et (2.18), on obtient une classe d’équations admettant 3 familles
de poles simples mobiles définies par [as; 0 = x;1 — 1, x40 — 1, 43 — 1] (i = 1..3), et

dont les coefficients peuvent étre exprimés en fonction de 'un d’entre eux.
En effet de (2.19) on a :
3

a

(as1)(ass)(ass3)’

(2.22) {e::—24

9,2
2a 1<i<j<3

(2.23) [ b= — > (as;)(as;) — 3a,
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de (2.18) on a :

a? ab

(224) |: c= (CL31>2 [46 + 7(&81) - Z Xl,k Xl,j} + @7

1<k<j<3

de (2.19) on a

(2.25) { d="3(as;) - 2,

a <3

et les valeurs as; (7 = 1..3) sont données par (2.17).
Pour réaliser cette résolution, on utilise ’outil informatique, et & I'aide du logiciel
MAPLE, on a élaboré des programmes dont les procédures principales sont définies et

données a 'annexe.

Résultats obtenus :

1) Pi#24eta=0: Il n'y a quun seul cas de compatibilité des valeurs (?)7
j

donné par le tableau suivant :

solutions de I’équ. P P, P

(2.21) 40 40 -120
décomp. des X1,1 X12 | X13 || X2 X222 | X23 || X31 | X32 | X33
en 3 entiers # 2 4 5 2 4 15 4 10 | =3
bs;,données par bsq bsa bss
(2.19)et(2.20) 4—44/5 4+4/5 24

COEFFICIENTS a b c d e f
de (2.7) 0 b 1p? i L
tableau 1

Et I’équation aux indices de Fucus entiers est de la forme
(2.26) y//// — by/y// 4 %b2y2y// 4 ib2y(y')2 + 6_1463y3y/7

avec b une constante complexe non nulle.
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En utilisant la transformation ((z,y); (az, By)) avec

a=(50)0%,
(2.27) 1
8=,

I'équation (2.26) devient

(2.28) y//// — 24y/y// + 72y2y// + 144y(y/)2 + 216y3y’,

puis en intégrant une fois (2.28) on obtient

(2.29) v +6(y)* =18(y' +v*) (¥ +3y*) + C,

qui est I’équation stable IX de Cuazy [4].

2) Pi#24eta#0:

. e S;
On obtient un seul cas de compatibilité des valeurs (—),

Sj
défini par
solutions de ’équ. P P, P
(2.21) 15 —24 60
décomp. des P X1,1 | X1,2 | X1,3 || X2,0 | X22 | X2,3 || X3,1 | X3,2 | X33
en 3 entiers # 1 3 5 1 6 —4 | 6 | -2 |-5
as;,données par asi ass ass
(2.17) -2 -8 —12
COEFFICIENTS a b c d e f
de (2.7) a Sa —1a? Ta? 1a® 0
tableau 2

Et I’équation aux indices de Fucus entiers est de la forme

(2'30) y//// _ ayy/// + %ay/y// _ %azyzy// _ %azy(y/)2 + %a3y3y/’
avec a une constante complexe non nulle.

En utilisant la transformation ((z,y); (az, By)) avec
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on peut supposer a = 1.

Cette équation est stable, pour la démonstration voir ”équations de classe IT” dans

la troisiéme partie du chapitre 2 (intégration et C.S. de stabilité).

3) P1:242

Dans ce cas I’équation (2.21) admet une infinité de solutions définies

par Pensemble {(24, m, —m) : m € Z}, et on obtient deux suites de cas de compatibilité :

i) Pour tout ke Z —{—1,—4,-6,1,4,6} : ona
solutions de I’équ. P P, P
(2.21) 24 4k —4k
décomp. des F; X1,1 X1,2 | X1,3 || X2,1 Xo2,2 | X2,3 || X3,1 X3,2 X33
en 3 entiers # 4 -2 | =3 1 4 k 1 4 —k
as;,données par asi ass ass
(2.17) —-12 k—6 -k —6
COEFFICIENTS a b c d e f
2
de (2.7) a _211;’1?2 e k22:136 ? — g’
tableau 3
Et la famille d’équations aux indices de Fucus entiers est de la forme
k% + 36 24 2
2.37) /" = "n_o /o ! 2,2, 2 N2 _ 3,3,/
(2:37) y" = ayy” 25— ayfy" + e @YY YY) — e Y

avec a une constante complexe non nulle.

En utilisant la transformation ((z,y); (az, By)) avec

)9,

I'équation (2.37) devient
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(2:39) ¥ =2yy" — 450y Y + w0’y + wimy () — sty

puis en intégrant une fois on obtient

(240) y" =2yy" —3(y)* — =56y — y*)* + C,

qui est ’équation stable XII de Cuazy [4] telle que ses termes complementaires sont
comme suit :

-pour k=2 a;y+agp;

-pour k=3, ay,
ag, a1 désignant des fonctions analytiques de z;

- pour k # 2.3 elle n’admet pas de termes complémentaires.

Par conséquent I'équation (2.37) n’est pas stable pour k # 2,3, et donc se réduit a

deux équations qui correspondent respectivement a k=2 et k = 3.

ii) Pour tot k e Z — { —1,—4,—-6,1,4,6} ona:

solutions de I’équ. P P, B
(2.21) 24 24k —24k
décomp. des F; X1,1 X1,2 | X1,3 || X2,1 Xo2,2 | X2,3 || X3,1 X32 | X33
en 3 entiers # 2 3 4 4 6 k 4 6 -k
as;,données par asy ass ass
(2.17) -2 k—1 -k—1
COEFFICIENTS a b c d e f
e (2.7) a 3l1§:£1)a maa’ | g —pa’
tableau 4

Et la famille d’équations aux indices de Fucus entiers est de la forme

k2 —9 12 24
241 n __ n 3 /i 2.2 11
(241) ¥ = ayy" 35—y’ + VY + 5

avec a une constante complexe non nulle.

En utilisant la transformation ((z,y); (az, By)) avec
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I'équation (2.41) devient

(243) v = L yy" +3(5= +4)y'y —3(1- k)" —6(1—k)y(y)? + (1 - k) %Py
puis en intégrant une fois on obtient

(244) y" = yy" + (152 +6)(y)? — 3(1 - )y + 3951yt + C,

qui est I’équation stable XI de Crazy [4].

Finalement pour le cas (e # 0, f = 0), on obtient cinq classes d’équations aux indices

de Fucnus entiers distincts et dont les équations réduites sont stables, clasées comme suit :

Equations de classe I :

(245) y"" = baw'y" + 0@y + ;0@°y(y)? + 5b@?y*y + F(z,y),
ou F' est donnée par (2.2) et b une fonction analytique et non nulle dans D.
En utilisant une trasformation T(\, p, ), telle que A, u, ¢ sont donnés par
Mz) = [b(@)] =4,
(2.46) ¢ (z) = [b(x)]*/?), on peut supposer : b=1,

'analycité de b entraine celle de A et ¢ dans D. Ainsi 'équation (2.45) admet 3 familles
de poles simples mobiles définies par :

F1:[s1=44+4V5; 0 =1,3.4].

Fo:[sa=4—4V50=1,34].

3 [s3=24; 0 =3,9,—4].

N.B. : On note la trasformation T(\, i, ) définie par (2.46) par T,
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Equations de classe IT :

(247) Y = a@yy” + Fa@y'y" — sa@)*y*y" — Ta@)?y(y)? + sa@Py®y + F(z,y),

et a une fonction analytique et non nulle dans D.

En utilisant la transformation T, (définie par (2.46), avec a(x) a la place de b(z)),on
peut supposer a = 1, et 1’équation (2.47) admet 3 familles de poles simples mobiles
définies par :

§1:[s1=-2,0=0,24)].

Go:[so=—8,0=0,5 -5

3 [sa =—12,0 =5,-3,—6].

Equations de classe III :

C’est I’équation (2.37) pour k = 2,
(248) ¥ = a@yy” + Sa@y'y’ — Law)?*y*y" — 2a@’Py(y')? + a@?’y*y + F(z,y),

a une fonction analytique et non nulle dans D.
En utilisant la transformation T,, on peut supposer a = 1, et (2.48) admet 3 familles

de poles simples mobiles définies par :

Si:[s1=-40=0,1,3].
SQ : [82 = —8,9 = 0,3,—3].
33 : [83 = —12,9 = 3, —3, —4]

Equations de classe IV :

C’est I'équation (2.37) pour k = 3,

(2'49) y//// _ a(myy/// + %a(x)y/y// _ %a(x)zyzy” _ %a(:vfy(y’)z + %a(m?)y?)y/ + F($, y>7

a une fonction analytique et non nulle dans D.
En utilisant la transformation T, on peut supposer a = 1 et (2.49) admet 3 familles

de poles simples mobiles définies par :
S1: [31 =-3;0 = 07273]
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SQ : [82 = —9,9 = 0,3, —4]
33 : [83 = —12,9 = 3, —3, —4]

Equations de classe V :

2
k2 -9 12 Y o, 24

9. mo_ 1 — 1001 N2 _
(2:50) y"" = a@yy"+3 5= a@y'y" g7 0@ Yy + g —a@y(y)

+F(z,y),

avec k€ Z —{ —1,—4,—6,1,4,6}, et a une fonction analytique et non nulle dans D.
En utilisant la transformation T,, on peut supposer a = 1 et (2.50) admet 3 familles

de poles simples mobiles définies par :

3'1 : [81 = —2, 0= 1,2,3]
8'22[82:]{7—1,9:3,5,]{?—1].
332[83:—]{3—1,9:3,5,—]{3—1].

Deuxiéme cas: f#0:

Soient (X; 1, Xi2: X;3), @ = 1..4 solutions entiéres de (2.14) correspondantes respective-
ment & s;, 1 = 1..4 racines de I’équation (2.6). En procédant de méme que le cas précédent

on obtient :

De (2.14) on a pour tout i = 1..4 :

(2-51) P = P(3i> = Xi,1 Xi,2 Xi,3 Xi 4

(2.52) | asi= >, x;; — 11,

1<5<3

(2.53) | cs7 =46+ (Ta+b)si — > XijXin-

1<j<k<3

Et de (2.6) on a :
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I —24 r —24
$1828384 = ——, =
f 515925354
2(3 b
Yo siSjsEp = (8a + ), 3a+b= i) > 58Sk,
1<i<j<k<4 f 1<i<j<k<4
(2:54) 2c+d —
Y8y = —, 2c+d=f > sisy,
1<i<j<4 f 1<i<j<4
281’:3, GIfZSi.
| 1<i<4 f L 1<i<4

En remplagant dans (2.13) par (2.54) on obtient :

( S1 S1 S1

P=24(1 — 21 = 21—
V= 2u1- 2 -2a-2)
Pr=24(1-2)(1-2)(1-2),
(2.55) S1 S3 Sq
' Py=2401-2)1 - 2y1 - &
5T 51 59 54"
S4 S4 S4
P=24(1-%1 - -2
| P=u0-2a-Ha-2)
d’ou
1 1 1 1 1
256) — 4+ — + — 4 — = —
(256) 5+ 5t Bt T

avec P; (i = 1..4) entiers non nuls.

En faisant certaines modifications aux procédures déja définies pour le cas précédent
pour les adapter au nouveau cas ( f # 0), on obtient des programmes informatiques qui

peuvent résoudre le probléme (¥ ) pour P, # 24.

Résultats obtenus :

Cas ou (2.56) a un nombre fini de solutions :

S1 S1 S1
= ==

On obtient quatre cas de compatibilité des trois valeurs de (
So S3 S4

) données re-

spectivement par (2.55), (2.52) et (2.53) :
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1)

sol. de. P P, P P,
(2.56) 6 —4 6 —24
déc.de || X711 | Xa2 | X1,3 || Xea | Xo2 | Xos || Xa1 | Xs2 | Xas || Xa1 | Xaz2 | Xas3
P, 1 2 3 1 2 -2 1 2| -3 -2 -3 | -4
as;,de asy ass ass asy
(2.52) -5 —10 —15 -2
COEFFICIENTS a b ¢ d e /
de (2.7) a 2a _%Cﬂ —%a2 %a?’ —%a“
tableau 5

Et ’équation aux indices de FucHs entiers est de la forme

(2‘57> y//// — ayy/// + 2ay/y// _ %a2y2y// _ %a2y<y/)2 4 %a3y3y/ _ 515a4y57

avec a une constante complexe non nulle.

En utilisant la transformation ((x,y); (azx, By)) avec

on peut supposer a = 1,

puis en remplagant dans (2.57) par le changement de variables défini par

/

w
2.59 = —5—,
(2.59) y ”
et en multipliant par w les deux menbres de 1’équation, on aura
(2.60) —5w"" =0,

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 5, par conséquent I’équation (2.57) est

stable.
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2)

sol. de. P P, Py P,
(2.56) 36 36 -84 -504
déc. de || X11 | X12 | X13 || Xoa | Xo2 | X23 || X31 | X32 | X33 || Xa1 | Xa2 | X43
P, 2 3 6 2 3 6 6 7T | -2 6 12 | =7
as;,de asy ass ass asa
(2.52) 0 0 0 0
bs; bsy bsa bss bsy
10 -5 15 —20
COEFFICIENTS a b c d e f
de (2.7) 0 b %b2 %b2 0 —6715b4
tableau 6
Et I’équation aux indices de Fucus entiers est de la forme
(2.61) y" =by'y" + V%" + 36y (y)* — 550",
avec b une constante complexe non nulle.
3)
sol. de. P P, Py P,
(2.56) 36 36 -144 -144
déc.de | X11 | Xu2 | X3 || Xo | Xo2 | Xos || X31 | X32 | X33 || Xa1 | Xa2 | Xa3
P, 2 3 6 2 3 6 6 8 | =3 6 8 | —3
as;,et || asy, bsy ass, bssy ass, bss asy, bsy
bs; 0 0 0 0
cs?,de cs? cs3 cs3 cs?
(2.53) 10 10 40 40
COEFFICIENTS a b c d e f
de (2.7) 0 0 ¢ c 0 —%cz
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tableau 7

Et I’équation aux indices de Fucus entiers est de la forme

(262) y" =cy’y" +cy(y)’ — 5y,

avec ¢ une constante complexe non nulle.

4)
sol. de. P P, Py P,
(2.56) 20 60 -60 -120
déc. de | X1 | X2 | X3 || Xog | Xoa | Xoa || Xa1 | Xa2 | Xas || Xaa | Xa2 | Xa3
P 1 2 10 || 10 | =2 | =3 2 15 | =2 1 12 | —10
as;,de asy ass ass asy
(2.52) 2 —6 4 -8
COEFFICIENTS a b C d e f
de (2.7) a —La Ug2 | —%a? 13 | —5at
tableau 8

Et I’équation aux indices de Fucus entiers est de la forme

(2.63) y//// _ ayy/// . gay/y// + %a2y2y// _ %faQy(y’V + %a3y3y/ . %a4y57

avec a une constante complexe non nulle.

Mais en appliquant la troisieme étape de la méthode de BUurREAU, on montre que cette

équation est instable.
L’équation (2.63) admet 4 familles de poles simples mobiles :
1 :las1 =2;60=0,1,9].
o : [ases = —6; 0 =9, -3, —4].
3 lass =4; 60 =14,1,-3].
G lase= —8; 0 =0,11, —11].
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En utilisant la transformation ((z, y); (ax, By)) avec « et 3 donnés par (2.58), on peut

supposer a = 1.

Si on applique la méthode avec §1, on pose

2
(2.64) y=— et =1+ zu,
z
en remplacant dans (2.62) on obtient le systéme suivant
7 =1+ zu,
(2.65)
—223u" + 242°u" = 22H (x, z,u, v/, u"),

D’apres les indices de §; on pose
8
(2.66) w(z)=[i =0 a;2(x)"] + v(x) z(z)°,

avec o et oy sont arbitraires et les a; (i = 2..8) vont étre déterminés par la suite. En

remplagant dans (2.65) on obtient
S Z?:o a; 2+ uztY,

(2.67) ¢ 29— 22%0" — 40 220" — 180 2v'] = Ay + A1z + ... + Ag2®

/ " n
+21%H, (2, z,v,0", 0", 0").

On choisit les o; (i = 2..8) de telle sorte a avoir : A; = 0 (i = 2..8); par conséquent

les C.N. de stabilité du systeme (2.67) sont

(2.68)[A; =0 (i=0,1,9)]

Les conditions de stabilités ( Ag = 0) et (A; = 0) sont vérifices. Et les équations

A; =0 (i = 2..8) conduisent respectivement a :
_1
Qg = 50(00[1.

2

1.2 1.4, 1
360 T 15¥1Q0-

a3 = 7364 ~ 36

40



17 17

Qg4 = — 7007 + 7200‘0 3600‘00‘1
_ 11 2.2 31
a5 = — 160 Y01 14400‘0 + 150‘00‘1 + 7200‘1

_ _857_ 7 _ 491 367 3
Qg = 16000‘0 1+ 132000 — 7200 %01 t o500 %07 -

_ 9761 6 10127 .2 3 4927 4 2 _ 529 4 _ 1231 8
Q7 = T59600 Y01 T 1296000‘00‘1 23200 Y01 — 250201 — 64800 Yo-

36913 3 .3 1129 4 27103

A8 = ~ 335600 Y01 ~ T72800 ¥Y1Y0 3456000‘00‘1 + Ti5300

15479 5 2 |, 6337 .9
ap07 + 345600 Y-

Mais la condition de stabilité Ag = 0 n’est pas vérifiée, puisque

_ 19957 8 25193 6.2 , 7 5 _ 287 10 _ 4333 10157 .42
Ay = 05000 — Tog00 %0+ 13597 — 37000 108000‘0 i Tos00 1% 7 0

pour «p, ; constantes complexes quelconques.

Par conséquent (2.62) est instable.

Cas ol (2.56) a un nombre infini de solutions :

On distingue deux sous cas : 1) P3 = —P; et 2) P, = 24.

En appliquant a I’équation (2.7) la transformation ((x,y); (ax, By)) avec

o= Zéfl),
(2.69)

6=2",

et Zy racine de : 24Z% + (—6a — 2b)Z" + (2c + d)Z'° — eZ° + f =0,

on peut supposer :

(2.70)  f—e+ (2c+d) —2(3a+b) — 24 =0,

par conséquent, 'une des racines de I’équation (2.6) est :| s=1
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1) P3:—P4Z

L’équation (2.56) devient

(2.71)

1+1 1
P P 24’

avec comme solutions :

P| P P| P P| B P| B PR |(|PA|R|A|P
6 | —8 15| —40 || 20 | —120 || 23 | —552 || 27 | 216 || 32 | 96 || 40 | 60
8 | =12 || 16 | —48 || 21 | —168 || 25 | 600 28 | 168 || 33 | 88 || 42 | 56
12 | =24 || 18 | =72 || 22 | —264 || 26 | 312 30 | 120 || 36 | 72 || 48 | 48

tableau 9

En prenant s; = 1, le systéme (2.55) est équivalent a :

(2.72)

( 1 1 1
P=241-—)1-—)(1—-—
V=240 - ) (1= 2)0 - =),

Py=24(1 — s9)(1 — 2)(1 — 2),
S3 S4

S4

Pour résoudre le probléme (%) on procéde comme suit :

Au début, on détermine toutes les combinaisons de trois entiers distincts non nuls

(Xi1s Xiz2> Xis) telles que Py = X; 1 X;2 Xi 3, @ = 1,2.Ensuite de (2.52), on calcul la valeur

de a puis celle de s5. La résolution du systéme (2.72) nous donne les valeurs de s3 et s4.

Ensuite on détermine les coefficients de (2.54) puis on test la compatibilité de la valeur

sy déja calculée avec celle donnée par (2.53).

Finalement, le cas (P3 = —F;) ne donne aucune classe d’équations stables.

2) Pp=24:

L’équation (2.56) devient :
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1 1 1
273) —4+—=4+—==0
SR RS R

On remarque bien qu’on ne peut pas limiter les domaines des F;, et par conséquent
I’équation (2.73) admet une infinité de solutions qu’on ne peut traiter avec le procédé

déja utilisé précédemment, ce qui nous ameéne a chercher un autre(procédé) qui satisfait

a notre cas.

Les combinaisons de 3 entiers distincts et différentes de —1, telle que

X1X2X3 sont :

1 3 8 1|1 -2|-12 2 |34

X1 | Xe | Xs || X1 | X2 | X3 X1 | X2 | X3 X1 | X2 | X3
2 3 4 1 2 12 1 -3 | —8 -2 =3 4
1 4 6 2 | =2 —6 1 |{—-6|—4] —2 3 —4

Tableau 10

En remplagant par s = 1 dans les équations (2.52), (2.53) et (2.13) on obtient :

(

i<3

c=46+(Ta+b)— > xX;
(2.74) 1<i<j<3

e=2(2c+d)—6(3a+0b)— 72,

f=e—(2c+d)+2(3a+0b)+24,

\

Alors pour tout (x4, X2, x3) du tableau 10, on a une équation (en tout 11 équations)

de la forme (2.7) dont les coefficients satisfaient a (2.74). L’étude de la stabilité de ces

équations nous rameéne a deux facon de procéder :

— L’une est 'application de la troisieme étapes de la méthode de Bureau aux équa-

tions engendrées par les combinaisons a 3 entiers positifs.

— Pour 'autre, on fera appel a une autre méthode qu’on définira par la suite, capable

d’extraire des conditions nécessaires pour la stabilité des équations engendrées par les

combinaisons & 2 entiers négatifs.
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i- Equations engendrées par les combinaisons a 3 entiers positifs :

i.a- (X17X27X3) - (27374) : De (274) on a

(2.75) y"" = —2yy" + by'y" + (b+6)y*y" +dy(y')* + 2(d — b—6)y*y + (d — 20— 12)y°,

qui admet une famille de poles simple mobiles § : [s = 1;0 = 1,2, 3].
Alors on pose

1
y=—; 2 =1+ zu,
(2.76) ?

u(z) = i = 03 oy 2(2)] + v(a) =(2)?,

avec a et ay arbitraires, et g va étre déterminé par la suite. L’équation (2.75) est

équivalente au systéme

(

2 .
7 =1+i=0 oz + 02t

(2.77) § 2B[—220" —6 22" — 6 2| = Ag+ Az + Ay2® + Az2?

!/ " "
+24Hy (2, 2, 0,0, 0" 0.

On choisit aq de telle sorte a avoir : Ag = 0, et par conséquent les C.N. de stabilité

du systeéme (2.77) sont :

(2.78)[A; =0 (i=1,2,3)]

- De I’équation Ag =0 on a: ag=0.
A; et Ay sont identiquement nulles. Az = (=12 —2b+d)a? =0= —12—-2b+d =0,
et d’aprés I’équation (2.75) on a : f =0 (cas déja étudié).

i.2- (X17X27X3) - (1747 6) : De (274) on a

(2.79) y"" = by'y" + (b+ 12)y*y" + dy(y')* + 2(d — b — 12)y°y + (d — 2b — 24)y°,

qui admet une famille de poles simples mobiles § : [s = 1; § = 0,3, 5].

On pose
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1.
Z?

u(x) = [i :402 a; 2(2)"] + v(x) z(z)®,

y=—; 2 =1+ zu,

(2.80)

avec o et aig sont arbitraires et les o; (i = 1,2,4) vont étre déterminés par la suite. Et

I'équation (2.79) est équivalente au systéme suivant

.

4
2 =141=0> ;2" +vzb,

(2.81) { 2°[—2%0" — 10 220" — 18 20| = Ag+ A1z + ... + A52°

6 JARN /BN /4
+2°Hy(x, z, 0,0, 0" 0™).

On choisit les a; (i = 1,2,4) de telle sorte a avoir : A; =0 (i = 1,2,4), et les C.N.

de stabilité du systéme (2.81) sont

(2.82) [A4; =0 (1=0,3,5)]

- Ap est identiquement nul. Les équations A; = 0 (¢ = 1,2) conduisent respectivement

o1 = (—3d+ 2b+ 2)ad.

o = (—Hd + b+ § — bd + Fb* + H)of,

Et puis on a

_ 401 42 3741 19 73 207712 4649 4913 4335 3172
(283) Ag = (_4_8d +1—6d+r92d — Tb — Tb_ @b -5 Zbd

+3802d + 2 bd) o = 0.

d’ou :
b=1d— 12,

(2.84) ¢ b=1d - 10,

— 19 578
b= 49d— -
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1) b=3d—12: Danscecasona f=0 (cas déja étudie).
2)b=3d—10: De A4 =0 on obtient : ay = (3d — 2)apaz — 307,

Et puis on a: As = (=3d + 6 + 3d%)azad = 0= d = 3 ou d = 6, et dans chaque

cas I’équation (2.79) admet une famille de singularités mobiles dont les indices sont non

entiers :
S d=3:[s= -3+ 1IVT 6=5 3+ LIVT, 3 LIVA), (12 = 1),
- d=6:[s=-3 0=-3, $+3IV71, & - 11/71],

alors I’équation (2.79) est instable dans les deux cas.

3)b=1d—52: De A4 =0, on obtient :

(495035 56459 72 358 3 41 4 3497 5, (113 |, 41
o1 = (75118108 — 118108 T Freas01¢. — erimacs® T mreasor ) + (— g + fosd) s

Et puis,
(2'85) As = (_2832246725625:19 d’ — 2822%249 &> + 2§gigggigd o 2822(11977542549 d* — 2;21471%329
+amiremd )00 + (2rd + 2ior — sord)asag =0,
d’ou:d= % oud = %, la aussi 'équation (2.79) admet pour chaque cas une famille de

singularités mobiles dont les indices sont non entiers :

3 L1AT 0 =5, —1— [VAT, 4+ 1/47]

-d=3%: [s=
d—=18. 29— Ly sl g 1 sl g L1/3(L7 301 1
md=Fi =B 0=52-F o435, —xlt gyt lvHZ+ ),
1 1
17 301 8 _ 1 Ly 301
30 3 5_51‘/5(15 3 Z»]

avec Z = \3/19450 + 45+4/1870205,

Alors ’équation (2.79) est instable.
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13- (X5 X2sX3) = (1,3,8): De (2.74) on a

(2.86) v = yy" + by'y" + (b+ 18)y*y" + dy(v')? +2(d — b — 9)y3y + (d — 2b — 24)y°

qui admet une famille de poles simples mobiles §F : [s = 1; 6§ =0,2,7].

On pose

i 2 =1+ zu,

1
y=-
z

(2.87) .
u(z) = [i =03 oy 2(x)"] + v(x) 2(x)7,

avec g et ap sont des constantes arbitraires. Et 1’équation (2.86) est équivalente au
systeme

(

Z=1+i= OZaz”levz
(2.88) ¢ 27[—230" — 15 22" — 48 20| = Ag+ Az + ... + Az2”

8 AN/}
+2°Hy(z, z,v,0", 0" ™).

On choisit les o; (¢ = 1,3..6) de telle sorte a avoir : A; =0 (i = 1,3..6), et les C.N.

de stabilité du systéeme (2.86) sont

(2.89) [4; =0 (1 =0,2,7)|

- Ay est identiquement nul. De A; =0 , on obtient : oy = (£ + b — #d)ag.
Par la suite on a : Ay = (=341 — Lo+ &d + Ldb — 1d* — 5b%) o = 0,

dou:b=—11+3d ou b=—-L+2d.

1)b=—-11+ %d : Apreés avoir déterminé les «; des équations A; =0, 7 = 3..6, on
obtient
4 3 17T 2 49 5 72 5 13
(2.90) A7 (5832d 7776d 3210 + 3560 — 3§ + 69984d Jasag + (53d° — 5d + 57d
1) 0202 1+ 2, 4l 55 13 5 51
—3)og0n + (_1T2d 1329 — 552’ — Temd — 139968d )0‘0 =0,

47



d’ou: d =6, ce qui conduit & : f =0.

2) b= —% + %d :  La aussi aprés avoir déterminé les «; , ¢ = 3..6, on aura :

__ (__ 1573 5 244313 32 69377 3 _ 1339 4 2363 6 189893
(291) A7 o ( 90000000d + 90000000d + 324000000d 15187500d 24300 OOOOOd + 11250000d

87481 7 7 8 15901 137 g4 17 33 67 g2 749
+ 7575000 T 340000000 Jag + (25000 + Saoooo @ 5625 72000 150007

75 5 473 47 22021 | T g3\ .2 2 _
+1esm0d )20 + (35554 + 3504 550 T 5004 ) = 0,

d’ou : d = 6, et ’équation (2.86) admet une famille de singularités mobiles définie par
(2.92) [s=-1; 0 =4, 3 +11/39, 3 — 11/39].

Alors I’équation (2.86) est instable.

fa- (X9, X2, X3) = (1,2,12) : De (2.74) on a

(2.93) ¥ = dyy" + by'y" + (b + 36)y%y" + dy(y')* + 2(d — b)y*y' + (d — 2b — 24)y°,

qui admet une famille de poles simples mobiles § : [s = 1; § = 0,1, 11].
On pose
1
y=—; 2 =1+ zu,
(2.94) o 0
u(x) =[i = 0> a; z(x)"] +v(z) 2(x)H,
avec g et a; sont des constantes arbitraires. Et 1’équation (2.93) est équivalente au

systeme

( 10
2 =141=0> ;2 +vz!?%

(2.95) ¢ 27[—230" —24 220" — 132 20" = Ag+ A1z + ... + Ap 2!t

/ " "
+22H(z, z,v,0", 0" 0").

On choisit les a; (i = 2..10) de telle sorte a avoir : A; =0 (i = 2..10), et les C.N. de

stabilité du systéme (2.85) sont

48



(2.96) [A; =0 (i=0,1,11)]

- Ay est identiquement nul. Et A; = (=3b+d — 42)ad = 0 = d = 3b + 42.
Apres avoir déterminé les «; , i = 2..10 des équations A; =0, i = 2..10, on aura de
I'équation (A3 = 0) : b = —10, (on s’est abstenu d’écrire 'expression de A;; a cause

de sa longueur). Ainsi I’équation (2.93) admet une famille de singularités mobiles définie

par

(297) [s=—3; 0 =4,1+11v26, 1 - 11/26].

Alors I’équation (2.93) est instable.

ii- Equations engendrées par les combinaisons a 2 entiers négatifs :

La méthode de Bureau n’est pas concluante pour ce cas, a cause d’insuffisance d’indices
positifs, et pour remédier a ce probléme on va définir un procédé (extrait de la méthode
de perturbation de PANLEVE [5,6]) basé sur une perturbation réguliére et ’analyse des
E.D.O. linéaires du type de Fucus.

En remplagant dans (2.7) (qu’on notera E(z,y) = 0) par

(2.98) y(z)=n :52 e"yn(x), avec y, fonction de x.
on obtient
(2.99) E(z,y) =n :52 e"En(z,y,) =0,
telle que
(2.100) Ey = E(z,y0) =0,
(2.101) E,, = E'(z,90) Yn + Rn(x, Y0, Y1, oy Yn—1) =0,V > 1.

ou
- E'(z,yo) est la differentielle de E au point y, telle que V v,

E(z,y0 + M) — E(x, 1)
)\ M
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et donnée par :

d. d. d
(2.103) E'(z,90) = = —(a yo) 75 — (byo + CQS)E + (—eys — 2dyoyy

d.
—byg) 7+ (—ayg’ — dlyg )? — 2cyoyg — 3eyayh — 5fYs)-

- R, est une application des y; (¢ = 0..(n — 1)).
En plus,
- I'équation (2.100) est 1’équation (2.7) pour la fonction o,
- pour n = 1, on a une E.D.O. linéaire homogene (R; = 0) d’ordre 4.

- pour n > 1, on a des E.D.O. linéaires non homogénes de méme partie homogene.

D’apres le théoréme de PoiNcARE et le lemme fondamental de la stabilité, une C.N.

de stabilité de (2.7) est :

©) La solution générale de (2.100) et celles de (2.101)

doivent étre sans points critiques mobiles.

Remarques 14 :

i- En ayant une solution particuliére yo de (2.100) avec une singularité mobile x
(pole), alors il suffit qu’il existe une solution y; (i > 1) de (2.101), admettant zo comme
point critique pour conclure a la non stabilité de notre équation.

1i- En utilisant le procédé défini au dessus on va montrer que toutes les équations

corespondantes aux combinaisons a deux indices négatifs sont instables[]

De (2.70), on a s = 1 racine de (2.6), alors d’aprés le comportement dominant de y(x)

1
(voir début de ce chapitre), on a : yo(z) = est solution particuliére de (2.100)
r — Tg

pour toute (X1, X, X3) du tableau 10, avec x = xy un pole mobile.

N.B. Afin de simplifier les calculs, a I'aide de la transformation ( x; x — 2 ) nous

supposons que xy = 0, sans nuire a la généralitél]

L’équation indicielle de (2.101) est de la forme :
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(2.104) 2* + (—a—6)z3 + (b—c+3a+11)2* + (2d — e — 3b+ ¢ — 2a — 6)z — 120 — 24a
+6¢ + 4d — 2e — 100 = 0,
en posant : x = X — 1, elle devient
(2.105) (X +1)[X3—(a+11)X*+(46+Ta+b—c) X — (96+6(3a+b)—2(2c+d)+e¢)] = 0,
alors les racines de (2.104) sont :

(2106) (_2) ) (Xl - 1) s (XZ - 1)7 et (X3 - 1)7

avec (X1,X2,X3) racines de l’équation (2.14) pour s = 1, et donc données par le tableau
10. Par conséquent x = 0 est un point singulier régulier non critique algébrique pour les
équations (2.101), et la C.N. de stabilité (C) au dessus se réduit a ce que z = 0 ne soit

pas un point critique logarithmique pour les solutions de ces équations.

ifa- (X9, X2, x3) = (2,—2,—6) : De (2.74) on a

(2.107) y"" = —17yy" +by'y"+ (b—69)y*y" +dy(y')*+2(d—b—21)y*y' + (d— 2b+18)y®,
En remplagant par (2.98) on obtient :

1
- yo(z) = — , solution particuliere(S.P.) de Ey = E(x,y,) = 0.

x

69 42 42

1! /

1 17
-yi(z) =2+ pe S.P.de By = E'(z,y0) y1 = y1" + zyiﬁ + 2 + et ey 0,
- y2(z) = 1555 [(54b—126—27d)z® + (1800b—3600—450d)x " + (—150b+25d—2250)2°],

S.P. de Ey = E'(z,y0) y2 + Ra(z,90,y1) = 0, avec
Ro(x,yo,11) = (18b—42—9d)x " + (—24b+48+6d)z > + (6b — d+90)z 7.

Et puis,
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- ys() = (= 53b+ aqd + g @ — 1a5bd + S5 + 55g0%)x (@) + (—550° — Gd — g7 d* + 5

640 128 320 320 64
In(x) In(x)
125 7 13 29 11 111 7 12 1 2 -2
360t 530d)— 57+ (— 39504 + 3650 — 353+ 530 T el + qogp ) — 7 +2C

PP b, )2+ (Cy+ PR b,d)) o+ (PL(b,d)+ Co)a8+ (PP (b,d)+ o),
S.G. de E3 = E'(z,y0) y3 + R3(z, 0,1, y2) =0, avec

_ 171 957 912 27 63 9 72 27 12 2019 927

— 150 4 2bd+195b) 27 4+ (=5 — Tbd + 5b°—125b + 12d + Jd*)z ™"

—{—(1—12d2 + %bz _ %bd - %d+ %—1—296):6711,

avec C;(i = 1..4) des constantes complexes d’intégrations, et Pi(j )(b, d) polynomes en b et
d de degré j, et dont les coefficients sont rationnels.
Alors pour que 'équation (2.107) soit stable, il est nécessaire que les coefficients b et

d vérifient les 3 équations du systéme suivant :

657 309 9 g2 _ 13 673 | 5732 _
—3b+ 55d + gpd” — 13gbd + 355 + 550" =0

(2.108) —55b% — d — i + 5 + b+ bd =0

_ 13 20 111y T2 1o
\ 1920bd+ 160b 384d+ 320 + 320b + 1920d - O

Mais ce dernier n’admet aucune solution. Par conséquent I’équation (2.107) est instable.

ii.2- (x1, X2, x3) = (1,—2,—12) : De (2.74) on a :

(2.109) y"" = —24yy"" +by'y" +(b—132)y*y" +dy(y')*+2(d—b—84)y>y' +(d—2b—24)y°,

52



1
-yi(x) = 1+F,

~ya(z) = (=20 + B + 2d) 2% In(z) + (5d — 5b) z + (—515d + 5 + 550)2 77,

[N, _ _ 2
dou: —2b+ 2B+ 2d=0=|b=12+ 2d|

Par la suite on a

_ (132 1 2 13 2 1 2 23 60 —1 4 16 1 2 —4
-y3(2) = (35 + s d” — 1057 + (F5d +amd+ )z +(—md— 5 — mnd )T

23 54 1 2\..—7
(5509 + 35 T mmd )T
et puis

/1153 2 7L 31 3 6976),.—3 113 464 1 3
- ya(2) = (—masee?” — 1859 T 36731600 ¢ 1757~ In(z) + (574 + 335 + 7556504

+1ogs0” ) In(2) + 731(3)(b> d)a® + —5Cia™ + (P§3)(b> d) — 3Cy)z?

+2P (b, d)z 6 + PP (b, d)a? — LCya 3 + Oy,

Alors

_ 1153 g2 _ 71 31 3 _ 6976 _
50419000 1899 T 357416007 175 = 0

(3.110) = [d=—144]

113 464 1 3 421 2
51570 + 335 T Tioses0? T Toseso? = 0

Ainsi I’équation (2.109) admet une famille de singularités mobiles définie par

(2.111) [s=1%; 0 =2, 116, -11V6],

D=

et donc elle est instable.

ii.3- (X1, X2, x3) = (1,—3,—8) :  De (2.74) on obtient

(2.112) ¢ = =21yy" +by'y"+(b—114) %y +dy (i) ) +2(d—b—"T75) 1>y +(d—20—24)y®,
On a

1
- yO(x) - Ea

53



1
- yl(l') = ]. + E,
~y(z) = (w2 — 2b+ 2d)z+ (—5d+ Rb— D)3 4+ (2 — Zd + Zb)z 7,

_ 2
- y3(x) = (—% + %b — %62 — %cﬂ — %d—i— %bd) r2In(z) + 7755 )(b, d)z?

+ PP (b, d)z~6 + P (b, d)a 1,

et,
- ya(z) = (— o d® — 2207+ 82db— 53 — 5080 44 232075 In () + (— pyspes db® + 2302207
i d” — Bar + tomrsb’ + gyas 0 — sierd® — 35TEdb + F3pd — EY) In(z)
+ PP (b, d)a? + PP (b, d)a " + PP (b, d)a + P (b, d)a 3,
d’ou
( — 1020 L T8p — 22 B — B 4 8 — 0,
— 282 — 822 4 002qp 0504 8050 4 HT2p —
(2.113)
—%dlﬁ + ggggg b* + 929826245 d* — 545722352 + 12297055765 b® + 919624285 bd? — 897350225 d’

29776 1216 3209671 __
99225 db + 2205d 6615 b= O’

\

qui admet les solutions suivantes :

(2.114) { g = —10%. p_ _165

__ 2828162261 772 917704032 112404565 773 13106063681 7. —
d= 447105124 Z°+ 111776281 + 447105124Z + 223552562 Z’ b= 3Z7

avec Z racine de 1’équation

(2.115) 16345Z* + 629403723 + 828028872 + 392544407 + 26310600 = 0.
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1) d=-198; b= —-30: en continuant la résolution des E.D.O. linéaires (2.101)

n > 5) on obtient :
(n>5) btient
- ys(z) =812t + 2716212712 4+630278,

- yo(z) = —2432° 4 719 — BZy15 4 151845716207,

90,6 | .—22 _ 9846 18 —14 _ 1701 ,.-10 -6
- yr(w) =7292° + 27 — TR 45130 — HaT V70470070,

- 7 .—25 _ 4342080 21 _ 157752 .-17 | 1212084 —13_ -5
- ys(z) = —2187x" + x TR R i v e 11936162,

et puis
- yo(z) =65612° + Cy — 2C1272 + (—12859560In(z) — $Co—T7072758)x~* — 19124961 ,,=8

_ 1,9 _ 10557297, 12 12385305
5O 286 L T T ase

—16 __ 3375081

—20 _ 5522466,..-24 , ..—28
4862 e

x 46189 )

X

par conséquent I’équation (2.112) n’est pas stable.

2) d=—12% p7 = —18 : dans ce cas 'équation (2.112) admet une famille de singu-

larités mobiles définie par :

(2.116) [s = 2 + L/681; 0 = —2 — 2/681 + /1210 + 34V/681,

et donc elle est instable.

_ 2828162261 ry2 |, 917704032 | 112404565 73 , 13106063681 7. 7 . 12 .
3)d= 10524 2+ Tirremst T mmiosina 2. T “oasssener 43 0 =34 : T'équation (2.6)

correspondante admet des racines non entiéres, et puisque a # 0, alors d’aprés (2.52)

I'équation (2.112) est instable.
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ifva- (X1, X2, x3) = (1,—4,—6) : De (2.74) on a

(2.117) y"" = —20yy" +by'y" +(b—108)y*y" +dy(y')*+2(d—b—T2)y*y' +(d—2b—24)y°,

On a

wole) = -,

-yi(z) =1 iw

~y2(x) = (350 — 3 — 150) o+ (50— 2d +40)27 5 + (5 + gy d — 3sb)a 12,

-ys(x) = (s2d? + 58 — 2¥bd + 1Fb* — Bd + BLp) 2~° In(z)+ P2 (b, d)2>+ P> (b, d)2=1°

+PE (b, d)z 12,

d’ou :
b=sd—4,
(2.118)

_ 17 g 554
b_ 107d 107"

1) b= %d — 4 : En appliquant la méthode une deuxiéme fois avec

1
-yi(x) = 1+E,

- yo(z) = (—2—14d—18):c_4 + (% — ﬁd)x_g + (% + %d) x,

- ys(z) = (15d+ mEd®+ B3+ (- B+ w4+ 1d) 2+ (57 — i d + g dD)e "
1 2 1 1 2
+ (5 — § + md) o
on aura
_ — 2
- ya(w) = ((Bd + B2 4 205a2)0 T + (252 + $1d + 1120)3-2) In(x) + Py (b, d)®

+H(—3C1 + PR (b, d)w 2 = 1Cow ™™ + (P (b,d) — 3Cs)a™ + P (b, )2

+P (b, )z~ + 4,

56



Alors la stabilité de (2.117) entraine

51 2124 19 72
28d+ 35 +5040d _07

(2.119)
43 72 671 17926 __
6480d + 108d + 15 0.

Mais ce systéme n’admet pas de solution, par conséquent I’équation (2.117) est instable.

1) b= %d — %‘; :1a aussi, en appliquant la méthode une deuxiéme fois avec

1
-yi(x) = 1+E,

_ 14 85 27 4545 —4 29 340 -9
~ya(z) = (gmd + 22) o + (—25d — BR)a ™ + (—sd + 233)277,

_ (6050 955 43 2\ .2, (178670 143 2 , 11183350%..—3 , [ 664015
- y3(@) = ( 34317 T 206082 T F06083% )$ + (1050019 T 6038 T 3317 )7 + (30319

6922075 5453 12\..—8 | (_ 212535 1827 12 | 9655475 \..—13
e T aoosemd )Tt (— fairesd T Toarsizsd + wseaires) T

Y

on aura

_ (413166780 633 53, 18208794 65607 12\ ..—7 160093448 7 , 70916 38180
-ya(2) = (— G301 T 3mo1m01¢ T seos301 A+ qm00172@ )% (@) +(Tiogeser A+ 5e7e120

+ 11022454:’)87 d*+ 3162705512249 d*)z=* In(x) +P1(:1))) (b, d)z’+ (771(3) (b,d)— %Cl)x_2 - %0256_5

(PP (b,d) — 1Cs)a + P (b, d)a2 + P (b, d)a17 + Cu,

d’ou

_ 413166780 633 3 18298794 65607 72 __
8575301 + 34301204d + 8575301 d+ 4900172d - 0’

(2.120)

160093448 70916 38180 244 3 120524 72 __
11025387 d+ 3675129 + 11025387d + 3675129d =0.

Mais ce systéme n’admet pas de solution, et (2.117) est instabilité.
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ii.5- (X1, X2, X3) = (2,—3,—4) :  De (2.74) on obtient

(2.121) ¢ = —16yy" +by'y" + (b—64)y?y" +dy(y')*> +2(d—b—20)y3y' +(d—2b+16)y>,

On a
1
- yo(iU) = ;,
1
-yi(z) =x+ el

-yo(z) = (=5 + 2d - 3b) 272 In(z) + (55d + = — 5350) 28+ (55 — &b+ )z,

ce qui implique : [d =2 + %b .

Par la suite on a
- ys(2) = (2 + 12 4 3p2) 75 In(z) + P (b, d)xd + Crz + P2 (b, d) + Coz2 + Cyar™

+(P2(b,d) + C)z™5 + PP (b, d)z1,

d’ou
b= —-20,
(2.122)
_ 152
b= —==.
1) b=—20: léquation (2.121) admet une famille de singularités mobiles définie par

(2.123) [s = %; =1, _% 4 %\/57 _% _ %\/g]’

alors elle est instable.

27703
2) b = —122: Téquation (2.6) correspondante admet s = =7+ 1%5 + 22 comme

racine (

Z = /22229073 + 87011/105576663),et a # 0 , alors d’aprés (2.52) Péquation (2.121)

est instable.
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ii.6- (X1, X2, X3) = (—2,—3,4) : De (2.74) on a

(2.124) ¢ = —12yy" +by/'y" + (b—24)y*y" +dy(y') > +2(d— b+24)y>y + (d— 2b+48)y°,
On a

1
- yo(CU) = E’

1 1
_ 3
—yl(:c)—x —i—;-ﬁ-g,

~p(@) = (Hd+ &) 27+ (—ib+ Sd—3) 2+ (md — 2b) 0 + (—32b+ Sd+ E)z¢

8 7 1 -7 23 35 5
—l—(%—ﬁb—i—ﬁd)x —?—%b+ﬁd.

Par la suite

- ys(z) = (M2 4 23— 8By 4 Lg%+ Bp? — 25pq)r 2 In(z)+ (—22b? — L824 4+ 3

—1ATy B2 4 A1) -3 In(x) + PR (b, d)a't + PR (b, d)ad + P (b, d)a
o Crad + P (b, d)x " + (Cy + P (b, d))a2 + Cya 3 + Cya™
+772(§)(b, d)z™" + 772(?(6, d)z™8 + 772(? (b,d)x™ + 772((25)(6, d)z=1°,

d’ou

1432 | 233y 8037, 77 g2 | 7912 _ 265p7 _
5 + Sb 45d+270d +1Sb 1[)8bd_07

(2.125)

455712 1624 | 1037 7 12173 23 32 | 2077 _
510 5+ 5 0d o 0— 510" +57d =0,

= {(b=-30,d =-108), (b =-40,d =-128), (b = —32,d = - &), (b= -2, d = —-2)}.

1) (b=—-30,d =—108) ou (b = —40,d7 = —128) : dans les deux cason a: f =0.

2) b = —40; d7 = —128 : D’équation (2.124) admet une famille de singularités mobiles

définie par

— _21 1 .o — 94 1 1 94 1 138 1
(2.126) [s = —z5 + 155 V17769, 0 = 5z — 55/ 17769 + z5h, 52 — s5h, 55 — 5:V/17769],
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avec h = /3337 — 241/17769. Alors (2.124) est instable.

3902
3)b=—20; d=—2: Déquation (2.6) correspondante admet s = =57 + % — =

comme racine, avec

1
Z = (—675908 + 30011/204787) 3, et d’apreés (2.52) on déduit I'instabilité de (2.124).

7= (X9, X2, x3) = (—2,3,—4) : De (2.74) on a

(2.127) ¢ = —14yy" +by'y" + (b—42)y°y" +dy(y')*+2(d—b+6)y>y + (d— 20+ 36)3°,
On a

1
- yO(CC) - 57

1 1
2
—yl(:c)—x —i—g-ﬁ-;,

- yo(x) = ((8+ 10— Ld)a5 + (=52 — 9 + 2d)z~?) In(z) + PV (b, d)a® + Cra?
+(PO(b, d) + Co)z~2 + Cyz73 + (P(b, d) + Cy)z=® + PP (b, )7

+P (b, d)r® — 2 — Lb 4 24,

d’Ofl

(2.128) = {d=—-4,0=-%},
—52 — 9b+2d = 0,

et ’équation (2.127) admet une famille de singularités mobiles définie par
(2129) [s = —33 — 5;V/1585; 0 = L 4+ 2/1585 + 2 Z, & + 2/1585 — 5, 7,

127, 4
T TV 1585,

avec Z = \/7201 + 1924/1585, alors elle est instable.
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Casou P(s)=0:

On va étudier le cas ou il existe au moins s racine de (2.6) telle que P(s) = 96 +
6(3a + b)s — 2(2c + d)s® 4 es® est nul (voir (2.13)).
Dans ce cas on peut écrire P = x; xxyXXx3 = 0xmxI , tel que m et [ sont des entiers

distincts et différents de —1 et 0, et les équations données par (2.74) deviennent
(o= (m+1) — 11,
c =46 + (7Ta +b) — ml,

(2.130)
e=2(2c+d)—6(3a+b) — 96,

| f=e—(2c+d)+2(3a+0b) + 24.

Alors on obtient une équation de la forme

(2.131) 4" = (m+1=11)yy" + by'y" + (=314+Tm+T71 + b —ml)y*y" + dy(y')*+10(— %
+m+1— 10— 2mi + Ld)yPy +2(—14m+1—b—mi + 2d)y°,

En procédant de la méme facon que précédemment on obtient

1
- yO(x) - 57
1
- yl(x) - 57
2ml + 4b + 4 4l —d
- ya() = —(8+ et l; m Yl In(z) + 271,

d’ou

(2.132) |d = 8 + 2mi + 4b + 4m + 41|

Puis

(15+ b+ 3m + 31)
Im

- y3(x) = 2( Yzl n(x) + 271,

d’ou
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(2.133) [b= —3m — 31 — 15.]

Par la suite

1 PPm? +24(lm — m — 1
- ya(x) = —24 n(z) + CilTm” + 24(Im —m = 1) + Cor2 4 Caz™ ! + Cyx' !,
mlx 12m2x

et I’équation (2.131) est instable.

Remarque 15 : en procédant de la méme maniére pour le cas (e # 0, f = 0) on

retrouve le méme résultat (instabilité)]

Finalement, pour le cas (f # 0 ) on obtient 3 classes d’équations aux indices de

FucHhs entiers distincts et dont les équations réduites sont stables, classées comme suit :

Equations de classe VI :

(2.134) y//// — a(:c)yy”’ + 2a(az)y/y” _ %a(az)QyZy” _ %a(w)2y(y/)2 + %G(CU) iy

—sa@)"y’ + F(z,y),

avec I’ donnée par (2.2) et a une fonction analytique et non nulle dans D.

En utilisant la transformation T, (voir classe I), on peut supposer a = 1, et ’équation
(2.134) admet 4 familles de poles simples mobiles :

$1:[s1=-5;0=0,1,2].

o :[so=—10;0=0,1,-3|.

3 :[s3=—15;0=0,-3,—4].

4[4 =—20; 0 = —3,—4, 5.

Equations de classe VII :

(2.135) ¥ = bay'y" + b@)*y*y" + tb@)??y(y')? — mzb(@)*y® + F(z,y),

b une fonction analytique et non nulle dans D.
En utilisant la transformation T}, on peut supposer b = 1, et (2.135) admet 4 familles

de poles simples mobiles :

62



Equations de classe VIII :

(2.136) ¥ = c@wy®y" + cwy(y')? — Se(@)?y® + F(z,y),

¢ une fonction analytique et non nulle dans D.

En utilisant une trasformation T(A, i, ¢), telle que

(2.137) ¢ ¢ (z) = c(x)(%), on peut supposer : ¢ =1,

'analycité de ¢ entraine celle de A et ¢ dans D. Et I’équation (2.136) admet 4 familles

de poles simples mobiles :

s1=+/10; § =1,2,5].
sy = —10; 6 = 1,2, 5].
s3=1/10; 0 = —4,5,7].

:
2t
30
4[4 = —2V10; 0 = —4,5,7].

2.2.2 Etude des équations complétes :

Dans ce qui suit on va appliquer la troisieme étape de la méthode de Bureau aux

classes d’équations obtenues au dessus, pour déterminer les coefficients ag, co, ¢1, do, €9, €1, €2, fo,

J1, f2, f3,et fa.
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Equations de classe I :

Cette classe est donnée par

(2.138) ¥ =y'y" +5v*y" + 1) + 5y + F(z,y),
avec F' donnée par (2.2), et admet les 3 familles de poles simples mobiles :
Fi1:[s=4+4V50=1,3,4].
Fo:[s=4—4V5;0=1,34].
S3:[s=24;60=3,9,—4]

En utilisant une transformation T avec A, i, o données par

(

)\_S0,207

(2.139) ¢ X +64f,A =0, on peut supposer f4 =0,

I’analycité de fy, entraine celle de \ et ¢ dans D.

En effet, apres remplacement dans (2.138), on aura :
(2.140) [exp(—320 [ fa(z)dx)]Y" = exp(—320[ fo(x)dz) [Y'Y" — gY2Y" — 1Y (Y')?
—5Y3Y' + F(z,Y),

Y’ = avec le coefficient de Y nul.

dx’’ ax)
Et puis en multipliant les deux membres de I'équation par :  z — [ezp(320 [ fi(z)dz)]
qui est analytique dans D, et en revenant a nos notations habituelles on aura une équation

de méme forme que (2.138) avec f; = 0.

1- %1 [s=4+4V5;, 0=1,3,4: On pose
_4+4V5
~ Y

2 =1+ zu,

u(z) = (i = 05 aulw)z(a)) + 2(a)o(x),
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avec o et a3 arbitraires et peuvent étre supposées comme des paramétres constants et
a; (1 =0,2) des fonctions analytiques a déterminer par la suite. Et I’équation (2.138) est

équivalente au systéeme suivant :
3 .
2 =1+i=0) oz + 2%,

(2.142) 24[(—=1 — v/5) (423" 4 282%0" + 3220)] = Aél) + Agl)z + ot Afll)z‘1

!/ " n
+ 2°Hy(x, z,v,v', 0", v").

On choisit les fonctions «; (i = 0, 2) de telle sorte & avoir : Agl) =0(:=0,2), et par

conséquent les C.N. de stabilité du systéme (2.142) sont

(2.143) | AV =0 (i =1,3,4) |

- De I’équation A(()l) =0 on obtient

o = 5o [(—3v5=3)ao + (12+4v/5) (do-+2c1) —64(v/5+2)es].

Avec une telle expression de ag, les calculs vont beaucoup se compliquer par la suite,
néanmoins a ’aide d’une tansformation T qui conserve les coefficients des termes domi-

nants et la condition ( f; = 0) et définie par

w@) = (=8 = 5v5)(c(2) + 3do(x)) + G (V5 + 2)ea(@) + (V5 + Dao(z),

on pourra supposer : 6(1+1\/5) [(—3v/5—3)ag + (124+4+/5) (do+2¢1)—64(v/5+2)es] = 0,

et par conséquent avoir : | o5 =0 |

Alors on obtient une équation de méme forme que (2.138) avec en plus

J1=0;
(C.0)

svg L (—3V5 = 3)ao + (12 + 4v/5)(do + 21) — 64(v/5 + 2)ea] = 0.

65



Par la suite,on a
(2.145) A = (8/5+8)co + (512v/5+1024) f5 + (—32v/5—96)e; = 0.
L’équation Agl) =0 conduit a
oy = m[i’)(\/5—1-1)60—128(2—1—\/5)04162—16(\/3+3)a1d0+16(\/5+3)a101—24(\/5+3)f2].

puis

(2.146) A} = 375 6(v/5+3)co—48(v/5+2)e1+256(5v/5—11)crea— 256(5/5-+11)does
—64(3v/5+7)(d2—¢€ly)+(896+384+/5)c1do+(64+321/5) (dy — ;) — (192y/5-+448) 2| oy
51275 B0V + 3) fi=96(3V5+7) (c1 fo — dofo) +24(2 + V5)(doeo — creot2f3)
—(94+3v/5)e) = 0.

Et les coefficients de a? et a3 dans Afll) sont respectivement :

5o 128047 + 21v/5) (e — do) — 1024(17V/5 + 38)es] =0,

(2.146)

4L —[(480v/5 + 1056)do + (—2112 — 960/5)c; = 0.

=

En résolvant le systéme d’équations données par (2.144),(2.145) et (2.146) avec le fait

que a; et ag sont arbitraires on aura :
fi = =201 +V5)(creg + 2f4) +16(3 + V/5)cr fo + €,

er=5(VB—1)co; do=2c1; ea=3(1—V5)er; f3=0.

(C.1)

En tenant compte des résultats obtenus on passe a la famille suivante.

- Fo: [s=4—4v5;0=1,3,4]: On pose

y=——"— 2 =1+ zu,
(2.147) o

u(z) = (i = 05 Bi(x)=(a)) + 2(z)o(z),
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avec (et (5 arbitraires et peuvent étre supposées comme paramétres constants et 3;(i =
0,2) des fonctions analytiques & déterminer. Ainsi (2.138) est équivalente au systéme

suivant :
3 .
2 =1+1i=0) 3,2 + v,

(2.148) (=14 VB)(4 220" + 28 220" +32 20') = AP + APz + 4 AP

+ 25Hy(z, z,v,0 0", 0").

On choisit les fonctions 3, (i = 0,2) de telle sorte & avoir : AE2) =0(:=0,2), et les
C.N. de stabilité du systéme (2.148) sont

(2.149) |[A® =0 (i = 1,3,4) |

- De I’équation A[()z) =0 ona: [,=0.

Puis on a
(2.150) AP = — 57255 ((63v/5—135)c + (448V/5—640)3 + (=360+72/5)c}) = 0.
L’équation Ag) =0 conduit a
By = m(—gowmoﬁ)c’{ + (5280+384+/5)c1c) + (2376—1080/5) f-

+(1620—828+/5)c1co + (3520—73601/5)c} + (2160—1008+/5) 3, c1

+(81v/5—189)ey).

Le coefficient de 57 dans Aff) est : %%(—123\/&%%)01 = 0, par conséquent

on obtient

(€ | e =0.
Par la suite,

(2.151) AP = — G ((3078V/5—6885)co B, + (76141/5-17010) f3) = 0.
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(2.152) A = A= ([(—752+336/5)eo + (10880—4864v/5) fo] B, + (576-2561/5) fy

+(—44+201/5) el + (124y/5—276)coeq + (—1600+/5+3584)co f

—(7+3/5) fo) = 0.

En résolvant les équations données par (2.150), (2.151) et (2.152) avec le fait que (3,

est arbitraire on obtient facilement

eo = (—2v5+10)f2; fo=0;
(C.3) K constante complexe quelconque.
Co = 07 f? = K7

Revenons maintenant & la condition ( A" = 0) de 1, qui devient

(2.153) AfY = —64—L=K (25 + 11v/5)a; = 0, alors on a

(C.4)[ K =0.

Pour §3 les C.N. de stabilité sont vérifiées, mais sans donner de nouveaux résultats.

Alors en simplifiant les résultats obtenus, a savoir (C.0),...,(C.4), on aura :

(C.fles)[aozcoz a=do=¢e=e=e=fi=[f3=fr= fi= fr=0

Finalement donc, pour que I’équation (2.138) soit stable, il est nécessaire quelle soit

de la forme suivante

(2.154) ¥ =y'y" + vy + 39y + 507y

Equations de classe II :

Cette classe est donnée par
(2.155) y//// — yy/// 4 %y/y// . %y2y// o Ey(y/)2 + %yBy/ + F(a:, y)7

et admet les 3 familles de poles simples mobiles :
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S1:[s=-2;0=0,2,4].
So:[s=-8;0=0,5-5]
§3:[s=—12; 0 =5,-3,—6].

En utilisant une transformation T, avec A, u, o données par
A— gpl = 07
(2.156) %X + f4A =0, on peut supposer f; =0,

p=0,
I’analycité de f, entraine celle de A et ¢ dans D.

-1 :[s=-2;0=0,2,4] : On pose

y=—; 2 =1+ zu,

3

u(z) = (i =03 ai(z)z(2)") + 2(z)*v(z),

avec ag et ay arbitraires et peuvent étre supposées comme parameétres constants. Ainsi

I'équation (2.155) est équivalente au systéme

3 .
2 =1+i=0Y ;2" + 2%,

(2.158) 242 230" + 18 220" 4+ 30 20/] = ALY + AWz 4+ 4 AP

+ 25Hy(z, z, 0,0, 0", 0").

On choisit les fonctions «;(i = 1,3) de telle sorte a avoir : AEI) =0 (i =1,3), et les

C.N. de stabilité du systéme (2.158) sont

(2.159) | AY =0 (i =0,2,4)|

(2

- Dans le but de simplifier les expessions Agl), pour mieux appliquer la méthode, on

va utiliser une transformation T, définie par
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A=1
(2.160)8 p ==

= —ea(x) — jao(x) — 5do(),

s

1l

pour pouvoir supposer : dg + 2e3 + 3ag = 0.

D’apres les valeurs de A et ¢, les coefficients des termes dominants et la condition (
fa = 0) sont conservés par cette derniére transformation, alors on obtient une équation

de méme forme que (2.155) avec en plus :

f4:O7

d0+262 +3CLO =0.

(C.0)

Par la suite, on a : A(()l) =8c; =0, dou

(Cl) cp = 0.

1 s
- A =0 conduit 4 : o1 = 308 — es00 — 5 f3 — Ze1 — 2cp.

Et puis on a

(2.161) Agl) = (Ley — 2ag) of + (—8¢h + 2Ze3+2co+16f3 + Lagest4der) ag

+2agco—8f3—4ei —Ac)+A4fo+2e0 + Reaco + Lesey

32 32 16
+§€2f3 + 3&0]"3 + S aper = 0.

En résolvant les équations données par (2.161) (ap arbitraire) on obtient :

3 fa = —9eaco + € — 36eeh, + 2 + L€} — 3eq — 6ezer + 144e2®

— . 1 2 1 1
CL[)—8€2, f3— 562—662 —500—161.

A cause de la complexité de 'expession Afll),on passe & la famille suivante, par la
suite, apres avoir eu plus de conditions, et par conséquent Afll) sera plus simple, on

reviendra pour la traiter.
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2- Fo: [s=-8,60=0,5—5]: On pose

y=—: 2 =1+ zu,
(2.162) &

4 .
u(z) = (i =03 Bi(z)z(2)") + 2(z)°v(x),
avec (3, arbitraire et peut étre supposée comme paramétre constant. Ainsi (2.155) est
équivalente au systéme suivant
Z=1+i= OZﬁz’“%—zv
(2.163) 25[8 230" 4144 220" + 528 ZU] A(Z) +A(2)Z+... +A(2) 5

+28H, (x, 2z, v, v, 0" ™).

On choisit les fonctions (3; (i = 1..4) de telle sorte a avoir : Al@) =0(t=1.4), et les
C.N. de stabilité du systéme (2.163) sont

(2.164) | A® =0 (i = 0,5)]|

- De A[()z) = —768e2 = 0, on obtient immédiatement

Avant de continuer avec §2, revenons a la condition (Afll) = 0) de la famille précédente,

qui devient
1
(2.165) A} = & faad + (Bch — Beo — 1) af + (=3 + /1 + B faco — B2f3
+2 11+ 2e)) ag + 16 fs an — S f3" + fo — L fico — & fach

+352f3f3 -2/ + €0f3 eoCO + 206" + %COCB =0.

En résolvant les équations données par cette derniére expression (ag, aq arbitraires),
on obtient

/. /1
€0 = 3Cp; f[) __CO + CoCO,

[SV] P

(C.5)
co=co; fz=0; fi=0.
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Par la suite, en déterminant les fonctions 3; des équations Al@) =00 =1.4),1le
coefficient Aéz) sera identiquement nul. Et puis, en appliquant la méthode avec §3, la
C.N. de stabilité (Aé?’) = 0 ) sera vérifiée, mais sans donner de nouveaux résultats.

Finalement en simplifiant les résultats obtenus, a savoir (C.0),...,(C.5), on aura

4. _ 1. _ _ 1. _ 2. 4 /.
€0 = 3C0; €1 = —35C0; J2 = —5C; Jo=—35¢ + 5¢0co;
(C.fles)

ag=c=dy=¢e=fa=f3=f1=0.
Ainsi, 'équation (2.155) devient de la forme suivante :
(2.166) y"" = yy" + By'y" — 397" — Ty + 2 + oy’ + (—3coy + 3¢0)Y
U

17,2 2 4 /
—5CY" — 3¢ T 3C0Co-

avec co une fonction analytique dans D.

Equations de classe III :

Cette classe est donnée par
(2.167) y//// — yy/// + %y,y” _ §y2y// _ %y(y/)2 + 1L6y3y/ + F(IL‘, y)7

et admet les 3 familles de poles simples mobiles :

S1:[s=-4;0=0,1,3].
S2:[s=-8;60=0,3,-3|.
S3:[s=—-12;0=3,-3,—4].

En utilisant une transformation T, définie par

SDI - A= 07
(2.168) { ¢ —hyg =0,

/!

= —4ayg — 4cy + G(il,
2
telle que h est une fonction analytique donnée par ’équation de RicaTTi suivante
(2.169) h' = 1h? + (2a) — zco + Lagey + 2¢; + Lad + 2¢}),
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on peut supposer :

(C.0) [ ag=—e1, co=0.

1-§1:[s=—-4,0=0,1,3] : On pose

4
y=—; 2 =1+ zu,
2

u(z) = (i =03 ai(z)z(2)") + 2(z) v(z),

avec ag et oy arbitraires et peuvent étre supposées comme parameétres constants. Ainsi

I'équation (2.167) est équivalente au systéme suivant
2 .
2 =1+1i=0> a2t + 2%,

(2.171) 23[4 230" 4 32 220" + 48 Z,UI] _ A[()l) —i—Agl)Z—i-Agl)Zz +A:())1)Z3

/ " "
+ 24H (2, z, 0,0, 0", 0").

On choisit la fonction oy de telle sorte a avoir : Aél) =0, et les C.N. de stabilité du

systéme (2.171) sont

(2.172) | AY =0 (i =0,1,3) |

(2

-On a

AW = 8¢y + 64ey + 256f4 + 16do = 0,
(2.173)

A = (64es + 32dg)arg — 645 — 16e1 = 0.

De Agl) =0 on aura : ay = (ap—4do—8ez)oy — 308 + (—2do + 2¢1)ad+2e100 — 5602 5.

Les coefficients de a3 et (apa;) dans Agl) sont respectivement
1201 - 3262 - 32d0 = O,

(2.174)
32dy — 24c¢1 = 0.

En résolvant les équations données par (2.173,174) ( o, oy arbitraires) on aura :

73



1 . 1
€y = _§d07 f4 — @d():

a7 . . _
c1 = 3do; ep = —4fs3.

(C.1)

Par la suite, le coefficient Aél) devient
(2.175) A = 64fs01 — 64 f302 + (64f5 — 16 f2 + 25d f3) g + Ldlgeq
+16f} + Sdo fo + 4ey — 41 =0,
d’olt on obtient immédiatement

(C2)| f5=0; fo=0; fi=3doeo+ ¢

Pour les familles §» et §3, les C.N. de stabilité sont vérifiées sans donner de nouveaux

résultats. Alors de (C.0),(C.1), et (C.2) on a

_ _Ag .. _4g ., _ _1g . _ 13.
ap = —ng, €1 = §d07 €2 = —§d07 Ja= @doa
(C.fles)

fi=3doeo +ey; co=fs=fao=e1=0.

Et I’équation (2.167) devient
(2176) y//// — yy/// + %y/y// _ %y2y// _ %y(y/)2 + 1_16y3y/ _ %doy/// + %doyy" + do(y/)2
+(—3doy?® + €0y + zdoy* + (3doeo + €})y + fo,

avec dy, eg, et fp des fonction analytique dans D.

Equations de classe IV :

Cette classe est donnée par

(2.177) y//// — yy/// + 1_§)y/y// _ %y2y// _ %y(y/)2 + %y?)y/ + F(:U,y),
et admet les 3 familles de poles simples mobiles :

S1:[s=-3;0=0,2,3].
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Foils=-960=0,3—4].
Fs:[s=—-12;0=3,-3,—4].

En utilisant une trasformation T, avec A, i1, ¢ donées par
A=¢,
(2.178) { ¢" —g¥' =0,
S0//
p = —9ag — 9c; + 6—,
2
telle que g est une fonction analytique donnée par I’équation de RicaTTi suivante
(2.179) ¢ = 39° + (Rag + 5§ + 3¢} + 3af + Hager — $5¢0),

on peut supposer

(CO) apg = —C1; Cy = 0.

-1 :[s=-3,0=0,2,3]: On pose

3
y=—; 2’ =1+ zu,
2

u(z) = (i =03 ai(z)z(2)") + 2(z) v(z),

avec ag et ap arbitraires et peuvent étre supposées comme parameétres constants. Ainsi

I'équation (2.179) est équivalente au systéme suivant

2 =1+1i= OZaz’+1~|—zv
(2.181) 23[3 230" 4+ 21 220" + 24 Z’U] A(l)—i-A(l)Z—i-Al) 2+A1) 3

+ 24H(z, z, 0,0, 0", 0").

On choisit la fonction «; de telle sorte a avoir : Agl) =0, et les C.N. de stabilité du

systéme (2.181) sont

(2.182) | AY =0 (i =0,2,3) |
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-On a

(2.183)  A{" = 9dy + 81 f4 + 27ey = 0.

De I’équation Agl) =0 ona:a; =202+ (3dy — 01 + %eg)ao —

3 9
Dhed 561 — §f3-

Le coefficient de of dans Agl) et celui de oy dans Agl) sont respectivement

—8ley +3c; — 18dp = 0,
(2.184)

18d0 + 2762 — 901 = 0.
En résolvant les équations données par (2.183,184) on obtient

(C1) | 1 =2do; fa=gzdo ; e2=—5do.

Par la suite,
(2.185) A = (9e1 + 54 f3)ap + 3eg — —d061 — —d[)fg +9fy —9e} —27f, = 0.
(2.186) A = (9e; + 8 fy)a2 + (—EL f5 — Ze) — Bdyes + 3eo — 82dy f3)axg
—3fi+ + Jef — 2313 4+ Hdoeh + Bdo f5 — Serfs = 0.
Et aprés résolution des équations données par (2.185,186) (ap est arbitraire), on aura

C2) | e1r= fs= fi= e =fa=0.

Pour les familles §5 et §s3, les C.N. de stabilité sont vérifiées, mais sans donner de

nouveaux résultats, alors de (C.0),(C.1), et (C.2) on a

(C'fles) ap = —%do;cl = %do; €2 = —%do; Ja= @do

co=e=¢e1=fs=fa=f1=0.
Et I’équation (2.177) devient
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(2187) y//// _ yy/// + 1_?f)y/y// _ %y2y// _ %y(y/)2 + %y?)y/ _ gdoy”/ + gdoyy”
+do(y')? — =doy®y + gdoy* + fo,

avec dg et fo des fonctions analytiques dans D.

Equations de classe V :

Pour tout k € Z — { — 1, —4,—6, 1,4,6}, cette classe est donnée par

(2.188) " = yy" + 35=/y + @y + Fv(y)? — 2y + Fx,y),
et admet les 3 familles de poles simples mobiles :

S1:[s=-2;0=1,2,3|].
So:[s=k—1;0=35k—1].
S3:[s=—-k—1;0=35—k—1].

En utilisant une trasformation T, avec A, i1, ¢ données par

A=¢,
(2.189)¢ " — 55[36ag — do(k* — 7) + (k* + 11)(2f1 + e2 + c1)]¢’ = 0,

n= 9—10(—49 + ]fZ)[Cl + 45f4 + 62] + 9—10(—]{32 — 23)d0 — %CL[),
on peut supposer :

801 + 862 + 16f4 + 4d0 + 12@0 = 0,
(C.0)

(k? — 13)ap + (k* — 1)dy = 0,
I'analycité de ag c1, do, e2, f1 ,entraine celle de A, 1 et .

-1 :[s=-2,0=1,2,3]: On pose

y=—; 2’ =1+ zu,

2

u(z) = (i = 03 ai(z)z(2)") + 2(z) v(z),
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avec a;(1 = 1,2) arbitraires et peuvent étre supposées comme paramétres constants. Et

I'équation (2.188) sera équivalente au systéme

2
2 =1+1i=0> a2 + 2,
(2.191) 23[2 230" 412 220" + 12 Z’U’] :A[()l) +A51)Z+Ag1)22+14g1)23

/ " "
+ 24H (2, z, 0,0, 0", 0").

On choisit la fonction g de telle sorte a avoir : A(()l) =0, et les C.N. de stabilité du

systéme (2.191) sont

(2.192) |[AY =0 (i = 1,2,3)|

- De I’équation A(()l) =0 ona: o =0.

Par la suite,

AW = _8f; — dcy — dey = 0,

(2.193) | AV = SA[(—16(—13 + k?) fi — 48doJay + 4fz + 2eq,

| A = (725do + des — 8f4) ap + (—4co — der) oy — 2f1 = 0.

En résolvant les équations données par (2.194) (aq, ap arbitraires), on aura

€2 =—4fy; fo=—3e0; do = —5(k* —13) fy;
(1)

co = —er; f3=fi=0.

2-Fo:[s=k—1;,0=3,5k—1]: On pose
k—1
y g
(2.194) o ,
w(@) = (i =03 B;(z)z(2)") + 2(2)°v(z),

o 2 =1+ zu,

avec (J; arbitraire et peut étre supposée comme paramétre constant. Ainsi (2.188) est

équivalente au systéme suivant
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4
2 =1+1i=0) 3,2 + 2%,
(2.195) § 25[(k — 1)(— 230" + (k —11) 22" + 3(k = 7) 2v)] = AP + APz 4 .

2 "
+Aé )5 4 2°Hy(z,2z,v,0" 0", 0").

On choisit les fonctions 3, (i = 0..2,4) de telle sorte a avoir : AEZ) =0(i=0.2,4), et
les C.N. de stabilité du systeme (2.195) sont

(2.196) | A® = 0 (i = 3,5)|

- Aprés détermination des (3; des équations Al@) =0 (¢ =0..2), on aura

2_1)2 . 2 1\3
(2.197) ADY) = & 2 (er fi 4 2fa€h + faeo) — oL (e] +ep) — Ele f7 = 0.

Et en déterminant 3, de I’équation Aff) = 0, le coefficient de (35 dans Ag) sera donné

par
(2198) -3/ - H5H7=0,

qui est une équation de RicaTTi, et admet les solutions suivantes :

f4 = 07
(C.2) 3 K constante complexe quelconque.
ou f4($) = 2 )
(k2 —1)x 4+ 3K
i) cas: fy=0 :  Alors de I'équation (2.197) on a
(C3) | eg = —¢, + K;, avec K; constante complexe quelconque.

Par la suite,

(2199) AP = fi+ £ = D(e}" + (1) = Kaeh + exe] — 2K3) = 0,
et en intégrant une fois on aura

(CA) | fo=g(k* = 1)(—€ — ere] + Kiey 4 2K7x) + Ko,
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avec K, constante complexe quelconque.
Pour la famille §3, les C.N. de stabilité sont vérifiées, mais sans donner de nouveaux

résultats, alors de (C.0),..., (C.4) on a :

o= —er; g = —€ + K1; fo = —5(—¢€| + K1);

(CE®) | fo= L (K — 1)(—€) — eré) + Kiey + 2K3x) + Ko;

ag=dy=ci=e=fa=fs=f1 =0.

Et I’équation (2.188) devient

(2.200) y//// — yy/// 4 3k fgy/y// + e 1y2y// 4 kgily(y/y _ k;gly?)y/ —€1y” 4 61yy’
+H(—ey + K1)y — 5(—ey + K1)y’ + 5;(k? — 1)(—e] — exe}
+K161 + 2K12.’E) + Kg,

avec e; une fonction analytique dans D et K7, K5 des constantes complexes quelconques.

1) cas : fy(x) = = 1; ey Dans le but de simplifier les calculs, on remplace
(x + 2 1) par z. L’équation (2.197) devient
2 1 2 1
(2.201) B [—(ef +ef) — Eell -Sat 560] =0,

en multipliant les deux membres de (2.201) par !, puis en intégrant une fois on aura

(C'.3) [ eo = —¢| + a7 'e; + Kz, K3 constante complexe quelconque.

Par la suite,

1
(2.202) A?) = k211 (e + eref + (€))? — Kzeyx — 2K32% — 2K3eq) + fo + Efo =0,

et en multipliant les deux membres de (2.202) par x , puis en intégrant une fois, on aura

(C4) | fo=5

—L[—(e) + er€)) + (e] + 2ed)z™ + Kzzey + $K32%] + Ky,
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avec K, une constante complexe quelconque.
Les C.N. de stabilité sont vérifiées avec la famille §3, mais sans donner de nouveaux

résultats, alors de (C.0),(C.1),(C.2),(C'3) et (C'.4) on a :

1 1 1
ag(z) = — ci(z) = — do(z) = _1222:113;; es(2) = — 42

co(r) = —ei(z); falz) = %(6’1(13) - $_1€1($) — K3); fi(z) =0;
(C1) | eofa) = ~€}(x) + a7 er(@) + Kz fule) = gyos fila) =0;
folx) = 52 [=(e () + ex()ef (2)) + (] (2) + Fed(x))a!

+Ksze (x) + 3 K32°%) + Kya ™t

Et 'équation (2.188) (qui représentera par la suite la classe V') devient

1
(2.203) y//// — yy/// + 3%3/3/ + %ny" + kgily(y/)2 _ k2131y3y/ + E(y/// _ yy//

BB (y)2) ey (" —yy' )+ (—€) () +a e () + Kaz) (y —1y?)
el — eref + (€] + ded)a" + Kywe + §K32%) + Kya ™,

24

avec e; une fonction analytique dans D et K3, K, des constantes complexes quelconques.

Equations de classe VI :

Cette classe est donnée par

(2:204) y™" = yy" +20'y" — 2"y — Sy(V)* + vV — gEa’y” + Flz,y),

et admet les 4 familles de poles simples mobiles :

$1:[s=-5;0=0,1,2].
Go:[s=—10;0=0,1,-3].

Gy [s=—15;0=0,-3,—4].
S4:[s=—-20; 0 = —-3,—4,-5].
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En utilisant une trasformation T, définie par

A
(2.204) ¢ ¢ =z, , on peut supposer : (C.0) | aq = 0.
1

1-§1:[s=-=5;0=0,1,2] : On pose

y=—; 2 =1+ zu,

1

u(z) = (i =03 ai(z)z(2)") + 2(z)*v(z),

avec g et oy arbitraires et peuvent étre supposées comme parametres constants. Et

I'équation (2.204) est équivalente au systéme suivant

7 =1+ z2(a0 + a1z + 2%v),
(2.206) {225 20" + 30 220" + 30 20/ = AP + AD 2 4 AP 2

3 AN/}
+2°Hy(z, z,v, 0", 0" ™).

Les C.N. de stabilité du systéme (2.206) sont

(2.207) | A% =0 (i =0,1,2)|

-Ona :

AN = 50¢; + 25dg + 125e; + 625f4 = 0,

Agl) = (%do - %62 - %ﬁfzx)@o — (10co +125f3 + 25¢1) = 0,
(2.208)
A = (25dy — 625 f1)an — (—Zdo + Ly + L f1)03

—(1500 + 2561)610 + 56[) + 25f2 =0

En résolvant les équations données par (2.208) (o, @ arbitraires) on aura
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Pour les familles §» et §3, les C.N. de stabilité sont vérifiées sans donner de nouveaux

résultats. Alors de (C.0) et (C.1) 'équation (2.204) devient
(2:209) v = yy" + 29/'y" = 3v°y" = 59(W)° + HVY — 59’ + (v — vy + 50°)
+eo(y — %92) + f1y + Jo,

avec ¢y, €g, fo, f1 des fonctions analytiques dans D.

Equations de classe VII :

Cette classe est donnée par

(2.210) y//// — y/y// 4 %y2y// +% y(y/)2 _ 6_;5 y5 + F(a:, y)7

et admet les 4 familles de poles simples mobiles :

Fi:ls=-50=125

So:[s=10;60=1,2,5]

Fs:[s=15; 6 =5,6, 3]
[

En utilisant une transformation T, avec A ,u,0 données par

S0// + 6290/ — 07

(2.211) ¢ N 4+ e,A =0, on peut supposer : (C.0) [ ey = 0.

p=0,

1-§1:[s=-=5;0=1,2,5]: On pose

y=—; 2’ =1+ zu,

4

u(z) = (i =03 ai(z)z(2)") + 2(z)°v(z),

avec ay et ay arbitraires. Ainsi 'équation (2.210) est équivalente au systéme suivant
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4 .
2 =1+i=0> 2" + v2b,

(2.213) 2[5 230" + 50 220" +100 2] = AP + APz 4+ 4 AW+

2°Hy(z,z,v,0" 0" v").

On choisit les fonctions a; (i = 0,3,4) de telle sorte a avoir : Agl) =0 (i =0,3,4),
et les C.N. de stabilité du systéme (2.213) sont

(2.214) | AY =0 (i = 1,2,5)|

- L'équation A =0 conduit & : ag = —(30ag + 50¢; + 625 f1 + 25dy).

En utilisant une transformationT qui conserve la condition (ex = 0) et qui est définie

par
A=1; p=u;
(2.215)
M= —%ao - %Cl - %5]51 - %d():

ON pourra supposer

(C.1) | 30ag + 50c; + 6254 + 25dy = 0.

et par conséquent on aura : | qy =10 |

Par la suite, on a

AW = 10c, — 125f; — 25¢; = 0,
(2.216)
AW = (50d + 50cy + 40ag) o1 + 5eg + 255 = 0.

Apreés avoir déterminer a3 et oy des équations Agl) =0 (i = 3,4), les coefficients de

af et ajay dans Aél) seront respectivement de la forme

25 25 125 125 125 72 10 .2 25 912 1 __
—Eclao — Iel — ﬁcldo + Tdoao + Td[) + ?CLO — 7d05a0 = 0,

(2.217)
—25dy + 2¢; = 0.
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En résolvant les équations données par (2.216,217) (o, a arbitraires) on aura :

1, . _ ) _ _ 154, _ 1.
(C.2) fa= —5€0; C1 =2dy; ap = —zdo, Ja= —@do,
C.2
_ 502 _ 1. _ 172, 17 2
e1 = —3dy — 3dy; fz = 3d5 + 15dy — 55co-

2- §o: [s=10; 0 =1,2,5] : On pose

10
y=—: 2 =1+ zu,

(2.218) )
u(z) = (i =03 B;(x)z(z)") + 2(z)°v(z),

avec (3, et [, arbitraires, et 1’équation (2.210) est équivalente au systéme

1
2 =1+1i=0) B;2 + v2b,
(2.219) 25[—10230" — 100220 — 20020'] = AP + APz 4+ . 4 AP 5

!/ /! "
+25H, (z, z,v,0", 0", 0").

On choisit les fonctions 3, (i = 0, 3,4) de telle sorte a avoir : AE2) =0(=0,3,4), et
les C.N. de stabilité du systeme (2.219) sont

(2.220) |[A® =0, (i = 1,2,5)|

—DeAé2):Oona: By = 2do,

par la suite,

AP = 60c) + BE542 — 675d) = 0,
(2.221)
AP = (2250d0) B, — EBeody + LTS + 30ey — SBBdody + By = 0,

ce qui donne

(03) dO = €9 = Cy—= O

En déterminant 35 et 3, des Al@) =0 (i = 3,4), on aura :
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(2.222) AP = 5" — f,' =0,
et en intégrant une fois on obtient

(C4) | fo=-5 fi+ K;, ou Kj est une constante complexe quelconque.

3- 83 : [s =15;0 =5,6,—3]. : On pose

15
y=—; 2 =1+ zu,
(2.223) &

u(z) = (i = 0F 7,(2)=(x))) + 2()v(z),

avec 5 arbitraire,et 1’équation (2.210) est équivalente au systéme

5
Z=1+i=0> v,z + v,

(2.224) 28[—15230" — 1952%"v — 30020'] = A(()?’) + Ag?’)z + Aég)z6

7 1o
+z"Hy(x, z,0,0" 0" ™).

On choisit les fonctions 7, (i = 0..4) de telle sorte a avoir : AP =0 (1=0.4) et les

7

C.N. de stabilité du systéme (2.224) sont

(2.225) |[A® =0, (i =5,6)|

- En déterminant ~, de AEB) =0 (i =0..4), on aura
(2.226) A?) =2f," =0, ce qui donne

(C5) | fi(x) = Ky x+ K3, K> et K3 sont des constantes complexes quelconques.

Et Aég) est identiquement nul.
Pour §4, les C.N. de stabilité sont vérifiées, mais sans donner de nouveaux résultats.

Ainsi de (C.0),...,(C.5) on a
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ap=cp=c1=dy= e= e =er=fa=f3= fa=0;
(C'fles)

filzx) = Koz + K35 fo=—5K; + K.

Et I'équation (2.210) devient
(2227) y//// = y/y// + éy2y// + 5y(y ) 625y + (KQ T+ K3)y 5K + Kl?

avec K1, Ky et K3 sont des constantes complexes quelconques.

Equations de classe VIII :

Cette classe est donnée par
(2.228) ¥ = "+ y(y/')* — 5 v° + F(z,y),

et admet les 4 familles de poles simples mobiles :

s=+10;  =1,2,5].

s=—10; 0 =1,2,5].
s =2v/10; 0 = 457].
s=—2v10; 0 = — 5,7].

En utilisant une transformation T, avec \ ,u, ¢ données par

3l
20 |
30|
.|

)\ — —CL())\ = O
(2.229) ¢ " — Lagy =0, on peut supposer : (C.0) | ap =0.

p=0,

1- &1 : [s =/10; 0 = 1,2,5] : On pose
V10

=——; Z=142z2u

4

u(z) = (i = 032 oi(2)2(2)") + 2(2)°v(x),

avec apet g arbitraires, et 1'équation (2.228) est équivalente au systéme
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4 .
2 =1+i=0> 2" + v2b,

(2.231) Z5[\/1—0(— 3y — 10 220" — 2020')] = A(l) +A(1)Z+...—|—A(1)Z5

+25H, (z, z,v,0", 0", 0").

On choisit les fonctions «; (i = 0,3,4) de telle sorte a avoir :

ainsi les C.N. de stabilité du systéme (2.231) sont

(2.232) |[AV =0, (i =1,2,5)|

- De A(()l):() ona: oag= 62+\/—01+\/—d0+

A =0 (i = 0,3,4),

(3

En utilisant une tansformation T, qui conserve la condition (ag = 0), et qui est définie

par

A==

2.233)
( = %\/Eeg — C1 — %do — 5f4

on pourra supposer

(C1) | —ex+ \/—61 + \/—do + \/—f4 =0,

et par conséquent on aura : | qy =10 |

Par la suite,

Y = 10v/10 3 + 2v/10¢ — 10e; = 0,

AW = (10dy — 100£4) o1 + 10f2 — v/T0eg = 0,

(2.234)

ce qui nous donne
Ja= 1—10d0; fa= %[Mﬁeo;
Co — %\/ 1081 — 5f3

(C.2)
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En déterminant les oy; de AEI) =0 (i = 3,4), les coefficients de ajay, o2 et ay dans

1 . .
Aé ) seront respectivement comme suit

30c1 + 20dy = 0,

(2.235) | —15v/10(c1)? — 5/10dgc; + 30¢, + 15e; + 10d) = 0,

10v/10¢1¢) — 5¢] + 25¢1 f3 — 5v/10f3 + 5v/10e1¢; — +/10eg — 5ej — 25¢; = 0,

et aprés résolution on aura

€y = —5f3/ + %\/ 1001f3.

2- F2: [s = —v/10. = 1,2,5] : On pose
V10

y=—; 2 =1+ zu,
(2.236) o

u(z) = (i = 05 Bi()=()) + 2(x)u(x),

avec (et (3, arbitraires, et 'équation (2.228) est équivalente au systéme
4 .
2 =1+i=0) B;2 + v2b,
(2:237) § 25[\/10( 230" + 10 220" + 2020')] = AP + APz 4+ . 4+ AP 5
+28Hy(x, 2, 0,0, 0" ™).

On choisit les fonctions 3, (i = 0, 3,4) de telle sorte a avoir : AP = (1=0,3,4), ainsi

(2

les C.N. de stabilité du systeme (2.237) sont

(2.238) | AP =0, (i =1,2,5)|

- A[()2) =0 conduit &: B, = £v/10c;. Et A§2) est identiquement nul.

Par la suite,
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(2.239) AP = (40¢,)8, + (10¢]+80cy f3—7/101¢, —15¢3—10v/10£4) = 0,
d’ou

(C4) | ¢, =0; fy=K,, avec Kjconstante complexe quelconque.

En déterminant 3; des Al@) =0 (i = 3,4), on aura
(2.240) AP = —L/10f!" + f,/ =0,
et par intégration on obtient

(C5) | fo=1V10f/ + K5, avec K constante complexe quelconque.

Revenons maintenant au coefficient Aél) de §1, qui devient

(2.241) Aél) =+v10f =0, ce qui implique

(C6) | fi(z) = Ksz+ K4, avec K3 et K4 constantes complexes quelconques.

Pour §3; et §4 les C.N. de stabilité sont vérifiées, mais sans donner de nouveaux

résultats, alors de (C.0),...,(C.6) on a :

ap= c1=dy= e = e =¢e=fa= fo=0;
(C'fles)
_ P 1
co = —bKy; f3 = Ki; fi = Ksz + Ky; fo = 3V10K3 + K>,

Et 'équation (2.228) devient
(2.242) v = y*y" + y(v')? — Sy° + Ki(y® — 5Y") + (Kzz + Ka)y + 3V10K;3 + K,

avec K1, K5, K3 et K, des constantes complexes quelconques.

90



2.2.3 Intégration et Conditions Suffisantes de Stabilité :

Equations de classe I :

Cette classe est donnée par
(2.243) " =y + Y + 1Y) + 5%V
En utilisant une transformation ((z,y); (az, By)) avec :

a= (24)(%)
(2.244) )
8= (24)%.

I'équation (2.243)) devient,

(2.245) " = 24y'y" + 727" + 144y(y/')? + 2169°y/,
en intégrant une fois on obtient

(2.246) y" +6(y)* =18(y' +°)(y +3y*) + C,

qui est I’équation stable IX de Cuazy [4].
Récemment I’équation (2.246) a été intégrée pour la premiére fois par C.M.CosGROVE
[8] en termes de fonctions hyperelliptiques (méromorphes). Alors les équations de classe

I sont stables.

Equations de classe 11

Cette classe est donnée par
(2247) ¥ =yy" + 3" — 3v°y" — (W) + 507 + oy’ + (=500 + 50)Y
/1

17,2 2 4 /
—5CY" — 3¢ T 5C0Co-

avec ¢y une fonction analytique. Cette équation est équivalente a

(2.248) (y/ _ %?JZ + %CO)/// _ % //( /I %y2 + %CO) _ ( /I %y2 + %CO)/?J/
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—y(y — 37+ 3co)y + (= — 397 + 2co) — 392 — 307 + 3c0) =0,
et en posant z =19 — %y2 + %co, elle sera de la forme
(2.249) 2" — Ly"z + (—=2' — Jy2)y' + (-2 — 3P =0,
en multipliant par z, puis en intégrant on aura
(2.250) —52°% — §y?2% + 22" — 3y/2* — 5(2/)2+ K =0, K constante d’intégration,

en multipliant par 272 on aura,

Z” Z, K
(2251) —32 =gy’ + — — 3y —3(J)’ +
en posant,
w7 = tyz+ V2K
(2.252) — = 3 7

u z

et puis en remplacant z par sa valeur,l’équation (2.251) sera équivalente a

"

2.253) / — L2 — 3%y —6C 4 26y = 0
(2. )y—gy—gy— > T30=0

qui est une équation de RicaTTi pour y, et en dérivant une fois, puis en multipliant par

U O1n aura

(2.254) 6u” — 2cou’ + V2K u =0,
équation différentielle lineaire d’ordre 3 pour w.

Remarques 16 : Dans ce qui suit, on va étudier les équations (2.253) et (2.254) au
voisinage d’un point xy quelconque dans D en utilisant la théorie générale des E.D.O.

linéaires (voir § 1)

- Puisque ¢y est analytique dans D, alors pour tout zy dans D, et pour toutes con-
stantes complexes g, uy, uy telles que u(zg) = ug, u'(x9) = uy, u”’(x9) = us, 'équation

(2.254) admet une solution unique de la forme

(2.255) u(z) =i ZOBZ ui(x — )"
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N.B. dans le but de simplifier I'écriture; a ’aide de la transformation ( z; x — x¢)
nous supposons que xy = 0, sans nuire a la généralité[]

!/

En remplacant par y = 2% dans (2.253) on obtient
v

/ I

(2.256) v — (3%)?1' + (3% — legv =0,

et soit v = C1V; + CyV, solution générale de (2.256), telle que V; et V; des solutions
particulieres linéairement indépendantes, C et C'; des constantes complexes quelconques.

Et soit le développement en série entiére de ¢y de la forme
+o00 .
(2.257) co(x) =i = 03 ¢, , 2",

Pour I'étude des solutions de I’équation (2.256), on distingue 3 cas :

/ "

u
1- ug # 0 : dans ce cas " et o sont analytiques et par conséquent v et par suite y

le sont aussi.

2- up = 0,u; # 0 : Remplagons (5v2K) par K. La solution u de (2.254) au voisi-

1
2

nage de x = 0 sera de la forme,

(2.258) u(z) = w1z + uga? + 15¢, w12 + (35¢, U2 + 256, , w1 — T Kup) 2t + O(2),

par la suite,

/ 3

u 3 . u Ug u
(2.259) 3= 3+ 3 (cQ0 — 9(ﬁ)2> T — (K — 20071+4co,0u—1—48u—§)x2 + O(z?),

I

U 1
(2.260) 3= 1co =632~ + 2(co —

2 3
2y — 1—12(—200’1+3K+4CO’OZ—3—72U—§)$

ul ul

3
3722 (3K +2¢, , +12¢,,, 2~ 14432)a” + O(a?),

d’'ot x = 0 est un point singulier régulier pour I'équation (2.256), et son équation
indicielle au voisinage de ce point est de la forme : p? —4p = 0 = p, = 0, p, = 4, alors

I'une des solutions est de la forme
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+oo .
(2.261) Vi(x) = 2* i = 03 vy,2"; v19 # 0; v1; des constantes complexes.

Puisque p, — p; = 4, alors la C.N.S. pour ’abscence des termes logarithmiques dans

Vo est : g4 = 0 (voir 1.1.2, §1). Effectivement aprés calcul on trouve que cette condition

est vérifiée et on aura

(2.262) Va(z) = va + 2-2 3

Uy

1
60,0

2 01 (BKuy — 2¢,,u1 — 4c, yug)w
+U2,4£L‘4 + O($5),

avec vg et vg4 des constantes complexes quelconques.

3- ug=0,u; =0,us #0 : ona

(2.263) u = upx? + 3¢, yu2a® + 55 (—1Kus + ¢, u2) o° + 15 (552 ¢ Uz + €, ,Uz) 2’

—1—315 (cqu K000u2+ 001000UQ)£L‘ +0(z8) .

par la suite,

/
(2:264) 3= = 6271 + Lo, o2+ (— K + fhey,) 2° + (— e, + s ) o
+a1(=T5C00Cor + 55K oo + Co5)at + O,

et

"

u _
(2.265) 3— — 300 =622+ 3¢, + (5K + 1xc,, ) o + (360 c,+ %cw) 2

+(2_1100,3 + 1é91>0 T 840KC )z* + O(x),

d’ot z = 0 est un point singulier régulier pour (2.256), et ’équation indicielle au voisinage

de ce point est de la forme : p> —7p+6 =0 = p, =6, p, = 1, alors on a
400 .
(2.266) Vi(x) = 2% i = 0> vy 2", v19 # 0,

Puisque p, — p; = 5, la C.N.S. pour I'abscence des termes logarithmiques dans V5 est :

g5 = 0 (voir 1.1.2, §1), et aprés calcul on trouve que cette condition est vérifiée et on a
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(2.267) Va(z) = g0+ (15C00v2,0) 77+ (— 35 K +35¢01)02,07° + (550 F o552 0 V2,07
+vg52° + O(z°)];

avec vs 0, V25 constantes complexes quelconques.

Alors ’équation (2.247) est stable pour ¢y analytique quelconque, pour les trois cas

qu’on vient de voir.

Equations de classe III :

Cette classe est donnée par
(2268) " =yy" +3y'y" — §v*y" — Ju(W)* + 557y — 3oy + 3doyy” + do(y')?
+(—3doy® + e0)y + xdoy* + (3doeo + €))y + fo,
avec dy, eg, et fo des fonction analytiques. Cette équation est équivalente &
(2-269) d%[y’” —yy" = )+ 3% — gy —eoy) + 3doly” —wy" — F(Y)? + Y
—dyt— eyl — fo =0,
et en posant
(2:270) w(z) = y" —yy" — 3(¥') + 3V°Y — 539" — eov;
on aura une équation lineaire de la forme
(2.271) w' + 3dow + f o =0.
En utilisant une transformation ((z,y); (azx, By)) avec

_ 93

(2.272)
=25,

(S NI P

I'équation (2.270) devient
(2273) w(x) = y" — 2yy" + 3(y')* — (69 — )% — eoy.
qui représente ’équation stable XII (k = 2) de Cuazy [4].
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/
En effet en remplacant par y = 2% dans (2.273) puis en multiliant par v les deux
v

membres de I’équation on obtient une équation linéaire de la forme
(2.274) 20" — 2eqv'+ wv = 0.

Alors I'équation (2.268) est stable pour dy, eg, et fo analytiques quelconques.

Equations de classe IV :

Cette classe est donnée par
(2275) " =" + By - 5v°Y" = Gu()? + 5V — 2doy” + Fdoyy” + do(y)?
—2doy?y + g doy* + fo,
avec dy et fo des fonctions analytiques. Cette équation est équivalente a

d
(2:276) ——[y" —yy" - LW+ 39y — Syt + Sdoly” —yy" — T(v)* + %Y

—=v' - fo=0,
et en posant
(2.277) w(z) =y —yy" — W) + 3v%Y — 5v*.
on aura une équation lineaire de la forme
(2.278) w' 4 Sdow — fo = 0.

En utilisant une transformation ((x, y); (ax, By)) définie par (2.272), équation (2.277)

devient
(2279) w(z) =y — 2yy" +3(y/)* — 5 (6y' — y*)*.

qui représente 'équation stable XII (k = 3) de Cuazy [4].

/

En effet, en remplacant par y = _%v_ dans (2.279) puis en multipliant par v? les
v

deux membres de ’équation on obtient une équation linéaire de la forme
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(2.280) 2vv™" — 20" 4+ 3(v")? + wo® = 0,

puis en dérivant une fois et en divisant les deux membres de ’équation par v on obtient

une équation linéaire de la forme
(2.281) 30" + 2wV’ + w'v =0,

Alors I'équation (2.275) est stable pour toutes fonctions dy et fy analytiques.

Equations de classe V :

Cette classe est donnée par

(2.282) ¢ =yy" + 3y Y + @YY T ) — @YY —ey’ + ey
+(=er+ Ky = 5(=el + Ky + 55 (K = 1) (=€’ — exef
+Kie; + 2K2x) + Ko,

avec k € Z —{—1,—4,-6,1,4,6}, e; une fonction analytique et K7, K5 des constantes

complexes. Cette équation peut étre écrite sous la forme suivante

2 2_ 2_
(2.283) (v — 212 + 57te))” + @5y — 39 + 55te)?) — Ky — 397 + 55ten)

~E K2 — Ky = 0.
Alors en posant
(2.284) w =y — 3y? + E2ey,
I'équation (2.283) devient

(2.285) w" + Eww' — Kyw— E51Kir — K, = 0.

k2 )
u/

En posant y = —2— , I’équation (2.284) devient une équation linéaire d’ordre 2 de
u

la forme

(2.286) u" + L(w — ke )u = 0.

On distingue 3 cas :
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1) K;,K;=0: en utilisant une transformation T définie par

A=—1(k*-1)
(2.287) ¢ () = =
pw=20

puis en divisant par (—3(k? — 1)) 'équation (2.285) devient
(2.288) W" = 12WW"

et par intégration par rapport a z on aura
(2.289) W" = 6W? + (4,

qui admet comme intégrale premiere ’équation elliptique de WEIERSTRASS suivante
(2.290) (W")? = 4W3 + 2C,W + Cy ,Cy et C; des constantes complexes quelconques.

telle que au voisinage de 2 = 0 (sans nuire a la généralité) on a

(2.291) W(z) = 272 — Qa? — Soat 4+ L C%ab + 2-C1Coz® + O(219),

alors la solution de (2.285) est de la forme

(2.292) w(z) = AN(z)W (z) = —5(k* — )W (z),

d’ou 'équation indicielle de (2.286) est : p?—p—1(k?—1) = 0 = p, = &L p, = —EL par
conséquent |p; — py| = |k|, alors pour tout entier k, la solution générale de (2.286) admet

des termes logarithmiques sauf si : g = 0 (voir 1.1.2, §1).

i- cas ou1 la fonction e; se réduit & une constante : on distingue deux sous cas;

i.1) Si k est impaire : alors 'équation (2.286) devient une équation de Lame, qui a sa

solution générale uniforme.

i.2) Si k est paire : on considére une solution de (2.286) de la forme :

ktl  +oo A
ui(z) =2 2 i=0) u, 2" (u,, constantes complexes) et puisque w est une fonction

paire alors u;(—z) est aussi solution de (2.286), et qui ne différe de ui(z) que par un
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facteur constant, car la solution lineairement indépendante de u;(x) est complétement
différente de u; (—x). Alors les coefficients des puissances impaires dans le développement
de u; sont nuls.

La seconde solution de (2.286) est de la forme

d
(2.293) up = uy /u—f

1
alors
+o00 .
- si le coefficient du terme z* dans (i = 03 u, ,2%) est nul , us n’admet pas de termes
logarithmiques, et donc les points critiques éventuels de la solution générale u de (2.286)

u/
sont algébriques et par conséquent y = —2— est uniforme et (2.282) est stable..
u

- sinon uy admet des termes logarithmiques, et I’équation (2.282) est instable.

ii- cas oul la fonction e; ne se réduit pas a une constante :

ii.1) Si ey est une fonction paire : alors en procédant de méme maniére que le dernier

cas (k pair) on obtient le méme résultat.

ii.2) Si e; n’est pas paire :

- k = 0 : dans ce cas 'équation indicielle de (2.286) admet p = % comme racine

double, et 'une des solutions est donnée par

1
(2'294) ul(x) =22 (ul,O - ﬁel(o)u1,0x2 - 4—;)26,1(0)11,1,0563 + O($4)) y Upo 7£ 07

et la deuxiéme solution lineairement indépendante de u; est

(2.295) us(x) = ua(2) / u?& ;= “;2@ n(z) + éel(O)xz + 67186;(0)353 +O0(zY)],

Alors I'équation (2.282) est instable pour k& = 0.
Remarques 17 : Puisque k € Z — { — 1, —4,—6,1,4,6}, on ne peut pas étudier tous
les cas de k, et dans ce qui suit on ne considérera que les cas k = 0,2,3,5,7, pour les

autres, on procéde de la méme maniére pour étudier I’absence des termes logarithmiques

dans la solution de (2.286)0
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Pour £ > 2, les C.N.S. pour 'absence des termes logarithmiques dans la solution

générale de (2.286) et par suite pour la stabilité de (2.282), sont données comme suit :

-k=2: 6120.

-k=5: €' =3éler.

_ . mr 1 _m 1_m_/ 2 1.2 1 !z . .
-k=T: e = zef'er+gefe) — zeje] — 2Che, équation de classe Fif-I de CosGROVE

Puisque C] est quelconque, alors e;doit étre identiquement nulle pour vérifier I’équa-
tion correspondante au cas k = 7.

Alors pour (K; = Ky =0) on a:

- k =0 : (2.282) est instable, car la solution de (2.286) admet des termes logarith-
miques.

-k =2,3,5 : 'équation (2.282) est stable ssi e; vérifie les équations corespondantes
a chaque cas.

-k =7:(2.282) est stable ssi e; = 0.

2) Kle,KQ#O:

en utilisant la transformation T définie par (2.287), et en divisant par (—3(k* — 1))
I'équation (2.286) devient

2K,

(2.296) W" = 12WW' +Cj3, avec C3 = T2

en intégrant par rapport a x on aura

(2.297) W = 6W? + Csz + Cy, C, constante complexe quelconque.

. C .
avec la transformation (z;z — 54), elle devient
3

(2.298) W" = 6W? + Csz.
En utilisant une transformation ((z, W); (ax, 5W)) avec
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4
puis en multipliant par ((C3)"5) les deux membres de 1'équation, (2.298) devient
(2.300) WY = 6WE + x,

qui est la premiére équation irréductible de Painteve (P-I) dont les singularités mobiles
sont des poles doubles. Alors (2.285) n’admet que des poles doubles comme singularités

mobiles, et sa solution au voisinage du poéle mobile x = xy est de la forme

17.2 1
_ik + =

(2.303) w(z) = 2 4 hy (2 — 20)° = 1Ko (2 — 20)* + ho (2 — 20)* + O((z— 20)?),

(x — x9)

avec hy et hy des constantes complexes quelconques.
Alors on déduit que 1'équation (2.286) a les méme indices que le cas précédent (K; =
K, = 0), et sa solution générale peut donc avoir des termes logarithmiques(ce qui entraine

'instabilité de (2.282)), sauf si :

-k=2: e =0.

-k=3: € =0.

-k=5: €' =ee] — K.

-k=T: e =4ele; + 10€je] — Lete] — 10h€) + 2Kzeq.

Puisque h; est quelconque, alors e;doit étre identiquement nulle pour vérifier I’équa-
tion correspondante au cas k = 7.

Alors pour (K; =0,K5#0) on a :

- k =0 : (2.282) est instable, car la solution de (2.286) admet des termes logarith-
miques.

-k =2,3,5 : 'équation (2.282) est stable ssi e; vérifie les équations corespondantes
a chaque cas.

- k=17, (2.282) est stable ssi e; = 0.
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3) Kj;,K;#0: en utilisant la transformation T définie par (2.287), et en divisant
par (—3(k* — 1)) I'équation (2.286) devient

2K,

(2.304) W — 12WW' — KyW + Kz + Cs = 0, avec Cg = T

en dérivant une fois par rapport & z, on obtient
(2.305) W™ = 12WW" + 12(W")2 + K;W' — %Kf ,

qui est ’équation F-I de Coscrove [7] (avec a = 0,3 = Kj),et dont la solution générale

est de la forme
(2.306) W(z) = 1(e1v' + v?) + 55 (K1z + C7), Cr constante complexe quelconque,
ol €; = £1 et v satisfait & la deuxiéme transcendante de Painteve(P-1I)

(2.307) v" = 20® + (K1x + C;)v + Cys , Cr constante complexe quelconque,

dont les singularités mobiles sont des poles simples. Alors (2.307) n’admet que des poles
doubles comme singularités mobiles, et sa solution au voisinage du pole mobile x = xg

est de la forme

12,1
(2308) w(w) = ﬁ - % (k2 - 1) (CC — .’L‘o) + hs (CC — 560)2 + (—%Kg
- 40

— L K2ao(k? — 1)) (z — 20)” + ha (z — 20)* + O((z — 20)P).

avec hz et hy des constantes complexes quelconques.
Par conséquent les indices de (2.286) sont les mémes que les 2 cas précédents, et sa

solution générale peut donc avoir des termes logarithmiques, sauf si :
-k=2:e,=0.
-k=3:¢f =K.
-k=5:¢el'=ee| + Kie; — 2K?1 — K».

-k =T:e"" = dere' +10€)ef — Lefe) + 10K €] — 10hse) — LKl +2(4Kx + K)ey,
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Puisque hj est quelconque, alors e;doit étre identiquement nulle pour vérifier ’équa-
tion correspondante au cas k = 7.

Alors pour (K7, Ky #0) on a:

- k =0 : (2.282) est instable, car la solution de (2.286) admet des termes logarith-
miques.

-k =2,3,5 : 'équation (2.282) est stable ssi e; vérifie les équations corespondantes

a chaque cas.

- k=17, (2.282) est stable ssi e; = 0.

Equations de classe V' :

Cette classe est donnée par

7 /"

1
(2311) " = yy" +352 0y ity () - Y (0

— 5B () —er (v —yy ) +H(—elFr e+ Kaz) (v —3y?)
—i—kz;f[ e —erel + (ef + 3e})a! + Kswey + 5 K327 + Ky,
avec k € Z — {-1,-4,-6,1,4,6}, e; une fonction analytique et K3, K4 des constantes com-

plexes.

En posant
(2.312) w(z) =y — %y2 + %61,
Péquation (2.311) devient

(2.313) w"” +

1 2
" k*=171-2,.3 __
k2 1ww :c(w +k2 W 2+ Ky) — Kzzw — = Kir® = 0,

/
u

et puis en posant y = —2—, 'équation (2.312) devient une équation linéaire d’ordre 2
u

de la forme

(2.314) v’ + 1w — EZte))u = 0.

On distingue deux cas :

103



1) K3=0: en posant

(2.315) W = w" + #2w? + Ky,

s}
I'équation (2.316) devient
1
(2.316) W' — =W =0 = W(z) = Cyz, C; constante complexe quelconque,
x

par la suite, on a

(2.317) w” + w? — Ciz + Ky.

k21

Cette derniére équation est de classe (P-I) de PainLeve. Par conséquent ’équation
(2.313) n’admet que des poles doubles comme singularités mobiles, et sa solution au

voisinage du podle z = x( est donnée par

—2k* + 1
(2.317) w(z) = m + hi(x — w9)* + x_o(%K‘l + 3h)(x — 20) + oz — xo)*

—2h3(z — 20)® + O((z — m0)7),

avec hy et hy sont des constantes complexes quelconques.

Les indices de 1’équation (2.314) sont : p; = w , Py = —"5—, et sa solution générale

peut avoir des termes logarithmiques (ce qui entraine I'instabilité de (2.311)), sauf si :
-k=2: [ 0.
-k=3:€=0.
" 1
-k=5:€"=e1€e] + —=(—K4 + 10hy).
x
5

2
-k =T:el" = 4deiel + 10eje] — Lele] — 10hie) + ;(K4 — 10hq)ey

Puisque h; est quelconque, alors :
e e1ne peut pas vérifier ’équation correspondante au cas k = 5.

e ¢;doit étre identiquement nulle pour vérifier I’équation correspondante au cas k = 7.
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Alors pour K3 =0 ona:

-k =0,5:(2.311) est instable, car la solution de (2.314) admet des termes logarith-
miques.

-k =2,3:(2.311) est stable ssi e; vérifie les équations corespondantes & chaque cas.

- k=17 :léquation (2.311) est stable ssi e; = 0.
2) K3 #0: en multipliant par z les deux membres de I’équation (2.313), puis en
dérivant une fois par rapport a x et puis en divisant par x on obtient

(2.318) w" + FHww" + #F5(w')? — Kyzw' — 2K3w — %K%ﬁ =0,

puis en utilisant la transformation T définie par (2.287) et en multipliant les deux mem-

bres de I'équation par (—3(k* — 1)), (2.318) devient
(2.319) W = 12WW" + 12(W')? + KzaW' + 2K3W — $ K212,

Cette derniére équation est de classe F-I de Coscrove [7|(avec a = K3, = 0), et

dont la solution est donnée par

(2.320) W(z) = tonv' — $K350° — 5 Kszv — 3(3 K322 — ay + Ca),

ou C, constante complexe quelconque; oy = +1v/Kjz (I? = —1); et v satisfait a la
quatriéme transcendante de PaNLeEvE (P-IV) donnée par

1 C
(2.321) " = 2—(1/)2 — 3K50® — 2K320% — (1 K322 + Co)v + =
v v
(5 constante complexe quelconque, et dont les singularités mobiles sont des poles simples.
Alors (2.313) n’admet que des poles doubles comme singularités mobiles, et sa solution

au voisinage du poéle mobile x = xy est de la forme

_lkZ + l 2 1 2 2_
(2.324) w(z) = (;_ xo)g — 5 Kawo(z — x0) + ha(x —20)* + x_o(_kzssl Kizg+ 551Ky

+5 K4+ 3h3)(z — 30)® + hu(z — 20)* + O((z — x0)?),
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avec hz et hy des constantes complexes quelconques.

Alors les indices de 'équation (2.314) sont p, = ki , Py = —%, et sa solu-

tion générale peut donc avoir des termes logarithmiques (ce qui entraine l'instabilité

de (2.311)), sauf si :
-k=2:e,=0.
-k=3:¢, = —Ksx.
-k=5:¢€] =ee| + Kyze; — 1 K323 + §(12K3 — Ky + 10h3).
-k =T:¢" =4ee]’ + 10€eje] — Lefe] + 10K3ze] — 10hze] — L Kzzel

2
+=(K32* — 24K5 + K4 — 10h3)e; + 2K3x.
T

Puisque hs est quelconque, alors e; ne peut pas vérifier les équations correspondantes
aux cas k=Het k=T.

Alors pour K3 #0 on a:

-k =10,5,7:(2.311) est instable, car la solution de (2.314) admet des termes loga-
rithmiques.

-k =2,3:(2.311) est stable ssi e; vérifie les équations corespondantes a chaque cas.

Equations de classe VI :

Cette classe est donnée par
(2:326) v = yy" + 2/'y" — 5v°y" — Sy(V)* + 5V’ — Y’ + oy — 3uy/
+2—15y3) +eo(y — %y2) + f1y + fo,

avec ¢y, €g, fo, f1 des fonctions analytiques.

En utilisant la transformation définie par

/

w
2.327) 4y = —5—
( )y "
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et en multipliant parw les deux membres de 1’équation, on aura est une E.D.O. lineaire

d’ordre 5 de la formesuivante
(2.328) —5w"" + begw” + begw” — 5 frw’ + fow = 0,

par conséquent 1’équation (2.326) est stable pour cy, eq, fo, f1 des fonctions analytiques

quelconques.

Equations de classe VII :

Cette classe est donnée par
(2.329) " =y'y" + 22" + ty(V)? — 55v° + (Kax + K3)y — 5K, + K,
avec K, Ky et K3 des constantes complexes, et dans ce qui suit on remplace (5K, — K7)

par K.

On n’a pas pu réduire cette équation, mais en posant

(2.330) w = 2y + £,

on peut se ramener & une équation de classe Fif-I de Coscrove [7]

(2.331) w"” — 15ww” — Bw'v” + 45w’ — (Kx + K3)w' — 2Kow,
telle que si on note respectivement (2.329) et (2.331) par E; et Ey, on aura

0
(2.332) ZE} + ZyE| =E,, avec ('= %),
15h" — 10K, — 2K
3h

(2.333) h(z) = w" — 6w? + 3(Ksz + K3).

enpluisona: y= , avec

D’apres I'étude de C.M.Coscrove [7], si Ky = 0 la solution générale de I’équation
(2.331) s’expriment en termes de fonctions hyperhelliptiques.

En effet, dans ce cas (2.331) admet I’équation de classe F-III de CosGRrovE [7] suivante
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(2.334) w"" — 15ww” — 2 (w')? +45w® — K3w+C, C constante complexe quelconque,

comme intégrale premiére, et dont la solution générale est donnée par

(’U,/ + U/)z 9 2
. - ’ )
(2 335) ’U)(.’L‘) ( )2 u (% 2A A constante complexe quelconque
U+ v

avec u et v sont définies par inversion d’intégrales hyperelliptiques

</ ot~ o
-~/

(2.336) Cj3, Cy constantes d’intgrations,

(E

<] g

et qui satisfaient au systéme d’ordre 2 suivant

x + Oy,

P(u)

u ,
uU—v

P(v)

b

(2.337)
u—v
avec P un polynome de degré 6 défini par
(2.338) P(t) = (*4+ A)* — 1 K3(t*+ A)+ Bt+3C, B constante complexe quelconque,
(2.335) est globalement méromorphe, alors I'équation (2.329) est stable pour Ky = 0.

N.B. C.M.Coscrove a obtenu la solution (2.335) en utilisant la ” Jacost postmultiplier

method ” [7]

Equations de classe VIII :

Cette classe est donnée par

(2.339) " = v*y" + y(y)? — Sv° + Ki(y® — 5y") + (Kzz + Ky)y + 2V10K5 + K,

avec K1, Ky, K3 et K, des constantes complexes, et pour simplifier ’écriture on remplace
%leKg + K, par K dans ce qui suit.

La aussi on n’a pas pu réduire cette équation, mais en posant
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(2.340) w = 55(V/10y + y* — 5Ky),
on peut se ramener & une équation de classe Fif-III de Coscrove [7],
(2.341) w"” — 20ww” — 40w'w” + 120w*w’ — (Ksz + K4 + 2K ?)uw/
—9(Ks)w — LK K =0,
telle que si on note respectivement (2.339) et (2.341) par E; et Ey, on aura
(2.342) YRy 4 LyE! =E,,

210K — K — YK,
m telle que

(2.343) h(z) = w" — 6w? + 2K w + 1(Ksz + Ki) + LK12,

en plusona y=

L’équation (2.341) a été étudiée par Coscrove dans [7], telle que pour K3 = 0 elle
admet une intégrale premiere de classe F-V de Coscrove (avec k = 0) de la forme

(2.344) w" —20ww” —10(w')* +40w?® — (K442 K, *)w+C, C constante d’intégration,
cette derniére est intégrable en termes de fonctions hyperelliptiques et on a

(2.345) w = 3 (u+v),

avec u et v définies par (2.336) et P(t) = t° — 2(K, + 2 K%t + 8Ct? 4 32C1t + 16Cs.

(2.345) est globalement méromorphe, alors I’équation (2.339) est stable pour K3 = 0.

conclusion

- D’aprés notre étude, on peut affirmer que pour qu’une équation du type (E) (pour
lescase £ 0,f =0 et f # 0) soit stable, il est nécessaire et suffisant qu’elle soit, ou se
raméne par une transformation T(\, i, ¢) & I'une des neuf classes d’équations obtenues
et données au dessous, avec des conditions en plus sur I'entier k et la fonction e; pour
les classes V et V' (voir la troisiéme partie du chapitre précédent pour plus de précision).

Pour les autres classes, cq, dy, €g, f1, fo sont des fonctions analytiques quelconques, et
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K, K5, K3 et K4 des constantes complexes. En plus, toutes ces équations n’admettent
que des poles simples comme singularités mobiles.
classe I : y//// — y/y// + éyﬁy” + iy(y/)Z + 6_14939/-

" " i, romn 1,21

classe IT : v = yy” + Sy'y" — 3v%y" — Ty(y)? + 2%y + coy + (—3c0y + 34)Y

—5py? — 3¢ + 3coch.
classe III : y//// _ yy/// + gy/y// _ %yzy” _ %y(y/)Z + 1_16y3y/ _ %doy/// + %doyy” + do(y/>2
1 2 / 1 4 4 !
+(=5doy” + e0)y' + doy” + (3doeo + €5)y + fo
classe TV : y//// — yy/// + %y/y// _ gy2y// _ %y(y/)2 + %y?)y/ _ gdoy/// + gdoyy” + do(y/>2
—srdoy’y’ + g3doy” + fo.

2_
classe V : v = yy"” + 3520y + 502" + B25y(Y)? — 250 —ew) + ey’

ey + K1)y = 5(—ey + K)y? + 57 (F* = 1)(—e’ — exe)
+K161 —|— 2K12£L'> —|— KQ.

v 1
2_
classe V' : " = yy" +35=1y'y + p23y’y + oy (V) — e vy + -y

m__ o

vy

BB ()2 —er (v —yy )+ (—eha e+ Kaz) (v — 3y?)
+52 el — el + (¢ + sed)a! + Kazey + §K3a%) + Ky

24

" I 2

classe VI : y" = yy" +2y'y" — 2%y" — 2y(y')* + F0° — 0” + «oly” — 2y
+%y3) +eo(y' — %92) + f1y + Jo-
classe VIL : y" = y'y" + 23°y" + 3y(y')* — 55° + (K2 x + K3)y — 5K, + K.

T 625

classe VIII : i = y*y" +y(y/)* — Zy° + K1(y® — 5") + (Ksz + Ky4)y + $V10K3 + K.
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- Les équations de classe VII et VIII ”pourraient” étre irréductibles, et donc définir
de nouvelles fonctions, bien sir c¢’est encore trés tot pour affirmer, la seule justification
qu’on a pour l'instant est la complexité de leur étude.

- En ajoutant a la liste des classes d’équations stables déja obtenues pour le cas
(e = f = 0) (voir annexe) celles qu'on vient d’obtenir, on aura une liste compléte (18
classes) des classes d’équations stables du type (E).

- L’utilisation de 1'outil informatique a été d’'un grand apport pour I'application de
la méthode de Bureau, surtout que celle ci a engendré des équations algébriques (par
exemple I’équation diophantienne (2.56)) dont la résolution nécessite des calculs colossals
irréalisables a la main. La rigueur mathématique dans la construction de cette méthode
et son application (& ’aide 'outil informatique) plus ou moins facile lui donnent une place
importante parmis les autres de ’analyse de PAINLEVE, méme si celle ci n’extrait aucune
information des indices négatifs comme c’est le cas pour la méthode de perturbation de

PamNLeve [5,6].

Annexe

La liste des classes d’équations stables du type (E) déja obtenues pourle cas e = f =0

(voir [2,4,7]), est

(A1) y" =12yy" +12(y')* + (az + By + 2ay — (az + B)*;
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(A2) y" =3yy" — 4(y)%

(A3) y" = 15yy" + 2(y)? — 15y + ay + B

(A4) o = 30yy" — 60> + ay + B;

(A.5) o = 20yy" + 10(y')? — 40y3 + ay + kx + 3;

(A6) v =18yy" +9(y')* — 24y° + o + 30’y + Kz + 3;

A7)y = L0300y IO UGN IV 0 g oy sea(ay -y

Y -
fg f2g fid
+ea(zy — y)Bry —y) + 3/ Bzy’ — 2y) + 3ea(y')? + 2c5z(zy — y)

+c6(22y — y) + 2¢c7y’ + s + o},
ou f(x) = 12 + coz? + 3 + ¢4 et g(x) = dyz + do;
(A8) ¥ = —L{y* + P(2)y + Q(x)} + A(2)=1{y + v + Pla)y + Q(x)}
+B(2) oy +y* + P(2)y + Q(2)} + Cla){y +y* + Pla)y
+Q(x)} + D(x);
(A9) " = =45 {3yy +¢* + P(2)(y +¢*) + Q(2)y + R(2)} + A(z)£{y" + 3y’
+y° + P)(y + ) + Qx)y + R(2)} + B(@){y" + 3yy’ +¢°

+P(2)(y +y°) + Qx)y + R(z)} + C().

Procédures et programme informatique :

Dans ce qui suit on définit un programme informatique, qui résoud le probleéme ()

pour le deuxiéme cas ( f # 0) avec P(s) # 24. Pour l'autre cas (e # 0, f = 0), on

fait certaine modification sur les procédures bnor, Larb, et tas, ainsi qu’un trés petit

changement pour Moh, pour les adapter a ce dernier cas. Les procédures Melk, Tassa,

Kar sont valables pour les deux cas.
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Procédure Moh :

D’apres 'équation diophantienne (2.56), Pi, P>, P; et P, ne peuvent étre toutes négatives
au méme temps, et on remarque bien qu’on peut supposer : 0 < P; < 4x 24 sans nuire
a la généralité.Et 'équation (2.56) est équivalente a

1 1 1 P24 1
AL0) — 41—
A R R s VTR

]+1), (][] partie entiere ).

De méme 1a aussi on peut supposer : |P;| < 3([‘%

Et on a

1 1 P-P 1
A1) 2oL _B-h_ 1
P3 P4 P1P2 P2

en plus
(A12) |Ps| < 2([‘ﬁ2h +1), (][] partie entiére ).
En vertue de ces considérations, on a élaboré une procédure nommée Moh, telle pour

P, et P, donnés cette procédure nous donne toutes les valeurs de Ps et P, qui vérifient

I'équation (2.56).

>moh:=proc(v) local tt,n,m,nl,ml,i,d,j,k,r,p,t,g,c;
global il,nn,mm,a,s;

>nl:=((nn*v)-mm); ml:=(mm*v); ;if (nl<>0) then
p:=igcd(abs (ml) ,abs(nl)) ;

>n:=iquo(nl,p); m:=iquo(ml,p) ,unassign('s"') ;
>if sign(n*m)=1 then r:=2 else r:=-2 fi;
>t:=(abs(iquo(m,n))+1)*2; Jj:=0;

> for i from 1 to t do

c:=(r*n)-m; d:=r*m;

>3if ¢<>0 then tt:=iquo(d,c) ;

if (irem(abs(d) ,abs(c))=0) then
j:=j+1;al[j,1]:=il1l;al[]j,2]:=v;al[]j,3]:=cr;
a[j,4]:=tt £fi;£fi;

>3if sign(n*m)=1 then r:=r+1l else r:=r-1 £fi;
>od;if j<>0 then

>s:=matrix(j,4,(i,1)->a[i,1l]); else s:=matrix(0,0,[])fi;
else s:=matrix(0,0,[]) f£fi;
end:
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Procédure Melk :

Pour une valeur de P; donnée, la procédure Melk nous donne toutes les combinaisons de
3 entiers positifs tels que leur produit est égal a | P;|, et pour avoir le reste(combinaisons),
il suffit d’ajouter un signe (—) a un, deux, ou trois éléments de chaque combinaisons,

selon le signe de P;; et cela se fait a I'aide de la procédure Tassa.

>melk:=proc(vv) local i,j,1,k;global ss,mn,aa;dd:=abs(vv) ;

ss[1l,1]:=dd;ss[1l,2]:=1;ss[1,3]:=1;

mn:=1; i:=2;ii:=evalf(sqrt(dd)) ;iii:=i-ii;
while sign(iii)=-1 or (iii=0) do

if irem(dd,i)=0 then j:=iquo(dd,i);
mn:=mn+l;ss[mn,1]:=i;ss[mn,2]:=j;ss[mn,3]:=1;

if (not isprime(j)) and (i<>j) then
k:=i;kk:=evalf(sqrt(j)) , kkk:=k-kk;

while sign(kkk)=-1 or (kkk=0) do

if irem(j,k)=0 then 1l:=iquo(j,k); mn:=mn+1;
ss[mn,1]:=i;ss[mn,2]:=k;ss[mn,3]:=1;
>fi;k:=k+1l;kkk:=k-kk od;fi;

fi;i:=i+1;iii:=i-ii od;

>unassign('aa') ;aa:=matrix(mn,3, (ih,jh)->ss[ih,jh]) end:

VV VYV VYV VYV VYV

Procédure Tassa :

> tassa:=proc(rr) global b;

>unassign('b') ;

>3if sign(rr)=1 then
>b:=matrix(4,3,[1,1,1,-1,-1,1,1,-1,-1,-1,1,-11)
> else
>b:=matrix(4,3,[-1,-1,-1,-1,1,1,1,-1,1,1,1,-11)
> fi;b end:

Procédure bnor :

cette procédure est modifiée au fil des cas étudiés.

Pour (P, P, P3, Py) une solution de (2.56), on a

a#0:(as; #0,Vi=1.4)
La procédure bnor fait une résolution exate du systéme (2.55), puis teste la nature

rationnelle des solutions obtenues et dans le cas favorable ,elle fait appel a la procédure

Larb .
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a=0:(as;=0,Vi=1.4)
La procédure bnor est modifiée de telle sorte qu’en plus de la résolution numérique

S;
du systéme (2.55), teste la compatibilité des solutions obtenues avec les valeurs des (—)

Sj
données par (2.53).

> bnor:=proc(s) local i,j; global aal,aa2,aa3,aad4,tl,
t2,t3,t4,vl,vr,sol;

>with(linalg,rowdim)  ;print(jl,rowdim(s)) ;

>for i from 1 to rowdim(s) do
unassign('x','y','z','u');j:=1;
>equ:=({s[i,1]=24*(1-x)*(1l-y)*(1-2),s[i,2]=24*(1-(1/x))*
(l-u)*(1-(z/x)),s[i,3]=24*(1-(1/y))*(1-(1/u))*(1-(z/y)),
s[i,41=24*(1-(1/2z))*(1-(x/z))*(1-(y/=z))});
sol:=solve(equ); unassign('aal',6'aa2',6'aa3',6'aa4"');

if whattype(sol)=set then
unassign('x','y','z','u') ;traperror (assign(sol)) ;

if (type(x,rational)) and (type(y,rational)) and
(type(z,rational)) and (type(u,rational)) then
unassign('vl','vr') ;
vr:=vector(4,[x,y,z,ul]);vl:=vector(4,[s[i,1],s[i,2],
s[1,3],s[1i,4]]1); print(vl,vr);

if u=(y/x) then

>melk(v1[1l])

tl:=mn;

aal:=matrix(rowdim(aa) ,3,(i,3j)->aali,]j]l)

melk (v1i[2]) ;

t2:=mn;

aa2:=matrix(rowdim(aa) ,3,(i,]j)->aali,]j]l)

melk (v1[3])

t3:=mn;

aa3:=matrix(rowdim(aa) ,3,(i,]j)->aali,j]l)

melk (v1[4]) ;

t4:=mn; aad:=matrix(rowdim(aa),3,(i,j)->aali,jl):
>larb(vl,vr) fi; fi; else cl:=0;
unassign('x','y','z','u') ;traperror (assign(sol[1l]));
while (x<>'x') and (y<>'y') and (z<>'z') and (u<>'u') do
if (type(x,rational)) and (type(y,rational)) and
(type(z,rational)) and (type(u,rational)) then
unassign('vl','vr');

vr:=vector(4,[x,y,z,ul]) ;vli:=vector(4,[s[i,1],s[i,2],s[i,3],
s[i,4]1]); print(vl,vr);

V.V VVVYVVYVYVYV
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if u=(y/x) then cl:=cl+1l; if cl=1 then
melk(v1l[1l]);

tl:=mn;
aal:=matrix(rowdim(aa) , 3, (i,]j)->aal[i,j])
melk(vli[2]) ;

t2:=mn;

aa2:=matrix(rowdim(aa) ,3,(i,]j)->aal[i,j])
melk(v1[3]);

t3:=mn;

aa3:=matrix(rowdim(aa) ,3,(i,j)->aali,jl)
melk (v1l[4]) ;

t4:=mn;

aad:=matrix(rowdim(aa) ,3,(i,j)->aali,j]) £fi;
larb(vl,vr) fi; fi; j:=3+1;
unassign('x','y','z','u') ,traperror(assign(sol[j]))
od; fi;od;

end:

VVVVVVVV VVVYVVYVVVYV

Procédure Larb :

Pour (P, P3, P3, P;) solution de (2.55), la procédure Larb teste la compatibilité des
(ﬁ) données respectivement par (2.55), (2.52) et (2.53), pour toutes les combinaisons
de]3 entiers des P;(i = 1..4) (données par Melk ), et si le test est bon, on aura une
classe d’équations dont les familles de poles mobiles et les coefficients sont affichés par la

procédure.

>larb:=proc(vl,vr) local f,£ff,iil,ii2,ii3,ii4,331,332,333,334;
global tl1,t2,t3,t4,aal,,aa2,aa3,aad4,sl,s2,s3,s4,xx,uu,
zz,aa,b9%99,c99,d99,d9,c9,b9;

> f:=(sp,sd,yy)->sp-(sd*yy);
>ff:=(ccl,cc2,cc)->ccl-((cc)”*2)*cc2;
>fff:=(dz,tz,gz)->dz-tz*(gz) *3;

for iil from 1 to tl do

> for jjl from 1 to 4 do

tassa(vli[1l]);

for k from 1 to 3 do

xx[1,k]:=b[jjl,k]*aal[iil,k] od;
sl:=(sum(xx[1,1],1=1..3))-11;

for ii2 from 1 to t2 do

for jj2 from 1 to 4 do

tassa(vl[2]) ;

for k from 1 to 3 do

xx[2,k]:=b[jj2,k]*aa2[ii2,k] od;
s2:=(sum(xx[2,1],1=1..3))-11;

VVVVVVVYVYVYV
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if simplify(f(sl,s2,vr[1]))=0 then

for ii3 from 1 to t3 do

for jj3 from 1 to 4 do

tassa(vl[3]):

for k from 1 to 3 do
xx[3,k]:=b[jj3,k]*aa3[ii3 , k] od;
s3:=(sum(xx[3,1],1=1..3))-11;

if (simplify(f(sl,s3,vr[2]))=0) then

for ii4 from 1 to t4 do

for jj4 from 1 to 4 do

tassa(vl[4]) ;

for k from 1 to 3 do
xx[4,k]:=b[jj4,k]*aad[iid4 k] od;
s4:=(sum(xx[4,1],1=1..3))-11;

if simplify(f(sl,s4,vr[3]))=0 then
unassign('uu','zz');
uu:=matrix(4,3,(i,j)->xx[i,3]1)
zz:=matrix(4,1,[sl,s2,s3,s4]);
b9[1,1]:=-12*(vr[l]+vr[2]+vr[3]+1)-3*zz[1,1];

for k from 2 to 4 do
b9[k,1]:=(-12/vr[k-1])*(vr[l]l+vr[2]+vr[3]+1l)-3*zz[k,1];
od;
unassign('b99') ;b9%99%9:=matrix (4,1, (i,3j)->b9[i,3])
for k from 1 to 4 do
>¢c9[k,1]:=46+7*zz[k,1]+b99%[k,1]-(uulk,1l]*uulk,2]+
uulk,1]*uul[k,3]+uul[k,2]*uulk,3]) od;
>unassign('c99') ;c99:=matrix (4,1, (i,3j)->c9[i,3])
>if (simplify(f£f(c99[1,1],c99[2,1],vr[1]))=0) and
(simplify (£f£(c99[1,1],c99[3,1],vr[2]))=0) and
(simplify (£f£(c99[1,1],c99[4,1],vr[3]))=0) then

>
>d9[1,1]:=-24*(vr[l]l+vr[2]+vr[3]+vr[l]*vr[2]+vr[1l]*vEe[3]
+vr[2]*vr[3])-2*c99[1,1];

> for k from 2 to 4 do
>d9[k,1]:=(-24/(vr[k-1])7*2)*(vr[l]+4+vr[2]+vr[3]+vr[l]l*vr[2]
+vr[l]*vr[3]+vr[2]*vr[3])-2*c99[k,1];

> od;
>unassign('d99');d99:=matrix (4,1, (i,3)->d9[i,3])
> for k from 1 to 4 do

>e9[k,1] :=simplify(-96-

6* (b99[k,1]+3*zz[k,1])+2* (2*c99[k,1]+d99[k,1])
+(uulk,1]*uul[k,2]* uul[k,3])) od;
>unassign('e99');e99:=matrix (4,1, (i,3j)->e9[i,]3])
>if (simplify(fff(e99[1,1],e99[2,1],vr[1]))=0) and
(simplify(f£f£f(e99[1,1],e99[3,1],vr[2]))=0) and
(simplify(fff(e99[1,1] ,e99[4,1],vr[3]))=0) then

VV VVVVVVVVVVVVVVYVVVVYVYVYVYV
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>if zz[1,1]<>0 then

> coea:=1;

>coeb:=(b99[1,1]/zz[1,1]1) ;
>coec:=(ec99[1,11/(zz[1,1])*2);
>coed:=d99[1,1]1/(zz[1,1]1)"*2;
>coe:=-24/(zz[1l,1]1*z=z[2,1]1*zz[3,1]1*z=z[4,1]) ;

> coee:=-24*(zz[1,1]1+zz[2,1]1+zz[3,1]+z=z[4,1]1)/(zz[1,1]*
zz[2,1]1*zz[3,1]1*z=z[4,1]) ;

>elif (zz[l,1]=0)and (b99[1,1]1<>0) then

> coea:=0;

> coeb:=1;

>coec:=(c99[1,1]1/(b99%9[1,1])*2);
>coed:=d99[1,1]/(b99%9[1,1])*2;
>coe:=-24/(b99[1,1]1*b99[2,1]1*b99[3,1]1*b99[4,11]) ;

> coee:=-24*(b99[1,1]+b99[2,1]1+b99[3,1]14+b99[4,1]1)/(b99[1,1]*
b99[2,1]*b99[3,1]1*b99[4,1]) ;

> else

>print('coefa,est,nul,et,le,coefb,est,nul’') ;
> coea:=0;coeb:=0;coec:=1;
> f£i;

> pPprint (0000000000000 00000O000000000000) ;

>print(les, racines,verif,la,cond,de,comp);
>print('pl',v1l[1l],'p2',v1[2],'P3',v1[3],'p4',v1[4]);
>print('x',vr[l],'y',vr[2],'2z"',ver[3],'u',vr[4])
>print(uu,zz,b99,c99,d99) ;
>print('les,ceffa,ceffb,ceffc,ceffd,ceffe,coefff,sont');
>print(coea,coeb,coec,coed,coee, coe) ;

> print (000000000000000000000000000000) ;
>fi;fi;fi;od;od;fi;od;od;fi;od;od;od;od;

> end:

Procédure Kar :

et

> kar:=proc(gg) local 11; global w;
>w:=0;11l:=sqgrt(abs(gg)) ;

>if type(ll,integer) then

>if isprime(l11l) then

>w:=1 fi;fi;w

> end:

Ainsi le programme qui résoud le probléeme (%) pour le cas ( f # 0) avec P(s) # 24
a # 0 est donné par

> tas:=proc(hb) local jj,nz,mz,qql;global s,nn,mm,il,jl1;
> for il from 25 to 96 do

>if (i1<>24) then

>if (isprime(il)) or (kar(il)=1) then
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nz:=11-24;mz:=i1*24; ggl:=igcd(abs(mz) ,abs(nz))

nn:=iquo(nz,qqgl) ;mm:=iquo (mz,qqgl) ;
gqgd:=(iquo (abs (mm) ,abs (nn))+1) *3;
if sign(nn*mm)=1 then

for jl from hb to 24 do

moh (jl); bnor(s) ;od;

for jl1 from hb to qgd do

moh (jl) ;bnor(s) od;

else

for jl1 from 2 to ggqgd do

moh (-jl); bnor(s);
od;fi;fi;fi;od;

end:
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