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I. INTRODUCTION

Dans ce travail, que nous présentons sous forme de mémoire de magistére, nous
étudions la stabilisation de quelques problémes en viscoélasticité.
Dans le deuxiéme chapitre, nous rappellons quelques notions et définitions d’analyse
fonctionnelles nécessaires pour notre étude.
Dans le troisiéme chapitre, Nous considérons I’équation des ondes a travers un domaine

borné 2 de R? de frontiére 9Q = I' suffisamment réguliére.

ug + auy = Au — fg h(t — s)Au(s)ds, in Q x R4
(P1) u=0, onT xR, (1.1)
u(z,0) = uo(z), w(z,0) = w(z), in Q2

les fonctions ug(x) et ui(x) sont les données initiales et h(t) est la fonction de relaxation ou
bien le noyau. Nous rappelons les résultats obtenus dans [25] ,dans le cas ou a = 1, et nous
démontrons existence, l'unicité et la régularité de la solution du probléme [1.1]. L’étude
du comportement asymptotique de la solution dans le cas ot a = 0 a été développé. Nous

démontrons que sous certaines hypothéses sur le noyau h
W (t) <0 et e®h(t) € L}(0,00), pour un certain a > 0. (1.2)

I’énergie associée a la solution décroit exponentiellment vers zéro lorsque le temps tends
vers I'infini. Ce qui signifie que seule la dissipation produite par le terme mémoire conduit
le systéme vers I’état d’équilibre.

Le quatriéme chapitre est consacré a I’étude du comportement asymptotique du prob-

léme (1.1), sous des hypothéses plus faibles que (1.2) soit:

h'(t) +~h(t) >0 pour tout t >0



et

B (t) +~vh(t)| e € L'(0,00)  pour un certain a > 0.

Il est clair par conséquent que nous permettons a h/(t) de prendre des valeurs positives
c’est a dire que notre noyau h(t) peut osciller.

Nous montrons que la dissipation faible produite par le terme mémoire seul est suffisante
pour stabiliser le systéme.

Dans le cinquiéme chapitre, nous considérons I’équation des ondes & travers un domaine

Q) de R? de frontiére I' = T'y UT ot 'y N’y = @ comme le montre la figure (1.1) suivante:

Figure [1.1]-La géométrie de 2

avec des conditions de type Cauchy Ventcel. . Dans cette partie, on considere le

probléme suivant:

t
uy — Au + a(x)uy + b(x)/h (t —s)Au(s)ds =0dans Q x RT,
0

0
vtt—f—a—z—ATU+c(az)vt:OsurFxR+,
(P2) Uy =V

P

u=0 sur IY.

(u(0),v(0)) = (uo,v0)
(ut(0),v4(0)) = (u1,v1) dans Q xT.

Nous étudions la décroissance de 1'énergie associée a la solution du probléme (P») dans le

casoll a=1,c=1et b=0. On montre que ’énergie classique définie par:
1 1 1 1
E(t) = 2/\ut]2d3:—|— 2/\Vu|2dx+ 2/ |ug|* do + 2/ \Vrul® do
Q Q Iy Iy

est décroissante et vérifie E (t) < E (0) lorsque E (0) >0

Finallement nous ferons une conclusion et nous donnerons quelques perspectives.



II. PRELIMINAIRES

Dans cette partie, nous avons regroupé les notions essentielles d’analyse fonctionnelle néces-
saire & la compréhension des énoncés et démonstrations des problémes qui forment le théme
de ce mémoire, de méme que les résultats fondamentaux, qui concernent la topologie faible,
les espaces LP (), les espaces de Sobolev, les applications de dualité et d’autres théorémes
classiques. Ces notions et ces résultats représentent un outil important pour I’étude des
problémes hyperboliques

Topologie faible (X, X")

Soit X un espace de Banach et soit f € X' (X Despace dual de X). On désigne par ¢ ¥
: X — R D'application définie par ¢y (z) = (f,z) . Lorsque f parcourt X " on obtient une

famille (gof) , d’applications de X dans R.

fex
Définition 2.1:

La topologie faible O‘(X,X,) sur X est la topologie la moins fine sur X rendant continues

toutes les applications ((pf)feX"

Pour définir cette topologie d’une fagon plus precise il suffit de définir une base de voisinages

pour tout élément x € X comme suit : Etant donné un point z € X on obtient une base

de voisinages de z pour la topologie o(X, X ,) en considérant les ensembles de la forme

Nt (Vf), oit Vi est un voisinage de ¢ (x) dans R. (1. e. V; = Ja—e,a+¢| avec

finie

a=(f,x)).

Définition 2.2:

On dit qu’une suite (un)nen de vecteurs d’'un espace de Hilbert X converge faiblement vers

u € X, et on note up, — u, St

lim (v,up,) = (v,u) pour tout v € X.
n—oo

Remarque 2.3:
a)- La limite faible quand elle existe est unique car si (u1,v) = (ug,v) pour tout v € X, on
a pour v = uj — ug

llur — u2H2 = (u1 — ug,u1 —uz) =0



donc u; = wg. (On peut prendre v € X, car X est un espace de Hilbert, donc X = X'
(théoréme de Riesz)).
b)- Si la suite (uy)nen converge vers u € X pour la norme ||| ( on dit alors qu’elle converge

fortement vers u) alors u,, — u. En effet, on a
[{un =, 0)| < Jlun —ull [lo]]-

Ce qui implique que Vz € X; (u, — u,v) — 0 quand, n — oc.

¢)- Si X est de dimension finie alors la convergence faible implique la convergence forte. 11
suffit de considérer la base ey, ..., e, et d’observer que (u, ¢;) = u; pour u € X ce qui montre
que la convergence faible équivaut alors a la convergence composante par composante, c’est
a dire a la convergence forte.

Proposition 2.4:

Soient X et Z des espaces de Hilbert, (u,),cy C X une suite qui converge faiblement vers
uet A€ L(X,Z) (opérateur linéaire continu de X dans Z ).

Alors la suite (A(uy)) nen converge faiblement vers A(u).

Théoréme 2.5: ( [6], théoreme 1.6)

Soit (un) nen une suite bornée dans un espace de Hilbert X .

Alors la suite (up)nen posséde une sous-suite faiblement convergente.



Théoréme 2.6: ( [6], théoréme 1.7)
Toute suite faiblement convergente dans un espace de Hilbert X est bornée.
Corollaire 2.7:
Soient (un)nen une suite qui converge faiblement vers u et (vp)nen une suite qui converge
fortement vers v. Alors

lim (up,vy) = (u,v)

Définition 2.8:

Soit X un espace normé, et soit X' = L(X,R) son dual topologique. Alors la topologie
étoile faible sur X' notée o (X,, X) est la topologie initiale associée au systeme (R, 0,1,,),c x
ot 0 désigne la topologie usuelle de R et 1, : X — R est définie par 1, (1) =1 (u). C’est
donc la moins fine des topologies sur X rendant continues toutes les fonctionnelles v,
u € X.

Proposition 2.9: ([4]).

Soit (fn)pen une suite de X'. On a:

1/ fn — f (étoile faible) <= ((fn,z) — (f,x), V2 € X).

2/ Si fn— f pour o(X ,X) et si x, — x fortement dans X, (fn,xn) — (f, ).
Remarque 2.10: ([16] p 193).

L’espace X " des fonctionnelles linéaires sur un espace X admet deux interprétations : ou
bien il est considéré comme le dual de I’espace initial X, ou bien X’ est considéré comme
espace de base et alors on lui associe son dual X N. Cela signifie que nous pouvons introduire
sur X' la topologie faible de deux maniéres différentes : ou bien comme dans l'espace des
fonctionnelles, en définissant les voisinages dans X a Daide des sous-ensembles finis de X
(topologie étoile faible), ou bien comme dans l’espace de base, a laide de 'espace dual X ”.
Dans le cas d’'un espace réflexif cela revient, bien siir, au méme. Si, par contre, I’espace
X n’est pas réflexif, ce sont deux topologies différentes sur X "

Il est évident que la topologie étoile faible de espace X est moins fine que la topologie
faible de X (c’est -a-dire la topologie faible contient au moins autant d’ensembles ouverts
que ceux de la topologie faible étoile).

Etant donné un espace normé X, son dual topologique X est muni d’une structure d’espace

normé en posant ||l||, = supj, <1 |/ (u)|. La boule unité de X' (ainsi que toutes les boules



fermées) possede alors une propriété remarquable, comme le montre le théoréme suivant.
Théoréme 2.11: ([6], théoreme 1.14).

Soit X un espace normé, alors la boule unité
B, = {z e X' |||, < 1}

de X' est o (XI,X> — compacte.

2.1 Espaces fonctionnels

2.1.1 Espaces LP(Q). On donne ici quelques définitions et propriétés élémen-
taires.
Définition 2.12:
Soit p € R avec 1 < p < 0o et  un ensemble mesurable de R™ au sens de Lebesgue, on

définit

LP () = {(classe de fonctions) f: 2 — R : f mesurable et / |f ()P dx < oo} .
Q

On note
1/p
I, = | [ 1r@ra] .
Q
Sip=o0
1% (@) f:Q — R, f mesurable et il existe une constante C'
telle que |f (z)] < C p. p sur €2
On note
[flloo = Inf{C;|f (z)| < C p. p. sur Q}.
Notation :

/ ) |
Soit 1 < p < 0o ; on désigne par p 'exposant conjugué de p i.e. — + — = 1.
p p

Théoréme 2.13: ([4]) (Inégalité de Hélder).



Soient f € LP(Q) et g € i (Q) avec 1 <p<oo, alors fg € L' (Q) et

Aumswmmm.

Il convient de retenir une conséquence trés utile de ’inégalité de Holder :
Corollaire 2.14 (Inégalité de Hélder généralisée).

Sotent  f1, fa, .., fr des fonctions telles que f; € LPi (Q), 1 <1i <k avec

1 1 1 1
—=—4+—+.+—<1
p p1 D2 Pk

Alors le produit f = fi fa...fx appartient a LP () et

11l < il el -

Théoréme 2.15:

LP (Q) est reflexif pour 1 < p < oo.

Lemme 2.16: (de Gronwall) ( [7], tome 8 p 672 ).

Soient ¢ € L*®(0,T), telle que ¢ (t) > 0, p.p.t € [0,T]. et v» € L' (0,T), telle que

Y (t) >0, p.p. t €[0,T]. de plus on suppose que

o(t) < /0 Y (s)p(s)ds+C, p.p. t€[0,T], (C= constante).

Alors
6 (1) < Cexp (/Otw(s)ds) pp. tE[0,T].

On désigne par (f, g) le produit scalaire dans L? (), i.e.

<ﬁm=Af@M@M%

et également le produit de dualité entre f € D' () (espace des distributions sur Q), et

g € D(Q) (espace des fonctions C* sur 2 et a support compact dans ).



2.1.2 Notions de base sur les distributions. On appelle support d’une
fonction ¢ : 2 — R le plus petit fermé K, C € en dehors duquel la fonction ¢ est nulle
presque partout. Une fonction ¢ : 2 — R est dite a support compact dans €2 si son support
est un compact contenu dans 2. On notera par D(2) l'espace des fonctions ¢ définies et
indéfiniment dérivables sur §2 et & support compact contenu dans §2.

On désigne par D(Q) I'espace des restrictions a ) des fonctions de D(R™).

La longueur d’un multi-indice @ = (o, ..., @, ...t ) € N™ est U'entier noté || et défini par
ol =01 4 oo+ .

Pour tout multi-indice @ = (a1, ..., @, ...c,) € N on définit P'opérateur de dérivation

0“ : D(Q) — D(Q) par :

N o oY Hon 8")“(,0
v 0= <8x(1)‘1> <8$?1) <8x%"> (p) = Ox{*...0z .0z (1.2.0)

Proposition 2.17:
Vp > 1, 'ensemble D(Q) est dense dans LP(S).
Preuve: Dans [11] Vo-KHAC KHOAN en donne une démonstration.

Définition 2.2: Convergence dans D({2) :
On dit qu’une suite {p,,, n € N} C D(Q) converge vers une fonction ¢ € D() s'il existe

un compact K contenu dans € tel que :

i)  supp(e,) C K, ¥YneN

i) 0%(y,) converge uniformément vers 0%, Va = (a,...,q,...ap) € N?

Définition 2.18: (Espace des distributions D'(Q) ):
On appelle espace des distributions sur €, ’ensemble D’(Q2) des applications linéaires T :

D(Q) — R telles que pour toute suite {gpj, je N} C D(), on a:
(¢j)jen — ¢ dans D(Q) = T(p;) — T(p) dans R

On notera (T, p) = T(¢) la dualité entre D'(Q2) et D(R).

On dira que deux distributions 77 et T5 sur {2 sont égales si elles le sont en tant qu’applications



de D(Q2) dans R :
(Th, ) = (T2,0) Vo € D(Q)

Remarque 2.19:
Les distributions généralisent la notion de fonction puisque & toute classe de fonctions
fe L?(2) on peut associer de fagon canonique et biunivoque une distribution notée Tf et

définie par :

<T77 ()0>D/(Q)7'D(Q) = <Tf7 S0>L2(Q) - /f(.%')(p(.%’)dl‘ VQP € D(Q) et Vf = f p-p sur Q
Q

On dira qu'une distribution 7' € D’(£2) appartient & L2() s’il existe une classe de fonctions

fe L3(9) telle que :

(T ey o = [ F@ela)ds, Vo & D)
Q
Définition 2.20: Convergence dans D'(Q) :
On dit qu’une suite de distributions {7}, n € N} C D'(Q) converge vers T dans D'(Q) si :

Ve e D(Q) : lim [(T,¢) — (T, )| =0

Remarque 2.21:
On peut identifier L2(£2) 4 son dual et comme D(€2) est dense dans L2(2), on a les inclusions
suivantes :

D(Q) C L3(Q) = (LA(Q)) c D'(Q)

Définition 2.22: (Dérivation dans D'(Q2)) :
Pour toute distribution 7" € D’(€2), on définit pour tout indice 7 € {1, ...,n} Popérateur de
dérivation % : D'(Q) — D'(Q) par :

Vo € D(Q), <ngi,<p> = (-1 <T= g;i>




Et en général, pour tout multi-indice o« = (aq,...,an) € N”, on définit opérateur de

dérivation 9% : D'(Q) — D'(Q) par : ¢ — (9°T, ) = (=1)lN(T,0%) Ve € D(Q) ie:

N N olal
@°T.0) = (1) |<T’ 8x‘f‘1...8xqf...8m?'{”> Yo € DY)

Définition 2.23: (Continuité dans D'(Q)) :
On dit qu'une application linéiaire A : D'(Q) — D’(Q) est continue si pour toute suite de

distributions {T,,, n € N} C D/(Q) I'implication suivante est vérifiée :
T, converge dans D'(Q) vers T = A(T,) converge dans D'(Q) vers A(T)

Proposition 2.24:

Pour toute distribution T € D'(Q) et pour tout multi-indice o = (a1, ..., @) € N”
Vopérateur de dérivation 9 : D'(Q) — D'(Q) est continu au sens de la définition précé-
dente et on a

0°T e D'(Q) VT € D'(Q)

Preuve :Voir en page 183 dans [11].

Définition 2.25: (Espace S(R™)

S (R™) est lespace des fonctions indéfiniment différentiables sur R™ & décroissance rapide
ainsi que toutes leurs dérivées) :

Pour tout multi-indice o = (aq,...,a) € N” et pour tout x € R", on pose : z% =

(x7, ...m?j, ..xg™), et on définit S(R™) par :

S(R") = {u € C®°(R"™,C) telle que : x*.D°u € LQ(R”)} V(a, f) € N x N"

On dira qu’une suite {¢,,, m € N} C S(R™) converge vers ¢ dans S(R") si ¢ € S(R") et
si la suite {2*D?(p,,), m € N} converge uniformément dans R" vers 2 D? () pour tout
couple de multi-indice (o, f) € N x N*. C’est a dire :

Lim <Sup

m—00 reR™

2 D%(on) - 2" D)) =0, Vi B) €N X "

10



Proposition 2.26: Densité de L’espace D((R") dans S(R").

D((R™) est un sous-espace de S(R™) partout dense dans S(R™).

C’est a dire que pour tout (o, ) € N* x N, tout ¢ > 0 et pour toute fonction u € S(R™)
il existe une suite {¢,,, m € N} C D(R") telle que :

Lim ( Sup

m—00 rER”"

D% (¢p,,) — a:O‘DBuD =0

Preuve : Voir [11]
Définition 2.27: (L’espace S’(R") des distributions tempérées sur R").
On appelle espace des distributions tempérées sur R™ ['espace noté S'(R™) des formes
linéaires T' continues sur D((R™) pour la topologie induite par celle de S(R™).
Définition 2.28: (Transformée de Fourrier d’une fonction).
Soit f € L?>(R™). On notera, pour tout (x,£) € R™ x R™ par x.£ le produit scalaire usuel
sur R™ défini par : x.§ = Xn: xi€;.
On appelle transformée del}'lourm‘er de [ la fonction notée F(f) (ou encore f) c R —
C définie par

€ FNE) = ——p [ f(@)e " da

(2m) 2 ke
Définition 2.29: (Transformée de Fourrier d’une distribution tempérée).

On remarquera d’abord que :
peSR") = pe SR

Soit T' € S'(R™) une distribution tempérée sur R™.

On appelle transformation de Fourrier de T' la distribution notée Teds (R™) définie par :

S(R™) +— C

~

T —1T: ~
R .

On désigne par (f,g) le produit scalaire dans L? (Q), i.e.

<ﬁm=Af@M@M%

11



et également le produit de dualité entre f € D' (Q) (espace des distributions sur ), et

g € D(Q) (espace des fonctions C* sur € et a support compact dans 2)

2.1.3 Espaces de Sobolev.  On introduit 'espace H™ () comme étant 1’espace
des fonctions v € L? (2) dont toutes les dérivées partielles d’ordre inférieure ou égale a m
prises au sens des distributions sont dans 'espace L? (Q2) .Ces espaces jouent dans un role
fondamental dans ’analyse des équations aux dérivées partielles.

Définition 2.30: Pour m € N, on définit:
H™(Q) = {u eD (Q) : D e L*(Q),] a| < m}

ou o= (ai,..,an), o €N, | a| =a1 + ...+ ap, et D*=07"...05" ot J; = —.

&cj
On munit H™ () du produit scalaire

(u,v),, = Z / D%u(z) D% (x)dx
| al<m 7 ¢
et la norme associeé a ce produit scalaire

1/2 1/2

fillgmey = | 3 /Q Dou@)Pd | = S D%

| a|<m | a|<m

On introduit ensuite :

Hg () = adhérence de D () dans H! ()

= sous-espace de H! () des fonctions “nulles” sur T' = 952.

Puisque (par définition) D (£2) est dense dans Hg (), on peut identifier le dual H ! ()

de H} () a un espace de distributions sur €2 :

H(Q) = (H§ (),
HY (Q) — L*(Q) — H ' (Q) — D (Q).

12



Les injections dans () sont continues. Les éléments de H ! (Q) sont sommes de dérivées
de 1°" ordre de fonctions de L%(Q).

Proposition 2.31: ( [14], tome 3 p 880)

1/ St my > mg, H™ (Q) est contenu, avec injection continue, dans H™2 (§2).

2/ H™ () muni du produit scalaire (.,.),, est un espace de Hilbert .

Remarque 2.31:

On a pour ¢ € H%(Q), Ay € L3() et pour I assez réguliére

C ”SD(t)HHg(Q) < lAg®)];

Théoréme 2.32: (Formule de Green)
Pour tout u € H3(Q), v € HY() on a

—/ Auvdx:/Vqudx—/auvda
Q Q r on
ou

o, — est la dérivée normale de w a I' dirigée vers l'extérieur.

an
De fagon générale, X étant un espace de Banach, on désigne par L? (0,7;X),1 <p < o0

lespace des (classes de) fonctions t — f(¢) de ]0,7[ — X qui sont mesurables & valeurs

dans X et telles que

T 1/p
(/ Hf(t)ll’igdt) 1l < 0

si p = 0o, on remplace la norme précédente par

sup ess ||f ()|l x = [1fll poo 0,7y x) < 00
t€)0,T]

L’espace normé LP (0,7; X) est complet. (Voir [14])
Soit Q1 C €, on définit L(0,T; LP(£21)) comme étant espace des fonctions w € L?(0,T; LP(2))

telles que w(z,t) = 0 p.p. dans O\, ot 1< ¢ < oo, muni de la norme
T 1/q
oo = ([ 10EDngy) -

13



Sig=o0

1wl oo (070 (2)) = fup ess lw(t: @)l Lr () -

On définit de la méme facon les espaces LI(0,T; Hi(€1)), 1 < q < c0.

Remarque 2.33: ([14])

Soit (X,Y) un couple d’espaces de Banach avec X — 'Y (injection continue).

Alors, on a LP (Ja,b[; X) — LP (Ja,b[;Y), 1<p<oo,etD (Ja,b[; X)— D (Ja,b[;Y).
Remarque 2.34:

Les espaces L?(01), (resp. HY (1)) s'identifient a des sous espaces fermés de L*(Q2), (resp.
HE(Q)),V te]0,T].

Théoréme 2.35:.

Soit w: Q x]0,T[ — R une fonction mesurable, alors w (x,t) =0 p.p dans Q\Q1 et pour
tout t € 10, T si et seulement si w =0 dans 2 x 0, T[\Q.

Théoréme 2.36:.

Si v est une fonction de HE(Q) (resp. L?(1)), alors la fonction ¥ prolongement de v
par 0 sur O\ appartient o HE(Q) (resp. L?(Q)).

Preuve :

Si ¢ est une fonction de D(£21), il est évident que la fonction @ prolongement de ¢ par 0

dans O\ £, appartient & D(£2), de plus on a

1@l 2 ) = ol 2 o) -

Ainsi I'application ¢ +— @ est lineaire continue de D(€;) muni de la norme induite par
H(Q) dans H}(Q1). Elle se prolonge donc par continuité en une application linéaire

continue v — ¥ de H}(Q1) dans H}(Q) et on a

v presque partout dans §2;

0 presque partout dans 2\ £2q

En effet, si (¢,,) est une suite de fonction de D(€;) qui converge vers v dans Hg (1), (2,,)
converge vers v dans H}(Q), donc dans L?(Q), et de la suite (¢,,) on peut extraire une

sous suite (goM) telle que (&u) tend vers v presque partout dans €2, d’ou le résultat. W
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On désigne par D' (0,T; X) 'espace de distributions sur |0, T[ a valeurs dans X, défini par
D' (0,15 X) = L (P (10, T X).

Si feD (0,T;X), sa dérivée distributionnelle premiére est définie par

(Z0)=-(12). voeD0.1D.

On introduira quelques lemmes qu’on utilisera ultérieurement.
Lemme 2.37: (Sobolev -Poincaré) ([14])
Si

2<q<

n—2’
alors

lull, < C(Q,9) [Vully, pour u e Hy(Q).

Lemme 2.38: (14)

Si f € LP(0,T;X) et % € LP(0,T;X) (au sens des distributions) (1 < p < o), alors
feC(,T;X).

Lemme 2.39: (14)

Soit U =10,T[ x Q un ouvert borné de R x R", g,, g des fonctions de L(0,T;L%(S2)),
1 < q < oo telles que

”guHLq(QT;Lq(Q)) <C, VpeN

et

9u — g p.p- dans U

Alors g, — g dans L% (faiblement)
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IIl. EQUATION DES ONDES AVEC UN TERME NON LOCAL EN
TEMPS ET UNE DISSIPATION INTERNE FAIBLE

3.1 Introduction

Dans cette partie on s’intéresse a I’étude du comportement asymptotique d’une équa-
tion intégro-différentielle. On montrera que ’énergie du systéme décroit exponentiellement
vers zéro, quand le temps tend vers 'infini, en présence d’une dissipation linéaire. Nous
considérerons le probléme de I’équation des ondes suivante avec un terme non local en

temps et une dissipation interne faible.

Ut + aur = Au — f(f h(t — s)Au(s)ds, dans Q x R
(P1) § u=0,sur I'x Ry (3.1)
u(z,0) = up(z), ue(z,0) =ui(x), dans €2

ou 2 est un domaine borné de R™ a frontiére réguliere I' = 99. les fonctions ug(x) et ui(x)
sont les données initiales et la fonction de relaxation h(t) ou bien le noyau sera précisée

plus loin

Ce probléme modélise certains phénomeénes en viscoélasticité, (voir [32] — [7] pour
la discussion de 'origine de ces modeles). Des problémes similaires et aussi des versions
non linéaires ont été discutés par plusieurs auteurs (voir [3], [6], [7], [12], [32], [30]).
D’autre part, le taux de convergence n’a pas été trouvé. Dans tous ces travaux I’hypotheése

suivante sur le terme noyau

’

W (t) < —nh(t), Vt >0

a été imposée.

Dans ce travail on donnera un taux de convergence explicite pour la solution du
probléme (1). C’est l'objectif de ce chapitre. On montrera que la solution est expo-
nentiéllement asymptotiquement stable pourvu que le noyau qui apparait dans le terme

mémoire soit aussi exponentiellement décroissant vers zéro. De plus, nous remplagons

I’hypothese ci-dessus qui est fréquemment utilisée par les conditions

K (t) <0 eteh(t) e L'(0,00), pour un certain o > 0.
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Une famille d’exemples intéresants peuvent étre construits en considérant des fonctions

ot pour un certain o > 0 et qui sont constantes dans de petits intervalles.

décroissantes e~
Dans ces petits intervalles ou la fonction est constante la condition &' (t) < —nh(t), ¥t > 0
n’est pas satisfaite pour tout n > 0. On peut avoir pour cette situation des fonctions
décroissante & droite d’un point tg. on peut considérer une suite d’intervalles dénombrable
dans ce second cas. Autre type d’exemples consiste a choisir des fonctions de la forme:

1
(1 4+n2™)e ™ — 2" "t, sur [n,n + 271]

1
h(t) = e '+ (n+1)2" 0™ — 276t sur [n 4+ 1,n+ 1+

2n+3>

e~t, presque partout ailleurs

+0o0
pour n > 3. On peut facilement voir que / h(s)ds < Ce™" ce qui implique que
t

+oo
/ h(s)e**ds < C  pour tout 0 < a < 1. D’autre part on a limsup,_ . h(t) = 1/e
0

et donc limsup,_,, h(t)e’ = +oo pour tout § > 0. En conséquence la condition

h'(t) < —nh(t),Vt >0

ne peut étre satisfaite.

Enfin on établit une nouvelle fonctionnelle de Lyapounov. On modifie I’énergie clas-
sique associée en ajoutant des termes convenablement choisis pour neutraliser les termes
indésirables. On discutera aussi le cas a = 0, ce qui signifie qu’il n’ya pas de dissipation
interne. Dans ce cas on montre que le terme mémoire induit une dissipation faible qui est

suffisante pour conduire le systéme vers 1’équilibre.

3.2 FExistence et unicité

Théoréme 3.1:
Supposons que la fonction h est continue et que (ug,u1) € Hg(Q) x L*(Q).

Alors le probléme (1) admet une solution unique telle que

u € L™®(0,00; H} (Q)), ur € L(0,00; L2()), uy € L*(0,00; L*(Q)).
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Preuve: Dans cette section, on montre ’existence et l'unicité de la solution forte du
probléme (3.1). Premiérement on considére la solution faible et en utilisant la densité, on
prolonge le méme résultat pour les solutions fortes .On multiplie formellement la premiére

équation du systéme (3.1) par w et on intégre sur 2, on obtient alors:

t

/uttwdm — /Auwdx + /w/ (t —s) Au(s)dsdx + /utwd:c =0.
Q Q Q Q

0
L’application de la formule de Green donne :

t

/uttwd:z:—i—/Vqudx—/guwdf—/Vw/h (t—s)Vu(s) dsdx—l—/utwda: =0, YweV
n
Q Q r Q 0

ot V = H(Q).Comme u = 0 sur I' alors la premiére équation de (3.1) devient :

t

/uttwde‘ + /Vqudm - /Vw/h (t —s) Vu(s)dsdx + /utwdm‘ =0,YVweV (3.2
Q Q Q 0 Q

D’ou la formulation varationnelle du probléme (3.1) :

Touver u (t) €V telle que :
t

(gt W)y + (Y, Vi) — /h (t = 5) (Vuu(s), Viw)g ds + (ug, w)g = 0, Yw €V
0
Les solutions fortes du probléeme (3.1) avec conditions aux limites v = 0 sur I' ne peuvent
pas étre obtenues par la méthode des bases speciales, une base formée par les fonctions
propres ne peut pas étre utilisée pour le systéme (3.1). Ceci, conduit a dériver par rapport
au temps ¢ la formulation varitionnelle précédente. En estimant uy (0), on rencontre de
sérieuses difficultés. Alors, pour éviter ces difficultés, on transforme le probléme (3.1), en

un probléme équivalent avec une condition initiale égale & zero. Pour cela, on effectue le
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changement de fonctions suivant :

v(z,t) =u(z,t) — @ (z,t)
avec (3.3)
P (x,t) = up (z) + tug (x), (x,t) € Q x]0,00[

ce qui permet d’obtenir :

Ut = Vgt iAu=Av+AD ;up = Oy + v = v + ul ()

t t t
/h(t—s)Au(s)ds:/h(t—s)Av(s)ds+/h(t—s)A<I>(s)ds
0 0 0
u=0surI'= v=0

Donc le probléme équivalent a (3.1) s’écrit :

vtt—Av+/h(t—s)AU(s)ds+(v+<I>(t))t:F dans Q x 0, 00|

(P) 0 (3.4)
v=0 surl

v(0) = v(z) =0 dans Q

\
Avec

F=A®— [h(t—s)Ad(s)ds
/

Pour 'existence et 'unicité de la solution, nous supposerons que le noyau h satisfait aux

conditions suivantes:

8

H1) h(s)ds <1

o

(3.4
H2) :—nh(t) <K (t) < —=£h(t) ,pour tout t >0

H3) 0<h"(t) <Ch(t)

Notons que si v est solution de (3.4) dans [0;7]; alors u = v + ® est solution de (3.1)
sur le méme intervalle. A partir des estimations qui seront démontrées ci dessous et en

utilisant les méthodes standards, on prolonge u a lintervalle (0,00). Il suffit, donc de
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montrer que le probléme (3.4) a une solution locale, qui sera établie par la la méthode de
Faedo-Galerkin.
Soit (wy,), une base dans V N H? () orthonormale dans L? (Q2), et soit V;, le sous espace

engendré wy, wa, ..., W, et soit
m
t) = Z%‘ (t) w;
j=1

une solution approchée du probléme de Cauchy suivant :

(v, w)g + (Vum, Vw)g h(t— ) (Vum (s), Vw)g + (v, (t) + D' (t) ,w (t))g

O\w

(3.5)
F(#)

w)g, YweV,

Par les méthodes standards des équations différentielles, on peut prouver l’existence de
la solution du probléme (3.5) sur [0;t,,], ensuite cette solution peut étre prolongée a
I'intervalle fermé [0; 7.

Estimation a priori : Premiére estimation (estimation de vy, et v),)

On pose vy, =7 () w; dans (3.5) et on fait la somme sur j avec vy, (0) =0,

{3 I O+ 5 190m Ol | + (0t (0 + 0 (0110 (0 + 0 (g
= (F(t),v],(t)q+ % /h (t —5) (Vo (s), Vo, (1)) ds (3.6)
. 0 0,0 '
—/h' (t—s) (Vom (s), Vom (t)qds + (v), (t) + @' (t), D (1))

0
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De l'inégalité de Cauchy Schwartz et de I'inégalité (3.4") on obtient :

t

/va (t) /h' (t — s) Vo, (s) dsdz
Q

0
5/ Vo, (t)]2 dz

t 2
/(/h (t — )| Vo (s )ds) dx+22\|va(t)H2 (3.7)

0

1 th t— ) | Vo (s)]? dsdx+—2|]va( )12
() o

0

-

| 1th(t—s)|va(s)|dsdsu i
[ |

Q 0

IN

t

/\

2
< 3 WMlisany [ [0=5)1om () dsde+ 5 190 (2
Q0

Ensuite, combinant (3.6) et (3.7),(3.8) on peut écrire :

d 1
5 {31 120+ 3 IVe OIE0 ) + /rv 0+ () do
IF @I+ I OF

2
e 10 / (£ 3) [Fom ()25 + & [Vum O
0

—i—% (/h(ts)(va(s),va(t))st) + (vy, (1) + @' (1), D' (1))

0
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Inteégrant (3.8) sur l'intervalle0, ¢], et notons que l'inégalité de Cauchy-Schwarz et sous

I’hypothese vy, (0) = v}, (0) = 0. On obtient :

I 020+ 5 ||wm<>um+//|v (1) + @ (1) dsdz

t

1
2/||F WPds + 5 [l (1P ds

0 (3.9)
3 1l a0 // 5= 1) [Vom (s rdrds+/uwm )12 ds
+ [ h(t—s) (Vo (s), Vo (t))gds+ t)+ D' (t), P (t))qds
/ om0
On a d’autre part:
/ h(t = 5) (Vom (5)  Vom () ds
0
< 90m @) [ (¢ = ) Vo (5)] ds
o t (3.10)

1 2
4770/h(8) ds/h (t—5)||[Vom (s)]|" ds

0

<0 ||V ()| +

1
< 01V (O + - 1 a0 1] 200 / IV 0m ()12 ds
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alors :

1 / 2 /

5 llom ®lloa + IIva Mea+ Iv t) + @' (t)|* dsdx
1
S HF )12 ds + IIU s)|I” d8+*||h||Llooo HhHLOOOoo IIWm s)|I” ds
2

52
Vv ()11 ds + 1| Vom ()] + HhHLl(oOo HhHLoo(ooo Hva s)||? ds

// W () + @' (¢)]* dsdz + //|<I>’ )P dsda

Q0

qu’on peut écrire:

ot (D130 -+ (1= 20) [ Vo (¢ Hm+//rv 0+ (1) dsdo

t
/yF )i ds—i—T/\ul\Qd:c

0 Q
1 2
[ Tl @1+ (€4 (14 5 ) Wlliso [l 0 ) 190 5]
0
(3.11)
Appliquons le lemme (2.16) (Lemme de Gronwall), pour cela posons
6 (t) = min (1,1 = 20) [}, (DI 0 + IVom 0] -
C = F (5)l2oz.s20ay + T
1
60 =50 (L€ + 3 il [l g ) = D = consante
On en déduit que
<C/¢ s)ds, p.p. t €[0,T7,
c’est a dire
2
e )] o + [V0m (D12 < CDT = Cy (T) (3.12)
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La constante Cy (T") > 0 est indépendante de m, et t € [0, 7], on a

v, € L= (0,T,L*(Q))
vm € L (0,T,V)

(3.13)

Seconde estimation (estimation de v!!)
Premiérement, on estime le terme v/, (0) dans la norme de L? (), posons w = v/, (0) dans

(3.5) et notons vy, (0) = v), (0) = 0, trouve que :

(v, (0) v, (0)g + (@' (0), v, (0))g = (F (0), vls, (0))g,
v, (0)]1% = = (@' (0), s, (0)g + (F (0) ,v/%, (0))g,
g, (0)]1% < v, (0)]I (@ (0)]| + |7 (0)]])

on en déduit qu’il existe une constante indépendante de m , Lz = |9’ (0)| + ||F (0)|| telle
que:

[Jom (O)]] < Ly (3.14)

Maintenant, en dérivant (3.4) par rapport a ¢ et en multipliant le resultat par 77 (¢) et en

sommant sur j et en intégrant sur §2, on obtient :

(Giveeh )+ (Tetn Tot)o = 5(0) (Vo (0,91
- / W (t = 5) (Vom (5), Vol )g ds + (o, () + @ (8) ,off, (1) = (F' (), l)g,  (3-1)
0
Um (0) =2, (0) =0

On écrit le troisiéme sous la forme:

—h(0) (Vo (t), Vuy,) o = —h (0) % (Vum (t), Vo)) o + 1 (0) ||or, (t)||2
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et aussi le quatriéme terme

/h' (t — ) (Vom (s), Vo, (t)q ds
0

c;lt[/h/ (t—=15) (Vum (s), Vo, (t)q ds} — 1 (0) (Vvm, Vvl,)g

0

R (t — s) (Vom (s), Vo, (t))q ds

Sl S ~~—~w-

[ 1= 5) (Vo (5). 944 (0 ds} 1 (0) 5 [V

0

' (t —s) (Vom (s), Vo), (t))q ds

o _

En insérant ces derniéres expressions dans (3.15) on trouve:

d

% 31 O + 5194, <>H] ). Vo ()g + b (0) [V, ()

0L (v
) 3t
d t
dt /h’ (t—s) (Vom (s ] + (0 7vam” + o, (01
0

t

—I-/h”(t—s)(va() Vul,

0
= (F' (1), v, (H))q
qu’on peut écrire:
7 [1 e OIF + 5 1945, “)”2} 1 (0) [Vl (O
t
i /h/ (t—s) (Vom (s), Vo), (t))q ds
’ (3.16)

' (0) (Ve (1), Vol () + 5 (0) 5 (Tl (6), Vom ()
t

= (F' (1), vy (t)g +

- / WYt~ 8) (Vom (5) , Vel () ds — [0, (£)]2

0
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En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz, et I'inégalité de Young, on obtient :

(B (1) v (0)g < 5 1F O + 5 Hv Ol

0 (9 ), 90ty () < PO o, 012 4 5, 190, 01

/h” (t = 5) (Vum (s), Vg, (8))q ds < [V, (1)]] /Ch (t —5) [Vom (s)| ds
0

t

< b |90}, ()P + & ||h||L1(OOO /h (t— 5) [V () ds
0

< 531V, (1) +<> 1ll 0.0y 1P e 00 / V0 (5)]1% ds

< Vo, (@)l

/h’ (t — ) (Vo (s),Vu, (t))q ds /fh (t—s)||Vum (s)] ds
0 0

< 54|Vl (8)]? +” 1l 0.0 1Pl o 00 / Vo (5)]? ds

Donc :

i 1 " 2 1 / 2 / 2
g |3 lom I + 5 [V, @)l } + h(0) [[Voy, ()]

1 3 d
<SP O + 2 o P+ 2 {54 19000 17+ E7 1y Wl / o (5] ds]

\)

2

\ 2
O 0 I + 82 1924, 0] ]

OO0 o, 017 4 5293t 017+

t
185 Vet ()] +” 1ll 0.0y 1A 2o 00 / V0 (5)]1% ds

(3.16)
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En intégrant de 0 A ¢, et tenant compte (3.16) , v, (0) = v}, (0) , on obtient :

1
5 v @17 +*HV ()" +h (0 /IIW s)|* ds

1
2/||F' )P ds + /||v" ) ds 454 [V, (1)

§
+(45) 170122 0.00) 1Pl 0.0 / V0 (5)]7 ds + & / [V (5)]% ds
h\
+52/ V25, (5)] ds +(4()>||v (O + 02| Vos, ()]

9 t t
+4s / Vet (1P ds + S Wl 00y 1l 0. | ( / wm<s>2ds> ar
0 0

qu’on peut écrire:

S Iofh ) + <—52) |70, (1)

_2/|F' @i as + Ly, ey

/ [ ()] ds
2
L s w0y [ ( [1ven <s>2ds) ar
0 0
t
Oy
_|_
/

3
5 lvm (s I + (5 + 455 1Plri000) IRl Lo (0,00 = (0) 402+ 53) IV, (t)||2] ds
Pour 09 < , Vo (B)]] < (C1(T)), 62+ 63 = h(0), en posant

() = min (1,1 - 260) (3 It O + 5 195, 1%

1 K (0))? 2
= JIF O Barasmy + T (1€ 0] + L gy 1l 0y 72 (0 0

3 2
00 = ( 3204+ S g0y Wm0
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et en appliquant le lemme de Granwall on vérifie que
1 2 1 2
5 v O+ 5 [V, @ < G2 (T) (3.17)

On en déduit que:
vl € L™ (0,T, L* () (3.18)

Passage a la limite :
Des informations données par les estimations (3.13) et (3.17) on en déduit que I'on peut

extraire de la suite (v,,),, une sous suite notée encore (vy,),, telle que :

U — U dans L* (0,7T,V)
) dans L*> (0,7,V)

vt = v” dans L* (0, T, L* (Q2))
D’otu lexistence d’une solution pour 7' suffisamment grand.
Unicité :

Soit vy, ve deux solutions régulieres du probléme (3.5). Alors, en posant z = vy — v2 on

vérifie :
(z”(t),w)g—i—(Vz /h (t—s) (s),Vw)q (vi (t)—vé(t),w(t))Q:O
’ (3.19)
pour tout w € V.
Posons w = 2’ (t) dans (3.19) , il s’ensuit que:
(z"(t),z'(t))9+(Vz( Q /h (t—s) (s),VZ ())st—i—(z'(t),z'(t))ﬂzo
0

Donc

G {51 O + 31V 0+ [ O = - [56 -5 (720,92 @),
0

28



puisque

t

/h (t —s) (Vz(s),Vz(t))ds = —h(0)||Vz(t)|* - /h' (t—s)((Vz(s),Vz(t)))ds
0

0

+% (/h (t—1s)(Vz(s),Vz(t)) ds)
0

(3.20)
Alors, sous les hypotheses (H1) on obtient
d (1, 2 1 )
i {312 @r+ 5w
2 1 ¢
2 2
< S IV2 O + 5 [l [ 5172 ()1 ds o)

—i—% (/h (t—3s)(Vz(s),Vz(t)) ds) —h(0)[|Vz (t)H2 + |2’ (t)H2

0
Integrons la derniére inégalité sur (0,t), on déduit que

1 1
SI2 @12 + 5 192 )

¢ t r
¢ 1

<1V @ ds+ 5 bl sy [ Bl =) 1V2 ()] drds
t 0 00

2 / 2
+0/h<t—s> <Vz<s>,w<t>>ds—h<o>0/||w<t>u ds+0/|rz ()] ds
(3.22)

Nous avons les estimations suivantes :

t t
1
/h (t =) (Vz(s), Vz (1)) ds < | Vz (t)|* + n 1721l 21.0,00) 1]l oo (0,00) / IV ()] ds
0 0

(3.23)

En intégrant de 0 a ¢ et en remarquant que :

a

/ s / B (s — ) V2 (s)]2 dr = / dr / B(s — 1) V2 (5)]2ds < 1Bl ey / V2 ()2 dr
0 0 r 0

0
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on obtient :

31201+ (5 =) 19012

t

t
¢t 1
< 51 IV (6)]* ds + 3 hllzr0,00) [ 1t = 5)[[V2 (6)]* ds
0 0

t t t
1
T / I (1P ds + - Bl [Pl / V2 (8)]2 ds — h (0) / V2 ()2 ds
0 0 . 0

Lo ¢ 1 2
< (5100 + 5 = A O+ 1 Whlls0m Bl ) [ IV2 O
0

d’ou
. 1 / 2 1 2
min (1,1 - 20) |5 |12 @2 + 5 V= ()]

t
1 1 1 1
< [[517 OF + 3190 s 2 G+ 5 bl + 52 113000 [l 0.0 5
0

En appliquant le lemme de Gronwall, on trouve :
2
12 @&+ 1V @) =0

ce qui montre qu’on a z = v; — vy = 0 presque partout.
Existence des solutions faibles:

Supposons que {u’,u'} € V x L? (Q) ,puisque I’ensemble
D(-A)={ueVNnH*(Q); u=0sur I}

est dense dans V et HE () N H?(Q) est dense dans L? () alors il existe deux suites
(un), >0 C D(=A) et (uy), ., C Hy ()N H?(Q) telles que :

O — u? fortement dans V' (3.24)

Up

u — u' fortement dans L? () (3.25)

n
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De plus

0 _
u, = 0sur I’

alors pour chaque n € N, il existe u, : £ x (0,00) — R une solution du probléme (3.1)

verifiant :
t
ult +ul, = Auy, — [ h(t — s)Auy(s)ds, dans Q x R,
0
Uy, = 0, sur I'x Ry (3.26)
Un({L',O) = U‘?L(m)? ’U,,n(CC, O) = U,ll(l'), dans Q
En tenant compte des arguments utilisés dans la premiére estimation, on obtient
t
/ 2 2 / 2
lup, ()| + [V (2)] —i—//}un ()| dwds < L (3.27)
0 Q
ot L constante positive indépendant de n € N et t € [0,7]. Posons zp, = upm —
U,  m,n € N ou upy, u, sont deux solutions réguliéres de (3.26)correspondantes a

ud (z),ul (z),ud, (z),ul, (), suivant les mémes étapes que celles utiliseés dans 1'unicité

des solutions fortes de (3.5) et tenant compte de (3.24) et (3.25) on déduit qu’il existe
u:Qx(0,00) — R
une solution réguliere du probleme (3.1) telle que :
U, — u fortement dans C° ([0, 7], V) (3.28)

ul, — ' fortement dans C° ([0,7],L* (Q)) (3.29)

n

D’aprés (3.28) et (3.29), on a aussi

ul, = u' faiblement dans L? (0, T, L? IT)) (3.30)
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D’aprés les convergences précédentes, on peut passer a la limite en utilisant des arguments

standards afin d’obtenir

¢
u +u — Au+ /h(t —$)Au(s)ds =0 dans L? (0,00, V") (3.31)
0

Caractérisation des conditions aux limites:

Considérons le probléme elliptique suivant :

—Ap =1 dans Q
(3.32)

p=20 sur I

ou u est la solution faible de (3.5), verifiant (3.31). Tenons compte de la régularité de la

frontiere I' de ©, de classe C? , on a
pe L?(0,00,H) (3.33)

ou

H={ueV, Aue L*(Q)}

Maintenant on va montrer que
¢
u— /h (t—s)u(s)ds=—p' —u' dans H;} (0,00,V") (3.34)
0

ou Hgolc (0,00, V) est le dual topologique de H&LOC (0,00,V) , En effet d’aprés (3.31), on

obtient

t
A u—/h(t—s)u(s)ds = 4 dans L3, (0,00, V"),
0

et d’aprés (3.34) on a

t
—A u—/h(t—s)u(s)ds = Ap' + Ap dans D},.(0,00,V),
0

32



Soit # une fonction de test de D (0, 00)
¢
(—A |u— /h (t—s)u(s)ds| ,0) = (—Ap, 6" + (Ap, 6) dans V', Y0 € D (0, 00).
0
on integre sur (0.7") on obtien

T t T T
(—A)/ (u — /h (t—s)u(s) ds) 6 (t)dt = /(—A)p (t) 0" (¢) dt—/(—A)p (t)0(t)dt dans V'
0 0

par conséquent

T t T T
u— [h(t—s) Au(s)) O@t)ydt= [pt)0' (t)dt— [p(t)0(t)dt dans V.
/(-] froro]

0 0

D’ou :
t

u/h(ts)Au(s)ds:p'u’ dans Hj . (0,00,V),
0

On considére 'opérateur dual trace suivant
Yo : Hy . (0,00, V) — H; ! (0,00, L* (I))

dont la construction et les propriétés peuvent étre trouvées dans Milla Miranda [34] ,

d’apres (3.34), on obtient:

¢

Yo (u - /h (t —s)Au(s) ds) = —7op' — Jou' dans H;! (0,00,V),
0

Tou = —ToP' — Top

ou

Yo:H — H™2 (D)
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est 'opérateur trace classique . Donc :
t
Yo u+u'+/h(t—s)Au(5)ds =0, sur I’
0
Ce qui achéve la démostration.

3.8  Comportement asymptotique

Dans cette section, nous présentons et nous démontrons nos résultats.
Premiérement nous supposons que le noyau h(t) est une fonction de C1(Ry,Ry) qui sat-
isfait & :

(A1)  A(t) <0 pourtout teRy,

(A2) 1— [h(s)ds=1—h=1>0,
0
(A3) e h(t) € LY(Ry) pour a>0.

Ensuite , on définit 1'énergie classique associée & (3.1) par:

E(t):;/(ut|2+|Vu\2) da.
Q
Théoréme 3.2:
Si les hypothéses (A1) — (A3) sont satisfaites, alors l'énergie de (3.1) décroit de fagon
exponentielle vers zéro, c’est a dire, il existe deux comstantes positives C et 5 > 0 telles
que

E(t) < Ce Pt t>0.

Preuve:

La différentiation de E(t) par rapport a la variable ¢t donne

¢
dl;it) = —/|Ut|2dl‘+/VUt/h(t—S)VU(S)del‘. (3.35)
Q 0

Q
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Posons,

¢
(hOVu)( //h (t — s) |Vu(t) — Vu(s)|? dsda,
0

il est facile de voir que

a

%d (hOVu)(t) = —fVutfh t — s)Vu(s)dsdx + = (h OVu)(t)
(3.36)
;{(fh ds> f]Vu| d:z:} - fh f|Vu| dzx.
Alors, définissons
t
e(t) = ;/lut|2dx+; (1 _ /h(s)ds) /yvu|2d:c+ %(hDVu)(t),
Q 0 Q
e (3.36) et (3.37) on obtient,

() = —/|ut|2dm— ;h(t)/|Vu| do+ + (h OV (8). (3.37)

Q Q

Remarquons que de ’hypothése (A1) on a
eit)<0, t>0

De plus, de la définition de e(t) et (hOVu)(t) et de 'hypothese (A2), il existe une constante
M > 0 telle que:
E(t) < Me(t), t>0. (3.38)

H,(t)=e " [ h(s)e**ds ou a>0
t
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En utilisant 1’équation (3.1) de notre probléme, nous obtenons

as(t)

= [ |w|?dz + [ uyudz

¢
= [|ws|* dx — [wpude — [|Vu|®de + [ Vu [ h(t — s)Vu(s)dsdz.
Q Q Q Q 0

Il est clair que,

t 1 1 t 2
J Vu [ h(t — s)Vu(s)dsdz < = [| \Vul? do + —f <f h(t — S)Vu(s)d.s) dx
Q 0 2 Q 2tQ 0 .
;({|Vu]2dx—|— 1fh(t — s [ [t =) [Vu(s)] dsd

t
[ |Vul? da:—i— ffh t—s)|Vu(s)|? dsdz.
Q Q0

1
2 2

Par conséquent,

( ) < [|w)?de — [wudz — [ |Vul? dz

@ ) _‘; : @ (3.39)
+= [|Vul?dz + = [ [ h(t — s) |[Vu(s)|* dsdz.
Q 2 Q0

l\DM—‘&

En dérivant la fonctionnelle W(t) par rapport a ¢ et en utilisant la formule de Leibnitz, on

trouve,

t

400
T [ s | [1vutas = [ [ b -9 Vats)dsds - av(e). (340
0 Q

Q0

On introduit maintenant la fonctionnelle
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avec 0 < e < 1etn>0. Des relations ci-dessus (3.37), (3.39) et (3.40) on vérifie que

dV(t) _de | dB(t)  d¥(1)
dt dt a T a

1
< —f\utIQdac—fh( )f\Vu] de + = (h OVu) )—i—sf\ut]?dac

¢
—sfutuda:—sf\Vu| dx + = f|V 1 dx TSIl ff (t — s)|Vu(s)|* dsdx
Q0

+n < Of h(s)eo‘sds> S{ \Vul? de — ng{ofh(t — 5)|Vu(s)|? dsdz — an¥(t)

C“tht) <-—(1 —5)f|ut|2dx - [; -7 <+fooh(s)e“8ds>] J \Vul? d
1 ) Cea—ny 1 (3:41)
+5 (W OVu)(t) = £@(t) — an¥(t) - (n— 5 )ffh s) [Vu(s)|? dsdz.
Q0

Si on choisit « tel que
+0o0
1

/ h(s)e**ds < -1

0

alors, on peut choisir 7 tel que

+o0 -1
8(12_ ) <n< g (/ h(s)eo‘sds> .

0

¢

Par conséquent, les coefficients de [ |Vu|? dz et J [h(t—s) |Vu(s)? dsdz dans (3.41) sont
Q Q0

négatifs. Ajoutons et soustrayons le terme p(hOVu)(t) au membre de droite de (3.41),

ensuite utilisons 'estimation

(hOVu)(t) = g Of ht — s) |Vu(t) — Vu(s)|* dsdz

t
<201 1) [|Vul*dz +2 [ [ h(t — s)|Vu(s)]* dsdz
Q Q0
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on trouve N
d o0
V() < — °_ n h(s)e®ds | —2(1 = p| [ \Vul? do

—(1— e)hf Jug|* daz — e®(t) — an¥(t) — p(hOVu)(t)

- (77 - 8(12_1) - 2,u> S{Ufth(t —5) [Vu(s)|? dsdz.

Finalement, nous choisissons p suffisamment petite telle que le coefficient entre crochet

soit positif. Par conséquent, il existe une constante positive 8 > 0 telle que

av(t)
dt

< —BV(t), t>0.
On en déduit que
V(t) <V(0)e P, t>o.

De la définition de V (¢) et de e(t) , on conclut ’assertion du Théoréme 1.1. La preuve est

ainsi achevée.

3.4 Le cas a=0: (absence de dissipation)

Si h satisfait a la condition supplémentaire ‘h/ (t)| e’ € L'(0,00) pour certaines

valeurs de ¢ > 0 , alors il est possible de démontrer la décroissance exponentielle de
I’énergie sans la dissipation interne qui est le cas a = 0. La situation est plus intéréssante
que le premier cas étudié & partir du moment que seule la dissipation faible présenteé par le
terme mémoire intervient. On aurait montré que le terme mémoire tout seul est suffisant
pour conduire le systéme vers 1’équilibre de maniére exponentielle. La démonstration
ressemble & celle faite dans le théoréme précédent, il suffit de montrer comment compenser
le terme — [, lug|* dz dans (2) qu’on perdra en choisissant a = 0. Pour arriver a cette fin

premiérement on introduit les fonctionnelles

(t) := [wudz
Q
A(t) == — [ [y h(t — ) (u(t) — u(s)) dsda

L(t):=e(t)+e®(t) +nA(t)
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et on montre le résultat suivant:

Proposition 3.3: 1l existe deux constantes positives p; et py telles que
pre(t) < L(t) < pge(t) tout t >0 (3.42)
Preuve: des inégalités

[ wudz < - f|ut\ dm‘—i—ChWu )| dz
0

2 Q
1 C, [t
U(t) < ff|ut| de+ =2 ( [ R(s) ROV (t)
2 Q 2 0
1 _
< = [ | d 4 @hhmvu( t)
24 2

ou C), est la constante de I'inégalité de Poincaré, nous avons
1 1 —
L(t) < 5[ +6+n]/|ut|2d9:+ 3 [1—h+eCy] /|Vu( )P da + = [1+7)h0 | ROV (t)
Q Q

et d’autre part on a :

1 1 _
L(t) > 5[1—5— /|ut| dx+2[l—h—60 /|Vu |dx+ [—nth]hDVu(t)

1
Pour de petites valeurs de € et p telles que e <min< 1, —— » et p < min {, 1- 5} ,
c, e

il existe deux constantes positives p; et p, telles que (3.42) soit satisfaite.

En posant

V(t) =e(t) +e®(t) + nA(t)
W (t) =V (t)+ pul'(t) = e(t) +e®(t) + oW (t) + nA(t) + pl'(t)
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ou

3 ~
F(t):/Q/O Hy(t — s) |Vu(s)|? dsdz

avec

“+o0o
H,(t) = e_gt/t }h/(s)‘ e??ds.

On montre le résultat suivant:

Proposition 3.4: Il existe des constantes positives &;,.£5.. telles que
& [E )+ hOVu (t)] < W (t) < &[E (t) + hROVu (¢) + D(¢)] (3.43)

pour tout ¢ > 0
Preuve:
Nous commencons par montrer le membre de gauche dans I'inégalité précédente, en effet

nous avons d’apreés la proposition3, ,
L) = () +eD(t) + nA@)®) = pre (1

> [i/ o+ (1 -/ h“)ds) [19uft da-+ 540700
Q 0

1 1 1
> oy 2/|ut\2dm+2(1—Z)/\Vu|2dx+Q(hDVu)(t)
Q Q

> min py, py (1= 1), 2| [B () + (hOVu) (1)

et
W (t) > L(t) > & [E (t) + hOVu (¢)]
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Pour le membre de droite de (3.43), on écrit

W (t) = e(t) +e®(t) + 0V () + nA(t) + pI'(t)

- ;/Wﬂ?dﬂi ( /h ) /\VU|2d$+;(hDVU)(t)vLefD(t)Jr(S\IJ () + nA(t) + pl(t)
Q 0 Q

1 1
< 2/|ut|2 dx + ;/|Vu]2dm+ §(hDVu)(t) +e {2/%2(133—1— C;p/Wu(t)‘? dm]
Q Q Q

+<5fbea(t— s) [Vu(s)|* dsdx +n [ hf|ut\ dx + CQPEhDVu (t)] + pI(t)

[1+6+77]/|ut|2dx—|—;[1+5C’p+5Ha (O)]/Vu(t)|2dx—l—;( Cph) (ROVu)(t) + pI(t)
Q Q

l\D\»—\

2

<¢, { /\ut| dz + /|Vu()| do + & (hDVu)()—I—I‘(t)]

Q Q
1
<& B0 + 500700 + 1)
Pour la décroissance de 1’énergie calculons

diw_@_i_ d(I) 5d£ %_i_ d£
a @ a0 T Tw T e

Tout d’abord rappelons que

de

= = _;h(t)/|Vu|2d:c + %(h/DVu)(t)-

t
t
d®(t) g/]ut\zdm—l/]Vu\le‘-i-l /h(s)ds //ht—s Vu(s)| dsdz.
dt 2 2 1o
Q Q 0

¢
Z—f =—aV(t //h(t — 5)|Vu(s)|* dsdx
Q0
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d’autr rt —d —d t
n
autre part pour & d on peut écrire:

dA:_/QVu/h( — 8) (Vuls) - Vu(t)) dsdz

u(t))
’ / (O/th(t— )V (s)ds> (/Oth( - )(Vu(s)—Vu(t))ds) do
/ut/ )) dsdx — </th(s)ds> /Q lug|? da.

et donc

‘Cl;; < fh ds)/Vu/ — ) (Vu(t) — Vu(s)) dsdz

+/ </th( 5) (Vu(s) — Vu(t ds> d:r~l—/ut/ )) dsda
(/ ds)/m da.

<=6 [ [Vl dm+%hDVu( 1) + B (hOVu ( t))+63/ g d
Q

o [rw) [ e

On majore le premier terme de droite par:

( /h )/vu/ Y L T

le second terme sera majooré par:

/Q < /Oth“ — ) (Vu(s) = Vu(t)) ds>2 da < ( O/t h(s) ds) KOV (¢)

et enfin le troisiéme terme:

/ut/ )) dsdzx < 53/ |ug|* da: — 04};:50)h’DVu (t)
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ol 41, d3 sont des constantes positives.

a1 .1
< —2h(t)/|Vu\ o+ & (W'OVu) (1

Q
+e L/thdx;/VUde—l—; [/Oth(s)ds] /O/th (t — ) |Vu(s)[? dsda:]
B [—S{Ofth (t —s)|Vu(s )|2dsd:c—a\ll(t).]
+n | (1=1) 51/\Vu]2dx+ZhDVu(t) (jh () ds) ROV (t)

+n{<53—/ ds)/yu\ dx | <)h’DV ()}

+p ﬁ()/|Vu| dx — ol (t //\h’t—s )| [ Vu(s)|? dsdw]

L Q

(3.44)
t
(ROVu)(t) = [ [ h(t —s)|Vu(t) — Vu(s)|? dsdx
Q

0
<2(1— f\vuy da:+2ffht—s (Vu(s)|? dsdzx

Ajoutons et soustrayant phdVu (t)a l'inégalité (3.44)

% <_ </0th(s)ds e n53> /\utIde _ <;h(t) I uﬁg(0)> /\Vu|2dx
Q

Q
—ol' (t) — adV ()

[Gph(0) 1
155 2
t

u//w (t — )| |Vu(s)[? dsd:nfi </0th(s)ds> //th(ts)Vu(s)2dsdx]
0 Q0

o)

t
—6 [ [ h(t—s)|Vu(s)|* dsdz.
Q0

h _
- —774—51 - nh} ROV (t)

] R'OVu (t) + phOVu (t) — phOVu (t)

et utilisons I'inégalité suivante

(hDVu)(t)S(Z—Z)/|Vu| dx + (2 —1) //h (t — s)|Vu(s)|* dsdx
0

Q
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t
Supposons qu’il existe un nombre %y tel que pour tout ¢ > tg > 0 on ait / h(s)ds >
0

to
/ h(s)ds := hg
0

< (o= —nd) [ o~ (5 - (1= o -l = u(z - 1)) [ 1Vuldo—oT (6 - asw ()
Q Q

t

- [M - n4§1 — nh] ROV (t) — <5 - 52’1 —(2-1) u) Q/O/h(t — 5)|Vu(s)|* dsdx

h h h hh
T K sy =0 etJ+(2—l)M<gnousavons

7”257 8_4 _4777 9

dt -2

W _hﬂ/ g2 d — ‘;/ Vul? dz — oT () — % (1) — £ hOVu (1
Q Q

on en déduit qu’il existe une constante C; = min (hg, o, ad, 1) > 0 telle que:

d t 1 1 1
W (t) <-4 (2/ut2d$+2/Vu2dx+F(t)+5\Il (t) + 2hDVu(t))
Q Q

dt
C

<o [E () + %(hDVu)(t) + F(t)} <-EW

_&
Ce qui démontre que W (t) < Ce &2 " et par la suite E (t) < E(0)e " avec x > 0.
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1V. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE POUR UN PROBLEME EN
VISCOELASTICITE AVEC UN NOYAU PAS NECESSAIREMENT
DECROISSANT

Dans ce chapitre nous considérons le probléeme étudié dans le chapitre trois avec des hy-
potheéses sur le noyau h plus faibles que celles fréquemment utilisées dans la littérature.
Nous démontrons la décroissance exponentielle de I’énergie associée a la solution. Plus pré-
cisément, les noyaux que nous considérons ici ne sont pas nécéssairement exponentiellement

décroissants ni méme décroissant vers zéro comme ils étaient avant.

4.1  Introduction

On consideére le probléme suivant:

( ¢
ug + auy = Au — /h(t — s)Au(s)ds, dans Q x Ry
0 (4.1)
u =0, sur I' x Ry
u(z,0) = up(z), w(x,0)=wui(x), dans Q

ou 2 est un domaine borné dans R™ a frontiere I' = 9Q réguliere. Les fonctions ug(x) et
u(x) sont des données initiales, a est une constante nonnégative et la fonction de relaxation
h(t) sera précisée par la suite Cependant, dans tous les travaux précédents, on supposait

la condition suivante sur le noyau ( non négatif):

pour un certain vy > 0.

Dans le chapitre trois, la condition précédente a été remplacée par

R (t) <0
et

e“h(t) € L*(0,00) pour un certain a > 0.
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Dans cette étude, nous améliorons ce résultat, en utilisant une fonctionnelle différente et
des estimations différentes. Nous montrons que les solutions décroissent exponentiellement

vers zéro quand le temps tend vers I'infini dans le cas
W (t) +~h(t) >0 pour tout t > 0

et

W (t) +~vh(t)| e € L'(0,00)  pour un certain a > 0.

Il est clair par conséquent que nous permettons a b’ (t) de prendre des valeurs positives c’est
a dire que notre noyau h(t) peut osciller. La dissipation interne présente dans I’équation

joue un roéle important dans la conduite exponentiélle du systéme vers le repos.

Cependant cet amortissement n’est pas nécessaire. En effet, dans notre second ré-
sultat, nous montrons que la dissipation faible produite par le terme mémoire seul est
suffisante pour stabiliser exponentiellement le systéme. Ceci est rendu possible par les
nouvelles fonctionnelles que nous introduisons. Nous présentons ces deux résultats ici pour
des raisons de comparaison et afin d’avoir une idée sur le prix payé lorsqu’on supprime la

dissipation interne.
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THEOREMEA4.1 :
On suppose que h est une fonction continue et (ug,u1) € HE(Q) x L?(£).

Alors il eziste une solution unique du probléme (4.1) telle que:
u € L™®(0,00; H} (Q)), ur € L=(0,00; L2()), uy € L*(0,00; L*(Q)).

En fait on peut avoir plus de régularité en remplagant le terme au; par g (u;), ou g est une
fonction de classe C! et que les données initiales sont dans H?(2) N H} () x HL().
L’hypothese sur h(t) que nous avons remplacé n’est pas nécessaire pour la démonstration

de Vexistence et de la dépendance continue par rapport aux données.

4.2 Comportement asymptotique

Pour simplifier, nous supposons que a = l.et que le noyau h(t) est une fonction de

CY(Ry,Ry) qui satisfait aux hypothéses suivantes:

o0

(A1) / h(s)ds < 1
0

(A2) K () +~h(t) >0 et e [h’(t)ﬂh(t) € L(R;) pour a,y > 0.

Nous notons par [, I, l,, [, et h les expressions suivantes.
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Ensuite , nous définissons 1’énergie classique associée a (4.1) par:

B(t) = ;/ (Jual? + Vuf?) d

Q
Par différentiation, nous obtenons
dE /
t
di) = —/ ug|? d + /Vut/h(t — 5)Vu(s)dsdz.
Q Q 0

Il est clair que la dérivée de I’énergie classique est de signe non défini, cependant , en

posant:
t

(hOVu)( //h (t — s) |Vu(t) — Vu(s)|? dsda,
on peut vérifier que:

%(hDVu)(t) =—[Vu fth(t — s)Vu(s)dsdz + (h OVu)(t)
Q 0
li p s)ds u2 €T —1 ’I,L2 XL
+2dt{<0fh()d>g‘v|d} 2h(t)£{|V|d.

On peut facilement voir que

;5[ [uf?de + 2 (1_jh >f|Vu| dz + 5 (hDW)()]

0
:_g\uty da;—%h(t f|Vu\ da:+1(h OVu)(2).

Il s’ensuit qu’en définissant I’énergie modifiée par:

t
1 1 1
— 2/]ut|2dm+2 (1/h(s)ds) /|Vu|2d:13+ 5 (hOVu) (),
Q 0 Q

on trouve:

¢ (t) = —/]ut\gdx—;h(t)/lvm do+ > (h OV (8).

Q Q
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Dans les études précédentes, on supposait que h'(t) < 0. Par conséquent, a partir de (4.4),

nous voyons facilement que € (t) < 0. Ceci entraine que

e(t) <e(0) pour tout t>0

Dans notre cas, nous ne supposons pas que h/(t) < 0. En fait nous permettons a la fonction
h(t) d’osciller.

Afin de démontrer notre résultat, nous avons besoin d’introduire les fonctionnelles auxili-
aires suivantes:

d(t) := /utudaz (4.5)

Q
et .
_ / / Lot — 8) [Va(t) = Vu(s)[? dsda = (LaOVu)(2) (4.6)
0
ou o o
Lo (t) := e_o‘t/la(s)ds =e ™ / l(s)e**ds (4.7)

et [(t) est définie dans (4.2). De plus, nous considérons la fonctionnelle

V(t) = e(t) + 0 (t) + nU(t) — 1 /La ds /\Vu(t)Qd:c
. 0 (4.8)

21 Q/ Vu(t) / Lot — $)Vu(s)dsds

0

pour certaines constantes positives € et n qui seront déterminées par la suite.
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PROPOSITION 4.2 :

Il existe des constantes positives €y , Ny , &, et &, telles que:

£ (HOV) (1) + €, B(0) < V(1) < &(B() + (1) + (hOVu) (1) (19)

pour tout 0 < e <ep, et 0 <<y .

Preuve:

Nous commengons par montrer le coté gauche dans l'inégalité (4.9). Pour la fonc-

tionnelle ®(¢) , il est clair que :

1
2/|ut] da:+/|Vu )|? d (4.10)

ou C), est la constante de Poincaré. Le dernier terme dans (4.8) peut étre estimé par

t
[ Vu(t) [ Lo(t — s)Vu(s)dsdz
Q 0 .
< s{VU(t) ofLa(t — ) [(Vu(s) = Vu(t)) + Vu(t)] dsdz
— ({ La(s ds> f{ |Vu(t)|2dx+fVu OfLa (t — s) [(Vu(s) — Vu(t))] dsdx
< (51 +{La(s)ds> JIVu(t )|? da + 45 <OfLa(s)ds> U(t)
Pour un certain é; > 0. Notons qu’a partir de (4.2) et (4.7) , nous avons
t 1 +o0 f
Lo(s)ds < = [ 1(s)e*®ds =: =
ey

Par conséquent,

Q/Vu /La (t — s)Vu(s)dsdzr < (51 + >/|Vu ().  (4.11)

0
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En vertu de (4.10) et (4.11), nous obtenons a partir de (4.8).

V() > e(t) +n (1 - 2% > U(t) - S f g2 da
_ [377

En utilisant la définition (4.3) de e(t), nous obtenons

eC,
+2nd; +]f|w )2 da.

vz 2f;sl>w<>+1f|utr do+ SOV ()
P [haiy - M S| f1vuor i

Il est clair que, si nous choisissons

61 =lo/a, n < (1 —h)a/20l, et
e <min {1, (1 - h)/2C,},
nous aurons

V() > 6 E(1) + 5 (hOVu) (1)

pour une certaine constante &;.

D’autre part, en tenant compte de (4.10) et (4.11) (avec 6 = 1/2 ) dans (4.8), nous

aboutissons a

Vi) < 1—1—5

f|ut\ dm+[1+c+ <1+2l>}fwu (t)|? da

2 2

la
hOV 1+ —=
#300v0 0+ (142 v
ce qui implique que

V(t) <& (E(t) + (1) + (hOVu)(t))

pour une certaine constante positive &5, et cela achéve la démonstration.
Nous sommes maintenant en mesure de poser et de démontrer notre premier résultat.

THEOREME 4.3:
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Supposons que les hypothéses (Al) et (A2) sont satisfaites, et que les données initiales
(ug,u1) vérifient l'inégalité E(0) > 0 et l, est défini comme ci-dessus. Alors I’énergie
classique E(t) associée a l'équation (4.1) décroit exponentiéllement vers zéro: il existe

deux constantes positives C' et § > 0 telles que

E(t) < Ce Pt t>0.

Preuve:

La différentiation de (4.5) et (4.6) le long de la solution de (4.1) , donne

do(t
di) :/]ut\de—l—/uttudx
Q

Q

t (4.12)
= / |ug|? d — /utud:n — / \Vul® dz + /Vu/h(t — 5)Vu(s)dsdx
Q Q Q Q 0
et v
ddf) = —a9(t) - (OVa)()
+2 O/La /Vu YV (t (4.13)
¢
—2/Vut(t)/La(t — s)Vu(s)dsdz.
Q 0
Remarquons que
¢ ¢
/Vut(t)/La(t — 5)Vu(s)dsdr = % /Vu /La (t — s)Vu(s)dsdx
Q 0 Q 0

t

0)/ \Vul? do + a/Vu /La (t — s)Vu(s)dsdx (4.14)
Q Q

0
t

—|-Q/Vu(t)/l(t — 5)Vu(s)dsdx.

0
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En utilisant (4.14) dans (4.13), nous voyons que

2 {\Il(t) _ ( {t La(s)ds> / Vul?de +2 / Vul?) /t La(ts)Vu(s)dsda:]
Q Q

0
— —aU(t) — (I0Vu)(t) + 2La(0) / Vul? dz — Ly / Vul? da (4.15)

t

—2a/Vu /Lat—sVu )dsdx — 2 /Vu /lt—sVu )dsdzx.

0 0
Maintenant en différentiant la fonctionnelle V' (¢) (voir (4.8) ) par rapport au temps , nous

obtenons

dv(t) de( ) d(I)( )

dt
+ndt ! (/ )/Vu da:+2/vu /La ) Vuls )dsdx] (4.16)

0 0

En tenant compte de (4.4), (4.12) et (4.15) dans (4.16), nous obtenons

dgf> <_(1-¢) / lual? dz = (2 — 20La(0) + nLa(t)) / [Vul® da
Q

—i—%(h/DVu)(t) - E/utuda: + €/Vu/h(t — 5)Vu(s)dsdx — an¥(t)

¢ (20 (4.17)

—p(I0Vu)(t) — 2na / Vult) / Lt — 8)Vu(s)dsda

0
t

on Q/ Vu(t) 0/ It — 5)Vu(s)dsda.

o

Notons qu’a partir de (4.2) et (4.7), nous avons L4 (0) = /la(s)ds =l
0
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Par la suite, nous utilisons 'estimation (4.11) et des estimations similaires pour le

cinquiéme terme du membre de droite de la relation (4.17), précisement

/ Vu /t h(t — 5)Vu(s)dsdz < (52+ /t h(s)ds) / \Vu(t)? da
Q 0

0 . (4.18)
(U/h ) (hOVu)(t),
et . .
/ /l (t —s)Vu(s)dsdr < | 03 + /l(s)ds /|Vu(t)\2dx
0 o (4.19)

pour certaines constantes d2 et d3. En ce qui concerne le quatriéme terme nous adoptons

l’estimation
/utud:r < (54/ |ug)? daz + Z; |Vu(t)|? dz, 64> 0. (4.20)
Q Q Q

En utilisant (4.18) — (4.20) dans (4.17), nous trouvons

VO < (1-c—a) / jual®do -+ 3 (WOVu)(1) + 7a (2;51 1) 0

— [5 — % — & (82 +h) — 2nady — 6nla — 27753] / \Vu(t)|? do (4.21)

<1 _ 2;3) (IOVu)(#) + M};(hDVu)( )

Ici nous avons utilisé le fait que

+o0o +o0
I = /l(s)ds < / I(s)e“*ds = l,.
0 0
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Et comme k' (t) = I(t) — vh(t), nous déduisons de (4.21) que

v (¢)
dt

< —[1—e(1+64)] / ug)? da + %(lDVu)(t) - %(hDVu)(t)
Q

- [5 (1 —h—68— zi;p> — 2nady — 6nly — 277(53} / IVu(t)|? dx
4
Q

—na <1 - 25;31) U(t) + Z(Z(hDVu)(t) —n (1 - 223) (IOVu)(t).

De maniére équivalente,

DO < -] [ oo (1- 5 ) - 3] eovae
Q
— [e <1 —h— 09 — Li;i) — 2nady — 6mly — 27753] /|Vu(t)|2 dx (4.22)
1 eh

-3 [fy — 252] (hOVu)(t) — na (1 - 2i“51> U(t).

Finalement, nous choisissons

51 =1L /a
Sy =(1—h)/4
S3=1
51=Cy/(1— h)
n=1

- 1-—h
Alors, si, de plus, nous suppososns que [, < —gp & Dous déduisons de (4.22) que

d‘gi’f) < —Cy (E(t) + U(t) + (hOVu)(8))

pour une certaine constante positive Cf.
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En vertu de la proposition (4.1) ( le membre de droite de I'inégalité) , nous trouvons

av(t) Cq
T < —gv(t)
= —pV(t), t=>0

et finalement nous déduisons que

V(t) < V(0)e P t>0.

Notons que par 'hypothése E(0) > 0 faite dans le précédent théoréme, nous avons V(0) >
0. Ensuite, de la proposition 4.2 ( le membre de gauche de I'inégalité ), nous concluons

l’assertion du théoréme & savoir:

V(0)

—pt
e 7 t>0,
&

E(t) <

ce qui achéve la démonstration.
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4.3 LECASa=0

Dans cette section, nous considérons le cas a = 0, c’est & dire que nous étudions

le probléeme (4.1) sans l'amortissement (faible) u;. Nous montrerons que la dissipation

faible produite par le terme intégral seul est suffisante pour conduire exponentiellement le

systéme vers ’état de repos (ou d’équilibre).

Ici nous considérons la fonctionnelle

W(t) = V(t) + AO(t) + pul(£)

ou V(t) est comme dans (4.8),

et

avec

“+oo

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Notons par hy = [ h(s)e**ds. Pour démontrer notre deuxiéme résultat, nous avons besoin

0
de la proposition suivante:
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PROPOSITION 4.4:

Il existe des constantes positives €y , Ny , Ao , 3 et &4 telles que:
&3 (E(t) + (hOVu)(t)) < W(t) < &4 (E(t) + ¥ (t) + (hOVu)(t) + I'(2))

pour tout 0 < e <epg,0<n<ny et 0 <A< Ag.
Preuve:

Le membre de gauche de (4.9) et 'estimation

O(t) < /ﬂ',l/ \ut]2da: + %(hDVu)(t), k1 >0
1
Q

impliquent que

W(t) = & E() - Am/ |ug|* da — )f,flh(hDVu)(t)
Q

' (t) + %(hDVu)(t).

D’apres la définition de E(t), on peut écrire

Wt) > (’521 —m) /|ut|2d$—|—§21/|Vu|2d:1:
Q Q

1 ACph
- — h t ().
(552" ) Ovu 0 + re)
En choisissant k1 = )\Cpl_l et A2 < 2(5;'1 % nous obtenons lle membre de gauche de 'inégalité
P

de la proposition. Pour I'autre inégalité, il suffit d’écrire que

W(t) <& (E(t) +¥(t) + (hOVu)(?))

A \C,h
5 / > dr-+ 2 (WO (1) + a0 1),

Q

ce qui termine la démonstration.
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THEOREME 4.5:

Supposons que les hypothéses (Al) et (A2) sont satisfaites et que les données initiales
(ug,u1) vérifient l'inégalité E(0) > 0. Supposons de plus que les quantités hy et l, sont

suffisamment petites .

Alors l'énergie classique E(t) de (1) décroit exponentiéllement vers zéro, c’est a

dire qu’ il existe deux constantes positives C et [ telles que
Et)<ce P, t>o0.

Preuve:

Dans le cas (a = 0), nous avons

(= —%h(t) / \Vul? doe + %(h’mvu)(t), (4.26)

dd(t
di):/|ut\2dx+/uttuda:
Q Q

et

t (4.27)
= / |ug)? da — / \Vu|® dz + /Vu/h(t — s)Vu(s)dsdx.
Q Q Q 0
Par conséquent, de (4.15), (4.16), (4.26) et (4.27) nous voyons que :
d‘c/l—e/]uﬂ dz — (e + 3h(t) + nLa(t) — 2nLa( /|Vu| dx
+§(h OVu)(t) + E/Vu [ h(t — s)Vu(s)dsdz — an¥(t)
¢ (4.28)
—n(IOVu)(t) — 277a/Vu /La (t — s)Vu(s)dsdx
0
t
—QU/VU /lt—SVu Ydsdz.
0
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Une différentiation de l’expression dans (4.24) et (4.25) par rapport a ¢t donne

@ - _ fvufth(t —3) (Vu(s) — Vu(t)) dsdzx
Q 0

< g" h(t — S)Vu(s)ds) < Fht = s) (Vu(s) - Vu(t)) ds> d (4.29)

0

+/
@ t t

+ [ug [ (t—s) (u(s) — u(t)) dsdz — <f h(s)ds) [ Jug|? dze
Q 0 0 Q

et
AU~ —ar() — / / h(t — 8) |Vu(s)[2 dsdz + b / V()| da, (4.30)
Q0 Q

respectivement. En tenant compte de (4.28) — (4.30) dans la dérivée de W (¢) (voir (4.23),

nous trouvons

%(t) _ ()\/h(s)ds _ 5) /]ut\de + %(h'DVu)(t) — (1)
Q

0
—apl'(t) — <5 + nLa(t) — 2nL4(0) + %h(t)Vu(t) - uha> / \Vu(t)? da

+A / ( /t h(ts)Vu(s)ds) ( /t h(t—s) (Vu(s)Vu(t))ds) dw

Q \o 0
—/\/Vu/ (t —s) (Vu(s) — Vu(t)) dsdx — n(IOVu)(t)

t

¢
—277a/Vu /Lat—sVu dsda:—l—e/Vu/ (t — s)Vu(s)dsdz
0

0
t

—277/Vu /tlt—sVu dsd:c+/\/ /h'(t—s)(u(s)—u(t))dsd:c
0

Q 0
¢
//ht—s (Vu(s)|? dsda.
Q0

Nous adoptons les estimations
t
J Vu [ h(t — s)Vu(s)dsdx < 52f \Vu(t))? de
Q 0

t t
= (fh(s)ds) J [t = s) [Vu(s)[]2 dsdz, 65 > 0
452 0 Q0
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fVujh(t — ) (Vu(s) — Vu(t)) dsdz < 05 f \Vu(t))? de

+i(hmvu)( £), 66> 0

405
et . .
/ (/h(t — S)Vu(s)ds) (/h(t —5) (Vu(s) — Vu(t)) ds) dx
Q \o 0
h
< Ka h(t — S)Vu(s)ds) dxr + — (hOVu)(t), k2> 0.
[/

En vertu de ces estimations, des relations (4.11)et (4.19), nous pouvons écrire

ddltv(t) < - (A]h(s)dsa) /\ut! dz + 5 (h DVu)(t) —an (1 - 2(251) L(t)

0

— (e — €2 — 6nlq — 2nady — 2103 — pha — Ads) /|Vu(s)\ dx

B _ Q
—n <1 - 223) (IOVu)(t) + % (515 + 1) (ROVu)(t) — apl'(t) (4.31)

K2

—i—(:—i—)\mzh ,u)/O/thts IVu(s))? dsda
/ /h (£ 8) (u(s) — u(t)) dsda.
Q

0

En posant
01 =lo/
do =1/2
63 =1
d5 = /6
Ko =¢/A
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et en remplacant A (t) par I(t) — vh(t) dans (4.31), nous trouvons

< (A/h d)/u de — S0 (1) ~ 3~ HIOVu)()

0 _
— <§ — 109l — phe /|Vu s | dr — = <'y - 7;\zh> (hOVu)(t) — apl'(t)

t

<u—36h>//ht—s|Vu |dsdw+)\/ut/lt—s —u(t)) dsdz
0
—)\'y/ut/h (t —s) (u(s) — u(t)) dsdz.
Q 0
Nous supposons que t > tg > 0 et donc
t to
/h(s)ds > /h(s)ds =: hg
0 0
Ensuite a ’aide de 'estimation
/ h 30,1
/ut/l(t—s) (u(s) — u(t)) dsdz < 30/|ut]2dx+ IOV (1)
0
Q 0 Q

et

nous obtenons

Ahg )/M dx—an\ll(t)—;<n—1—3ig)pl) (I0Vu) (1)

W'(t) < — ( —¢
€ 1 T2k 3\2C,h
(£~ 100l — b /|Vu(s)| dr— (w SR ) (hOV) (8)

“ ¢
—aul'(t) — </¢—36h>//ht—s IVu(s)|? dsda.
0
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En posant

ho . 1~
A= —=min{ ——, —
h 3C,7 63

g = )\ho/6
n21 3AC,l
2h
_ Aho(9RZ + 1)
N 36h,,

Il apparait que si on suppose h, < 1/3 et I, < £/60n, nous aboutisons & l’estimation

suivante:

aw

() £ =Ca(B(t) + (hOVu)(t) + V(1) + (1))

pour une certaine constante positive Cy. Du membre de droite de la relation dans la

proposition 3 , nous trouvons

%(t) < ‘(;jW“) — —BW(t).

Il est clair que, W(0) = V(0) > 0. Et donc,
W(t) <W(0)e P, t >t > 0.
L’autre inégalité dans la proposition 2.3 donne

E(t) < W)

< e Pt t>10>0,
€3

Ce qui achéve la démonstration.
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V. EQUATION DES ONDES AVEC DES CONDITIONS de TYPE CAUCHY

VENTCEL
5.1 Introduction
On considére le domaine suivant : 9Q =T'gUTI'7 ou I'onT'y =0
posons Yo =TI x]0,00[ et Y1 =T1x]0,00[et EgUX; =%

Soit le systeme suivant :

(

utt—Au—i—a(w)ut+b(m)/h(t—s)Au(s)ds—0 sur  x ]0, oo
0

0
Utt—ATU+6—Z+c(w)Ut:0 sur X1 =Ty x |0, 00]
Uy =0 (5.1)
u=20 sur o = Iy x ]0, 00|

w(0,2) =uo (x) u(0,2) =uy (x)
v(0,2) =vo(z) v (0,2) =v1 ()

\

I’énergie classique associeé est
1 2 1 2 1 2 1 2
E (t,u,v) = 3 |ue|” dx + 3 |Vu|® dz + 3 |ue|” do + 3 |Vrul” do (5.2)
Q Q ' IR}

Dans cette partie nous supposons que a(z) =1, b(z) = 0 et c¢(x) = 1 soit
I’équation des ondes avec une dissipation linéaire dans le domaine et sur le bord I'y

,

Uy — Au+up =0 sur © x 0, oo
0
vtt—ATU—Fa—Z—th:O sur 1 =Ty x )0, 00]
U =Y (5.3)
u=0 sur X = Iy x ]0, 00|

uw(0,2) = uo () u(0,2) =u; ()

v (0,x) = vg () v (0,) = v1 ()
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On multiplie la premiére équation du probléme (4.3) par u; et on integre sur €2 , il vient :

(wtes ut)g o — (AU ut)g o + (ue, ut),

th/’u‘ dx—i— /|Vu] da:—i—/]ut\ dx—/vtdao

d |1

)3 |ug|? dZL'—I— \Vul? da |ut] dx — —vtda—O
Q

Q
. Ou
mais o —vt + Arv —vp sur Iy et uyy =0 5wy = v
1 2 1 2 2
5 |Ut| dxr + 5 |VU’ dx = — ‘Ut| dx + {_Utt + ATU - ’Ut}’l)tdO'
Q Q

/|ut| da:—2dt/|vt| da—/VTvVTvtda—/m do
d’ou
d 2 2
= /]ut| d + /|w do + /\ut| do + /\vTu\ do :—/|ut\ dm—/vt| do
Q Q

I 't Q 'y

En posant
1 1 1 1
= 2/\utl2dx+ 2/]Vu\2 dx + 2/|vt\2da+ 2/]VTv]2da
Q Q I8} N}

on remarque que
dE
e —/|ut|2d93—/vt|2da

Q I't

Si on suppose de plus que F (0) > 0,il s’ensuit que
E(t)<E() Vt>0 (5.4)

ce qui montre que 1’énergie associée au probléme (4.3) est décroissante.
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V. CONCLUSION et PERSPECTIVES

Dans ce travail, nous avons montré que la dissipation faible produite par le terme mémoire
seul est suffisante pour qu’on ait décroissance exponentielle et ramener le systéme vers
I’état d’équilibre. Ceci est rendu possible par les nouvelles fonctionnelles que nous avons
introduit. Dans le chapitre cing, nous avons etudié la décroissance de 1’énergie associée a la
solution de I’équation des ondes avec des conditions de Cauchy Ventcel avec une dissipation
linéaire dans le domaine et sur une partie de la frontiere. On projete d’étudier le cas de
I’équation avec un terme mémoire localisé sur tout le domaine et le cas ou il est localisé

sur une partie du domaine avec la condition sur le noyau .

h'(t) < —vh(t) >0 pour tout t >0

Un autre cas intéréssant, c’est d’étudier le cas ou le noyau h n’est pas nécésseraiement

décroissant c’est a dire vérifiant les conditions suivantes:
h'(t) + vh(t) > 0 pour tout t >0

et
[R'(t) + vh(t)] e € L'(0,00)  pour un certain o > 0.
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