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Introduction

La propagation des ondes dans un plasma constitue outil essentiel pour maitriser la dy-
namique des particules d’un plasma, ces ondes font ’objet d’une large investigation sur le
plan théorique et expérimental. Il y a eu au fil du temps 'introduction et 'utilisation de
beaucoup de modeéles dans le but d’étudier et d’expliquer certains phénomeénes du plasma,
parmi lesquels le modéle cinétique de Landau et le modele fluide qui ont permis la mise
en évidence d’une multitude de modes de propagation des ondes dans le plasma. Cepen-
dant, certaines de ces ondes n’ont pas pu étre expliquées suivant ces modeéles. Lorsque
les dimensions du systéme plasma deviennent de 'ordre de la longueur de de Broglie des
particules constituant ce plasma, certains modes ne peuvent étre expliqués avec les mod-
¢les fluide et cinétique classiques. Les dimensions du systéme nous obligent a prendre en
considération ’'aspect quantique et ses effets. Plusieurs études sont allées dans ce sens.
La prise en compte de ces effets a permis I'introduction d’un nouveau modéle pour décrire
la propagation des ondes affectées par les divers effets quantiques. Parmi ces modeles, le
modele hydrodynamique quantique ot I’équation de Vlassov, dont découlent les équations
du modele fluide, est remplacée par I’équation d’évolution de la fonction de distribution de
Wigner [1]. Ainsi, les effets quantiques du systéme sont pris en considération. L’introduction
du modeéle hydrodynamique quantique ou QHD a permis la mise en évidence de plusieurs
nouveaux modes de propagation. Parmi eux, le mode acoustique quantique 1’analogue du
mode acoustique classique. Ce modeéle n’a cessé d’étre amélioré par I'introduction d’autres
corrections quantiques. La prise en considération de nouveaux effets quantiques permet une
approche plus précise pour I’étude des plasmas quantiques. Notons que I’approche hydrody-
namique quantique est valable uniquement pour les systémes non collisionnels [1], autrement
dit, application de I'approche QHD est limitée aux systémes physiques ot les interactions
a longue portée, dues au potentiel électrostatique auto-consistant, dominent les collisions &
courte portée entre les particules [1]. D’ailleurs, quelques études [2] ont relié la validité du

modele au parameétre de la diffraction quantique H., c’est a dire au rapport de I’énergie du
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plasmon électronique sur I'énergie thermique de Fermi. Par ailleurs, Tsallis [3] a étendu la
statistique de Boltzmann-Gibbs (BG) en généralisant le concept d’entropie a des régimes
non extensifs. Ainsi, I’entropie de Tsallis a été appliquée avec succeés aux plasmas. Ceci
nous a motivés a revisiter certains travaux [4],[5] dans le cadre de la nouvelle statistique de
Tsallis.

La présente thése est composée de six chapitres et de deux annexes. Nous commencerons
d’abord par donner, au premier chapitre, quelques définitions et concepts de base de I'état
plasma, nous introduirons quelques propriétés ainsi que les échelles spatiales et temporelles
qui le caractérisent.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduirons les plasmas quantiques ainsi que I’approche
hydrodynamique quantique. Nous rappellerons le systéme Wigner-Poisson, sa validité ainsi
que le modéle de Schrodinger-Poisson. La statistique quantique y sera aussi présentée.

Le troisiéme chapitre de cette thése sera consacré au formalisme de la théorie de la fonc-
tionnelle de la densité (DFT). Nous présenterons le modéle de Thomas- Fermi (TF) qui
a connu un grand engouement, nous introduirons plusieurs corrections pour une meilleure
concordance entre les prédictions théoriques et les résultats expérimentaux. Quelques unes
de ces corrections seront présentées dans ce chapitre. Nous cloturerons ce chapitre en présen-
tant les équations de Kohn et Sham.

Le quatriéeme chapitre portera sur I’étude des effets d’échange et de corrélation sur
I’énergie du soliton associé a I'onde acoustique ionique quantique (QIAW). On utilisera
le modele hydrodynamique quantique dans lequel sera inclus le potentiel d’échange et de
corrélation des électrons [6]. En régime faiblement non linéaire et en utilisant la méthode de
la perturbation réductive, nous établirons une équation de type Korteweg-de Vries (K-dV)
dont la solution stationnaire nous permettra d’établir ’expression de 1’énergie transportée
par le soliton. Nous constaterons alors que I’énergie des ondes acoustiques ioniques solitaires
subit une diminution a cause de la diffraction quantique. Cette diminution de I’énergie
transportée par le soliton peut étre compensée par les effets d’échange et de corrélation.

Le cinquiéme chapitre sera consacré aux effets du potentiel d’échange et de la corréla-
tion des électrons sur les structures solitaires acoustiques ioniques poussiéreuses quantiques
QDIA. Dans ce chapitre, nous réexaminerons les ondes acoustiques ioniques poussiéreuses
quantiques [4],[5] lorsque la contribution des effets d’échange et de corrélation des électrons
est prise en compte. Nous considérerons deux régimes:

- Régime faiblement non linéaire: nous établirons une équation de type Korteweg-de

Vries (K-dV) et montrerons que la largeur et 'amplitude de ’onde solitaire sont sensiblement
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affectées par les effets d’échange et de corrélation. Ces structures solitaires se rétrécissent a
mesure que les valeurs des parameétres A et v mesurant les effets d’échange et de corrélation
augmentent.

- Régime arbitraire: dans ce cas, nous utiliserons la méthode du pseudo- potentiel pour
étudier les effets de I’échange, de la corrélation et de la diffraction quantique sur les propriétés
de l'onde acoustique ionique quantique poussiéreuse d’amplitude arbitraire. En plus de
modifier les quantités principales de ce type d’ondes et les conditions de leur existence, nous
verrons que les effets de ’échange et de la corrélation peuvent affecter la formation d’un
certain type de solitons dit "flat-bottomed" solitons [7].

Le sixiéme chapitre sera consacré aux effets du piégeage des électrons quantiques sur
la propagation des ondes acoustiques ioniques dans le cadre de 1’entropie non extensive de
Tsallis [3]. Une nouvelle expression généralisée de la densité électronique sera alors établie.
Celle- ci contiendra une nouvelle contribution proportionnelle a la température électronique
T qui domine la correction habituelle en T2 & trés basses températures. Cette nouvelle
correction décale la valeur critique de la température électronique 7. au dela de laquelle
les structures solitaires de natures compressive et raréfactive coexistent, vers les valeurs
supérieures.

Nous terminerons cette theése par une conclusion générale et une présentation succincte

de nos perspectives.



Généralités sur les plasmas

1.1 Définition et propriétés

La matiére existe sous quatre états: solide, liquide, gazeux et plasma. Cette distinction se
fait selon I’énergie de liaison des particules. Celle ci décroit de 1’état solide a ’état plasma.
Un plasma est donc défini comme étant un gaz partiellement ou totalement ionisé [8]. Il est
formé d’ions et d’électrons libres dont le comportement est gouverné par des interactions col-
lectives. A ces derniers, peuvent s’ajouter d’autres populations telles les grains de poussiére
et les positrons. Sous 'effet d’une perturbation, le mouvement collectif des particules peut
devenir chaotique et turbulent et donner naissance a des forces électromagnétiques. Celles-
ci modifient de maniére significative le comportement du plasma et rendent son étude plus
complexe que celle d'un gaz neutre.

Les conditions terrestres ne sont pas favorables a ’existence de cet état. Il est trés rare
qu’on rencontre le plasma dans nos conditions habituelles (& I'exception des flammes, des
éclairs. .. etc.). Cependant, a 1’échelle de 'univers, le plasma est 'état le plus répandu.
En effet, il représente 99% de la matiere visible. A titre d’exemples, nous pouvons citer
les étoiles, I'espace interstellaire et intergalactique. Une transition de phase d’un état a
un autre se fait par apport d’énergie. Ainsi, un solide se liquéfie par augmentation de
sa température. De la méme facon, en chauffant un liquide, nous obtenons un gaz. Une
méthode intuitive permettant de générer le plasma est donc le chauffage. En chauffant un
gaz neutre, nous apportons de I’énergie sous forme thermique. Cette énergie peut ioniser
les atomes et générer ainsi un plasma. En effet, en 1907 Irving Langmuir [8] fut le premier
a mettre en évidence un tel état dans une décharge électrique de laboratoire. Une autre

technique consiste a utiliser 'interaction d’un laser avec une cible solide.



1.2. Classification des plasmas

1.2 Classification des plasmas

La classification des plasmas peut se faire suivant différents critéres, en particulier, selon
leur formation, naturelle ou provoquée. En effet, s’il existe des plasmas dans des milieux
naturels, notamment astrophysiques, nous parvenons aujourd’hui a les créer en laboratoire
a des fins expérimentales ou industrielles : le découpage, le dépdt des couches minces et
le traitement de surface dans les nanotechnologies...etc. Cette derniére application est de-
venue aujourd’hui trés courante & cause, notamment, du développement rapide que con-
nait I’électronique. Une classification plus physique consiste a faire une distinction entre
les plasmas chauds, froids et les plasmas thermiques. Enfin, une autre classification [9]
tient compte des caractéristiques du plasma, telles que la densité et la température. Ainsi,
nous définissons un certain nombre de parameétres (longueur de Debye, longueur de Lan-
dau. . .etc) permettant de les classifier. Le diagramme suivant montre les différents types de
plasma, suivant les proportions entre ces paramétres : 1o = €2 /4negkpT (longueur de Lan-
daw), d. = (n.)"/? (distance moyenne entre les électrons) et As = [gokpT/ (neg? + nig?)]"’”
(longueur d’ecran de Debye), oil n.; représente la densité des électrons et des ions, kg la

constante de Boltzmann, ¢.; la charge des électrons et des ions et £y la permittivité du vide.

b log., T {en K)
104 R : plasmas relativistes. ’
J“
+
8- ’,ff
*
p b0 e f;‘ﬁ
K - plasmas cinétiques classiques. 65 A
64 i ;2
b >
- 5
"
4 E f - -
— e / "’f' e e "
bociamesssmssemesan s ,-‘ Tos g ~ D :plasmas dégénérés quantiquement
~” + sl
F - gas falblement fomiés. ‘bt / ot . (plasmas métaliques).
2 - d 2 !’
/ {' i
/ (Q *o |Og1g n
"' / / C plasmas dfnses a fortes corrélations. (en cm -3)
l T 4 T
0 4 8 12 16 20 24 28

Figure 2.1 : Diagramme de classification des plasmas (CGS). Cette figure a été tirée de

la référence [9).
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1.3. Dynamique des plasmas

La figure ci-dessus montre différentes régions de classification des plasmas selon leur

température et leur densité [9)].

1.3 Dynamique des plasmas

Dans un gaz neutre, la dynamique du fluide est simple a décrire car les seules collisions
se font entre particules neutres. Dans les conditions habituelles (température et pression
proches des valeurs ambiantes), le mouvement d’une particule du fluide n’est influencé que
par les particules voisines. La trajectoire d’une particule est donc rectiligne et n’est brisée
qu’au moment d’une collision avec une autre particule du fluide [10]. La distance moyenne
parcourue par une particule entre deux collisions successives est une notion fondamentale,
appelée libre parcours moyen.

Dans un plasma, la présence de particules chargées (et les forces qui en découlent) modi-
fient radicalement la dynamique d’une particule. En effet, 'influence sur une particule n’est
pas limitée a celle de ses plus proches voisins. Cela est di aux interactions électromagné-
tiques. Ces derniéres sont de longue portée et jouent un réle plus important que les collisions
entre particules décrites précédemment. Ces collisions sont d’autant plus négligeables que
la portion d’atomes ionisés est importante. Ainsi, dans le cas limite d’un gaz totalement
ionisé, les seules collisions considérées sont de nature électromagnétique. Ces interactions
peuvent étre modélisées en considérant un champ moyen. L’idée peut s’exprimer de la fagon
suivante: chaque particule chargée percoit ’ensemble des champs électromagnétiques créés
par toutes les autres particules chargées. Du fait de 'homogénéité du plasma, les champs
percus par chaque particule sont comparables. L’approximation du champ moyen consiste
a considérer ce champ constant. Les interactions électromagnétiques étant dominantes de-
vant les collisions binaires, la notion de libre parcours moyen n’a plus de sens. La trajectoire

d’une particule n’est plus une ligne brisée mais une courbe affectée par le champ moyen [10].

1.4 Physique statistique

1.4.1 Statistique extensive

Le probleme & N-corps a nécessité une nouvelle théorie. Les scientifiques ont alors com-
mencé a formaliser de nouveaux concepts et principes, d’ou 1’émergence de la physique

statistique pour prendre en charge ce probléme [11],[12]. Beaucoup de scientifiques, entre

11



1.5. Approche cinétique

autres Boltzmann et Maxwell, ont traité ce probléme avec grande attention et ont réussi a
fournir un concept trés utile qui donna naissance a la physique statistique classique. Cette
derniére, dans sa premiére formulation, n’a pris en compte que les systémes physiques dotés
d’interactions de courte portée. Les travaux de Boltzmann et Gibbs ont donné naissance
a la statistique de Boltzmann et Gibbs (BG). Cette derniére est caractérisée par les pro-
priétés et les principes de la thermodynamique et 1'extensivité en est une caractéristique
fondamentale. Celle- ci signifie que I'entropie S(44p) de la composition (A + B) de deux
systémes indépendants A et B est égale & Sayp) = Sa + Sp, ot Sy et Sp représentent,

respectivement, I’entropie du systéme A et I’entropie du systéme B.

1.4.2 Statistique non extensive

Les études sur les plasmas non extensifs ont couvert un large éventail de phénomeénes col-
lectifs (modes plasma, instabilités, phénomeénes non linéaires...etc) [13]-[16]. Rappelons
que la statistique non extensive de Tsallis a suscité un grand intérét. Cet intérét a été
principalement motivé par le fait que pendant les trois derniéres décennies, il a été démon-
tré que les systémes dotés d’interactions de longue portée ne sont pas traitables dans la
statistique classique de Boltzmann-Gibbs (BG). Tsallis [3], en 1988, a proposé une général-
isation non extensive de I’entropie BG afin de remédier & cette limitation. Cette général-
isation a été d’abord suggérée par Renyi [17] et par la suite introduite par Tsallis [3]. La
non extensivité signifie que 'entropie S(a4p) de la composition (A + B) de deux systémes
indépendants A et B et dont les entropies sont, respectivement, S4 et Sp, est égale a
Siasp) = Sa+ Sp + (1 —¢q) SaSp, ol ¢ est un parametre mesurant le degré de non ex-
tensivité du systéme. Notons que lorsque ¢ — 1, nous retrouvons la statistique standard
de Boltzmann-Gibbs. Par la suite, les travaux de Tsallis ont été développés et étendus a
une variété de systémes et les statistiques de Fermi-Dirac et de Bose-Einstein ont été méme

reformulées dans le cadre de la statistique non extensive de Tsallis.

1.5 Approche cinétique

Dans une approche simplifiée, le plasma peut étre per¢gu comme étant un fluide de par-
ticules chargées. Ce modele (dit modele fluide) permet une description macroscopique de
I’ensemble des particules chargées du plasma. Pour un certain volume de plasma, les par-
ticules d’'une méme espéece sont alors supposées avoir toutes la méme vitesse et la méme

densité. Ce modeéle ne rend pas compte du comportement individuel des particules et les
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1.5. Approche cinétique

caractéristiques intrinséques de chaque particule chargée (électron ou ion) sont perdues au
profit de I’ensemble de son espéce. Il s’en suit qu’un tel modéle ne permet pas de décrire
certains phénomeénes d’'une grande importance dans les plasmas, tels que ’amortissement
de Landau [18]. Un gaz neutre ou un plasma contiennent un nombre extrémement élevé
de particules [11]. Tl est donc illusoire de vouloir écrire les équations du mouvement de
toutes les particules, car il serait impossible de collecter les informations nécessaires & une
telle étude. Méme si cela était possible, il n’en demeure pas moins que la durée nécessaire
pour effectuer de tels calculs serait de plusieurs milliers d’années, ce qui rend I’étude des
phénomeénes physiques de tels modeéles trés difficile. Il est donc incontournable de faire ap-
pel a la physique statistique [12], qui régit les systémes microscopiques, ou les trés grands
nombres de particules se manifestent dans 1’évolution du systéme, permettant ainsi d’avoir
des grandeurs macroscopiques associées a 1’étude d’un systéme a un trés grand nombre de
particules.

En dépit de la complexité apparente a 1’échelle microscopique, il émerge souvent des
propriétés relativement simples a notre échelle. Ainsi, en dépit de la complexité régissant
les phénomeénes a 1’échelle microscopique, du fait du comportement cohérent des particules,
il est, néanmoins, possible de décrire le plasma avec des grandeurs macroscopiques (des
vibrations de particules chargées, il en résulte des phénomeénes collectifs mesurables tels les
ondes électromagnétiques,. . . etc.). Ces grandeurs étant mesurables, il est possible de faire
une confrontation entre la théorie et les résultats expérimentaux [12]. La théorie consiste
a décrire les phénomeénes collectifs avec des lois physiques. On tente alors de comprendre
ces lois & l'aide des principes fondamentaux. Ceci peut se faire moyennant les équations
cinétiques. Ces derniéres font le lien entre les propriétés des particules (degrés de libertés
individuels) et les grandeurs macroscopiques qui résultent souvent de mouvements collectifs.
Ce sont des équations fermées qui font intervenir la distribution & un corps. Par fermées, on
entend que ces équations se suffisent a elles-mémes et qu’il n’est pas nécessaire de connaitre
d’autres distributions (& 2, 3,... n corps) [12]. Le modéle cinétique fait intervenir plusieurs
équations, parmi lesquelles nous citerons I’équation de Liouville et I’équation de Boltzmann

[12]. Cette derniére est la plus utilisée en physique des plasmas, elle est donnée par

af F af

—+v-V, f+—-V, f=|—= 1.1

ot of A Vel (875 vl L)
ou f est la distribution des vitesses de la particule chargée, v son vecteur vitesse, F la
résultante de toutes les forces qui s’exercent sur la particule de masse m et V,, = arav

(un vecteur est représenté par une lettre en gras). C’est une équation différentielle non-
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1.5. Approche cinétique

linéaire. Le membre de gauche provient de la conservation du nombre de particules dans
'espace des phases [19]-[20]. Le membre de droite décrit les collisions entre particules. Une
approche plus simple introduite par Vlassov consiste a négliger ces collisions. La base de
la théorie physique des plasmas est la théorie cinétique. Il reste & noter que la notion de
distribution f(v,r,t) associée a une espéce de particules donnée, joue un réle clé en physique
statistique. Dans I’espace des phases, on considére un élément de volume infinitésimal dvdr
assez grand (comparé a la distance inter-particules dans un plasma) pour que 1’on puisse
définir une fonction moyenne, c’est & dire pour assurer la continuité de la fonction, car
en réalité les espéces dans un plasma sont des particules discrétes. L’élément de volume
infinitésimal doit étre également plus petit qu’une distance "caractéristique" dans le plasma
(au niveau macroscopique pour que 'on puisse considérer des éléments différentiels au sens
mathématique) [12]. A linstant ¢, f(v,r,t)dvdr représente le nombre de particules dont les
vecteurs position et vitesse sont compris, respectivement, entre r et r+dr et v et v+dv. A

I” instant ¢, on définit alors le nombre de particules par unité de volume (ou densité) comme

n(r,t):/f(v,r,t)dv (1.2)

Toute grandeur physique macroscopique mesurable () (une vitesse, une énergie cinétique...etc)

se voit alors attribuer une valeur moyenne, définie par [12]

O(v.r.t) = _ JQ(v,x t)f(v,r, t)dv
Q(v,r,t) =< Q(v,r,t) >= AR

Plusieurs types de distribution sont possibles. L’une d’elles est la fonction de distribution

(1.3)

de Maxwell-Boltzmann [19], donnée par

3/2 2
=g < m ) exp [_M] (1.4)

27T]{IBT 2/{ZBT

ou kg est la constante de Boltzmann, 7' la température, v la vitesse, ¢ le potentiel électro-
statique, m la masse de la particule et ¢ sa charge électrique. Cette fonction de distribution
est de type gaussien et est normalisée. La vitesse quadratique moyenne (vitesse thermique)
est alors donnée par Vj, = \/m. L’énergie cinétique moyenne E¢ (appelée aussi tem-

pérature cinétique T¢) est définie par
< E.>=3kgT)/2 (1.5)

Notons que la température cinétique coincide avec la température thermodynamique [12].
De cette distribution, couplée aux équations de Maxwell-Poisson, découlent plusieurs carac-

téristiques telles que la longueur de Debye, le parameétre de couplage, la vitesse thermique,. . .
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1.6. Echelles caractéristiques

etc. Rappelons qu’il existe d’autres distributions telles que la distribution delta de Dirac,
les distributions de Fermi-Dirac et Bose-Einstein [1] qui sont ’équivalent de la distribution
de Maxwell pour des particules quantiques, ou encore la distribution de Tsallis qui découle
de Pentropie généralisée de Tsallis [3]. Notons que cette théorie est largement utilisée pour
modéliser les plasmas et la dynamique des ondes qui peuvent y exister.

Les plasmas sont caractérisés par plusieurs échelles, spatiales et temporelles. Le systéme
change sa nature selon ces échelles. Les équations de base peuvent alors étre simplifiées

suivant la gamme d’échelles que 1’on veut modéliser.

1.6 Echelles caractéristiques

Les phénoménes engendrés dans un plasma sont caractérisés par des échelles spatiale et
temporelle jouant un roéle crucial dans la détermination de la dynamique d’un tel plasma.
En effet, ces échelles sont déterminantes dans ’étude des plasmas. Un certain nombre de
paramétres, caractérisant le type de plasma étudié, sont alors définis. Les grandeurs de
méme dimension sont comparées & ces parameétres, et c’est cette comparaison qui permet

de définir 1’échelle & laquelle le phénomeéne est étudié.

1.6.1 Fréquence plasma électronique

La réponse électronique & une perturbation due & une force électrostatique, est représen-
tée par un mouvement collectif des électrons. Dans une échelle temporelle, dite de haute

fréquence [19], la pulsation électronique est donnée par la relation suivante

2\ 1/2
Wpe = ("eoe > (1.6)

Meco

ol ne est la densité des électrons, —e leur charge électrique, m. leur masse et ¢y la permit-

tivité du vide.

1.6.2 Fréquence plasma ionique

C’est I’équivalent de la fréquence électronique pour les ions et est donnée (dans le cas d’ions

2N\ 1/2
Wy = <"2°€ ) (1.7)

mi€o

chargés une fois) par [19]
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1.7. Plasma poussiéreux

Il s’agit en effet de la réponse des ions & une perturbation électrostatique. Notons qu’a cause
de la faiblesse du rapport de masse m./m;, la pulsation électronique demeure nettement

supérieure a celle des ions.

1.6.3 Longueur de Debye électronique

Cette longueur représente une échelle fondamentale qui fournit une mesure de la distance

sur laquelle 'influence d’un champ électrique (au sein du plasma) est ressentie [20]. Elle est

1
kgT.\2
/\De _ %he _ <50 B e) (18)

2
Wpe Nnge

donnée par

1.6.4 Longueur de Debye ionique

Par analogie avec la longueur de Debye électronique, cette longueur est donnée par

1
, EoT\ 2
)\Di _ V;ﬁhz _ (50 B z> (19)

Wpi noe?

Notons qu’il existe d’autres échelles spatiales et temporelles telles que les fréquences de

collisions f., ou encore les libres parcours moyens L.

1.6.5 Quasi-neutralité de la charge électrique

La présence de particules chargées représente la principale distinction d’un plasma d’un
gaz neutre. A I’échelle macroscopique, le plasma est globalement neutre. Cette propriété,
appelée quasi-neutralité, dicte au plasma un comportement particulier et joue un réle majeur

dans la modélisation des phénomeénes dont il est le siege [20]. Elle s’exprime par
> Moo G =0 (1.10)

ol Ny et g, représentent, respectivement, la densité et la charge des particules d’espéce a.

1.7 Plasma poussiéreux

Un plasma poussiéreux est un plasma ordinaire contenant une composante additionnelle
de particules chargées ou grains de poussiére trés massifs (m;/my << 1) et dont la charge
électrique g; peut équivaloir des centaines de milliers de fois la charge élémentaire. La

taille du grain de poussiére, généralement assimilé & une sphére de rayon r4, peut atteindre
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1.8. Onde acoustique ionique

le micromeétre et la distance d entre deux grains est appelée distance inter-granulaire. La
présence de grains de poussiére dans un plasma peut affecter sensiblement le comportement
collectif de ce plasma en modifiant ses modes propres (mode acoustique ionique poussiéreux)
ou en donnant naissance & de nouveaux modes (mode acoustique poussiéreux). A l'instar
de tous les plasmas, un plasma poussiéreux est caractérisé par des échelles temporelles et

spatiales. Ainsi pour une densité ngg, la fréquence d’un plasma poussiéreux est donnée par

2\ 1/2
Wt = ("doqd> (1.11)

tandis que sa longueur de Debye est donnée par

\% /\2De + /\2Dz

ol A\p. et \p; représentent, respectivement, les longueurs de Debye électronique et ionique.

1.8 Onde acoustique ionique

L’onde acoustique ionique est I'un des modes propres d'un plasma & deux composantes
(électrons et ions) [20]. Ce mode de basse fréquence (w < w,;) est principalement di au
mouvement des ions. Plusieurs investigations théoriques et expérimentales ont été con-
sacrées a ce type d’ondes [8]. Ces études indiquent 'existence de structures acoustiques
ioniques solitaires dans les plasmas. La premiére observation expérimentale de ce type de
solitons a été faite par ITkezi et al. [21]. Il a été démontré que la température des ions
ainsi que le phénomene de piégeage des électrons peut affecter ces structures solitaires [22].
Dans un plasma unidimensionnel et non magnétisé composé d’électrons et d’ions & charge
positive, la dynamique de l'onde acoustique ionique [20] et [23], est régie par le systéme

d’équations hydrodynamiques suivant

e S (1.13)
mene(% ue%) noell — ‘98];6 (1.14)
%Zi a(g;“’) =0 (1.15)
mini(% i%) — %]Z (1.16)
g_f - %(ni ~n,) (1.17)



1.8. Onde acoustique ionique

ou n.; est la densité des électrons (ions), u.; est la vitesse fluide électronique (ionique), me ;
est la masse de ’électron (ion), E est le champ électrostatique et £y est la permittivité du
vide. Notons que, dans notre travail la permittivité du milieu est supposée égale a celle
du vide. Les termes de pression sont écrits sous la forme P,; = Veileinei ou v, et v,
représentent, respectivement, les indices adiabatiques électronique et ionique. En régime
des faibles amplitudes [20] et [23], nous linéarisons les équations précédentes en réécrivant
chaque grandeur physique sous la forme G = Gy+ G, ot G représente la valeur a ’équilibre

et G1 une perturbation de premier ordre. A partir des équations (1.13)-(1.17), nous obtenons

alors
8(;1;1 + amg‘;“el) —0 (1.18)
mene()% = nepel — %Te% (1.19)
8(;1;1 + a(ng’x““) —0 (1.20)
minio% = —nipeEy — T ag; (1.21)
%%zﬁwm_nm (1.22)

A ce stade, nous faisons appel a ’approximation plasma n, = n;, alors n,g = neg et 7,1 = Ne1.
Nous obtenons alors a partir des équations (1.18) et (1.20) au premier ordre ue; = uy.
En éliminant le champ électrique E et en sommant (1.19) et (1.21), nous obtenons

anel
ox

O,
(me + mz) neO_l = - (VeTe + 71771)

o (1.23)

Pour éliminer le terme de premier ordre u.;, on prend la dérivée temporelle de 1’équation
(1.18)

827161 + 82u61
Ne
ot2 O otox

puis en insérant ’expression de la vitesse u.;, dans la dérivée spatiale de I’équation (1.23)

=0 (1.24)

821661 827-'/61
(me +m;) Me0 oy = (veTe + 7, T3) 922 (1.25)
nous obtenons ) )
0*n, 0°ne
(me + mi) Tont = (3, T +7,T3) ek (1.26)

ot? 0x?
Le rapport m./m; pouvant étre négligé, cette derniére équation peut étre réécrite sous la

forme

(1.27)

827161 . ’YeTe + 'ViTi (927161
o2 m; 02
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1.8. Onde acoustique ionique

"/eTe +’77,T1

— représente la vitesse acoustique. Pour établir la relation de dispersion
2

ou C, =
de 'onde acoustique ionique, nous supposons une solution de type onde plane que nous

insérons dans I’équation (1.27) pour obtenir la relation de dispersion de 'onde acoustique

T. +~,T;
W = (&) = (1.28)

A noter que l'appellation acoustique provient de la similarité de la relation (1.28) avec celle

ionique suivante

des ondes sonores dans un gaz neutre. La relation (1.28) est 'expression la plus simple de
la relation de dispersion de I'onde acoustique ionique dans le cas classique [20] et [23], est
limitée aux faibles valeurs du nombre d’onde k.

Tenons maintenant compte de la force électrostatique et donc de I’équation de Poisson
(1.17). La masse de ’électron étant tres faible, le membre de gauche de ’équation (1.19)
ou terme d’inertie peut étre négligé, nous obtenons ainsi une expression reliant la densité

électronique au champ électrostatique, soit

ONer eng OFE, ~.T.0°n.
= = =< 1.29
ox Y le ! or eng Ox? ( )
A partir de I’équation de Poisson nous avons
aEl 6( )
- = —(na—ne
ox o ! !
f}/eTe 82nel (& 1
eng Ox2 50( ! 1) ! (1 + kQ)\%e) ! ( )

Pour la densité ionique n;;, nous procédons comme précédemment et nous obtenons, a partir

des équations (1.20) et (1.21), ’équation suivante

1 82712‘1 8E1 82n“
—MmNjo— = N7 —YViliq 5 1.31
man Onio ot? ¢ ox i 0x? ( )
d’ou
0?n; T, | 0 1 T 0%n;
t m; T <1 + ezg:mek2> m; O0x

a partir de laquelle, nous établissons la relation de dispersion générale de I'onde acoustique

ionique

,-Tz k2 Te 7
w2 = (15 oy BT Jm (1.33)

ol Ap. est la longueur de Debye électronique [20] et [23].
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1.9. Onde acoustique ionique quantique

1.9 Onde acoustique ionique quantique

Haas et ses collaborateurs [24] ont été les premiers a étudier 'analogue quantique des on-
des acoustiques ioniques, en utilisant un modeéle fluide quantique découlant d’une approche
hydrodynamique basée sur le systéme Wigner-Poisson [1]. Dans cette approche, nous retrou-
vons les effets de la statistique quantique ainsi que celui de la diffraction quantique qui se
manifestent, respectivement, a travers I’équation d’état et le terme du potentiel de Bohm.
Pour établir la relation de dispersion des ondes QIA, on considére un plasma unidimension-
nel et non magnétisé, composé de deux espéces différentes considérées fluides : des électrons
et des ions & charge unique positive. La dynamique non linéaire des ondes acoustiques

ioniques quantiques est régie par le systéme hydrodynamique quantique QHD suivant [24],

e =0 (1.34)

mi((?;: + ui%) - —e% + 225% (%) (1.35)
me(aaie + Ue%) = e% — nieaé?ie 2?;% (%) (1.36)
o= L) (137)

N . Me iVEe.i
ot la pression P,; = T&5rin? |
e i0 ’

et Ve, la vitesse du Fermi, pour des raisons de simplifica-
tion, les équations fluides sont normalisées en faisant appel aux changements des variables

2
: _ Wpi _ . _ (2kpTp. ]_/2 . (4o 1/2 _ ep __ ng
suivants X = "o, T = wyt , C5 = (—ml )2, wp = (—emi YU = or o Vs = 1

et Us = us/cs avec Tr, la température du Fermi, s = e et i. Le systéme d’équations (1.34)-
(1.37) devient [24]

ON;  O(Nily)
_|_

= 1.
aT 0X 0 (1.38)
ou; U, oV L H2 o [ S
yu i = T (e e @[ oxe (1.39)
aor 0X Ox m;’ 2 0X N;
o OU, OU, OV ON, H o (%54
()Gt + U8y = oo = Nl g e [ 28 (1.40)
m; 0T 0X 0X 0X 20 v N,
0*
= N, — N; 1.41
X2 (1.41)
ou le parametre adimensionnel H, = 2,?:;1? mesure la diffraction quantique, en négligeant

les termes proportionnels & m./m;, le systéme (1.38)-(1.41) peut étre simplifié comme suit
ON; N I(NiU;)
orT 0X

—0 (1.42)
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1.10. Modes acoustiques poussiéreux

oU; I oU; ov

ot TUax = o (143)
2 9V Ne
oV ONe  HE O [T ) (1.44)
ox Vax T2 ax \ VN
2
g;; — N, - N, (1.45)

Une analyse linéaire du systéme précédent donne la relation de dispersion des ondes acous-
tiques ioniques quantiques (QIA) suivante [24],

, k(14 HZ2K?/4)

= 14
SRR (1 H2R2A) (1.46)

1.10 Modes acoustiques poussiéreux

Lorsque des grains de poussiére sont ajoutés a un plasma a deux composantes, la propagation
des ondes peut étre modifiée, ainsi il existe deux types de modes acoustiques dans un plasma
uniforme, non magnétisé et non collisionnel. Ce sont le mode acoustique ionique poussiéreux
DIA, et le mode acoustique poussiéreux DA, qui peuvent étre étendus au cas quantique. Il

s’agit, en effet, de retrouver I'analogue quantique de ces deux modes [85].

1.10.1 Onde acoustique ionique poussiéreuse (DIAW)

La présence des grains de poussiere dans un plasma & deux composantes peut altérer et
modifier les modes habituels de ce plasma et donner naissance a de nouveaux modes [85].
On se limitera aux deux modes acoustiques qui ont fait ’objet d’une intense investigation:
le mode acoustique poussiéreux (DA, un nouveau mode identifié au début des années 90)
et le mode acoustique ionique poussiéreux (DIA, mode acoustique ionique habituel modifié
par la présence dans le plasma du grain de poussiére). Les ondes acoustiques ioniques
poussiéreuses ont été prédites par Shukla et Silin [25], en 1992, elles sont caractérisées par
(vrg < vp; < w/k < vre). En considérant un plasma composé d’électrons Maxwelliens,

d’ions fluides et de grains de poussiére immobiles, ayant une densité n = ny4, de masse my

tel que m; < my et chargés négativement q; = —Z4e , on obtient une relation de dispersion
de la forme
T, T 1/2
2= (— + ) (1.47)
/{7 m; m; [1 — Zd (ndo/nio)]
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1.10. Modes acoustiques poussiéreux

1.10.2 Onde acoustique poussiéreuse (DAW)

Les ondes DA ont été prédites théoriquement en 1990 par Rao et al. [26], dans un plasma
poussiéreux a trois composantes contenant des électrons, des ions et des grains de poussiere
négativement chargés. Les grains de poussiére sont considérés fluides, par conséquent, leur
dynamique est gouvernée par les équations fluides couplées a I’équation de Poisson, tandis
que les électrons et les ions obéissent a la distribution de Maxwell-Boltzmann. Notons que
la vitesse de phase de ces ondes DA est plus petite que les vitesses thermiques électronique

et ionique (vry < w/k < vp; < vre) [85]. Dans ce cas la relation de dispersion de ces ondes

w na\ [ ksT; T, Zaonao\ 1
— =7 1+—=—=(1—-— —= 1.4
k do\/(mo) ( mq ) l * Te ( Nio )1 (1.48)

est donnée par
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2

Plasmas quantiques

2.1 Plasma quantique et approche hydrodynamique

Lorsque les effets quantiques de la statistique quantique, la diffraction quantique, les effets
d’échange et de corrélation...etc., se manifestent dans un plasma, on dit que le plasma
est quantique, c’est a dire que son étude nécessite 'introduction des lois de la mécanique
quantique. De tels plasmas existent a 1’état naturel au coeur de certaines étoiles.

L’étude de la dynamique des plasmas est généralement basée sur la mécanique classique.
Les résultats obtenus en utilisant de tels modeéles classiques sont assez précis et refletent
assez bien le comportement des plasmas considérés. Cependant, il peut arriver que les

dimensions du systéme soient comparables & la longueur d’onde de De Broglie [1]
Ap = — (2.1)

o m est la masse de la particule, v leur vitesse et h la constante de Planck; dans ce cas
[1], Veffet de la diffraction quantique joue un réle crucial dans le comportement du plasma.
Lorsque la densité est élevée et la température basse, la matiére est sous une forme dite
« dégénérée » et le principe d’exclusion de Pauli, s’appliquant aux électrons, ne peut étre
négligé.

Il est, aujourd’hui, possible de créer les plasmas quantiques en laboratoire. C’est le
cas, a titre d’exemples, des électrons dans les métaux (industrie de traitement des surfaces,
couches minces) et des objets électroniques miniaturisés (quantum dots) [1]. A ce propos,
des modeéles quantiques décrivant le transport des particules chargées ont été établis. Les lois
décrivant de tels plasmas étant les lois de la mécanique quantique, les parameétres précédem-

ment cités ne sont plus appropriés. Il devient alors nécessaire d’en introduire d’autres que
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2.1. Plasma quantique et approche hydrodynamique

nous allons passer en revue de maniére succincte. Rappelons que dans le modeéle classique
des plasmas, a partir de la distribution de Maxwell-Boltzmann et I’équation de Poisson, on

déduit le potentiel de Yukawa [19]

o(r) = _ 4 (2.2)

" Admegr
Ainsi, la longueur de Debye et la vitesse thermique sont données par

k T 1/2 k T 1/2
\p = (50 B ) Vg = (L) (2.3)

npe2 m

Pour caractériser ’état de couplage d’un plasma, nous définissons généralement un parametre

fondamental, appelé parametre de couplage [1]. Ce paramétre est donné par

U, e2n1/3 n1/3
Mp=-2—-—0 _—91x107*x 2 2.4
CTTK T okl % T (2:4)

ou K est ’énergie thermique et 1’énergie potentielle se définit comme

2 1/3

(2.5)

Upot ~
€o

Le potentiel électrostatique (2.2) devient tres faible pour de grandes distances (Il peut méme
s’annuler). La longueur de Debye (2.3) s’annule, quant a elle, & 7' = 0. Rappelons que la

fonction de distribution de Maxwell est donnée par

m 3/2 1 mu?
_ L (me 2.
f=mo (27rk;BT> P { kT ( 2 e‘b)} (2:6)
a partir de laquelle nous pouvons établir la densité suivante
n = ngexp <%) (2.7)

Dans I'approche quantique, le modéle de Thomas-Fermi fournit un outil d’étude des plasmas
quantiques. Ce dernier fait intervenir les lois fondamentales de la mécanique quantique.
Ainsi, les électrons obéissent & un principe fondamental de la mécanique quantique : le
principe d’exclusion de Pauli. Ce probléme nécessite une fonction de distribution homogéne
a une particule dite de Thomas-Fermi [27]. Dans une sphére de I’espace des phases dont le

rayon est la vitesse de Fermi Vp [28], celle-ci est donnée par

3ng ; mv?
. {4WVF3 s1 5 ep < ep 2.8)

0 ailleurs
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2.1. Plasma quantique et approche hydrodynamique

elle est équivalente & la fonction de distribution de Fermi-Dirac pour une température nulle.

A Téquilibre, la densité s’écrit alors [1],

n:/fdvzno <1+§)2 (2.9)

et ’énergie de Fermi est une fonction de la densité, soit

EF = h—2 (37r2n0)2/3 (2.10)
2m

Ceci implique que le potentiel électrostatique ne s’annule pas. Une nouvelle longueur carac-

téristique apparait [29] (équivalent quantique de la longueur de Debye). C’est la longueur

1/2
Ap = (2€°€F) (2.11)

3nge?

de Thomas-Fermi

La pulsation plasma ne dépendant pas de la température, elle demeure inchangée

2\ 1/2
Wpe = (”Oe ) (2.12)

meog

La vitesse thermique, quant & elle, se définit comme le produit de la pulsation plasma et de

la longueur caractéristique du plasma [30]

k T 1/2
Ush = WyAp = (%) (2.13)

Par analogie, nous obtenons dans le cas quantique

% p 1/2
wpAp = <3—m> = o /V3 (2.14)

Le parameétre de couplage est modifié également. Il s’écrit

Iy = Upot 2me?

 kgTe (37T2)2/3 Ethn[l)/3

(2.15)

11 est bien clair, a partir de I’équation (2.15), que les plasmas faiblement couplés sont denses.
Dans les deux modeles (plasma classique et plasma quantique), les deux parameétres doivent

vérifier les relations suivantes [1]

Upot Upot e’ n[1)/3 4 ”(1)/3
¢ — = = =21x107%* x — 2.16
7 Ko kgT  eoksT T (2.16)
(0] [0 2 2 -
1@ Yt _ Upor _ e — 5.0 x 10'%,"/* (2.17)

Kq  ksTr  (372)%3 coh2nl/?
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2.2. Systéme Wigner-Poisson

nous avons bien remarqué que 'approximation non-collisionnelle pour le paramétre de cou-
plage quantique (TF > T') devient plus précise uniquement pour des valeurs élevées de
la densité : c’est le cas des métaux. De ces deux expressions, on définit le parameétre de

dégénérescence [31]

-

T
(3m2noA%)?/? (2.18)

N —

Ce parameétre nous permet de comparer les températures (Tx et T') au lieu de comparer les
distances inter-particules et la longueur de De-Broglie [1], nous avons alors
si Tr < T, nous avons besoin d’utiliser la statistique de Maxwell-Boltzmann.

si Tr > T, nous avons besoin d’utiliser la statistique de Fermi-Dirac.

2.2 Systéme Wigner-Poisson

Pour le passage de la mécanique classique vers la mécanique quantique, ’équation de Newton
est remplacée par ’équation de Schrodinger. De méme dans ’approche hydrodynamique, la
fonction de distribution de Maxwell-Boltzmann et I’équation de Vlassov sont remplacées par
une approche basée sur la fonction de Wigner. Le probléme nécessite une autre fonction de
distribution. Il en existe plusieurs, telles que la fonction de Husimi, la fonction de Glauber-
Sudarshan, la fonction de distribution de Kirkwood, la fonction @) « @Q-fonction », [1],
etc.

Pour tenir compte de la ressemblance des méthodes qui traitent des plasmas classiques,
I'approche de la fonction de Wigner semble étre un choix naturel [1]. Considérons, pour
simplifier, un état purement quantique décrit par une fonction d’onde unidimensionnelle

U(x,t). La fonction de Wigner correspondante [32] f(z,v,t) est définie par

flz,v,t) = ﬂ/ds exp(im%)\ll*(x + f,t)\ll(x _2 t) (2.19)

2mh 2 2’
ol x est la position, v la vitesse, t le temps, m la masse de la particule et & la constante de
Planck réduite. La majorité des quantités physiques peuvent étre déduites par les moments

jusqu’au k“"¢ ordre [ dvo® f(z,v,t), ainsi, la densité de probabilité est donnée par

n(@, 1) = Uz, 1)]2 = /f(a:,v,t)dv (2.20)
Le courant de probabilité s’écrit, quant a lui, comme suit
ih ov* ov
= (w —Ur—— | = 2.21
st = g (W8 w0 = [ st an (221)
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2.3. Validité du systéme Wigner-Poisson

Les équations fluides du modeéle quantique peuvent s’obtenir aisément a partir des moments
du systéme Wigner-Poisson. Dans le cas d’états mixtes {V,(z,t), Py}, a = 1,2,3,...M
ou ¥, (z,t) est une fonction d’onde associée a la probabilité P,, la fonction de Wigner a
N-corps associée s’écrit
N
m Z V;S;
V(w505 T, U, 1) = (27Th> Z P, /dsl, ...,ds, exp %

xprN (l‘1+%,...,$n+%,t> x PN <m1—%,...,xn—%n,t> (2.22)

De la fonction de distribution de Wigner a une particule, nous pouvons remonter a la fonction
de distribution de Wigner a & N-corps [1]. Pour cela, il faut considérer les opérateurs associés
aux variables et utiliser I’équation de Schrodinger pour les fonctions d’onde & N-corps. On
utilise ainsi 'approche permettant de ramener le probléeme & N-corps a un probléme décrit
par une fonction & un seul corps. Cette approche s’appelle hiérarchie quantique BBGKY
(Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon) [1]. Il est possible de montrer que 1’évolution de
la fonction de distribution de Wigner & N-corps est équivalente & 1’équation suivante a un

corps
af
ot

Kyl | v' —v,,1] Zem/—eXp( vlh_v)s)><<q5<x+g,t)—¢<x—§,t)) (2.24)

+v 8f /dUK¢<b|v v, x, ) f (2,0, 1) (2.23)

ou

et

m 1mus. 5 s
flavt) =5 )V @+ 5 )V (@ — 5. 1) (2.25)

Les expressions (2.23), (2.24) et (2.25), couplées a 'équation de Poisson a deux espéces [33]

D*¢
- 560 (NZpaW (z.T)? —n0> (2.26)

=1

ds exp(

donnent un nouveau systéme appelé celui de Wigner-Poisson, équivalent quantique du sys-

téme Vlassov-Poisson.

2.3 Validité du systéme Wigner-Poisson

Dans les deux approches hydrodynamiques, classique et quantique, (Vlassov-Poisson et

Wigner-Poisson), les interactions a longue portée dues au potentiel électrostatique auto-
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2.4. Modéle fluide pour un plasma quantique

consistant dominent les collisions & courte portée entre les particules [34]. Ceci n’est vrai

que si ’énergie potentielle d’une particule est trés petite comparée a son énergie cinétique
1/3
Upot e2n0/ me?

T'o = = ~ <1 2.27
O Ke T e comnd? (2:27)

C’est le cas des électrons dans un métal, ot les densités typiques sont de 'ordre de 10%%m =3

[1]. Si les énergies cinétique et potentielle sont du méme ordre (I'g & 1), les corrélations
et les effets de spin ne peuvent étre négligés. L’évolution du systéme nécessite une autre

approche, c’est I’équation de Wigner-Fokker-Planck [35].

2.4 Modéle fluide pour un plasma quantique

2.4.1 Modéle de Schrédinger-Poisson (S-P)

Dans un plasma quantique unidimensionnel, les électrons sont décrits par des états mixtes
{Uu(z,t), Py}, a=1,2,3,....M obéissant a ’équation de Schrédinger [33]

ov h20*U
h— = - % o 2.2
! ot 2m Ox? co¥a (2.28)

ou la fonction d’onde est normalisée & [ dz|¥,(z,t)|* = N/M, oa N est le nombre total de

particules. En associant a la fonction d’onde [36]
U, = A, exp(iS,/h) (2.29)

les deux variables 5

195,

Ny = Ai et u, = —
m Ox

(2.30)

ou A, = Au(z,t) Pamplitude de la fonction d’onde et S, = S,(z,t) sa phase, en séparant
les termes réels et imaginaires, on obtient les équations de continuité et I’équation quantique

d’Euler suivantes [1],[36]
on, 0

ot "o Ox (
Oug Oug, € 0¢ < \/n_a/(?x ) (2.32)

Nally) =0 (2.31)

ot +ua%—m8x m28x

Ces deux équations, couplées a 1’équation de Poisson

o2 -
a_xf -2 <Z e — n) (2.33)

28



2.4. Modéle fluide pour un plasma quantique

nous permet d’obtenir [1], le systéme de Schrodinger-Poisson (S-P). Le terme

2 2(\/ia) 0a?
0 (8 ) (234

2m2 Oz TR

est appelé potentiel de Bohm. Notons que ce terme ne dépend pas uniquement du gradient
de la fonction de la densité mais il découle aussi de I’équation de Schrodinger. Il est donc

responsable de l'effet tunnel et de la dilatation continue du paquet d’onde [1].

2.4.2 Modéle fluide quantique

Considérons, pour des raisons de simplicité, le systéme unidimensionnel suivant

@a—;’: v v% . 2227}; dsdu' ¢ (7 =0)s/n [¢ (:1; + g) ! (x _ g)} f (xv t) —0  (2.35)

Les grandeurs physiques caractérisant le modéle fluide sont la densité, la vitesse moyenne,
et la pression. Ces derni¢res s’obtiennent & partir des définitions standard [34]. Ainsi, la

densité, la vitesse moyenne et la pression s’écrivent, respectivement, sous la forme

n(z,t) = /f(u ,x,t)dv (2.36)
1

u(z,t) = ﬁ/fvdv (2.37)

P(z,t) = m/vadv — nu? (2.38)

Comme dans le cas du modele classique, le modéle fluide est obtenu a partir des moments
de la fonction de distribution, en intégrant sur lespace des vitesses [1]. Nous obtenons
finalement

on 0

ou Ou e 0¢ 1 Op
ot u% " mdxr  mnor (2.40)

Notons que les expressions (2.39) et (2.40) s’apparentent & I’évolution du modele classique,
ce n’est pas une surprise puisque dans le terme de pression, il apparait des termes quantiques.
La contribution de la constante de Planck réduite A, apparait dans les ordres supérieurs du
moment [1]. En introduisant la décomposition de Madelung (2.29) et (2.30), associée a la

fonction d’onde [1], ces équations deviennent

M
n=N> Pl (2.41)
a=1
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2.4. Modéle fluide pour un plasma quantique

: M
ihN ov? ov
- Py ——o_gr—¢2 2.42
" om “ ( ¢ Oz “ Oz ) (242)

a=1

ou YV, est la fonction d’onde associée a la probabilité P,; en introduisant les expressions
(2.41) et (2.42) dans Pexpression de la pression (2.38) et en utilisant la décomposition de
Madelung, nous obtenons I’expression de la pression donnée sous la forme

0A\? O2A,
< Ox ) —Aa Ox?

Pa

2 M 2 2 M
p_ N 054 %) L A (2.43)

2 42 _
~ 2mn aﬁz1 FaPs Ao s < Oz Oz

2m

Nous définissons deux grandeurs physiques associées a la fonction d’onde ¥, (z,t) [1]: la

vitesse cinétique

08,

1
0= — 2.44
“ m Ox ( )
et la vitesse osmotique /
h 0A,/0x
0= — =2 2.45
= (2.45)
La pression peut donc étre décrite par trois termes, soit
P=PF4 pP°4 P9 (2.46)
avec
mn e ~ ~ 9
Pk = 7 Z P, B (U(X — U@) (247)
a,B=1
mn e ~ o~
2
PP === > PuPs (u) — uf) (2.48)
a,B=1
h*n 02
PO=_———_1 2.4
4m Ox? Hr (2:49)
et )
~ NP,A
P, =—*2 (2.50)
n
Notons que les deux pressions ne dépendent que de la densité [1]
P* 4 P° = P%(n) (2.51)
La pression s’écrit donc sous la forme
h*n 02
_ pC
avec )
muv
P¢=—Lp? 2.53
3nd (2:53)



2.5. Statistique quantique

on écrira finalement les équations (2.39) et (2.40) sous la forme [1]

on 0

o + e (nu) =0 (2.54)
Ou  Ou_edp 1 0P°(n) N 9 (9*(yn)/0a (2.55)
ot " “9r  mor mn Oz 2m? Ox vn '

2.5 Statistique quantique

A basse température et particulierement & une température proche de zéro Kelvin et dans
les conditions ou les dimensions des systémes physiques (ex : gaz parfait, plasma...) sont
comparables a la longueur d’onde de De Broglie [11],[12], le principe de symétrie doit étre
pris en compte : les fonctions d’ondes deviennent symétriques (pour des bosons) ou anti-
symétriques (pour des fermions). Ainsi le principe de Pauli se manifeste pour ces derniers (Le
principe d’exclusion de Pauli empéche deux fermions identiques d’avoir les mémes nombres

quantiques) [11],[12].

2.6 Gaz de Fermi et distribution de Fermi-Dirac

La physique statistique de Boltzmann est incapable de décrire les précédents modeéles, d’ot
la nécessité d’une nouvelle approche décrivant la physique statistique quantique (comme la
statistique de Fermi-Dirac et la statistique de Bose-Einstein...) [1],[11]. Dans ce chapitre,
nous allons présenter la statistique de Fermi-Dirac qui gouverne le mouvement des fermi-
ons. Le nombre de particules (fermions) n, contenues dans un volume V', en coordonnées

sphériques est donné par I'expression suivante [11]

dmgV /°° P2dP
n = —
r ) exp(;7) +1

(2.56)

En tenant compte de la relation P = v/2me, on peut exprimer la densité des fermions

N =n/V comme suit
N = % - ir—f (2m)>/? /OO ex% (2.57)
0 p(5F) +1
ou g = 25 + 1 est le facteur de dégénérescence, S le spin, € ’énergie de la particule (ici de
nature cinétique), u le potentiel chimique, kp la constante de Boltzmann, et T la température
thermique. Dans la suite, on pose T" = kgT et le spin des particules S = 1/2 d’ou g = 2.

Notons que cette équation s’exprime en fonction des intégrales de Fermi, définies par
x¥dx

1,(n) =/0 e p—— (2.58)
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2.7. Gaz complétement dégénéré (T =0)

2.7 Gaz complétement dégénéré (T = 0)

Dans un gaz parfait, si la température est nulle, I’énergie totale du systéme est minimale,
les particules occupent les niveaux d’énergie les plus bas et en tenant compte du principe de
Pauli, nous organisons les fermions a partir du niveau d’énergie le plus bas jusqu’au niveau
d’énergie le plus haut [11],[12]. Nous appelons énergie de Fermi e, I’énergie de niveau
occupé le plus haut. La probabilité de trouver une particule dans un niveau d’énergie donné
est binaire ; la valeur de cette derniére ne dépend que du niveau d’énergie considéré par

rapport a celui de Fermi. Ainsi, la probabilité ne prend que deux valeurs (0 ou 1)

0 si €>¢€
4 (2.59)
1 si e<Ep

donc pour 7" = 0, on peut écrire

4 °F
Ny = %:%(2771)3/2 / Vedes (2.60)
0
8w
%(2%1?)3/2 (2.61)

ainsi ep = % = (372Np)?/3 (h?/2m), avec Ny la densité des particules initiales (le nombre

total de particules par unité de volume) et Pp 'impulsion de Fermi.

2.8 Potentiel chimique

Le potentiel chimique p(7T, P) est I’énergie que 1’on ajoute a un systéme lorsqu’on introduit
une mole de composé & température T’ et pression P constantes. Si 'on considére un
gaz dégénéré a basses températures (7' ~ 0), le nombre de particules reste pratiquement
inchangé par rapport au cas complétement dégénéré (77 = 0) [11],[12]. De ce fait, un
développement limité autour de (7 ~ 0), nous permet d’aboutir & I’expression suivante du

potentiel chimique en fonction de I’énergie de Fermi (2.57) [11],[12], soit'")

2 %0 d
2 [T Vel (2.62)
3 0 eXp(T“) + 1

2 3m 2 5p 72 (T\?
z -z 14— (=
R L Sl

(D Les calculs sont détaillés dans Pannexe.

(2.63)
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2.9. Application de la statistique de Fermi-Dirac aux plasmas

Par conséquent, pour un gaz parfait, le potentiel chimique p = e & T" = 0, tandis qu’a

basse température (1" ~ 0), le potentiel chimique est donné par la relation suivante [11],[12],

2 [ T\?
R iy
S T (5F>

2.9 Application de la statistique de Fermi-Dirac aux

(2.64)

plasmas

Landau a étudié le phénomeéne de piégeage des particules, stipulant que les ondes peuvent
interagir avec les particules (interaction onde-matiére). Ce phénomeéne a été mis en évidence,
par la suite, dans de nombreuses expériences scientifiques telles que I'effet Compton et ’effet
photo électrique. Ainsi, nous pouvons enfin aborder ce que nous appelons la statistique des
particules piégées (libres). Pour cela, nous avons supposé que notre modéle est gouverné
par la statistique de Fermi-Dirac. La densité des électrons piégés (libres) qui sont dégénérés

est ainsi donnée par l'expression suivante [38],

— g 3/2 > \edes
N(7 )= — Voo 2.65
0= s | e (2.69)

2.10 Piégeage des électrons dans un champ électrosta-
tique

Les ondes électrostatiques et les ondes magnétiques peuvent emprisonner (piéger) les élec-
trons. Par ailleurs, Landau et Lifshitz [11],[114] donnent une expression qui permet de
calculer I’énergie totale d’une particule (électron) dans un champ électrostatique tel que
Er = (P%/2m) — ep, ou P est la quantité de mouvement de la particule et —egp est 1’énergie
potentielle du puits dans lequel les électrons sont piégés. Les particules avec une énergie pos-
itive (E7 > 0) sont des électrons libres et les particules avec une énergie négative (Er < 0)

sont des électrons piégés [11].

33



2.11. Piégeage des électrons dans un champ électrostatique et un champ magnétique

2.10.1 Calcul de la densité des particules
Plasma dégénéré

Par ailleurs, si la température est proche de zéro (mais non nulle), la probabilité est différente
de 'unité ou zéro, il faudra donc calculer les intégrales (2.58), dites intégrales de Fermi, afin
de déterminer les expressions de la densité des fermions [38].

Suivant Landau et Lifshitz [11], on obtient la densité électronique normalisée, qui est

donnée par lexpression suivante?,

(g=1) (= , _ Ne (7,t) 3/2 2 ~1/2
NI (7 t) = N =1+Q)"" +7T°(1+ D) (2.66)
0
ou ¢ = g et T = 2\’/T§7;F est la température normalisée. I’équation (2.66) représente la

densité des électrons partiellement dégénérés, piégés dans ’onde [38]. Notons que la densité

électronique dépend du champ électrostatique et de la température.

2.11 Piégeage des électrons dans un champ électrosta-

tique et un champ magnétique

L’interaction de champs magnétiques avec des particules donne naissance & des phénomeénes
physiques au niveau microscopique. Parmi ceux-ci, le diamagnétisme ot les particules créent
un champ opposé au champ magnétique appliqué. Si les particules en question sont des
électrons, ce phénoméne est appelé diamagnétisme de Landau. Ce phénomeéne est bien
expliqué en utilisant la notion dite, niveau de Landau [11], ce dernier est donné par £ =
% + 2I6H ou 8 =| e | i/2m.c le magnéton de Bohr, H I'induction magnétique et [ =
0,1,2,... Le nombre de particules (fermions) n contenues dans un volume V' en coordonnées

cylindriques est donné par I’expression suivante [39],

Ny e () M me e\ d 2.67
6<r7t) - V - 27T27:L3 Z exp a+lhwce ep— N) +1 € ( . )

ou hw,. I'énergie cyclotronique de 1’électron, n(Bo) = hwe./er la fréquence cyclotronique de

I’électron, By le champ magnétique, ep = F l’energle de Fermi, Pr I'impulsion de Fermi

et wee = €By/me. Ainsi la densité electromque normalisée [39] est donnée par I’expression

(D Les calculs sont détaillés dans Pannexe.
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2.11. Piégeage des électrons dans un champ électrostatique et un champ magnétique

suivante®)

w - gn(BO) (1+®)2 + (1+® —1(Bo))

+T? (1 4+ @ +n(By))~

Nl
Nl

N@=D (7 1)

[NIES

(2.68)

Nous remarquons que si By = 0 (absence de champ magnétique), on retrouve 1’expression
(2.66).

(D Tes calculs sont détaillés dans I’ Annexe.
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3

Théorie de la fonctionnelle de la

densité (DFT)

3.1 Introduction

En mécanique classique, I’équation du mouvement (de Newton) fournit un outil mathéma-
tique permettant d’étudier le mouvement d’un corps, mais dés que le systéme contient plus
de deux corps, la résolution analytique devient généralement impossible. Parmi les solu-
tions de probléme a N-corps, I'introduction de la notion du centre de masse et des nouvelles
variables ; position et masses effectives. La notion du centre de masse donne des inter-
prétations physiques globales sur le systéme étudié. La méme difficulté est retrouvée aussi
en mécanique quantique ou 1’équation de Schrodinger qui remplace la loi de la mécanique
classique, donne I’évolution spatio-temporelle des fonctions d’ondes des particules.

Une solution analytique de I’équation de Schrodinger est impossible & retrouver dés que
le nombre de particules est supérieur a un. En effet, nous retrouvons des solutions exactes
pour des systémes physiques simples a une particule, par exemple I’atome d’hydrogene H
et les hydrogénoides (Het, Li*"...), ou les ions contiennent dans leurs noyaux plusieurs
nucléons, protons et neutrons, et un seul électron. Notons que pour les hydrogénoides, le
probléme n’est pas simple, I'introduction de la notion du centre de masse, position et masse
effectives entre I’électron et le noyau rend le probléme solvable. Par ailleurs, pour d’autres
systeémes physiques, constitués de plusieurs particules tels que les électrons, des solutions
basées sur des méthodes numériques sont indispensables. Comme les machines de calcul
ont un pouvoir limité, le probléme existe toujours. Les méthodes et les approches approx-

imatives sont nécessaires pour rendre I’équation de Schrodinger solvable. Parmi celles-ci la
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3.2. Modéle de Thomas et Fermi

méthode de Hartree, suivie par une correction de Fock, la théorie de Thomas-Fermi TF, la
correction de Dirac qui introduit un nouveau terme tenant compte de ’échange d’énergie
entre les particules fermioniques puis la correction de Weizsacker [40], qui est introduite sur
le modele de Thomas-Fermi-Dirac (TFD), cette derniére est connue sous le nom de TFD-
WS. Toutes ces approches ont contribué a I’émergence d’un formalisme puissant : la théorie

de la fonctionnelle de la densité de Kohn et Sham (Density Functional Theory) [41].

3.2 Modéle de Thomas et Fermi

Cette approche [11] fait appel & approximation semi-classique. Les électrons dans les
atomes ont une distribution homogéne dans l’espace des phases, tout en respectant le
principe d’exclusion de Pauli ou chaque case quantique doit contenir deux électrons de
spins opposés, spin up et spin down. Les électrons sont considérés libres, ils peuvent se

mouvoir dans la mer de Fermi. L’impulsion d’un électron est donnée par la relation

Pp = g EN(?’)] v (3.1)

La densité électronique s’exprime en fonction de 'impulsion de I’électron comme suit
N(7) = ——=P
(3.2)

Thomas [42] et Fermi [43] ont supposé, par la suite, que les interactions entre les particules
constituant I’atome sont des interactions coulombiennes, ainsi 1’électron est soumis a ’effet
du potentiel électrostatique (7), ott 7 représente la position de 1’électron, et ¢(7”) tend
vers zéro lorsque 7 tend vers I'infini. Ceci permet d’exprimer 1’énergie totale d’un électron
par la relation suivante

lifi

Etotale = % - 690(?) (33)

Notons que cette énergie doit étre négative (Eyoqe < 0), car les électrons sont piégés dans le
potentiel de I’atome, si non, cela voudrait dire que ’électron n’est plus piégé dans le potentiel
de 'atome et s’échapperait ainsi de son état de liaison. Ceci nous conduit & I’expression de

I’énergie totale maximale suivante

—epy(T) = 5= — ep(T) (3.4)
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3.2. Modéle de Thomas et Fermi

oll —ep,(7) est ’énergie totale maximale de I’électron en chaque point autour de I’atome.

A ce stade, si nous combinons les deux expressions (3.2) et (3.4), nous obtenons

N(T) = 8 (2me

3/2
T (™) = el7) (35)
Trois cas possibles sont a étudier :

1) o(7) = ©,(7), une solution triviale ot N(7°) = 0,

2) o(7°) > (7", une possibilité d’existence des électrons,

3) o(7) < o(7"), une énergie cinétique négative, ce qui n’est pas physique. Par
conséquent, la densité électronique doit étre nulle N (7) = 0. En s’intéressant au deuxiéme
cas, et en considérant que I’atome est neutre, il en résulte que le potentiel électrostatique
©o(T) = 0, I'équation (3.5) devient alors

N7y = (%wm)w (36)

Le potentiel électrostatique ¢(7) doit satisfaire 1’équation de Poisson
V2p(7) = goen (3.7)

En insérant I’équation (3.6) dans ’équation (3.7) et en supposant que la densité électron-
ique et le potentiel électrostatique ont une symétrie sphérique, nous obtenons I’équation de

Thomas-Fermi

1 d? e [2me 3/2
) [rp(r)] = 3n22, [?90(7“)} ; avec p(r) >0 (3.8)
En introduisant le changement de variables suivant
4\ 23 71/3
r=2 <§) o T (3.9)
p(r)
Y(z) = Ze)r (3.10)

ol ag = h?/me? est le rayon de Bohr, I’équation (3.8) prend une forme plus simple, soit

Py {M}l/z

dx? T ¥20
d2
d—;/; = 0, <0 (3.11)

En tenant compte des conditions aux limites, prés du noyau de ’atome et loin de ce dernier

{ 0= —1 (312)

r—o00=1Y —0
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3.3. Quelques corrections sur I’approche de Thomas-Fermi

la résolution numérique peut étre effectuée pour ce type d’équation différentielle. Notons que
plusieurs études numériques ont été consacrées a la résolution de ce type d’équations, ainsi
nous trouvons plusieurs méthodes numériques et plusieurs algorithmes qui peuvent résoudre
ce type de problémes et permettent, ainsi, la détermination de la densité électronique N (7)
par 'approche TF. Ceci permet de déterminer des grandeurs physiques caractérisant le
systéme étudié (atome, ion) tells que ’énergie totale, le rayon atomique. . . etc.

Le tableau 1 donne les résultats numériques établis par Slater et Krutter [44], correspon-
dant au modele de Thomas Fermi, o z est le rayon atomique, ¥(zy) le potentiel associé et
as la valeur initiale de la premiére dérivée. Notons que ce tableau a été tiré de la référence

[45],

—as T U(zo)
1.6740 | 3.2617 | 0.23194
1.6800 | 3.7153 | 0.16946
1.6840 | 4.3784 | 0.10816
1.6858 | 5.1678 | 0.06124
1.6863 | 5.7291 | 0.0942
1.6867 | 7.0084 | 0.01079

Tableau 1 : Les valeurs du rayon atomique correspondant

au modeéle de Thomas-Fermi établies par Slater et Krutter.
Bien que ces résultats soient universels, ils ne sont pas, néanmoins, exacts. En effet, les
valeurs du rayon atomique de l’énergie totale ainsi que de la densité électronique ne se
confondent pas avec les valeurs expérimentales correspondantes. C’est pour cela que le
modele de Thomas-Fermi nécessite la prise en compte de corrections afin d’améliorer les

résultats obtenus.

3.3 Quelques corrections sur ’approche de Thomas-

Fermi

L’approche de Thomas-Fermi représente une premiere approximation de la méthode du
champ self- consistent, connu sous le nom de champ moyen [46], cette derniére stipule que
I’électron se meut dans le potentiel créé par les autres particules constituant le noyau et le
reste des électrons. Il est important de noter que la théorie de Hartree ne tient pas compte

des énergies d’échange entre les particules. Dans le but d’améliorer les résultats, Fock a tenu

39



3.3. Quelques corrections sur I’approche de Thomas-Fermi

compte des effets d’échange entre les électrons dans quelques cas. En effet, en s’appuyant
sur les recherches de Slater, lui-méme se basant sur le principe de Pauli, il montra que la
fonction d’onde des électrons peut étre écrite sous la forme d’un déterminant dit déterminant
de Slater. La densité électronique N(77) est obtenue & partir de la fonction d’onde totale

du systéme quantique poly-électroniques (77, 75...7,,) par la relation

(3.13)

ol \Ilz(r_;) est la fonction d’onde de I’état ¢ associée a la particule j. La prise en compte des
corrections de Fock dans Iapproche de Hartree donne lieu a 'approche, dite approche de
Hartree-Fock. En se basant sur les études de Fock et le principe d’exclusion de Pauli, Dirac
[47] a introduit la notion d’énergie d’échange entre les électrons. Cette énergie représente,
en fait, la contribution en énergie due aux interactions de deux électrons ayant la méme
impulsion et la méme direction de spin, situés dans le méme élément de volume. Cette
énergie d’échange a été rajoutée a 1’énergie totale de 1’électron donnée par le modéle de
Thomas-Fermi. Les travaux de Dirac ont ainsi contribué a la généralisation de ’approche

de TF. L’équation de Thomas-Fermi-Dirac TFD adimensionnelle est donnée par 1’équation

€+ —¢1/2 (:c)] (3.14)

21/2

suivante

@y _

dz?

ot € = (3/3272)Y/32Z72/3 = 0.211873Z~%3. Par la suite, Feynman, Metropolis et Teller
[45] ont étudié numériquement ce modeéle TFD, ce qui a permis de mettre en évidence
I'importance des corrections apportées par ’énergie d’échange des électrons. Le tableau 2
représente les résultats obtenus par ’approche de Thomas-Fermi-Dirac établis par Feynman,

Metropolis et Teller. Ce tableau a été tiré de la référence [45]
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3.3. Quelques corrections sur I’approche de Thomas-Fermi

cas 1 cas 2 cas 3 cas 4 cas b cas 6

w=+2z| —ay=1.6740 1.6800 1.6840 1.6858 1.6863 1.6867
(8 Y Y (4 (i (8

0.92 0.62232 0.61957 | 0.61774 | 0.61691 | 0.61668 | 0.61650
1.00 0.58007 0.57676 | 0.57455 | 0.57356 | 0.57328 | 0.57306
1.08 0.53924 0.53528 | 0.53264 | 0.53145 | 0.53112 | 0.53086
1.16 0.50013 0.49543 | 0.49230 | 0.49089 | 0.49049 | 0.49018
1.24 0.46300 0.45744 | 0.45373 | 0.45206 | 0.45160 | 0.45123
1.32 0.42803 0.42146 | 0.41709 | 0.41513 | 0.41458 | 0.41414
1.40 0.39534 0.38763 | 0.38249 | 0.38018 | 0.37954 | 0.37903
1.48 0.36507 0.35602 | 0.34999 | 0.34728 | 0.34653 | 0.34593
1.56 0.33727 0.32667 | 0.31962 | 0.31644 | 0.31556 | 0.31486
1.64 0.31201 0.29962 | 0.29137 | 0.28766 | 0.28663 | 0.28581
1.62 0.28935 0.27487 | 0.26524 | 0.26091 | 0.25970 | 0.25874
1.80 0.26933 0.25242 | 0.24118 | 0.23613 | 0.23472 | 0.23361
1.88 0.25202 0.23228 | 0.21916 | 0.21327 | 0.21162 | 0.21033
1.96 0.23747 0.21442 | 0.19913 | 0.19227 | 0.19033 | 0.18884
2.04 0.22578 0.19888 | 0.18104 | 0.17304 | 0.17078 | 0.16905
2.12 0.21707 0.18565 | 0.16484 | 0.15552 | 0.15288 | 0.15087
2.20 0.21150 0.17477 | 0.15050 | 0.13964 | 0.13656 | 0.13422
2.28 0.20927 0.16630 | 0.13797 | 0.12532 | 0.12172 | 0.11901
2.36 0.21067 0.16034 | 0.12725 | 0.11251 | 0.10831 | 0.10514
2.44 0.21605 0.15701 | 0.11833 | 0.10113 | 0.09623 | 0.09254
2.52 0.22589 0.15649 | 0.11121 | 0.09114 | 0.08542 | 0.08112
2.60 0.24080 0.15903 | 0.10595 | 0.08250 | 0.07582 | 0.07081
2.68 0.26156 0.16494 | 0.10261 | 0.07518 | 0.06738 | 0.06153
2.76 0.28920 0.17465 | 0.10129 | 0.06917 | 0.06005 | 0.05321
2.84 0.18870 | 0.10214 | 0.06447 | 0.05378 | 0.04579
2.92 0.10536 | 0.06109 | 0.04857 | 0.03920
3.00 0.11123 | 0.05909 | 0.04438 | 0.03340
3.08 0.12011 | 0.05853 | 0.04123 | 0.02833
3.16 0.13247 | 0.05953 | 0.03914 | 0.02396
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3.3. Quelques corrections sur I’approche de Thomas-Fermi

3.24 0.14892 | 0.06224 | 0.03814 | 0.02024
3.32 0.06688 | 0.03831 | 0.01714
3.40 0.03975 | 0.01465
3.48 0.04261 | 0.01275
3.56 0.01143
3.64 0.01072
3.72 0.01063
3.80 0.01123
3.88 0.01259

Tableau 2 : Les corrections sur les valeurs du rayon atomique correspondant
au modele de Thomas-Fermi-Dirac établies par Feynman et al. [45]
Ces résultats ont poussé les chercheurs & examiner I'importance de l'effet de corrélation sur
Iapproche TFD. Il s’agit, en effet, de tenir compte des interactions entre les électrons ayant
des spins anti-paralléles (anti-symétriques). A cet effet, plusieurs études ont été consacrées
a la reformulation de 'approche TFD, parmi elles, une correction sur ’énergie cinétique de
'électron faite par Weizsacker [40], la correction de Fermi- Amaldi [48], la correction sur
I'énergie de Wigner [49], ainsi que la correction de Gombas [50] qui a reformulé la TFD
par lintroduction de la correction de Wigner [49] en tenant compte de la correction de
Fermi-Amaldi [48]. Par ailleurs, Tomishima [51] a consacré lui aussi une étude permettant
d’introduire le terme de 1’énergie de corrélation, comme correction au modele TFD. Le
tableau suivant représente quelques valeurs du rayon atomique correspondant aux différentes
corrections de la TFD, apportées par les auteurs cités ci-dessus. Ces résultats sont tirés de

la référence [51].

Rb* Kr Br~
Tomishima 2.7845 3.3009 4.2150
Thomas 3.4211 4.5275 /
Gombads 3.5 4.22 5.19
Pauling 2.80 3.19 3.69

Tableau 3 : Les différentes corrections sur le modéle TFD
apportées par Tomishima, Thomas, Gombés et Pauling.
Cependant, les résultats obtenus sont loin d’étre en accord avec les résultats expérimentaux,

valables uniquement pour décrire les atomes de nombre atomique Z élevé. S’appuyant sur
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3.4. Equation de Schrédinger et fonction d’onde

les travaux de Teller [52], les chercheurs ont alors proposé de trouver une autre approche,
prouvant que le modéle TF est incapable de décrire la liaison moléculaire. Ceci étant fait,
le modéle de Thomas-Fermi fournit donc une introduction & la théorie de la fonctionnelle

de la densité, cette derniére étant une bonne alternative au modeéle de Thomas-Fermi.

3.4 Equation de Schrodinger et fonction d’onde

Le formalisme newtonien a vu le jour au 18°"¢ siécle, et dés lors, il a montré une grande
réussite pour décrire les systémes dynamiques. A la fin du 19°"¢ siécle, les travaux scien-
tifiques ont atteint un nouvel ordre de grandeur, le microscopique. Dés lors, les prédictions
du formalisme newtonien ne devenaient plus valables. Ce qui a poussé les scientifiques a
chercher une alternative a ce formalisme & cette échelle. De nombreuses investigations ont
été faites dans ce but, parmi celles-ci, les célébres travaux de Schrodinger, dont la mécanique
ondulatoire fournit une base puissante pour la mécanique quantique et, c’est ainsi que la mé-
canique quantique introduit la notion de fonction d’onde pour décrire ’état d’une particule,

cette derniére est régie par 1’équation de Schrodinger

L0 — h? — — —
zhaﬁf(r,t) = —%A\I/(r,t)—i—V(r)\I/(r,t) (3.15)

ol m est la masse de la particule, V(7") son énergie potentielle et ¥(7, ) la fonction d’onde
(amplitude de la probabilité d’existence), dont le module au carré représente la densité de
probabilité d’existence. Notons que ’équation (3.15) est une équation linéaire et homogene
en (7, t) et que par conséquent le principe de superposition est valable. Ce dernier admet
que la combinaison linéaire des fonctions d’ondes, solutions de I’équation de Schrodinger est
aussi une fonction d’onde solution de cette derniére. Ce principe de superposition fournit
un outil de description tres efficace pour décrire des systémes a aspect probabiliste des
problémes a 1’échelle microscopique. Par conséquent, les systémes microscopiques au nombre
¢élevé de particules, tels que les systémes poly-électroniques ol les molécules sont régies
par I’équation de Schrodinger. Ce genre de probléeme est appelé en mécanique quantique,

probléme & N-corps.

3.4.1 Position du probléme

Considérons un systéme microscopique, contenant plusieurs particules : N noyaux (de masse

M et de charge +Ze) et n électrons (de masse m, et de charge —e), régis par 1’équation de
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3.4. Equation de Schrédinger et fonction d’onde

Schrodinger indépendante du temps (TISE), soit

{—h—zA + V(7 )} V(7)) = E¥Y(7) (3.16)

2m

ot ¥(7) est la fonction d’onde de ce systéme et E 'énergie totale, valeur propre de
lopérateur H = —%A + V(?), dit opérateur hamiltonien total qui prend en consid-
ération toutes les interactions coulombiennes ainsi que les énergies cinétiques de toutes les

particules, ’opérateur hamiltonien total pour ce probléme est donné par
Htotal = Tnoy + Télec + Unoyfnoy + Unoyfélec + Uélecfélec (317)

ou

Thoy = Z —%Ak est 'opérateur énergie cinétique des noyaux,
k
Tiiee = Z —2}‘—7;A,~ représente 1’opérateur énergie cinétique des électrons,
7
e ZxZ)
47rao | Rip—R|

Unoy—noy = décrit I’énergie potentielle coulombienne noyau-noyau,

J— 2 A
Unoy—élec = 4WEO g \Rk— = —~=t— donnant I’énergie potentielle coulombienne noyau-électron,

72
Usioe—élec = E ::r introduisant 1’énergie potentielle coulombienne électron- élec-

G

47r£0
tron.

7TJ , m sont les positions des électrons 7,7 et des noyaux k et [ respectivement. Il
est clair que ce type d’équation pose un probléme majeur que ce soit dans son aspect
analytique ou numérique, ceci étant du au tres grand nombre de degrés de liberté (3N +3n).
Les théoriciens trouvent, en effet, que 1'utilisation d’approximations est indispensable pour
diminuer les degrés de libertés de I’équation de Schrodinger, associés a ce systéme. Dés lors,
plusieurs investigations ont été faites dans ce but, la plus connue est 'approximation de
Born-Oppenheimer ; cette derniére stipule que le fait que la masse d’électrons est trés petite
devant celle du noyau'!), ce dernier peut étre considéré comme étant immobile. De ce fait,
I’énergie cinétique T,,,, du noyau devient négligeable devant 1’énergie cinétique de 1'électron
Téec- De plus, le terme de énergie potentielle d’interaction Us,oy—noy qui dépend de la
position du noyau est alors considéré comme une constante (Uyoy—noy = Const). Comme
les énergies potentielles sont définies a une constante prés, nous pouvons adopter cette
constante comme une nouvelle origine des énergies de toutes les interactions. L’équation
(3.17) devient alors
Hiotar = Téree + Udtec—étec + Unoy—éiec (3.18)

(La masse du noyau du plus petit atome fait presque 1836 fois celle de ’électron.
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En considérant ces approximations, il apparait clairement que 'hamiltonien total se réduit
a un hamiltonien électronique, c’est a dire que 'hamiltonien ne contient que les termes qui

décrivent 1’évolution des électrons.

3.5 Théorémes de Hohenberg-Kohn

L’idée de base introduite par Hohenberg et Kohn, consiste a remplacer la fonction d’onde des
particules par leur densité électronique dans le formalisme de la mécanique quantique. Ainsi,
ils s’appuyerent sur I’approche de Thomas-Fermi qui stipule que I’énergie totale d'un gaz de
Fermi est une fonctionnelle de sa densité. Le formalisme de la théorie de la fonctionnelle de

la densité DFT se base sur les deux théorémes de Hohenberg et Kohn[41], publiés en 1965.

Théoréme 3.5.1 Pour tout systéme de particules en interaction dans un potentiel externe
Ueat(77), le potentiel Uay(77) est uniquement déterminé, a une constante additive prés, par

la densité ng(T") de la particule dans son état fondamental.

Théoréme 3.5.2 Il existe une fonctionnelle universelle E [n(7)], exprimant Uénergie en
fonction de la densité électronique n(7), valide pour tout potentiel externe U..(7 ). Pour
chaque U, (7") particulier, I’énergie de l’état fondamental du systéme est la valeur qui
minimise cette fonctionnelle, la densité n(7") qui lui est associée correspond & la densité

exacte no(7) de I’état fondamental.

Le premier théoréme stipule que la densité électronique n(7”) a I’état fondamental associé
a un systéme poly-électronique, se mouvant dans un potentiel externe est une fonctionnelle
unique grace a laquelle est établi le potentiel externe U.,;. En d’autres termes, il existe
une relation biunivoque entre le potentiel externe U,,; et la fonctionnelle de la densité élec-
tronique n(7") a I’état fondamental. Tandis que le second théoréme établit qu’a chaque
potentiel externe U.,,;, une fonctionnelle de I’énergie totale du systéme poly- électronique
est associée, cette derniére dépend de la densité électronique. La fonctionnelle de ’énergie
totale du systéme poly-électronique est minimisée par rapport a I’énergie de 1’état fonda-
mental Ey[ng(7')]. La densité électronique associée a cette derniére représente la densité

électronique exacte no(7) de 1’état fondamental.
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3.6 Equations de Kohn et Sham

Kohn et Sham exploitent les deux théoréemes de Hohenberg et Kohn. Ainsi, ils ont mis
en évidence de nouvelles équations permettant d’obtenir une densité électronique exacte,
se trouvant & I’état fondamental qui se meut dans un potentiel effectif externe Us, [n(7)];
ainsi I’hamiltonien d’une population électronique se mouvant dans un potentiel externe est

donnée sous la forme suivante
Htotal [n<?)] - Télec [n(?)] + Uélec—élec [n(?)] + Uezt [n(?)] (319)

L’idée de base de Kohn et Sham est de remplacer tous les électrons subissant I'interaction
des autres particules constituant le systéme étudié par une population d’électrons effective.
Cette derniére ne subissant aucune interaction avec les autres particules du systéme, cette
population d’électrons effective n’est pas tout a fait libre, car elle baigne dans un potentiel
externe global, ce potentiel représente la somme de toutes les interactions que pouvait avoir
la population électronique initiale avec le reste des particules constituant le systeme étudié.

[’idée d’introduire une population effective sans interactions a vu le jour, car les énergies
régissant une telle population étaient déja introduites, la premiere étant 1’énergie cinétique
des électrons libres, dit gaz de Fermi T [n(7)], tandis que la seconde était ’énergie poten-
tielle introduite par Hartree dans 1’approche du champ moyen Uy, [n(7)]. Pour introduire
les termes d’échange et de corrélation, Kohn et Shan proposérent une séparation au niveau
des termes des énergies, introduisant 1’énergie cinétique décrivant les électrons effectifs li-
bres. Ainsi, I’énergie cinétique du systéme réel peut étre réécrite en fonction de I’énergie

cinétique effective (S) sans interaction T [n(7")], tel que

Tiee [M(T)] = Tatee [n(7)] 4+ Ts [n(7)] = Ts [n(7)]
= Ts[n(7)] + {Tuec [n(7)] = Ts [n(7)]} (3.20)

La décomposition de 1’énergie cinétique du systéme de cette fagon (3.20) a permis de faire

apparaitre le terme d’énergie de corrélation des électrons, soit
Ec[n(7)] = Taee [n(7)] = Ts [n(7)] (3.21)

qui traduit les interactions entre les spins des électrons qui ont un spin anti-symétrique).

L’énergie cinétique du systéme réel est alors réécrite sous la forme

Toee I0(7)] = Ts [0(F)] + Eo [n(7) (3.22)

(ULes électrons sont corrélés par cette énergie supplémentaire.
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De la méme maniére, Kohn et Sham ont écrit I’énergie d’interaction électron-électron Ugee—gee [n(7)],
en introduisant le potentiel de Hartree Ugq, [n(7)] représentant I’énergie du champ moyen,

cette énergie Ugee_cee [n(7)] est donnée par

Uélecfélec [n(?)] == Uélecfélec [Tl(?)] + UHar [TL(?)] - UHar [n(?)]
= Unhar [n(?)] + {Ustec—étec [n(?)] — Unar [n(7})]} (3.23)

Cette méthode permet de faire apparaitre le deuxiéme terme représentant 1’énergie d’échange

électron-électron E, [n(7")], soit
E, [n(7)] = Ustee—étee [n(7")] = Untar [n(77)] (3.24)

Ce terme a été proposé par Dirac en 1930 représentant une correction significative a I’approche
de TF, donnant ainsi naissance a ’approche TFD (Thomas-Fermi- Dirac). Cette énergie
d’échange est ’énergie d’interaction entre les électrons ayant un spin symétrique. Finale-
ment, en regroupant les deux termes d’échange et de corrélation (3.21) et (3.24), nous

obtenons
Epe [n(7)] = B, [n(7)] + Ec[n(7))] (3.25)

et en remplagant dans ’hamiltonien, donné par I’équation (3.19), nous obtenons les équa-~

tions, dites équations de Kohn et Sham

(= g+ Vass (7)) 04 (7) = 30, (7) (3.26)

N
n(F)y= 1w (7) [ (3.27)
i=1
ott Vss [n (77)] est le potentiel effectif de Kohn-Sham et est donné par
Vegs [n (7)) = Ueae [0 (7)) + Untar [0 (7)) + Ve [0 (7)) (3.28)

La densité électronique n (7°) de I’état fondamental, écrite comme une somme des fonctions
d’ondes (des orbitales) d’une seule particule, le potentiel d’échange et de corrélation et le

potentiel de Hartree sont donnés respectivement par

Vie 0 (7)) = 5055 B 1 ()] (329)
Uttar [0 (7)) = % / 4;72('7%))”_( ;) |d?d?’ (3.30)
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L’intérét des équations de Kohn et Sham réside dans le fait que leurs équations peuvent ré-
duire le probléme & N-corps, décrivant ’évolution du systéme de particules, cité plus haut,
en un probléme équivalant traitant 1’évolution d’une seule particule dans un potentiel ef-
fectif externe. Ainsi I’équation (3.26) peut étre vue comme une équation de Schrodinger
associée a une particule; donnée sous cette forme, cette équation nécessite une résolution
numérique. L’équation (3.27) permet d’obtenir n (7°) = ng (7), la valeur exacte de la
densité électronique a I’état fondamental. A partir de 1a, les autres propriétés du systéme
poly-électronique, telle que I’énergie totale du systéme peuvent étre déterminées. Avant de
calculer numériquement la valeur de la densité a I’état fondamental n (7°), quelques approx-
imations numériques sont indispensables pour simplifier I’expression du potentiel d’échange
et de corrélation. Dans ce but, plusieurs techniques et approximations ont vu le jour, parmi
les plus utilisées, 1'approximation de la densité locale (LDA ),ainsi que, ’approximation
des gradients généralisés (GGA). De plus, des modélisations ont été faites, dans le but de
reformuler les expressions du potentiel effectif de Kohn et Sham. Dans le cinquiéme et six-
iéme chapitre, nous nous intéresserons & I’expression suivante du potentiel d’échange et de

corrélation, utilisée par les références suivantes [65], soit

Vie = —0.985(e%/eo)nt/® [1 + 0.034/apnt/* In (1 + 18.37apn/?)] (3.31)

ol ag = %ng/ . Dans le but d’améliorer le modéle hydrodynamique quantique, et en

nous inspirant des travaux cités précédemment, nous avons introduit la notion du potentiel
d’échange et de corrélation dans le modele QHD. Pour cela, une approximation de ce dernier
(3.31) est nécessaire. En effet, puisque 18.37aznt® < 1, ceci nous a permis de dévelop-
per l'expression du potentiel effectif en séries de puissances [76], expression du nouveau
potentiel d’échange et de corrélation dans le modele QHD est alors donnée par ’équation
suivante

Ve & —1.6(e2/20)n/® + 5.65(h% /me)n?/? (3.32)

'influence de ce dernier terme (3.32) sur I’énergie du soliton des ondes acoustiques ioniques
ainsi que les ondes acoustiques ioniques poussiéreuses sera étudié pour un plasma quantique
dans le cadre de la théorie quantique hydrodynamique respectivement dans les chapitres

quatre et cing.
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4

Effet de ’échange et de la corrélation
sur I’énergie du soliton acoustique

ionique quantique

4.1 Introduction

Récemment, un grand intérét a été porté a la dynamique des plasmas quantiques ainsi qu’a
leurs applications [1]. Ce type de plasma apparait dans une variété de situations astro-
physiques telles que les pulsars, les supernovas, le soleil, les étoiles, ’atmosphére de notre
planéte « l'ionosphére », les nébuleuses et 'espace interstellaire [1]. En outre, les plas-
mas quantiques sont omniprésents dans les environnements naturels (intérieurs planétaires,
objets astrophysiques compacts [53], etc.). Dans les laboratoires, les plasmas quantiques
sont présents dans les Tokamaks, 'interaction laser de haute puissance-plasma, laser & élec-
trons libres XFEL [54], la miniaturisation des composants électroniques, le développement
de l'informatique quantique [55], les appareils de laboratoire : semi-conducteurs, systémes
micro-mécaniques [56], les systémes miniaturisés et les nano-objets, comme I'industrie des
traitements de surfaces et des couches minces [1]. Un grand effort a été consacré a 'étude
des propriétés des plasmas quantiques [57]-[64], ot le travail de Haas et al. [24], est con-
sidéré comme un travail fondamental dans ce domaine, étudiant la dynamique des plasmas
quantiques. Ces derniers ont été les premiers & étudier I’analogue quantique des ondes acous-
tiques ioniques, en utilisant un modele de fluide quantique découlant d’une approche hydro-
dynamique basée sur le systéme Wigner-Poisson [1]. Dans cette approche, nous retrouvons
les effets de la statistique quantique et de la diffraction quantique se manifestant, respec-

tivement, & travers I’équation d’état et le terme du potentiel de Bohm [1]. Depuis, il y a
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eu un regain d’intérét aux plasmas quantiques, couvrant les différents modes du plasma, les
instabilités et d’autres effets non linéaires (qui ont suscité un grand intérét ot nous pou-
vons citer les travaux [4],[24] ). Récemment, et pour donner une contribution aux travaux
déja publiés, Ourabah et Tribeche ont proposé de réexaminer I'onde acoustique ionique
quantique (QIA) [6], en ajoutant 'effet d’une autre contribution quantique : le potentiel
d’échange et de corrélation pour des électrons d’un plasma & deux composantes constitué
d’ions & charge unique positive et d’électrons [65]. Quand les effets quantiques tels que la
diffraction quantique et les effets de la statistique quantique, commencent & jouer un role
important, les effets d’échange et de corrélation ne peuvent plus étre négligés [1], leur prise
en compte devient donc nécessaire dans la détermination de la dynamique des ondes dans
le plasma. Des travaux récents ont montré que l'effet d’échange et de corrélation influence
grandement les conditions d’existence des ondes solitaires acoustiques ioniques quantiques.
Les principales grandeurs physiques de 'onde sont aussi affectées par cette contribution,
telles que la vitesse de phase, 'amplitude et la largeur des solitons [6]. Toutes ces études
nous ont pousseés [66], & étudier I'influence des effets d’échange et de corrélation sur I’énergie
emmagasinée par les solitons de ’onde acoustique ionique quantique (QIA). Rappelons que
dans les interactions des solitons, ces derniers peuvent fusionner, se diviser et échanger de
I’énergie. Il est utile de noter que plusieurs études ont été faites sur I’énergie du soliton pour

différents modeéles plasmas [67],[73].

4.2 Modéle mathématique et équations de base

Dans I’approche hydrodynamique quantique (QHD), le modeéle de Wigner-Poisson fournit un
outil d’étude des plasmas quantiques ot la densité des particules est élevée et la température
trés basse. Les effets quantiques apparaissant dans le modéele QHD sont mesurés par la
statistique de Fermi-Dirac et le parameétre de diffraction quantique. Les effets d’échange et de
corrélation sur la dynamique non linéaire de ’'onde QIA sont étudiés dans une approche fluide
quantique [6]. Considérons un plasma unidimensionnel et non magnétisé, composé de deux
espéces différentes : des électrons et des ions a charge unique positive. La dynamique non
linéaire des ondes acoustiques ioniques quantiques est régie par le systeme hydrodynamique
quantique suivant

aa? + 8(;;%) —0 (4.1)

Qus 00y _ 902
ot “Zax B e@x

mi( (4.2)
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2 0% y/ne
me(a“e i ue%) _ e% _ 1ok W0 (| OV (4.3)
ot ox or  ne dr  2m.0x \ /ne or
P¢ e
g = 5™ 4

ol n.; est la densité des électrons (ions), u.; est la vitesse fluide électronique (ionique), m. ;
est la masse de I’électron (ion), ¢ le potentiel électrostatique, V. le potentiel d’échange et
de corrélation et h est la constante de Planck réduite. La pression P, s’écrit comme une

fonction de la densité [1], elle est donnée par I’équation (2.53)

VP
p, = lelle,s (4.5)

2
3nZ,y

ou Vg, = \/m est la vitesse de Fermi, Ty, la température de Fermi pour les élec-
trons, kg la constante de Boltzmann et n.y la densité électronique a ’équilibre. étant donné
que la masse des ions est trés grande devant celle des électrons ( m. < m;), le terme du
potentiel de Bohm n’apparait pas dans les équations fluides des ions. La vitesse de Fermi
des ions Vi, étant trés petite devant la vitesse de phase w/k des ondes acoustiques ioniques
quantiques [1] et [85], ( c’est adire: Vi < § ), 'apport du terme de la pression quantique de
Fermi est considérée négligeable dans ’équation (4.2). Par conséquent, les ions se manifes-
tent dans le modéle fluide comme une espéce classique. Le troisiéme terme dans le membre
de droite de 1'équation (4.3) représente la contribution du potentiel de Bohm, le dernier
terme est la contribution du potentiel effectif du systéme, par exemple, dans les puits quan-
tiques, le potentiel effectif pour un gaz d’électrons est donné par la somme de trois termes:
le potentiel de Hartree, le potentiel de confinement et le potentiel d’échange et de corrélation
[74]. Ce dernier terme est obtenu en utilisant le modele de 'approximation de la densité
locale adiabatique (the adiabatic local density approximation (ALDA)), ainsi, le potentiel
d’échange et de corrélation s’écrit comme fonction de la densité électronique. Hohenberg et
Kohn [75], ainsi que Kohn et Sham [41] ont démontré que la distribution de la densité d'un
gaz d’électrons soumis & un champ moyen externe découle de I’équation de Schrodinger &
un corps contenant un potentiel d’échange et de corrélation pour les électrons, en plus d’un
potentiel de Hartree habituel et le potentiel externe. Un tel potentiel d’échange et de corréla-
tion est donné par [65], Vue = —0.985(e2/eq)ns’ [1 +0.034/agn* In (1 - 18.37a3n2/3>},

eohi?  2/3

ol ap = F -ne'”, en remarquant que 18.37@3712/ P« 1, 'expression du potentiel effectif

peut étre développée en séries de puissances (développement de Taylor) au deuxiéme ordre
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[76], soit
1/3\ 2
0034 (18.376(13%6 >
Ve ~ —0.985(e?/e)n/? |1+ ——175 18.376aznt/® — 5
apne
2 2 0.034
~ —0.985(2)nl/3 - ((0.985)(6—)n;/3) ( - /3> (18.376an/?)
€0 €0 apNe
2 0.034 \ /1
+ <o.985(6—)n;/3) ( 1/3> (—) (18.376a5n/)”
€0 apNe 2

Q

[(—0.985) — (0.985) (0.034)(18.376)] <(§)ng/3)

+(0.985)(0.034)(0.5)(18.376)2(5—2)(%)#/3

&
e

—1.6(e*/eo)n}/? + 5.65(h% /me)n?/? (4.6)

Q

Procédons, a présent, & la normalisation des équations fluides, en faisant le changement de

. . . Wy o ) _ (2kpTre\1/2 R a?nio 1/2 _ ed
variables suivant: X = Zx, T = wyt C, = (—ml )2 Wy = (—Eloml) , U= T
Ny = 2= et Us = ug/cs avec s = e et i. En introduisant les variables adimensionnelles

N so

précédentes dans le systéme (4.1)-(4.4), nous obtenons

ON;  O(Nily)
+

oT ox ! (47)
/i
oU; —i—U-% :_8_\I[+(%)H_62i LZQV (4.8)
ar ‘0X Ox m;” 2 0X \ /N; '
o OU, OU, OV ON., H? o (24 ONZ®  oNM®
(Dey(Ze 4y, ey = S0 NSy e @ (o ) TR (4.9)
m; " 0T 0X 0X 0X 2 0X \ VNV, 0X 0X
0*v
Xz N, — N; (4.10)
. 5.65h2n2)° 1.6e2n/? hw . . .
ou A = onTre = Sty He = g7 Le parametre adimensionnel H, mesure la

diffraction quantique, c-a-d le rapport entre I’énergie du plasmon des électrons et I’énergie
de Fermi de ces derniers, tandis que 7 et A mesurent 1’échange et la corrélation. Comme
me/m; < 1, le membre de gauche de I’équation (4.9) sera négligé. En tenant compte des
conditions aux limites ¥ — 0, N, — 0 quand X — + oo, c’est a dire a I'infini, loin de toute

perturbation, nous intégrons I’équation résultante, nous aboutissons & I’équation suivante

1 N2 H? 92\/N.
1/ N ©_ N2/3 — yN1/3 4.11

52



4.3. Régime faiblement non linéaire

Cette derniére expression montre que le potentiel électrostatique dépend de la densité élec-
tronique N, et des parameétres adimensionnels H., A et 7. Le systéme précédent s’écrira

alors sous la forme

ON,  O(Nil;)
_l’_

- o5 =0 (4.12)
ou, U, OV
57 TUige = =5 (4.13)
ov _ ONe He O e _A0N3/3+78N§/3:0 (4.14)
oxX  ox ' 2 oxX \ VN, X X '
2
U
%_NS—M (4.15)

Les équations (4.7)-(4.10) fournissent un modele réduit adapté a ’étude des ondes acous-
tiques ioniques quantiques (QIA), dans le cas de la prise en considération de la contribution

des effets d’échange et de corrélation des électrons du plasma.

4.3 Reégime faiblement non linéaire

4.3.1 Equation de Korteweg-de Vries (K-dV)

Pour étudier les effets d’échange et de corrélation sur la propagation des ondes (QIA), dans
le cadre du modéle faiblement non linéaire, nous établissons 1’équation de type Korteweg-
de Vries (K-dV) associée, en utilisant la méthode de la perturbation réductive (stretched
variables) [77]. Pour cela, nous introduisons le changement de variables suivant & = e'/2(X —
vl), T = 32T ou € est un parameétre trés petit devant Punité mesurant amplitude de
la perturbation et vy la vitesse de I'onde dans le repére du laboratoire normalisée par C; la
vitesse acoustique. Les variables macroscopiques sont développées en séries de puissance,
soient

N;=14¢eNy + %Ny + ...

Ne=1+¢eN +°Neg + ... (4.16)
U, = Uy + 2Usy...
U =0y +20,...

La technique réductive consiste a développer les grandeurs physiques des équations (4.12)-
(4.15) selon les différents ordres en €. Le développement du systéme au premier ordre en ¢,

donne

0N n oU;
o3 73

=0
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4.3. Régime faiblement non linéaire

oU; ov,
_ - - 4.1
Vo (95 (95 ( 7)
ov, ON, 2. 0N, 1 ON., B
€ o 3 o "3 e 0
Nel - Nil = O

aprés avoir utilisé les conditions aux limites Wy — 0, N,y — 1 et N;; — 1, quand £ — + oo,

(loin de toute perturbation), nous obtenons le systéme suivant

volVi1 = Uy
’U()Uil = \Ifl (418)
2\ —
\Ifl - (1 + 7) Nel
3
Nel = Nz

en combinant le systéme d’équations précédent, nous obtenons

2= <1+ QAS_V) - (1+g) (4.19)

oll nous posons 7 = 2\ — 7y, pour que ’équation (4.19) soit toujours valide, une condition

est posée sur A ou ce dernier doit vérifier la condition A > (y — 3)/2. Le développement du

systéme (4.12)-(4.15) au second ordre en ¢, donne le systéme suivant

ON; ON;2  O(NpU; oU;
1 2 (Na 1)+ 2

Y- ¢ g
anl 8U22 8U11 - (’9\112
or an_f +U; o T e (4.20)
% . % . 8N82 H€2 (93]\761 _ %8]\/62 éaNfl 18N€2 _ ’_}/aNgl - O
o Voe T o 4 o 3 oc 9 a3 9 9 o
o2,
rra (Nea2 — Niz)

En éliminant le terme Uy, entre I’équation de continuité et ’équation de la force du systéme
(4.20), en injectant les expressions des termes N;s et N, dans I’équation de Poisson et en

posant (¥ = V), nous aboutissons a I’équation de type K-dV suivante

o o BV
G TAVGE Ba—§3 =0 (4.21)

avec

1 94 2v — 2A
3 -
{ o ]
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4.3. Régime faiblement non linéaire

et

représentent respectivement le coefficient non linéaire et le coefficient de dispersion. No-
tons que ’équation (4.21) est de type Korteweg-de Vries déformée (K-dV déformée), cette
derniére refléte les corrections des effets quantiques apparues sur la dynamique non-linéaire
des structures solitaires existant dans ce modéle plasma. Nous y retrouvons 'effet de la
diffraction quantique introduit par Hass [1] ainsi que les effets d’échange et de corrélation
sur ces ondes. En effet, en négligeant les effets d’échange et de corrélation (n — 0, A — 0
et v — 0), nous retrouvons l'expression de I’équation Korteweg-de Vries déformée (K-dV
déformée) [24]. Ce type d’équation admet des ondes solitaires comme solutions. Utilisons,
a présent, le changement de variable x = & — M7 et T'= 7, ou M est la vitesse de 'onde

normalisée par C,. La solution est alors donnée par

x
W = W,sech? () 4.22
sech” { & (4.22)
I’amplitude du soliton est donnée par ¥,, = GM , tandis que sa largeur par A =
(%+9+2w;2)\)
Y0

H?2 . . .
\/ 209 <v§ — 4;?) /M, Vexpression de la largeur montre clairement que 'existence de ces
0

structures solitaires est reliée directement & la condition 203 — H?/2vy > 0 ou H < 2(2\ —
v+3)/3

0.7 T T T T T
| =10 et g=1.0
= = =|=0.5 et g=0.5
06 & L
~~~~~~~ 1=0.0 et g=0.0

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Figure 4.1 : Variation du potentiel électrostatique ¥ en fonction de la coordonnée

spatiale X pour différentes valeurs de A et v, avec H. = 1.5 et M = 0.3.
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4.3. Régime faiblement non linéaire

Récemment [6], des études dans le régime faiblement non-linéaire ont montré que la contri-
bution quantique des effets d’échange et de corrélation peuvent considérablement modifier
les principales grandeurs des structures acoustiques ioniques quantiques solitaires QIA, telles
que la vitesse de phase, I’amplitude et la largeur, ainsi que les conditions d’existence de ces
structures. La figure (4.1) montre la variation du potentiel électrostatique ¥ associé a 'onde
solitaire en fonction de la variable spatiale 7, pour différentes valeurs de A et v, paramétres
mesurant ’échange et la corrélation. En effet, le profil des structures solitaires existant dans
ce plasma est trés sensible a toute modification des valeurs des parameétres d’échange et de
corrélation.

La figure (4.1) montre qu'une augmentation des parameétres A et -y se refléte par une
augmentation de Iamplitude du soliton ainsi que de sa largeur. Cela nous améne & nous
interroger sur le role des effets d’échange et de corrélation sur 1’énergie transportée par
les solitons de l'onde acoustique ionique quantique. Aprés avoir développé les grandeurs
physiques perturbées, ’énergie de soliton [77]-[78] est exprimée en fonction de la vitesse

ionique perturbée au premier ordre

Uil = ‘I//UO
v,

= —sech2(
Vo

= U, sech? (

)

) (4.23)

>l=s s

telle que

oo LAD2
Ey = / Ua()dx = 3—
0

—00

O N TR (1.2

2Tvd + 2y =22 +9

ol cette expression montre clairement qu’a la limite (A — 0, v — 0) soit (vp — 1), nous
obtenons\/9M?3 (4 — H2) /2.
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4.3. Régime faiblement non linéaire

L)
g=0.0 et 1=0.0
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Figure 4.2 : Variation de I’énergie transportée en fonction du parametre de diffraction
quantique H, pour un nombre de Mach M = 1.2, pour différentes valeurs du parameétre
n=0(y=0,A=0),n=05(=1/2,A=1/2)etn=1(y=1,A=1).

La figure (4.2) montre la variation de I’énergie du soliton Fy en fonction du parameétre de
diffraction quantique H., pour différentes valeurs des parameétres d’échange et de corrélation
:n =0 (y=0, A =0) est tracée en ligne continue, n = 0,5 (y = 1/2, A = 1/2) est tracée
en tirets et 7 = 1 (v = 1, A = 1) est tracée en pointillés. Il est important de noter que
lorsque les effets d’échange et de corrélation ne sont plus négligeables, certaines valeurs
du parameétre de diffraction quantique autour de H, = 0 ont été écartées. La figure (4.2)
montre que Fy diminue avec I'augmentation de H.. Il se trouve que I’énergie du soliton
QIA décroit en raison des effets quantiques (Fig 4.1). Effectivement, une augmentation de
7 = 2)\ — v meéne qualitativement a des résultats certes similaires quoi qu’avec des valeurs
plus élevées de Ey. Par ailleurs, le domaine des valeurs admissibles de H, s’élargit lorsque
n = 2)\ — v augmente. Il se trouve que 'effet d’échange et de corrélation peut contrecarrer

la diminution de I’énergie du soliton & cause des effets de diffractions quantiques.

57



4.4. Conclusion

4.4 Conclusion

Pour conclure, lorsque les effets quantiques dans un plasma sont significatifs, les effets
d’échange et de corrélation ne peuvent plus étre négligés dans 1’étude des ondes acoustiques
ioniques. A cet effet, nous avons étudié, dans le cadre du modéle hydrodynamique quan-
tique unidimensionnel (dans lequel le terme d’échange-corrélation des électrons est pris en
compte), l'influence des effets du potentiel d’échange et de corrélation sur I’énergie trans-
portée par le soliton acoustique ionique quantique. En effet, en considérant le régime faible-
ment non linéaire, nous avons fait appel a la technique de la perturbation réductive, basée
sur les stretched variables, pour établir ’équation de type Korteweg-de Vries déformée (K-
dV déformée) associée a ce modele plasma. Nous avons remarqué que la présence des effets
de la diffraction quantique influence grandement la quantité d’énergie transportée par la
structure solitaire associée a 'onde QIA. Cette derniére diminue & mesure que le parameétre
de diffraction quantique augmente. Par ailleurs, les effets d’échange et de corrélation am-
plifient ’énergie du soliton. Ce qui nous a amené a conclure que les effets d’échange et de
corrélation peuvent contrecarrer la diminution de I’énergie quantique qui est due a la diffrac-
tion quantique. L’énergie transportée par le soliton acoustique ionique quantique dépend
d’un concours entre différents parameétres, a savoir, le potentiel de la diffraction quantique

ainsi que les parameétres du potentiel d’échange et de corrélation.
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5]

Effets du potentiel d’échange et de
corrélation sur les structures
solitaires acoustiques ioniques

poussiéreuses quantiques

5.1 Introduction

Un grand intérét a été porté, ces derniéres années, sur les plasmas quantiques [1], spé-
cialement en astrophysique [53], dans les objets compacts, les pulsars, les supernovas, les
Tokamaks, les systémes micro-mécaniques [56], les interactions intenses lasers-plasma, la
miniaturisation des composants électroniques, le développement de 'informatique quantique
[55] etc. Actuellement, de récentes avancées technologiques (notamment dans I'industrie des
traitements de surfaces, couches minces. ..) sur les systémes miniaturisés et les nano-objets
ont permis d’envisager des applications technologiques en physique des plasmas [1]. L'une
des raisons est que le grand degré de miniaturisation des composants électroniques actuels
est tel que la longueur de De Broglie des porteurs de charge Ag; = h/mjvr; ou j indique les
espéces constituant le plasma (électrons, ions, grains de poussiéres. . . ), devient comparable
aux dimensions du systéme, ce qui fait que les effets quantiques (diffraction quantique et
effet de la statistique quantique) ne peuvent plus étre négligés. C’est la raison pour laque-
lle, les plasmas quantiques sont devenus un objet d’un grand intérét [57]-[64]. Récemment,
Haas et al. [24] ont été les premiers a étudier 'analogue quantique des ondes acoustiques

ioniques (QIAW), en utilisant un modeéle hydrodynamique quantique QHD [1]. Dés lors,
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plusieurs investigations théoriques et expérimentales ont été consacrées a 1’étude des plas-
mas quantiques pour examiner la dynamique et les propriétés de ce type de plasmas, tels que
les différents modes plasmas (QDIA, QDA...), les instabilités et autres effets non linéaires
[4],[6],]24]. Récemment [6], comme déja rapporté dans le chapitre IV, Ourabah et Tribeche
ont réexaminé les effets de I’échange et de la corrélation [65] sur les ondes acoustiques ion-
iques quantiques, ainsi que sur la dynamique et les propriétés des structures non linéaires
qui leur sont associées. Ces derniéres ont fait ’objet d’une multitude de travaux, parmi eux
[79],[80],[81]. L’analogue quantique de I'onde acoustique ionique poussiéreuse (DIA) a été
récemment étudié [4] en faisant appel au modéle hydrodynamique quantique pour décrire
la dynamique d’'un plasma a trois especes de particules chargées: électrons, ions et grains
de poussiére. Notons que la présence des grains de poussiére dans les plasmas modifie les
propriétés ainsi que les caractéristiques de 1’onde acoustique ionique [25]. Récemment, deux
études ont traité 'influence des grains de poussiére sur 'onde QDIA, I'une pour des grains de
poussiére & charge positive, tandis que I’autre pour des grains de poussiére a charge négative.
Les résultats obtenus ont montré qu’uniquement des structures raréfactives pouvaient exis-
ter dans ces plasmas. Notons que ces derniéres années, les ondes acoustiques poussiéreuses
quantiques ont été largement étudiées [72],[82]. Dans le but de compléter et de fournir de
nouveaux apercus concernant les résultats rapportés dans la référence [4], nous proposons ici
de réexaminer les ondes acoustiques ioniques poussiéreuses quantiques non linéaires, lorsque

les effets d’échange et de corrélation des électrons sont pris en considération [83].

5.2 Equations de base

Considérons un plasma, non magnétisé et unidimensionnel, composé de trois espéces dif-
férentes : des électrons, des ions portant une seule charge positive et des grains de poussiére
chargés négativement, q; = —Zze. Les grains de poussiére de densité ny sont considérés
immobiles & cause de leur grande inertie relativement aux ions (m; < my), ainsi qu’a
I’échelle caractéristique temporelle du mouvement des grains tres longue par rapport a celle
de 'onde acoustique ionique poussiéreuse. Par conséquent ng, = ngo. Par contre, les élec-
trons et les ions sont considérés fluides. Dans le but d’examiner 'influence des effets du
potentiel d’échange et de corrélation sur l'onde acoustique ionique poussiéreuse (QDIA),
nous utilisons ’approche hydrodynamique quantique, régissant la dynamique de ce type
d’ondes, et donnée par le systéme suivant

ot * Ox

—0 (5.1)
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ou; ou;, ¢ K 9 ,0%/n;/0x*
Ou, due, 0 1 0P, h? 0 ,0*/n./0x? OVeyy
e ot + e ox )= “or ne O 2m6%( Ve )~ ox (5:3)
P¢ e
2 ;o(ne + zang — n;) (5.4)

ol n.; est la densité des électrons (ions), u.; est la vitesse fluide électronique (ionique), m. ;
est la masse de 1'électron (ion), ¢ est le potentiel électrostatique et h est la constante de
Planck réduite. Notons que les électrons (ions) obéissent a la loi de pression a une dimension
(voir chapitre 2),

2
me,iVFe,i 3

P el — (55)

2 e,
37%0,1'0

ol Vi ; est la vitesse de Fermi des électrons (ions), notons que la vitesse de Fermi des ions est
trés petite devant la vitesse de phase des ondes acoustiques ioniques poussiéreuses quantiques
QDIA, ( c’est a dire : Vi, < w/k) [1],[85]. En effet, la pression quantique est négligée dans
I'équation (5.2), le terme proportionnel & h? dans 1’équation (5.3) est la contribution du
potentiel de Bohm [1], le dernier terme est la contribution du potentiel d’échange et de
corrélation, V,, = —0.985(62/5())71;/3 [1 + 0.034/a3né/3 In <1 + 18.37a3né/3>} [65]. I peut

étre réduit a expression suivante (voir chapitre 4)
Ve = —1.6(e2/e0)n}/3 + 5.65(h%/m)n?/3 (5.6)

Dans le but d’étudier et d’analyser les effets du potentiel d’échange et de corrélation sur
la dynamique des ondes acoustiques ioniques poussiéreuses quantiques dans 1’approche hy-

drodynamique quantique, nous commencons par normaliser les grandeurs physiques. Pour

Wp

cela, nous introduisons les variables adimensionnelles suivantes X = =z , T = wyt ,
s

_ (2kpTre\1/2 o (4imioN1/2 _ _ed _
Cs_( m; e) ’wpz_(slomi) 7W_ QkBTFe 7NS_

n _u o . N
e Us = 2, s = e et i, le systeme

(5.1)-(5.4) précédent s’écrira alors sous la forme

ON;  O(Nily)
_l’_

5T o 0 (5.7)
oU; oU; ov me H? 0 0V Ni/0X?
+u ST = 0y (e e O (OVIIOX 55)
me. ,0U, _ OU, OV ON. H? 0 0*/Nelox? —  oNZ*  oNM?®
(ey( Qe gy, Wey 2 0¥y ONe (Mo O (OVNOXT) (\ONZ, ONT (5)
mi o7 | ax’ T ax ax Mo ax\ N, X ax
o> N, 1
— ¢ _ N 1— = q
R N =) (5.10)
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1.66271163 hwpe N
v = < et H = est le parametre

2/3
) — nNio ZdndO 5.65ﬁ2n60
ou p o= Mo = 1 4 Zato ) — e

Neo Neo 2kpTreme’ 2kpTFeco0

adimensionnel, H, mesure la diffraction quantique, A et v mesurent 1’échange et la corréla-

tion. Puisque les parameétres A\ et v dépendent de la densité électronique, on peut écrire A

__ 5.65e9h2%,1/3

= 23200 "y, Dans le cas o la densité électronique est de 'ordre de 10*m ™ (cas des
. e

métaux) [1], on peut déduire les valeurs de A et v pour toute densité électronique. Comme
me/m; < 1, la contribution de la diffraction quantique dans I’équation du mouvement de
I'ion (5.8) ainsi que le membre de gauche de I’équation (5.9) sont négligés. Nous aboutissons

ainsi au systéme réduit

ON; | (N
or ox

ou; AU, 0U

T + Uia—X =~ " (5.12)

ov ON. = H? 9 */Ne/ox®  ON® = ONS

=0 (5.11)

ax Nox Ty axT A )T ex trax 70 BB
PV N, |
i o M) (5.14)

Notons, que suivant les conditions aux limites ¥ — 0, N, — 1 quand X — =+ o0, en intégrant
'expression de I’équation (5.13), nous arrivons a une forme plus simple qui donne le potentiel
électrostatique en fonction de la densité électronique N, et des parameétres adimensionnels
H., \et~
g L N pHe PVA.
2 2 2N, 0X?

Le systéme d’équations (5.11)-(5.14) peut étre simplifié¢ en régime linéaire, ou la linéarisation

— A+ ANZB 4y — yNI/3 (5.15)

des grandeur physique au tour de leur valeur d’équilibre plus une solution sous forme d’une

onde plane, nous permet de déduire la relation de dispersion de ’onde acoustique ionique.

H2k?
T LS e sl k)

- 212 (516)
1+ pk2(1+ 2 4 220 3

On notera qu’en annulant les effets d’échange et de corrélation (A — 0, v — 0), nous

retrouvons la relation de dispersion déja trouvée dans [5].

5.3 Reégime faiblement non linéaire

5.3.1 Etablissement de I’équation de Korteweg-de Vries (K-dV)

Dans le régime faiblement non linéaire, nous étudions le domaine ou les perturbations

sont trés faibles (mais finies) devant les grandeurs physiques qui caractérisent le plasma

62



5.3. Régime faiblement non linéaire

a I’équilibre. Ceci nous conduit a utiliser la méthode de la perturbation réductive (stretched
variables) [86]. Cette méthode consiste & introduire les changements de variables suivants
¢ = eV2(X —wT), 7 = &%%T ou ¢ est un paramétre trés petit (0 < £ < 1), mesurant
I’amplitude de la perturbation et vy la vitesse de 'onde dans le repére du laboratoire, nor-

malisée par C's. Ainsi, les variables macroscopiques sont développées en séries de puissance
N; =1+¢eNy + *Nyg + ...
N, =1+¢Ne +&*Ng + ... (5.17)
U; = eUp + €°Us...
U = el 4 20,...

Nous développons les grandeurs physiques du systéme d’équations (5.11)-(5.14) selon les
différents ordres en . Le développement du systéme au premier ordre en ¢ donne les

grandeurs perturbées au premier ordre
volVi1 = Uy

?J()Uil = \Ifl (518)
2 — v

0o (s

Nel
1

oup= 1+% —3. En combinant le systéme d’équations précédent, nous obtenons I’expression

) Nel = pNel

—Nﬂ:O

de vy, donnée par

3

Le développement au second ordre en € nous permet d’obtenir le systeme suivant

ON; ON;2  O(NpU; oU;
1 2 (Na 1)+ 2

2\ —
vE = pu = (1 + 7) 0 (5.19)

ar "o o€ o "
anl 8U22 GUH - 8\112
or "o TUnoe T o (520
. 8\1’2 aNel 8]\782 I{e2 83Nel 2\ 8N62 58]\731 16N82 18]\7621

0="9¢ Mo " ae TFa e T3 o "o e T3 o 9o

2
a \le _ (Ne2 _ Nz )
73 I

En éliminant le terme U;y de ’équation de continuité et de ’équation de la force du systéme

(5.20), puis en injectant les expressions des termes N,y et N; dans ’équation de Poisson,
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5.3. Régime faiblement non linéaire

ensuite, en utilisant les expressions des grandeurs physiques du premier ordre (N3 = pulN;; =

ug—gl = % = %’7)), en posant Uy = U(§, 7), nous obtenons 1’équation de Korteweg-de Vries

(K-dV) suivante
ou ou *U

LA+ BZ S~ 5.21
or T TP (5:21)
ou
A= 2|+ —' =
2 L}% T }
et

H2
2 4p

Notons qu’en I'absence des effets d’échange et de corrélation (A — 0, — 0), nous retrouvons
I'équation (K-dV) déja trouvée par Tribeche et al. [5]. L’équation (5.21) admet des solutions
stationnaires. Pour les déterminer, nous introduisons les nouvelles variables t = 7 et n =
¢ — Mt dans I'équation (5.21) ou M est la vitesse de 'onde normalisée par Cy, et en tenant
compte des conditions aux limites pour des perturbations localisées, tels que : U — 0, OU
/O — 0 et 0?°U/0E* — 0 quand € — + 0o, nous obtenons

U = U,sech? <%> (5.22)

6M
5| B 492y =27
p“{mﬁ_ 9p2

I'amplitude du soliton est donnée par U,, = 3M/A =

AZ\/WZ\/WW[W—%}/M.

] et sa largeur par
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Figure 5.1 : Variation du potentiel électrostatique U en fonction de la coordonnée

spatiale n pour différentes valeurs de A\ et v avec p =15, M =1et H. = 1.3.

La figure 5.1 représente la variation spatiale d’une structure solitaire de 'onde QDIA, pour
différentes valeurs des paramétres A et v qui mesurent le potentiel d’échange et de corréla-
tion. La figure montre clairement que les quantités principales qui caractérisent la propaga-
tion de I'onde solitaire QDIA sont nettement influencées par les parameétres d’échange et de
corrélation, les structures solitaires se rétrécissent deés que les effets d’échange et de corréla-
tion deviennent importants. Notons que, bien que les effets de la diffraction quantique ne
modifient pas 'amplitude des ondes solitaires QDIA, les effets d’échange et de corrélation

affectent sensiblement les amplitudes de ces ondes (voir figure 5.1).
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Figure 5.2 : Variation de la largeur A d’une onde solitaire QDIA en fonction du

parameétre de diffraction quantique H, pour différentes valeurs de A et v, avec p = 1.5,
M=1et H,<2.

La figure 5.2 représente la variation de la largeur d’une structure solitaire de 'onde QDIA en
fonction du parameétre de diffraction quantique H,, pour différentes valeurs des parameétres
A et 7. Notons qu'une augmentation dans les valeurs de A et v diminue la gamme des
valeurs admissibles du parameétre de diffraction quantique H.. Ces résultats confirment
que le potentiel d’échange et de corrélation peut affecter ’énergie transportée (Ey) par les
structures solitaires QDIA. Nous adoptons les mémes cheminements cités dans le chapitre

4, pour arriver & I'expression de I’énergie suivante

EH:/+OO 4+/(4B/M) (3M)2_ 24/ BM3/?

U2 (\)dy = = 5.23

5.4 Reégime de amplitude arbitraire

Dans le but d’examiner les effets d’échange et de corrélation sur la dynamique des on-
des QDIA localisées dans le régime arbitraire, nous ferons appel a la méthode du pseudo-
potentiel de Sagdeev [87], cette derniére consiste a effectuer le changement de variable

suivant £ = X — MT, ou M est la vitesse de 'onde normalisée par Cs. En tenant compte
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5.4. Régime de 'amplitude arbitraire

des conditions aux limites ¥ — 0, U; — 0, N; — 1, quand £ — +oo, ( loin de toute

perturbation), nous intégrons les équations (5.11),(5.12). Nous obtenons

M
e — (5.24)

2 (4 )

2

En injectant I’expression de la densité ionique N;, donnée par I’équation (5.24) et ’expression
de la densité électronique donnée par I’équation (5.15), dans 1’équation de Poisson, on obtient

le systéme suivant

P A2 M 1
F:__—Zju(l_—) (5.25)
&k a2 a
2
% = _22 [—1—2)\ + 2y + A* + 20 AY3 — 27y A%3 — 27] (5.26)
7

ot N, = A2, notons que pour obtenir le pseudo-potentiel de Sagdeev, nous multiplions les
deux membres de 1’équation (5.14) par 9¥/0¢, puis en tenant compte des conditions aux
limites ¥ —- 0, U; - 0, N; — 1 ,quand £ — 400 , nous intégrons 1’équation résultante,

nous arrivons ainsi a la quadrature [87] suivante

% (‘2—?)2 +V(P)=0 (5.27)

ou V(W) représente le potentiel de Sagdeev [87], il s’écrit, dans notre modéle, comme

1 v 20\ 2 1
V(¥ :_/ AQd\If—M2<1——) —(1——)\11+M2 5.28
(0 =— P . (5.28)

Nous procédons maintenant a la présentation de nos résultats numériques. Les équations
(5.25) et (5.26) sont intégrées numériquement en utilisant un schéma approprié pour des
problémes complexes ce qui, généralement, pose des difficultés de calcul [4]. Pour simplifier,
nous avons résolu notre systéme d’équations différentielles en considérant que le systéme
d’équations (5.25) et (5.26) posseéde des valeurs initiales, Ay({ = 0) = 1, (0A/0§)e—0 =
—1077, ¥o(£ = 0) = 0 et (9V/0€)¢—o = 0. La résolution numérique du systéme précédent
nous permet de voir I’évolution du potentiel électrostatique en fonction de la coordonnée

spatiale £, dans le but de montrer I'influence du potentiel d’échange et de corrélation.
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Figure 5.3 : Variation du potentiel électrostatique ¥ en fonction de la coordonnée

spatiale £ pour différentes valeurs de A et v, avec p =3, M = 0.7 et H, = 10.

Nous avons tracé sur les figures 5.3, 5.4 et 5.5 les profils spatiaux du potentiel électrostatique,
pour plusieurs valeurs des paramétres A\ et . Ainsi, dans la figure 5.3, nous avons choisi
les parametres (M = 0.7, H, = 10 et ;1 = 3) de telle sorte que les conditions d’existence
des solutions soient respectées [4]. Notons que les conditions d’existence de ces structures
solitaires sont sensiblement affectées par une variation méme petite des parameétres A et ~.
Cette figure montre clairement que 'amplitude et la largeur des solitons QDIA sont consid-
érablement affectées par les nouveaux parameétres A et v qui mesurent le potentiel d’échange
et de corrélation. Une augmentation dans les valeurs de A et v induit une augmentation dans
la largeur du soliton, tandis que ’amplitude (la profondeur) diminue. La figure 5.3 illustre
que les effets d’échange et de corrélation conduisent & un étalement de la non linéarité des

structures solitaires et par, conséquent, le domaine du régime arbitraire devient plus large.
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Figure 5.4 : Le potentiel électrostatique ¥ en fonction de la coordonnée spatiale &, pour

différentes valeurs de A et v, avec p = 1.1, M = 1.2 et H, = 10.

Sur la figure 5.4, nous pouvons constater une autre structure qui se présente dans les ondes
QDIA, remarquées auparavant par Haas et al. [24], représentant des structures en oscilla-

tions périodiques qui peuvent étre attribuées a des récurrences quantiques.
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Figure 5.5 : Variation du potentiel électrostatique ¥ en fonction de la coordonnée

spatiale £ pour différentes valeurs de A et v, avec p = 3.16, M = 1.2 et H, = 10.

La figure 5.5 montre clairement que les nouveaux parametres A\ et v, mesurant les effets
d’échange et de corrélation, empéchent la formation des solitons de type sommet plat (flat-
bottomed ) [7], ces derniers sont sensiblement affectés, ils se rétrécissent avec ’augmentation
des valeurs de \ et v et par conséquent les effets d’échange et de corrélation ne favorisent
pas I’émergence de ces structures. Rappelons que cette structure particuliére a été retrouvée

pour les parameétres suivants p = 3.16, M = 1.2, H. =10 et (A =~ =0) [4].

5.5 Conclusion

Pour conclure, nous avons analysé les effets d’échange et de corrélation des électrons sur
I’onde acoustique ionique poussiéreuse QDIA dans un plasma quantique constitué de trois
espéces : des grains de poussiére immobiles, des ions et des électrons fluides, obéissant &
I’approche hydrodynamique quantique QHD ot le potentiel d’échange et de corrélation des
électrons est inclus dans 1’équation de mouvement des électrons. Dans une premiére étape,
nous avons étudié ces effets sur 'onde QDIA, en régime arbitraire, nous avons examiné

I'influence des parameétres \ et v, mesurant les effets d’échange et de corrélation sur I'onde
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QDIA. Le profil spatial de ces ondes est sensiblement affecté, ainsi que les amplitudes
arbitraires qui subissent un rétrécissement, lorsque ces effets deviennent importants. Les
oscillations périodiques sont aussi considérablement modifiées. Une augmentation de A et
induit une diminution de 'amplitude de ces ondes. De ce fait, nos résultats montrent que les
effets d’échange et de corrélation empéchent la formation des solitons de type sommet plat
(flat-bottomed), de plus, ils ne favorisent pas leur émergence. Dans une seconde étape, nous
avons étudié les effets du potentiel d’échange et de corrélation sur les ondes QDIA, en régime
faiblement non-linéaire. Nous avons utilisé la technique de la perturbation réductive pour
établir une équation de type K-dV. L’amplitude et la largeur de la solution stationnaire (sous
la forme de structures solitaires) de ce type d’équations sont considérablement modifiées,
ces derniéres sont rétrécies, lorsque les effets d’échange-corrélation deviennent importants.
Nous espérons que les résultats précédents de notre étude pourraient avoir une application

dans les plasmas quantiques poussiéreux auto- gravitants en astrophysique [88].
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6

Effet du piégeage des électrons
quantiques sur la propagation des
ondes acoustiques ioniques dans

I’approche non extensive

6.1 Introduction

Les plasmas quantiques ont récemment suscité un intérét croissant [1],[89], essentiellement
en raison des observations spatiales (étoiles a neutrons, naines blanches etc) [90]-[92], des
nouvelles expériences expérimentales aux laboratoires (thermalisation ultra rapide des plas-
mas de laser [93], free electron laser excited plasmas (FEL plasma) [94] et du confine-
ment inertiel dans les expériences de plasma de fusion [95] etc.). D’autre part, les plasmas
quantiques sont, actuellement, d’un intérét croissant lié principalement & leurs applications
potentielles a la technologie moderne, [96],[97] telles les nanostructures métalliques, les semi-
conducteurs, les nanoparticules, les clusters, les films métalliques minces, les nanotubes, le
quantum Wells et les dots quantiques etc.). La miniaturisation des semi-conducteurs et
les objets nanométriques ont permis de découvrir des applications pratiques des plasmas
quantiques. Actuellement, le grand degré de miniaturisation des composants électroniques
est de l'ordre de la longueur d’onde de De Broglie de 1’électron Ag qui est comparable a la
distance moyenne entre les électrons r¢, ainsi que A\gp << Ay ot Ay est la longueur de Lan-
dau [98], représentant la distance pour laquelle I’énergie potentielle d’interaction entre deux

électrons est égale a leur énergie cinétique d’agitation thermique (A = €?/dneokpT ). 1y
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a eu, en effet, un regain d’intérét pour les plasmas quantiques, couvrant les différents modes
de plasma [4],[6], tels que les instabilités et d’autres effets non linéaires [57]-[24]. Récem-
ment, Ourabah et Tribeche [6] ont réexaminé 'onde acoustique ionique quantique (QIA),
en introduisant les effets d’'une autre contribution quantique : le potentiel d’échange et de
corrélation des électrons [65], cet effet découle en fait de I’anti-symétrie totale de la fonction
d’onde de I’électron. Notons que les effets de ce potentiel ne peuvent généralement pas
étre négligés lorsque les effets quantiques apparaissent. Il a été montré que les principales
quantités physiques (vitesse de phase, amplitude et largeur) et les conditions d’existence
des ondes solitaires QIA, sont considérablement influencées par les effets d’échange et de
corrélation[79]-[81]. Différents modeéles de transport quantique ont été développés [64], o
le modele hydrodynamique quantique (QHD) est constitué d’un ensemble fermé d’équations
décrivant le transport de la charge, la quantité de mouvement et I’énergie dans un systéeme
de particules chargées grace a une interaction de potentiel électrostatique auto-consistant.
Ce modeéle est considéré comme une extension du modéle fluide classique, avec une nouvelle
contribution due aux effets quantiques découlant de ce qu’on appelle le potentiel de Bohm.
Notons que les équations du modéele QHD peuvent étre obtenues & partir des équations
de Hartree auto-cohérentes [97], ou & partir de 1’évolution de la fonction de distribution
de Wigner couplée avec I’équation de Poisson [99]. L’application de I’approche hydrody-
namique QHD est limitée [100] aux systémes physiques dont les interactions a longue portée
dues au potentiel électrostatique auto-consistant dominent les collisions & courte portée en-
tre les particules, autrement dit, il est valide seulement dans les cas de faible couplage [1],[2].
D’autre part, le piégeage des particules [101]-[106] est un effet non linéaire commun dans les
plasmas de l'espace, les laboratoires et les expériences numériques (les simulations). Cer-
taines particules du plasma sont confinées par 'onde dans une région finie de ’espace des
phases, elles ne quittent jamais le puits de potentiel en faisant un mouvement d’aller-retour.
La premieére méthode analytique pour construire les structures en équilibre électrostatique
impliquant le piégeage des particules a été faite par Bernstein, Green et Kruskal (BGK)
[107]. Par la suite, Gurevich [108] a considéré le piégeage comme un phénomeéne micro-
scopique. Pour surmonter les difficultés de la méthode (BGK), Schamel [109] a développé
une autre méthode, appelé la méthode du pseudo-potentiel afin d’élaborer des solutions &
équilibre. Récemment, Shah et al. [38] ont étudié effet du piégeage sur la formation des
structures solitaires dans un plasma quantique. Ils ont utilisé la fonction de distribution
de Fermi-Dirac pour des électrons dégénérés, aboutissant ainsi & I’expression de la densité

¢électronique qui tient compte du piégeage des électrons dans un puits de potentiel électrosta-
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tique. Ces effets apparaissent sous les structures solitaires qui peuvent exister dans ce genre
de plasma sous leurs deux natures ; structures compressives et raréfactives. Mentionnons
ici que les travaux de ces derniers sont basés sur des calculs approximatifs (voir pour plus
de détails le chapitre 2). Notons que dans les plasmas quantiques [38] et [111], les travaux
qui examinent le piégeage des particules comme un phénoméne microscopique, sont rela-
tivement peu nombreux. D’autre part, le modeéle de la statistique de Fermi-Dirac [3] a été
reformulé en intégrant 1’expression de I’entropie non extensive [112]. Notons que les plasmas
non extensifs, couvrent différents modes de plasma, tels que les instabilités et d’autres effets
de phénomenes collectifs [13]-[16]. Cet intérét a été principalement motivé par le fait que,
pendant les deux derniéres décennies, il a été démontré que les systémes dotés d’interactions
de longue portée ou une mémoire de longue durée, ne peuvent étre traités correctement dans
le cadre de la statistique classique de Boltzmann-Gibbs (BG). Tsallis [3], ayant introduit
son travail en 1988, a proposé une généralisation non extensive de ’entropie BG afin de
remédier a cette limite, cette généralisation a été mise en évidence par Renyi [17] et par la
suite introduite par Tsallis. La non extensivité signifie que ’entropie S p de la composition
(A + B) de deux systémes indépendants A et B dont Ientropie est respectivement S, et
Sp est égal a SéA+B) = SéA) + SéB) +(1—gq) S(gA)S(gB) ol ¢ et un parameétre mesurant la
non extensivité du systéme, (quand ¢ — 1, nous retrouvons la statistique standard BG). A
notre connaissance, la combinaison entre les effets quantiques et les effets de la statistique
non extensive sur le piégeage des particules n’a jamais été prise en compte dans la littéra-
ture. Nous proposons de reformuler et de réexaminer le piégeage des électrons dans un
plasma quantique [113], en utilisant la fonction de distribution de Fermi-Dirac généralisée,
suivant Landau et Lifshitz [114], nous dérivons d’abord une nouvelle densité électronique
généralisée, puis nous analysons les modifications survenant dans la propagation de ’onde

acoustique ionique solitaire.

6.2 Equations de base

6.2.1 Calcul de la densité électronique

Dans le but d’établir ’expression généralisée de la densité des électrons dégénérés, piégés
dans un champ électrostatique considéré comme une onde qui peut interagir avec les partic-
ules dans un processus adiabatique. Cette étude est faite dans le cadre de la statistique non

extensive ou la fonction de distribution non extensive g-Fermi-Dirac déformée, remplace la
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fonction de Fermi Dirac habituelle. Cette derniére prend en considération les effets de la

statistique quantique ainsi que ceux de la statistique non extensive. Elle est donnée par
112,

1 ; _ — _
fD(e) = LH{1+(q—1)[(e—ed—p) /T3 st 1+(a=Dlle-eo—p)/T]>0 (6.1)

1 ailleurs

ol m,. la masse de I’électron, e sa charge, T est la température en unité d’énergie, ¢ =
P?/2m, D'énergie cinétique de 1'électron, ¢ le potentiel électrostatique, u le potentiel chim-
ique. Nous avons 1+ (¢ — 1)[(e —e¢p —pu)/T] > 0 et ¢ > 1. En présence d'un champ
électrostatique, 1’énergie totale de la particule (dans notre cas ’électron) est égale a la
somme de son énergie cinétique et de son énergie potentielle [11], I'énergie totale est alors
donnée par I'expression suivante Ep = € — e¢. D’aprés Landau et Lifshitz [114], le potentiel
électrostatique peut confiner les électrons dans un puits de potentiel. En effet, les électrons
ayant des énergies, telles que € — e¢p > 0 sont considérés comme étant des particules libres,
puisqu’ils ont réussi a s’échapper de ce puits, cependant, les électrons qui ont une énergie
totale € — e¢p < 0 sont considérés comme étant des électrons confinés dans le puits, ou en-
core particules piégées. Notons que lorsque ¢ — 1, 'équation (6.1) se réduit a distribution
de Fermi-Dirac, cependant a la température nulle (7' = 0), elle se réduit a la fonction de
Heaviside. Pour calculer la densité des fermions suivant la distribution ¢-Fermi-Dirac, nous
utilisons ’expression (2.65) [38], ou nous y introduisons l’expression de la probabilité asso-
ciée a la statistique g-Fermi-Dirac [3]. L’expression de cette densité est alors donnée par
[112]

ne(7 1) _ V2m3/? /+°° Vede
No R Joo 1+ {1+ (g —1)[(e — ep — p) /T3¢

NO(7 1) = (6.2)

Cette expression peut étre écrite sous une autre forme plus simple. Pour cela, nous intro-
duisons de nouvelles variables ¢t = ¢/T et y = (e¢ + u)/T, puis nous les injectons dans

I'expression (6.2). Soit alors

_ V20 e / o Vitdt
i o TH{l+(g= -y
_ V2m3/?

m2h3

N(F, 1)

(T)**64 (y), (6.3)

L’intégrale
—+00 tn
GW@w:/ -
o 14+{l+(g—1)[t—y)}¥

x H(1+(qg—1)(t—y))dt, (6.4)
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est une généralisation de l'intégrale de Fermi, ou H(x) est la fonction de Heaviside [112].
Actuellement, il n’existe pas « & notre connaissance » d’expression analytique de cette
intégrale[112], mais pour les plasmas partiellement dégénérés (7' ~ 0) ou la variable 1/y est
considérée trés petite devant 'unité, on peut utiliser des approximations et des développe-
ments de Taylor [112], exactement comme dans le processus standard [11], utilisé pour
calculer les intégrales de Fermi (pour plus de détail, voir chapitre 2). Ainsi, nous pouvons
introduire une nouvelle variable z = t — y et utiliser 'approximation —y — —oo ou la
borne inférieure de I'intégrale devient infinie au lieu de zéro, puis nous développons le terme

(1+ z/y)"™! en séries de puissance. L’expression (6.4) devient alors

@ () — n+17(9) np@) ™ n-17(a)
0,7 () e A Mo S Wt A R (6.5)
avec 1/ )
too o1+ (g — D)2
19 = q/ 1+(g— 1) 5 X H(1+ (g —1)(t —y))dz, (6.6)

o (14 {1+ (g - 12

Notons qu’une expression analytique pour ce type d’intégrale 117 nexiste pas, ainsi des
calculs numériques [112],[115], sont faits pour déterminer la valeur de quelques intégrales,

tels que ]§q> et Iéq), par contre l'intégrale ]éq)

est égale a I'unité (voir pour plus de détail
la référence [112],[115]). Le tableau 7.1 présente les valeurs des intégrales I\ et IS? pour

quelques valeurs du parametre de la non extensivité ¢ [112],

q ]£q) ]2(«1)
1.00 00 /3
1.01 0.016 3.228
1.05 0.075 3.039
1.10 0.137 2.907
1.20 0.236 2.870
1.50 0.488 4.000

Tableau 4 : Les valeurs des intégrales I\ et I3 associées
aux différentes valeurs du parametre non extensif q.
Revenons maintenant a ’équation (6.6). Dans le but de déterminer une expression général-
isée de la densité électronique qui tient compte du potentiel de piégeage des fermions, nous
prenons l'indice n = 1/2 et I’équation (6.6) devient

2 1
@(%q)@) _ 5y3/21—éq) + yl/zjl(q) 4 Zy71/21—2(q) T (6.7)
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6.3. Application: onde acoustique ionique solitaire

nous injectons cette expression dans ’équation (6.3), et nous limitons notre développement

a T2, on obtient une formule qui donne la densité normalisée N(7,t) = N.(7,t) /N des

électrons

3v2
T

— 1+ 0P+ AT (1+0) 2 +4T2 (1 + @) /2 (6.8)

NO(T #) = (140 + 222719 (14 0)% 4 %T%@ (14 @)/

T=nxT/ 22, ® = ep/er sont la température et le potentiel électrostatique normalisés
et ep = (3m2no)”® (R2/2m) est Vénergie de Fermi, A = %5[1((1) et v = %Iz(q), notons que la
densité N,y est normalisée par rapport a la densité des particules, tirée de la condition de
quasi neutralité, il s’agit de la méme densité obtenue lorsque le plasma est complétement
dégénéré(T = 0), autrement dit, en ’absence de la perturbation (le champ électrostatique

¢ = 0), la densité des électrons est donnée par
N = Ny (14 AT +~T?), (6.9)

Comme mentionné sur le tableau ci-dessus, lorsque ¢ — 1, la premiére intégrale I 1(q) tend vers
zéro, on trouve que A devient nul (A = %I I(Q) — 0), tandis que la deuxiéme intégrale(Z\”)
tend vers une valeur finie (72/3), et la valeur de 7 tend vers I'unité (y = %Iéq) — 1). Nous
retrouvons ainsi toutes les expressions établies dans les travaux de Shah [38]. La densité
des électrons en présence du champ électrostatique (¢ # 0) ou en son absence (¢ = 0) est

donnée par

NOT #) = (1+0)** + T2 (1+ @) '/?
N = Ny (1+17), (6.10)

La nouvelle densité électronique généralisée (6.8) montre clairement que la non extensivité
donne naissance & une nouvelle correction dont la contribution est proportionnelle & T' qui

domine la correction thermique habituelle (~ T?) & trés basse température.

6.3 Application: onde acoustique ionique solitaire

Dans le but de faire une application de cette nouvelle densité, nous analysons les modifi-
cations apparentes sur la propagation des structures solitaires de I'onde ionique dans un
plasma non collisionnel, non magnétisé et unidimensionnel, composé de deux espéces dif-

férentes : des électrons non extensifs et des ions froids et classiques a cause de leur masse,

7
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la dynamique des ions froids est gouvernée par les équations fluides couplées a 1’équation de

Poisson, celles-ci s’écrivent

o 5 =0, (6.11)
9*¢
ek dme(ne — n;), (6.13)

notons que le principe de quasi neutralité a 1’équilibre implique que 1., — n;0 = 0. Une

analyse linéaire du systéme précédent donne la relation de dispersion de ’onde acoustique

w 2ep 14+ AT +~T?
— = — (6.14)
k m; (3+ AT — T2 + k2 p)

ol Apr = \/2er/4mnge? est la longueur de Debye de ce modeéle plasma; remarquons que dans

ionique suivante

la limite ¢ — 1, (A — 0, v — 1), nous retrouvons ’expression de la relation de dispersion
donnée par Shah et al [38]. Nous étudions les effets de piégeage des électrons non extensifs
sur la dynamique de I'onde ionique acoustique dans un repére stationnaire. Cette étude
peut étre réalisée grace a la méthode du pseudo-potentiel, dite de Sagdeev [87]. Pour cela,
nous introduisons la nouvelle variable £ = x — ut ol u est la vitesse de propagation de la
perturbation. Aprés avoir injecté la variable £ dans les équations fluides qui régissent la
dynamique des ions, et en tenant compte des conditions aux limites : ¢ — 0, u; — 0 et
N; — No (1 4+ XT +~T?), quand £ — = oo, (trés loin de la perturbation), nous intégrons

les équations (6.11) et (6.12); nous obtenons ainsi I'expression de la densité ionique

P —1/2
N = (1 + AT 4 4T?) (1 - W) : (6.15)

ol Ni(q) est la densité ionique normalisée (par la densité a I’équilibre & T' = 0), M le nombre
de Mach, normalisé par la vitesse de Fermi acoustique ([38]) et ng la densité des particules
a 'équilibre (ot ng = ne = njip); pour un plasma totalement dégénéré [38]; notons que nous
retrouvons toujours les expressions des grandeurs physiques déja citées dans les références

[38], dans le cas de la limite ¢ — 1, (A — 0,y — 1).

6.4 Pseudo-potentiel de Sagdeev

Pour étudier les effets de piégeage des électrons non extensifs sur les propriétés des on-

des acoustiques ioniques localisées d’amplitude arbitraire, il faut établir I’équation dite «
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6.4. Pseudo-potentiel de Sagdeev

intégrale-énergie », cette derniére consiste a effectuer le changement de variable suivant
€& =x — Mt, on M est la vitesse de 'onde normalisée par 2¢r [38]. En tenant compte des
conditions aux limites ¢ — 0, w; — 0, N; — 1, quand £ — o0 , (loin de toute pertur-
bation), nous injectons les expressions (6.8) et (6.15) de la densité électronique et ionique

dans I’équation de Poisson (6.13), nous obtenons

 \ /2

0*® _
=1+ 0+ AT (1 + @) + 9T (1 + @)% — (1+ AT +1T?) (1 -

S g

(6.16)
En multipliant les deux membres de I’équation (6.16) par d®/d¢ et, en tenant compte des
conditions aux limites ® — 0, d®/d¢ — 0 et N; — 1, quand £ — + oo, c’est & dire loin de
toute perturbation, ensuite en intégrant I’équation résultante, nous obtenons ainsi

% (2—2))2 +V (D) =0, (6.17)

ou V (@) représente le potentiel de Sagdeev [87],

2 2 2 2
V(@)= -z (1+ @) 4 AT = AT (1+ 0)*? 4 29T% — 29T2 (1 + ®)"/2
d 1/2
+2M? (14 AT +7T?) —2M? (1 + AT +~17?) <1 — W) (6.18)

L’équation (6.17) admet des solutions solitaires si le potentiel de Sagdeev satisfait les trois

conditions [87],

V(®)=0 pour =0 et &=, (6.19)
V(®) <0 pour 0<d <P, (6.20)
v’ (®) <0 pour ®=0 (6.21)

Selon la derniére condition et dans le cadre de notre modeéle, le nombre de Mach M doit

vérifier la condition
o L+ AT +~T?

3+ T —~T?

ceci implique que le dénominateur est strictement positif non nul 3 + \T' — 72 > 0 ou

(6.22)

A/ A2412 , , A s N
encore 0 < T' < TV , d’autre part, la température des électrons doit étre inférieure a

I'unité 0 < T < 1, (puisque les températures sont basses) , ce qui donne des valeurs limites
pour le nombre de Mach M

M(Q) —

14+ AT +~T2\ V2
min (i> (623)

3+ AT —~T7?
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05 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figure 6.1 : le profil des valeurs limites du nombre de Mach Mr(rf) pour différentes

in

valeurs du parameétre non extensif ¢, en fonction de la température 7.

Sur la figure 6.1, le profil des valeurs limites du nombre de Mach M (@)

min €St tracé par rapport
a la variation de la température, pour différentes valeurs du parameétre non extensif g.
Cette figure montre que selon I'apport des effets thermiques et des effets non extensifs, le
nombre de Mach Mr(nqll est soit plus grand, soit plus petit que son analogue dans I’approche
de Fermi-Dirac [38]. Nous remarquons aussi que la gamme permise du nombre de Mach
M, est élargie, pour différentes valeurs du parametre de la non extensivité ¢; de plus,
les valeurs du parameétre non extensif supérieures a I'unité permettent a I’onde acoustique
ionique d’atteindre des valeurs légérement supra-acoustiques (puisque le nombre de Mach
dépasse I'unité M > 1). La figure 6.2 montre la variation du pseudo-potentiel V' (®) en
fonction du potentiel électrostatique @ pour une valeur du parametre de non extensivité
du plasma ¢ = 1.5, et un nombre de Mach M = 1.04 et pour différentes valeurs de la
température T'. L’allure de cette figure confirme la coexistence des structures raréfactives
et compressives pour des températures 7' ~ 0.9. Nous remarquons, qu'une augmentation
de la non extensivité des électrons permet la coexistence de structures solitaires associées
a des valeurs bien plus grandes de la température. L’augmentation de la non extensivité

permet d’avoir un domaine plus large de la température ou les structures solitaires peuvent

coexister.
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6.4. Pseudo-potentiel de Sagdeev

Figure 6.2 : Variation du pseudo-potentiel V' (®) en fonction du potentiel électrostatique

® associé a la solution en ondes solitaires de la figure 6.3.

0 20 40 60 80 100 120

Figure 6.3 : Coexistence des structures solitaires compressives et raréfactives, en fonction
de la coordonnée spatiale ¢ pour différentes valeurs de la température 7', avec M = 1.04 et

q = 1.50.

La figure 6.3 montre la variation du potentiel électrostatique ® en fonction de la coordonnée

spatiale &, associée au pseudo-potentiel de Sagdeev de la figure 6.2, notons que les structures
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raréfactives (® < 0) ont des amplitudes plus grandes que les structures compressives (¢ > 0).
Fait intéressant, dans le modeéle présenté par Shah [38], avec une non extensivité égale a
I'unité, la valeur critique de la température associée, au dela de laquelle la coexistence
des deux structures solitaires est permise est autour de(7" = 0.5). Nous remarquons qu’une
augmentation dans la valeur du parameétre non extensif ¢, induit un décalage vers des valeurs

supérieures de la température critique 7

0.4F

0.2p

-0.8F

Figure 6.4 : Variation du potentiel électrostatique ® en fonction de la coordonnée

spatiale £ pour différentes valeurs de la température T', avec M = 0.9 et ¢ = 1.1.
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0.6
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Figure 6.5 : Variation du potentiel électrostatique ® en fonction de la coordonnée

spatiale & pour différentes valeurs de la température T', avec M = 0.9 et ¢ = 1.2.

Dans les figures 6.4 et 6.5, nous avons tracé le potentiel électrostatique ® en fonction de la
coordonnée spatiale £ pour différentes valeurs de la température 7', avec M = 0.9. ces figures
exhibent la coexistence de structures solitaires compressive et raréfactive, pour deux valeurs
du parameétre non extensif : ¢ = 1.1 et ¢ = 1.2 respectivement, comme ’atteste d’ailleurs
la structure en forme de pseudo-potentiel de Sagdeev associé (figures 6.6 et 6.7), ou nous
avons tracé la variation du pseudo-potentiel V' (®) en fonction du potentiel électrostatique ®
pour différentes valeurs de la température 7' = 0.80, 7' = 0.70 et T'= 0.63 avec M = 0.9 et
q = 1.1,dans la figure 6.6 et T'=0.80,7 = 0.70 et T'= 0.65 avec M = 0.9 et ¢ = 1.2, dans la
figure 6.7. Les résultats révelent que les effets non extensifs affectent de maniere significative
le profil de I'onde acoustique, ainsi, dans la figure 6.4, pour ¢ = 1.1, nous retrouvons la valeur
de la température critique associée T, ~ 0.63 et dans la figure 6.5, ¢ = 1.2, nous retrouvons
la valeur de la température critique associée T, ~ 0.65 au-dela desquelles la coexistence des

structures solitaires de compression et de raréfaction est permise. Ceci nous montre ainsi

les effets de la non extensivité et de la température thermique.
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-0.02

-0.04

-0.08

-0.1

-0.12

Figure 6.6 : Variation du pseudo-potentiel V' (®) en fonction du potentiel électrostatique

® associé a la solution en ondes solitaires de la figure 6.4.
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Figure 6.7 : Variation du pseudo-potentiel V' (®) en fonction du potentiel électrostatique
® associé a la solution en ondes solitaires de la figure 6.5 pour différentes valeurs de la

température 7', avec M = 0.9 et ¢ = 1.2.
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6.5. Régime faiblement non linéaire

6.5 Régime faiblement non linéaire

6.5.1 Etablissement de I’équation de Korteweg-de Vries (K-dV)

Pour étudier les effets de piégeage des électrons non extensifs sur la dynamique et les pro-
priétés de 'onde acoustique ionique faiblement non linéaire, nous établissons I’équation de
type Korteweg-de Vries (K-dV), basée sur la méthode de la perturbation réductive (stretched
variables) [86],[116]. Pour cela, nous normalisons les équations fluides qui gouvernent le sys-
1/2

téme en utilisant le changement de variables suivant @ = “2x | t = wyt , Cop = (££)
CsF 2 p ) m; ?

2., . . N .
wpi = (FFERi0)/2 § = € N; =1 U, = 4 ]e systéme devient alors
m; EFR 50 CsF

ON, | ONU)
ot ox

oU; oU; 0P

=0, (6.24)

e Al 2
a "V T o (6.25)
2
‘37‘15 _ N, - N, (6.26)

nous introduisons le changement de variables suivants ¢ = ¢/2(z — vot), 7 = /%t ou
v représente la vitesse de 'onde dans le repére du laboratoire et ¢ mesure la faiblesse de
I’amplitude de la perturbation, telle que 0 < € < 1. De plus, les variables macroscopiques

sont développées en séries de puissance
Ny,=1+¢eNg +&*Ng + ...

Ui = €Ui1 + €2UZ‘2... (627)
P =Py + 2D,...

Le développement de Taylor de I’expression de la densité électronique nous permet d’obtenir

I’expression suivante

1 1 N 34T?
N§Q)(7,t):(1+)\T+7T2)+§(3+)\T—7T2)<I>+—(3——+ 1

o2 2
SERE 4) C (629)

L’introduction des variables perturbées nous permet d’avoir ’expression de la densité élec-

tronique, soit

1
N (T t) = (L + T +~T7) + 3¢ (34+ AT —~T?) &,
1 N 317
+ 552 (3+ AT —7T?) @5+ <3 -7+ 74 ) (@1)2] , (6.29)
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Le développement au premier ordre en € donne les grandeurs perturbées au premier ordre
volNi1 = Ui
voUyn = &4 (6.30)
Ne = Ny = % (34 AT —~T?) @y

En combinant le systeme d’équations précédent, nous obtenons

9 1/2
S (S S— 6.31
v <3+>\T—fyT2) (6:31)

Le développement du systéme d’équations (6.24)-(6.26), au second ordre en &, donne le

()[Vi] (5NZ‘2 (3 Ni Z/i (31)2'1

or ' o ¢ o
anl 0U,2 8U11 . (9<I>2
or  "ag TV ag T e (6:32)
02®,
e (Nea — Ni2)

En éliminant le terme U;, entre I’équation de continuité et ’équation de la force du systéme
(6.32), et en injectant les expressions des termes Ny et N.o dans I’équation de Poisson, et

en posant ®; = ®, nous aboutissons a ’équation de type K-dV suivante

0 0D D
A S A 6.33
or T TP o8 (633)
ou
wl3 3., A, 34T
A:ﬂ—g—ﬁ PR
1 9 -1/2 1 9 3/2
== B — (- N —3~TH) [ ———MM
> 3(3+>\T—7T2> T (AT =3y )(3+)\T—7T2>
et

p_uw _1(_ 2 "
2 2\34+ N —~17?

représentent respectivement le coefficient non linéaire et le coefficient de dispersion, ce type
d’équation admet des ondes solitaires comme solution; utilisant le changement de variable

n =& — M, la solution est donnée sous la forme

o = B, sech? (%) (6.34)
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6M et

~1/2 3/2
2 1 gy (2
3<3+AT—wT2) +3(=3+AT=39T )<3+>\T77T2) }

I’amplitude du soliton est donnée par ®,, =

3/2
sa largeur par A = \/ 2 <W) /M, & titre comparatif, nous retrouvons la méme

équation K-dV, déja trouvée dans 'approche de Fermi-Dirac. Notons que la contribution
de la non extensivité apparait dans les deux termes (la non linéarité et la dispersion) de

I’équation K-dV

16

1L4F

12p

0.8

0.6

0.4

02

O

Figure 6.8 : Tracé de la variation du potentiel électrostatique ® en fonction de la
coordonnée spatiale £ pour différentes valeurs du paramétre non-extensif ¢, avec M = 0.8
et T'=10.6

La figure 6.8 montre les variations du potentiel de piégeage ® en fonction de la coordonnée
spatiale 7. Notons qu’une augmentation du parameétre non extensif ¢ se refléte par une

diminution de 'amplitude et de la largeur du soliton.

6.6 Conclusion

Pour conclure, nous avons reformulé et réexaminé le piégeage d’électrons dans un plasma
faiblement non dégénéré, en introduisant ’entropie non extensive. Nous avons utilisé, pour
cela, la fonction de distribution de Fermi-Dirac généralisée, qui tient compte des effets de
la statistique non extensive.

Dans une premiére étape, nous avons établi une nouvelle densité électronique étendue,
cette derniére contient le potentiel électrostatique, dans lequel les particules peuvent étre

piégées. Cette densité contient de nouveaux termes proportionnels a 7', qui peuvent dominer
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(a tres basses températures) la correction thermique (~ T2), qui existe déja dans I’expression
de la densité de particules, calculée & partir de la fonction de distribution Fermi-Dirac
habituelle.

Dans une seconde étape et, dans le but d’éclaircir les effets de la nouvelle contribution
dont les termes sont proportionnels a 7', nous avons analysé ces modifications présentes
sur la propagation des ondes acoustiques ioniques solitaires dans deux régimes arbitraire et
faiblement non linéaire. Dans ces deux derniers, nous avons trouvé que les propriétés (am-
plitude, largeur, nature. ..etc.) sont sensiblement affectées, les corrections sont clairement
remarquables, soit dans la coexistence de ces structures (compressives ou raréfactives), ou
bien, dans la gamme d’existence des solitons par rapport a la température.

Nous avons trouvé que la nouvelle contribution de la température de notre modeéle plasma
permet la possibilité d’existence d’onde acoustique ionique solitaire avec une vitesse acous-
tique quantique supérieure a la vitesse acoustique de Fermi C'r. En outre, nous avons noté
qu'une augmentation de la valeur du paramétre non extensif ¢, induit un décalage vers
des valeurs supérieures de la température critique 7., au-dela de laquelle la coexistence des

structures solitaires compressives et raréfactives se réalise.
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Pour conclure, nous avons étudié I'influence de quelques corrections quantiques sur les ondes
acoustiques dans une approche hydrodynamique quantique QHD. Nous avons commencé par
étudier I'influence des effets d’échange et de corrélation sur I’énergie transportée par le soli-
ton des ondes acoustiques ioniques quantiques QIA. Notre étude s’est ensuite tournée vers le
régime faiblement non linéaire, ol nous avons constaté que les effets de la diffraction quan-
tique diminuent I’énergie transportée par le soliton QIA, tandis que les effets d’échange et de
corrélation amplifient 1’énergie transportée par ce dernier. Précisément, les effets d’échange
et de corrélation peuvent empécher la diminution de I’énergie transportée, qui est due a la
diffraction quantique. Nous avons, par la suite, réexaminé les effets d’échange et de corréla-
tion sur la dynamique non linéaire de ’onde acoustique ionique poussiéreuse QDIA, dans
un régime d’amplitudes arbitraires. Les quantités physiques principales qui caractérisent
les structures solitaires (amplitude, largeur, vitesse de phase...etc.) sont considérablement
affectées par les effets d’échange et de corrélation. La présence de ces derniers dans les
plasmas quantiques rétrécissent les solitons, de plus, la manifestation de ces effets empéche
la formation des solitons de type flat-bottomed, ils ne favorisent pas leur apparition.

En dernier lieu, nous nous sommes intéressés a la correction statistique sur les effets
du piégeage des électrons dans un plasma quantique par un champ électrostatique se com-
portant comme une onde interagissant avec les électrons sous processus adiabatique, dans
le cadre de la statistique non extensive. Pour reformuler la densité de ces électrons, nous
avons introduit une nouvelle expression de la densité électronique possédant des termes
correctifs au premier ordre, en fonction de la température 7. Cette nouvelle correction
n’existe pas dans 'approche de Fermi-Dirac (approche extensive), cette correction est due
a l'introduction du parameétre de non extensivité ¢ de la statistique non extensive. Notons
que, dans les plasmas quantiques de laboratoire, la température est trés basse (T' ~ 0), les
termes de premier ordre en température sont dominants par rapport aux termes de second

ordre. Nous avons, par ailleurs, réexaminé les effets non extensifs de la nouvelle contribu-
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tion sur la dynamique non linéaire de 'onde acoustique ionique dans un régime arbitraire.
Nous avons constaté que les structures solitaires sont sensiblement affectées; en effet, les
propriétés principales (les amplitudes, les largeurs, les conditions d’existences, la vitesse
de phase etc.) sont modifiées de maniére considérable... Nous avons terminé avec deux
résultats importants; nous avons constaté que la nouvelle contribution en température de
notre modele plasma favorise I’émergence des ondes acoustiques ioniques solitaires ayant
des vitesses supérieures a la vitesse acoustique quantique de Fermi. Aussi, les températures
critiques, au-dela desquelles les structures solitaires compressives et raréfactives coexistent,
sont décalées vers des valeurs supérieures.

Comme perspectives, nous nous proposons d’étudier le piégeage des électrons quantiques
dans I'approche non extensive sur la propagation des ondes acoustiques ioniques pour un

plasma magnétisé.
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Annexe

1- Piégeage des électrons dans un champ électrostatique

Dans le cas d’un systéme statistique ou la température est proche de zéro (et non nulle),
la probabilité est retrouvée en calculant la valeur des intégrales de Fermi (2.58), ces derniéres
nous permettent de déterminer les expressions de la densité des fermions [38], soit

o0 de
N, (7t =9 m3/2/ Ve
(1) h37r2\/§( ) o exp(=F+) +1

Suivant Landau et Lifshitz [11], on pose U = ep + pu, puis on utilise le changement de

variable suivant

e—U

T = de =Tdz

d’ou
e—0=z— —%
E— 00 =2z — 0
qui nous permet de transformer la formule d’intégration précédente sous la forme suivante

3/2 +oo
N, (7 .1) = 8v2rm T VU —i—Tz)dz

(2wh)? v ef+1

T

puis, nous décomposons

N, (7, 1) = B2 (/ VUTS) /+wm>

27rh e+ 1 e +1

et pour inverser les bornes de la premiére intégrale [11], nous changeons le signe de la variable

z — —z = dz — —dz . Nous avons alors

z— L= —2—Y

{ z2— 00— —2—0
T T
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ainsi, nous obtenons

N (Fo1) = 8\/_7rm ( *VU-Tz) Tz +oo \/(U+Tz)dz>

(2rh)?® el e+ 1
_8V2m®? / \/U T2) . /+°°\/U+Tz
 (27h)? el e*+1
nous remarquons que ﬁ peut s’écrire sous la forme suivante ﬁ =1- ez—ﬁrl, nous

remplacons dans I’équation précédente et nous obtenons une forme plus simple de 'intégrale,

soit

N, (7,t) = 8\/_7rm (/ \/ﬁ<1— z+1)dz
+w¢m )

0 e +1
Lorsque la température tend vers zéro, la deuxiéme intégrale converge rapidement, a cause
de la présence de I’exponentielle dans le dénominateur et cela nous permet de remplacer la
limite supérieure de ce dernier par Iinfini (I' — 0 = & — oo) [11] et finalement nous

obtenons

N (Tt) = 8\/2_:: / V(U =T=)dz
8\/_7Tm to /(U +Tz) —\/(U—Tz)dz

(27Th) 0 e+ 1
= L+

Maintenant, nous pouvons calculer analytiquement la premiére intégrale [, aprés avoir

changé la variable U — T2 = x = dx = —T'dz, ce qui donne

{z—>0:a7—>U

z—>%=>a:—>0

En utilisant les nouvelles variables, 'intégrale I; est réécrite sous la forme

I = 8v2mm?/? / V(U —Tz) dz—8\/_ﬂm / Jde

(27Th)
8V 2 g, 8V 2 g (1 . %) V2
(2rh)® 3 (2rh)® 3 %

Lorsque la température tend vers zéro (' — 0), le potentiel chimique tend vers une valeur

finie (1 ~ eF) )
1)
U= ER = % (372]\[0)2/3

92



Annexe

Nous injectons la valeur approximative de ; dans 'expression de 'intégrale /;, nous obtenons

8v/2 3/22 h2 3/2 3/2
I = ng_ (_ (37r2N0)2/3> (1 N 690)
(27Tﬁ) 3\ 2m 7

e\ 372
— N, (1 + —“0)
EF

posons ® = =2, nous obtenons
F
I = Ny (1+ ®)*?

par contre, nous pouvons développer le numérateur de la seconde intégrale I (puisque
Tz < U ) en séries de puissance autour de (T'z ). Le développement du terme /(U + T'2)

est donné par

VU +T2) = VU + (T2) <(;xcm%)-%£§§f-<—i<vyi)

(Tz)* (3, . s (Tz)* 15, 7
T A R TR G TICR R A
tandis que le développement du terme /(U — T'z) est donné par

T 00 (o) 5 ()

_ (7;)3 @(U)—i) + (7;7)4 <—1—2(U)—§>

Le numérateur représente la soustraction entre les deux expressions

_ Tz (3,
VIU+T2) = U =T2) = (T2) (U) %) + ( 3!) (Z(U)

I'intégrale I, s’écrit
_ (T2)3 _s
5 rm3/2 +oo (T2) ((U) + == ((U)2
g, = B2 / (@4) + 5= (@)
0

N

NG
njot

N

(2mh)® er+1
8/ 2rm3/2 T2 [T . i+ 8v2mrm3/2 T4 too o3 p
= z —Aaz.
(2mh)® VU Jo e +1 (2rh)® 8VUP Jo e 41

Les deux intégrales sont des fonctions spéciales, données par la fonction zéta Riemann et la

+oo 2271—1 22n—1 -1 on
dz = "B,
0

fonction gamma [11]

e+ 1 2n
les B,, sont les nombres de Bernoulli. Nous donnons quelques valeurs de ces nombres [11]

1

Bl = 6

1

By, = —

* 30

1

By = —

T4
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En utilisant les équations précédentes, nous obtenons ’expression de I, donnée par

I 8v/2mm?/% T2 (H) N 8v2mm??* T* (77r )
T (@rn)? VU (2rh)® 85 \ 120

12
finalement, nous obtenons une valeur approximative au quatriéme ordre de 'intégrale I en

fonction de T
[, - Bv2mm (12) ey 8Y2rm? (7_”4) THU-5/?
(2rh)®  \12 8(27h)® \120
puisque 7' ~ 0 = T* < T? nous limitons notre développement & 12

8vV2rm? (72N 12
N (2rh)? 12 e

—1/2
— —8\/§7Tm§/2 <7T_2) 72,172 (1 + %) /
(27h) 12 Iz

Lorsque (T — 0) = (u ~ ), ce qui implique que I’expression de l'intégrale I, devient

9 rm3/? 2 72 —-1/2 -1/2
p, = SV2mm (1) 72 (_ (372 N0)2/3) <1 N %)
(27h) 12 2m .

T \? ew)—m
— N 14+ %
’ <2\/§5F> ( EF

I = NoT? (1 + @) /2

ou encore

ouT = ; f la température normalisée, les équations précédentes donnent une expression

approximative de la densité électronique & basse température
N (7, t) =1, + I, = Ny (1 + ®)*? + NoT? (1 4 @) '/*

la densité électronique normalisée est donnée par I’expression suivante

N, (7,1)

N@ED (7 ) =
e (/r’ ) NO

=(1+0)*?+ 12 (1+0)" '

2- Piégeage des électrons dans un champ électrostatique et un
champ magnétique
Dans le cas de la présence d’un champ électrostatique et d’'un champ magnétique, ou les

niveaux de Landau se présentent [11], la densité électronique [39] est donnée par

ﬁwce

N — 1) = Tle (?>t) me 71/2 d
€(T7 )_ 1% 7T2h3 Z eXp e—l—lhwce ep— M) +1 <
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ou 7(By) = hwe/er est la fréquence cyclotronique de 1'électron, hw.. I'énergie cyclotron-
ique de I’électron, By le champ magnétique, ep = % I’énergie de Fermi, Pr = /2m.cp
I'impulsion de Fermi et w. = eBy/m. et | = 0,1,2,...les niveaux de Landau [11]. Main-

tenant [39], nous séparons le cas [ = 0 et le cas [ # 0, 'intégrale devient

P2 <M> 0o —1/2
— B ep Me €
N (7,t) = 5 \l 5 / P de
0 €xp (—T ) +1

—1/2

d
+Z/ eXp -‘rlﬁwce e¢_H) _'_1 €

Si le nombre de particules n est trés élevé, les niveaux d’énergie sont trés proches, et la
séparation entre les différents niveaux est proportionnelle & 107" [37], nous pouvons donc
considérer que les niveaux d’énergie sont continus, ce qui nous permet de remplacer la som-
mation ) ;°, par une intégrale fll"‘ax dl, ou lpax = (1 + g) /1n(By) est la valeur maximale

pour que l'intégrale prenne une valeur réelle [39]

2 [ hwee

P (—) m 00 c—1/2
N (T,t) = —~ 2 [« d
(Ta ) 27T2h3 2 [/0 exp(m)_i_]_ <
max —1/2
dlde
/ / exp z—:+lhwce ep— u) + 1

3 = f(e), et Uy = ep + p — lhw,e, puis changeons la variable

-

posons €72 = g(e), €

e—U)T =2 = de =Tdx

d’ou
€_>0:>x_>w:_%
£ — 00 =T — 00

nous obtenons une nouvelle expression avec les nouvelles variables

P (h“’“) fm g(U +T2) + Tz max %0 () 4+ T)
N — N\ ) [Mep 1
e(’l“,t) 27213 9 [/_g / Ul eXp( )+1dld$]

que nous décomposons

7 ()
N (7,t) = —~°r/ [Te

2m2h3 2

0 00
0

_uexp(z)+1 exp (z) +1

s /’W( DA T WM“) dl]

~nexp(z) +1 o exp(x)+1
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on inverse les bornes de la premiére et de la troisiéme intégrale, on change le signe de la
variable

Z— —2 = dz — —dz

alors, on a

et la variable
r— —x = dr — —dx
d’ou alors
rT— 0= —2—0
T

U o U
T — % T

u

ainsi, nous obtenons
P () FWw-T) [T gU+T)
N(To) = — ) [Mep / ud,ﬁ/ g1z,
2m2h 2 o exp(—z)+1 o exp(z)+1

+/lm PHOT) I T,
1 0

exp (—x) + 1 o exp(x)+1

1

Nous suivons la méme procédure utilisée plus haut, nous pouvons écrire la fraction =T

sous la forme suivante ﬁ =1-

nous obtenons une forme plus simple de 'intégrale

P (R ) & T
€ e g(U — Tz
N, (7,t) = %’/TT /O g(U—Tz)dz—/O —)dz

exp(z) + 1

* g(U +T2) /’mx /?
+ L gy Uy — Ta)d
/o exp (z) + 1 : 1 0 f{Uh = Ta)de

T f(U, — Ta) < #(U, + Tx)
- 0 exp(yc)+1d90+ 0 exp(a:)+1dx> dl]

1 . )z . -
— 7+ Pbuis nous remplagons dans I’équation précédente,

lorsque la température tend vers zéro, la deuxiéme intégrale converge rapidement, & cause
de la présence de I'exponentielle dans le dénominateur et cela nous permet de remplacer la

limite supérieure de cette derniére par l'infini (7" — 0 = % — 00 et % — 00) [11] et
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nous obtenons finalement

P2 (te=) o [ b
N (7,t) = % 5T /O g(U —Tz)dz

. /°° U +T2) —gU=T2) / ( / T

exp (z) +1
© fU +Tx) — f(Ul—Tx)da:) dl}
exp (z) +1

nous pouvons développer les numérateurs de la deuxieéme et de la quatriéme intégrale, pour

une méme raison (T'z < 1 et Tz < 1), en séries de puissance autour de (T'z et T'x), nous

obtenons

P}% (M> v 00 9T 5! 1 3 3 "
Ne(r,t):W«/7T /0 g(U—Tz)dz—l—/O exp()+1 dz

lmax [ % * 2Tx f/(Uy) + 3T f"(Uy)
+/1 </0 f(U1—Ta:)d:13+/0 oxp (1) 1 1 de | dI

ce que nous donne encore une fois des intégrales spéciales

N (7 )= —~"7/ [T —T2)dz +2T¢' 4
()= =g [ /ng 2)dz + g<U>/O o

i S .
—T3¢"(U / — = dz+.. / / U, — Tx)d
+3 9" (U) o exp(z)+1 Pt 1 (0 F(h z)dz

o0 x 1 o0 x3
2T (U —_d ~T3 MU —d ) dl
+2Tf 1)/0 exp(x)+1x+3 A 1)/0 exp(az)+1ij ) }

que nous pouvons calculer comme précédemment (des intégrales spéciales [11], données par

la fonction zéta de Riemann et la fonction gamma)

()
— EF Me
Ne(mo) = — o\ 2 T
lmax % 2 7 4
™ ! ™ 3 g
+/ / fUy = Tx)de + —Tf'(Uy)+ =—=T°f"(Uy) + ... | dl
1 0 6 360

avec ¢'(U) = U2 et f/(Uy) =

notre développement & 7>

1%

T 2
/ g(U —=Tz)dz+ —T¢'(U) +
0

4
. ET3g"U) + ...

360

U 32 ot puisque T ~ 0 => T* < T2, nous limitons
2m2h3 2

2
7
—T2)d ——T 32 4
(/0 g(U 2) z) 5 2U
Imax L% 1
+/ / f(Uy, = Tz)dz Tl U+ dl
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La premiére et la troisiéme intégrale peuvent étre calculées analytiquement, aprées avoir
changé la variable
U-Tz=y=dy=-Tdz
alors, nous avons
z— 0=y —U
{ z— % =y —0
et la variable
U —Tr=t=dt =-Tdx

d’oll
z— 0=t — U
z—>%:t—>0

ce qui nous permet de transformer I’expression comme suit

hwee
N (—> t) PFQ'(EF> meT /U ( )dy 7T2T]_U 3/2_'_
(Tt = ——— [ — — —
o2 \ 2 )y YT T 62

fmax dt 7T2 _3/2
+/1 (O f()——ETQU .)dl}

nous déduisons aprés quelques calculs

hwce
- F(T) me | VU 7 o
Ne(Tot) = g\ L |2l
s (O A2
2 —ZTU ) dl
o[ (el

Apreés ces étapes, il reste a calculer I'intégrale fl’“a" dl , que nous pouvons déduire & partir

d’un changement de variable
Uy =ep+pu—lhwe = dU; = — (hwee) dl

ce qui nous permet de trouver I’expression suivante

hwee
NA(T.4) — PI% (?) Me 2\/— 3/2
AT = g T

(U1)3/2 + T2U;1/2 +

M 6l

Finalement, nous trouvons une expression qui nous donne la densité électronique en présence

de deux champs électrique et magnétique [39]

w

BT gy

Nl

N(T0) = No|Sn(Bo) (1+®)F + (1+ @ —n(By))

+T? (14 @ + n(By)) " ?

[
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oud = g et T = 2\7/r§Ts la température normalisée. Ainsi la densité électronique normalisée
F

est donnée par I'expression suivante

N7 1) = W - gn(Bm (1+@)% + L+ —n(By))

+T? (1 + @+ n(By))~

_ —77<320)T2 (1+®)”

Njw
N

N|=
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