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Résumé

Dans cette these, nous établissons un résultat d’existence de solution faible pour un probleme
issu de la magnétohydrodynamique (MHD). Le probleme étudié décrit I’écoulement d’un fluide
micropolaire incompressible soumis a un champ magnétique en tenant compte du transfert ther-
mique. On suppose que le fluide est soumis a la force de gravité et occupe un domaine borné D
de R? a frontiere réguliere I'. Le modele comprend les équations de Navier-Stokes incompressible
pour la vitesse U du fluide, 1’équation de la microrotation w décrivant la vitesse angulaire des
particules du fluide, les équations de Maxwell pour I’'induction magnétique B et les équations de
Maxwell-Cattaneo pour la température 6 et le flux de chaleur (). Grace aux techniques de régulari-
sation, de point fixe et de compacité, on montre I’existence de solutions faibles globales en temps
du probleme.

Mots clés : Fluide micropolaire, la loi de Maxwell-Cattaneo, équations de Navier-Stokes incom-

pressible, le point fixe de Leray-Schauder, le lemme de compacité d’ Aubin.
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CHAPITRE 1

Introduction générale

Nous étudions dans cette these un modele mathématique issu de la magnétohydrodynamique
(MHD). La MHD est une discipline particuliere de I’hydrodynamique, décrivant le comporte-
ment d’un fluide conducteur de courant électrique, soumis a un champ électrique, magnétique ou
électromagnétique. Ce fluide pourrait étre 1’eau, en particulier I’eau de mer (grace au sel qu’elle
contient), ou un métal a I’état liquide, ou bien un gaz ionisé dit plasma. Le phénomene de la MHD
est largement présent dans les composantes de ’univers comme le noyau terrestre, le soleil et
la magnétosphere. Les applications de la MHD sont nombreuses dans 1’industrie comme la pro-
duction de I’aluminium, le tokamak qui est une machine de fusion torique magnétique destinée
a controler les plasmas, et la propulsion qui exploite la propriété qu’ont ces fluides de conver-
tir I’énergie électrique ou magnétique en €nergie cinétique ; ainsi un bateau peut étre propulsé
uniquement a 1’aide d’une source électrique.

Dans ce travail, nous avons utilisé la théorie des fluides micropolaires qui est une extension
des modeles hydrodynamiques classiques. La théorie des fluides micropolaires a été introduite
par A.C. Eringen en 1966, pour inclure la description du comportement des fluides a 1’échelle
microscopique car les particules du fluide peuvent tourner indépendamment de la rotation et du
déplacement du fluide. De nombreux fluides sont micropolaires, citons par exemple les cristaux-
liquides, les polymeres, les peintures, les lubrifiants et le sang.

L’ objectif principal de ce travail est d’étudier la dynamique du transfert de chaleur dans un
fluide micropolaire incompressible soumis a un champ magnétique. Le phénomene de la conduc-
tion de la chaleur est décrit habituellement par la loi classique de Fourier, qui se traduit par la
relation

Q = —kVo,
ou # est la température, () est le flux de chaleur et x > 0 est la conductivité thermique. Cependant

cette loi conduit a une équation parabolique pour la température . Cela signifie que toute pertur-



1. Introduction générale

bation initiale est ressentie instantanément dans 1’ensemble du milieu, ce qui n’est pas conforme
a la réalité. De nombreuses corrections de la loi de Fourier ont été proposées pour éviter ce para-
doxe. L’une des théories les plus acceptées est celle qui est fondée sur la loi de Maxwell-Cattaneo,
qui introduit un terme de relaxation thermique dans la loi de Fourier. Cette loi est donnée par (voir

chapitre 1)
T% +Q = —rkVH,
ou 7 est le temps de relaxation.

Le modele étudié dans ce travail comporte cinq inconnues : la vitesse du fluide U, la micro-
rotation w, I’induction magnétique B, la température 6 et le flux de chaleur (). Leur dynamique
est décrite par des équations traduisant les lois de conservation de la masse, de la quantité de
mouvement et du moment angulaire, et aussi par les équations de Maxwell et la loi de transfert

thermique. On obtient (voir chapitre 1) le systeme d’équations aux dérivées partielles suivant
( divU =0, divB =0,
po(OU + (U -V)U) — (C+n)AU + VP = —p(0)ges + 2¢curl w + curl B x B,
pol (Ow + (U - V)w) — (¢a + ca) Aw — (co + cq — o)V (divw) = 2¢(curl U — 2w),

(1.1)
0B + curl (E(@)(curl B+ Acurl B x B)) = curl (U x B),

80+ U -V = —div O,
(MC)
k 7(8tQ+w><Q—fyAQ) — _Q - KV,

ol e3 = (0,0, 1). La densité est donnée par 1’équation d’état

p(0) = po(1 — a6 — o)

et la fonction ¥(0) = ﬁ ou o représente la conductivité électrique. Les parametres apparaissant
dans le systeme sont : la densité a la température de référence 6, > 0, la force de gravité g, le
coefficient de viscosité n > 0, la viscosité dynamique de la microrotation ¢ > 0, les coefficients
de viscosité angulaire ¢y, c,, cq > 0, le moment d’inertie /, la conductivité thermique ~ > 0, le
coefficient de dilatation thermique o > 0, le temps de relaxation 7 > 0, le coefficient de diffusion
du flux de chaleur v > 0 et A = w.7, avec w, est la fréquence cyclotron des électrons et 7,
est le temps de collision d’électrons. Pour plus de détails sur les équations du mouvement, voir
([32], [21], [38], [41]).

Ces équations sont posées dans le cylindre Dy = D x (0,7) ou 7" > 0 et D est un domaine

borné de R? de bord régulier I'. Nous complétons le systéme d’équations par les conditions aux

2



1. Introduction générale

limites et initiales suivantes

U=0,w=0, B-n=0, surl'p,
Y(0)(curl B+ Acurl B x B) xn =0, sur 'y,
(1.2) Q@ xn=0, 7vdivQ — kf =0, sur 'y,
U(0) = Uy, w(0) = wy, dans D,

B(O) = BOa 9(0) = HOa Q(O) = QO? dans D7

ol n est la normale unitaire extérieure au bord I'et I'r = I" x (0, 7).

Le but de ce travail est d’établir 1’existence de solutions faibles de ce probleme. Ce travail a été
publié dans le journal Nonlinear Analysis, voir [24], sous le titre : Global weak solutions to a
model of micropolar fluids with Maxwell-Cattaneo heat transfer law.

De nombreux travaux ont été consacrés a 1’étude mathématique de systemes de la MHD et
de la MHDM (MHD micropolaire). Dans le cas d’un écoulement incompressible, I’existence et
I’unicité de solutions fortes, locales ou globales en temps de la MHDM ont été établies dans [25]
et [44] et I’existence de solutions faibles dans [19] et [37]. Dans [12], les auteurs ont prouvé
I’existence d’une solution faible et globale en temps du systeme de la MHD couplée avec la
loi classique de Fourier. Dans [2], les auteurs ont étudié I’écoulement d’un fluide micropolaire
incompressible soumis a un champ magnétique couplé avec une équation de la température de
type convection-diffusion. Ces auteurs ont montré 1’existence d’une solution faible globale en
temps avec une décroissance de I’énergie.

Le systeme de Maxwell-Cattaneo (MC) pour la température et le flux de chaleur a été étudié
pour lui-méme dans ( [28], [34], [29], [35]), dans le cas U = w = 0, avec des conditions aux
limites pour () de type ;1@ jn, = 0, ol £;j;, est le symbole de permutation. Le but de ces études
est d’établir des résultats d’existence globale de solutions avec des propriétés qualitatives de ces
solutions. Dans [9] une étude numérique de ce systeme a été réalisée pour un milieu en déplace-
ment (c’est a dire en incluant le terme d’advection). Nous citons également une étude numérique
effectuée dans [36] de la MHDM couplée avec le systtme de Maxwell-Cattaneo, ainsi qu’une
étude théorique effectuée dans [1], pour I’étude d’un écoulement ferrofluide avec un transfert de
chaleur décrit par une loi de Maxwell-Cattaneo non linéaire.

Les difficultés rencontrées dans cette étude sont essentiellement liées aux termes de couplage
non linéaires ainsi qu’a la perte de régularité de la température 6 car elle est solution d’une équa-
tion de transport. Ceci représente un obstacle majeur dans la résolution du probleme étant donné
que la conductivité électrique est une fonction non linéaire de la température.

Pour résoudre ces difficultés nous introduisons un probléme approché noté (P"), dépendant

3



1. Introduction générale

d’un petit parametre v > 0, défini par les équations suivantes

divU =0, divB =0,
po(0,U + (U -V)U) — (¢ +n)AU — v||VU|PAU + VP = —p(0)ges+

2Ccurl w + curl B x 1+u|B\

pol (Opw + (U - V)w) — (¢4 + ca)Aw — (co + cq — ¢,)V(divw) = 2¢(curl U — 2w),

0B + curl (E(@)(Curl B + Acurl B x 1+V‘B‘)> = curl (U x H%ﬁ),

8,0 + U - V0 — vAd = —div Q,

T<8tQ FwxQ— 7AQ> — _Q - KV,
avec [|[VU||? = [, |VU|*dx, et les conditions aux limites et initiales suivantes

U=0, w=0, B-n=0surI7,

X(0)(curl B + Acurl B x ) xn=0sur'r,

1+1/|B|
Qxn=0, 7vdivQ — k8 =0, vV -n=0sur'p,
U(0) = Uy, divUy =0, w(0) = wy, B(0) = By dans D,

div By =0, 0(0) = 6y, Q(0) = Qo dans D.

Ce manuscrit est organisé de la manicre suivante :

Le deuxieme chapitre est consacré a la modélisation mathématique de I’écoulement d’un fluide
micropolaire incompressible soumis a un champ magnétique en tenant compte du transfert ther-
mique. Nous utilisons les différentes lois de la physique qui déterminent les équations du modele.

Le troisieme chapitre est un récapitulatif des résultats standards de 1’analyse fonctionnelle
utilisés dans la résolution de notre probleme.

Dans le dernier chapitre, nous donnons le théoreme d’existence de solutions faibles et globales
en temps du systeme (P). La preuve de ce théoréme sera divisée en trois parties. Nous montrons
d’abord, grace au théoreme de point fixe de Leray-Schauder, 1’existence d’une solution faible
(UY,w”, B”, 0", Q") au probleme approché (P), pour tout v > 0. Ensuite, nous établissons grice
au lemme d’Aubin, la compacité des suites U, w”, B” et (J”. Cependant, la compacité de 6",
qui est nécessaire pour le passage a la limite dans la conductivité électrique o(6”), n’est pas
obtenue par ce lemme. Nous aurons alors recours aux propriétés des solutions renormalisées pour
la déduire. Enfin, en utilisant tous ces ingrédients, nous passons a la limite dans les solutions

approchées, lorsque v tend vers 0, pour obtenir une solution faible du probleme (P).
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CHAPITRE 2

Modélisation mathématique de I’écoulement d’un fluide

micropolaire avec la loi de Maxwell-Cattaneo

Dans ce chapitre, nous allons écrire les équations modélisant I’écoulement d’un fluide micro-
polaire et incompressible soumis a un champ magnétique en tenant compte du transfert de chaleur.
On commence par donner les équations générales de la mécanique des fluides incompressibles,
puis dans la section 2.2, nous dérivons les équations de 1’écoulement d’un fluide micropolaire.
Dans la section 2.3, nous écrivons les équations classiques de Maxwell pour 1’électromagnétisme.
Les lois du transfert thermique sont I’objet de la section 2.4. Nous commencons par rappeler la
loi de Fourier, avant de donner la loi de Maxwell-Catteno. Nous terminons le chapitre en donnant

I’équation d’état satisfaite par la densité du fluide.

2.1 Equations de la mécanique des fluides

Soit un fluide occupant un domaine D de R?, on considére un échantillon occupant la confi-
guration D, a I'instant ¢y. On note D(t) sa configuration a I’instant ¢ > 0. Nous allons suivre le
déplacement d’une particule qui occupe la position X = (X, X, X3) a 'instant ¢, et la position
r = (x1,x9,23) = ¢(X,to,t) a un instant ¢ > 0. La vitesse de la particule a I’instant ¢ et a la
position z est U(z,t) = L¢(X, to,t).

La dérivée matérielle % est le taux de variation d’une grandeur G au cours du mouvement ; elle

est donnée par

oG

E@’t) + (UV)G(x,t).

D
(2.1) G, t) =

Nous rappelons ci-dessous le théoréeme de transport de Reynonds, voir ( [5], [32]).



2.1. Equations de la mécanique des fluides

Théoréme 2.1.1. Soit f(x,t) une fonction scalaire de classe C*, on a

(2.2) — / f(z,t) de = / <gf(x t)+ Ul(z,t) - Vf(x,t)—i—f(x,t)divU(x,t)) dr.

D(t) D(t)

Remarque 2.1.1. Dans le cas vectoriel, on a la formule suivante

/f dx—/——i—dlv (feU)dr

D(t)

2.1.1 Fluide incompressible

Un fluide est dit incompressible si le volume D(¢) ne change pas au cours du temps
Vol(D(t)) = Vol(Dy), ¥t > 0,
c’est a dire p
—Vol(D(t)) = 0.

dt
En appliquant le théoréme de transport avec f = 1, on trouve

d
%VOZ dt/ dr = /le U=0.
D(t) D(t)

Le volume D(t) étant arbitraire, on conclut que

(2.3) divU = 0.

2.1.2 Conservation de la masse

Soit p(z,t) la densité du fluide au point x et a I’instant ¢, la masse totale de tout le volume

D(t) est donnée par

(2.4) m(t) = / p(x,t) dx.
D(t)
Dans la mécanique des milieux continus, la masse totale ne change pas au cours du temps %m(t) =

0. Par conséquent, en utilisant le théoreme de transport, on trouve
D
/ (D'Z(w t) + p(x, t)div U (z, t)) dr =0,
D(t)

et on conclut comme précédemment que

Dp : B
(2.5) E(m, t) + pdiv (U) = 0.

Remarque 2.1.2. Dans le cas ou p ne s’annule nulle part, on a I’équivalence entre la notion de

fluide incompressible et celle d’écoulement incompressible.
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2.1. Equations de la mécanique des fluides

2.1.3 Conservation de la quantité de mouvement

La quantité de mouvement sur le domaine D(t) est donnée par

p= /p(x,t)U(x,t) dx.

D(t)

[’équation de la conservation de la quantité de mouvement s’écrit
dp
(2.6) DI
(2

avec F; I’ensemble des forces s’exercant sur le fluide. Elles sont de deux natures :

e Les forces intérieures ou forces de contact, données par unité de surface. Lorsque le fluide est
au repos, la force de la pression est la seule force s’exercant sur le fluide. Cependant, s’il
est en mouvement, il y a des forces de frottement dues aux interactions des molécules ; ces

forces sont appelées les forces de viscosité.

e Les forces extérieures ou volumiques, données par unité de volume ou de masse. Elles sont de

différentes natures : forces de pesanteur, forces électromagnétiques, etc...

Nous allons préciser maintenant 1’expression de ces forces.

Soit I'(¢) le bord de D(t), et n la normale unitaire extérieure au bord. On note T'(x, ¢, n) la résul-
tante des forces intérieures s’exercant au point x de I'(¢) a ’instant t.

On note f(z,t) = pg + f 1a résultante des forces extérieures s’exercant sur le domaine D(t), ou
pg est la force de gravité et f le reste des forces. Dans notre travail, f est la force de Lorentz

donnée par f: curl B x B. Ainsi la résultante des forces s’exercant sur le fluide est donnée par
Y k= / flx,t) do + / T(x,t,n)dS.
‘ D(t) T (t)

De plus la force de surface 1" s’écrit
T(x,t,m) = 7(x,t)n,

ol 7 est le tenseur des contraintes caractérisant les effets intérieurs. Ainsi la formule (2.6) devient

dt

2.7) Lk plx,)U(x,t) de = [ f(x,t) de+ / 7(x,t)n dS.
D(t) D(t)

r'(t)

On utilise le théoreme de transport, on obtient pour 1 < < 3

% (p(x,t)UAx,t))d:B = / p(aa[f + (U - V)Ui> + Uz(g_? + pdiv U>d557
D(t) D(t)



2.1. Equations de la mécanique des fluides

puis 1’équation (2.5) de la conservation de la masse, donne

% (p(x,t)Ui(fL“,t>> dr = / p(aa[f (U - V)Ui>.
D(t) D(t)

Par ailleurs pour I'intégrale de surface, on applique la formule de la divergence et on obtient
or(z,t) U
(2.8) /(xt )i dS = Z/szxt dS = Z/ om,
ING) J D)
Ainsi I’égalité (2.7) devient

oU; B Or(z. 1)
(2.9) / P( ot + (U-V)Ui> dr = / filz,t) dx—|-; / a—xjj dz,
D)

D(t) D(t)

pour 1 < ¢ < 3, ou bien en notation vectorielle

(2.10) / (%ZHU V)U> dr = /f(a:,t) dx+/divr(x,t) dz.

D(t) D(t) D(t)

Le domaine D(t) étant arbitraire, (2.10) donne 1’équation

@.11) <%—[Z+(U VIU) = f +divr.

Si le fluide est au repos, le tenseur des contraintes 7 est déterminé par la pression hydrostatique P
T=—PId,

ou Id est 1a matrice identité. En revanche, si le fluide est en mouvement, le tenseur des contraintes

s’écrit
(2.12) T=—Pz,t)Id+ T,

avec 7 est le tenseur de viscosité. Dans le cas d’un fluide Newtonien, le tenseur de viscosité

dépend linéairement du tenseur de déformation, plus précisément
(2.13) T =2nD(U) + Adiv U1d,

ou 7 est le coefficient de viscosité dynamique, A est le coefficient de la viscosité volumique et D

est le tenseur de déformation défini par
1 T
D(U) = é(VU +VU").
En remplacant dans (2.11), on trouve I’équation

(2.14) p(% F(U-DIU) = fle,t) ~ VP(x,0) + nAU + (y + NV (div D).
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2.2. Fluide micropolaire

appelée équation de Navier-Stokes.

Si de plus le fluide est incompressible, cette équation s’écrit

(2.15) p(%—(t]ﬂU-V)U) — AU +VP = .

Pour plus de détails sur la mécanique des fluides incompressibles voir ( [5], [45], [32]).

2.2  Fluide micropolaire

Pour décrire le modele mathématique des fluides micropolaires, on a besoin de prendre en
considération les phénomenes microscopiques. Pour tenir compte de ces effets, A.C Eringin a
introduit en 1966 la contribution de la vitesse angulaire des particules du fluide en rotation, a

travers 1’équation de la conservation du moment cinétique.

2.2.1 Conservation du moment cinétique

On note par pr x U le moment cinétique (angulaire) externe et par p/w le moment cinétique
interne, ou / est le moment d’inertie et w représente la vitesse angulaire de rotation des particules
du fluide.

L’équation de la conservation du moment cinétique s’écrit

(2.16) %/p<lw+xxU> dr = / (wxf) dx+/(C(m,t,n)—l—xxT(m,t,n)) ds,

D(t) D(t) (1)

ou C est le tenseur des contraintes microscopique, défini par
C(z,t,n) = on,

ou o est le tenseur des couples de contraintes. On applique la formule de transport a I’intégrale de

volume et on utilise 1’équation de la conservation de la masse, on obtient

(2.17) % p([w—l—a:xU)d:E: /p[(%—i+(U-V)w)d$+

D(t) D(t)

ou
/ ,o(x X 5r + (U -V)(z x U))dx.
D(t)
En prenant le produit vectoriel de I’équation (2.11) avec x, on trouve

D
(2.18) pE(Z’XU):SEXf—l-deiVT.



2.2. Fluide micropolaire

Maintenant on applique la formule de la divergence a I’intégrale de surface, on trouve pour la

premiere composante

0 0 0

/13><T($7t7n))1d5: /(962—$3)(87(7'31—7'21)+a7(732—7'22)-1-87(7'33—7'23))+(T23—7'32)d1’-
1 2 3
D(t)

I(t)
On a un calcul similaire pour les deux autres composantes et en notation vectorielle, on écrit
/ 2 x T(x,t,0))dS = / (z x divr +7)dz
I'(t) D(t)

ou 7 est défini par

T32 — T23
(2.19) T = 731 — 713
T12 — T21

Noter que dans le cas d’un fluide Newtonien comme le tenseur des contraintes 7 est symétrique
alors le vecteur 7 est nul. Concernant la deuxiéme intégrale de surface, on obtient comme pour
(2.8)

(2.20) /a(x,t)n ds = / diveo(z,t) de.

I(t) D(t)

[’équation (2.16) devient,

/p](%—i—l—(U-V)w)dx—F/p(xxaa—(t]nL(U-V)(a:xU))dx:

2.21) D(t) D(t)
/ <div o(x,t)+x x divr(x,t) + ?(x,t)) dx + / (x X f) dx,
D(t) D(t)
d’ou
(2.22) pl(%—c: + (U - V)w) =divo(z,t) +7(z, 1),
et dans le cas particulier d’un fluide Newtonien, cette équation s’écrit
(2.23) pl(%—:‘; +(U- V)w) = divo(z, 1),

2.2.2 [Equations de I’écoulement micropolaire incompressible

On utilise la convention d’Einstien pour la sommation pour définir les tenseurs des contraintes
7 et o d’un fluide micropolaire incompressible, voir [14] ou bien [32], qui sont donnés par
ou;  oU; ou; oU;
+ ) (G-
8$ j 8@ 81’ j 8@

(2.24) rij = =Py +n( ) = 2emijesm,
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2.2. Fluide micropolaire

(9wk
(2.25) 0ij = Coa—xkfsij + Cd(

oU; 8Uj> <8Ui 8Uj)'

837]' * 8@ cd (?szzj B 8@

ou d;; est le symbole de kronecker, donné par
1sit =y,
5ij =
0siz#j,
et £, est le symbole de Levi-Civita donné par

(

1 si(m,i,7)est(1,2,3), (2,3,1)ou(3,1,2),

Emij = § —1si(m,i,j)est(3,2,1), (1,3,2)ou(2,1,3),

0 autrement : 2 = j ou j = moum = i.

¢ est une constante qui représente la viscosité dynamique de microrotation, et c,, ¢q, ¢y sont les
coefficients de viscosité angulaire.

On calcule la divergence de T,

(divr); = %(Tij), pour 1 <4 < 3.

Concernant la premiére composante, on trouve

9, 0P 9 00; _ 995 Sn s
(leT)l—axj(T1j>— 81;-+n<AU1+8I1(31‘j)>+C(AU1 8x1<8xj))+2g<8$3 am).

J

De méme pour les autres composantes et en notation vectorielle, on écrit
divr = =VP + (n+ ()AU + 2¢curl w.

On a aussi

divo = (cq + ca)Aw + (co + ¢4 — ¢c) V(divw).

Il reste a déterminer 7 défini par (2.19), on trouve pour la premiére composante

oU. oU.
Tog3 — T32 = QC(a—xz - 8_x§> — 2Ce123w1 — 2CE132wW1
U, AU
=%(55r = )

de méme pour les autres composantes du vecteur, on aura

7T = 2Ccurl U — 4¢w.
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2.3. Les équations de Maxwell de I’électromagnétisme

Pour résumer les équations décrivant 1I’écoulement d’un fluide micropolaire incompressible

sont
divU = 0,
p%—[i +p(U-V)U — (n+ QAU + VP = pf + 2(curl w,
PI(%—? +(U- Wu) — (€4 + ca)Aw — (co + ca — ¢) V(divw) = 2¢(curl U — 2w).

Dans le modele que nous avons considéré la force f représente la force de gravité f = —ges ol
es = (0,0,1).

2.3 Les équations de Maxwell de I’électromagnétisme

Soit E/, D, H et B respectivement le champ électrique, I'induction électrique, le champ ma-

gnétique et I’induction magnétique. Les équations de Maxwell sont
divB =0, divD = p,,
(2.26) oD — curl H = —j,

0B = —curl £

ou j est la densité du courant électrique et p. est la densité de la charge électrique. Dans notre
travail, nous avons considéré les équations quasi-statiques de Maxwell, plus précisément nous

avons remplacé I’équation de I’induction électrique par
curl H = j.
Dans un milieu isotrope, ce qui est le cas dans notre travail, on a
B=pu.H

ou /. est la perméabilité magnétique du milieu. De plus, on suppose que le milieu est homogene,
donc p. est une constante.

Généralement la densité du courant électrique j est donnée par la loi d’Ohm
(2.27) j=00)(E+U x B),

ou o représente la conductivité électrique et dépend généralement de la température €. Dans notre
travail, nous avons tenu compte de 1’effet Hall de sorte que

1

en,

(2.28) i+ wer(j x B) = o(6) (E LUXB+ VP6>,

12



2.4. Les équations du transfert thermique

ou w, est la fréquence cyclotron, 7, est le temps de collision des électrons, e est la charge électrique

et P, est la pression électronique. Par conséquent

1
VF,,

ene

E_%(jnL)\(ij))—UxB—

avec A\ = w,T.. Pour plus de détails, on pourra consulter I’ouvrage [8].

En résumé, voici les équations considérées dans notre travail

divB =0,

(2.29)

1 1
B+ —curl | —= 1 B+ A(curl B x B)) ) = curl B).
0B + Iuecur (0(9) (curl B + A(curl B x ))) curl (U x B)

2.4 Les équations du transfert thermique

Les différents phénomenes de la MHD entrainent une production de la chaleur. Nous allons

donc, dans la suite, présenter les équations décrivant le phénomene du transfert thermique.

2.4.1 Laloide Fourier

La loi de Fourier, voir [18], exprime que le flux de chaleur est 1i¢ de maniere proportionnelle

au gradient de la température, ce qui se traduit par la relation suivante
(2.30) Q = —kV0,

ou () est le vecteur du flux de chaleur et € est la température. La constante > 0 représente la
conductivité thermique du matériau et le signe moins signifie que la chaleur se propage du plus
chaud au plus froid.

Comme le changement de la température entraine un transfert d’énergie, nous devons donc

écrire la loi de conservation de 1’énergie, qui est donnée par
(2.31) 00 +divQ = f,

ou f est la source de chaleur extérieure. Dans la suite, on suppose qu’on n’a aucune source externe
de la chaleur, on prend donc f = 0.

Quand on combine la loi de Fourier (2.30) avec la loi (2.31), on trouve I’équation parabolique
(2.32) 00 — kAO =0,

c’est I’équation de la chaleur. L’une des propriétés importantes de cette équation est la propagation
de la chaleur a une vitesse infinie, c’est a dire toute perturbation initiale se fait sentir instantané-
ment sur ’ensemble du milieu. Ce phénomene est appelé par les physiciens le paradoxe de la loi

de Fourier.

13



2.4. Les équations du transfert thermique

2.4.2 Laloi de Maxwell-Cattaneo

En 1867, M.C. Cattaneo a introduit, voir [7], une nouvelle loi dans le but de corriger la loi de
Fourier. Elle a été généralisée par Guyer et Krumhansl dans [23]. Dans cette loi nous définissons
la notion de temps de relaxation.

Si on suppose que la température existe a chaque instant ¢, le flux de chaleur n’apparait que
dans un instant postérieur ¢ + 7, avec 7 suffisamment petit. Dans ce cas la loi de Fourier s’exprime

sous la forme suivante
(2.33) Q(t+7,x2) = kVO(t,x).

On applique la formule de Taylor au flux de chaleur, en négligeant les termes d’ordre supérieur ou

égal a deux, on aura
(2.34) Qt+1,2) = Q(t,x) + 710 Q(t, x).

En substituant (2.34) dans la loi de Fourier (2.30), on obtient une nouvelle loi du transfert ther-

mique, dite loi de Maxwell-Cattaneo, qui est donnée par
(2.35) TOQ + Q = —r V6.

Le terme de la dérivée temporelle 70,() est un terme correctif qui sert a rendre la vitesse de
propagation finie et quand 7 tend vers 0, on retrouve la loi de Fourier.
Si on combine la divergence de (2.35) avec la loi de la conservation d’énergie (2.31), on obtient
020

+8t0— KAO = 0,

qui une équation hyperbolique dite I’équation des ondes amorties. Les équations hyperboliques
se caractérisent par la propagation a vitesse finie contrairement a 1’équation de la chaleur, ce qui
résout le paradoxe de Fourier. De plus, le terme du premier ordre en temps 0;0 correspond a une
force de freinage proportionnelle a la vitesse.
On peut trouver d’autres modeles de la loi de Maxwell-Cattaneo cités dans [13].

Pour la stabilité des schémas dans la résolution numérique de la loi de Maxwell-Cattaneo, il est
nécessaire d’ajouter un terme correctif en espace, qui représente le terme de diffusion (—vAQ).
De plus, comme le milieu est en déplacement, nous remplacons la dérivée partielle en temps de la

température par une dérivée matérielle. La loi de Maxwell-Cattaneo s’écrit

80 +U -V = —divQ,
(2.37)

T(0;Q — YAQ) = —Q — kKV0.
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2.5. L’équation d’état de la densité du fluide

2.5 D’équation d’état de la densité du fluide

Le volume d’un matériau varie en fonctions de deux facteurs : la chaleur et la pression. Sous
I’effet de la chaleur il se dilate et sous I’effet de la pression il se compresse.

Pour décrire ce phénomene, on introduit le coefficient de dilation thermique « et le module de
compressibilité 3, définis par

%) 1)

ou V est le volume & un instant ¢, tel que V' = %. Le fluide dans notre travail est supposé incom-
pressible, donc 8 = 0.

On exprime maintenant o en fonction de p, on a

dp
2.39 = ——
ce qui donne
dp
ads ==().

c’est une équation différentielle a variable séparée, en I’intégrant on obtient

(2.40) p = poexp(—a(f — 6y)).

On suppose que (6 — ) est petit, donc une bonne approximation de p est donnée par
(2.41) p=po(l— (0 — b))

Remarque 2.5.1. Dans les équations du mouvement, on a utilisé I’approximation de Boussinesq
qui consiste a négliger les variations de la densité p pour tous les termes a part celui de la force de

gravité.
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CHAPITRE 3

Rappel de quelques outils mathématiques

Le but de chapitre est de rappeller, sans démonstration, les différents outils d’analyse que nous

allons utiliser dans le chapitre suivant. Ces rappels sont accompagnés par des références.

3.1 Inégalités de Sobolev

Référence : voir [15]
Pour 1 < p < oo, on note par p’ le conjugué de Holder donné par

1 1

-+ - — 1’
p p
et p* le conjugé de Sobolev de p, donné par
P = A
N —p’

N étant le dimension de I’espace.

Dans la suite, ) désigne un ouvert borné de R, de classe C!, de bord I'.

3.1.1 Inégalité de Poincaré

Pour 1 < p < o0, il existe une constante C'(£2, p) telle que

[ul| ooy < C(Q, )|Vl o), Yu € WyP(Q).

3.1.2 Injections de Sobolev

Théoreme 3.1.1. On a les injections continues suivantes

*x Sip < N, WhP(Q) C LP"(Q), appelée inégalité de Gagliardo-Nirenberg,
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3.2. Espaces H (curl , Q) et H(div, Q)

x sip= N, WhP(Q) C L), Vq € [p, +o0],
x sip> N, WhP(Q) C L>(Q).

De plus, on a les injections compactes suivantes
x Sip < N, Whr(Q) cc LYQ), Vq € [1,p"],
*x sip= N, Wh(Q) cC L1(Q), Vq € [p, +o0],
x sip> N, WhP(Q) cc C(Q).

En particulier, I'injection de W'?(2) dans L?(2) est compacte pour tout p et tout V.

3.2 Espaces H(curl , () et H(div, ()
Référence : voir [3]
Définition 3.2.1. L’espace H (curl , §2) est défini par
H(curl ,Q) = {v € L*(Q); curl v € L*(Q)},

et il est muni de la norme

-

ol ieun oo = (Io] + leurl v]}2) .
L’espace H(div, 2) est défini par
H(div,Q) = {v € L*(Q); dive € L*(Q)},

et il est muni de la norme )

2

[0l = (Il + fldivo]?)
Proposition 3.2.1. (Traces normale et trangentielle)

e Toute fonction de H (curl , ) a une trace tangentielle v x n dans /2 (I') définie par

Vo € H' (), <vXn,qﬁ>p:/v-curlgbdx—/curlv-gbdx.

Q Q

Le symbole < .,. > est le crochet de dualité H~2(I") et H2 ().

e Toute fonction de ’espace H(div , ) a une trace normale v - n dans H 2 (I') définie par

Vo € H'(Q), <v-n,¢>p:/U-V¢dx+/(divv)¢d:z:.

Q Q
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3.3. Laplacien vectoriel

3.3 Laplacien vectoriel

Rappelons, pour un champ de vecteurs de R?, la formule suivante
3.1) — Au+ V(div u) = curl (curl u),
ainsi que le formule de Green

(3.2) —/Au-vdx—/curlu-curlvdw—l—/divudivv dx
Q Q Q

—/(curlu xm)-vdS — /(divu)v -ndS.
r r
ou u, v sont des champs de vecteurs réguliers.

Le théoréme suivant donne une norme équivalente a la norme H*'(2), voir ( [10], [17]).

Théoréme 3.3.1. 1l existe une constante C' > 0, telle que pour tout w € H'(2) on a

(3.3) sy < € (Jlull® + lldiv ull? + ewt uf[2)*.

3.4 Espaces abstraits contenant le temps

Définition 3.4.1. Soit X un espace de Banach, et soit / un intervalle de R. Pour tout 1 < p < oo,
on note LP([; X') I’ensemble des classes de fonctions f : [ — X Lebesgue mesurables, telles que
la fonction t — || f(¢)||% est intégrable sur /. L’espace L?(I; X) est un espace de Banach pour la

norme

1
Il = ([ 170015d)", si1<p <o,
1
1 lloe ) = esssupl[ f(H)[x,  sip = oo.
€

Proposition 3.4.1. Pour 1 < p < oo, LP(/; X)) muni de la norme ||.||z»(7,x), est un espace de

Banach.

Définition 3.4.2. C([0,T]; X) est I’espace des fonctions continues u : [0,7] — X avec
[lleqo,mix) = max {lu(?)]|x,

t€[0,T]

dite norme de la convergence uniforme.
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3.4. Espaces abstraits contenant le temps

3.4.1 Inégalité d’interpolation
Référence : voir [5]

Théoréme 3.4.1. Soient / un intervalle de R et soit py, q1, p2, g2 des nombres réels dans [1, +o0].
Si f e L (I; L9 (Q2)) N LP2(I; L™(2)) alors pour tout € €]0, 1], la fonction f € LP(I; L(Q2))

avec p et ¢ donnés par

1 1— 1 1—
(3.4) S 1TE g8 T
b D b2 q q q2

etona

€

||f||Lp(I;Lq(Q)) < ||f||ip1(I;LfZ1(Q))||f||1L;2(1;Lq2(Q))-

En conséquence, si une suite (u,,) converge fortement dans L**(I; L9 (2)) et est bornée dans
LP2(I; L%(Q2)), alors (u,,) converge fortement dans LP(I; L(€2)).

3.4.2 Unlemme de compacité

Référence : voir ( [5], [30], [39])
Dans la suite, nous allons rappeler des résultats de compacité fondamentaux pour 1’étude des

problemes d’évolution non linéaires.

Théoréme 3.4.2. (Aubin-Lions)

Soient By, B, B trois espaces de Banach, tels que
(3.5) By C B C By,

avec

By et By réflexifs,

(3.6) By cC B.
Soit I’espace
,  dv
(3.7) E,, = {'U € /(0. By)io = = € L9(0, T Bl)},

avec 7' fini. Alors
i) Sip < 400, I'injection de E, , dans L”(0,T"; B) est compacte.

ii) Sip = ooetq > 1, I'injection de E, , dans C([0, T|; B) est compacte.
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3.4. Espaces abstraits contenant le temps

3.4.3 Un théoréme de régularité en temps

Référence : voir ( [43], [5])
e La continuité faible

Définition 3.4.3. Soit Y un espace de Banach, on dit qu’une fonction w : [0,7] — Y est

faiblement continue si pour tout ¢) € Y”, la fonction définie par

€[0,7) — <¢;u(t)>w

est continue. On note par C([0, T]; Yyainie), I’espace des fonctions définies sur [0, 7] a va-

leurs dans Y qui sont faiblement continues.

Lemme 3.4.1. Soit X un espace de Banach séparable et réflexif, et soit ¥ un espace de

Banach tel que X s’injecte continiment dans Y. Alors
L0, 75 X) N C([0,TV; Yyaimie) = C([0, TT; X yaivie)-

e La continuité forte

Théoreme 3.4.3. Soient X et Y deux espaces de Banach tels que X C Y, X étant dense
dans Y. Soit T > O et p,q tels que 1 < p,q < oo. Alors I’espace

d
E,,= {v € LP(0,T; X);v" = d_:f) € LY0,T; Y)}

s’injecte continiment dans 1’espace C([0,7];Y').

On consideére a présent deux espaces de Hilbert réels H et V. On note ||.||, |.|, ||.]|« les normes
respectives dans V, H et V', (.,.) le produit scalaire dans H et < .,. > la dualité entre V' et V".

En outre, on suppose que V' est dense dans H, si bien qu’en identifiant H et son dual H', on a

V — H — V.

densité densité
Proposition 3.4.2. Soit W = {u € L*(0,T;V); u' = 9 € L*(0,T;V')} alors

1. W est un espace de Hilbert pour la norme

Jullw = ([l + ') 2yt

2. D([0,T); V) est dense dans W.
3. W s’injecte continiiment dans C([0,T]; H).
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3.4. Espaces abstraits contenant le temps

4. Uapplication t — |u(t)|* est absolument continue et

d 2 /
() =2 < /() u(t) > .

5. Pouru,v € W,ona

/kw@mm>+<wmww»ﬁ:w@mww—m@m@y

Une propriété importante est donnée dans la proposition suivante

Proposition 3.4.3. Pouru e W, v e V,ona

<u'(.),v>= %(u(t), v) dans D'(]0,TY).

3.4.4 Théoreme de De Rham

Référence : voir ( [40], [42])

Le théoréme suivant est tres utile dans la résolution des équations de Navier-Stokes

Lemme 3.4.2. Soit 2 un ouvert de R* connexe. On considere f € D'(Q), une condition nécessaire

et suffisante pour que

f=YVPpour P e D)

est que
(v, f) =0, Yv e Dy(Q),

out Ds(Q2) est ’espace des fonctions de D(S)) a divergence nulle.

De ce lemme, on déduit une extension du théoreme de De Rham aux distributions qui dé-

pendent du temps. On a

Lemme 3.4.3. Soit h € D'(|0, T[; H(Q)), telle que
<h, U>H—1(Q),Hé(9) = O, Yv € DS(Q)

Alors, il existe P € D'(]0,T[; L*(Q)), tel que h = Vp. Si de plus h € W*"(0,T; H 1(Q2)) on
peut choisir P .€ W+ (0, T;1L*(Q)).
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3.5 Autres rappels

3.5.1 Inégalité de Gronwall

Référence : voir [15]

e Forme différentielle : Soit 7(.) une fonction positive, absolument continue sur [0, 7], satisfai-

sant pour presque partout tout ¢, I’'inégalité

' (t) < o(t)n(t) + (1)

avec ¢ et 1) deux fonctions positives, intégrables sur [0, 7']. Alors
t
t) < o0 fa0) 4 [ w(s)as].
0
e Forme intégrale : Soit £(.) une fonction positive, intégrable sur [0, 7] qui satisfait presque
partout I’'inégalité
t
() <y /é(s)ds + Cy,
0
avec (', Cy deux constantes positives. Alors
E(t) < Cy(1 + Crte®) pour 0 < t < T.

En particulier, si

alors

3.5.2 Inégalité de Young

Référence : voir ( [15], [6])
On suppose que 1 < p < oco. Alors pour a,b > 0, on a

p /
(3.8) mgi+i,
p o p

ou p’ est le conjugué de Holder de p.
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3.5.3 Inégalité de Holder

Référence : voir ( [15], [6])
Soit 1 < p,q,r < oo tels que L = % + %. Pour f € LP(Q) et g € LI(Q2), alors fg € L"(Q2) et

on a

(3.9 1 fgllr@) < N flle@llgllze-

Sip = q = 2, on obtient I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

3.5.4 Théoreme de point fixe de Leray-Schauder

Référence : voir [22]

Ce théoreme est un outil de base dans la résolution de notre probleme.

Définition 3.5.1. Soit X un espace de Banach, et soit un opérateur non linéaire 7' : X — X. On
dit que T est compact si pour toute suite bornée (u,) de X, la suite 7'(u,,) est précompacte, c’est

a dire il existe une sous-suite (uy,) telle que la suite T'(u,,, ) converge dans X.

Théoreme 3.5.1. On suppose que 1’opérateur
T:X—->X
est continu et compact et que I’ensemble
{u e X;3A €[0,1] tel que u = AT (u)}

est borné. Alors I’opérateur 7" admet un point fixe.

3.5.5 Les opérateurs monotones

Référence : voir ( [27], [30])
Soit V' un espace de Banach réflexif et séparable et A une application de V' dans V’(en général

non linéaire).

Définition 3.5.2. On dit que

(i) A est monotone si
(3.10) VuveV, <A(u)— Aw),u—v>>0.
(ii) A esthémicontinue si pour toutu, v € V, I’applicationt € R —< A(u+tv),v > est continue.
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Définition 3.5.3. Soit J : V +— R une application. On dit que J est différentiable au sens de
Gateaux en un point a € V s’il existe une application linéaire et continue ¢, : V' — R telle que,

pour tout u € V'
lim —(J(a + hw) — J(a)) = da(u).

h—0 h

On note ¢, = J'(a), on a le résultat suivant

Proposition 3.5.1. Soit J : V +— R une application convexe et Gateaux différentiable en tout

point de V. L’application J' : V' +— V' est monotone et hémicontinue.
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CHAPITRE 4

Etude mathématique de ’écoulement d’un fluide micropolaire

avec la loi de Maxwell-Cattaneo

Ce chapitre porte sur I’étude mathématique du systeme d’équations aux dérivées partielles
(1.1). Plus précisément, nous démontrons 1’existence d’une solution faible et globale en temps de
ce systeme dans des espaces adaptés. Ce probleme décrit le comportement d’un fluide dans le cas
incompressible micropolaire soumis a un champ magnétique en tenant compte du transfert ther-
mique. Ce modele contient les équations de Navier-Stokes incompressible décrivant 1’évolution
de la vitesse U et la pression P, I’équation du moment angulaire pour la microrotation w décrivant
la vitesse angulaire des rotations des particules du fluide, les équations de I’électromagnétisme de
Maxwell satisfaites par le champ de 1’induction magnétique B et enfin les équations du transfert
thermique qui sont gouvernées par la loi de Maxwell-Cattaneo, pour la température 6 et le flux de
chaleur ().

4.1 Description du modele

4.1.1 Définition du probléeme (P)

Soit D un domaine borné de R3, avec une frontiere I' réguliere. Pour 7' > 0 fixé, on pose
Dy =(0,T)x DetI'y = (0,7) x I. Le probleme de la MHD micropolaire couplé avec la loi de

Maxwell-Cattaneo, que nous étudions, est le suivant : Montrer 1’existence de fonctions vectorielles
U w,B,Q:Dp —R?

et de fonctions scalaires
0, P:Dr — R,
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4.1. Description du modeéle

solutions du systeme (7P) suivant

“4.1) divU = 0 dans Dr,

4.2) po(OU+(U-V)U)—(C+n)AU +VP = —p(0)ges + 2¢curl w+ curl B x B dans Dy,

(4.3) pol(Ow~+ (U -V)w)—(ca+ca)Aw — (co+cqg—ca)V(divw) = 2((curl U —2w) dans Dr,

(4.4) 9,5 + curl (2(9)(cur1 B+ Acwrl B x B)) — curl (U x B) dans Dr,
4.5) 0,0 + U - VO = —div (@ dans Dr,
(4.6) r<atc2 FwxQ- 7AQ> — —Q — xkV# dans Dy.

Ces équations sont complétées par les conditions aux limites suivantes
U=0, w=0, B-n=0surl7p,
Y(0)(curl B+ Acurl B x B) xn =0, sur ',
Q@ xn=0, 7ydivQ — kf =0, sur I'p,
et par les conditions initiales suivantes
U(0) = Uy, w(0) = wy dans D,

B(O) = Bo, 9(0) = 90, Q(O) = QO dans D.

La fonction p(6) est donnée par
@) p(6) = pol1 — a0 — 00)).

Les différents parametres du probleme ont été définis dans I’introduction.

4.1.2 Espaces fonctionnels

On définit les espaces fonctionnels pour la vitesse du fluide U, voir ( [20], [30], [36]), suivants

U = fermeture de Dy (D) dans H' (D),
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4.1. Description du modeéle

Uy = fermeture de D, (D) dans L*(D).

Ona
U= {U € Hy(D); divU = 0 dans D},

Uy ={U € L*(D); divU =0dans D; U -n=0sur['}.

D’apres le théoreme de représentation de Riesz, on a les inclusions suivantes
Ucu cu'
Pour I’induction magnétique B, on introduit les espaces de Hilbert suivants
H; (D) = {B € L*(D),curl B € L*(D), div B =0dans D, B-n =0 sur '},
et pour le flux de chaleur, on a I’espace
H! (D) = {Q € H'(D), @ x n=0sur I'}.
Grace a (3.3), on a les inégalités suivantes
IVBI| < C(IBIP + [lewl BJ)}, VB € H. (D),

IVQIl < CUIQI* + [leurl QI + [|div Q[*), YQ € H,(D),
on peut munir les espaces Hj (D) et H, (D) de la norme de H'(D). De plus, nous allons utiliser

fréquement la formule (3.2) pour B et ().

Remarque 4.1.1. D’apres la proposition 3.2.1, les traces normale et tangentielle, B -net () X n
sont bien définies dans H~z (T").

4.1.3 Hypotheses sur les données

On suppose que les conditions initiales vérifient les propriétés suivantes
(Hy) : Uy, By € Uy, wo € L*(D),
(Ha): 6y € L3(D), Qo € L*(D), div Qo € L*(D).
Concernant la fonction X, nous supposons que
(H3): ¥ € C(R),
(H,) : Tl existe deux constantes 31, Xo > 0 telles ques X7 < X(s) < 3y, s € R.
Finalement, on suppose que :

(Hs): g € L>(Dr).
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

4.2 Existence de solutions du probleme (P)

Nous donnons, dans un premier lieu, I’estimation d’énergie et la formulation variationnelle
du systeme (P). Nous énoncons ensuite le théoreme principal d’existence d’une solution faible
et globale en temps du systeéme (7). Nous commencgons par rappeler brievement les propriétés

importantes du terme non linéaire de 1’équation de Navier-Stokes. On pose

b, v, w) = /(u-V)v-wdx,

D

on a les résultats suivants

Lemme 4.2.1. voir ( [30], [43])

(4.8) b(u,v,v) =0, Yu € U, v € Hy(D),
(4.9) b(u,v,w) = —b(u,w,v) Vu €U, w, v € Hy(D),

4.10) (v, 0)] < [l oy [ 90 0l
Vo € H{(D), u € LP(D) et w € L(D) avec i + % = 1. La forme trilinéaire
(u,v,w) — b(u, v, w)

est continue sur U x H} (D) x Hi(D).

4.2.1 Estimation d’énergie pour le systeme (P)

Pour établir des estimations du systéme (P ), nous allons utiliser la formule (3.1) et la formule

suivante

(4.11) A-(BxC)=B-(CxA)=C-(AxB),
pour tous vecteurs A, B, C' de R?, en particulier, on a

(4.12) A-(Ax B)=0.

Soit (U, w, B, 0, Q) une solution assez réguliere de (P).

¢ Estimation d’énergie du systéeme magnétohydrodynamique
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

1. On multiplie I’équation (4.2) par U et on integre en espace, en utilisant la formule (4.8), la
relation (4.11), et (AU = (curl U, on trouve :

(4.13) ——HUHQ—H]HVUH +¢[eurl U|? = /p(@)geg-U dx+§/(2w—curl U)-curl U dx
D

+/(curleB)-wa.

D
2. On multiplie I’équation du moment angulaire (4.3) par w et on intégre en espace, et par la

relation
—(Cq 4 ca)Aw — (o + ¢4 — ¢o)Vdivw = ¢,curl (curl w) — cgAw — (¢ + ¢g) Vdivw,
on trouve

(4.14) T£||w||2+cdHVw||2 (co+cd)|]dlvw\|2+ca\|curlw||2—2§/ (curl U — 2w) - w dux.

3. On multiplie I’équation de I’induction magnétique (4.4) par B et on integre sur D on trouve :

(4.15) thHBH2 + [[v/E(0)curl B> + )\/ (0)(curl B x B) - curl B dx+

/n X <Z(9)(Curl B + Acurl B x B)) -BdS = /U x B -curl B dx.
oD D
D’apres (4.12), on a
/ (2(9)(cur1 B x B)) ccwrl Bda =0

D
et

/(UXB)~Curlex:—/(U'curlB)Xde.

D D

De plus, on remarque que :

C/(2w —curl U) - curl de+(/(curl U —2w) - 2w dz = —(|]2w — curl U,

En sommant (4.13), (4.14) et (4.15), on obtient

d I 1 i
SN2 + Bl + SUBIE) + mlI VU + cal| Vel + (o + ca)[diveo |+ Jenrl w]*+

(||2w — curl U||* + || /() curl B> = — /p(@)geg U dx.

D
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

Pour estimer le terme / p(0)ges - U dx, on utilise les inégalités de Poincaré et de Young et par

D
(4.7), on trouve

(4.16) [ Oges - vaz < a4 Jo]) + LU
D

ou C' > 0 ne dépend que de ||g||, po, 0o, @ et 1a constante de Poincaré. Par conséquent, 1’égalité

précédente devient

d I 1 .
= (BU1 + B~ ]2 + S1B12) + ZIVUI + cal Vol + (co + ca)lldiv o] + caleurl ]+

Cl2w — curl U||* + ||v/X(0)curl BJ]* < C(1+ 0.

d C
@i DLV + JIVUIR < G+ 520l + C/(2w —eml U) - cwrl U dat

/curleB-de.
D
eEstimation d’énergie du systeme de Maxwell-Cattaneo

1. On multiplie I’équation (4.5) par 6 et on intégre en espace, on trouve

(4.18)

2dt||e||2 /dinQdm.

D

2. On multiplie I’équation (4.6) par () et on inteégre par rapport a z, on obtient :

@) Z2IQI + o (v QI + fewl Q) + QI = —x [ V8- Qs

(4.20) = 11/0 div Q) dzx.

D

On somme les deux égalités précédentes, on trouve

S0P+ TIQIP) + 7A e QI + v Q) + QI = 0

donc

R K
oI < SHool> + 21

30



4.2. Existence de solutions du probléme (P)

En utilisant cette majoration, on obtient pour tout ¢ > 0 I’estimation d’énergie suivante

DUTEI+ T@I?) + SIBOIE + [ (HITUGIR +l Vo) + (o ca)divo(s)|+

(4.21) collcurl w(s)|]? + ¢||2w(s) — curl U(s)||* + [|v/S(0(s))curl B(S)HQ) ds <

Po 1
5 (IUOI1” + Illwoll”) + 51 Boll* + CE(1 + 160]* + 1Qo]1*);
t

k T . K T
S160)1P+ SR+ [ (A (leurt Qo) P+div Q)P +IQE)I?)ds < 160]+ 71l
0
4.2.2 La formulation variationnelle du systéeme (P)
e [’équation variationnelle de la vitesse U

d
(4.22) poa/U~Vda:—|—po/(U~V)U-de+/(T]VU~VV+§curlU~curl V) dx =
D

D D

—/p(@)geg-de—i—QC/curlw-de—i—/curlB><B-de,
D

D D

dans D'(]0, T'[), pour tout V € U,

(4.23) U(0) = Uy;
e L’équation variationnelle de la microrotation w

d
(4.24) pol —

y /w-Wda:—i—poI/(U-V)w-de+/cacur1w~cur1de+

t
D D D

/ <chw VW + (co + cq)divwdiv W) dr = 2¢ / (curl U — 2w) - W dx,
D D
dans D’'(]0,T7), pour tout W € Hy (D),

w(0) = wo;

e L’équation variationnelle de I’induction magnétique B

d
(4.25) %/B-Ad:v+/2(9)<curlB—l—)\curlB><B) -curlAdx:/(UxB)-curlAda:,

D D D
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

dans D'(]0, T'[), pour tout A € Hj (D), tel que curl A € L*(D),

e [’équation variationnelle de la température ¢ (voir Appendice A)

(4.26)
/9(@9@ + (U -V)p)dxdt = /din pdxdt + /«90@(0) dz, pour tout p € D([0,T[xD),
Dy Dy D

e L’équation variationnelle du flux de chaleur ()

4.27) T%/Q.¢dx+7/(w><Q)-qﬁdx—i—ry(/curlQ-curlqbdx—i—/div@ div¢dx> =
D

D D D
—/Q~¢dx—/€/V9-¢dx, dans D'(]0, T[), pour tout ¢ € H (D),
D D

Q(0) = Qo.

Définition 4.2.1. Soit 7" > 0, on dit que (U,w, B, @, 0) est une solution faible et globale du
systeme (P) sur [0, T si les conditions (4), (ii) et (ii7) sont satisfaites
@)

U e L>(0,T;L*(D)) N L*(0,T;U) N C(0, T;L*(D) taivie ),

w € L>®(0,T;L*(D)) N L*(0, T; HY(D)) N C(0,T;L*(D) faivie ),

B e L>=(0,T;L*(D)) N L*(0, T; H%S(D)) NC(0,T;L*(D) taibie),

0 € L>(0,T; L*(D)) N C(0,T; LP(D)), p < 3,

Q € L>(0,T;L*(D)) N L*0, T; HL (D)) N C(0, T; L?(D) taipie)-
(ii) (U,w, B, 0, Q) vérifie les équations variationnelles précédentes.
(iii) (U, w, B, 0, Q)) vérifie I’estimation d’énergie (4.21).

Remarque 4.2.1. La faible continuité de U, w, B, et () est obtenue grace au lemme 3.4.1. En
effet, de (4.22)-(4.27), on remarque que

(8,U, 0w, 8,B,0,Q) € L' (0, ;U x H™'(D) x (Hy,) (D) x (Hy,)'(D).
D’apres le théoreme 3.4.3, on déduit que
(U.w, B,Q) € C([0, T);U' x H™ (D) x (HL,)(D) x (HL) (D).
Pour la continuité de la température 6, voir Appendice A
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4.2.3 Théoreme d’existence
Nous donnons maintenant le résultat principal de ce travail

Théoreme 4.2.1. Sous les hypotheses (H,) — (Hs), il existe une solution (U, w, B, 0, () faible et
globale en temps de (P) qui satisfait I’estimation d’énergie (4.21).

Remarque 4.2.2. L’existence de la pression est une conséquence du théoreme de De Rham, voir
lemme 3.4.3. En effet, soit h € W~1°°(0, T; H'(D)), est défini par

h = po(0:U + (U-V)U) — (A4 ()AU + p(#)ges — 2(w — curl B x B.

Alors
< h;v >(H*1(D))><(H(1)(D)): 0, Yvel.

Alors il existe P € W=1(0,T; L*(D)), tel que h = V P vérifiant 1’équation
po(O U 4+ (U -V)U — (A + QAU + p(8)ges —2¢w — curl B x B =VP.

Avant de donner la preuve du théoréme 4.2.1, nous allons exposer brievement les différentes

difficultés rencontrées dans la résolution.

Remarque 4.2.3. La premicere difficulté réside dans 1’équation de Navier-Stokes. Cette difficulté
est causée par le terme d’advection (U - V)U. En effet, en dimension trois, I’unicité de la solution
faible n’est obtenue que dans le cas d’un intervalle de temps assez petit ou bien lorsque les données

sont suffisamment petites.

Remarque 4.2.4. La deuxieme difficulté est liée aux couplages non linéaires entre les équations
du systeme (P). Les termes de couplage (U - V)w et curl (U x B) sont formellement comme le

terme non linéaire de Navier-Stokes.

Remarque 4.2.5. La troisieme difficulté provient de 1’équation de transport. En effet, dans cette
équation on ne peut pas controler le gradient de la température V6.
Pour la preuve du théoreme 4.2.1 nous procédons comme suit

e Nous introduisons le probleme approché (P¥) ol v est un paramétre positif petit. Ce systeme

est obtenu en régularisant la vitesse U et la température 6.

e Nous montrons ensuite, a I’aide du théoreme de point fixe de Leray-Schauder, que le probleme

régularisé (P”) admet au moins une solution (U”,w”, B¥, 0", Q") faible et globale en temps.

e Apres, nous établissons des estimations uniformes de la solution (U”,w", B, 0", Q") du pro-

bleme régularisé.
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

e Nous montrons, a ’aide du lemme d’ Aubin, la compacité des suites de solutions U", w”, BY
et )V. Cependant, ce lemme ne nous conduit pas a la compacité de 6", qui est nécessaire
pour le passage a la limite dans le terme non linéaire >(6*). Pour surmonter cette difficulté,
nous allons introduire un probléme auxiliaire satisfait par v = 7vdiv Q¥ — k6", et nous
établissons un résultat de compacité vérifié par v”. Ensuite, nous utilisons les propriétés des

solutions renormalisées des équations de transport pour déduire la convergence forte de 6”.

e A la fin, nous déduisons I’existence des solutions du probléme initial (), par un passage a
la limite, lorsque v tend vers 0, dans le probleme régularisé, en utilisant les estimations
effectuées précédemment et la compacité de la suite de solutions pour le passage a la limite

dans les termes non linéaires.

4.2.4 Existence de solutions du probleme modifié (P")

Soit v > 0, nous introduisons le probléme approché (P”) suivant
divU = 0,

po(OU + (U - V)U) = (C + n)AU — v|VU|2AU + VP = —p(0) ges+

(4.28)
2Ccurl w + curl B x 1+V\B\
U(0) = Uy, divUy = 0dans D, U = 0 sur I'r,
pol (Ow + (U - V)w) — (¢ca + ca) Aw — (co + cq — o) V(divw) =

(4.29) 2¢(curl U — 2w) dans Dr,

w(0) = wp dans D,w = 0 sur I'r,

div B = 0,

w30 0B + curl (E(@)(curl B+ Acurl B X = ‘B|)> = curl (U x 17 |B|) dans Dy,

B(0) = By, div By = 0dans D,

Ben=0, (0)(cwl B+ Aewrl Bx 55 ) xn=0surlr,
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00 +U-VO —vAf = —div(Q dans D,

T<8tQ +wXxQ— ’yAQ) = —@ — KV dans Dy,
4.31)

0(0) = b, Q(0) = Qo dans D,

Q@xn=0, 7vdivQ — k=0, vV -n=0surI'r.

e L’ajout du terme —v||VU||?AU a I’équation de Navier-Stokes, sert 2 obtenir Iunicité de la
solution de 1’équation de Navier-Stokes modifiée ; I’'unique solution est dans L>°(0, T"; Uy ) N
L*(0,T;U). De plus, si nous faisons tendre v vers 0, on obtient I’équation de Navier-Stokes.
Le passage 2 la limite dans le terme —v/||VU||?AU est assuré par la méthode des opérateurs

monotones, pour plus de détails voir [30].

e L’ajout du terme diffusif —vAf a I’équation de transport permet d’obtenir une équation para-
bolique, dont le but est d’assurer une meilleure régularité de la température. Cette nouvelle
variable satisfait une condition au bord de type Neumann homogene.

e On remarque que |H+®| < 1 cestadire |1++LBM € L>°(Dr). Cette modification sera utile

dans les calculs des estimations de la solution et les passages a la limite.

4.24.1 Formulation variationelle du systéme (P")

La formulation variationnelle de (P") s’écrit

e Pourtout V e U4

d
P U'Vd$+p0/(U‘V)U‘le""(n—f—V”VUH2>/ (VU-VV)—FC/curlU-cuerdxz
D D

D D
(4.32) —/(9) Vd +2</c lw-Vd +/c IBx —D vy
. p(0)ges T url w x ur 15 0|3 T,
D D D
(4.33) U(0) = Us.

e Pour tout W € H} (D)

d
pgfa/uwde—i—,ool/(U~V)w-de—i—/cacurlw‘curlde—l—
D

D D

(4.34) / <chw - VW + (¢ + ¢q)div wdiv W) dr =2¢ /(curl U —2w)-Wdk,
D

D

35



4.2. Existence de solutions du probléme (P)

w(0) = wo.
e Pour tout ¢ € Hj (D)
d curl B x B
E BAdx—i—/E(@)curlBCurlA—i-)\/Z(Q)TMCurlAd:C—
D D
(4.35) /(U X b ) 1Ad
. 5B cur x,
D
B(0) = By
e Pour tout ¢ € H'(D)
d
(4.36) 7 0cpdx—/6U-Vgoda:+V/V9-Vgodx:—/div@gpdw,
D D D D

e Pour tout ¢ € H,(D)

T%/Q-qbdx—i-T/(wxQ'¢+7(CurlQ'Curl¢+dindiv¢)>dm:
D

D

(4.37) — [ Q- ¢pdr—k | VO-pdz
[
Q(0) = Qo;

4.24.2 Estimation d’énergie du systéme (P")

L’estimation d’énergie associée au systeme (P”) est donnée par

(4.38) E() + /f”(é’) ds < £(0) + Ct(1 + [|6o]* + 1| QolI*)
0

P pol 1 K T
£(t) = 2NUIP + 25w @) + SIBOIR + Z10) + IR
P 1 1

£(0) = 50(||Uo||2 + llwoll®) + 511 Boll® + 5 (<116l + 71Qol),
et

F(t) = VU @)IP+ VU @)l *+cal Ve (8) P +(cotca) ldiv w (@) [ +callcurl w(t)|[+C [leurl U (1) —2w(t) *+

36



4.2. Existence de solutions du probléme (P)

Iv/E(0(t))eurl BO)|* + v VOE)|1* + T’Y(HdiV Q(t)|I* + [Jcurl Q(t)|\2> +1QMWII*.
Dans la partie suivante, nous établissons 1’existence de solutions faibles et globales du systeme

régularisé (P”). La démonstration de ce théoreme est basée sur la théorie du point fixe de Leray-
Schauder.

Théoreme 4.2.2. Sous les hypothéses (H,) — (Hs), le probléme (P”) admet une solution faible

et globale en temps qui satisfait I’estimation d’énergie (4.38).

4.2.4.3 La méthode de point fixe pour (P")

Pour appliquer le théoreme de point fixe de Leray-Schauder, nous allons définir 1’opérateur et
I’espace de Banach sur lequel on va travailler.
Etape 1 : Définition de ’opérateur :
SoitV I’espace de Banach défini par

(4.39) V = L*(0,T; (L*(D) NUy) x L*(D) x Uy x L*(D)).
Soit I’opérateur F de Leray-Schauder

F:V — V,
(4.40)
X — Y = F(X)

ol Y est défini de la maniére suivante. Pour X = (U, @, B, ), on pose F(X) = (U,w, B, ) o

w, B, Q), 0 et U sont déterminés en résolvant les problemes ci-dessous, dans cet ordre
e Pour tout W € H}(D)

pol—/ de+p0[/(U V)w de—i—/cacurlw curl W dx+

(4.41) D
/(Cde VW+(co+cd)dlvwd1VW dx 2§/U curl W — 4§/ -Wdz,
D

w(0) = wp.
e Pour tout A € Hj (D)
d — _curl Bx B
B-Adz + /Z(Q)curl B-curl A+ A/Z(G)—Cur i -curl Adz =
dt 1+ v|B|
(4.42) D D D
B
/ (—U x — ) -curl Adz,
1+ v|B|
D



4.2. Existence de solutions du probléme (P)

e Pour tout ¢ € H, (D)

r [@odrr [(@xQ)- o+ cul @ curl o+ v Q dive) do -

(4.43) p p
—/Q-gbd:v%—/@/@divgbdx,
D

D
Q(O) = Qo.
e Pour tout p € H'(D)
d _
(4.44) %/9 gpda:—/@U-Vgpdx+l//V¢9-Vg0da::—/div@ pdz,
D D D D
e Pour tout V e U
d
poy U-de—i—,og/(U-V)U-de+(7}—1—VHVU||2)/VU-Vde+
(4.45) b b L=
— curl B x B
/Ccur cur x /( p(0)ges + 2Ccurl w i ) x
D D
(4.46) U(0) = Up.

Etape 2 : Estimations des solutions w, B, 0 et U :

Nous allons donner les estimations satisfaites par w, B, 6 et U. Noter que 1’existence et 1’unicité
des solutions dans les problemes linéaires précédents (4.41)-(4.45), peuvent €tre obtenues de ma-
niere classique. Par exemple, on peut utiliser la méthode de Galerkin pour I’existence.

1-L’équation auxiliaire de w

Lemme 4.2.2. Soitw, € L?(D), alors I’'unique solution w dans L>(0, T'; L.2(D))NL2(0, T; H} (D))

de I’équation (4.41) satisfait I’estimation

t
plllo®I + [ (26l Vil + 2lco + co)div ol + cafleurl ol + 8¢ ) ds
0

4.47)
< polllwol® + 2 [1[T]2 ds.

De plus dw € L'(0,T;H (D)), et

(4.48) 10| 10 w1 (0y) < Cr(C + Ul p20020) 10 || 20,724 -
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

Démonstration. Pour montrer 1’estimation (4.47), on prend dans 1’équation (4.41) W = w et on

integre sur D, on trouve

(4.49) TE” w||* + ealleurl w]| + cal Vol + (co + ca) ldiv wl]|* + 4¢[|w]|* < 2¢]|T ] [|curl w]],

par I'inégalité de Young (3.8), le second membre sera majoré par

20U [Jenrl w]| <

C
= 1 wl||?.
+ 5 ||curl w||

L’estimation (4.49), apres I’avoir intégré en temps, devient
t

450 pol Lo 4 / (calleurt wll + 24| Veoll? + 2(co + ca) div |2 + 8 e[ ds
0

t
4¢2 —
< mllaol? + - [ 1T as.

Soit W € H} (D) et pour presque ¢ € (0,7), on a
(451) < 8th(t), %74 >H*1(D),H(1](D):< Ll(t), w >H*1(D),H(1)(D)
avec

<L1(t); W> = —pol/(U- Vw - W dz — /cacurl w - curl Wdz+
H~!(D),Hg(D)
D D

/ <—chw-VW—(co+cd)divwdivW> dx+2(/U-curl W—4C/w-de, VIV € HY(D).
D
Par I’injection continue de H'(D) dans L°(D), et I'inégalité de Holder, on trouve

(L@ W) < oI s oy IV IV sy + e Vel IV + (e + ca)lldiv e i 1]
+ealleur! wflew W) + 2T lewr] W+ 4¢]l][W])

On en déduit que 1’opérateur L, : H}(D) — H™'(D) est continu. De plus, on a pour presque
€ (0,7)

1L (@) la—p) = 1Owlla—1(p) < C(IIUHM(D)HVwH+IIVWIIﬂLIIdiWH+||Curl wH+HUH+lel>-

avec C est une constante positive. Alors dyw € L'(0,T;H-1(D)) et par (4.47) on aura

1
J— 2 J— 5
wmwmwmﬁammmmmewW+%/W%®%

1
2 —_— 2 =1
Cr(plnll? + 4 [ 10ds)” + CalTllzoan

1
_ 2 5
< Crl[Tll=orascon (ol lwoll? + 1Tz 040
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

2-L’équation auxiliaire de B

Lemme 4.2.3. Sous I’hypothese (Hj3), pour By € L?(D) et div By = 0, alors 1’'unique solution
B dans L>(0,T;1L*(D)) N L*(0,T; H; (D)), de I’équation (4.42) satisfait 1’estimation

t t
1 —
452) B+ 31 [ et Bl2ds < 1Bl + e [ 1T
1
0

De plus 9, B € L*(0,T; (Hj,) (D)), et
(4.53) 10:B| 20502y (pyy < O+ 11U 220,220))-
Démonstration. On prend dans 1’équation (4.42), A = B, et on inteégre sur D, on trouve

(4.54) HBH2 +[ly/2(O)curl B|| < —HUHchﬂBH

2dt

Grace 4 I’hypothése ¥(6) > X et a I'inégalité de Young, 1’estimation (4.54) devient

d
(4.55) %HBH2+EchurlBH2 <
Pour obtenir (4.52) il suffit d’intégrer en temps I’estimation (4.55). De plus, comme 2(5) < Yget
|B] 1
TH15] < -, alors

10:Bll e,y o) < a1+ )chﬂ Bl + —HUH
Donc 9, B est bornée dans L*(0, T} (H;t)’(D)), et grace a (4.52) on trouve

1 — Cr
T eoraa) + = 1T 0.

Yo
9Bzt o < 5 (1+ (1Bl +

< C(L+ [Ullz2ra))-

3-I’équation auxiliaire de )

Lemme 4.2.4. Soit Q) € IL?(D), alors I’'unique solution Q = Q(w, ) dans L>=(0, T;1L?(D)) N
L?(0,T;H.), de 1équation (4.58) satisfait I’estimation d’énergie

t

t t
. /12 _
@56) TIQUIF+ry [ (2leur QU +Idiv QIF) ds2 [ QI ds < rlQul+ = [ 117 as.
0 0

0

De plus 9,Q € L'(0,T; (H!)' (D)) eton a
(4.57) 10:Q|| 210,75 () < Cr(1+ @l 2 0.0.2(00) (1 + 10]| 200,722 (D)) ) -
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

Démonstration. De I’équation (4.37), on a

(4.58) \@W+mﬁMMQW+Mw@U+wwﬁ=ﬂﬁ%Wng

D

2dt

2
TV a 2 . R g2
< —||div@ —0]|".
< 5 Idiv QI + 319

On integre (4.58) en temps pour obtenir (4.56). De plus, grace a 'injection continue de H'(D)

dans L%(D), en dimension trois, et aux inégalités de Holder, on déduit
10Qll sy < TCIBINQNusco) + 7y (llew] Q1 + div Q) + QI + sl
Donc 9,Q est bornée dans L'(0,T; (H!) (D)) et on a
10:Q 1 0,721y (0)) < CrllQ 20,731 (o)) (1 + 1@ 20, 7:220))) + Crll Ol 20,7302 (D) -
On utilise I’estimation d’énergie (4.56) pour obtenir (4.57). ]
4-1’équation auxiliaire de 6

Lemme 4.2.5. Soit ) la solution de (4.37) donnée par le lemme précédent, et soit 6y € L*(D).
Alors 'unique solution 6 dans L>°(0, T; L*(D)) N L*(0, T; H' (D)), de I’équation (4.26) satisfait

I’estimation d’énergie
@) 16+ 2 / 19175 < expl-5) (160l + 71l + / 1717ds)

De plus 0,0 € LY(0,T; (H*(D))'), et
(4.60) 10:01 1 0321 (0yyy < C(L A+ 10l 207:22(0)) (1 + 1T 220,704 ()))-
Démonstration. De I’équation (4.44), on a

1
VOl =~ [ odivQ de < T jaiv QI + o]
™

D

9 2
S lol +

Par le lemme de Gronwall, on aura

10(t)|12 + 2v / Vo) s < exp(=) (60l + 7 / [div Q|*ds).

On utilise I’estimation (4.56) pour obtenir le résultat (4.59). Grace a I’'inégalité de Holder et
comme U(t) € L*(D), on a

18:011 (i1 (pyy < CNON Loy 1T lluaoy + v IIVO]] + [|div Q|-
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

On en déduit que 9,0 € L'(0,T; (H*(D)) et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz en temps, on
trouve
10:0| L1 0,752 (0yyy < 10Nl 20,7528 (D)) (C + U | 1207504(0y)) + Crlldiv Q|| 120,712(0y) -
On utilise les estimations (4.56) et (4.59) pour avoir I’estimation (4.60). ]
5-I’équation auxiliaire de U

Lemme 4.2.6. Soitw € L>°(0, T;L*(D))NL*(0, T; Hi(D)) la solution de (4.41) et B € L>(0,T;1*(D))N
L*(0,T; H}S(D)) la solution de (4.42), et soit Uy € U, alors I’équation (4.45) admet une unique
solution U € L*>(0,T;1L*(D)) N L*(0, T;U), satisfait I’estimation d’énergie

t

@sn  Rul+ [ (USUEI + clewt UG + VU] )ds <
0

— C C _
Cr (WOl + ol + 1B0l1) + Coll0 W rason) + 2721 + 27 Bl airasiony
De plus, 9,U € L3 (0, T;U') et

(4.62) xl < C (U6l + lwoll® + 1 Bo ) +

L3 (0,1
CNU 20,20y (1 + 10| 220m2(0y) + ClNOll 20,7020 (1 + 101 22 00,7502(D)))-

Démonstration. De I’équation (4.45), on a

d
(4.63) %@llU(lt)H2 +ll VU + Clleurl U + v VU =
- B
—/p(Q)geg-de+2§/curlw-de+/curlB>< ——— - Udz.
1+ v|B|
D D

On utilise les inégalités de Young, de Holder et de Poincaré, pour majorer le second membre, on

trouve
| [o@gesvas| < G0+ 18I
D
¢ 7 U
< e’ 2 i 2
< S+ + IO
40¢?

‘QC/curl w - de‘ < ZHVUH2 + ——||curl w||?,
Ui
D
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

B
‘/curle—_-de < Yjewrt BY|IVU]
1+ v|B| v

D

IN

C 2, N 2
W“CUHBH +Z||VU|| )

Par ces inégalités, I’égalité (4.63) devient

C

d C. _
BN+ VU + Clewl U +v|[ VU < i U

4.64
(4.64) 2.dt

ols:

C
[|curl wl|? + Wﬂcurl B|%.

On intégre en temps (4.64) et on utilise les estimations (4.47) et (4.52), on aura

t
wlU®I+ [ (SIVUIP-2Ceurt UIP+20 VU )ds < pollUol+
0

8[)0[0

2C
o+ 1B+

( 2C +320C4
771/421 Can

De I’équation satisfaite par U, par 'injection continue de U dans IL%(D), et 'inégalité de Holder,

_ C C _
> 122020y + 27% + Q#HGH%?(O,T;LZ(D))'

on a
10:U ey < CoollUlles oy IVU + 0l VU + Cllewrl U|| + [ VU

— 1
Cy + Cyll0]] + 2¢||curl w|| + ;||Curl B|.

On aura donc 9,U € L3 (0, T;U') et
10U, 4 (0, T5U") < ClIUN 20720 IVU Lao,rinzy) + 1l VUl L2020y +
Cllewrl Ullzzo,ra2my + vIVU I 2sorezmy + Co + Coll0ll2o,miz2(oy+

1
QCTCHCHI"I WHLQ(O,T;HP(D)) + CT; chrl B”LQ(O,T;]LQ(D))-

On utilise les estimations (4.47), (4.52) et (4.61) pour obtenir I’estimation (4.62). ]

Etape 3 : Estimation a priori
Soit I’espace V et I’opérateur F définis respectivement par (4.39) et (4.40). Nous démontrons le

résultat

Lemme 4.2.7. Soit
S={XeV,INe[0,1], X = AF(X)}.

Alors S est borné.
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

Démonstration. Notons que 0 € S. Soit X = (U,w, B,0) € V, tel que
(4.65) X = AF(X),

avec A €0, 1], alors F(X) = <. Soit Q@ = Q(w,#), donnée par le lemme (4.2.4), on a les
équations suivantes

e Pour tout V ¢ U

d Po v 2
poy U-de+K (U-VU)-Vda:+/<17+PHVUH >VU-VV—I—
D D D

1B x B
(4.66) C/curlU-cuer: —A/p(H)geg-V dl’+2C/curlU-de+/ cur X Vde.
b D

1+v|B|
D D

(4.67) U(0) = AU.
e Pour tout W € H} (D)

d
pofa/w-de+p01/(U-V)w-de+/cacurlw~cur1Wda:+
D D D

(4.68) / <chw - VW + (¢o + cq)divwdiv W) dr = 2CA / U-curl W — 4§/w -Wdzx,
D D D

w(0) = Awp.

e Pour tout ¢ € Hj (D)

d _
7 B-Ad:z:—i—/E(Q)(curlB—i—)\curlB X TV|B|) ~curl Adz =
D D
B
4. A ——— ) -curl A
(4.69) /(Ux 1—}—1/\3]) curl Adz,
D
B(0) = ABy.
e Pour tout € H'(D)
(4.70) /8t6’ cpdx—/QU-Vgodx—i-l//VH-Vgodx:—A/din pdr,
D D D D
6(0) = Abo.
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e Pour tout ¢ € H, (D)

T%/Q-gbdﬂ:—i—T/(w><Q)-¢da:—|—7’y</curl@-curl¢dw+/div@div¢daz> =
D

D D D

4.71) —/Q-¢dl’+li/9 div ¢ dz,
D

Q(O) = Qo-

Le but est de montrer que (U, w, B, ) appartient a un sous-ensemble borné de V par rapport a A.
On commence par 6, de (4.70) et (4.71) on a

1d, 9 2 )
55“9“ +v||Vo|° = —A/H div @ dx,
D
et J
T .
37 1QI° + my(llewrl QI + [|div @Q[*) + QI° = K/QQ da.
D

En sommant ces deux égalités, on trouve

1d :
@72) S0+ TAIQIP) + kv VOI* + Ary(fleurl QI + [|div QIFF) + A Q" = 0

On integre en temps (4.72), on aura

t

t
@.73)  K|0@)|)* + TAIQM)|* + QKV/ V0> ds + 2A7"y/(||curl Q|* + ||div Q||?) ds+
0

0

t
20 [ 1QIF = k%60l + 7l QulP
0

Comme 0 < A < 1, on aura donc
t
4.74) k|| 0(1)|)* + 2/<w/ VO||* ds < k|6 + 7]|Qo|*.
0

On en déduit que 6 appartient 2 un sous-ensemble borné de L>(0,T; L*(D)) N L*(0,T; L*(D))
par rapport a A.

D’autre part, on a

L’estimation de U vérifiait (4.66) :

po d

U+l VU2 + Clleurl UJ12 + <[ VU = /Curlchdx—i-

D
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

B
/curlB-m-de—A/p(@)geg-de.
D

L’estimation de w vérifiait (4.68) :

Id
%EHWHQ + cql| Vw||? + callcurl w||? + (co + cq)||divw|* = QCA/U-curloJ dr — 4¢||w]|?.
D

L’estimation de B vérifiait (4.69) :

1d B

——|B|? ) 1B|?=A —~ _ .curl Bda.

5181+ VS0 B = A [ Ux - cund B ds
D

En sommant les trois égalités précédentes, on obtient

1d v
2 (o llTIP+poT [l*+HIBIP) +all TUIP +Cllemr] U+ 2 VU el Ve e o+

(co + cg)||divw]]® + [v/X(0)curl B||* + 4¢||wl|]* = 2¢(1 + A) / U - curl w do+
D

B
A 1B — 2  Udr— U dx.
(1+ )/curB T+ B U dx A/p(@)geg U dx
D

avec

| [ ol)ges- U] < 0+ ZIvul + clo)?
D

8¢ 2, Ca 2
U — |
O + % et

4(‘/U-cur1wdm‘ <

D

B 5, 1

2‘ lB-—-Ud‘<— 1 B|? + ——|U|%,
/Cur 1+ B~ Y= lewrl BI" + <=2 11Ul
D

notons que C' est une constante positive indépendante de A. De plus, comme 0 < A < 1, on
obtient I’inégalité
t

2v
@1 U Il + 1B+ [ (s VU + 2 e U + | 0U] s+
0

t t
/ (ZCdHV(JJH2 + cqlleurl wl? 4 2(co + cq)||divw]||® + 8CHwH2>dS + 3 / [|curl B||*ds <
0

0
t

< pollUall” + ol llwol|* + (| Boll* + C/(l 1017 + IU]1*)ds.
0
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On utilise le lemme de Gronwall, on obtient
pollU )| < exp(Ct) (po||UoH2 + pol[|wol* + | Bol[?) + C/ (1+ (/6] ds
0
Par conséquent, on a

poll U@ + pol [lw]|* + HBH2+77/HVUH2 <

(llVal? + ool + 1Bol + € [ 1+ 8] ds)) expiC),

par I’estimation (4.74) de 6, on déduit
mWMMP+WHWW+HBW+n/Mvas

(Pl + poT Jeoll? + [ Boll2 + C(1 + 160 + Q)T exp(Ct).
De cette estimation on conclut que

e U appartient 2 un sous-ensemble borné de L>°(0, T';Uy) N L?(0, T;U), et par I’injection conti-
nue de U dans (D), on aura en particulier U appartient 2 un sous-ensemble borné de
L2(0,T;Uy) N L2(0, T; LY(D)).

e w appartient & un sous-ensemble borné de L*(0,T; L?(D)).

e B appartient 2 un sous-ensemble borné de L?(0, T; L?(D)).

Etape 4 : Continuité et compacité de I’opérateur F.
Lemme 4.2.8. L’'opérateur F : YV — V est continu.

Démonstration. Soit X,, = (U,,@,, By, 0,) € V, telle que (X,,) converge fortement vers X =
(U,w, B,0) dans V. Notre but est de montrer que la suite F(X,,) = (U,,w,, By, 0,) converge
fortement vers F(X) = (U,w, B, 0) dans V.

On pose Q,, = 9, (wp,0,), d’apres les lemmes (4.2.2)-(4.2.6) on a (U, w,, By, 0,,Q,) est
uniformément bornée dans L>(0,T; H) N L*(0,T; W), ou

H =Uy x L*(D) x L*(D) x L*(D) x L*(D),
W =U x Hy(D) x H} (D) x H'(D) x H, (D).
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On peut donc extraire des sous-suites U,,, w,,, By, 8, et (),,, qu’on note toujours U, w,, B, 0, et

@, telles que

(4.76) (Un, Wny Bpy 05, Q) — (U,w, B, 6,Q) faiblement dans L?(0,T; W)
et faiblement—x dans L>°(0, T;H).

Par le théoreme de compacité d’Aubin, voir (3.4.2), on peut donc extraire des sous-suites de

U,,Wn, By, 0, et Q,, qu’on note toujours U,,, w,, B, 0, et Q),,, telles que
4.77) (Un, Wn, By, 0, Q) — (U,w, B, 6, Q) fortement dans V x L*(0,T;1L*(D)).

Ce résultat est nécessaire dans le passage a la limite dans les termes non linéaires du systeme.
Pour montrer que 1’opérateur F est continu, nous devons vérifier que la limite (U, w B, 6, Q)

est une solution de (4.41)-(4.45). Pour cela nous allons passer a la limite dans les équations satis-

faites respectivement par U,,, w,, B, 0,, Q.,, en utilisant (4.77).

Passage a la limite dans I’équation de w,,. On consideére 1’équation (4.41), satisfaite par w,,, mul-

tipliée par la fonction ¢ € C([0,T) telle que ¢(T') = 0. En I'intégrant par partie, on obtient pour

tout W € H}(D)

(4.78) pol /(—¢'wn + (U, - Vw,) - W dadt + / cqoocurl wy, - curl Wdzdt+

Dy Dr

/ ¢<chwn~VW+(co+cd)div wndiv W) dedt = ¢(0) [ wo-W dat / S(2CTy-curl W—4¢w,-W) dzdt.
Dy D Dr

En utilisant les convergences (4.76) et (4.77) pour passer a la limite dans (4.78), on trouve pour

tout W € H (D)

(4.79) pol /(—¢’w + (U - V)w) - W dzdt + / copcurl w - curl Wdxdt+

Dr Dt

/gzﬁ(chwVW—i-(co—l—cd)div wdiv W) dzdt = ¢(0) /wo~W dx—l—/ $(2¢U -curl W—4¢w-W) dxdt.
DT D DT

En particulier, pour ¢ € D(]0,T[) on obtient I’équation, dans D’(]0, T'[), suivante

d —
(4.80) pola /(w -Wdx + /(U -Vw) - Wdx + /cacurl w - curl Wdz+
D D D

/ (chw - VW + (co + ¢g)div wdiv W) dx = /(2CU curl W — 4¢w - W) dx,
D D
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pour tout W € H}(D). Ce qui entraine, pour presque tout ¢ €]0, 7, a I’équation dans D’(D)

suivante
4.81) polow = —pol (U - V)w + (cq + ca)Aw + (co + ¢4 — co)Vdivw + 2((curl U — 2w),

on en déduit que d,w € L'(0, T;H(D)). Alors w € C([0,T]; L*(D) faipie), ce qui donne un sens
a la condition initiale w(0). En multipliant 1’équation (4.79) par une fonction test ¢ € C([0,77])
telle que ¢(7T') = 0 et en I’intégrant par partie, on obtient a I’aide de 1’équation (4.78)

$(0) [ wo- W dz = ¢(0) /w(O) -Wdx YW € Hy(D),
D D
c’est a dire
w(0) = wo.
Alors w est une solution de I’équation (4.41).
Le passage a la limite dans les équations satisfaites respectivement par w,,, B,,, 0, et (), se fait de
la méme maniere que celle de 1I’équation de w,,. Nous devons juste justifier, dans le lemme suivant,

le passage a la limite dans les termes non linéaires.

Lemme 4.2.9. De (4.76) et (4.77), on déduit les convergences suivantes

3(0,)curl B, — Y(f)curl B faiblement dans L2(0, T'; L2(D)).

. z(én)<cur1 B, x ) ST (curl B x L |B|> faiblement dans L2(0, T'; L%(D)).

1+v |Bn|

77 By, 77 2 2
o U, X T UX == IBI fortement dans L*(0, T; L*(D)).

e, X Q, — w x ( fortement dans L%(O,T; L"(D)), 1<r< g.

Démonstration.  Comme Y est continue et bornée donc la convergence forte de 6,, entraine que
3(0,) — X(0) p.p. dans Dy. D’apres le théoréme de Lebesgue, on déduit que

»(0,,) — %(0) fortement dans L?(Dr), p € [1, 00]

. En utilisant les convergence fortes de 6, et B,,, on déduit que

_ B — B
¥(0,) ————— — (§)———— p.p. dans Dy,
) E YT E PP T
de plus, on a o
(0,) B dans D
11 v[B, P-P- r



4.2. Existence de solutions du probléme (P)

Donc B 3
¥(0,) ————— — 3(0)———— fortement dans LP(Dy), p < co.
( )1+V\Bn| ()1+u\ B| (Dr),
La deuxiéme convergence est obtenue en compensant la convergence forte des suites Y(6,,) Hﬁ% |

par la convergence faible de curl B,,.

e Pour la troisieme convergence, il suffit d’appliquer le théoreme de Lebesgue a la suite de fonc-
By,

i S v dans IL?( D).

e De (4.76) et (4.77), on déduit que

tions , qui converge fortement vers ——

1+v \Bl

3
Wy X Qn — @ x @ fortement dans L'(0,T;1LY(D)), 1 < ¢ < 2

et
W, X Q, — w x Q faiblement dans L*(0,T; L' (D)).

Par le lemme d’interpolation, voir théoréme (3.4.1), en prenant € = %, on trouve

4 6
Wy, X Qnp — w x @ fortement dans L3 (0,7;L"(D)), 1 <r < =

]

e Passage a la limite dans I’équation de U, : Soit ) une fonction continfiment dérivable sur
[0, 7] avec ¥(T') = 0. On multiplie I’équation (4.45), satisfaite par U,,, par ¢ et on intégre par

partie, ce qui entraine a 1’équation :

—po / Y'()U, -V dzdt + po /w(t)(Un -V)U, -V dxdt+
DT DT
/w n+v||VU,| )VU -VV dzxdt + ¢ / curl U, - curl V dxdt =

Dt

(4.82)
zb(O)/Uo le’—/l/} 0,)ges - dedt+2§/¢ t)curl wy, - V dedt+

D

1B, x B,
/¢ cur |; | -V dxdt pour tout V€ U.

Le but est de passer a la limite dans 1’équation (4.82), et montrer que la limite de U,, satisfait
I’équation (4.45) avec la condition initiale (4.46). En effet, le passage a la limite dans les termes

linéaires est direct. Pour les termes non linéaires, on a les lemmes suivants :

Lemme 4.2.10. Soit U,, solution de (4.45). Alors

(4.83) (U, - VU, — (U - V)U faiblement dans L3 (0, T; L5 (D))
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Démonstration. De (4.76), on a

1)Ul s o izt () S CrllUnll 2 rnson I VUl 2072())

et
[(Un - V)Unll 2202 0)) < C7l|Unll oo 0,720 | VUn || L207:02(D)).
donc la suite (U, - V)U, est uniformément bornée dans L*(0, T; L3 (D)) N L2(0, T; L}(D)). On

remarque que dans les deux cas, on a un manque de régularité en espace ou en temps. Pour cela, on
utilise les inégalités d’interpolation, voir théoréeme (3.4.1), en compensant la régularité du temps

avec celle de ’espace et vice-versa. Par I’inégalité d’interpolation, et pour 0 < ¢ < 1, la suite
(U, - V)U, est bornée dans L*(0,T;I1L¢(D)) avec

e 1l-—¢
= -+ et

1 1 25+1—€
p 1 2 qg 3 1

On prend, en particulier € = %, on obtient p = % >letqg = g > 1. De plus, comme (U, - V)U,
est bornée dans un espace de Banach réflexif, on peut donc extraire une sous-suite, qu’on note

toujours (U, - V)U,, qui converge faiblement, c’est a dire
(4.84) (U, - V)U, — g faiblement dans L3 (0, T; L5 (D)).

Il reste maintenant a montrer que g = (U - V)U. Comme U,, converge fortement vers U dans
L?(0,T;L*(D)), on a donc

(4.85) (U, - V)U, — (U - V)U faiblement dans L' (0, T; L' (D)).

Les deux convergences (4.84) et (4.85) impliquent la convergence au sens des distributions. Par
I’unicité de la limite, on déduit que
g=(U-V)U.

On définit maintenant 1’opérateur non linéaire A, par

< AU,);V >= VHVUnHQ/VUn -VV dx, YU,,V € U.
D

Ona
| < A(U,);V > | <v|IVU|PIVV, YU, V €U,

donc A(U,) e U, VU, € U,etona
AUl < vIVUIP,
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comme VU, est bornée dans L*(0,T;I1L?(D)), on déduit que

AU

MLt 0ra S

On peut donc extraire une sous-suite telle que
A(U,) — x faiblement dans L3 (0, T;U").

A T’aide de ce résultat, du lemme (4.2.10), et des convergences (4.76),(4.77), on peut passer a la

limite dans 1’équation (4.82), on trouve

(4.86) —po/w’(t)U-dedterg/w(t)(U-V)U-dedt+

/W) (nVU YV + Ceurl U - curl v) dwdt + u/w(t) <V > dt =
/¢(0)Ug -Vidx — /w(t) (0)ges - V dadt + 2¢ / Y(t)curl w - V dxdt+,
D
1B x B
/ b2 Xy dedt pour tout V € U.
1+ 1/|B|
On prend ¢ € D(]0,T), on obtient pour tout V' € U I’équation suivante

Po% U-Vda:+Po/(U.V)U-de+/(nVU-VV+§Cur1U.Cur1V> do+

(4.87) b b ~ b
vy, V> dt:/(—p(9)963+2§curlw+

D

curl B x B

— V) dx.
1+ v|B|

Cette équation est satisfaite dans D’(]0, T'[), on écrit donc
au
— + B(U =0

avec B est un opérateur défini par

<BU);V >= po/(U-V)U'de—i-/(nVU-VV—l—CcurlU‘curl V) dx

D D

curl B x B

—i—/ (p(@)geg — 2Ccurl w — o

D

) -V dx, pour tout Ve U.

tel que B(U) € L*(0, T;U'), donc W € L3(0,T;U'). Par le théoreme (3.4.3), on déduit que

U € C([0,T);U"). De plus comme U € L>(0,T;1L*(D)), alors d’apres le lemme (3.4.1), on a
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U € C([0,T];L*(D) faibie) ce qui donne un sens a la condition initiale U(0). On multiplie I’équa-
tion (4.87) par ¢» € C([0,T7]). Apres avoir intégré le premier terme par parties, nous comparons

I’équation obtenue avec I’équation (4.86), nous trouvons

/¢ Up) -V dz =0, VV €U,

on peut choisir ¢, avec ¢(0) = 1, on aura

/(U(O)—UO)~Vd:c:0, wWoel,

D

c’est a dire la limite U satisfait la condition initiale (4.46). On aura donc démontré que la limite U

de U, satisfait I’équation (4.45) si I’on montre que
x = A(U),

pour cela, nous allons utiliser le principe des opérateurs monotones.

En outre, on remarque que
AU, = J'(U,), avec J(U,) = —HVU 14,

et la fonctionnelle U — J(U) est différentiable au sens de Gateaux sur U et convexe, par la
proposition (3.5.1), on déduit que I’opérateur A est monotone et hémicontinu. Par conséquent, on

a

- /T <A(Un)—A(V);Un—V>dt: /T <<A(Un);Un>+<A(Un);V>—<A(V);Un V>>dt>0

YV e LY0,T;U).

Or de I’équation (4.45), satisfaite par U,, il résulte que

A" — %HUOHQ — %HUn(T)HQ — /p(@n)geg - U, dzxdt + / curl w, - U,, dxdt+

Dy Dr

_ T T
B,
/curl B, X ———— dxdt — 77/ VU, ||*dt — (/ [|curl U, |%dt,
1+ v|B,|
Dr 0 0
T T
—/<A(Un);V>dt —/<A(V);Un — V)dt, YV € L*(0,T;U).
0 0
On prend la limite supérieure de A™, on applique le lemme suivant,

53
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Lemme 4.2.11.
Un(T) — U(T) faiblement dans Uy,

et
|U(T)]] < Tim inf [|U, (T

(voir la démonstration plus bas), on obtient 1’inégalité

lim sup < —HUOH2 pOHU(T)HQ — /p(@)geg U dxdt—i—/curlw U daxdt+

DT DT

— T T
B
/curlB X = da:dt—n/\|VU||2dt—</||cur1U\|2dt
0 0

v|B]
Dt
T T
_/<X; Ve — / (AWV)U = V)dr, ¥V € L0.Tid).
0 0

Le passage a la limite dans les autres termes est assuré par la limite forte de U,,. De 1’équation
(4.87), il résulte que

(60t =2Vl = 0@ + [ (~plB)ges + 2curl ) - U dade

Dr

St~

__ T T
B
/curlB B dxdt—n/HVUHth—C/chrlUH2dt,
1+ v|B|
Dy 0 0

donc

T
limsup A" < /<X —AV);U — V>dt, YV e LY0,T;U).
0

Grice a la monotonie de A, on a

T
(4.88) /<x — A(V);U = V)dt >0, YV € L0, T; U).
0
Soit V' € U quelconque et h € R*.. On prend dans (4.88) V = U — hV/, on obtient

T
/ X — AU = hV); Vdt >0, YV € L*(0,T;U).
0
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

Faisons alors tendre h vers 0. Comme A est hémicontinu, il vient

<>< — AU);VYdt > 0, ¥V € L0, T: ).

St~

Cette inégalité est aussi vraie pour —V, donc
T
/ (X — AW V)dt = 0. ¥V € L*(0.T:24).
0

c’est a dire

x = A(U).
Démonstration du lemme (4.2.11).
Comme U, (T) est uniformément bornée dans Uy, alors U, (T") converge vers g faiblement dans
Up. Pour montrer que g = U(T), il suffit de multiplier I’équation (4.87) par une fonction test
Y € C([0,T)) telle que 1(0) = 0.

Apres avoir passé a la limite dans les équations (4.45)-(4.58) satisfaites, respectivement, par
U, wn, By, 0,,etQ,. On remarque que la limite U, w, B, 0, satisfait les mémes équations,
on écrit donc (U,w, B,0,) = F(U,®, B, ). De plus, comme le systeme (4.45)-(4.58) admet une
unique solution, donc toute la suite (U,,, w,, By, 6,,) qui converge vers cette limite. On conclut

que ’opérateur F' : )V — )V est continu. [
Lemme 4.2.12. L’opérateur F : V — )V est compact.

Démonstration. Pour montrer que I’opérateur F est compact, il suffit de prendre une suite bornée
X, = (Un,@n, B,,0,) dans V et montrer que la suite F(X,,) = (U,,wy, By, 0,) admet une
sous-suite convergente.

Comme dans la preuve du lemme précédent, on peut extraire une sous-suite de F(X,,) qui

converge fortement dans V et qui satisfait le systeme (4.45)-(4.58). 0

Conclusion. On applique le théoreme de point fixe de Leray-Schauder, on déduit que 1’opéra-
teur F admet au moins un point fixe (U”,w”, B”,0") dans V. De plus comme Q¥ = (w”, "), on
concult que (UY,w”, B¥, 0", Q") est une solution faible de (P") satisfait I’estimation (4.38).

4.2.5 Compacité de la suite de solutions

Pour déduire I’existence des solutions du systéme initial (), nous devons passer a la limite,
quand v tend vers 0, dans le systeme (P¥). Pour cet effet, nous avons besoin de la compacité de

(UY,w”, B”, 0", Q") pour pouvoir passer a la limite dans les termes non linéaire apparaissant dans
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v, BY et )V, donnée dans le lemme suivant, est une

le systeme. La compacité des suites U”, w
conséquence immédiate du lemme de compacité d’ Aubin. Cependant, on ne peut pas 1’appliquer

a la suite 0¥, car dans I’estimation de gradient de #”, on obtient

VY| Ver < C

c’est a dire c
07| < —

[Ve“| < 7

qui s’explose quand v tend vers 0, on peut pas donc avoir une estimation uniforme de V6”. Nous
allons utiliser d’autres outils mathématiques pour montrer la convergence forte de #”. Notons que
la compacité de 0” est nécessaire pour le passage a la limite dans le terme non linéaire >(6").
4.2.5.1 Compacité de U", w”, B" et Q"

Lemme 4.2.13. Soit (U, w”, B”, Q") solution de (P"). Alors il existe des sous-suites, qu’on note

toujours (UY,w”, BY, "), telles que
U¥ — U faiblement — % dans L>(0,T;1L?(D)), U” — U faiblement dans L*(0,T;U)
w” — w faiblement — x dans L>(0, T;L%*(D)), w” — w” faiblement dans L?(0, T; H} (D))
B” — B faiblement — x dans L>(0,T;1L*(D)), B” — B faiblement dans L*(0,T;H] (D))
Q" — Q faiblement — x dans L>(0, T;1L%(D)), Q" — Q faiblement dans L*(0, T; H} (D))
6" — 6 faiblement — x dans L>°(0, T; L*(D)), 6 — 6 faiblement dans L?(0,T; H'(D))

De plus on a

4.89)  (U",w”,B",Q") — (U,w, B,Q) fortement dans L*(0, T'; (L”?(D))*), 1 <p <6,

et
v||VU”||*VU" — 0 fortement dans L%(O, T;1L*(D)).

Démonstration. Les convergences faibles et faible-x de U”, w”, B”, Q)" sont déduites de 1’es-
timation d’énergie (4.38). On va montrer seulement la compacité de U”, la compacité des autres
suites se fait de la méme maniere. Nous appliquons le lemme d’ Aubin pour montrer (4.89), pour
cela il faut estimer la dérivée en temps de U” indépendamment de v. Comme

B

< BV
ol =P
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donc
poll U e < pol|UY |lLaoy IVU” || + 9l VU || 4 v[|[ VU ||* + ¢[|curl U” ||+

Cy + Cl|0”]] + 2¢][curl w”[| + [lcurl B”[[[| B”]|
Grace a I’estimation d’énergie de (4.38), on déduit que 0,U" est uniformément bornée dans
LY0,T;U'"), avec

pol| U || Lro,ru) < C(IIU”IIL2(0,T;L2(D>) VU || 20,7220+ VU || 20152200+ I VU 340,102 0y +

||Cur1 UV“LQ(O,T;]LQ(D)) + H9V||Loo(07T;L2(D)) + ||CU_1"1 WV||L9(O,T;L2(D))+
[|curl BV||L2(0,T;L2(D)) ||BV||L2(O,T;H§¢(D)) + 1>-

ou C' > 0 est une constante indépendante de v. Comme U" est uniformément bornée dans
L*(0,T;U) et de plus I'injection, en dimension trois, de H'(D) dans LP(D), 1 < p < 6, est
compacte, alors

U” — U fortement dans L*(0,T;L*(D)), 1 < p < 6.

4.2.5.2 Compacité de 0

On s’intéresse maintenant au systeme de Maxwell-Cattaneo, pour montrer la compacité de 6”.
Soit v > 0 un parametre fixé, on définit le couple (6”, Q”) solution de (P, .) donné par
( 80" +UY - 0" — vAG” = —div Q" dans Dy,
T(0,Q" + w” X Q¥ —yAQ") = Q¥ — KV, dans Dr,

67(0) = 6y, Q*(0) = Qo dans D

\ Q" xn=0, 7ydivQ" — k0" =0, vV#"-n=0 sur'r.

Le couple (0¥, Q") satisfait I’estimation d’énergie

t t
(4.90) /1H9”(2€)H2+THQ”H2—i—wa/||V9”H2ds+27'7/(||curl Q|12 + [[div Q¥ |[2)ds+
0 0

t
2 [ @l ds = sl6ul? + 7l QulP
0
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Dans la suite, on suppose que
(U¥,w") — (U,w) faiblement-+ dans L>°(0, T’; (L?(D))?),
4.91) (U”,w") — (U,w) faiblement dans L*(0,T; (U x H}(D))),
(U”,w") — (U,w) fortement dans L*(0, T’; (L?(D))?).

Par ces deux hypotheses et I’estimation (4.90), on a le lemme suivant

Lemme 4.2.14.
(4.92) o X QM 2 g 8 )y = Cll” ez op 1@ Nl 2207080y < €
et
3 1 14
(4.93) |U76"||L*(0, T; L2 (D)) < CU”|| oo o,re2 oy 10” | 220,7525(0)) < C.

Pour la preuve de ce lemme il suffit d’appliquer 1’inégalité de Holder et I’injection continue
de H'(D) dans L%(D).

De ce lemme, on déduit

Lemme 4.2.15. ()" admet une sous-suite, qu’on note toujours (), telle que
(4.94) Q" — Q fortement dans L*(0, T; IL*(D)), avec 1 < p < 6.

Démonstration. Pour la preuve de ce lemme, nous appliquons le lemme d’Aubin, il suffit juste

d’estimer la dérivée en temps de )*. On a
v v v : v 14 1 v 14
10:Q% Lzt oy < llw” x Q71| g 1)) + Y (ldiv Q7| + [lewrl Q7)) + —(|Q7[| + sl VO“]]).

On en déduit que 8,Q" est uniformément bornée dans L2 (0, T’; (H2)(D)). On conclut la preuve

en utilisant I’injection compacte de H} (D) dans LY(D), 1 < g < 6, et le lemme d’ Aubin. O
Notre but est de montrer le théoreme suivant

Théoréme 4.2.3. On suppose que I’hypothése (H,) est satisfaite, et que (U”,w") vérifie (4.91).
On définit le couple (67, ) solution faible de (P},,..), satisfait I’estimation d’énergie (4.90). Alors,

il existe des sous-suites de 6" et div (¥, qu’on note toujours 6" et div )”, telles que

(4.95) 0" — 0 fortement dans L"(0,7; L°(D)), r>1, 1 <s <3,

(4.96) div Q” — div @ fortement dans L*(0,T; LY(D)), 2<q < 3.
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La preuve de ce théoreme est donnée en cinq €étapes. Dans la premiere étape, on introduit
la variable auxiliaire v = 7ydiv Q" — k6" qui satisfait une équation parabolique. On utilise la
régularité maximale LP? — L? des équations paraboliques pour montrer la compacité de la suite
auxiliaire v”. Dans la deuxieme étape, on réécrit I’équation de #* en fonction de la nouvelle va-
riable v” pour pouvoir montrer que 6” est uniformément bonrnée dans L>(0,T’; L3(D)). Ensuite,
nous passons a la limite dans I’équation de #*, on remarquera que la limite # satisfait 1I’équation
de transport. En utilisant les propriétés de la renormalisation, introduite par DiPerna et Lions,
voir [11], pour définir I’équation de 2. Dans la derniére étape, on multiplie I’équation de 6 par
une fonction test particuliere, pour définir I’équation de (6*)? qui converge vers une limite f5. On
montre, apres que la limite 6, n’est que le carré de 6. Grace a ce dernier, on pourra montrer que
0" est compacte dans L?(Dr), et par des inégalités d’interpolation on arrivera a (4.95).

Etape 1 : Probleme auxiliaire.
On pose
vY = 1ydiv Q" — k6",
en prenant la divergence de 1’équation du flux de chaleur, on trouve
O’ — yAVY = —1div (W X Q) — vdiv Q¥ — k0,0
En utilisant I’équation de la température, on déduit que v” satisfait le probleme auxiliaire suivant
(

oY — yAvY = f¥ +div F¥  dans Dr,

(4.97) (Py) : ¢ v(0) = vy = 7ydiv Qo + Kby dans D,

v =0 sur ['7,
avec
fY = (k= 7)divQ”,
et
F" = rkU"0" — 1yw"” x Q¥ — kvVH"”.

Par les estimations (4.92) et (4.93), on déduit les majorations suivantes

<.

1 | z20riz2 ) < C et IF | Ly s 8y <

ou C' > 0 indépendante de v. On déduit donc que le second membre de I’équation (4.97) est
uniformément borné dans L2(0,7; W~12(D)). On utilise le résultat de régularité LP — L9 des

solutions des équations paraboliques, voir Apprendice B, on déduit I’estimation de v suivante

(4.98) g e 3oy < C (1ol 3+

3
|L2(0,T;W*1’§(D L2(0,T;Wh2 (D)) —
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oy + I

Hf ”LZ(O,T;L% LZ(O,T;L%(D))>.

Par conséquent, on a le lemme suivant

Lemme 4.2.16. On peut extraire une sous-suite de v”, qu’on note toujours v”, telle que
(4.99) 0" || L2(0,103(py) < C.

De plus, on a

(4.100) v” — v fortement dans L*(0, T'; LY(D)), pour 1 < ¢ < 3,

ou v = 7ydiv Q) — k6.

Démonstration. el.a majoration (4.99) est une conséquence de 1’inégalité de Gagliadro-Nirenberg,
voir théoreme (3.1.1), avec p* = 3.
e Pour (4.100), on applique le lemme de compacité d’ Aubin, en prenant
By = W%3(D), B = LYD), B, = W "2(D),
1.2 1
avec E > 37 3-
Etape 2 : Régularité de 0" :

Lemme 4.2.17. On suppose que 0y € L*(D). Alors, il existe une constante C' > 0 indépendante

de v, telle que
(4.101) 16" | 2 (0,7:25(py) < C-

Démonstration. On réécrit 1’équation de 6" en fonction de la nouvelle variable v, en utilisant le

relation
1
(4.102) div@” = —(v” 4+ k0"),
T
on obtient I’équation

(06" +U”- V0" — A = —Lo¥ — £6¥, dans Dy

™

(4.103) 0" (0) = 6y, dansD,

\ vVe” -n =0, sur ['r.

Soit maintenant 7, (s) une fonction de troncature croissante de classe C*(R), définie par

0 s 5 <0,

(4.104) Ton(s) = 2 si 0<s<m,




4.2. Existence de solutions du probléme (P)

La fonction T, (s) satisfait les propriétés suivante

0<Tn(s) < (sT)? 0<T (s) <Cpet lim T,(s) = (s)* Vs € R,

m— 00

sT étant la partie positive de s. On pose

Sm(s) = /Tm(u)du, s eR.

—00
On remarque que la fonction S, (s) satisfait

+)3

(4.105) 0< Sp(s) < (sT)et lim S, (s) = (s , Vs € R.

m—r00 3
Comme ¢¥ € L?*(0,T; H'(D)), et par I'injection continue de H'(D) dans L%(D), on a ¢ €
L?(0,T; L°(D)). On déduit que T,,,(6") € L*(0,T; H'(D)). On peut donc multiplier I’équation

satisfaite par ¢” par la fonction 7,,(6"), on trouve

<at9”;Tm(9V)> + / (U - V)T, (07) da + v / VO VT (0") de = — / div Q" T (0") da.

D D

Ona

/(U VO, (0" dr = — / U0 - VT, (0") do = — /T,’n(e”)(U” - V0")6” =0,

et
/w” -VT,,(0") dv = / V0" |°T,,(0") dx > 0.
D D

On aura donc

%/SW) dr < —/din”Tm(e”) dz,
D

D

IN

l/MNQWﬂAWH¢u
D

(4.106)

IN

/\din”||9”|2 da.
D

Par la relation (4.102) et I’inégalité de Holder, on obtient la majoration
: v||gv|2 1 v V|2 V|3
aiv Q11617 dr < — (110" L2 10 Vs + 510 Wi )
D
A la fin, on obtient I’'inégalité

d v 1 v v v
(4.107) E/Sm(e ) < E(Hv Lo 107 1350y + K116 ).
D
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

On integre maintenant (4.107) en temps, on trouve

t

14 1 14 4 14
[ 5@ @) = [ Suto0)+— [ (100w, + 518 s ) s
0

D D
On fait tendre m vers I'infini, et pour v fixé, en utilisant (4.105) on aura

t

v : 3 v v V||
Jeon < [0+ 2 [ (10 lowl s + w10 )

D D 0

On peut élaborer la méme estimation pour (/~)3, on obtient I’estimation

t
v 6 v v v
16 (t)”?iS(D) < ||90H?i3(1)) + E/ (HU "L3(D)||9 ||%3(D) + k|0 ||%3(D)>d5'
0
En posant
a(t) = max(L, 10”]75p)), a0 = (L, 100llzsp)), b(t) = [Vl 2oy + 5,
on obtient I’'inégalité

6 t
a(t) <ap+ Eo/b(s)a(s)ds.

Par le lemme de Gronwall et I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

t

6
g exXp <H /(KJ + HU”HLg(D))ds),

0

IN

16”1125

t
6
< agexp (E(HT+\/T/|1UV||L3(D)CZS>),
0

(4.108)

IN

Cr.
]

Etape 3 : L’équation satisfaite par 6. Dans cette partie, nous définissons 1’équation de 6 par
un passage a la limite, quand v tend vers 0, dans (P},.) de 0”. D’apres les estimations (4.90) et

(4.101), on déduit les convergences suivantes

(4.109) 0¥ — @ faiblement dans L>(0, T’; L*(D)),

(4.110) vV#” — 0 fortement dans L*(0,T; L*(D)),
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

On multiplie la premiére 1’équation de (P, ) par f € D([0,T]) et > € D(D), on trouve

— [0 dzdt— | F(0)0y duotv [ (VOV-V)f dedt = [ (U0”-V)f dedt— | div Qv f dudt.
[ o soms s | f f

Drp Dt Dt Dr

On fait tendre v vers 0, en utilisant les convergences (4.109), (4.110), on obtient I’équation

— [ oy dadt — | F(0)0o0 dz = [ (UO- V) f dedt — | divQuf dudt,
forcn- [ somoas- | /

Drp Dt Dr

On peut prendre par densité ¢ € D([0, T[x D), on aura
@.111) /e(at¢+ U- V) dudt = —/90¢(0,x) da +/din¢ dadt,
DT D DT

En utilisant la relation (4.102), on déduit que § € L>(0,T; L3(D)) est une solution faible de

I’équation de transport, donné par

00 +U-VO — 20 = %v, dans Dy,
4.112)
6(0) = 6, dans D.

Etape 4 : L’équation de 6%. On remarque que les données de I’équation de transport (4.112) U, v

et 9, satisfont les conditions

divU = 0dans Dy, U-n=0surlp, U e LY0,T;L2(D)),

v e L0,T; L3(D)) ¢ LY0,T; L*(D)), 6, € L3(D).

On utilise la notion des solutions renormalisées de 1’équation de transport, voir Appendice A, on
déduit que b(0) est aussi solution de I’équation de 1’équation (4.112) pour la donnée initiale b(6y).

On prend en particulier b(s) = s%, on aura

0,0%* +U - V§? — 2—:02 = %’U@, dans Dy,
(4.113)
62(0) = 62, dans D.

Cette équation est satisfaite au sens des distributions, ¢’est a dire pour ¢ € D([0, T[xD) on a

@4.114) — /92<8t¢+U-ng> dwdt + i—’;/e%dxdt: %/UM dxdt—/egqs(())dx.
DT DT

Dr D
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

Etape 5 : L’équation satisfaite par (6”)2. Soit ¢ € D([0,T[x D), on multiplie la premiére équa-
tion de (P ) par la fonction test #”¢ € L?(0,T; H' (D)), on trouve

<at9”;9V¢> - / (U0") - (V6" ¢) dudt + / V0" V(6" ¢) dudt = —% (0" + 50%)0" ¢ dudt.
Dy Dt Dr

On remarque que

/U”H” V(0" ) :/gb (Ure” -ve) dx+/ )2U” - Vo dx
D

D D
/9” 22U - Ve dr,
D

et

/veu.vw”d)) dx :/\V@”\2¢dx+/9”ve"-v¢dx.
D D

On pose (0”)? = 6%, on aura donc

4.115) — / 040, dudt — / 05U -V dadt +2v / 0N 60" -V dudt +2v / V0" 26 dwdt =

Dr

/ 026(0) dx — % / (V" + K0)0" 6 dudt
D Dr

Comme 6" est uniformément bornée dans L°°(0,7T; L*(D)), donc 6% est uniformément bornée
dans L*°(0,T’; L2 (D)). De plus, comme 1’équation de transport admet une unique solution, voir

Apprendice A, donc
(4.116) 05 — 0, faiblement-x dans L>°(0, T’; L%(D)).

Nous allons maintenant passer a la limite dans 1’équation (4.115) pour pouvoir montrer que la

limite 65 n’est que le carré de 6.

Lemme 4.2.18. La limite 6, satisfait I’équation

4.117) /92at¢ dadt — /92(] Vo d:z:dtJr/umd:cdt /9

Dr
2 —
- /(U@ + kb2)¢ dxdt, pour tout ¢ € D([0,T[x D).
e
De plus
(4.118) 6, = 62 p.p. dans Dr.
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

Démonstration. Le but est de passer a la limite dans 1I’équation (4.115). Pour cela, nous devons
juste justifier le passage a la limite dans les termes non linéaires. On a
e De (4.91) et (4.116), on déduit que la suite U6 est bornée dans L*(0,T’; Ls (D)), on peut donc

extraire une sous-suite, telle que
U" 0 — x faiblement dans L?(0, T’; L3 (D)),
et grice a (4.91), on a
X = UQQ
e De (4.90), on a
< C.

L2(0,T;L8 (D)) =

v||0"Vo"||

on en déduit que
v0*V6” — 0 fortement dans L?(0, T'; Lg(D)).

e Comme la suite |V6”|? est bornée dans L'(0,T;L}(D)), il existe donc une mesure de Radon,

qu’on note yi,; > 0, telle que

/ V0" 26 dadt —< pias, & >,V € C([0,T[xD).
Dy

On peut prendre en particulier ¢ € D([0, T[x D).
e De (4.100) et (4.99), et par I'inégalité d’interpolation (3.4.1) on déduit que

9
v” — v fortement dans L*(0,T; LP(D)), 1 < p < 5

De plus, comme ¢” converge faiblement-x dans L>(0,T; L*(D)), donc

8
v”0” — vl faiblement-x dans L>°(0,7"; LY(D)), 1 < g < 9

Il reste a montrer (4.118), pour cela on va soustraire 1’équation (4.114) de 1’équation (4.117) et on
obtient pour tout ¢ € D([0, T[xD)

2
—/(62—92)(at+U-v¢+£¢) da:dt+/gz5du:0.
Dt

Dt

On pose & = 0, — 02, € satisfait I'inégalité suivante

_ /g(at LU-Vé+ i—*;@ dudt < 056 € D([0, T[xD): 6 >0
Dr
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

c’est a dire £ est une solution faible de 1’inéquation

K+ U -VE+ f—if <0, dans Dr,
(4.119)
£(0) =0, dans D.

Soity € LY(0,T, L3(D)), telle que v» > 0 dans Dy, on a

/(9’/)21& dxdt > /92w dzdt + 2 / 06" — 0)y dadt,
DT DT DT
par un passage a la limite, quand v tend vers 0, on obtient

/ng dxdt > /9% dzdt

Dy Dy

c’est a dire

(4.120) /&p dzdt >0, Y € L*(0,T, L*(D)), 1 > 0.
Dr

On prend maintenant ¢ = ((¢)~)2, dans (4.120), on trouve

3
- [t@rizo
Dt
donc la partie négative de ( est nulle, ce qui donne
(4.121) ¢ >0 p.p. dans Dr.

On multiplie I’équation (4.119) par ¢(z,t) = w(t) € D(]0,T|) tellle que w > 0, on trouve
2
— /fw’(t) dxdt + /(Uf) - Vw(t) dedt + = /f'w(t) dxdt <0,
T
Dr Dr 7 Dr

donc ¢ satisfait, dans D’([0, T7), I'inéquation

(4.122) /gdx 42w /gdx <0.
™
D D

26t
YT

On multiplie I’inéquation (4.122) par exp(=£) > 0, on intégre en temps, on aura

2Kt
wmf»/auga
’YT

D
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

ce qui permet de conclure que
(4.123) ¢ =0 p.p. dans Dr.

On a donc
(6¥)* — 6% p.p. dans D,

et
(6V)* — 6 faiblement-+ dans L>(0, T’; L%(D)).
On écrit
/mthMﬁ:/ﬂwP—wm+wmth: /wmdea/bmm+/wﬂwﬁ
Dr Dr Dr D Dr

On passe a la limite a I’aide des convergences faibles de 6” et (0”)?2, on trouve

/(|9” —0*) dxdt — 0,
Dy

on déduit que
(4.124) 0¥ — 6 fortement dans L*(Dr).

De plus, comme 6" est uniformément bornée dans L>(0,T; L3(D)), on obtient le résultat (4.95)
en utilisant I’inégalité d’interpolation (3.4.1). Pour la deuxieme partie de la preuve, on la déduit
a partir de la relation £¥ = y7div Q" — k0” comme & est compacte dans L*(0,T'; LP(D)) avec
% < p < 3, 0" compacte dans LP(0,T; LY(D)) pour p > 1, 1 < ¢ < 3, ce que donne

div Q" — div Q fortement dans L*(0,T’; L*(D))

avec 1 < s < 3. O

4.2.6 Passage a la limite quand v — 0

Pour pouvoir passer a la limite, quand v tend vers 0, il suffit juste de justifier le passage a la

limite dans les termes non linéaires du probleme (P). Pour cela on a le lemme suivant

Lemme 4.2.19. Pour 1 < g <6etl < p < oo, on a les convergences suivantes

(4.125) (") — X(6) fortement dans LP (D7), Vp € [1, 00[
(4.126) ——— — Bfortement dans L*(0,T’; LY(D)), Yq € [1,6][.
1+ v|BY|
(4.127) E(G”)L — () B fortement dans L*(0, T;1L*(D))
' 1+ v|BY| T '
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4.2. Existence de solutions du probléme (P)

Démonstration. e La convergence (4.125) est une conséquence de (4.95), et de la majoration
|2(0)] < 2s.
e Pour la convergence (4.126), on écrit
BY B BY - B vB|BY|
1+ v|BY| - 1+vy|BY| 1+vy|BY|

On remarque que

H BY—- B
1+ v|BY|

< BV — B . , ]_ < < 67
L2(0,T;La(D)) — I ||L2(0»TJL‘1(D)) =~4q

de la convergence forte de B” vers B dans L?(0,T;1.9(D)), on déduit que

B —B

LB — 0 fortement dans L*(0, T; 1LY(D)).

Pour le deuxiéme terme, on a
vBBY

1+ v|BY|

ls|
14+v|s|

<|BJ.

De plus, comme la fonction f(s) = est continue sur R? et grice a la convergence forte de

B”, on trouve
vB|BY|
1+ v|BY|

donc d’apres le théoreme de Lebesgue, on déduit que

— 0 p.p. dans D,

B|BY
1V—|—+|B|”| — 0 fortement dans L*(0, T;LY(D)).

1

g, ona

e De I’inégalité d’interpolation (3.4.1) pour € =
L2(0,T; H'(D)) N L*(0,T; L*(D)) € L5 (0,T; L*(D)).

D’autre part, on a

Bl/

X(0")————
( )1—|-I/|BV|

—%(0)B = (z(m) - W))HBTTM +3(0) <1+BTIVB”I . B)

Comme X(0) € L>°(Dr), donc grice a (4.126) le deuxieme terme converge fortement vers 0 dans
L0, T;LY(D)). [

On passe a la limite, quand v tend vers 0, dans le systeéme variationnel de (P”) en utilisant les
lemmes 4.2.13, 4.2.19 et le théoréme 4.2.3, pour déduire I’existence d’une solution (U, w, B, 0, Q)
faible et globale en temps du systeme (P).
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Conclusion générale et Perspectives

Ce travail de recherche m’a permis d’enrichir mes connaissances dans le domaine des systemes
d’équations aux dérivées partielles non linéaires. J’ai appris au cours de ces années de recherche
les différentes techniques de résolution, citons par exemple, la méthode de Faedo-Galerkin, le
théoréeme du point fixe de Leray-Schauder, les injections de Sobolev et les lemmes de compacité.

Nous nous sommes intéressés, dans ce travail, a I’étude théorique d’un modele de la magné-
tohydrodynamique micropolaire couplé avec la loi de transfert thermique de Maxwell-Cattaneo.
Nous avons pu montrer I’existence de solutions faibles et globales en temps de ce systeme, qui est
donné dans (1.1). Nous avons commencé la résolution par I’introduction d’un systeme régularisé.
Nous avons montré, grace au théoreme de point fixe de Leray-Schauder, que le systeme régularisé
admet une solution faible globale en temps. Ensuite, Nous avons établi la compacité de la famille
de solutions du systeme régularisé. A la fin, par un passage a la limite dans le systeme régularisé
on a pu récupérer I’existence des solutions du probleéme initial.

Il serait intéressant de poursuivre cette €tude par les questions suivantes

Etudier le comportement des solutions faibles en temps long.

Faire une étude du probleme avec une loi de Maxwell-Cattaneo non linéaire.

Refaire la méme étude avec une viscosité variable en plus de la conductivité et la densité.

Etudier I’existence de solution forte.

Faire une étude numérique du modele.

Etudier la positivité de la température.

69



Bibliographie

[1] F. Aggoune, K. Hamdache, D. Hamroun, Global Weak Solutions to Magnetic Fluid Flows
with Nonlinear Maxwell-Cattaneo Heat Transfer Law, J. Math. Fluid Mech. 17, pp. 103-127
(2015).

[2] Y. Amirat, K. Hamdache, Global Weak Solutions to the Equations of Thermal Convection in
Micropolar Fluids Subjected to Hall Current, Nonlinear Analysis 102, pp. 186-207 (2014).

[3] C. Amrouche, C. Bernardi, M. Dauge, and V. Girault, Vector Potentials in Three-
Dimensional Non-Smooth Domains, Math. Methods Appl. Sci., 21(9), pp. 823-864, (1998).

[4] F. Boyer, Trace Theorems and Spatial Continuity Properties for the Solutions of the Trans-
port Equation, Differential and Integral Equations 18 N.8, pp. 891-934 (2005).

[5] F. Boyer, P. Fabrie, Mathematical Tools for the Study of the Incompressible Navier-Stokes
Equations and Related Models , Springer New York Heidelberg Dordrecht London 183.

[6] H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Springer
New York Heidelberg Dordrecht London (2010).

[7] M.C. Cattaneo, Sur une forme de l’équation de la chaleur éliminant le paradoxe d’une
propagation instantanée, Note CRAS, Série I 247, pp. 431-433 (1958).

[8] T.G. Cowling, Magnetohydrodynamics, second ed., Adam Hilger, London, (1976).

[9] C.I. Christov, PM Jordan, Heat Conduction Paradox Involving Second-Sound Propagation
in Moving Media, Physical Peview Letters, PRL 94, pp. 154-301 (2005).

[10] R. Dautray, J.L. Lions, Mathematical Analysis and Numerical Methods for Science and
Technology, Volume 2, Masson (1987).

[11] R.J. Di Perna, PL. Lions, Ordinary Differential Equations, Transport Theory and Sobolev
Spaces, Invent. Math, pp. 511-547 (1989).

70



BIBLIOGRAPHIE

[12] B. Ducomet, E. Feireisl, The Equations of Magnetohydrodynamics : on the Interaction
between Matter and Radiation in the Evolution of Gaseous Stars, Comm. Math. Phys. 266,
no 3, pp. 595-629, (2006).

[13] F. Ekoue, A. Fouache, D. Gigon, G. Plantamp, E. Zajdman, Maxwell-Cattaneo Regulari-
zation of Heat Equation, World Academy of Science, Engineering and Technology, Vol :7
(2013).

[14] A.C. Eringen, Theory of Micropolar Fluids, J. Math. Mech. 16, No.1, pp. 1-16 (1966).

[15] L.C. Evans, Partial Differential Equations, Volume 19, Americain Mathematical Society,
(1997).

[16] E. Feireisl, Dynamics of Viscous Compressible Fluids, Oxford Lecture Series in Mathema-
tics and it Applications. 26, (2003).

[17] E. Feireisl, A. Novotny, Singular Limits in Lheormodunamics of Viscous Fluids, Advances
in Mathematical Fluids Mechanics. Birkhauser, (2009).

[18] J. Fourier, Théorie analytique de la chaleur, Combridge university press (2009).

[19] G.P. Galdi, S. Rionero, A Note on the Existence and Uniqueness of Solutions of the Micro-
polar Fluid Equations, Int. J. Engrg. Sci. 15, pp. 105-108 (1977).

[20] G.P. Galdi, An Introduction to the Navier-Stokes Initial-Boundary Value Problem, Advances
in Mathematical Fluid Mechanics, Vol. 1 Birkhauser- Verlag, Basel, pp. 1-98 (2000).

[21] J-F. Gerbeau, C. Le Bris, T. Lelievre, Mathematical Methods for the Magnetohydrodynamics
of Liquid Metals, Oxford University Press, (2006).

[22] D. Gilbarg, N.S. Trudinger, Elliptic Partial Differential Equations of Second Order,
Springer-Verlag, (1983).

[23] R.A. Guyer, J.A. Krumhansl, Solution of the Linearized Phonon Boltzman Equation, Phys.
Rev. 148(2), pp. 766-778 (2003).

[24] K. Hamdache, D. Hamroun, A. Louardani, Global Weak Solutions to a Model of Micropo-
lar Fluids with Maxwell-Cattaneo Heat Transfer Law, Nonlinear Analysis 142, pp. 69-96
(2016).

[25] H. Inoue, K. Matsuura, M. Otani, Strong soluttions of Magneto-Micropolar Fluid Equa-
tion, in : Proceedings of the Fourth International Conference on Dynamical Systems and
Differential Equations, Wilmington NC, USA, pp. 439-448 (2002).

[26] O.A.Ladyzenskaya, V.A. Solonikov, Linear and Quasi-linear Equations of Parabolic Type,),
Mathematical Monograph, vol. 23, AMS Providence, Rhode Island, (1968).

71



BIBLIOGRAPHIE

[27] H.Le Dret Equations aux dérivées partielles elliptiques, Springer-Verlag Berlin Heidelberg,
(2013).

[28] C. Lin, L.E. Payne, Continuous Dependence on Spatial Geometry for the Generalized
Maxwell-Cattaneou System , Math. Meth. in the Appl. Sciences, 24, pp. 1113-1124 (2001).

[29] C. Lin, L.E. Payne, Continuous Dependence of Heat Flux on Spatial Geometry for Gene-
ralized Maxwell-Cattaneo System, Z. angew. Math. Phys. Doi 10.1007/s00033-004-1136-1
(2004).

[30] J.L. Lions, Quelques méthodes de résolution de problemes aux limites non linéaires, Paris,
Dunod (1969).

[31] P.L. Lions, Mathematical Topics in Fluids Mechanics, Oxford Lecture Series in Mathematics
and it Applications. 10, Vol. 2.

[32] G. Lukazsewicz, Micropolar Fluids, Theory and Applications, Birkhauser, (1999).
[33] A. Novotny, 1. Straskraba, Theory of Compressible Flow, Oxford University Press, (2004).

[34] L.E. Payne, P.W. Schaefer, J.C. Song, Improved Bounds for Some Nonstandard Problems in
Generalized Heat Conduction, J. Math. anal. Appl. 298, pp. 325-340 (2004).

[35] L.E. Payne, J.C. Song, Improved Spatial Decay Bounds in Generalized Heat Conduction,
Z. angew. Math. Phys. 56, pp. 805-820 (2005).

[36] S. Pranesh, R.V. Kiran, Study of Raylaigh-Bénard Magneto Convection Micro Polar Fluid
With Maxwell-Cattaneo Law, Applied mathematics, 3, pp. 417-424 (2012)

[37] M. Rojas-Medar, J. Boldrini, Magneto-Micropolar Fluid Motion : Existence of Weak Solu-
tions, Rev. Mat. Complut. 11, pp. 443-460 (1998).

[38] P. Siddheshwar, S. Pranesh, Magnetoconvection in a Micropolar Fluid, Internat. J. Engrg.
Sci. 36, pp. 1173-1181 (1998).

[39] J. Simon, Compactness Sets in the Space L*(0,T; B), Ann. Math. Pura. Appl. IV, Vol 146,
pp. 65-96 (1985).

[40] J. Simon, Nonhomogeneous Viscous Incompressible Fluids : Existence of Velocity, Density
and Pressure, SIAM J. Math. Anal. 21 N.5, pp. 1093-1117 (1990).

[41] B. Straughan, F. Franchi, Bénard Convection and the Cattaneo Law of Heat Conduction,
Proceeding of the Royal Society of Edinburgh, Vol. 96A, pp. 175-178 (1984).

[42] L. Tartar, Topics in Aonlinear Analysis, Publications Mathématiques d’Orsay, Université
Paris-Sud Orsay, (1978).

[43] R.Temam, Navier-Stokes Equations, Theory and Numerical Analysis, North-Holland, Pu-
blishing Company-Amsterdam, New York OXFORD, (1977).

72



BIBLIOGRAPHIE

[44] N. Yamaguchi, Existence of Global Strong Solution to the Micropolar Fluid System in a
Bounded Domain, Math. Meth. Appl. Sci. 28, pp. 1507-1526 (2005).

[45] R.Kh Zeytounian, Theory and Application of Viscous Fluid Flows, Springer, New York,
(2004).

73



CHAPITRE 5

Appendice A

A : ’équation de transport

Référence : voir ( [4], [11])
Soit D un ouvert borné et régulier de RY. L’équation de transport, avec un terme de réaction, qui

est une équation linéaire du premier ordre de type hyperbolique, est donnée par
00 +u-VO+ch =0 dans (0,7) x D,
6(0) = 6o dans D.

Soient 6y € LP(D), 1 < p < o0, et

((we LY0,T; L7 (D)), div ue L'0,T; L¥ (D)),

(CD) u-n=0surdD,

c € LY0,T; L (D)).

\

ou p/ est le conjugué de Holder de p.

Définition 5.0.2. On dit qu’une fonction § € L>*(0,T, LP(D)) est une solution faible de (T) si
pour toute fonction test ¢ € C*([0,T] x D) telle que $(T) = 0, on a

(5.1) /T/H((?tqb Fu-Veé+ (divu— c)¢) dtdz + /90(;5(0, )dz = 0.
0

D D

Théoreme 5.0.4. I existe au moins une solution faible 0 € L>°(0,T; LP(D)) de I’équation de
transport (T).
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5. Appendice A

Définition 5.0.3. (Solutions renormalisées). On dit que 0 € L>(0,T; LP(D)) est une solution

renormalisée de I’équation de transport (T), si 0 vérifie I’équation

0b(0) +u - Vb(0) + ' (0) =0 dans (0,T) x D,

(5.2)

b(6)(0) = b(6o) dans D,
(5.3) Vb€ CY(R), |V'(z)] < C(1+|a]"),
avec

/

r=p—1 si p>N,

r<p—1 si p=N,

= si p<N.

2

\

La fonction b est dite fonction admissible.

Théoréme 5.0.5. Soient 0 € LP(D),u € L*(0,T; (W' (D)V), div v = 0 et u-n = 0 sur dD,
et c € LY(0,T; L (D)). Alors pour toute solution faible 0 € L>(0,T; LP(52)) est une solution

renormalisée.
Théoreme 5.0.6. On suppose que
0y € LP(D), L'(0,T; (W' (D)N), ¢ € L'(0,T; L (D)),
divu = 0 telle que v - n = 0 sur 0D.

ALors I’équation (5.1) admet une unique solution faible 6 € L>(0,T;LP(D)), de plus 6 €
C([0,T]; LU(D)), g < p-
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CHAPITRE 6

Appendice B

B : Régularité maximale L — L? de I’équation parabolique

Référence : voir ( [31], [33], [26], [16], [17])

On considere le probleme parabolique suivant
( Owu—Au= f+divg dans (0,7) x D,

(6.1) u(z,0) = up(x) dans D,

u=20 sur (0,7) x 0D,

\
ot D C R¥ est un domaine borné de classe C2.

Théoreme 6.0.7. On suppose que

fr9 € LP(0,T; LY(D)),
up € LP(D).

avec 1 < p,q < oo. Alors I’équation (6.1) admet une unique solution v € LP(0, T Wol’q(D)) qui
satisfait I’ estimation

(6.2)

10cul| o0, 5w-1.a(Dy) + Ul oo, rswra(py) < Cllwoll Loy + IIf | zeo,riLay) + 19l Leo, L)) )-
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