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Introduction générale

A Tére du 21" siécle et de la culture numérique, de nouveaux ordinateurs ont vu
le jour pouvant faire jusqu’a 16,32 pétaflops (16,32 million de milliards d’opérations a
virgule flottante par seconde). En conséquence, I'exigence d’une demande a la précision et
a l'exactitude des calculs est d’autant plus grande qu’elle a engendré des problémes de plus
en plus complexes. La ol dans un passé proche, on se permettait de négliger certains petits
parameétres (épaisseur d’une membrane cellulaire, petites rugosités au fond d’un canal...)
et de considérer des géométries simples (circulaires, ovales...) mais physiquement peu
réalistes, une étude plus précise devient plus que nécessaire a 1’heure actuelle.

Dans de nombreuses situations physiques, nous sommes amenés & résoudre des pro-
blémes qui sont liés & la géométrie du domaine considéré présentant des couches minces
d’épaisseur ¢ trés petite par rapport a la taille du domaine considéré. Citons par exemple,
la furtivité radar : la peinture recouvrant un avion ou un missile absorbe les ondes émises
par un radar et lui permet de demeurer invisible (cf. [53]), on parle de signature radar.
Le missilier cherche ainsi & diminuer sa signature afin d’étre détecté le plus tard possible.
L’influence des champs électromagnétiques sur le corps humain, composé de plusieurs
couches minces, ou particuliérement sur une cellule, est aussi primordial vue son utilité en
médecine, par exemple en imagerie par résonnance magnétique IRM ou Doppler lorsqu’il
s’agit d’une cible en mouvement (globules rouges du sang, paroi du coeur). Ces problémes
sont aussi présents pour modéliser le son dans les salles de spectacle, la détection d’objets
enfouis, télécommunication, antennes, satellites...

La résolution numérique de ce type de probléme via des méthodes numériques (élé-
ments finis par exemple) peut engendrer des instabilités numériques et un temps de calcul
important : une discrétisation assez fine a 1’échelle de 1’épaisseur ¢ de la couche mince
s’aveére nécessaire ce qui conduit a des systémes avec un nombre de conditionnement qui
augmente considérablement lorsque 0 tend vers 0.

Pour surmonter cette difficulté, nous adoptons des méthodes asymptotiques pour rem-

placer l'effet de la couche mince par des problémes avec des conditions aux limites non-

vi



INTRODUCTION GENERALE vii

standards (approchées) appelées conditions d’impédance généralisées ou, dans la littéra-
ture russe, conditions de Ventcel ([51, [52]) lorsque celles-ci sont exprimées a ’aide d’opé-
rateurs différentiels tangentiels d’ordre supérieur ou égal a celui de 'opérateur intérieur.

Ces méthodes ont été largement utilisées par différents auteurs ces derniéres années
et divers résultats ont été obtenus. Nous pouvons citer par exemple, et sans étre exhaus-
tif, Leontovich ([36]) et Lemrabet ([35]) pour le cas de la diffraction par des obstacles
fortement absorbants, bien connu sous le nom : effet de peau. Leontovich a obtenu une
condition aux limites d’ordre 0 qui porte son nom. Lemrabet, quant a lui, a dérivé des
conditions aux limites de Ventcel pour divers problémes d’origine physique ou mécanique
dans des domaines non-réguliers. Dans le cas de la diffraction par des obstacles parfai-
tement conducteurs, des conditions aux limites approchées ont été obtenu par Bendali-
Lemrabet ([7, §]) et Engquist-Nédélec ([30]) pour les équations de Helmholtz et Maxwell
dans des géomeétries régulieres et par Caloz, Costabel, Dauge et Vial ([15]) pour I’équation
de Poisson dans le cas polygonal.

Le cas des conditions de transmission approchées, c’est-a-dire, le cas de deux domaines
emboités séparés par une couche mince, a été étudié par Perrussel et Poignard ([40]) pour
les équations électro-quasistatiques, par Péron et Poignard ([39]) pour les équations de
Maxwell pour une couche mince d’épaisseur constante et par Ciuperca-Jai-Poignard ([18])
et Ciuperca-Perrussel-Poignard ([19]) pour ’équation de Poisson dans le cas d’une couche
mince périodique. Des approximations d’ordre élevé ont été établies dans des géométries
régulieres par Schmidt et Tordeux pour I’équation de Helmholtz ([44]) et le probléme de
courants de Foucault (the eddy current problem) [45].

Delourme-Haddar-Joly ([24]) et Delourme-Claeys ([25]) ont étudié 'équation de Helm-
holtz dans le cas d’un anneau régulier fin contenant des fils réguliérement espacés par une
distance de méme grandeur que 1’épaisseur de ’anneau. Nous pouvons citer aussi Schmidt
(M43, Part II]) qui a déterminé une approximation de la solution & I'intérieur de la couche
mince basée sur une famille de fonctions appelées "optimal basis functions”.

L’objet de la présente these consiste en 1’étude du comportement asymptotique de la
solution de plusieurs problémes avec couche mince, lorsque 1’épaisseur ¢ tend vers 0. Nous
y construirons et justifierons un développement asymptotique de la solution en fonction
de ¢ a tout ordre. Ceci nous aménera & la modélisation de I’effet de la couche mince par
des conditions de transmission approchées de type Ventcel avec un taux de convergence
en O (52).

Notre motivation provient essentiellement des travaux de Poignard, Schmidt et Tor-

deux ([411,/44]) ou ces derniers ont travaillé sur des problémes similaires d’origine biologique
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et électromagnétique. Notre premier probléme a été inspiré par celui qu’a traité Poignard
dans sa these (J41, Chapitre II]) lorsqu’il a considéré une cellule plongée dans un milieu
ambiant et a étudié le champ électrique en mode transverse magnétique (TM) & moyenne
fréquence. Les deux autres problémes ont été étudiés en collaboration avec Pierre-Henri

Cocquet de 'université de la Réunion.

Démarche générale et objectifs

L’idée générale de cette theése consiste a appliquer des méthodes asymptotiques a
trois problémes différents, définis dans des domaines contenant des couches minces, pour
dériver des modeles approchés d’ordre 1. Pour ce faire, nous considérerons une surface I
a lintérieur de la couche mince €5, paralléle a 0€)s, divisant le domaine en deux parties
indépendantes de . Nous y établirons un développement asymptotique de la solution en
fonction de I’épaisseur de la couche mince §. Nous remarquerons ensuite que les deux
premiers termes du développement asymptotique conduiront a des modeéles mal-posés.
Pour cela, nous choisirons une position de I' de sorte & avoir des problémes bien-posés.
Bien que I’heuristique, qui sera illustrée dans ’exemple ci-aprés, se répéte pour les trois

problémes étudiés, la différence provient des difficultés techniques propres a chacun des

problémes.
Exemple

Soit 2 := ]—1,1[ x ]—1,1] le pavé de R? composé de Q5 := |-1,1[ x |-1,—46/2],
Qf :=]-1,1] x ]6/2,1] et une couche mince Qs := |—1,1[ x |—6/2,8/2[ d’¢paisseur §

(destinée a tendre vers 0) séparant 25 de Qf (voir Figure [1)). Nous notons I's ; et s les

interfaces définies par

Ts: : =]—1,1[x {—0/2},
Tso : =]—1,1[x {5/2}.

Etant données trois constantes strictement positives 0,0~ et o5 et deux fonctions

assez réguliéres f* et f~ & support compact dans QF et Q5 respectivement, nous nous
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Figure 1 — Le pavé ()

intéressons au comportement asymptotique de la solution us du probléme suivant

— 0T A, uy = ff dans Q5 (1)
_UéAx,yuint,6 =0 dans Q5, (2)
Usipn = 0 sur 89, (3)

avec les conditions de transmission sur les interfaces I's; et I's o

(

050y Uing 5(x,6/2) = o TOuf (x,6/2),

o Oyuy (x,—0/2) = 050yUint s(z, —6/2),
Uit 5(7,0/2) = uf (x,6/2),

ug (z,—6/2) = Uin 5(x, —6/2),

\

ou uf = UsiqE € Uing s 1= Usj;-

Nous souhaitons remplacer ’effet de la couche mince par des conditions de transmission
approchées définies sur une interface I' parallele a I's 1 et s 2 et divisant £ en deux parties
(voir Figure . La position de I'interface limite I" lorsque ¢ tend vers 0 est variable et un

choix particulier de I' conduit & un probléme bien posé. Pour cela, posons

I'={(z,y) €Q; y:=a:=pd},
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oul «a €1-4/2,0/2,i.e,p€ ]—%, %[ . Le domaine () se divise ainsi en deux parties Q" et

R Yy
: +
P Qs
I, ,
po :
r
AP N
PO : Qo‘ > T
I,
LQ,

Figure 2 — La couche mince ()5

Q™ indépendante de § et définies par (voir Figure [3)) :

Développement asymptotique.
Développement asymptotique de la solution.

Pour déterminer un développement asymptotique de la solution us, nous considérons
deux zones différentes :

Loin de la couche mince, nous supposons que la solution admet le développement suivant
ui (v,y) = Z §"ut (x,y) dans Q5 (5)
n>0

+

ou les fonctions u,,

(n € N) sont indépendantes de § et vérifient

—0*AuEr = 6y, f" dans QF,

+ _
Upipn = 0 sur 0f),

et dg,, est le symbole de Kronecker. Nous parlerons de développement externe. Au voisi-
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Figure 3 — Le domaine fixe Q7 U Q™

nage de la couche mince, nous effectuons le changement d’échelle 7 = y/0, le domaine {2
se transforme en
Qo :=]-1,1[ x |-1/2,1/2].

Nous cherchons alors la solution ui, s sous la forme

Uint,s (ZL’, y) — aint,5<x> T) - Z 5naint,n(x7 T)? (6)

n>0

OU Uiy, sont indépendants de § et définis sur le domaine fixe €2y. Nous parlerons de

développement asymptotique interne.
Compte tenu de , @ et de

oyu(z,y) =6 0. a(z, 7), (7)

nous obtenons

[5‘20583 + 0585] (Z 0" Uit (, T)) = 0 dans €.

n>0

Par identification des termes de méme puissance en 9, nous obtenons une hiérarchie d’équa-
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2~

8 ulnt 0
2~

a umt 1

2
a ulntn+8 umtn 2

xii

0 dans g,
0 dans g,
0 dans €y, n > 2.

Développement des conditions de transmission.

Le développement de Taylor au voisiange de y = « permet d’écrire

N6y (2, -6/2) = ugp + 0 <u1_|F - playuar> b

n>0

Z 0"y (2,6/2) = ugp + 90 (“1+|1“ + anyu(;F> + -

n>0

et

Z 8" Oyu,, (x

n>0

\—6/2) = Dyugp + 6 (ayuﬂr _

plfug) +

> 6"yt (2,8/2) = Oudy + 8 (Dl + pad2ugy ) -

n>0

ol p; et py sont deux constantes positives définies par p; := p+1/2 et ps := 1—p; = 1/2—p.

Les conditions deviennent

Ugp + ) (“1|F P10y,

60~ Dyugy + 6% (0~ By

50+8yu8r|r + 62 ( *o u1|F + pootO? u0|1“ 4.

+ - —26 umtn 1/2)

n>0

+ - —25 0'56 umtn 1/2)
n>0

_|_ e e — Z (Snaint7n($7 1/2)7
n>0

= Z (5n0'587—aint,n(x7 1/2)

n>0
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En identifiant les coefficients de méme puissance de 4, il vient la hiérarchie de conditions

de transmission

Ut o(x, —1/2) = 0|F,

Ut o(x,1/2) = 0|F,
OrlUing oz, —1/2) =
Orlint o(z,1/2) =

ulnt 1(1' _1/2) 1_|1" - playu(ipa
050 Uing 1 (2, —1/2) =0~ 0 U

/2) =
/2)

+
umt 1( 1|F + p28yug|rv

z,1
z,1

+9 .+
0507 Uine 1 ( o ayumr,

050: Uint 2(z, —1/2) = U_ay“ﬂr — pla_ﬁjuo_‘r,

~ + 2+
050 Uit 2(x,1/2) = 0+8yu1|r + p20+8yu0|r,

Calcul des premiers termes des développements.

A T'aide d’un procédé de résolution intérieur-extérieur, nous pouvons dériver tous les

termes des développements et @ pourvu que les données soient réguliéres.

Termes d’ordre 0 Le premier terme du développement externe u(jf est I'unique solution
du probléme

—otAuF = f* dans QF,

u(;\r = uar, sur I

0 Oyugp = a+8yuar sur T,

u(jf‘ a0 =0 sur 0f).

Le premier terme du développement interne est donné par

aint;,[)(xa 7—) ulnt ()(l' 1/2) - u1nt 0( 1/2) uo|1" u(;|1'"
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Termes d’ordre 1 Le terme u; est I'unique solution du probléme

—o*Aui =0 dans QF,

“iag =0 sur 0.

avec les conditions de transmission sur I'

+ - +
_ . os(0pptop)—oto U A
Uyp, — Uy = 20500 a ayuou“ t+o ayuou“ )
+ J—
_ _ + + o 0-5_(0- p2+0 pl) 2 2+
o Oyuyp — o Oy = 5 Fpugp + Ozugyr ) -

Le terme d’ordre 1 du champ proche, quant & lui, est donné par

aint,1<m7 T) = Uip + [(7' +p1)‘770-671 - pd ayu(ir

= uf‘r + [(7’ —po)otoy! —|—p2} ayu(;r'

Modéle d’ordre 1

Nous souhaitons modéliser 1’effet de la couche mince par des conditions de transmission
approchées. Plus précisément, nous cherchons un probléme bien posé dont la solution ui’ap
est une approximation de us en dehors de la couche mince, & partir duquel nous déduisons
une approximation de us sur R? tout entier avec un taux de convergence en O ((52).

Posons

+ .50 _  + +
uy ~ug = ug +ouy.

Les fonctions ug’(l) et uj{’(l) sont solutions du systeme suivant :
( —aiAugt’(l) = f* dans OF,
~1) a1 cos(otpatoTp)—otem (o ) +(1) 2
Usp” — Ugp =0 R 0" Oyusp + 0 Oyuy +0(6%)  swT,

os—(ot o —
a_ayug'f(l) = J+8yu;|’F(1) = 56(++pl) (8§u5|’r(1) + Eﬁu(;iﬂ(l)) +0(6*) surT,

1) _ 0 sur 0f2.
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En négligeant les termes d’ordre 2, nous obtenons un probléme approché défini par

( +
—otAuz ™ = f* dans OF,
+ - +g—
—ap . +.ap _ o5(cpato pi)—oto -9 ,,—ap +a , +ap
Usp — Ugp =0 205070~ 0 Oyusp” + 0T Oyusp sur I, (8)
+ —
- —ap 4 +ap __ Ué—(" p2to pl) 2., —,ap 2. +,ap
0 Oyugp — 0 Oyuspt =0 5 pusp + Oxugp sur I,
tap
[ Usipn = 0 sur 052,

qui s’écrit sous forme variationnelle

ot [ Vui PNt dYT o [ Vuy PNV dQT

Q+ . Q-
+ %JJFJ— — ggé?afpz +07p1) /F (u‘;i:lp B u‘;ﬁ?p> (vﬁi B U&) dr
NI Kl ijf +op) /F (axu;’;f’ v axug‘ifp> (amv; + 8111‘}) dr
— /m Frot dot + o (9)

pour toutes fonctions v™ et v~ assez régulieres définies sur Q7 et 0~ respectivement.
Il est facile de voir que la forme bilinéaire correspondante au probléme @D n’est coercive
que si

octo” —os(0ps+opi1) >0etos— (ctpa+0 p1) >0,

mais en général, nous ne pouvons pas conclure. Pour surmonter cette difficulté, nous
utiliserons une technique qui consiste a transformer le probléme () en une équation
pseudo-différentielle sur la surface variable I', et un choix convenable de cette derniére,

i.e., de la constante p, conduit a un probléme bien posé.

Plan de la thése

Cette thése comporte trois parties principales. Nous avons choisi de les présenter par
ordre de difficulté et chronologique. Dans la premiére partie, nous présenterons la méthode
utilisée tout au long de nos développements. A cet effet, nous avons choisi d’illustrer cette
méthode en 'appliquant & un probléme de Poisson défini dans un domaine borné avec
condition de Dirichlet homogéne sur le bord dans le cas moyenne diffusion. Nous commen-

cerons par rappeler quelques notions de géométrie différentielle et d’analyse fonctionnelle
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(Chapitre , puis nous construirons et justifierons un développement asymptotique de
la solution du probléme (chapitres 3| et . Nous terminerons, par déterminer, dans le
Chapitre [5], une position optimale de la surface I" sur laquelle sont définies des conditions
de transmission de type Ventcel afin de modéliser 'effet de la couche mince.

Dans les deux autres parties, nous traiterons, des problémes de diffraction d’ondes
par une couche mince faiblement (Partie 2) et fortement absorbante (Partie 3). Nous
nous intéresserons plus particulierement a la résolution de I’équation de Helmholtz en
dimension 3. L’opérateur de Helmholtz n’étant pas coercif, nous commencerons les deux
parties par établir un résultat de stabilité uniforme de la solution par rapport au petit
parameétre ¢, qui nous servira a justifier les développements asymptotiques. Ensuite, nous
passerons rapidement sur ’analyse asymptotique des deux problemes. Nous déterminerons
enfin des modeles approchés d’ordre 1. Bien qu’il s’agisse, dans les deux parties 2 et 3, de
I’équation de Helmholtz, nous verrons que les problémes de faible et de forte conductivité

different par les résultats obtenus mais surtout par les difficultés rencontrées.



Premiére partie

Conditions de transmission
approchées pour un probléme de

Poisson a4 moyenne diffusion



Chapitre 1

Présentation du probléme

1.1 Position du probléme et Objectifs

Soit © un domaine borné simplement connexe de R” (P = 2,3) composé de trois
sous-domaines : un ouvert borné €25 de frontiere réguliére I's ;, un domaine extérieur Q;
de frontiére réguliére I'5 5 U0S2 et une membrane (25 (couche mince) d’épaisseur ¢ (destinée

a tendre vers 0) séparant Q5 de QF (voir Figure [L.1)).

Figure 1.1 — Données géométriques

Nous introduisons la fonction o« définie sur €2 par :

at sizeQf,
alx) =% as siz ey,

a” six ey,
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ol ag, a0 et o~ sont trois constantes strictement positives telles que o~ < a5 < at ou
at < as < a~ correspondants au cas moyenne diffusion. Etant donnée une fonction f

dans C*°(€2), nous nous intéressons au comportement asymptotique de la solution us du

probléme de Poisson suivant :

{ —div (aVus) = f dans Q, (1.1)

usjon =0 sur 0f).

Nous souhaitons construire un modeéle approché pour remplacer 'effet de la couche
mince par des conditions de transmissions approchées dite d’'impédance ou généralisées.
Pour cela, nous utiliserons une méthode basée sur une hiérarchie d’équations variation-
nelles pour déterminer et justifier un développement asymptotique de la solution us défini
dans €2, composé cette fois-ci de deux sous-domaines indépendants de § et séparés par une
interface I' (chapitres [3| et . La position de I'interface limite I' lorsque ¢ tend vers 0 est
variable et un choix particulier de I' conduit & un probléme bien posé modélisant 'effet
de la couche mince (Chapitre [3)).

Il est facile de voir que le probléme est bien posé. En effet, une formulation
variationnelle de est donnée par :

{ Trouwver us € H} () tel que (12)

Yo e HY (), as (us,v) = Fs (v),

avec

as (us,v) = of/ Vug Vog dQ5 +as [ Vs Vs dSs
Q5 Qs

+ ot [ Vul.Vul dQf,

+
Q6

ol uy et vy (resp. uyi et vy) sont les restrictions de us et v sur Q5 (resp. sur Q) ; Uine s

et vin 5 sont les restrictions de u; et v sur 5 et

Fs (v) :== / fo dSd.
Q
Nous avons le

Théoréme 1 Si f € L*(Q), alors le probléme admet une unique solution us €
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H}(2). De plus, il existe une constante c, indépendante de §, telle que

sl 2y < el fll 2y -
() )

Preuve. L’existence et 'unicité de la solution us du probléme (1.2)) découle du lemme de
Lax-Milgram [14]. m

1.2 Reéécriture du probléme a I’aide de ’interface I

Soit I" une surface réguliére paralléle a I's 1 et I's o divisant €25 en deux couches minces
(25,1 et {52 d’épaisseurs respectives p;d et ped ol p; et py sont deux nombres réels stricte-
ment positifs vérifiant p; + po = 1 et tels que p; et po appartiennent a un petit voisinage
de 1/2 (voir figures [I.2) et [1.3)). Le terme petit voisinage signifie que les constantes p; et
p2 ne s’approchent pas trop de 1 et 0 afin d’éviter le cas d’une couche mince trop petite
par rapport a Pautre. Par exemple une couche mince d’épaisseur 62 et 'autre d’épaisseur

§ — 6. L’analyse développée tout au long de cette thése ne se préte pas a ce cas.

Q

Figure 1.2 — Le domaine 2

1 2 . . .
Nous noterons u;,, 5 et uj, 5 les restrictions de w5 sur les domaines 251 et 252

respectivement. Sous les hypotheses ci-dessus, le probléme (1.1)) est équivalent au probléme
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de transmission suivant :

Fa

L
:p15 PO
I

Figure 1.3 — La couche mince {2

v (atVuf) = fiop
—div (a(;Vumt 5) f\Qs 2
—div (%Vumt 5) f\ﬂa 1
—div (a”Vuy ) = f\Qg

+
Us g0 =0

avec les conditions de transmission

(

2
a58n6,2uint,6|l“,;,2
1
Qs anumt,aw

(@ an‘;’lufﬂfa,l

2 I
uintv(s‘FS,Z - u&‘r‘(;’g

1 2
Uing 5|0 = Uing, 5|7

_ 2
= aﬁ&nuint,éﬂ“

— .1
U(S\F(M = Uint,6|Ts 1

_ o+ +
=q (9n572u5|1ﬂ6’2

_ 1
- a58n6,1 uint,5|1"511

dans Qf,
dans s 2,
dans s 1,
dans Qy,
sur 0f,

sur I's o,
sur I's o,
sur I
sur I,
sur I's 1,

sur I's 1,

Ol Ony,s0n, On,y, €t On, désignent les dérivées dans la direction des vecteurs unitaires

normaux n,n;;,Nso et ne & I', sy, I'so et 0 respectivement (Voir figures et [1.2)).



Chapitre 2

Quelques outils de géomeétrie
différentielle et d’analyse

fonctionnelle

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques notions de géométrie différentielle et
d’analyse fonctionnelle, pour de plus amples détails, cf. e.g. Destuynder [26], Do Carmo
[28], Néedélec [38]... Ces notions vont nous permettre de transformer le domaine €25 en
un domaine indépendant de . Les opérateurs différentiels définis sur {25 vont alors étre
exprimés a l'aide de systémes de coordonnées locales qui vont faire apparaitre le petit
parameétre 0. Ainsi, les espaces fonctionnels, les opérateurs différentiels et intégraux, que
nous allons introduire seront & leur tour indépendants de d, ceci constituera un outil
remarquable qui nous conduira & un développement asymptotique de la solution us en
fonction du petit parameétre §. Nous n’insisterons pas sur les notations en usage dans la
théorie des équations aux dérivées partielles, par exemple C* (ﬁ) , H3 (Q), H(Q)..., le
lecteur pourra consulter [2], 4] [14].

Nous rappelons que, dans tout ce qui suit, I' est supposée étre une variété de classe
C>, compacte, sans bord et plongée dans R (P = 2 ou 3). Nous traiterons les cas P = 3,

le cas bidimensionnel sera abordé succinctement a la fin de ce chapitre.
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2.1 Parameétrisation de la surface I' (P = 3)

Nous introduisons une famille finie F de cartes {(U;, ;) };o; recouvrant I' i.e., U; est

un ouvert de T et il existe U/ un ouvert de R? tel que

e U — U
(€8 — m=¢;(¢.¢).

est un systéme de coordonnées locales sur I'. Pour chaque point m = ¢, (5 ' 52) € I', nous

définissons les vecteurs ( . 2)
dp; (7,8
To(m) = T, a=1,2.
Ces deux vecteurs 71 (m) et 75 (m) sont supposés linéairement indépendants, ce qui per-
met de définir le plan tangent en m a I', que nous noterons 7,,(T"). Nous supposons, en
outre, que lorientation de (U;, ¢;) est compatible avec celle de la normale n(m), i.e. la
normale unitaire a 7,,,(I") au point m est colinéaire a 74 (m) x 72 (m), dirigée vers s et

est donnée par la relation
71 (m) X 79 (m)

n(m) =

ri(m) x T2 (m)]
ol x et |.| sont respectivement le produit vectoriel et la norme euclidienne dans R3.

Nous définissons le tenseur métrique g relatif au systéme de coordonnées locale (U, ;)

qui opére du plan tangent dans le plan cotangent a I' et dont la matrice est
Gra (M) =T, (M) . To (M) ; a,7=1,2.

La matrice inverse, notée g~! (m), a pour coordonnées ¢?* (m). L’élément d’aire est alors

donné par

dl = |1y X To| d€'dE? = \/det g de'dg®.

Le plus souvent, nous sous-entendrons le point m. Nous définissons 'opérateur de courbure

de la surface I' au point m par

on
RToy =———; a=1,2;
o&”
R est un endomorphisme symétrique de 7,,,(I"). Notons par c¢;, ¢y ses valeurs propres,

appelées courbures principales de I' au point m. Nous désignons par ‘H et K la courbure
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moyenne et la courbure de Gauss de la surface I' au point m respectivement, définies par

1 1
H = §t7"R 25 (Cl + Cg) s
K :=det R = cic9.

Pour toute fonction v définie sur I' nous associons une fonction définie sur R? par
142
v(m):=vop, (&,6), mel,

ou (U, ;) € F. Afin de simplifier les écritures, nous identifierons souvent v a v o ; et
nous écrirons indifféremment v (5 l¢ 2) ou v (m). Soit maintenant v une fonction réguliére
définie sur I'. Le gradient tangentiel Vrv(m) de v au point m = ¢; (f ! 52) € I' est défini

par
2 2

Vioim) =Y Zgwm)a%v (€. | 7 (m).

v=1 La=1

Notant II,, (ou plus simplement IT) I'opérateur de projection orthogonale de R® dans

T,,(T"), nous avons la décomposition suivante, pour tout vecteur w de R3,
w = wr + w,n = II,,w + w,n, (2.1)

ou wr = II,w et w, := w.n désignent respectivement la composante tangentielle et
normale du vecteur w. Il en découle que si v est une fonction réguliere définie dans un
voisinage de I', nous avons

Vr (o) =11(V0).

Soit wr un champ de vecteurs régulier tangent a I'. Sa divergence tangentielle (surfacique)

est la fonction scalaire définie sur I' par

/di"UpWT qb dl' .= —/WT.VF¢ dF,
r r

pour toute fonction réguliére ¢ définie sur I'. Nous en déduisons qu’en coordonnées locales
la divergence tangentielle est définie par
29

, 1 1 ¢2
divpwr (TTL) = \/m Z 85& [\/E (WT‘TQ)] (g 7£ ) .

a=1
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Enfin, nous définissons, a partir de ces deux expressions, ’opérateur de Laplace-Beltrami
par :
Arv := divr (V) v

pour toute fonction réguliére v définie sur I'.

2.2 Quelques espaces de fonctions sur I'

Nous rappelons que puisque F = {(U;, ;) },.; est finie, il existe alors une partition de
'unité subordonnée a F, & savoir une famille finie (x;),., de fonctions C* (I') telle que

pour tout ¢ € I, nous avons

0<xy; <LVxel, supp(x;) CU; et in () =1, Vx eT.
iel
Il en découle que pour toute fonction u définie sur I', il existe une famille finie de fonctions
(u;);c; définies sur I' par u; (m) := x; (m)u (m), telle que supp(u;) C U; et u = u;.
i€l

Pour tout i € I, posons u; := u;op, : U] — K (K = C ou R). Nous pouvons maintenant
définir quelques espaces fonctionnels sur I'.

L’espace L?(T') des (classes de) fonctions mesurables de carré sommable sur T est
défini par :

L2(T) = {feD’( ), e L2U), Vzel}

muni de la norme

ey o= ([ 1 G ar ) (Z / ,

el

fi (6¢)

1/2
* Jdetg de d§> . (2.2)

Pour s > 0, nous définissons 1’espace de Sobolev H*(I") par

H*(T) = {fep'(r), foe W), wef},

1/2
s ( . ) . 2.3

Pour s = 0, nous retrouvons L? (T') := H (T").

muni de la norme

|
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Remarque 2 Les deuxr normes définies dans et (pour s = 0) ne sont pas
identiques mais elles sont équivalentes. Ceci découle du fait que les deux fonctions y/det g
et (v/det g)fl sont bornées dans L* (T').

Identifiant H—*(I") a (H*(T"))’, pour s > 0, nous avons

u _s = sup u,v s s s
® veH(T) HUHHS(F) () HeD)
loll s 0y #0

ol le crochet (., .) .y, prs(ry désigne la dualité entre H~*(I') et H*(I').

Remarque 3 Insistons sur le fait que, grace a la compacité de I, les définitions ci-dessus
et par conséquent les normes sous-jacentes, trouvent un sens puisque les sommes et
sont finies. Par ailleurs, nous pouvons vérifier (cf. [48]) que la définition de ces

normes est indépendante de ’atlas choisi.

Remarque 4 La définition des espaces H=*(I"), s > 0, n’est plus valable si T est une

variété avec bord, puisque dans ce cas nous avons H *(I') # (H*(I"))'.

Remarque 5 Pour s =1, l'espace HY(T'), pourrait étre défini par :
H' ) :={ueD T), ue L*T), Vrue L*(I)}.

ou L2 (T') désigne l’espace des champs de vecteurs tangents sur T' & composantes dans
L*(T), i.e. w € L?(T") si et seulement si w.T, € L*>(T'), a =1,2.

Cet espace sera muni de la norme
1/2
2 2
lell s ey = (lalaqey + 1V rullEa)

2.3 Parameétrisation de (25
Posons maintenant
Qs = {x ER®; z:=m+nn(m) ot —pd <n<pdetmée F}. (2.4)

Dans toute la suite, nous ferons ’hypothése dite de coques minces qui s’énonce comme
suit (cf. [26]) :
dmax (|c1], |ea]) < 1. (2.5)
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Cette hypothése assure que I'égalité définit une bijection entre Qs et T' x [—p10, pad].
Ceci nous permet de caractériser chaque point x de la couche mince €25 par ses coordonnées
(€¢%m).

Par ailleurs, nous serons amenés a décomposer 25 en deux couches minces {25, et
(25,2 d’épaisseurs respectives p1d et pd ; et afin d’éviter les redondances, nous les noterons
souvent €15 3 ou 'indice grec 8 prendra les valeurs 1 et 2.

Soient I51 = (—p16,0) et I5o = (0, p20), nous introduisons les applications

{FXI&B % Q(gﬂg
(m,ms) — @ = m+nem(m)

Compte tenu de 1D Y5 est un C*°-diffeomorphisme (de variétés). Il s’ensuit que pour
tout élément = dans Qs g, il existe une carte locale (U;, p;) € F et un ouvert U de R?

contenant x, tels que ’application

{ U x ;5 5 UCR
(m,ng) — x:=m+mngn(m),

est un C'*°-difféomorphisme.
A toute fonction vz définie sur €25 3, nous associons la fonction v définie sur I' x I 5
par
{ Ts(m, 1) = (),
v =1y (m,my).

Il en découle ;

8’175_ 8@58331'_ . .
8_50‘_;%85& —V’UB. ([+775R)7_a, a—1,2,

et
Jdvg °. vy O
ong 4 - Ox' Ong

1=

ot I est 'opérateur identité du plan tangent T,,(I"). Puisque le vecteur (I + 75R)7, est

dans T,(I") et que I'opérateur (I +75R) est symétrique, nous obtenons

v,
8_5,2 = (I + nBR) Hvag.Ta.
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L’hypothese (2.5) assure que I'opérateur I + 75R est un automorphisme de 7,,,(I'), d’out
HmV’Ug = (I + 7757—\),)71 VF,?jﬁ.

Grace a la décomposition ([2.1)) nous déduisons I'identité
—1 ~ 8'175
Vg = (I + UBR) Vg + —n.

L’élément de volume dans la couche mince (253 au point x = m + nzn(m) est donné par

la relation

oz or Ox
dQs 5 = — X —=.—— d€'dE%dn,.
6,8 851 X 662 87]5 5 5 s
Comme
ox ox
a_fl X 6_52 = (I+7]BR)71 X (I+775R)T2 :det(]—i-n[ﬂ%) (7'1 X’TQ),
et

|71 X 75| d€'d€” = dT,

nous obtenons

dQ(sﬁ = det (I + ﬁﬁR) dFdnB.

Lélément d’aire de la surface I's 3 au point & = m + (—1)” dpsn(m) est lié a 'élément

d’aire sur la surface I' au point m par la relation
dlsp = det (I + (—1)°pgdR) dr.

Nous introduisons maintenant le changement d’échelle sg = 75/pgd, les intervalles
I, = (—1,0) et Iy = (0,1) de telle sorte que le C*-difféomorphisme ®4, défini par

O =TxI;y 5 Q55
(m,sg) — x:=m+ 0pgsgn(m),

paramétrise la couche mince €5 3.

A toute fonction vz définie sur {25 3, nous associons la fonction vl définie sur Q° par

{ vl (m, ) = vy(a),

r = Pg(m,sg).
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Ainsi, en coordonnées locales (£, €2, sg), le gradient prend la forme

o8l
! o5y ™ (2.6)

Vg = (I + 0pgssR) ™ Vol +psto~
L’¢lément de volume dans la couche mince €25 5 au point x = m + dpgsgn(m) devient
dQs g = pgd det J5 g dl'dsg, (2.7)
ou Js g est 'endomorphisme de 7,,(I") défini par
Jsp =1+ pgosgR.

Il vérifie ’identité

det Jgﬂ =1+ 2p555(57'l + (p5855)2 K. (28)

Soient maintenant ug et vg deux fonctions régulieres définies sur €25 5. De (2.6) et ,

nous avons les formules de changement de variables suivantes :

/ upvp ngﬂ = p55 u[ﬁ]vm det Jgﬁ dFdSﬁ, (29)
Q5.8 9%

Vug.Vug ds.5 = pgod / J5 3V rul?l Vol det Js 5 dldsg
Q8

Q5,8

+p5'6t /Q ) 0, ul?10,, 017 det J5 5 dT'dsg. (2.10)

Remarque 6 Pour toute fonction w définie sur la couche mince )5 g, nous noterons
indifféremment u (x) ou u(m,ng). Ainsi, la trace de u sur la surface I' sera notée indiffé-
remment up ou u(m,0).

2.4 Quelques espaces de fonctions sur ()55

Nous définissons I'espace L? (£255) des (classes de) fonctions mesurables de carré som-

mable dans €25 5 par

L2 (Qgﬂ) = {u eD (9575) ; / ]u|2 dQ&ﬁ < +OO} ,
Q5.8



CHAPITRE[2 GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 14

muni de la norme usuelle

1/2
lull 120 ) = (/Q Ju ()| dQé,B) :
5,8

L’espace de Sobolev H' (€5 3) est défini par :
H! (Qg’g) = {U eD (Qg’g) , U € L? (9575) et Vu € L2 (Qg’g)} .

Cet espace sera muni de la norme

1/2
||u||H1(95ﬁ) = (/QM lu (x)|2 dQs 5 + /QM Vu (x)|2 ngﬁ) ,

ou L2 (Qs.5) désigne I'espace des champs de vecteurs définis sur (s 5.
Tout le long de notre travail, nous désignerons par c différentes constantes strictement
positives indépendantes de 4. Soit maintenant u dans L? (Qs5). En vertu de (2.5)), nous

avons l'inégalité

¢t < | [aet (14 0R)]) | | <e (2.11)

HLOO (ngg

) + ||det (I +nsR)

L2 (9,
Ainsi
gy = [ = [ o) P (1 0,R) v,
S/F . ‘u (m,n/@,)‘2 dFdnﬁ < c/ }u (m,nﬁ){2 det (I+775R) dFdnﬁ
xI5.5

FXI(S![;

- c/Q lu (x)|2 dQs 5 =c ||u||ig(96ﬁ> . (2.12)
5,8

Par conséquent L? (Qs5) est isomorphe a l'espace L? (T’ X I g) muni de la norme

1/2
||u||L2(1"><15YB) = (/Fx[ }U (m,775>|2 df‘dn5> .
5.8

De méme, nous pouvons montrer que H' (Qs 5) est isomorphe a H' (T' x I55) muni de la
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norme

2
_ dl'd
HuHHl(FXIS,B) (/I—:XLS P ’u‘ 77/3 * /1;><15ﬁ

En effet, toujours de (2.11)), nous avons, pour toute fonction u dans H' (5 5)

2
dTdn, + /

FXI&/}

1/2
Oy, u |Vru)? drdnﬁ) .

Moy = [ 1w duate [ 1Vu@] s

Q5.5 Q5.5

2
On,u| det (I+1R) dldn,

= c/ lul? det (I +n5R) dldng + c/
FXIL;‘@ r

- c/ (I+n5R) " |Vru|*det (I +nzR) dldn,
FXI&,B

><I§15

g/ |ul? dFdnﬁ+/ |Vpul” dTdn,
I'xIs g I'xIsg
2
+/ Onﬁu‘ dldng
FX](;’B

§c’/ |ul? det (I +n4R) drdnﬁ+c’/ Oy, u
FXLSﬁ T

LG

" det (I +nsR) dldng

Xlgyﬁ

+¢ /F {1+ 0gR) [Vl det (1 +,R) T,
X 5,8

=/ ||“||311(95,5) . (2.13)

2.5 Le cas bidimensionnel

Dans le cas bidimensionnel, I' est supposée étre une courbe réguliére, fermée de lon-
gueur [p, paramétrée par t — m(t) ou t € [0,r] est une abscisse curviligne (cf. [28]). Nous

définissons le vecteur unitaire tangent 7 (m) a I’ au point m par

il est dirigé dans le sens du mouvement que nous supposons contraire aux aiguilles d’une
montre. Le vecteur unitaire normal a I" au point m, noté n(m), et dirigé vers €25 est
obtenu en effectuant une rotation de —7/2 du vecteur 7 (m) (un quart de tour dans le
sens indirect). Ces deux vecteurs (n, 7) forment une base orthonormale directe qui a pour

origine le point m (t), appelée base de Frenet.



CHAPITRE[2 GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 16

On rappelle les formules de Frénet qui définissent la courbure R (t) au point m(t)

d’abscisse curviligne ¢

dr dn
o= —R(t)n and i R(t)T.

L’opérateur de courbure R est une fonction scalaire en t (positive si {1_, ; est convexe).

Il en découle que, pour toute fonction réguliére vg définie sur €25 s, en coordonnées locales

(m, sg), le gradient de vg vérifie
Vug.T = (1 + pgdsgR) ™ 9w,

Par conséquent, les formules de changement de variables (2.9) et (2.10]) deviennent :
/ upvs dQ&@ = p55/ (1 —|—p55557€) uw]v[m dFdSﬁ, (214)
Qs Qf
/ Vug.Vug dQs 5 = pﬁlé_l/ (1+ppdsgR) 5’83u[5}8sﬁv[6] dl'dsg
Qs 5 of

+p[35/ (14 psosgR) " dull9wl? dldsg, (2.15)
s

pour toutes fonctions régulieres ug et vg définies sur €25 5.



Chapitre 3
Développement asymptotique

Cette section est dévouée a I’analyse asymptotique de la solution du probleme (1.1).
Nous montrerons que ce dernier induit une équation variationnelle définie dans un do-
maine fixe, indépendant de d. Nous déduirons a partir de cette équation une hiérarchie
d’équations variationnelles qui nous permettra de déterminer un développement asymp-
totique de la solution us a tout ordre. Nous calculerons ensuite les deux premiers termes

du développement asymptotique pour présenter un algorithme de construction.
B

int

Soit v, une fonction dans H'(€s). Nous désignerons par v, ses restrictions aux

domaines (25 3. Multipliant 1’équation
—div (;Viing,s) = flo, dans s,

par une fonction test vy, utilisant les conditions (|1.9)), (1.13) et la formule de Green (cf.

[4]), nous obtenons

— — 1 1 1
<a ana,lu(;F&NUintl"571>H_1/2(F6 X EV2(Ts 1) + as ) Vi 5- VUi, d€ds1
, : 5,1
2 2 + + 2
—|—O[5 vuint,é’vvint dQéQ - <Oé 8n5,2u6|1"572’ Uint|1"5’2>

Q5,2
= / f\QgUint dQ(S
Qs

Compte tenu de la dilatation dans les couches minces et de la formule de changement de

H=1/2(Ts 2)xH'/2(T5,2)

17
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variables (2.10]), nous déduisons

_ _ _ 1] _ >
<O‘ Onsir, © P1(ms =1); vy (m, —1) H=V/2(Dx{~1})x H/2(I'x{~1})

o+ + 2
<a anmud\l“m 0 Py(1m, 1), vy (12, 1)>H—1/2(I‘><{1})><H1/2(1“><{1})

2
3 [astal (s e)] = [ o 1)
B=1 25

ou la forme bilinéaire a([;ﬁ ] (.,.) est donnée par

agﬁ] (u[ﬁ],v[m) = pg /Qﬂ Jggvru[ﬁ],vmﬂf’] det J5 g dl'dsg

+p5lo? /Q ) 0, ul?0,, vl det J5 5 dT'dsg, (3.2)

pour toutes fonctions ul?l et v’ dans H'(Q7).

3.1 Hiérarchie d’équations variationnelles

Il est bien connu (cf. e.g., [7, 22 24] [44]) que pour les problémes de couches minces
(problémes de perturbation non-locale), nous ne pouvons pas déterminer un développe-
ment asymptotique de la solution us en fonction de § qui soit uniforme sur tout le domaine
Q. 11 existe des régions (couches minces) ou la solution peut subir de fortes variations.
Nous parlerons de région de non-uniformité ou plus couramment de phénomeéne de couche
limite.

Pour pallier cette difficulté, nous adopterons une méthode qui consiste a construire
deux développements asymptotiques dans deux zones différentes. Le premier intervient
en la variable standard = (échelle macroscopique ou variable lente), nous parlerons de
développement asymptotique externe ou zone de champ lointain. Le second intervient en
la variable semi-dilatée (m, s3) (échelle microscopique ou variable rapide) et nous parlerons
de développement interne ou zone de champ proche.

Le développement asymptotique externe correspond au développement de la solution

us restreinte aux domaines Q5 et f et est donné par l'ansatz

{ug:ug+6u;+---, (33)

uf =ud +ouf +---,
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ot les termes v (n € N) sont indépendants de § et vérifient

—div (a*Vul) = 0o flor dans QF,

—div (a~Vu, ) = donflo- dans Q7 (3.4)
Unjog = 0 sur 0f2,
avec 0g,, est le symbole de Kronecker, 27 :=" (lsin[l) "Qy UTs1 UQsq et QF = Q\F (voir

Figure .
Q2

Figure 3.1 — Le domaine fixe €2

Remarque 7 Dans ce document, nous utiliserons souvent u* ( resp.u® ) pour désigner les

deuz fonctions u™ et u= (resp. ul et u?). Ceci est valable aussi pour les domaines QF,

O°...

Le développement asymptotique interne correspond au développement de la solution

B . , . o1 2. )
Uy, 5 €xprimée en coordonnées curvilignes (m, sg) et est donné par 'ansatz

u’ﬁlt’é oy = uwl’(; = “i[ﬂ,o + (5ui[ﬂ71 + -+, dans Q°, (3.5)

m

(8]

int,n>?

ou les termes u n € N, sont indépendants de 9.

Bien entendu, rien jusqu’a présent ne nous permet de justifier une telle écriture, elle
18]

est purement formelle, nous nous contentons ici de calculer les termes u et u;, . Nous
donnerons dans le Chapitre 4] un sens a ces écritures.
Nous aurons besoin de connaitre le comportement du champ lointain au voisinage

de la couche mince pour d’une part, déterminer un développement des conditions de
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transmission et (1.12]) en § et d’autre part, exprimer le terme de droite dans
a l'aide d'un crochet de dualité défini sur la surface I' et de la forme bilinéaire agﬁ } (o)
Bien sur, nous supposerons que les termes de champ lointain sont trés réguliers dans un
voisinage de I' (hypothése qui sera vérifiee dans la suite). Le développement de Taylor

permet d’écrire

(Z 5”u;) o dy(m,s1) = U + c?(u1_|F + slplanug‘r) + -

n>0

= U

int,

(Z 5"u:{) o ®y(m, $9) = “(J)r|r + 5(uf|r - sgpgﬁnuap) +-

o+ 0U

int,

1T 52Ui;t,2 Ty (3-6)

n>0
= Uijl_t,() + 5Uij;t,1 + 52Uij;t,2 +oe (3.7)
Les conditions ((1.8)) et (1.12]) deviennent
2 2
u(—)i_|l" + 6(u1’—\F +p2anu(—)’—\F) to= ui[n}t,()\@:l + 5ui[n]t,1|52:1 +--- ) (38)
_ _ _ 1 1
Ugp + 5(“1|F - planuo\r) te= ui[n}t,()\ﬁzfl + 5ui[n}t,1\51:71 +o (3.9)
De ((1.10)) et (3.5)), nous aurons
(1] (1] _ 2 (2]
uint,0|51:0 + 6uint,1\5120 +-= uint,0|32:0 + 6uint,1|32:0 to (310)

Par ailleurs, en reportant (3.3)) dans la premiére équation de (3.4]) et en utilisant la formule

de Green, nous obtenons

fi0s.2Vis dQs2 = / \Y <Z 5%;) Vol dQso
Q5.2

n>0

+ n, + 2
+ <a On (E 0 Ump) 7UintF>
n>0 H-Y/2(T)xHY/2(T)
+ E : n,,+ 2
— <OZ 8n572 ( ) un|F5,2> avint|F5,2> ’
n>0 H=1/2(Ds,1)x HY/2(T5 1)

Q5.2
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il en découle, en utilisant le changement d’échelle s; = 1,/d, que :

f|95,2vi2nt dQ(s,g = / (Z 5” n|F> Ulnt m, 0) dF + Od+5(l (Z 5” 1nt ,n) 1nt>
Qs 2

n>0 n>0

N S B

n>0

Uit (M 1)> (3.11)
H-1/2(Tx{1})x H/2(T'x{1})

oo . 1
De maniere analogue, nous obtenons une expression du terme fQM J1951 Vine €251

f‘Qé,lvilnt dQ(SJ = aida <Z 6” 1nt n? 1nt> / <Z 5” ) m O) dF
Q5,1

n>0 n>0

+ <oz_(9n§’1 (Z O ) o ®y(m, —1), vl (m, —1)> . (3.12)
n>0 H=1/2(Dx {~1})x HY/2(Cx {~1})
Reportant les expressions ) et (3.5)) dans (3.1)) et utilisant (3.6)-(3.7) et (3.11)-(3.12),

nous obtenons

/ (Zé” ) (m,0) dI' — o~ day (25" - m)

n>0 n>0
2
+ Z 650'[5 (Z 5” 1[51 ,n? 153)] [2 (Z 5“ 1nt ,n? 111t>
B=1 n>0 n>0
/ (Z 5" nF) (m, 0) d" = 0. (3.13)
n>0

A partir de I'équation (3.13]) nous envisagerons de déterminer les termes du dévelop-
pement asymptotique de la solution us. Mais avant, nous effectuerons un développement

de la forme bilinéaire a([f ] (.,.) de maniére a rendre explicite la dépendance vis-a-vis du
petit paramétre 9.

Utilisant ([2.8)) et I'identité (cf. [7, p. 1680])

Jgg =1 — 253pg0R + 3 (ppsgdR)* + - - +n(—psszoR)" "
+ (-Sng(S,R,)n [nJ(;_”é -+ J(S_ﬁz] s
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la forme bilinéaire ag’B }(., .) admet le développement suivant :

a([f]( ) =6 2 [B]+5 1 [B +<a[26]2+ag1)+5a[6]

+6" ra gy + 8, (3.14)

ou les formes bilinéaires agf }(, .) sont indépendantes de J et sont données par

alf) (), o) = /Q 510,00, drds;,

a[@ (u[ﬁ],v[m) = /Qﬁ 2Hsp0s,u 510, v VdTdsg,

a[f]z (u[ﬁ],’u[m) = /Q/3 pglCS%@sﬁu[ﬁ]asﬁv[ﬁ] dl'dsg,

ag?]l (u[ﬁ],v[m) = /QB ngpu[m.va[ﬁ] dl'dsg,

a[f]l (u[ﬁ],v[m) = /Qﬁ 2p%ss (HI — R) Vrul® Vol dldsg,

a[f’]l (u[ﬁ],v[m) = /QB p% (IC[ —4HR + 3722) S%Vpuw].vpv[m dl'dsg,
a%ilm (U[ﬁ],v[m) = /Qﬁ Ps [(n —2)KR" 3 — (n— 1) 2HR"?

+n R (—s5)" " Vrull. Vol dldsg, n > 3.

La forme bilinéaire 7 ](6 .) est le reste du développement 1’ et est donnée par

1815 ylf) plAl) / (Bus + 2HBy 15+ KBys5) 2V rul®. Vel ds,
OB

avec

B (—R)" (nJs 5+ Js55) sin>0,
mo Ja_,gz sinon.

Remarque 8 Dans le cas bidimensionnel, compte tenu de , la forme bilinéaire

agﬁ](., .) admet le développement

P () =02+ 07l + ol 4 6dl o+ e (5,
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ol

o) (o) = / P (saR)" 0,00, dTds,
Q

o) (), ) = / P (—s5R)" 0?90 drds,
QB

A (50 = [ 53 (-ssR)" 00, drdss,

Finalement, en reportant (3.14) dans (3.13]), nous obtenons, par identification des

termes de méme puissance en ¢, une hiérarchie d’équations variationnelles

Cl b <a5u1nt 0 - []1;t ,00 m}t) + am (Oé(gul[i}t 0 Jrl'jl—ril_t ,00 112115) = 07 (315)
Cl y <a5u1nt 0o & []1;1: 00 1nl) + ajglg <a5u1[111}t 1 ¢ Ul;t 1 1n]c)
o) (ol = 00 of1) + s (], — 0¥ 1)

— / Outigvint (m,0) dl — a~ / Outtg iy (m,0) dT, (3.16)

51 qans H! (Ig; L*(T)) telle que vl[rll]t (,0) = o2 (.,0), et

pour toute fonction v, it

ol (ol — 0O ol + allh (ol — 0~ U o)

+ ( [21}2 + a([)l]l) (aéul[n]to —a Uy 1[1111)

ol (ol — 001+l o, — i of2)
+ (aB +afh) (sl o — o Uit 6,02

=« /6nu1|vat m,0) dI' — a~ /8,,ulpvm]t (m,0) dr, (3.17)

a([)l}Z (Oé&ul[rljt n+1 — Ulnt n+1 1[111}t> + am <a5u1[111]t n «Q Ul;t no 1[111]t>

—|—CL[21]2 (alsul[rll}tn 1 - Ul;tn 1 1[r11]t) _'_a([)l}l (a5u1[111]t;n 1 - Ul;t’n IR 1[r11]t>

+a[11,]1 (aésul[rll}tn 2 -« Umtn 29 1[1111) +am (Oéﬁsul[rllltn 3 -« Ul;tn 3 1[111]E>
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3

+ CL <a5u1nt n—lI Oé—Uth n—10 1[111]t) + a[Q] <a5u1[121]t n+l a+Uv1—Itt n+1» fol)
=4

+ (1,[12}2 < 5“1[121]1: N +Ul§t n? 1[1211) + a[22}2 <a5u1[121}t n—1" Oé+U1§t n—1» U1[I21]t>

+ am (aéul[i}t n—1" Ck—’—Ul—rtt n—1» El) + a[z} <a5u1[121]t n—2 a+U'1—r|1—t n—=2 vl[i]t>

2 2 2 2
+ CL[ }l (Oélsul[n}t n—3 OéJrUlﬁt n—37 1[n]t) + Z a ]1 1 (Oé(gul[n}t n—l aJrUlit n—1’ 1[n]t>
=4

. / Oyl (m, 0) dT — o / Outspol) (m, 0) dT, 0> 4, (3.18)

B) qans H! (I' x Ip) telle que vl[rll]t (,0) = o2 (.,0).

pour toute fonction v, it

3.2 Calcul des premiers termes

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer explicitement les deux premiers termes des
développements asymptotiques (3.3) et (3.5)). Mais avant, démontrons quelques résultats

permettant de prouver 'existence, I'unicité et la régularité des suites (u;), (u-[ﬁ } ) et

int,j
(uf)-

Théoréme 9 Si F~ € L2 (), F* € L2 ("), h € HY/2(T) et ¢ € HY2(T"), alors le

probléme
.

—div(a”VU™) = F~ dans O,
—div (a"VUT) = F* dans QF,

Ur — Uﬁ: =h sur I, (3.19)
a” Uy — oﬁ@nUE =( surT,
UlJ(gQ =0 sur OS2,

\
admet une solution unique (U~,UT) dans H' (™) x H* (QT). De plus, pour tout entier
k>1,s F~- € H2(Q7), Fr ¢ H*2(Q%), h€ H2(I'), ¢ € H*32(T) et I U 0N

est CF — continue, alors il existe une constante c;, telle que

10 sy 10 iy < e (IF ooy + 17 s

1l csraqry + Il msraqry) - (3.20)



CHAPITRE 3. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE 25

Preuve. Montrons d’abord existence et I'unicité de (U~,U™). Soit V'~ une fonction

définie sur 2~ telle que

—div(a”VV~) =0 dans Q,

B (3.21)
V‘F =h sur I

Il est ais¢ de vérifier, en utilisant un relévement de h dans H' (27) (cf. [38]) et le lemme
de Lax-Milgram, que si h € H'/2(T"), alors le probléme de Dirichlet non-homogéne ([3.21))

admet une solution unique V~ dans H' (27) de plus nous avons ’estimation

IVl irany < el - (3.22)
«7)

Posons
U =U -V, (3.23)

Alors (3.19)) est équivalent au probléeme

[ _div <04_V(7_> =F- dans 27,
—div (atVUT) = F* dans Q7
ﬁ‘;—UE =0 sur I
oz_(‘?nU|; — oﬁ@nUfFr =(— a‘@nVE sur I,
U‘gﬂ =0 sur 052,

\

qui s’écrit alors sous forme variationnelle

{ Trouwver U € H} (Q), Yv € H (Q), (3.24)

a(Uv) =1(v),

ou U est une fonction définie sur €2 par UIQW = U et U+ = U+,

a(u,v) = a‘/ Vujg-.Vug- d2” +a+/ Vua+ Vg dQT,
0-

O+

et

[(v):= / Foq- dQ2~ +/ Frog+ dQ" + <C — a—anv|;7

U|F>H—1/2(F)><H1/2(1") '
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Ici encore, nous pouvons facilement montrer que la forme bilinéaire a(.,.) est continue
et coercive sur Hj () x Hj () et que [(.) est continue sur H} (2). Par conséquent,
I’existence et 'unicité de U s’obtiennent a ’aide du lemme de Lax-Milgram. Do,
assure l’existence et 'unicité de (U~, U™). L’estimation a priori , pour k = 1, découle
immédiatement de la formulation variationnelle , de l'inégalité et de (3.23)).
Pour démontrer la régularité de la solution, il suffit d’utiliser une partition de I'unité
du domaine 2 et de combiner les deux théorémes et (voir Annexe [A]) tout en
remarquant que puisque la frontiere I' U 92 est C*-continue alors elle est C¥~1!-continue.
|

Nous aurons besoin aussi du lemme technique suivant, nous établirons un résultat
général qui sera utile non seulement dans le prochain paragraphe mais aussi dans les
parties 2 et 3. La formulation de ce lemme a été inspirée par [7] et la preuve est une

simple vérification.

Lemme 10 Pour 3 = 1,2, soient ¢'°) dans L*(T), 0 dans L2(Q°) et k1P dans L2(Q°, C?)
telle que lapplication sg — kIP(., s5) définie presque partout dans (0, 1) est & valeurs dans
espace des champs de vecteurs tangents a ' et divpk!®l € L2(QP). Alors la solution hl°!

de ’équation variationnelle

£ . / W99, 0 dlds; + / (KA. 00l + 01007 drds,
QB 08
+ /qu(m)um (m, (=1)%) dr' = 0; Vol € HY(Q7), WI(.,0) =0,

est explicitement donnée par

(=17
LAl (m,sg) = (—1)5+1q[5](m) +/ (divpk[ﬁ] _ 9[@1) (m, A) dA.

S8

De plus, si v/)(.,0) # 0, nous avons
L6 (_1)B+1/h[ﬁl(m’g)v[m(m,o) I
r

(-1)P
= / [q[ﬂ(m)—(—l)ﬁ / (divek? = 671) (m, s5) dSﬂ] vl (m, 0) dI
r 0
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3.2.1 Termes d’ordre 0

Le choix de vl[i]t = 0 dans donne
at[)l,]z (Of&ui[rli,o - a_Ui;t,w /Ul[llll) =0.
D’ot, en appliquant le Lemme (10| avec
W= prtasdu g — e 00Uy = pi s Os i
M= 0, oM =0, ¢l =0,

h  _ A N 2] .
nous obtenons aslumm = 0. De la méme maniére, nous montrons que 852uint’0 = 0, ainsi,

en utilisant (3.8)-(3.10]), il découle la premiére condition de transmission

_ 1 2
Ug = Uiy o (1, 51) = g o (M, 52) = gy, ¥(m, s5) € Q7. (3.25)

De maniére analogue, nous obtenons la deuxiéme condition de transmission. En effet, le

Lemme (10| et (3.16]) conduisent &

p;lagaslui[rll]tyl—afﬁnu(ir = 0, (3.26)

ja)
—
ot
[\]
BN
~—

~1 2] o R
Py 505Uy — & Oty =

PI' dans H'(€?), nous avons

int

D’autre part, pour toute fonction v
a‘A@nuarv}iL(m,O) dl' = oﬁ/rﬁnua“'rvi[ﬂ(m,O) dr.

(m,0) = o2

int

Or oM

int (m,0), par conséquent

o Onuigp = oﬁanuar. (3.28)

En posant
{ at sizeQf, { u, dans Q7
et u, :=

u; dans ),

a” six e, -
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et compte tenu de (3.4), (3.25), (3.28) et du Théoréme [9) nous déduisons que ug est
I'unique solution du probléme

—div (apVug) = f dans Q,
uojon = 0 sur ).

Notons que ug n’est rien d’autre que la solution du probléme initial sans la couche mince.

3.2.2 Termes d’ordre 1

Intégrant les relations et ( par rapport a sg et identifiant les termes d’ordre
1 dans et -, nous obtenons

upy 1 (M, 51) = )y (m, —1) + (51 + 1)pra~a;  Oatigy,

=y +p1 [(s1+ Da~ag" = 1] Gaugy, ¥(m,s1) € Q)
et
2] = 2l 1 -1 + _18 +
U’int,l(m7 82) umt 1(m’ ) + (32 )szZ Qs nuO|I‘

u1|1“ + p2 [(32 - 1)Oé+0451 + 1] anua—‘r, Y(m, s9) € 2,

et par identification des termes d’ordre 1 dans (3.10]), nous déduisons la premiére condition

de transmission sur I
Uy — uﬁr =p(1 — a*agl)(?nualr + po(1 — oﬁagl)anuar. (3.29)
D’autre part, en choisissant v = 0 dans et en utilisant 1D nous obtenons

a([)l]Z <a5u1[111]t 2 — O Ul;t 20 1n1) + am <a5u1[111}t 0o & Ul;t 00 1nt) 0.

)

D’ot, en appliquant le Lemme (10| avec

o~ «
1 - J (1] -9 - —02, -
hit = (951 1nt 2 EaslUintQ = Eam“int,z -« anuur - Sipi 8nuo|rv

AR plvr (046%[111}@0 — a’Ui;t,()) =p1 (s —a”) Vrug s o =0, ¢ =0,
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nous trouvons

s (1]
_1881uint,2(m781) a” Oty p — S1p10 8nuo|F

—(s1+1)p (045 — of) Apua'F.

U qans H'(Q), nous avons

En outre, pour toute fonction v,

a([3}2 (aéul[rll]t 2 O‘_Ui;t,w [1]> + a[ ] (Qéui[lll]t 0o — @ Uy 0 1[1111>

= — / p1 (o5 — o) Apug vigl (m, 0) dI.
I

2l dans H'(Q), nous

Nous montrons, de maniére analogue, que pour toute fonction v,

avons
o2 (018l 07T o81) + o (g — 07U k)
= — /FPQ (a5 — a™) ApuaLIF vi[fl]t(m, 0) dr.
Ce qui conduit a
O‘_anuﬂr — oﬁ@,ﬂuf‘F = p1(as — oz_)ApualF + po(as — Oé+)A1"Ug‘F. (3.30)

En vertu de (3.4), (3:29), (3.30) et du Théoréme [0 nous déduisons que u; est 'unique
solution du probléme

—div (OFVUI_) =0 dans Q,

—div (a*Vuf) =0 dans QF,

“T\aa =0 sur 092,
avec les conditions de transmission sur I'

_ N a” _ at N
Uyp — Uypp = p1(l = —)Oaugp + p2(1 — —)Iayqr,
Qs Qs

a” Opuyp — oﬁ@nuf‘r = p1(as — a’)ApuglP + pa(as — oﬁ)ApuOﬁF.
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Remarque 11 1 résulte de et que :

Y, S _e o >
ul\l" u1|1"_ b1 (1 a6)+p2(04+ Ck(;) anuou'w

a” Onttyp — a*@nuﬁr = [pi(as — a™) + paas — )] Artgp.

Bien que ces conditions de transmission conduisent a un méme probléme, elles seront
mieuz adaptées, dans le Chapitre[d, pour montrer lexistence et l'unicité de la solution du

probléme approché.

Remarque 12 Dans le cas bidimensionnel, la détermination des deux premiers termes

du développement asymptotique ne différe guére du cas P = 3.

3.3 Existence et unicité des suites ( ) et ( En]t ])

Nous avons déterminé dans les paragraphes précédents les deux premiers termes des
développements asymptotiques (3.3)) et (3.5). Nous montrons dans ce qui suit un résultat
garantissant I’existence, I'unicité et la régularité de tous les termes de ces développements,

qui s’énonce comme suit :

Théoréme 13 Les suites (ujt) et ( 15 }> sont déterminées de maniére unique. De plus,

pour tout k € N et j € N, il existe une constante ¢ indépendante de § telle que

8]

int,j < c.

[t o+ || +u

j ||Hk o) (09 +HHk Q) =

Preuve. La preuve se fait par récurrence sur j. Dans les paragraphes [3.2.1] et [3.2.2] nous
avons établi, pourvu que f soit de classe C*, que pour j = 0, 1 et pour tout entier naturel

k € N, il existe une constante ¢ indépendante de ¢ telle que

[y + HU;FHH’C(Q < c

J HH’C(Q ) +) =

8]

Par ailleurs, nous avons montré que u;,, ;

est un polynome de degré j en s et en utilisant

+
la régularité de (uj ) 0<j<10 OUS en déduisons que

|

8]

int,j <c

(@) =
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5]

int,s

Supposons maintenant que les termes ujt et u . . sont déterminés pour i < j. La construc-

tion de u]jE et ul['ﬂ j

Etape 1. A partir du Lemme([10|et du probléme (3.18)) au rang (j —1), nous déduisons que

s ul[fl ; est un polynome de degré i en sz dont les coeflicients sont des fonctions définies

se fait en 4 étapes.

sur I' faisant intervenir les opérateurs R, H, K et des dérivées normales et tangentielles
de ui sur I'. D’ow, en utilisant (3.8)-(3.10)), nous obtenons la condition de transmission

Ujp — u;ﬁr définie par la relation
- + o : 1 hah + ! (_]')h hah -
Ujr = Yy = me IS B Pioalpr
h=1 =

h=1

0 1
- /8u[1] (ms)ds—/@um (m, s2) ds
51 Yint,j ) ©1 1 52 Yint,j y 92 2-

-1 0

Etape 2. Le Lemmeet le probléme (|3.18)) au rang ¢ déterminent la condition cf@nuj_w—
a*@nuﬁp en fonction de dérivées normales et tangentielles de u sur ' (i < 7).

Etape 3. Compte tenu des étapes 1 et 2, du probléme (3.4) et du Théoréme |§|, nous
déduisons 'existence, 'unicité et la régularité de u;t
Etape 4. Finalement, a I'aide de 1) et [;t en intégrant O, 5“1@, ;» calculée a 'étape

it j- La régularité de ce dernier découle de

1, par rapport & sg, nous obtenons le terme u

celle de (uli)zgj . n



Chapitre 4

Justification du développement

asymptotique

Dans les paragraphes précédents, nous avons décrit un procédé de calcul des termes
des développements asymptotiques et (3.5), nous avons aussi montré que ces termes
existent & tout ordre pourvu que la donnée f soit suffisamment réguliere. Nous nous
proposons dans ce chapitre de donner une justification rigoureuse des expressions et
(3.5 en estimant I’erreur commise en tronquant les séries & un nombre fini de termes.

Dans un souci de simplification, nous ferons ’hypothése que f est de classe C*. Nous
laissons au lecteur, en utilisant le Théoréme [9 et le Lemme qui va suivre, le soin de
supposer moins de régularité sur la fonction f.

Soit n dans N. Puisque f est de classe C*, tous les termes des développements
et peuvent étre déterminés jusqu’a ’ordre n. Posons

—,(n ;- +,(n 1 n 1
Uy .= 25]% . Us ™ .= Z(Wuj et ui(nt{é = Z&Juim,j, (4.1)
=0 =0 =0

Ol Uint jjas 5 (T) 1= uﬁw(x) = uﬁlw(m, dsg) == ui[fld-(m, sg), Vo = ®g(m, sg) € Qs 3.

Nous définissons le reste Rj ; du développement de Taylor de u}t’(") a ’ordre n au voisinage

de ng = 0 par
n n—j

!
7 n ,(n N
55 () = R4 (m,nﬁ) = uai( ) Z Z (Vl—f@fluﬁr (4.2)

=0 1=0

32
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= ( ) 253 nt,gr VT = Pg(m,sp) € Qs (4.3)

7

avec la convention : § = 1 correspond au signe ” et 8 = 2 correspond au signe ” + 7.
Nous mimerons les étapes de la démonstration du Théoréme 5.1 dans [44], nous décompo-
serons ainsi la démonstration en plusieurs étapes. Nous commencerons par redémontrer
un résultat technique déterminant une borne du reste du développement de Taylor en

fonction de 6.

Lemme 14 Soient L € N, u € H"" ([=p16,p20]\ {0}) et 7§ 5 (u) le reste du développe-

ment de Taylor a l'ordre L de la fonction u au voisinage de 0 défini par

rip () =2 (s Vg €10, (=1)"ppd] .

=0

Alors il existe une constante ¢ indépendante de § telle que

1§ s (w)| < c8"H1/2 [l vz, ) - (4.4)
Si plus, u € H¥2 ([—p18, p20] \ {0}), alors
55 (w)] < coLtt [|“|HL+2(L;,5) 4 D) (j:O)] , (4.5)

Preuve. Nous utilisons la formule de Taylor avec reste intégral

L 1
‘7“5,/3 (U)‘ = m

n
/ ’ (13 —r)L8f+1u (r) dr|.
0

Nous avons
(-1)Ppgé

(nﬁ — T)L OFu (r) dr|.

55 (w)] < o

D’autre part, en majorant le terme ‘77,3 — T}L par sa valeur maximale (pgé)L et en utilisant

I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons
55 (w)] < 5L/ H87“L+1uHL2(Ia,5) — cobt1/2 |U|HL+1(15,3) :
La deuxiéme inégalité découle de (4.4) et de la relation

L+1
rig (w) =155t (u) + (ng) " uH (20).
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La trace du reste Rj ; sur I's 5 peut étre considérée, via le difféomorphisme 15, comme
une fonction définie sur I'. De ce fait, nous estimerons, dans la proposition suivante,
Rgﬂ\Fm en norme L?(T'). Nous donnerons ensuite une estimation de VRj ; en norme
IL?(25 5) et nous construirons et estimerons un relévement PR} de R gip, , sur la couche

mince €2s.
Proposition 15 ] existe une constante ¢ > 0, indépendante de 9, telle que

[V Ry r, ] gy < ™ pourj=0.1, (4.6)

||VR BHLz 8) = e, (4.7)

De plus, il exziste un relévement PRY de R?BIFs , sur Qs vérifiant

1P R3]l 0y < €82 (48)
Preuve.
1. Le développement de Taylor de uZ, ; alordre n —j (0 < j < n) permet de déduire
S N 776
j=0 1=0

2577“55 ur), Vng €10, (=1)%psé] .

Appliquant le Lemme [14], nous déduisons qu’il existe une constante ¢ indépendante

de ¢ telle que

) Vﬁﬁ € }07 (_1)Bp,55} )

8” JHUT‘

L CRRIER 0 3L 2L I

pour tout 7, dans 10, (—=1)’psd] et en particulier pour nz = (—1)’psd. En utilisant

Iinégalité triangulaire, Ry BITs 5 peut étre borné en norme L? (T') par

n]+l:|:
a J

n
HRé,ﬁm,ﬁ

< 5n+1 ‘
oy <°© Z

L2(TxIsg)
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Compte tenu de (| et -, nous obtenons

’ L?(TxIs5) = //fw

< clu

an ]+1u;|:

Oy (m nﬁ)rdet (I +ngR) dldn,

i‘Hn J+1(955) |ui|Hn JHL(QE)

Ce qui conduit a

HR?ﬁW&,ﬁ L2(D) < e Z |Ui|Hn J+L(QF) < ™t Z HuiHHmrl Q)

7=0

D’ou, en utilisant le fait que chaque terme u;t est borné en H"*! (Q.) indépendam-

ment de 9, nous obtenons

L2(T)

HRgﬁlFa,ﬁ

Nous montrons de maniere analogue que

HVFRg’mréﬂ . < C(5n+1 2; HVFUiHHn+1 95 1) < C5n+1 2; Hui} Hn+2 95 5)
j J
< S il gy < 5
j=0

2. Nous avons

IV Bollna =, 198 a9

= / (I+n5R) " |VrRy 5| det (I +n,R) dldn,
155

o
rJIsg
et

Compte tenu de (2.12)

(I 4+ngR) dldnp.

L]

(2.13]), nous obtenons

n 2 n 2 2
IVl < (19 Bl + o)
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Or, d’apres (4.6)), il existe une constante ¢ indépendante de 0 et de 7, telle que
n n+1 |
[VeR5 s (1) || oy < 8™ 5 g €10, (=1)pgd] |

d’ou
||VI‘R?75 HLQ(FX[&B) < C(Sn+3/2,

D’autre part, en utilisant le Lemme [14], nous avons
n 1
On, 5 5 (m, 1) Zéjréﬁj < U j> Vi €10, (1) pgd] .

Par conséquent

87753:{5 (m,nﬁ)‘ = iéjrglj 1( ns U J) < 05”2’8” e jc 2( IM)
j=0
d’ou
‘a%Rg’ﬁ L2(T'xI5 5) = 05”2 ‘ (9n " f L2(T'xI5 5)
< 05"2‘0" S o)

Comme f est de classe C*, nous obtenons, en vertu du Théoreme [J]

|

7] < effui

on—a +2u;-—L )

Hn—i+2 (Qgﬁ)

CHuiHWn ]+200(Q§B) \/ |Q(5/8|

< cHu 52 < e5V2, Vi, 0< 5 <n,

12(05 ) H7=3+2(5,5)

IN

|
wn— Jj+2,00 Q:t

ou |€2s 5| désigne la mesure de €25 3. Ce qui conduit a

< 05n+1/2.
LQ(FXI&Q) o

8% R?,B

Ainsi
IVE; gl 2, ) < 8"
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3. Soit y,; une fonction réguliére par morceaux, définie sur |—p;0, pod|, par

0 si —p1d <n< —pT‘;,
Xs() =19 2%4p si —HE<p< B0
1 si p26 <n<p (5

Un calcul classique conduit aux égalités suivantes :

P20 5 8 [ 5 6
/ X;(n) dn = §p2+6’/ (1—=x5(n)) din=gpi+ g
—p16 —p16
D26 , 5 2
[ oo an = 3 (19)
—P1

Utilisant la fonction x4, nous définissons le relevement PR} par :

PREL = X(S (77) R(T{Q‘Fég + (1 - X(S (T])) R?,l\l“(;,l'

Appliquant 'inégalité triangulaire, nous obtenons

IPE lisan < |6 ) Riarya|,, 4|00 = X6 (0) B,

HY(Q5) HY(Q5)

En vertu de (2.13)), nous trouvons

+ H(l = Xs (M) B ey,

PR3 10y < ¢ (HX§ () B3, , HY(I'x]—p18,p23])

En raison de la nature tensorielle des deux termes de droite, nous pouvons écrire

HY(T)

Hl(r)) '

Finalement, en utilisant les relations (4.6)) et ( -, nous déduisons

IPR Iy < e (||x5 Q[P

+ ||1 — Xs (77)||H1(]—p15,p25[) ”Rg,llFa,l

HPR?”Hl(Q ) = ",

Remarque 16 Nous aurions pu utiliser les estimations dans W pour gagner un demi-

Hl(rx]pla,mzs[)) '
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degré dans (@ Mais ceci ne nous aurait pas été utile puisque dans la démonstration du

théoréeme qui va suivre nous allons additionner les estimations @—@
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal du ce chapitre.

Théoréme 17 (de convergence) Pour tout entier positif n, il existe une constante c

idépendante de 0, telle que

(n)

(n) o
Wint,s — Ujpt s

< 6"t
H(af) —

+51/2’

H“a - Us

HY(Q5) ‘Hl(g(g) H

Preuve. Soient 7; ", r; " et 17, 5 les restes d’ordre n définis comme la différence entre les

solutions exactes uy , u(‘;, Uint,5 €t les séries tronquées 1)

—-n . = —(n) HFno o+ +n) (n)
Ts =Us —Us 5 Ty = U5 —Us 75 Tipgs -= Uing,d — Uypg 55

et L; la forme linéaire définie sur H} () par

Lsv = Vrs " Vg dQy + 045/ V(ris — PRS). Vs dSs

Q5 Qs

+at [ V" Vol dQf, (4.10)

+
Qé

ou PRy est le relevement des fonctions R} Bl 5 SUT Qs, vf et vy, sont les restrictions de v

sur les domaines QF et (5. Utilisant la formule de Green dans Q* et (1.7)), nous obtenons

Lsv = / fv dQ — O‘/ Vuy " Voo d0” + a/ Vuy " Vg, dQs,
0 _

Q5.1

— a5 | Vs Vo dQs —at | V" Vg d*
Qs ’ Q+

+at / Vu " Vo2, s — a5 | VPRY Vo dQs
Qg}z Qé

=—a / (8nug|r +- 5”8nu;‘F> Uilnt|1" al’ + o~ Vug’(n).Vvilnt dQsq
r Q5,1
— Qg vl

int,
Qs Q5.2

— g ) VPRY Vo dQs + at /F <anua-‘r R §n8nu:|r) vfnﬂr dr’.
5

dds o

int

5 VUing d€2s + at Vu;’(n).Vv-Q
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Puis, a partir de (4.3)), nous pouvons écrire

Lsv=—a / ((%U(ir + -+ 5nanu;‘f‘> Uilnt|1" dl’
r

+ a7 8ay (Upo+ -+ + 8" U o) + @ [ VRG Vop, dQs,
Q5.1
o Z Qs 5& mt O il 5” 1[51 n’ 1[ng) + a VRn2 vvlnt dQ5,2
Qs 2

+a+5a§ (Ui + -+ 6"U oy —as | VPRY Vo, d0;
Qs

fat / (Omtigp + -+ + 6Oty ) oyr AT
r

Maintenant, nous utilisons le fait que Ul[ﬁm o ,ul[fln 41> (B = 1,2) sont solutions des

équations (3.15 —-, et obtenons ainsi

EISU = 5n+1 {5 1a([)12 <a5u1[n]t nt1 — @ Ul;t n+1 1[11115> - < [1}2 + a[l]) (Oéfsul[rll]t n T & legt no 1[Iﬂc>

ol (ol — 0 Uy + ol — 50U 1l
a[2]1 <a5u1[n]tn 2= @ Upppnot 5a5u1ntn p —oa” le;tn 1t 520‘5umtn —8%a & Upyg 1[rl1]t
- GL] 1,1 <a5ui[n]t,1 - O‘_Ui;t e & asu — 0" la_Ulgt n—1> Eﬁ)
<5 a(;ul[n]tl a Uyt +0"as umm 6" Uy i ¥ IHD
) (050 s — Uil — (o) (il — 005, 002)
a[12]1 <a5u1[n]t n—1 " O‘+U1—1tt o1t 60‘5umt n 50‘+Ul—xtt n n21]t>
- a[22]1 <a5u1[i]t n—2 04+U1J£tn ot 5046Umtn 1 — 0 U ;-1
+67 a5u1ntn U, o 1121]t> - a[nz}— 1,1 <a5u1[n]t 17 Oé+U1<IEt 1
o+ 1@5U1[121]tn p — 0" ' +U1J£tn 1 E]t)

—7“7[12] <5§ algui[i}t,l - O‘JrU;:m ot 5"a5umt n— 0" Uintn, v 11%1)}

+a” / VR} Vo, dQs1 + a* VR},. Vvl dQso — as / VP R} Vi dSs.
Q5.1

Qs 2

Compte tenu des estimations basées sur les expressions explicites des formes bilinéaires

)
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agf g(, .) et celles de la Propositions , nous déduisons

2
< gntl H 18] -1 ‘ 18] ‘ 1]
|Lsv| < o ; ( Vv L2(#) 0711055 Ving L2(0F) Vint L2(Q8)
n+1/2
+ com Y/ ||'Uint||H1(Q(;’5)'
Ce qui conduit a
2 L 1 1
Sy 1 18] -1 18] 2 ||l
|£5U| _65 z_:l 02 VFUmt LZ(Q5)+6 2 65ﬂvmt L2(QB)+52 VUint L2(QF)
™2 el -
Ainsi
|Lsv] < "2 1ol 0y > Yo € Ho (). (4.11)

+
Posant dans 1' Ugt =7r5;" et Vi = Tint,s — PR, nous obtenons

n +,n £l n+1/2
Tint,a_PR”Hl(Qg)_" HT5 HHI(Q;) S :

||T5_7nHH1(Qg) +

Enfin, de (4.8), nous trouvons

Hré_’n”mmg) 4 Tirflt,ngl(Qé) + ||T;_7nHH1(Q5+) < 572, (4.12)

D’autre part, puisque f est de classe C* et pour tout entier positif j, nous avons
||Uji||H1(96i) = O(1), il découle (cf. e.g., [44]) que :
+, _ +1, + +n+1
5 ey = N e +75" linas

" 05n+1 +C§n+3/2 < 05n+1.

ce qui achéve la démonstration. m

Remarque 18 Dans [10], nous avons calculé explicitement les trois premiers termes des
développements asymptotiques et pour p; = 0, i.e., nous n‘avons considéré
qu’une seule couche mince, nous pouvons faire de méme pour le cas p;1 = 1. Mais une
telle démarche n’a pas été fructueuse, puisque nous n’avons pas pu déterminer un modéle

d’ordre 1 bien posé. D’ou lintroduction des parameétres py et py. Nous verrons leur utilité
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dans le chapitre suivant.



Chapitre 5

Conditions de transmission

approchées

Dans ce chapitre nous déterminerons un modele d’ordre 1 permettant de modéliser
I’effet de la couche mince par des conditions de transmission approchées avec un taux
de convergence en O (52). Ainsi, & partir des deux premiers termes du développement
asymptotique, nous construirons un probléme dont la solution ne sera autre que le dé-
veloppement asymptotique tronqué Zk 0 5] . Le modeéle d’ordre 1 sera obtenu en né-
gligeant dans ce probléme tous les termes en O (5 ) En conséquence, nous obtiendrons
une approximations du champ lointain, qui a son tour, permet de déduire celle du champ
proche.

Nous tronquons les séries définissant les développements asymptotiques en ne conser-

vant que les deux premiers termes, nous obtenons

— —,(1 — — —

Uy ™ U W= uy + du; dans Q,
1

wf ~ulW = ui + uf dans Qf,

M .
Uing 6 ™ Uiy 5 7= Uing,0 T OUing 1 dans (s,

ou
1 1, 1 1,(1 1],(1
ui(nt),é\Q(; 1 (‘r> = ul = Uy ‘E,(S) (m 581) = ui[n}t,(é )(m7 51)
o _
= Uyp+9 (u1|r [ s1 + 1)(1_5 - 1] 8nu0F) ,
Ve = ®1(m,s1) € Qs1, (5.1)

42
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1 2,(1 2,(1 20,1
ul(nt) 5|6 ,2 (J:) = uin’E,(S) (fL‘) = Uy ‘E,g (m 582) = U’i[n}t,(é )(m7 82)
ST o (e 1 a’ 1 ot
= ugp+ 0w +p2 |(s2— )04_5 + 1| Inygr | 5
Ve = <I>2(m, 82) < 9572, (5 2)

Compte tenu de la Remarque , (ug’(l) ug( )> résout le probléme suivant

( _div ofVu(s_’(l) = flo- dans €27,
—div oﬁVzﬁ’(l) = f‘m dans QF,
u(s_|’r(1) — u5|r =0A ( ) — 6% sur I, (5.3)
oz_anu(ﬂr(l) — a*@nu;’r(l) = 0B (ué_’(l)) —6%ps sur I,
\ u;](’a%) =0 sur 0f2,
avec
A(u) := [pl 1—a a;")+ps ( (oz+)_1 — a’agl)] (&lu‘p) ,

as—a”) +p2(0&5 — oﬁ)} Arur,

Ce dernier probléeme nous conduit & introduire (u; " ,uy %P ) solution du probléme 1}

mais cette fois-ci avec p; = 0 et {5 = 0. Nous obtenons ainsi un probléme, noté (P;”) , avec
des conditions de transmission approchées de type Ventcel exprimées a I’aide d’opérateurs

différentiels tangentiels d’ordre 2 sur la surface I' et définies par :

u5|1“ - u;"rap =9 [pl (1—a"a;') +p2 <0f (at)™" — ofagl)] 8nug"lfp,

+,ap

j (5.4)
a” Onugp” — afOpugp” = 6 [pr(as — a™) + pa(as — a)] Apugp”.

5.1 Existence et unicité

Nous nous proposons maintenant de montrer ’existence et 'unicité de la solution
(us**, us*"?). De maniére naturelle, nous souhaiterons écrire la formulation variationnelle
du probléme (P;*) et appliquer par conséquent le lemme de Lax-Milgram ; mais ceci ne

sera pas possible ! Il est facile de voir, en général, que la forme bilinéaire correspondante au
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probleéme (P;*) n’est pas coercive. Nous envisagerons alors d’appliquer une technique due
a Bonnaillie-Noél & al. (cf. [9]) qui consiste & transformer (P;”) en une équation pseudo-
différentielle sur la surface I'. Encore une fois, ceci ne nous permet pas de conclure. En
effet, une utilisation directe des conditions de transmission conduit & un opérateur
non auto-adjoint. Pour y remédier, nous déterminerons la position de la surface I' de telle
sorte que le saut de la solution a travers I' soit nul.

Posons alors
pi(l—a a;') +po (a* (Oﬁ)_1 — a’&?) =0.

Nous obtenons
a” (ot — ay) .
= — € =
= (at —a~) P2 = (at —a™)’

at (as—a™)

ui sont valables uniquement si o~ < as < o ou a” < a5 < a”, ce qui correspond au
q ) q p

cas moyenne diffusion. Le Probleme (P;”) devient

(

- - _7ap — -
—dv (a Vug ) = flo- dans Q7
e VT A +
—div (a Vug ) = flo+ dans QF,
—ap _ +ap _
Usp" — Usp =0, sur T, (5.5)
+ —
_ —ap 4 +,ap (a — a5) (Oé — Oé(;) —.,ap
Q 8nu5‘r o Onuw =9 o Apu5|r sur I,
+ap _
| Usipo = sur 0€2.

Pour établir le résultat d’existence et d’unicité, nous allons nous ramener au cas avec se-
cond membre nul. En effet, soit G une fonction dans H} (Q2) telle que —div (apVG) = f. En
notant G* les restrictions de G sur les domaines QF, (U=, U*) := (uy ™ — G~,uj " — GT)

est solution du probléme

(

—div (aTVE¥T) =0 dans Q7
—div (e~ VU¥~) =0 dans Q~,
\Il|} — \I/rg =0 sur I,
o a7 —as) (@7 — ap) _
o 8n\If‘F -« (9,1\11‘F -0 ” A[‘\Ijext‘r =g surl,
\ \IfngQ =0 sur 092,

+_ -
(" —as) (a O“S)AFG‘F.
Qs

Cela étant, nous introduisons les opérateurs (DtN) de Dirichlet-to-Neumann S~ et
S+ (appelés aussi opérateurs de Steklov-Poincaré) définis de HY/2(T") dans H~'/%(T") par

ol nous avons noté g := (a* —a7) OaGr + 9
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STy = anu|r, ou u~ est la solution du probléme

{ —Au~ =0 dans Q7

Up = ¢ sur I
et ST = 8_nur12, ot u™ est la solution du probléme

—Aut =0 dans Q7,
urIC =) sur T,

ur(fm =0  sur oN.
Le probléme ((5.5)) est équivalent a I’équation

(ot —as) (™ — ay)

a STwr+atSTw—4 Arw =g sur I,

ou w est la trace de ¥ sur la surface I'. Ainsi, nous avons ramené le probléme a une
équation non locale sur la surface I'. Pour établir un résultat d’existence et d’unicité, nous
allons tout d’abord énoncer quelques propriétés pseudo-diftérentielles sur les opérateurs
—Ar,S™ et ST (cf. e.g., [17, 49]).

Proposition 19

1. L’opérateur de Laplace-Beltrami —Ar est semi—bom«ﬂ auto-adjoint et pseudo-différentiel*

elliptique' & symbole® réel d’ordre 2.

2. Les opérateurs de Dirichlet-to-Neumann S~ et ST sont auto-adjoint, pseudo-différentiels

elliptiques a symboles réels d’ordre 1.
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le

Théoréme 20 (d’existence et d’unicité) L opérateur

T —as) (@ — ag)

Qs

(cv

Ls:=96 Ar—a S~ —atsS*

est un opérateur elliptique, auto-adjoint, semi-borné et pseudo-différentiel d’ordre 2. De
plus, il existe une suite (\,), oy de valeurs propres de Ls qui tend vers l'infini telle que

pour tout g € H* (T'), s € R, nous avons :

1Voir Annexe
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1. 810 ¢ (\,),cn » alors Uéquation —Lsw = g admet une solution unique dans H*2 (T') ;

2. 51 0€(\y)

de H*™2(T"), affine complet de dimension finie, de solutions.

nen > alors soit il n'existe pas de solutions ou bien il existe un sous-espace

Preuve. Compte tenu de la Proposition[19] Ls est un opérateur auto-adjoint, semi-borné
et pseudo-différentiel elliptique d’ordre 2 dont le symbole principal est celui de —Ar.
Ainsi, le Théoréeme [20] est une conséquence directe du Théoréme |

5.2 Estimation de ’erreur

La solution approchée (u; ", uy P ) du champs lointain (ug’(l), u;’(1)> étant construite,

nous pouvons maintenant déterminer une solution approchée us” de la solution exacte us
et donner une estimation de ’erreur d’approximation. De maniére naturelle, nous définis-
sons ug” sur § par
u; " dans
ug’ := ¢ ul® dans Qf,

ap
Uing s dans (g,

ol ug 5 est définie a partir de (5.1) et (5.2) en ajoutant et en retranchant un terme d’ordre

2 en 9. Ce qui conduit &

1, 11
uianpt,(S\Qg,l(x) = uin?g (:E) T U’i[n]t,csp(m7 Sl)
- a” (ot —as) | a” ] .
= U(S'l:lp + 5m _(Sl + 1>a_5 — 1- anu(;'lflp, Vo = @1(m, 81) S Q(S,la
2, . 2],
u?rf)t,d\ﬂgﬂg (IL‘) = uingg('r> = ui[n]t,%p (m7 SQ)
+ =\ T + 1
s at (a5 —a”) o + B
= u5|rap - 5—% (ot —a) _(32 — 1)04_5 + 1_ 8nu5|rap, Vo = ®y(m, s2) € Qs2.

Nous avons le résultat suivant

Théoreéme 21 Il existe une constante c indépendante de J telle que

B,ap
nt,o

s = ey 1 = gy <

2
||u;—ug’ap\\m(gg)wm;\ (o
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Preuve. Compte tenu de

[1],(1p (1) - 77(1) 2 —
‘ Uing,s — Uing,s ‘HI(QI) <c (H“a - Us () +9 ||u1 HHl(Q—)) )
[2.ap _  (2) + _ @ 2 ||+
‘ Uint,s — Uint,s ‘HI(QQ) <c (Hua — Us HHl(m) + 6% [|uf HHl(m)) ’
et du Théoréme (17| (de convergence), il suffit d’estimer la quantité Hu?’ap — uéi’(l) H .
H

Remarquons, tout d’abord qu’une utilisation des méthodes classiques, qui consiste & ana-

o X e e + +,(1 .
lyser précisément le probleme qui définit la différence u; ™ — uj ( ), pour estimer l'erreur

u}t’“p - uai’(l) ne conduit pas & un résultat optimal. Pour cela, nous reprendrons une dé-
marche fort voisine de celle de la démonstration du Théoréme 1.12 dans [53, p. 36] en

effectuant un développement asymptotique de uéi’ap . Soit ’ansatz

= S = 65

Jj=0 Jj=0

J
obtenons, par identification des termes de méme puissance en ¢, la relation de récurrence

ou les termes w3 sont indépendants de §. En reportant I'expression (5.6) dans (5.5), nous

(

—div (oﬁij) = d;0fl0+ dans QF,
—div (owaj’) =dj0fl0- dans 27,
wjjr—w;“‘F:O o o | sur [,
o _ + + o’ — o)l —ag _
« (3nwj|F -« anwﬂp = o prjfluﬂ sur I,
\ w;,L'aQ =0 sur 0f),

avec la convention w®, = 0. Un simple calcul montre que wi et wi coincident avec uZ

et uljE Par ailleurs, puisque f est de classe C*, tous les termes de (5.6) sont bornés dans
H (QF).

Considérons maintenant la fonction R,, définie sur €2 par

Rujo- = Ry =uy® —wy — dwy — 0wy,

) 2
Rujor = Ri=ul® —wi —dwf — 5wy
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Ainsi R,, est solution du probléme

(

—div (atVRE) =0 dans Q7
—div(a”VR,) =0 dans Q7
R — R;JF‘F =0 sur T,
a‘@nR;‘F _ 04+anRj;|r _ 5(Oé+ — Oé&ié((sa_ — 065) AFR;W

+6° (0™ —as){a” - a(s)priF sur I
72:;| o0 =0 " sur 0f2.

\

Ce qui conduit, pour toute fonction v dans H} (), a

a / VR, Vg d0 +a* [ VRE.Vugs d2F

_/ [5 (at —as) (™ — %)AFR;W 45 (a" —as) (@™ — ay) Arw”} vr dI' =0. (5.7)

Qs Qs

Choisissant v = R, dans (5.7)), nous déduisons

||Rw||H1(Q) <c (5 ||Rw||H1(Q) + 53 HwZ_HHl(Q*)> ’

d’ou
(53

Cc _
IRl < gy 1oz oy

Puisque § est assez petit, nous trouvons
IR wll 1) < c6” ||w5“H1(Q—) :

Finalement, en vertu de la définition de R,, et en utilisant I'inégalité triangulaire, nous

obtenons le résultat escompté. m



Deuxiéme partie

Conditions de transmission de type
Ventcel pour un probléme de
diffraction d’ondes par une couche

mince parfaitement absorbante
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Chapitre 6

Position du probléme

6.1 Introduction

Dans cette partie, nous étudions 'asymptotique d'un probléme de diffraction dans R?
par un obstacle pénétrable recouvert d’une couche mince d’épaisseur ¢ (destinée a tendre
vers 0). Nous appliquerons le formalisme de la 1°7¢ partie & I’équation de Helmholtz afin,
d’une part, de déterminer et justifier un développement asymptotique de la solution a
tout ordre et d’autre part de dériver un probléme permettant d’approcher la solution du
probléme de diffraction avec une erreur d’ordre 2 en §. Bien que la démarche ne différe
guere de celle utilisée dans la premiére partie, nous verrons que dans le cas de I’équation de
Helmholtz, nous pouvons déterminer un nombre infini de position de la surface I' permet-
tant de démontrer I'existence et I'unicité de la solution du modele approché. Par contre,
la difficulté est de taille, 'opérateur de Helmholtz n’est pas coercif et par conséquent le
résultat de stabilité n’est pas évident.

Nous commencerons, dans un premier paragraphe, par vérifier que le probléme étu-
dié est bien posé et nous établirons un résultat de stabilité uniforme par rapport au
second membre qui nous sera utile tout le long de cette partie. Nous aborderons, ensuite,
I’asymptotique du probléme de diffraction.

Soient €25 un ouvert borné de R?, de frontiere réguliere I'; 1, recouvert d’une couche

mince €25 d’épaisseur § (destinée & tendre vers 0) et 2 un domaine extérieur défini par

QF :=R3\ (Qg U Q(;) (voir Figure .

50
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o

+
Q§
51
o 155
Figure 6.1 — Géométrie du probléme
Nous introduisons les fonctions o5 et k? définies sur R? par
ot sixeQyf, k2 size Qf,
os(x) =4 75 sizeQ; kj(x)=< kI sizecQy
o~ siz ey, k* stz e Qy,

ol o~ et o5 sont deux constantes strictement positives décrivant les propriétés de contraste
des milieux 5 et {0 par rapport au milieu de propagation 2, et telles que k% et 753;
sont deux nombres complexes a partie réelle strictement positive et & partie imaginaire
positive. Nous supposerons, en outre que o' et k. sont strictement positifs et que les
nombres oF et ki sont indépendants de 4.

Nous nous intéressons au comportement asymptotique de la solution us du probléme

de Helmholtz

div (o5Vus) + kus =0 dans R3,
‘ ‘lim || ()2 — ik+) (us — Uine) = 0. (6.1)
T|—+00

Le terme source ou 'onde incidente wu;,. correspond & l'onde propagée dans le vide en

I’absence d’obstacle. Elle vérifie
div (a*Vumc) + k% Uine = 0.

Il existe un type particulier d’ondes incidentes appelée onde plane. On les utilise pour
deux raisons. Premiérement, ce sont des sources qu’on peut générer en pratique, ce qui est

fondamental pour les applications réelles (cf. [31]). Deuxiémement, elles ont une expression
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analytique tres simple donnée par

it (z.d)
Uine (T) =€ ,

a

ol x € R3, d est un vecteur normalisé de R? indiquant la direction dans laquelle €

est illuminé, % = % est le nombre d’onde, w est la fréquence et ¢ est la vitesse de

propagation.

6.2 Existence et unicité

Rellich, dans [42], a montré que la solution du probleme (6.1) n’est pas dans L?(R?) et
donc a fortiori n’est pas dans H'(R?). Nous nous proposons par conséquent de chercher
(R3) (cf. [54]) défini par :

la solution dans un espace plus gros H}.

H, (R?) :={ueD (R’ ; Vo € D(R*), puc H'(R®)}.

Nous avons le

Théoréme 22 Le probléme admet au plus une solution us dans H. (R?).
Preuve. Considérons le probléme homogéne associé a (6.1)) :
Trouver us € H..(R®) telle que
div (o5Vug) + kjus =0 dans R3, (6.2)
‘ |lim || (012 — ik ) us = 0. (6.3)
x|—-+00
En notant Ugy 55 Uint,5 € U;u;, s les restrictions de u;s les domaines €2, {25 et Q;, les résultats

classiques sur la régularité de la solution de ce type de problémes (cf. [3]) montrent que
(uy, Uins,5,ugf ) € C™ (Q_g> x C* (Q5) x C <Q_}>
Soient maintenant By la boule de centre O et de rayon R assez grand pour enclore la
couche mince Q5 et Qx le domaine de R? défini par Q := Br N Q) (voir Figure .
Multipliant I’équation

div (05Vus) + kjus = 0,
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Figure 6.2 — La boule Bg

par ug, intégrant sur Bg et utilisant la formule de Green, nous obtenons

0/ [V [ dQJ—kQ/ luy |* d©;
% %

+ 05 | Vtine s)* dQs — 7%? |tine.s|> dQs
Qs Qs

+ot / Vui|? dg — K2 / uf [ dp = ot / Oruufs, ud s, WSk, (6.4)
Qg Qr SR

ou Sy désigne la sphére de centre O et de rayon R. D’ot, en prenant la partie imaginaire
de (6.4]) nous avons

S ( / ORUjs, g |5, dSR) <0. (6.5)
Sk

Par ailleurs, compte tenu de

k*/(+2ds 1{k2/‘+‘2d5‘+/
— U = — U
2 Js, 5|Sg R 2%k + Sn 5|Sr R s

— 2k, ( / ORUY 5, Ug |5, dSR) }
SR

1 + | + o+

2
8Ru5+‘SR ‘ dSR
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il découle de (6.5))

ky n
7 /5"13 ‘U‘S\SR

Utilisant la condition de radiation (6.3)), nous pouvons écrire, pour tout & positif

2

dSg.

2 1
A4Sy < —— ‘a T ikt
R = 2k, Sp RUs|g, — Whtls gy,

2 1 ‘ 2
/ uj{ISR‘ dSp < = aR“:sﬁsR — zk+u:{|SR dSp
SR + SR
1 ¢? 1 273/
< =5 mes(Sp) = — T
S Erme U= mrEn
ou I' (x) est la fonction d’Euler (cf. [27]). Ainsi
. + 2
lim ‘U(S'SR‘ dSr = 0.

R—+o00 Sr

En vertu du Lemme [7§ (de Rellich) (voir Annexe D)), nous obtenons ujf = 0 sur Q. Par
conséquent, en prenant encore une fois, si & (k‘%) et & <E§> sont non-nulles, la partie ima-
ginaire de , nous déduisons que us = 0 sur R?. Dans le cas contraire, nous obtenons,
en utilisant des arguments d’unicité des solutions des EDP de type Cauchy-Kovalevski,
us =0sur R m

Pour montrer ’existence de la solution us, nous utiliserons une technique classique qui
consiste & tronquer ’espace R? par une surface fictive et de ramener en un probléme
posé dans un domaine borné via un opérateur de type DtN. Nous exhiberons les étapes
de la démonstration afin de construire un tel opérateur qui nous sera utile dans la suite.

Soit Q ouvert borné de R?, contenant la couche mince Qs , de frontiere 0f) assez
réguliére (au moins de classe C?). Nous pouvons considérer, par exemple, une boule de

rayon R assez grand pour enclore €25 (voir Figure [6.3)).

Nous introduisons l'opérateur de Dirichlet-to-Neumann 7 défini de H/?(9)) dans
H=Y2(0Q) par Ty := —Op,w, Ol ng est la normale unitaire extérieure au bord 9

(dirigée vers R3\Q) et w est 'unique solution (cf. [38]) du probléme suivant

[ Trowver w e H} (R3\Q),
div (ctVw) + kiw =0 dans R3\Q,
Wian = ¢ sur 052,
lim |z] (94 — iky) w =0,

. |z| =400

(6.6)
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Figure 6.3 — Le domaine tronqué 2

L’opérateur T' est pseudo-différentiel (O¥D) d’ordre 1 (cf. e.g., [7, [49]), il est linéaire
continu de H'/2(99Q) dans H~/2(9Q) . Ainsi, (6.1) est remplacé par un probléme défini

dans un domaine borné §2 avec une condition aux limites sur 052 :
(81’19 + T) /U/(S - (ang _'_ T) uin07
appelée condition transparente, i.e., (6.1]) est équivalent au probléme

Trouver us € HY(Q),
div (05Vus) + k5us =0 dans Q, (6.7)
(Ong +1T) UsloQ = (Ong +7) Uincjon  sur OSL.

Une formulation variationnelle de (6.7) est donnée par :

Trouver us € H'(Q), Yo € H (),

Qs <U5, v) = / osVus.Vu — kguﬁ dQ+o" <Tu5|aQ, E‘8Q>H_1/2
Q

= l(;(v),

o)xm200)  (6.8)

OU {1, 17290 ir1/2(00) Aésigne la dualité entre H~'/2(9Q) and H'/?(9Q) et I5 est une

forme linéaire continue sur H'(Q2) donnée par

ls(v) := 0+/ (Ong + 1) wincU do.
a9
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Notons que la forme bilinéaire as (.,.) n’est pas coercive, c’est pour cela que nous allons
ramener, par perturbation, le probléeme a une alternative de Fredholnﬂ Soit Ty
Popérateur défini de H'/2 (09) dans H1/2(09), par To¢p = —0On,wo 011 wy est Punique

solution du probléeme

Trouver wy € HY(R?\ Q),
Awg —wo =0 dans R3 \ Q,

Wolpn = @ sur 0f).

Le lemme suivant donne quelques propriétés de cet opérateur. Pour la preuve, nous inci-

tons le lecteur a consulter [7].

Lemme 23 L’opérateur Ty est borné et coercif de HY? (0Q) dans H='/2 (0Q). De plus,
il existe un opérateur compact K défini de H/2(092) dans H*?(98)) tel que :

T=1T,+ K. (6.9)
Nous avons le

Théoréme 24 Le probleme admet une unique solution us dans H'().

Preuve. Le résultat peut étre obtenu en utilisant 1’alternative de Fredholm sous sa forme
variationnelle (voir Corollaire ) Soient @ (., .) et bs (., .) deux formes bilinéaires définies
sur H'(Q) par :

as (u,v) = / osVu.Vu dQ+ o™ <TOU‘8Q76‘89>H_1/2(8Q)><H1/2(8Q) ,
Q
bs (u,v) = — / k‘guﬁ dQ +o" <KU|(’}Q,6|8Q>H71/2(8Q)XH1/2(BQ) .
Q

Le probleme est alors équivalent a

(6.10)

Trouver us € HY(Q), Yv € HY(Q)
65 (U5, U) + b(; (U(s, U) = 15(1}).

Il est clair, d’apres le Lemme que as (., .) est coercive. Par ailleurs, compte tenu de la
compacité de I'injection H' (Q) — L*(Q) (voir Théoréme et de 'opérateur K, nous

1Voir Annexe
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déduisons que si (uy),, et (v,), sont deux suites faiblement convergentes dans H* () vers

u et v respectivement, alors

bs (U, v) — bs (1, 7).

Par conséquent, d’apres le Corollaire , I’équivalence entre et (6.1)) ainsi que I'unicité

de la solution de ce dernier permettent d’achever la démonstration. m

6.3 Stabilité uniforme

Nous nous proposons maintenant d’étudier la stabilité de la solution de par
rapport au second membre, dépendant ici du champ incident, lorsque 0 tend vers 0. Cela
nous permettra d’établir, dans la suite, des estimations d’erreur justifiant la convergence

du développement asymptotique de ;.

Théoréme 25 [Stabilité uniforme] Sous les hypothéses

k> 0,05;=00"7"), E2=0(57"); (6.11)
Ja > 0, V0 >0, 05 >a; (6.12)

il existe, pour toute forme linéaire ly dans (H'(Q))', une constante positive ¢ indépendante
de 0 telle que la solution de satisfait a l’estimation

usll 1) < e llsllgqyy -

Preuve. L’estimation de stabilité est établie en démontrant I’inégalité suivante

as\us,v
||u5”H1(Q) <c sup M
veHL(Q) ||v||H1(Q)

Pour ce faire, raisonnons par 'absurde. Supposons qu’il existe deux suites (d,),, et

<u5n)n20 (notée (Un)nzo) telles que

lirf 0n =0, Junl[gr gy =1, Vn€Net lim  sup |as,(us )| = 0. (6.13)

n—-+o0o ||‘PHH1(Q):1
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En vertu de (6.13)) et du Théoréme 79 (de Rellich) (voir Annexe[D)), il existe une sous-suite

de (un), o, notée encore (u,), o, telle que

u, — up dans L? (), (6.14)
u, — ug dans H' ().
Par ailleurs, la condition (6.11]) implique
o5 — 09:=0 Xo-(2) +0 xg:(¥) dans L (), (6.15)
ki — ki =k>xo-(z)+kixgs(z) dans L*(Q), (6.16)
ol nous avons noté 1~ =" (lsir% "Q5, OF = Q\Q~ (voir Figure et xo désigne la

fonction indicatrice de 'ouvert O.

Figure 6.4 — Le domaine fixe 2~ U Q"

En effet, nous avons

2 ~ 2
||0-(5_O-0||i2(Q):/ |05—00|2d95§/ lo7| d95,1+/ |05|2d95+/ lo|” dQs.5.
Q(; 95,1 Qé 96,2

Utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons

lim [ |o7|"dQs, =lim [ |0t | d%, =0,
0—0 Qs 6—0 Q5.2
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et compte tenu de

2
1552 d0 < C (5—%+€) Q5] = €% 7| — 0,
Qs 6—0

nous déduisons ([6.15]). De maniére similaire, le lecteur pourra démontrer la relations (6.16]).
Utilisant maintenant (6.14))-(6.16|), nous obtenons

n—-4o0o

0= lim as,(un,p) = /QUOVUO-VG — kguop dQ + o™ <TUUIBQ;@\BQ>H—1/2(8Q)><H1/2(8Q) ’
pour tout ¢ dans H' (Q2). Ainsi vy € H' (Q2) vérifie

div (0oVug) + k3ug = 0 dans ©,
(Ong +T)ug=0 sur 0f).

Compte tenu de la définition de I'opérateur T, la fonction ug vérifie I’équation de Helmholtz
et la condition de radiation sur tout ’espace R®. Le lemme [78| (de Rellich) assure alors
que up = 0. Afin d’obtenir la contradiction, nous allons montrer que hrf [tnll 10y = 0.

Remarquons d’abord qu’en vertu de l'unicité de la solution ug, toute la suite (uy),~,

converge vers 1y = 0 dans L? (£2). il ne reste plus qu’a démontrer que liIJIrl Vsl 20y =
n—-roo

0.

A Taide de (6.12)), nous avons

2 _ 2
IVuplfo) < R (/Q osVu,. Vi, dQ) = c/Qa(; |Vu,|” dS2
2 _
= R (an(un, Up) + /Q k3 Jun)® dQ — ot (Tunpaq, u”39>H1/2(aQ)xH1/2(aQ)) :
D’ou, en utilisant le Lemme nous déduisons
2 2 _
||vun||L2(Q) <c {% {an(un,un) + /ng un|” dQ— o <Ku"|‘99’u”|89>H—1/2(8Q)><H1/2(8§2):| } :

Comme u,, — wup=0dans L*(Q) et k} — k% dans L*(Q), nous pouvons écrire
n—-+o0 " n—+4oo

n—-+4o00

/kgn lu,|? dQ — 0.
Q
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D’autre part, puisque K est compact et u,, — 0 dans H' (), nous obtenons

<Kun|89au_n|8Q>H—l/2(aQ)><H1/2(BQ) — 0

n—-+4o0o

Par conséquent, ’hypotheése lim R [a,(un, u,)] = 0 conduit & liril VUl 2y = 0 ce

n—-+00

qui contredit ||ty || i) = 1. ®

Remarque 26 Dans la preuwve du Théoréme[24], nous avons eu besoin de la convergence
dans L* de o5 et ks. Ceci justifie I’hypothése utilisée pour démontrer et
0.10]).

Remarque 27 Dans la suite, nous supposerons que les constantes os et 7{:1; sont indépen-

dantes de §. Ce choix permettra de simplifier la présentation de l’analyse asymptotique du

probléme .



Chapitre 7
Analyse asymptotique

Ce chapitre est consacré au développement asymptotique de la solution us de (6.1]).
Nous souhaitons, en outre (Chapitre , construire un modéle pour remplacer 'effet de
la couche mince par des conditions de transmission approchées. La démarche suivie dans
la premiére partie se préte mutadis mutandis a ce probleme. Soit I' une surface régu-
liere parallele & I's ; et I's o divisant €25 en deux couches minces 15, et {15 d’épaisseurs

respectives pi1d et prd ol p; et py sont deux nombres réels strictement positifs vérifiant

p1+ pe = 1 (Voir figures et [L.3).

Figure 7.1 — Données géométriques du probleme de diffraction avec I'interface I'

1 2 . . . .
Notant uj,, 5 et uj, 5 les restrictions de uiy s sur les domaines {251 et {5 5 respective-

ment, le probléme (6.1]) est équivalent au probléme de transmission suivant :

61
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( Trouver us € H} (R?) telle que
div (J_Vug) + k%ug =0 dans €y,
div (05Vuly ) + Eguilnt’é =0 dans Qs 1,
div (55Vui2nt75) + Eguiﬁ’& =0 dans s o,
div (6TVuf) + kluf =0 dans Q,
|l fe] (Ge) — iks) (45— tine) =0,

avec les conditions de transmission

( 1 T
Usips, — Ying,8|Ts sur 151,

- — _ =~ 1
g 6“5,1“5\F5,1 - 0-58n5,1uint,6|1"5,1 sur P(S,la

1 )
uint,5|F - uint,é\f‘ sur P7
1 _ 2
anuint,éﬂ‘ = 8nuint,6|l" sur I,
2 o+
Uint 5[T5., = Us|Ds 5 sur I's o,

~ 2 _ 4 +
\ U6ans,z“int,5|r5,2 =0 8n6,2u5|1ﬂ6,2 sur I'5 2,

Ol Oy ;, On €t On;,

n,n;; et ngp al',I's; et I'sy respectivement (Voir figure et .
B

Soit vy, une fonction dans H'(€s). Rappelons que v,
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désignent les dérivées dans la direction des vecteurs unitaires normaux

désigne sa restriction au do-

maines {25 5. Multipliant les équations (7.2) et (7.3)) par des fonctions tests v}, et v2, assez
régulieres, intégrant sur {5, et 52 et utilisant (7.7)), (7.7), (7.11)) et la formule de Green,

nous obtenons

- - 1

<o 8n5,1u5|r5’17vim\r571 > H-1/2(Tg 1) x HY/2(Ds 1)
+ + 2

- <o a“(5,2u(5|1“(;,2’ Yint|T5 >H—1/2(F5,2)><H1/2(T5,2)

~ 1 1 7.2 1 1
+ 05 Vuint,é’vv' dQ5,1 - k& / Uing,sVint dQ(S,l
Qs .1

int
Q51

int

~ 2 2 7.2 2 2
+ 05 Vg, 5V dQs.o — ks / Uing 5 Vint dQso = 0.
Q5.2

Qs 2

(7.12)

Compte tenu du changement d’échelle dans la couche mince €25 et des formules (2.9)) et
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([2.10]), nous déduisons

1
<0 8115 1u5\1“5’1 © (I)l(m7 _1)7 Ui[n}t(mv _1) ZH-1/2(Dx{—1})xH'/2(Dx{-1})

2
— < U+an5 2“;\1“ o ©y(m, 1):“1[111(77% 1) > H-1/2(Dx{1})x H/2(Dx{1})

2
+ Z |:5agﬁ < l[ft 00 1nt> +5bﬁ] < 1nt57vl[§t]>:| = 07 (713)
B=1
ou les formes bilinéaires a([sﬁ ] (.,.) et bgﬁ } (.,.) (8 =1,2) sont définies par

agﬁ] (u[ﬁ} [5]) — gépﬁ /QB J(;EVFU[/B}.VF'UW] det ngg dFdS/g

+ 5519515_2/ 8sﬁu[6]8sﬁv[m det Js g dl'dsp, (7.14)
08
vul®l w8l e H1(QF) et
bgm (u[m,v[ﬂ]) = —%gpg/ ulPlul det J5 5 dDdsg, , Yul? olP € L2(QF). (7.15)
0f

Les résultats classiques de régularité des solutions de problémes elliptiques (cf. e.g., [3])

assurent que la trace de us sur I's 5 est de classe C*°. L’équation ((7.13)) devient

/ o ana 1 7%ext,8|T5 1 © (I)l(mv _1)Ui[$]t(ma _1) det(I - pl&R) dr’
r

~ /F 0 Oy 1y © P2, 1) (m, 1) det(I + po0R)

2
3 ol (o)t (2, 2] =0 7.16)
p=1

ceci constitue le point de départ de notre analyse asymptotique.

Remarque 28 Afin d’éviter une écriture trop lourde, nous avons inclus, dans la seconde

partie de ce mémoire, la constante o5 dans la définition de agm ().)-
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Q

. T

Figure 7.2 — Le domaine fixe Q- U Q"

7.1 Hiérarchie d’équations variationnelles

Ici encore, nous considérons deux types de développements asymptotiques. Un externe

correspondant au développement de u}t et donné par ’ansatz

{u(szuo_i_(sul_i_...’dansﬂga (717)

uf =ud +ouf +---, dans Qf,
ol les termes v (n € N) sont indépendants de &, définis sur Q*F (Voir [7.2) et vérifient

div (o~ Vu, ) + kru, =
div (ctVul) + klu) =
lim |ZL’| (am — Zl{?+> U: - 50 nuinc) = 07

|z| =00

dans 27,
dans Q7 (7.18)

et un interne correspondant au développement de uﬁt s exprimée en coordonnées curvi-
lignes (m, s3) et donné par

“gm,a 0Py = ul[fl(s = ul) ot 5“1[51,1 + -+, dans QB, (7.19)

int,

(8]

int,n?

ou les termes u n € N, sont indépendants de ¢.
De maniere analogue, a celle de la premiere partie, nous déterminerons une hiérarchie

d’équations variationnelles qui nous permettra de calculer les termes des développements
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asymptotiques (7.17)) et (7.19) a tout ordre. En utilisant le développement de Taylor en

la variable normale 75, nous obtenons

(Z 5”un> o ®1(m, —1) = ugp + 6(uyp — proatgp) + -, (7.20)
n>0
(Z 5”3n6,1u;n5,1> o®y(m,—1) = Onugp + 5(8nu1_|F - plﬁﬁuo_‘r) +oe (7.21)
n>0
(Z 5”u:{> o ®y(m, 1) = U(J)FIF + 5(uf|r + pgﬁnuar) + e (7.22)
n>0
(Z 0" Oy Un s ) o ®y(m, 1) = 0y “0\1“ + (5(8nu1|r —i—p282u0|r) + e (7.23)
n>0

D’ou, les conditions et (7.10) deviennent

2
g + (U + padugy) + - =iy g Uy (7.24)
_ _ _ 1 1
Ugr + 5(u1\r - planuo\r) : ul[n]t Osi=—1 1 6ul[n]t Alsi=——1 T (7.25)
De et - nous avons
(1] [2]
uint,0|51 =0 + 5u1nt ,1/s1=0 +- = Ugpg ,0[s2=0 + 5u1nt ,1|s2=0 +- (726)

D’autre part, de (12.8)) nous déduisons

/Faﬁnmuémy1 o & (m, —1)vi[1111(m, —1)det(I — p1oR) dl’
— /0‘ [&mar + 4 (anuﬂr — plaﬁuar — 2p17'((9nu6|r>
r
1
+ 6 <anu2|r —plaﬁuur + ]916?3umF 2])17-((9nuiF

+ 2P HOPugy + pf/canuglr) ¥ } ol (m, —1) dr, (7.27)

nt
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et
/F 0" gy udip,  © Da(m, Doyl (m, 1) det (I + podR) dI
— /FUJr [(%uar +0 (anuf\r + pgaiuar + 2p2H8nuaF>
+ & (&,uQF +p282u1‘r + %p%@%mr + 2psHO, uur
Uing

+ 2p§H82uo|F—|—p21C8nu0|F) : } 2 (m, 1) dT. (7.28)

Il ne reste plus qu’a déterminer un développement de a; 5] (.,.) et b([;ﬁ ] (.,.) en fonction de

d. Un raisonnement similaire & celui du Chapitre [3] conduit &

all () =62aly+ 0" 1a[152+(a£@+a01)+6a11+ ol e (), (7.29)

ou les formes bilinéaires agf } sont indépendantes de d et sont données par
a([ﬂ (u[ﬁ],v[m) = /QB p;&gasﬁu[ﬁlasﬁv[ﬁl dldsg, (7.30)
a[f]z (u[ﬁ],v[m) = /96 205Hsp 85511[5]8%1)[5} dl'dsg, (7.31)
a[ﬂ (u[ﬁ],v[m) = / pﬁa(gleﬁa ul 6551)[5] dl'dsg, (7.32)
a([f]l (u[ﬁ],v[m) = /Q/s pposVul® Vol dldsg, (7.33)
a[f]l (u[ﬁ],v[m) = /96 2p505s5 (HI — R) Virul Vol dldsg, (7.34)
agy (ul? ol = /Q 5 pi5s (KI — 4HR + 3R?) 3V rull. Vil dldsg, (7.35)
aLﬁll’l (u[ﬁ],v[m) = / phos [((n—2)KR"> — (n — 1) 2HR"?
+n R (—s5)" " Vrul .Vl aldsg, n > 3. (7.36)

La forme bilinéaire 7 ](5 .) est le reste du développement |D et est donnée par

riB (bl Py = / G5 (B +2HBy15 + KBy26) siVrul® . VrolldDdsg,
OB
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avec
B, (—R)" (nJ5 5+ J;55) sin >0,
" J(;g sinon.

La forme b([;ﬁ ](., .) admet le développement

B ) =0 ) el (L) e, (7.37)
ou
B (), wl9) 1= /Q 5 —pel2ulol® drds, (7.38)
b[lﬁ] (u[B],v[m) = /QB —p%%?QsﬁHu[ﬁ]v[m dl'dsg, (7.39)
b[f] (u[ﬁ],v[m) = /96 —p;}k sﬁlCu vl? dTdsg. (7.40)

Enfin, en reportant dans (7.16]) les expressions (7.19)), (7.27)-(7.29) et (7.37)), nous obte-

nons, par identification des termes de méme puissance en ¢, les équations

ol (4l o02) + 2, (2 ) =0 7.4

B B
[ tngeal m. 1) dr+z[ } (o) 4 ol (w02 ]

- / 0" OnOutigpvias (m, 1) dT =0, (7.42)
T

int

pour toute fonction v/’ dans H' (I5; L2(T)) telle que v (1, 0) = v (., 0), et

int

o [—2p1H8nug|r + Ontiyp — plaiua‘r] vl[i]t (m,—1) dI'

B B B B B B B B B B
b3 [l (ol ) + (alf ) o) (g, 02) 4 o) (002
1

o [2p2H0HUO|F + 8nu1|r + p282u0|r} l[i]t (m,1) dI' =0, (7.43)

|
S~ Me 5~
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/Fa [pflCanua‘F —2mH (&,uir - plaﬁualr> + 8nu2"1,
— i+ 0] ol 1) ar 4 z [} (.02
+ ol (ool (aBd+ o]+ o) (u ffl,pvi[fﬂ) + (ol + o) (ul ool
- /F P3O + 2 H (a i+ P20y ) + Ontie

+  paORufy + p233u0|r1 v (m,1) dr =0, (7.44)

/U nun\[‘ ) :| lnt _1 dr+z |: < Uing,n+1> 1[53> +a[m ( Eﬂ,n’vl[fg>
r
() (o) (o) (o) (o507 (o)

+ ayi]l,l <u1[ﬂn—zavl[fg>] - / ot [anujﬂr + - } Ul[rzl]t (m,1) dI' =0, n > 4, (7.45)
r

=4

Q

pour toute fonction ’U[Bt dans H' (T x Iy) telle que vl[nl (,,0) = vl[z]t (.,0).

Remarque 29 A la différence de la premiére partie, le second membre de est nul.

Ceci mous a amené a utiliser directement sans passer par des relations de type

(3.11) et (3.19).

7.2 Calcul des premiers termes

Nous nous proposons dans ce paragraphe de déterminer les deux premiers termes des
développements (7.17) et (7.19)). Par ailleurs, vu la similitude avec le § , nous nous

contentons, dans les sous-paragraphes et [7.2.2], d’énoncer les résultats sans démons-

tration. Aussi, & 'instar de la premiére partie, nous commencerons par un théoréme jus-
tifiant l'existence, I'unicité et la régularité des termes des développements asymptotiques.
(QF) defini par (cf. [54])

Introduisant 1’espace fonctionnel H}.

H, () :={ueD (Q7) /ue H (2" NK) pour tout compact K C R*},

et rappelant que Of = Q\F ol 2 est un ouvert borné de R? contenant Q= (voir ,
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nous avouns le

Théoréme 30 Si h € H'/?(T) et ¢ € H-'/2(T), alors le probléme

( div(c-VU )+ kU =0 dans Q7
div (c*VUT) + E2UT =0 dans QF,
Up—Ufp="h sur T, (7.46)
0 OnUpp — 0+8nU|J1£ = sur I,
lim |z| (O, —iky) UT =0,

\ |z|—+o0

admet une solution unique (U~,U") in H' (Q7) x H}.

k>1,sihe HY2(T), ¢ € H32(T) et T U N est Ck-continue, alors il existe une

constante cy, telle que

(W) De plus, pour tout entier

HU_”H’G(Q*) + HU+||H:@(§+) < Gk (HhHH’V*l/?(F) + HCHH’V*?’/?(F)) : (7.47)

Preuve. L’existence et I'unicité de la solution (U~,U™) de sont obtenues par des
arguments, similaires a ceux utilisés dans la preuve des théoreémes [22] et [23] basés sur
lalternative de Fredholm sous sa forme variationnelle (voir Corollaire et sur le lemme
de Rellich. La régularité de la solution (U~, U*) ainsi que ’estimation découlent de
la méme maniere que celle de la démonstration du Théoréme [9] en utilisant le Théoréme
n

7.2.1 Termes d’ordre 0

Rappelant que o et ky sont deux fonctions réguliéres par morceaux définies par

oo(x) =

s ki(x) =
o sizeN, (@)

ot sixeQt, 9
K2 sizeQ,

{k‘i sixz et

et posant

u, dans 27,
Uy =
u,  dans Q7

le terme d’ordre 0 du développement externe ([7.17)) vérifie le probléme

div (coVug) + kdug =0 dans R3,

|z|—+o0

(7.48)
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A partir duquel, nous définissons le premier terme du développement interne ([7.19)) donné
par
B _
ui[nl,0<m7 sg) = Ugp = uarv V(m, sg) € 07 (7.49)

Notons que ug n’est rien d’autre que la solution du probléme initial sans la couche mince.

7.2.2 Termes d’ordre 1

Le terme d’ordre 1 du champ lointain est obtenu en résolvant le probleme

div (0~ Vuy) + k2uy =0 dans Q~,
div (c"Vul) + kiuf =0 dans Q7
lim  |z] (84 — iks) uf =0,

|| —+o0

avec les conditions de transmission sur 'interface I

ufr =pi(l— 0_5(;1)8nu(7|F + pa(l — a+5§1)8nu3r|r, (7.50)

Uy p = Uy

J_E)nul_w — J+8nuIL‘F = (05 — J_)Apuglr + po(0s — O'+)AFU8_‘F

+ (75; e ) Uy + Do (7%? - ki) e (7.51)
et le terme d’ordre 1 du champ proche, quant a lui, est donné par

! 1(m, 51) = upp +p1 [(s1+ 1)o7, " —1] Ontigp, V(m,s1) € Q,

int,

et
Wl (m, sy) = ufip +p2 [(s2 - Dote, " +1] Ontigyp, V(m, s2) € Q%

int,

Remarque 31 Pour obtenir les conditions de transmission et , MOUS avons
fait appel a Uidentité [38, p. 75]

Au = Aru + 2HOqu + 02u.

Remarque 32 Dans le chapitre suivant, nous utiliserons les conditions (7.5() et (7.51)
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sous la forme équivalente

+~ - —~1
~ 4 _ P1070s+pe0 050 0 Cn P
Upp — Ujp = ——— o anuo‘F +0o anuw ,

| _
0 On u1|1“ o 6nu1‘F = 3 (05 — P10 — Pao ) (AFUO‘F + ApuO‘F>
1/~ _
+ 5 (kg _plkz _kai> <u0‘p + U(J)r|1“) ’
qui est mieux adaptée pour montrer l’existence et l'unicité de la solution du probléme

approché.

7.3 Justification du développement asymptotique

Dans ce paragraphe, nous établissons une estimation de I’erreur commise en tronquant

les séries (7.17) et (7.19) & un nombre finis de termes. Par ailleurs, et afin d’éviter les

redondances, nous laisserons au lecteur le soin de démontrer I'existence et 1'unicité des
suites (uji) et (u.[ﬁ ] «), 7 € N. La démonstration est similaire a celle du Théoreme

int,j

Soit n € N, posons ﬁ; = Q—F\Qg’g,

25] u; +(n : Z(Sju et umté'—ch Uint 5 (7.52)

O Uint ji0; 5 () = Uy, 5 (%) := iy ;(m, Fs5) 1= wy) ;(m, 85), Y = Bg(m, 55) € Dy .

Théoréme 33 (de convergence) Pour tout entier positif n, il existe une constante c

indépendante de 0, telle que

Hug — ué_’(n) < o,

+,(n
+_“5() H1(§+ <
y

Ve ’ u

n
Hintd = inio | g1 g, H
S

H1(95)

,n

Preuve. Rappelons que 75", r5 et 77, ; sont les restes d’ordres n définis comme la

int

différence entre les solutions exactes uy , uy 5 » Wint,s €t les séries tronquées 1) et as(.,.)
la forme bilinéaire défini sur H(Q2) x H'(Q) par

as (’LL, U) = / JgVU.V@ - k;guﬂ ds) + 0+ <TU|BQ’@|BQ>H*1/2(BQ)><H1/2(BQ) .
Q
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Nous introduisons 7§, le reste d’ordre n, défini sur {2 par

+.n + +,(n)

Té\Qj;t =Ts = Us — Ug » 75105 *= Tint,6 - Uint,6 — Ujpg g

En suivant une démarche similaire a celle de la démonstration du Théoréme [I7, nous

aboutissons a
‘aé (7"? - PRELXQ(V U)‘ < co™ 2 ||U||H1(Q) , Yo € HI(Q)a

ou PRY est le relevement de RQ,B\F(;B sur €5 (voir Proposition . Compte tenu du
Théoreme |25 (de Stabilité), nous obtenons

s gy + W7 = PRy + s gy < %

Le Théoréme B3] s’en déduit. m



Chapitre 8

Conditions de transmission

approchées

Dans ce paragraphe, nous chercherons & construire un modele approché dont la so-
lution U” est une approximation du champ lointain (c’est-a-dire, une approximation de
la solution us en dehors de la couche mince) et a partir duquel nous déduisons une ap-
proximation de us; sur R® tout entier avec un taux de convergence en O ((52). Comme
dans la premiére partie, nous commencerons par introduire le probléme vérifié par le dé-
veloppement asymptotique tronqué Z/lf:o & ujc et négliger ensuite tous les termes d’ordre
2 en ¢§. L’originalité de cette partie par rapport a la précédente consiste en le choix de la
position de la surface I'. En effet, nous montrerons que, dans ce cas, nous pouvons déter-
miner un nombre infini de position de I" permettant de démontrer ’existence et 'unicité
de la solution Ug”; contrairement & la premieére partie ou l'existence et I'unicité de la
solution étaient conditionnées par une seule position de la surface I' et par ’alternative
de Fredholm.

Tronquant les séries définissant les développements asymptotiques en ne conservant

que les deux premiers termes, nous obtenons

a
uf ~ulW = ui + uf dans QF,
-1 _ _ _
Ug zué()::uo + du; dans €y,

1
Uint,5 = uint,§ ‘= Uint,0 + (Suinhl dans Qéa

73
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i.e.
1 1,01 1,0 1,(1
ui(n2,5|Q5,1 (:L‘) = uinE,g (‘T) = uing,g (m’ 581) = ul[n]t((s)(m7 51)
= Ugp + ) <uf|r + 1 [(31 + 1)0’55_1 — 1} an“(;u“) ,
Ve = <I>1(m, 51) € Qg 1, (81)
1 2,(1 2,(1 2
ui(nt),6|§2572 (I) = uln‘E (5)(‘1‘) = ulng (S)(m 582) = ul[n]t(é)<m7 SQ)
Vo = Oy(m, s2) € Q5. (8.2)
Le développement asymptotique tronqué du champ lointain (ug (1) ? (1)> résout le pro-
bléme suivant
( div U*Vug’(l) + k2u _’(1) =0 dans 7,
div U+Vu+’(1) +i2u W =0 dans O+,
u;ﬁp) 5|r =0A ( u5 D) ) — 6% sur I, (8.3)
0*8HU5|F(1) —oto u(;r(l =0B <u5_ u5 ) —6%ps sur T,
lim |z| (8|I| — zk+) (u;’(l) — Umc> =0,
\ [z[—+o0
avec
+5 + 5. _ 57—t
A(u,v) = pio 95 21730;16 77 (07 Onyr + 0 Oaupr)
o-otog
1
B(u,v) = 5 (06 —pio — p20+) (AFU\F + AFU|F)
+ 2 (I% — pik? —p2k’i) (U\F + U|F) ;
+= - -gT
P10 05+ P00 05 —0 O _ _
£5 = p—— (O’ Onttyp + 0+8nuf|r) :
ps = = (0s—pro” —paot) (AFUI_IP + AFuirll“)

N~ DN =

(Eg — k2 — Mi) (ul_w + U;F) .
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Une approximation de la solution en dehors de la couche mince est alors donnée par

uy P dans QF,

ap ._
Ug¥ = ~ap B
ugs ™" dans 7,

ou Uy? est solution de |) en négligeant tous les termes en O (52). Nous obtenons, comme

dans la premiére partie, un probléme noté (Qg”) défini par

div (07 Vug ™) + k2ug; " =0 dans Q™

div (0 Vu ) + k2ui ™ = dans QF, (8.4)
| |hm |I’ (3‘$| - Zk+) ('Ulgr’ap - uinc) = 07

x|—-+00

avec des conditions de transmission de type Ventcel sur la surface I'

4= —= -+
(oap _ g ap _ gPLO 05 T P20 05 =0 0
5|0 s

— —,a +,a
p——— (a Ontigp” + a+(9nu6|rp) . (85)

o - L. _ _
a 3nu5|ifp - 0+3nu(—;|ifp = (55 (05 — p1o~ — pao™) (Apu(;‘;lp + Aru;“'ifp>

1/~ —,a; a
+(5§ <k§ — pik? — mki) (u75|’Fp + u;rlfp> . (8.6)

8.1 Existence et unicité

Nous donnerons, dans ce paragraphe, un résultat d’existence et d’unicité de la solution
) )
de (Q%). Nous étudierons séparément deux cas: nous commencerons par le cas général
4 ) p
P10 05+ peo 05— o # 0 et nous terminerons par le cas particulier pyotos+p.oTos—

oot =0.
1" cas : p1oT0s+po s — 0o 0T #0
Pour démontrer 'unicité de la solution Ug*, nous introduisons 'opérateur de DtN T~

défini de H'/*(T") dans H~/*(T") par T~ := 0~ pujp,, ot u~ est solution du probléme

Trouver u~ € HY(Q7),
div(c~Vu~)+ k2w~ =0 dans Q, (8.7)

Up = ¢ sur I'.
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L’opérateur T~ est pseudo-différentiel d’ordre 1 (cf. e.g., [7), [49]), il est, par conséquent,
linéaire continu de H*(I") dans H*~1(T"), pour tout s € R (voir Théoréme [76)).

Remarque 34 [l est bien connu (cf. [38]) que la fonction u~ n’est définie de maniére
unique que si la constante k* /o~ n’est pas valeur propre de lopérateur (—A, H}(27)).
Mais comme le spectre de cet opérateur est réel discret, nous ferons par conséquent ’hy-
pothése que le probléme est bien posé.

Dans le cas ot )~ est la boule unité de frontiére S, la solution du probléme de Dirichlet
est donnée, en fonction des coordonnées sphériques (r,0,9), par (cf. [38]) :

= (r,0,9) ZZUZ < >Ym(019)

()

ot ji, | € N, sont les fonctions de Bessel sphériques usuelles,
ut = / 0 (0,9)Y,"(6,9)dS
s

et ", =l < m < [, sont les harmoniques sphériques. Il est clair que u~ n’est dé-
finie que si \57;— n'est pas un zéro d’une des fonctions de Bessel sphériques. Cette ra-
cine induit d’ailleurs evactement la valeur propre du Laplacien —k?* /o~ avec condition

de Dirichlet sur la sphére unité, de multiplicité 2l + 1, dont les fonctions propres sont
jl(r )Ym(e 9), m=—1al.

Théoréme 35 Sous les hypothéses

3 (753 _ plki) >0, (8.8)

1 207050~
As1 = = — — T7), 8.9
ot dp10tos+peo—05s —0 0" o ( ) (8.9)

le probleme (Q5") admet au plus une solution.

Preuve. Considérons le probléme homogeéne associé a (Q5") :

div (6~ Vuy ™) + kK ug " = 0 dans Q7 (8.10)
div (6TVug ") + kiqu’ap =0 dans QF, (8.11)
lim |z| (O — iky) ui ™ =0,

|| =00



CHAPITRE 8. CONDITIONS DE TRANSMISSION APPROCHEES 7

avec les conditions de transmission sur la surface I'

i~ _~ -
P Pt ¥ + P20 05— 0 0
ST ST T

+
— —,ap + +7a/p
S p——— <O’ 8nu5‘r +o anué‘r ),

J‘@nuaifp — a+8nu;r|ifp = 5% (05 — p1o~ —pao™) <Apug|iflp + Arud"ﬂp> (8.12)

0% (R = ik = pak ) (g + )

Les résultats classiques sur la régularité des systémes elliptiques (cf. [3]) montrent que
u}t’ap eC>® (m) Soient Bg la boule de centre O et de rayon R assez grand pour enclore
Q7 et Qg le domaine de R? défini par Qr := Br N Q. Multipliant les équations (8.10)) et

8.11)) par u; ™" et u, “P respectivement, intégrant sur Bp, et utilisant la formule de Green,

nous obtenons

a—/ |V |* do- —ki/ |uy?|” dQ—+a+/ [Vu | dog
- Q- QR

2 2
_ki/ ’u;@p‘z dQR—i-")/l/ ()uai_?p ) dl’
Qg r

+,ap
+ ‘uau“

1 ~ — —,Q, [¢) 2
+5Z (05 — D10 —p20+)/ ‘Vpu&’rp%—vpu(;fp dl’
r

w2, [ R (i) ar = ot [ oninaE dsn, (5.13)

r Sk

ou ~
L 0’0*55 k’g — plk‘z — pgki
T (p107Gs + po~G5s —o o) 4 ’
o o ot os 57{:? — p1k? — pok?
T2 (p1otos +po~G5 — 0 07) 4 ’

et Sk désigne la spheére de centre O et de rayon R. D’ou, en prenant la partie imaginaire

de (8.13) et en utilisant ({8.8]), nous avons
Cx +,ap, +,ap
R (/ ORUs 5, Us|'s,, dSR) <0. (8.14)
Sr

A Paide de la démonstration calquée sur celle du Théoréme [22] nous déduisons

uj{’ap =0 sur Q.
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Le probléme (8.11))-(8.12) se réduit donc & trouver u; P vérifiant

;

div (07 Vuy ") + k2u; ™ =0 dans O,
_ ot0s+poos—0 0" _
u5|’rap — (5p1 i p2+~ d Onué‘i?p sur I,
B 20%0; B (8.15)
cf@nué‘i?p = 5% (0s —pro~ —pao™) Arua‘i:lp
+03 (kg — pik? — mki) ugﬁ?p sur I" .
\
L’équation
4+~ - -1
—a P10 05+ P20 0s —0 O —a
uwp =0 8nu6|rp,

20+55
implique
(T~ = Xs1l) ¢ =0,

ol ¢~ est la trace de u; " sur la surface I'. Compte tenu de , il découle que u; " =0
sur I'. Par conséquent, u; =0 sur Q. =

Pour montrer Iexistence de la solution (u; ", uy P ), nous introduisons 'opérateur de

DN 7 défini de H'/?(T') dans H~'/2(T") par T*¢) := —o*dpu;h, ot u' est la solution de

;

Trouwver u* € HE (QF),
div (c*Vu) + Eiut =0 dans Q7
u} =1 sur T,
lim  |z] (94 — iks) ut = 0.
([ |zl—=4o0

L’opérateur T est aussi pseudo-différentiel d’ordre 1 (cf. e.g., [7,[49]). Le probleme (Q3")

est alors équivalent au systéme
(T_ - )\5,1]) w — (T+ - )\5,1]) x=gq (8.16)
1
T w+T - 55 (55 —pio — p20+) (Arw + Arse)

1 /-
—55 (k§ — ik —mki) (w+ ) = —g, (8.17)

ou

q:= —0+anumc\1“ - T+um0\1“ cC” <F) ’
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w et s désignent respectivement la trace de u; et de uj® sur la surface I'. Compte
tenu de (8.9), T~ — A5 11 est inversible. Posons

1

K5 = (T" = Xsal) . (8.18)
Evidemment, K5 est un OUD d’ordre —1. D’ou, de (8.16)), nous déduisons
w = K5 (T+ — /\5’1]) » + K(;g.

Ainsi, le systéme (8.16])-(8.17)) est équivalent a I’équation au bord

A(g% = Bg% - )\5,2AFK§ (T+ + 1 — 2)\5,11) = 9,

ou 1
)\572 = 55 (55 — p1<7_ - p20+) s
0 = —g — T_K(;g + )\5,2AI‘K§Q + )\6,3[(597
Bs = T KsT" — MaT Ks+ T — NssKsTH + Ns3As1Ks — sl

1 /~
As3 = 55 (k? — pik? —p2/€i> )
Pour établir un résultat d’existence de la solution, démontrons la proposition suivante.

Proposition 36 Pour tout entier k dans N, lopérateur As défini de H**'/2(T) dans
H*=3/2(T) est de Fredholn{l| d’indice 0.

Preuve. Soit k € N. Comme 7~ et T sont des OUD d’ordre 1, ils envoient donc H*(T")
dans H*1(T'). Par ailleurs, K; est aussi un O¥UD d’ordre —1, il envoie H* (I") dans
H**1(T). Par conséquent Bs envoie H*(T') dans H*'(T'). Or linjection de H*~1(T')
dans H*2 (T') est compacte, il en découle que I'opérateur As défini de H**1/2 (') dans
H*=3/2(T') est une perturbation compacte de A\s 2 Ar K (TF + T~ — 2)s11). Ainsi, puisque
Ar est de Fredholm d’indice 0, il découle, compte tenu de la Proposition [60, que pour
montrer que As est d’indice 0, il suffit de montrer que T 4+ T~ — 2511 est inversible.

Soit I’équation

(TT+T" —2X\10) p =9, v € HF2(D), ke N. (8.19)

1Voir Annexe
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Utilisant la définition des opérateurs T+ et T, I'équation (8.19) est équivalente au pro-

bléme

[ div(e=VV7) + K2V =0 dans Q)
div (ctVVH) + ELVT =0 dans QF,
¢ Ve = Ve =0 sur I (8.20)

0" 0nVp — U+8nV‘1JI =2X\51Vp +¢ swr T
lim |z] (94 — iky) VT =0,

\ [z]—+o0

ou p = V|1? = V‘ff . Une démonstration similaire & celle des Théorémes , et [30| montre
que, pour tout k dans N, si ¢ € H*/2(T"), alors le probléme admet une unique
solution (V=, V*) dans H** (Q7) x HE™* (QF) et donc une unique trace ¢ € H*/2(T).
Par conséquent, 'opérateur T+ + T~ — 25,1, défini de H*+'/2(T") dans H*~1/2(T"), est
inversible, il est donc de Fredholm d’indice 0. Comme les opérateurs Ar et Kj sont de
Fredholm d’indice 0, Popérateur \soApKs (TF + T~ — 2X;11) défini de H*+Y/2 (') dans
H*=3/2(T) est lui méme de Fredholm d’indice 0. Par conséquent As, étant une perturbation
compacte de A\s2ArKs (T + T~ —2Xs11), est aussi de Fredholm d’indice 0. =

Théoréme 37 Sous les hypothéses du Théoréme le probléme (Q5") admet une unique
solution (uy ", u;i*"?) dans H*' (Q7) x HTH (QF), Vk € N.

loc

Preuve. En vertu de la Proposition 'unicité de la solution de (Qj") implique son
existence. Ainsi, du Théoréme [35], nous déduisons, que pour tout k£ dans N, il existe une
unique solution (uy“’, u;**?) dans H**' (Q7) x HiM' (QF). =

loc

2°M€ cas : p10T 05+ pao 0 —o ot =0

Dans le cas ou les constantes positives ot, o5 et o~ vérifient 0~ < g5 < ot ou
0T < 05 < 0, nous pouvons, comme dans la premiére partie, choisir p; et p, de sorte que
la solution de (Q3") soit continue & travers la surface I'. En effet, en posant dans (8.5)

P10 05+ peo 05— 0 ot =0,

nous obtenons N

. ot (ogs—o07)
= ———— € = .
b1 D2 Zs (0t —o-)
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Ceci est valable uniquement si 0~ < 05 < 0" ou 0" < 05 < o~ . Les conditions de
transmission (8.5)) et deviennent

p
—,ap +,ap __
y — 07

Usp — Ugpp L L

U—(gnuaigp _ U+anu;r|,rap _ 5(0 — 051(0 - Ué)AFu;rli:zp
~ Os
oski(ot —07)—o k% (0" —05) — otk (05 —07)

os (ot —o07)

u+7ap

+4 ST -

\

Compte tenu de la définition des opérateurs de DtN T~ et T, le probléme (Q5") est

équivalent alors & I’équation au bord

’0\'/50'7 ’(\)'/50'+

A = —A T T
‘“” I I R T G I o
N o k% (ot —0s)+ 0Tk} (65 —07) — Gsk2 (o — U*)w
(0t —05) (0= —0ds) (0T —07)
+5 +~
= 7 % 8nuinc|1" + 7 % T+uinc|1" sur F7

(5(0’+—&5)(0_—55) 5(0’+—55)(0_—55)

ol w est la trace de uy ™ sur la surface I'. Comme dans le paragraphe précédent, 'existence
et Punicité de la solution de (Q5") sont obtenues en utilisant la théorie de opérateurs de

Fredholm. L’avantage ici, est que nous n’aurons plus besoin de . Seule la condition

(8.8) suffit.

8.2 Estimation de ’erreur

Nous terminons cette partie avec I'estimation de I’erreur en solution, entre le probléme

exact (6.1]) et le modele approché dont la solution ug” est définie sur R?® par

—,ap -
U dans €y,

ap ap
ug’ = Q4 U s dans €5,

+,ap +
Ug dans €y,
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ol ujy 5 est obtenu a partir de (8.1) et (8.2) en ajoutant et en retranchant un terme

d’ordre 2 en 4. Ce qui conduit &

17 . 1 b
ui(lli,§|ﬂ(;71<x) = uin(tlfS (z) = ui[n]t,(;p(m7 s1)

= u(s_‘i?p + dpy [(31 + 1)0‘55_1 — 1} 8nu5_‘i?p, Vo = ®1(m,s1) € Qs1,

27 . 2 K
u?ft,ém(;g (l’) = uin(tl,:%(x) = ui[n}t,(gp (m’ 82)
= u;’rap + 0pa [(32 — Dot + 1} 8nug‘ifp, Vo = ®y(m, s9) € Qsa.

Théoréme 38 Il existe une constante ¢ indépendante de o telle que

B B,ap
uint,& - uint,&

H1<Q(;,5)

2
s =5 gy + 872X
B=1
+ Hu; — ugr’“PHHl(ﬁg_) < 6(52.

Pour démontrer le Théoréme B8 nous avons besoin d’un résultat de stabilité. Soient

H' (Q) lespace de Hilbert défini par :
H (Q) := {v = (v ,v") e H' () x H' (ﬁ*)},
muni de la norme naturelle et bs (., .) la forme bilinéaire définie H' () x H! (92) par :

bs (u,v) = o~ Vu .Vu~ dQ™ — k%/ w v dQ
o-

+ 0+/~ Vut. Vot dﬁ*—ki[ U Vogy AT
)

Ot

1
_ 5)\5?1/ (UI_F — u}) (U‘} — Uﬁi) dl’
r

+ ot <Tu+ v+> .
100 71092 [ 17290 x H1/2 (002)

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 39 1) Pour toute forme linéaire hs dans (H' (Q)), il existe une constante positive

¢ indépendante de § telle que la solution du probléme variationnel

Find us € H' (), Yv € H' (Q),
b5 (U5, U) = h5 (U) >
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satisfait o l’estimation
HUJHHI(Q) < Hh5||(H1(Q))/ : (8.21)

2) De plus, si p1otos+ peo~ 05 — o 0 <0, nous avons

||U6||H1(Q) <c ||h6||(H1(Q))’ : (8:22)
Preuve. 1) L’estimation de stabilité est établie en démontrant I'inégalité suivante

1/2 sup |bs(us, v)]

[l g1 gy < 0™ :
HH®) veH1(Q) ||U||H1(Q)

Pour ce faire, raisonnons par 'absurde. Supposons qu’il existe deux suites (d,), -, et

(uén)n207 (nOtée (un)nzo) te].les que

=1, VneNet lim sup |bs, (un, @) =0. (8.23)

]Hll(Q) n—-+0o0o H‘P”Hl(ﬂ):l

lim 6, =0, H\/Sun

n—-+o0o

Il existe alors une sous-suite de (\/5%) , notée encore (\/5%)

, telle que
0

n>0 n>

{ V/ou, — ug dans L2 (Q), (8.24)

Vou, — uy dans H' (Q).

Par ailleurs, pour tout v dans C>(Q-) x C*(€+), nous avons

: 1 - + — +
n1—1>I—|I—1c>o 5\/5)\5,1/F (umr — un|F) (vlF — U‘F) dI’
=  lim [a VoV, Vo~ d — k2 | VeuTv dQ”
.

n—-+o00 0-
+ ot [ Vevui Vet dt — k2 | Voulot dQt
Qt Qt

— Vobs (up,v) + 0" <\/<_5Tu::|m, ’U‘ag>

H1/2(8Q)><H1/2(8Q):|

= o0 Vug Vo~ d)™ — k2/ Uy v~ dQY
o-

+ ot [ Vul Vot dQt — k2 /N ugvt dt
O+

o
+ + o+

+ o <Tu v > )

01022 T10L /' 1 —1/2(90) x H1/2 (96
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Le terme de droite étant indépendant de 9, il découle que
VA (u_ . ) (v_ - v+> dl = O (1), Yo € C®( ) x C°(Qr),  (8.25)
2 4,1 . n|T n|T T T - ) ) :

et par densité de C®(Q-) x C“’(Q*) dans H' (2), nous déduisons que 1'égalité est vraie

pour tout v dans H' (). Posons v = 1, nous obtenons
|
+

Par conséquent u; = ug sur I' et , pour tout v dans H' (), nous avons

. < o', (8.26)

-
n|T un\F

lim V6bs (u,v) = 0’/ Vu, . Vv~ dQ—k%/ ug v dQ”

n—-+0o0o
+ ot | Vul Vot dQt — k2 / uvt dt
Q+ Q+
+ + _
+ o <Tu0|89’U|aQ>H—1/2(aQ)xH1/2(aQ) =0. (8.27)

Compte tenu du Théoréme[30] le probléme : Trouver ug dans H' (Q) vérifiant (8.27), Vv €
H*' (Q), est bien-posé. Ceci conduit & ug = 0. Afin d’obtenir la contradiction, nous allons
= 0. Remarquons d’abord qu’en vertu de 'unicité

H(Q)
de la solution ug, toute la suite converge vers uy = 0 dans L? (). Il ne reste plus qu’a

montrer que lim,, . H\/gun

démontrer que lim,, . H\/SVun .
L

S o< (a—/ |Vu,, | dQ—+o+/ [Vurt|* dﬁ*)
L2(Q) Q- aQ+

= R (5b5(un,u—n)+k3/ 8 Juy | dQ+ki[ §ut|® dor
O+
+ —5>\51/‘ e S ar

~ do" < n|6Q’ n|8Q>

: = 0. Nous avons

H\/<_5Vun

H—1/2(8Q)><H1/2(8Q)) '
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D’ou en utilisant le Lemme [23] nous déduisons

IN

”\/EVun

R [5bn(un,u_n)+k2/ 8 Juy | am+ki/~ §ut|® dor
Q- Qt+

1
+ 56)\571/1“

— ot <\/(_5KU:|897 \/m>

2
L2(Q)

2
ar

- _ 7t
un|F un|F

H1/2(89)><H1/2(89):| '
Comme K est compact et v/du, — 0 dans H' (Q2), nous obtenons

<\/5Ku+aﬂ, v5u+aﬂ> — 0.
" MO/ pr-1/2(90) x H1/2(90)
Par conséquent, I'hypothése lim,,, 1o R [0, (wn,u,)] = 0 et (8.26]) conduisent a

lim,, 4 o H\/gvun = 0, ce qui contredit H\/gunH =1.
L2(Q) H(Q)

2) L’'Inégalité (8.22) est obtenue par des arguments similaires & ceux utilisés dans la

preuve de (8.21). =

Preuve du Théoréme Le Théoréme [38) se démontre aisément en reprenant les

idées de la preuve du Théoréme [21| et en utilisant le Lemme En effet, compte tenu du
Théoreme (33| (de convergence), il suffit d’estimer 'erreur Uy” — U, él). Soit I'ansatz

uy = Z Swy, (8.28)

J=0

ol les termes w; sont indépendants de 6. En reportant (8.28) dans (8.4)-(8.6), nous
obtenons, par identification des termes de méme puissance en 9, les relations de récurrence

( div (J’ij_) + k%wj_ =0 dans Q~,
div (0" Vw;) + Fwl =0 dans Q7
wip — wip = A (wj_y, wj,) sur T,

0 Onwjip — 0+0nw;“|F = B (w;_y, w},) sur T,

\ |m\li>rf,—loo || (D) — iks) (w;h“ — 50,jumc> =0,

avec la convention w®, = 0. Un simple calcul montre que w3 et wi coincident avec uZ

et ui. Par ailleurs, tous les termes de (8.28) sont bornés dans H' (Q%). Soit R, le reste
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obtenu en tronquant les séries (8.28) a l'ordre 3 :
Rujo- = Ry = u; " —wy — dwy — 6wy — 6wy

et

=R = uh — w + _ g2+ _ §3.+

Alors R,, est solution du probléme

;

div(c"VR,) + k2R, =0 dans Q™|
div (c*VR)) + kK2R =0 dans Q7
R, RZZIF SA(R, RY) + 6 A (w5, wf) surT,
o 8 Rw\r ot On Ry = 0B (R, RY)
+6*B (wy, wy) sur T,
| i [ (e — k) (Ra) =0,

ce qui conduit, pour tout v = (v—,vT) dans H* (Q), &

o VR, Vo dQ~ — k> [ Ryv™ dQ
Q- Q-

+ ot [ VRLVu'dQT — k2 /N Rivt dQF

_ %)\51 / (R;|r w|r> (”\F )

+ o < ’U@Q>
wios ¥ H-1/2(90) x H/2(9Q)

— %(54/ (w3,w3)<|r+v|r>

1
+ 5(54/F)\5,1A (w3, wy) (U‘} — U|F) ar.

(55— pro~ — pao / ArRyp+ ArRY ) (v + vf) dr
r

86

Posant tous les termes d’ordre supérieur ou égal a 1 en d dans le coté droit, nous obtenons

b5 (Ru” U) == h5 (U) 3
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ou
hs (v) = 52 @% — pik? — pgki> /1“ (R;‘F + RLF) <v|_F + vﬁi) dr
+ (5}1 (05— pro” —paot) /F (AFR;‘F + ApRg‘F> <U|} + Uﬁi) dr

1 4 _ _
+ 55 /FB’(w3 ,wy) (U|F —i—vﬁi) dl’
+ 54AA571A (w5, wy) <v|} - vﬁi) dr.
Compte tenu du Lemme [39), il existe une constante ¢ indépendante de 0 telle que
1Rl ) < 52 15| e ey -

Ainsi
IRy < ¢ (82 Rl oy + %2 sl )

d’ou 5/2
0" “c
1Rl ) < m w3l (g -

Puisque 9§ est assez petit, nous avons
“RwHHl(Q) < 8 ||w3||H1(Q) 5

d’ou le résultat escompté. m



Troisiéme partie

Conditions de transmission de type
Ventcel pour un probléme de
diffraction d’ondes par une couche

mince fortement absorbante
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Chapitre 9
Introduction

Dans cette derniére partie, nous nous proposons d’étendre notre méthode & un pro-
bléeme de diffraction par une couche mince fortement absorbante (cf. [35, 43] pour des
problémes similaires). Contrairement & la partie précédente, nous verrons que ce pro-
bléeme induit des conditions de transmission de type Ventcel dés le premier terme du
développement asymptotique (terme d’ordre 0) modélisant effet de la couche mince. Par
ailleurs, en suivant la méme démarche que celle utilisée dans la Partie 2, nous rencontre-
rons deux difficultés : le résultat de stabilité uniforme (Théoréme et le traitement des
conditions de transmission approchées, qui n’ont pas été simples a établir. Nous verrons
aussi que dans ce cas nous n’allons déterminer qu'une seule position de la surface limite
I' permettant de montrer 'existence et 'unicité de la solution du modeéle d’ordre 1.

Au cours de cette partie, nous utiliserons les notations introduites dans la Partie 2.
Pour ne créer aucune ambiguité d’une partie a une autre, nous rappellerons les définitions
de ces notations.

Soient €25 un ouvert borné de R?, de frontiére réguliere I'; 1, recouvert d’une couche
mince €25 d’épaisseur § (destinée & tendre vers 0) et 2 un domaine extérieur défini par
Qf :=R3\ (W) (voir Figure . Nous introduisons les fonctions o5 et k2 définies

sur R? par

ot sixeQf, k2 stz e Qf,
os(r) =4 2 siz€Qy, k3 (z) := % si x € (s,
o- stz ey, k2 six e Qy,

ou o~ et o sont deux nombres strictement positifs décrivant les propriétés de contraste

des milieux 2 et ; par rapport au milieu de propagation 2, et telles que k% et k2

89
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sont deux nombres complexes a partie réelle strictement positive et & partie imaginaire
positive. Nous supposerons, en outre que o™ et k, sont strictement positifs et que toutes
les constantes ot, ki, 0 et k sont indépendantes de §.

Nous envisageons d’étudier le probléme de Helmholtz suivant

Trouver us € HY (R3?),
div (05Vus) + kfus =0 dans R?, (9.1)
x| —-400

Le terme source u;,. est, comme dans la deuxiéme partie, défini par une onde plane
e
i——(z.d)

Uine () 1= € Vot

dans laquelle €25 est illuminée et \/T% est le nombre d’onde.

ot r € R3, d est un vecteur normalisé de R? indiquant la direction

La technique utilisée dans la Partie 3 est identique a celle employée dans les deux
parties précédentes, i.e., nous introduisons une surface I' réguliére parallele & I's ; et I'5 o
divisant €25 en deux couches minces (251 et €5, d’épaisseurs respectives p;d et pad ol py
et po sont deux nombres réels strictement positifs vérifiant p; + pe = 1(Voir figures et
)

Notant ug , uf, 5, U 5 €t ug les restrictions de us sur les domaines Q5 , Q51, Q52 et QF

respectivement, le probléme (9.1)) est équivalent au probléme de transmission suivant :

( Trouwver us € H} (R?) telle que
div (0~ Vuy) + k*uy =0 dans €y, (9.2)
div (05Vuiy 5) + E?uilnm =0 dans Qs 1, (9.3)
div (05Vuiy 5) + ’kv:gu?nm; =0 dans €52, (9.4)
div (6TVuf) + kiuf =0 dans Q, (9.5)
| fimJel (O = ike) (45 = tine) =0,
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avec les conditions de transmission

|
Usipys, = Uintg|0s sur I's 1, (9.6)
o
- - _ 1
o an(s,l“am,l = gané,luint,d\F&I sur I's 1, (9.7)
1 .2
uint,6|F - uint,6|1" sur F, (98)
1 _ 2
anuintﬁﬁ‘ — anuint,ﬂr sur F? (99)
2 — .+
Uint, 6050 — Us|rs., sur I's o, (9.10)
o
2 — 4t +
\ g@nazuint,é\r‘a’z =0 8n5,2u5‘11572 sur F(g’g, (911)

Ol On, ,, On €t On, , désignent les dérivées dans la direction des vecteurs unitaires normaux

n,n;; et ngp al',I's; et I'sy respectivement (Voir figure et .



Chapitre 10
Stabilité uniforme

Nous souhaitons dériver une approximation de la solution us a ’aide d’un développe-
ment asymptotique en fonction de I’épaisseur de la couche mince §. Pour justifier cette dé-
marche, nous commencerons par étudier la stabilité de us par rapport au second membre,
dépendant ici du champ incident, lorsque ¢ tend vers 0. Toute la difficulté de la preuve
du théoreme de stabilité ci-dessous vient du fait que le probleme (10.1]), qui suit, n’est
pas coercif mais surtout du terme 1/ dans la couche mince €5 qui rend les estimations
et les passages a limite difficile & établir et qui, quand 0 tend vers 0, fera apparaitre des
intégrales sur la surface I' avec des opérateurs différentiels tangentiels d’ordre 2.

Etablissons, tout d’abord, ’existence et 'unicité de la solution us de . Soit 2
ouvert borné de R?, contenant la couche mince s (voir Figure , de frontiere 0f) assez
réguliere (au moins de classe C?). En utilisant la définition de opérateur de DtN T (voir
Chapitre @, une formulation variationnelle de est donnée par

Trouwver us € H'(Q), Yv € H'(Q),
as (U5, U) = / osVus.Vu — k?u(;ﬂ dQ+ o™ <Tu5|89’6|89>H—1/2(8Q)><H1/2(8Q) (101)
Q

= 15(’0),

OU {1y ) 17290 17290 Aésigne la dualité entre H~'/2(9Q) and H'/(9Q) et I5 est une

forme linéaire continue sur H'(Q2) donnée par
Is(v) = ot / (Oae + T) ttgne? dor.
o0

A nouveau le probléme (|10.1]) est bien posé : il y a existence et unicité. Il s’agit de reprendre
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pas a pas les démonstrations des théoremes [22] et 24l Nous pouvons maintenant énoncer

notre le résultat principal :

Théoréme 40 [Stabilité uniforme] Sils est dans (H*(R))', il existe une constante positive
c indépendante de ¢ telle que la solution de satisfait a l'estimation

||U6||H1(Q) <c ||l5||(H1(Q))' : (10.2)

L’idée de la preuve nous est venue en lisant les theses de Lemrabet [35] et Claeys [20]
bien que traitant de problémes différents. Avant d’entamer la démonstration, nous aurons
besoin de deux résultats : le premier concerne 'existence, I'unicité et la régularité de la
solution d’un probléeme de Helmholtz avec conditions de transmission de type Ventcel
sur U'interface T’ et le second porte sur un lemme de densité dans Hi(€2) de I'ensemble
des fonctions dans H{ () et constantes dans un voisinage de ' par rapport a la variable
normale.

En premiére lecture, ce passage peut étre évité et le lecteur pourra directement se

reporter & la démonstration du Théoreme 40, donnée a la page [101]

10.1 Existence, unicité et régularité de la solution du

probléme de Ventcel.

Le caracteére non-standard des conditions de transmission du probléme de Ventcel

nous conduit & introduire de nouveaux espaces de Sobolev H' (Q7), H,;! (QF) et HE (Q)

définis par

HY () = {veH' (), yre H' (I},
Hi(Q) = {veH (Q), yre H (D)},
g7l (@) = {veH., (F), ure H (D)},

ol (2 est un ouvert borné de R* contenant Q= (voir Figure [6.4)). Nous les munissons des

normes

lolsiany = Nol2nn + ol

||U||§{%(Q) ||U||§{1(Q) + HU\FHZI(F)’



CHAPITRE 10. STABILITE UNIFORME 94

et de la semi-norme

2 2 2
[l my = 101 @ amy + 10y -

ot K est un compact dans R3. Rappelant que Of = Q\Q~, nous avons le

Théoréme 41 Sih € H' (T') et ¢ € H ' (T'), alors le probléme

¢

div(c~VU )+ K2U™ =0 dans Q~,
div (ctVUT) + kU =0 dans Q1
U|1? — Uﬁ: =h sur I,
0= 0nU — 0 0uU = piEArUp + pik2U; (10.3)
+p20 ArUpL + pok?UpL + ¢ sur I,
lim |z (0 —iky) UT =0,
\ [z|—=+o0
admet une solution unique (U, U™) dans H"' () x H:! (QF) vérifiant
HU_”HlJ(Q*) + HUJFHHLl(fH) < G (HhHHl(F) + HCHH*l(F)) : (10.4)

De plus, pour tout k € N*, si h € H*(T'),¢ € H*2(T) et I est Ck*1-continue, alors
(U, U*) € H¥*12(Q7) x HiY? (9F).

Preuve. L’unicité de la solution (U~,U*) du probléme est obtenue en reprenant
les idées de la démonstration du Théoreme 22| utilisant le Lemme [78| (de Rellich). L’exis-
tence de la solution découle, par exemple, de l'alternative de Fredholm sous sa forme
variationnelle (voir Corollaire aprés transformation de en un probléme avec un
saut nul de la solution & travers I'. En effet, soit V* une fonction définie sur Q* vérifiant

le probléme extérieur suivant

div (o"VVT) + 2V =0 dans Q7
Vip="h sur T, (10.5)
| |lim |ZL’| (am - ll@.) ‘/Y+ = 0.
x|—-+00
Il est aisé de vérifier (cf. [16] 38, 54]) que si h € H' (T'), alors le probléme de Dirichlet

non-homogene (|10.5)) admet une solution unique V* dans H, 130{;2 (W), de plus nous avons

I'estimation
HV+HH3/2(§+) <c HhHHl(r) . (10.6)
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Posons

Ut =Ut+V*, (10.7)

alors (10.3)) est équivalent au probléme

( div(c~VU )+ kU~ =0 dans O,
div <a+vﬁ+) +RT =0 dans O+
Urp — [7&2 =0 R - sur I, (10.8)
0~ OnUp — 0" 0nU = GArUp + KU
+( — 0+8nV|1JI — poo Arh — pok?h sur I,
[ Ly vo0 |2] ()0 — ik) Ut =0.

Utilisant la définition de l'opérateur de DtN 7', une formulation variationnelle de ((10.8)

est donnée par

{ Trouver U € H} (), Yv € HE (), (10.9)

a(Uw)=1(v),

ou U est défini sur Q) par Ujg- :=U", U‘m = [7*,

a(u,v):=0" Vuyo- Vg dQ~ — k2/ Ujo-Djo- d€~
Q- Q-
Q+ Qt

+ /&/ VFU\F-VF@H‘ dl’ — %2/UF@|F dl’
r r
+ ot <Tu|aﬂ’6|89>H*1/2(8Q)XH1/2(8Q) )

et

—{¢c—o" +—~A—N2—> .
l(v) <C o 8nv|p p20Arh — pok”h, Ujp (T x H (D)

Montrons maintenant que les hypothéses du Corollaire sont satisfaites. Posons, par
exemple

a(u,v) = ag (u,v) + a1 (u,v),
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ou
ap (u,v) =0~ /Q_ Vug-.Vijg- dQ2 +o* /§+ Vg Vog, dot
+5/vau|p.vp@|p dl’ + /Fur@p dI’
+o’ <T0u|697E|‘99>H*1/2(89)><H1/2(BQ) ;
et

ay (u,v) := —K% /Q ujQ-Vjo- A2 — (1 + ki) /ﬁ+ u‘mq(ﬁ dQ+
— k2 /F wrvr dl' + ot <KU‘89’@|8Q>H—1/2(8Q)><H1/2(6Q) .

En vertu du Lemme , ao(.,.) est coercive. Par ailleurs, de la compacité de l'injection
H} (Q) — L2 () (voir Théoréme [79) de Rellich) et de celle de opérateur K, nous dédui-
sons que si (uy,), et (v,), sont deux suites faiblement convergentes dans H () vers u et
v respectivement, alors

ay (Up, vy) njoo a; (w,0).

Ainsi, d’apres le Corollaire I'unicité de la solution de ((10.3) implique 'existence de

(U, U *) et par conséquent celle de (U~,U™). De plus, nous avons 'estimation

HU7HH1,1(Q_) + ||U+HH1,1(§+) < Ck <HhHH1(I‘) + HC”H—l(r)) :

Pour montrer la régularité de la solution (U~, U™) nous allons raisonner par induction sur
Ientier k. En effet, pour £ = 1, nous avons montré, dans la premiére partie de la preuve,
que si h € H'(T') et ¢ € H™* (T), alors le probléeme ((10.3) admet une solution unique
(U~,UF) dans H'(Q7) x Hy, (9F). D'oa Uz € H'(T), or div (0*VU*) + KLU+ = 0
dans QF et ' étant de classe C%, nous déduisons de [16] que (U~,U*) € H32(Q7) x
H zi/f (W) Supposons maintenant que le théoréme est vrai jusqu’a k — 1 et montrons le
pour k. Soient h € H* (') et ¢ € H*2(T). Puisque H* (I') C H**(T') et H*2(T") C
H*=3(T") donc h € H*"1 (") et ¢ € H*3(T'). 1l existe alors une unique solution (U~,U™)
de (10.3) dans H*/2(Q~) x H '/ (QF). Appliquant le théoréme de trace des fonctions
dans H*~1/2 (cf. [16]), nous obtenons 8nU|¥ € H2(T).
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Par ailleurs, de

00U — 07 0uUf = piGALU + pik*Upp + p2d ArU + pok Ul + €,
nous pouvons écrire

oAr (plU‘; +p2U|j;> = 0_8nU‘; — UJF&IU‘JFr — p1E2U|; — pQPUE —C.

D’ou Ap (plU‘; + mUE) € H*2(T"). Nous avonsplUlli—i-ngﬁC € H*'(I"), Ar (plU‘; +p2U‘F> €
H*=2(T") et puisque 'opérateur Ar est elliptique d’ordre 2 sur une variété compacte sans

bord I" de classe C**2, cela implique que nUp + ngﬁC € H*(T') (voir Théoréme , et
puisque Uy, — Uy € H"(T'), alors UﬁE sont dans H* (T'). Finalement, de

div (0*VUF) + k1U* = 0 dans OQF,

et de [16] nous concluons que (U=, U") € H*1/2(Q~) x H 2 (QF). =

loc

10.2 Lemme de densité

Rappelons que, compte tenu de I’hypothése de coques minces (12.5)), il existe dg > 0 tel
que
Qs ={2€R’; z:=m+mm(m) ot —d <n<dgetmel} (10.10)

réalise une bijection entre Q;, et I' X [—dg, dg]. Soit maintenant ¢ > 0, vérifiant ¢ < d.

Nous désignons par H, ; () espace de fonctions défini par :

H%,o (Q) :={ve H(Q) / e > 0 tel que d,v(m,n) =0, V|n| <e}.
Alors nous avons le lemme de densité suivant
Lemme 42 H} () est dense dans Hf (Q).

Preuve. Soit v € Hf (Q). Nous allons construire une suite (v.), C H, (), € > 0, telle
que lin(l) v. — v dans H{ (). L'espace C* (Q) étant dense dans H} (), il suffit alors de

construire une telle suite pour v € C*° (ﬁ) Soit € > 0, nous introduisons la fonction ¢,
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définie sur [—dy, 0o par

0 si In| <e,
(5177_8 si. e <n< oy,
51—8

@ (n) == (10.11)
155 6 6 <n< e

51—8

n si |77| > 517

\

ou 0; vérifie € < d; < §y. Posons alors

v (.73) - v (mu Pe (77)) siox= (mﬂ?) €~Q_507
S v (z) si xeQy Uy,

Nous avons bien v. € H, () et v. =V dans H{ (). En effet, puisque v. = v sur
) £—>

Q5, U Qj{o, il suffit de montrer la convergence sur €25,. Nous avons, compte tenu de ([2.12
t (10.11))

e = vla0y ) / / lv. (m, ) — v (m, )| dTdn

<c[ [ pmo)- o
I Jn|<e

+C// [0 (m,n) — v (m,n)|* dldn.
I' Je<|n|<é:

La fonction v étant dans C'*° (ﬁ), nous avons
L[ 1m0 —oma? vy < asuplo @)= =, o
Inl<e e =0
Par ailleurs, le changement de variables

— &

51 sio e<n<idy,
(51—5

t= (10.12)
51n+6 sio —0p <n< —e,

(51—5
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donne

L] et = otmnl dray
T Je<n|<s,
(61 —¢€) )
v(m,t) —v | m, t—e¢
51—€/F/—51 ( 01
51 B
| v(m,t>—v(m,<‘51 €>t+g)
01 —¢€ rJo 01

Les suites (‘U (m,t) —v (m, (515—75)15 + &?)
1

2

dl'dt

2

dl'dt.

2
) sont majorées par 4sup |v (z)|” et convergent
e zeQ
presque partout vers 0 lorsque ¢ tend vers 0. Par conséquent

lim// v (m,n) — v (m,n)|* dldn = 0.
=0 Je<ini<ay

D’ou

o = vllza(ay,) =0

D’autre part, de (2.13)) et (10.11)), nous avons

Vo = Vollaga,y <c [ / Vo, (m, ) — Vo (m, ) dTdy
TJ—

+c// |0yve (M, n) — Oy (m,n)|” dldn

< c// Vo (m, 0) — Vo (m,n)|> + |0,0 (m,n)|> dTdn.
Inl<e

0// Vroe (m,n) = Vo (m, )| dldn

e<|n|<é1

+ c// 10, v (m,n) — Oy (m,n)|* dldn. (10.13)
e<|n|<d1

Compte tenu de

Vv (m,0) — Vv (m, n)[* + |0, (m,n)|* < esup [V (2)[*, ¥ (m,n) € T x [—d, 0] ,

€

nous obtenons

// Vv (m,0) — Vo (m,n)|* 4 0,0 (m,n)|* dTdn < csup |Vo (z)[* e - 0.
n<e Q -

z€EQ
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Par ailleurs, de (10.12) nous avons

/ / Ve (m,n) — Voo (m,n)> dldn
e<|n|<é1

51_5//51
1 o
+
51—5/r/o

Vrv (m,t) — Vv ( (01— 8)tj:€)‘ ) sont majorées par 4sup [Vo (2)|? et

e

2

dal’dt

Vrv (m,t) — Vo <m, (01 — 5 >t—5)

(61 —¢) ’
Vrv(m,t) — Vo [ m, 5 t+e¢
1

dl'dt.

Les suites (

convergent presque partout vers 0 lorsque ¢ tend vers 0. Par conséquent

lim/ / \Vpoe (m,n) — Vo (m,n)[> dldy = 0.
T Je<|n|<8:1

e—0

1l ne reste plus qu’a calculer la limite du dernier terme de ((10.13]). Toujours & l'aide de

(10.12)), nous avons
L] o man) = o maP dray
e<|n|<é1

01 ; 9
51_5// O (m, t) — O {v (m,é—l(él—e)ﬂﬂ drdt
1 t 2
+51_€//61 o (m,t) — O [v (m,5—1(51—5)—g)} dTdt
01 (51 o 9
(51 — & / / atv (m’ t) o 51 a.,-?) (m7 T)\T——((Sl e)+e dl'dt
1 51 — € 2
+ 61 £ /1_‘ /61 at/U (m7 t) - 51 87'1) (m, T)l'r:%(él—&‘)—e drdt

En ajoutant et en retranchant le terme 0,v (m, 7),,_ + (5, . 1., nous obtenons

|T:ﬁ
L] o ) =00 (o) dray
e<|n|<d1

(51—5//61 .
*mfrfo

dth

aﬂ)mt aU(mT):t(51 —&)+e

dl’dt

a‘l’v (m7 T)|T=%(51*€)+€
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)
61—5 rJ—s
22 0
+51(51—€)/r/51

at/U (m, t) — aTU (m7 T)|7—:ﬁ((51—€):|:€

2
O (m,t) — 0rv (m,T) dldt

‘T:%(él—s)—é

2
drdt. (10.14)

drv (m, T)|T:%(51—5)—a

Les suites (

2

) sont majorées par 4sup |Vv (z)|* et
e zeQ

convergent presque partout vers 0 lorsque ¢ tend vers 0. Par conséquent

. o1 +61 )
lli% 0 — ¢ /F/O o (m,t) — O-v (m, T)‘T:%(dl_e)ﬂ dTdt = 0.
Par ailleurs
R £ , 2 .
51 (8, — &) FU (M, 7)ot drdt| < e '
il ) A R T ' <esp Vo () ey =0

Ainsi,

. 2 _
lli% ||VU5 — VUH]LQ(Q(SO) = 0.
Finalement, de (10.11)) nous avons
ll_{]% [ e — U|FHH1(1") =0,

d’ou

. 2 _
i flve = vl () = O-

10.3 Preuve du Théoréme de stabilité uniforme

Preuve. L’estimation de stabilité (10.2)) est établie en démontrant 1'inégalité suivante

as Ué,v)
sl < ¢ sup 12200
veH(Q) ||U||H1(Q)
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Pour cela, raisonnons par I'absurde. Supposons qu'’il existe deux suites (6,,),>o €t (ts,),>0

telles que

hrf on =0, [lus, g1y =1, VR €Net lim  sup |as,(us,,p)| =0. (10.15)

n—-+00 ||80HH1(Q):1

Dans la suite de la démonstration, nous supposons, quitte a extraire une sous-suite de

<5n)nzo qu’il existe deux constantes positives ¢ et §; telles que
5n <e< i < 50.

Nous allons démontrer en trois étapes que nous pouvons trouver une sous-suite de (us, )

telle que lim |[us, || 1) = 0, ce qui conduira & une contradiction.
n—-+00

<
Hl(Qanﬁ)

B
uint,dn

1¢7¢ étape : Montrons qu’il eziste une sous-suite (us, ), , telle que

8L/,

En vertu de ((10.15)) et du Théoréme (de Rellich), il existe une sous-suite de (us, ),

notée encore (us, ), o telle que

{ us, — ug dans L? (Q2), (10.16)

us, — up dans H' ().

Par ailleurs, pour toute fonction v dans C*(Q), a;(.,.) se met sous la forme

as (U5, U) = / ooVus. VU — kgugﬁ dQ+o" <Tu5|8Q, U‘QQ>H71/2(BQ)XH1/2(89)
Q

2 + 2
- / o vU’lnt 0 vvmt kZu mt 6U1nt dng 1 / vumt N vvmt k 1nt Jvmt dQ5 2
Q51 Q5.2

52
+ Vumt 0+ vUlnt uint,&Tnt dQé (1017)
Qs 0 o

ou, rappelons le (cf. Partie 2)

00 =0 Xo-(7) + 0" Xq+(T),
kg =k xq-(x) + kI xo+ (2).
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité triangulaire impliquent

< cfu y o

1nt5||H1 Qél

2
/ g Vulnt e VUmt kZu mt 6v1nt dQ(S:l
Q5,1

lntHWIOO(Qél) ’Q&l‘

< C||u5”H1(Q) ”UHWLOO(Q) €261

Compte tenu de [[us, || 1(q) = 1 et du fait que [, 1| = ¢d,, nous obtenons

lim / 0" Vb5, Vol — K uly 5 vl dQs, 1] =0, Yo € C®(Q). (10.18)
n—-+4oo Q5n
De la méme maniére, nous montrons que
hIJ’I_I / +Vumt5 Vo2, — k+umt 5nvmt dQs, 2| =0, Yv € C(Q). (10.19)
n—-roo Qg 9

Par conséquent, nous déduisons de ((10.15])-(10.19)) que :

. o B .
lim —Vuint,(;n.Vvint — < Uint,s, Vint ngn
n—+oo Jo, (5n 5n
n

= lim |:CL5" (us,,v) — / ooVus, VU — kius, v dx
Q

n—-+o0o

n _ 2
-0 <Tu5n|897 U|69>H—1/2(8Q)><H1/2(89) + /Q o Vulnt 0" vUmt kZu 1nt 5U1nt dQ5 1
5,1

+/ g vulnt(S V,Umt k 1nt (Sn 1nt dQ(S )2
Q5,2

= _ / ooVue. VU — kugv do — ot <TU0|3Q’5|59>H—1/2(8Q)xH1/2(aQ) . Yo e C™(Q).
Q
Le terme de droite étant indépendant de 9, il découle que

~ 7{;2 .
/ gvumnvm — 5—umt75nm dQs, =0 (1), Yv e C™(Q), (10.20)
95 n n

et par densité, nous déduisons que 1’égalité est vraie pour tout v dans H! (Q).

Soit maintenant une fonction v dans C**(Q2). Nous avons, pour tout z = ¥ 4(m,n;)
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dans Qg’g,
g
Uiit (x) = Uiﬁnt (m7 77,8) = viﬁnt (m7 O) + . aﬁgvi/flt <m7 /\) dA,
donc

2

3 2
Uint (m7 nﬁ)‘ S 2

2 g
vi’it (m,())‘ +2 ‘/0 anﬁvﬁt (m, \) dX

En intégrant sur I', nous trouvons

2 pgo
/ vﬁt (m,O)‘ dF+2//
r rJo

Compte tenu de ([2.12)), nous obtenons

J

Intégrons une deuxiéme fois par rapport a 73 NOUS avons

[

D’ou, en utilisant les inégalités de trace

I

2
By, 02, (m, A)) dAdT.

nt

2
Ufflt (m,nﬁ)‘ dl' < 2/11

2 2

B
Uint|r 12(0 ) )

2
dl“gz‘

B
8775 Vint

+2‘
)

Uiﬁnt (m, 776)

L2

2

B
877,8 Vint

|

Uiﬁnt (m7776) }Qdf dng < co <‘

;(95,5)) .

B
Uint T

L2(1)

B

int

< ' v
L2(Qs,5)

e (s -

104

Puisque v € C*>(f2) est arbitraire, nous pouvons conclure par densité que la derniére

estimation ci-dessus reste vraie pour tout v dans H'(Q). Ainsi, pour v = us,, nous
obtenons
B 1/2
u; < cd,/”. 10.21
‘ int,dn, LQ(Qén,,B) — n ( )
Finalement, de ((10.20) et (10.21]), nous concluons que
B 1/2
U < cd,/”. 10.22
‘ int,0p, Hl(Qén,B) — n ( )

2°me gtape : Montrons que uy = 0 sur .
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Compte tenu de (2.11)), (10.22) et de

2
sl = 28 [ T3 [Veudi | det s avas,
! B | B |
+ pgl(S_ / Gsﬂuint’é det J(;’ﬁ dFdSﬁ + 5p5/ Uit s det Jé,ﬁ dFdS@,
08 Q8 ’
nous obtenons
5]
|vrdils, o) <O (10.23)
5]
(asBuim,(sn () S O (10.24)
5]
s, o) 5° (10.25)
Soit maintenant I’espace de Hilbert X défini par
X = {V:=(v,0M0¥) e H Q) x H' (I, H' (T)) x H' (I, H'(T")) ;

olPl (m,0) =vp, =1, 2} ,

équipé de la la norme naturelle. I1 découle de (10.15)) et (10.23))-(10.25) que la suite
(Us,,),, définie par Us, = <U§n, ul[rll}t 5.0 ul[ﬁ]t 5n> est bornée dans X. Il existe alors une sous-
suite de (Us, ), ¢, notée (Us,,),~, telle que (Us, ), -, converge faiblement vers un élément

Uy := (uo,wgl],wg2]> dans X .

De (]10.24])), nous obtenons 0 Bw([)ﬁ = 0, par conséquent w([)ﬁ Vest indépendant de sg, i.e.,

wp (m, sg) = uopr, V(m,sg) € Q°.
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Par ailleurs, pour toute fonction réguliere v, as(.,.) se met sous la forme

as (u(5, U) = / ooVus. VU — /{J(Q)lm@ dQ+ o™ <Tu5|8Q’6\89>H—1/2(8Q)><H1/2(8Q)
Q

2 +
- / o Vumt N vat kZu mt 6Umt deSJ - / Vulnt 8 vvmt k-‘ru’mt 5’Ulnt dQ572
Q5.1

Q5.2

2
+ {pﬁg / J5 2l Vol det J; 5 dUdsy
=1 @

+p;'07% / Dyl ;0,0 det Jy 5 dT'dsg

- pg%Z /5 ul[ﬂ avmt det J5 5 dFdsﬁ] (10.26)
Q

Le choix de v assez régulier dans H, %70 (Q) (Lemme, vérifiant par conséquent O o = 0,

S Yint
permet d’écrire

int S$3 Yint

pso / T2Vl Vol det J, 4 dUdsy + 316,76 / 0,0l 0,0 det Jy, 5 dTdsg
QB
— pgk? /Q B d? ol det J;, 5 dTds;

s / Vrwl Vol ddss — psk? / Ll dldss. (10.27)
QB r

n—-4o0o

D’autre part, puisque wgﬁ ! est indépendant de sg, nous trouvons
pgai/ VFW[B] vamt deSQ p,BU/ VFUO\F VF’U|F dr’ (1028)
Q8
—pgk? / I iTdsy = —psk? / uorvyr dr. (10.29)
Qp r

Comme Uy € X et w[m est indépendant de sg, alors w[[)m(m, sg) = w([)ﬁ](mﬁ) = Ugr €

H' (T'), ce qui donne un sens aux deux derniéres égalités. Finalement, nous obtenons de
(10.15]) et (10.27)-(10.29)

0= lim as, (u(;n, 'U) = / ooVug. VU — kguoﬁ dQY+o" <TUO‘8Q’6‘89>H*1/2(69)><H1/2(BQ)
Q

n—-+o0o

+ 5/ VFUO|F~VFW dl’ — 752 / UOH‘W dl’. (1030)
r r

Par densité (Lemme , nous déduisons que (10.30)) est vrai pour toute fonction v dans
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H' (). Le Théoréme[41] montre que le probléme : Trouver ug dans H}: (§2) vérifiant (10.30),
Vv € H} (), est bien posé, de plus uy = 0.

3°me gtape : Obtenir la contradiction

Pour obtenir la contradiction, il suffit alors de montrer que lim | us, || e = 0
n—-+00

Compte tenu de 'unicité de la solution uo, toute la suite (Us,,),,~, converge vers Uy = 0 et

par conséquent toute la suite (us, ), converge vers ug = 0 dans L* (Q2). Il ne reste plus

9A . o
qu’a montrer que nEIJPoo Vs, [|2(q) = 0. Nous avons

“VU%HEQ(Q) S cR |:/ a(;nVu(;n.VW dQ:| = C/ gs, |VU5H‘2 df)
Q Q
— R : 12 lus 2 dQ — ot <T T > .
c [%n(utsn us,,) "’/Q 5 U, | g Usy |69 Uon |90 H1/2(50)x HY/2(50)
Utilisant le Lemme 23], nous pouvons écrire

2(9) S C% [a6n (uén’ u(sn) +/ ;
Q

2 + -
dQ — 0 <K’u§n|ag, u5n\8§2>

Hl/?(aQ)me(aQ)] '

Or
/k‘i Jus,|* Q2 = / k2 |uz | ngﬁ/ K2 |ut | dot
Q Q(S_n Qg—n
+5 Z/ 1nt On dQ(;n:ﬁ
Qs

:/ k2 |us. | dQEn+/ K2 |up [ a0y
N a3,
2 ~
1 72
>,
2
— | k2 us |? dQ /’/52
LW A

fo}!

us, — up=0dans L*(Q) et ui[flﬁn — o = uor = 0 dans L? (I, H' (), par

n——+00 n——+00 int

s ‘ det J, 5 dUds

s ‘ det Jj, 5 dTds

u? ‘ det J, o dTdss,

all ] det J5., dTds; — / k2 u
02

conséquent [, k3 |us, > dQ — 0. D’autre part, puisque K est compact et u;, — 0 dans
n ' n—+o00 )
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H' (), nous obtenons <Ku s, > — 0. Donc, I’hypothése
(€2) 6|09 Us, |00 H-1/2(00)x HL/2(0Q) n— o0 yp

lirf R [as, (us,,us,)] = 0 conduit & lirf Vs, [|12(q) = 0 ce qui contredit

|us,




Chapitre 11
Analyse asymptotique

Nous souhaitons, dans ce chapitre, construire un développement asymptotique de la
solution us du probléme quand le parameétre ¢ tend vers 0. A cause de la dépendance
des conditions et du petit parameétre 9, les calculs et les résultats obtenus sont
différents de ceux obtenus dans la 2™ partie, voire méme plus difficiles. Nous donc choisi
d’exhiber les détails des calculs afin de rendre la lecture plus facile.

De maniére similaire a celle des parties précédentes, nous supposerons deux types de
développements asymptotiques : un externe correspondant au développement de ugt et

donné par 'ansatz

{ uy = uy +ouy +--- dans €y, (1L.1)

ui =ud + ouf +--- dans QF,

ot les termes u> (n € N) sont indépendants de ¢, définis sur Q* (Voir Fig. [7.2)) et vérifient

div (c~Vu,) + k2u, =
div (ctVu}) + Elu) =

|z| =400 ’

dans 27,
dans Q7 (11.2)

et un interne correspondant au développement de uﬁt s exprimée en coordonnées curvi-

lignes (m, s3) et donné par

U5 © B = s = Uigho + Oty + - dans 0, (11.3)
ol les termes ul[fln, n € N, sont indépendants de 4.

En démarrant de (9.3)) et (9.4) et en reprenant ligne par ligne les étapes du Chapitre

109
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[7, nous obtenons une hiérarchie d’équations variationnelles

1 1 1 2 2 2
ol (o2 o2 + 2, (2 g, 002) =0, (1.4
2
Z |:a([)ﬁ]2 < lnt i) }ft]> + a[m < 1[52 07?)1[1@)} O’ (115)
B=1

B dans H' (I5; LA(T)) telle que vl (1,0) = v (., 0), et

int int

2
B
Z[ % ( 1@27 1[nt]) +a ( 15217 1nt> <a22 +bw]) ( 1[51};077’1[53)}

pour toute fonction v;

f=1

—i—/a an“mr”fi]t / o0, 8nu0‘rvmt( m,1) dT' =0, (11.6)
r

/O'_ [c%uir — 2p1H3nu0|F p10; “0|F} H m,—1) dl' + Z [aﬁ ( 1§t37 fg)

r

ol (L) + () (002 + (1) (L)

- / o+ B + 202 HOutig + PR ] o (. 1) P =0, (11.7)

r

/0_ [anug‘r + p%lC@nualF —2pH (Q,uﬂr — plﬁﬁuar> — plaﬁuf‘r
r

2 2
+ %aguor} Ul[rll]t ) dl' + Z [aﬁ ( Uing,45 U [ﬁ]) + a[lﬁ]z (ul[fl37vl[ft]>
=1
+ (a’gﬁ]l + a[26]2 + bO ) ( 1,1?1 )29 1n ) + (aIB ) (ui[ﬂ,b ,Ul[fg)

+ (a[Zﬁ]l + b[f]) (“i[fﬂ,o’ Ul[ft])] — [ o [anu;\r +p§l€@nuar
r

P
+ 2poH <(9nuf‘p +p28nuO‘F> +p2aﬁuﬁp + 203 o|r] vl[ﬂ (m,1) dI' =0,
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/F o [anu;|r +] ol (m, —1) dr
2
B B 5 B
T Z |:CL[ ( Uing ;n+2) 1nt) ] ( 1[nl ,n+1) 1nt) (a([)]l +a [ ] +b[ ]) ( Efl,n’vl[ﬂ>
=1
(a1 6 (s ) 5 (1 87) ()

P3N (@51,”,,@;53)] [ foutet -] et m 1y a0, nz3
I

=3

+

3

B qans H? (927) telle que e (,0) = vl (.,0), ou les formes bi-

int int int

pour toute fonction v,

linéaires al’ % (.,.) et bgf ) (.,.) sont indépendantes de 0 et sont définies par les relations

d?.30b—(]7.36 et (]7.38[)—(]7.40[) en remplagant uniquement les parameétres o5 par o et Eg par
k.

11.1 Calcul des premiers termes

11.1.1 Termes d’ordre 0

L’équation ([11.4)) implique
Dyuiit o = 0. (11.8)

D’ou, en utilisant ((7.24)) et (7.26]), nous obtenons

2]

Uy = Uit (M, 51) = upos o(m, 55) = ugp, m €T, (11.9)
De méme, , conduisent a
Dyulsl | = 0. (11.10)
Choisissons maintenant vmt = 0 dans 1-) nous avons

2 2 2 2 2
aB}Q (ui[n}t,%z}i[nl) + ( o + b[ ]> ( 1[11]t,07vi[n]t>

—/ o Ot vi, (m, 1) dT = 0. (11.11)
r

int
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Appliquant le Lemme [I0] avec

1~ 2
W= p, 10852“1[111,27 q?(m) = _U+anu:)r|r7
k’[z] = pggvpui[iLO = pg(Npruar,
et
ol — _P2k2u1[121]t,0 = —p2k2uar|r,

nous obtenons

1
pglaasgui[ﬁ{g = U+an“ar|r + / (pﬁApuglF + pgk%ar) (m, \) dX

52
— o Oug + pa (1= 52) (FArugy + Ky )
2 dans H (Q?), nous avons
o (2 2 p 2 9 2
a([),]Q <ui[n}t,27 ,Ui[n}t> + (a([),]l + b([) ]) (ui[n]t,o? vi[n]t,>

—/FUJr@nua“Fvi[ﬂ (m,1) dU’

De plus, pour toute fonction v

z—/MWmmﬁmeM‘
I

_ /F |t Oug — o (FArugy + Kufy ) | o (m, 0) ar, (11.12)

De maniére similaire, le choix de v/} = 0 dans 1} donne

int

1 1 1 1 1 1 1
a([),]Q (ui[n]t,27 Ui[nl) + (ag,]l + bg ]) (ui[n]t,07 Ui[n]t>
+ /F afanuarvi[ﬂ (m,—1) dI' = 0. (11.13)
Appliquant le Lemme [I0]
W= py 50, uf .
d(m) = 0 O s

EH = plavpu{fw :pﬁvpuar
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et
ol = _p1k2ui[111]t,0 = _p2k2u0_lrv

nous trouvons
f B 2
pl_la-/a&uintﬂ = g'_anuo_‘r — / (pﬁApua‘F +p1k;2ualr) dM.
-1

= 0 Qg — (51 + 1) py (FArugy + Ky ) (11.14)

Par ailleurs, Voll! € H! ('), nous avons

1 1 1] 1 1
ag]2 (ui[n]t,Q’Um) + < 01 + b[ ) ( 1[n}t,07vi[n]t>
+/U 9, uo‘rvl[lll]t( ,—1) dI’

r

_ /F [a*anuglr —m; (’&Apuar + ’/52ug|r>] ol (m, 0) dr. (11.15)

int

Par conséquent, de (11.6]), (11.12]) et (11.16]), nous déduisons

/ [o_anuar —m <5AFUU_|F + P“(ﬂr)] vl[rll]t(m, 0) dI'

r

— / [a On Uo\r + p2 (O’AFUO‘F + k2u0‘r)] vi[i]t(m,O) ar
r

=0.

Mais comme vl[rll}t(m, 0) = vi[ﬂ(m, 0), nous obtenons

0 Ontlgp — a*@nuar =m <5A1"U6|1—x + P“E\F) + po <5Apuar|r + %27‘&1“)
= FArugp + gy (11.16)

Compte tenu de (|11.2[), (]11.9[), (]11.16[) et du Théoreme , (uo ,uo) est I'unique solution

du probléme

([ div (07 Vug ) + k2ug =0 dans O,
div (6"Vud) + k2ud =0 dans Q7
Ugir = uar sur I,

o0 o — a*@nu;{lr = EApua‘F + %Zu(ir sur I,
lim |z| (8|x‘ z'k:+) (uar — Umc) =0.

\ [z|—+o0
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Remarque 43 Notons que, dans ce cas, l’effet de la couche mince apparait dés le premier

terme du developpement asymptotique.

11.1.2 Termes d’ordre 1
En vertu de (11.10]) et en identifiant les termes d’ordre 1 dans et (7.26)), nous

obtenons, pour tout (m, sz) € Q°

ujh 1 (m, 1) = uly | (m, )
= uiﬁI‘ + p28nu3_|1"
= u1_|F — planuo_w.
D’ou
Uy = Uy = PrOatigp + P20ntgp- (11.17)

Par ailleurs, en choisissant vmt = 0 dans |-D nous trouvons

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2] 2 2
ag,]2 (ui[n]t,37vi[n]c) + a’[l,]Z <ui[n]t,27vi[n}t) + ( ([)]1 + b[ ]) (ui[n]t,hvi[n]c) + < 1 1 + b[ ) ( 1[11}‘5,07Ui[n]c>

—/ [2]?27'(311“0\1“ + Onuyp + p232uo|r} v (m,1) dl =0, (11.18)
r
Ainsi, en appliquant le Lemme [10] avec

pld = p2_15852ui[121]t’3 + 20H s9 052ui[i]m,
g (m) = —oF [2p2H8 uap + anuf'F + p282uar|r]
KB = paVrul | + 235y (HI — R) Vruls
- p2anu1‘F + p3aVr (8nu6r|r> + 2p3G5y (HI — R) VI‘UE;F7

et

= —pgk:QUI“'F — png(?nuaL'F - p§k2252Hu0+‘F,

nous obtenons 1

52
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* |:2p2H8nU3_|F + anuﬁr + pZanu0|I‘:|

N / ' [ ru + 535 A (B ) + 2035 Mdivr ((HT = R) Ve
+pﬁﬂmr+p%%%%w+pﬁ%XH%wyﬂ

=o" [2p2H8nu0|F + 8nu1|r + p232U0|F}
+%1—sﬁ<m5Aﬂmr+%5AFG%Ww>)

+ (1= ) [p3dioe (1 = R) Trugy )|

-+ (1 — SQ) (p2k2ullr +p2k2anuar|r> + (1 - S%) (pg%QHuaF) :

De plus, pour toute fonction vmt dans H' (0?)

2 (2 2) ol (o o20) () (oL 002 o ()0 (o )
— /Fa+ [2p27'(8nuar|r + 8nuf‘r +p28ﬁuar] vl[i]t (m,1) dT’
- / 2 (m, 0)v? (m, 0) dT
r
— /F [a+ [2p27'[8nu5rlr + 8nuf|r + anﬁuoﬁr}
- pchrApuﬁr + paGAr <8nu0‘r> + pacdivy <(HI - R) Vpuar>
+ pokPufy + pER2Ogugy + p2k2Hu0|F} o2 (m, 0) dr. (11.19)

De facon similaire, le choix de Umt = 0 dans 1’ conduit &

/0_ [—2p17'(3nu5‘p + Oy — plﬁﬁuar] vl[lll]t (m,—1) dU
r
1 1 1 1 1 1 1 1
+ CL[ ] < 1[11]t 37 1[11]t) + a’[ } ( 1[11}‘5727 Ui[nl> + (a([)7]1 + b([)]> <u'1[n]t717 ,Ui[n]t>
+ <a11 +b“> ( g Lﬂ) =0. (11.20)

D’ot, en appliquant le Lemme [10| avec

pll — pfl’&aslui[ﬂ,g + 20H s, aslui[il]tQ’
d(m) = o [—Qleanug‘ﬁ@nuﬂr 8n“0|1‘ ’
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Y = PlgVFui[rll]t,l + 2pios; (HI —R) vFui[Ill]t,O
= pEVrug — pioVe (Gnuar) + 20355, (HI - R) Viug.,
et
ol — —p17€/2ui[r11}t’1 — p%%2281Hu£$170
= —p{]?uir + p??{?@nu(ip — p??ZslHua'F,

nous obtenons

S1
A = ¢U(m) — / (dz’vpk;“] —9[”) (m, A) dA

1

=0 [—Qleanug‘F + anuf\r — plﬁﬁuar}

_ /_ 1 [y — 358 (Oungy ) + 2035 dive (HT = R) Vi) gy
ok — PR Ong + PR 2 UG | dA

=0 [—Zleﬁnuo_‘F + anuir — plaﬁuar}

(51 +1) (& Aruyy — P54 (Owgyr ) )

(si — 1) pio divr (HI — R) Vr) g + (si—1) p%%QHua'F

(

s1+1) <p1%2uﬂr — pf?@nu&rﬂ )

De plus, pour toute fonction oY dans H! (Q1), nous pouvons écrire

int
/FO'_ [—Zleﬁnua'F + (9nul_|r — plaﬁuar] vl[lll]t (m,—1) dU’
o+ ablh (ulld ol ) +alh (ullh o old) + (b +07) (bl elhl) + (el + 0 (udilol))
_ / B (m, 0Y0l!) (m, 0) dT
r
— /F {0‘ [—Qleﬁnuo_‘F + 8nu1_‘11 - plaﬁuap]
— p1E Avugy + PIEAL <8nug|r> +p3 dive (HI - R) Vi) gy,

—p1752ul_‘r + pf%20nu&F + p%%zHuaF} ol (m,0) dr. (11.21)

int
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Il découle de (11.7)), (11.19) et (11.21]))

/F {0_ [—Zleﬁnua‘F + anuir — plaﬁuar}
— piFArty + PFAL (nttgy) + P dive (HI = R) Vi) gy

—p1%2uir + p%P@nuO‘F + pleHuo‘F} ] (m,0) dI’

111t
- /P ot (22 HOnd + Onec + 202y
+ P Arufy + PRI Ar (anu(;r) + p2adivy ((HI ~R) vruw

+p2k2ul|r + p2k20, ”mr +p2k2Hu0‘F] 2]( ,0) dl' =0,

111t

1.e.

U_an“ir — 0+8nu1|r 2050 T HOn uo‘F + 2p10” HOn g 1 P20 82u0‘r
+ pla_(?ﬁu(ip + p20AFU1|F + p20AF (anuo\r>
+ p25divr <(H] ~R) vpug'F) — p35 dive (K —R) Vi) ug).
+ pgkzul‘r + p2k28 “0\1“ + p2k2Hu0‘F
+p10Apu1_|F — p2GAr <@nug‘r> +p1k Uyp

— P}k Onug — PR Hugy. (11.22)
Utilisant maintenant 'identité ([38, p. 75])
Au = Aru + 2HOqu + 02u,
la condition devient

0 Ontlyp — a*@nuf‘r = p1GAruy . + pgﬁApuf‘F + p1k2uf|r + ]02/@2u1+‘F
— p20+Apuar|F — 1o Arugp — pszHua'F — plkguar
+ PR Mg — pak . + piadior ((HI = R) Ve )
— p3& dive (I — R) Vi) ugp + p36 Ar (anuglr)

+ p2k20, uo‘F pIoAr (8 uO‘F> —pf?{?(f)nug'r. (11.23)
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Finalement, en vertu de (11.2)), (11.17), (11.23) et du Théoreme [41] nous déduisons que
(ul_, u;’) est I'unique solution du probléme

div (67 Vuy ) + k2uy =0 dans Q7

div (6"Vul) + k2uf =0 dans Q7
| ‘lim 2] (O0) — thy) ui =0,
r|—-+00

avec les conditions de transmission sur 'interface I'

Uy — uf‘r = P1Ontigp + p28nuarlr,
0 Ontiyp — ‘7+anu1+\r = p1GAruy . + pgﬁApuﬁF + p1%2uir
+ pQEQuf'F — p20+A1~u§|F — P10 Arugp
— p%%QHuaF — pikZugp + p%EQHuaF
— pokugy + piadior ((HI - R) Vrugy)
— p3F dive (I — R) Vr) ugy + p3o Ar (anug‘r)
+ p%%QanuaF — piGAr (&,ua‘F) - pfp@nuaw. (11.24)

Remarque 44 Dans un souci de simplification, nous ne donnerons pas dans cette partie

les résultats d’existence et d’unicité des suites (ujc) et uEﬁL) ni le théoréme de conver-

gence justifiant les expressions (11.1) et (11.5). La structure de ces résultats étant simi-

laire a celle des parties précédentes, nous laissons au lecteur le soin de reformuler et de

démontrer ces théorémes.



Chapitre 12

Conditions de transmission

approchées

A Tl'instar des deux parties précédentes, nous allons déterminer dans cette section un
probléme modéle & 'ordre 1 pour approcher le champ lointain qui, & son tour, conduira
a une approximation de u; sur R3 tout entier avec un taux de convergence en O (62). La
structure complexe des conditions de transmission nous ameéne a ne considérer, cette fois-
ci, qu'une seule position de la surface I' en fonction des constantes ot et & contrairement
a la deuxiéme partie ol nous avons déterminé un nombre infini de positions de I'. Nous
supposerons en outre et jusqu’a la fin de ce mémoire que toutes les constantes ki et k

sont réelles.

12.1 Reéécriture des conditions de transmission

Nous souhaitons suivre la démarche utilisée dans la 2°™¢ partie pour dériver un pro-
bléme approché a ’ordre 1. Pour démontrer 1'unicité de la solution, nous rencontrons deux
problémes : Le premier provient des termes Ar <0nu8“|F> et Ar <8nug‘r> dans la condition
(11.24). Pour contourner cette difficulté, nous déterminerons les constantes p; et p, de

sorte a faire disparaitre ces termes. En effet, en vertu de (11.16|), la condition ((11.24])

devient

- - _ .+ + = - ~ + 72, —
o (9mu1‘F o anullr —plaArul‘F—i—pgaApul'F—i-plk Uy

+ p2k2u1+‘F — p20+ApuaF — pla*Apua‘F

119



CHAPITRE 12. CONDITIONS DE TRANSMISSION APPROCHEES 120

+p2k2Hu0|F p2k+u0|F p1k2Hu0|F pikZug

+ p2adivr ((HI ~R) VFUOIF) _ p%5 divr ((H] ~R) Vi) ugp
12

+ (07 p3 — pio ) Ap <8nu0|r> + (o7 p3 — pio™) — 3n%+|r

i G e
— 25— Mgy — pi—— (Mg ) = pi g (12.1)

D’ot, en posant o~ p2 — p2o™ = 0, nous obtenons

Vo~ ; Vot
= — € = —’
h Voo ++vVoT b2 Voo ++VoTt

Par conséquent, (12.1]) se transforme en

0 Ontty p — 0+8nuf‘r = p16Aruy + pg&AFUﬁF
+ plgzuf‘r + pg%zuf‘r — p20+AFU3_|F — P10 Arugp
+ ka‘QHumr p2k+u0|r ppruaF — plkzuglp
+ piadivr |(HI — R) Vpuap] — pio divy [(HI — R) Vr] Ug

k? o _ o K
—2piG Apuow pfg—_ (A%%'F) p1 —Ugp- (12.2)

Nous ferons ainsi, dans tout ce qui suit, I’hypotheése

R N (AN
"V v TP Ve iV

Le deuxiéme probléme, provient de la condition (12.2]) ellee-méme et de sa complexité.
Une nouvelle écriture est nécessaire. Ainsi, de (11.9) et (12.2), nous déduisons une forme,
certes plus longue mais mieux adaptée pour traiter, toujours, I'unicité de la solution du

probléme approché

- - _ Lt + . 72,— 7.2, +
o 8nu1|r o anul‘r =mk ul‘r+p2k Uy

P FH — I — ok — ik — i ) i
—_—_— —_— —_— —_— - —_— u
D2t 01 Y2 b1 Pborl — D1 Py o or

+ pﬁApul_'F + pQ&AFUT‘F
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g P2 27294 27294 1.2 1.2 o K -
oy torp \P2 T TR R T TG ] Hor

o m N 52
-7 |- — %5 | Arud
o po + 0_+p1 D20 b0 plo-o__ Fug‘]j

- 7.2

g P2 + — ~ k _
TP et —pom — 2% | A
oTpy+0otp P2o = e plaa) Mo

o p ~ .
m (pg — pl) O'dZ’UI‘ [(HI — R) V[‘] Uar

0 Do ~ . —
m (pg — pl) O'd“)r [(HI — R) VF] uO|F

O—+p1 5 O
Dy + . P1—— r“o|r

e () ()
12.2 Probléme Modéle

Tronquant les séries définissant les développements asymptotiques en ne conservant

que les deux premiers termes, nous obtenons

1
uf ~ulW = ui + uf dans Qf,
_ - _ _ _
Uy U M =1y +0u; dans Qy,

1 .
Uint,5 = Uipg 5 *= Uint,0 + 5Uint,1 dans s,

1.e.

1 671 . 71 . 671
ull o, (@) = up (@) = w8 (m, 8s5) == ull$) (m, s5)

= U+ 0 (uip — plﬁnuap>
= u0+\1“ +0 (“1+|F + pgﬁnugw) ,
Ve = ®g(m,ss) € Qs s, (12.3)
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Le développement asymptotique tronqué du champ lointain (u;’(l) uy (1)) résout le pro-

bléme suivant

(

div {0~ Vug W) 4 k2y ’(1) =0 dans Q~,
div (otVu +’(1) kiu; M = dans QF,
ué‘lfl) uglr(l = (5p1@nu5‘rl) + 5p28nu;r|i£1) — &1 surT, (12.4)

o Gnu5|F D a+6’nu(;’r(1) =K (ua_l’r(l),u;rliﬂ(lv — 8% sur T,

i o] (21 — ik (5" = wine) =0,
\ [z|—=+©

avec
= <planul_‘p +p28nu1~_‘p> )
K (U|F, U|F) = s U + Q5200 + s 3Arur
+ a5 4 Arvr — a5 Afur — assAfor
+ 04575dl'vp [(HI — R) Vp] Uir
+ 045’6612'?)1" [(HI — R) VF] Ur
ou
72 0 P2 , K
a5y = prikt 00— - pkH plk’H pgkr — pik; —p1 — |,
0O p2+0Tp
7.2 7.2 72 2 2 2 %4
Qo = pgk’ 5 T pgk’ H — plk‘ H — pgk‘e - plk:i —P1— |,
0" P2 +<7 D1 o
_ oTp k2
Q53 = P10 =0 2+ P20 +pio” + 2]910— ;
0 p2+ 071
~ op k2
Q54 = P20 —0 1+ peot +pro” + 2]710— ;
0 p2+ 071
+
o pg g D1 ~
« = — asg = 0———— — o,
8,5 P2 + 0ty (p2 — 5,6 ops+ otp; (p2 — p1)

ag pg 20 g 1 20
o = 0 — ), asg=0——m—"— —,
o7 o pa+ oty <p 10) B et oty (p 10—)
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et
0‘+p1 ~, ~y 9 ) ) 7{;4 N
o= m ka H - plk H - pgke — plkz — plo_—_ u1|F
o p ~ ~ 1A B
o p2 + ;+p1 <p2k2H — p1k*H — pok? — k7 — pia__> Ur
0+p1 . 72
+pro” 4+ 2p°5— | Arud,
0P k2
o Pt otpr (pw +p1o” + 2900 ) Aruyp
U+p1 -
o Pyt 0Py (p2 — p1) odivr [((HI —R) Vr] u1+|1“
g P2 ~ . B
T2t ovpy 2P0 v (R = R) Vrluiye

pl ( ) g P2 20 ( 9 _ )
_— Aduf ) — ———— (p2— | (AZu
oTpe+otm (p1 ) TS ompy +otpy (pla) e

Une approximation de la solution en dehors de la couche mince est alors donnée par

uy ® dans QF,

Uap R
5 T — _
ug " dans Q°,

ou Uf? est solution de l) en négligeant tous les termes en O (62). Nous obtenons,

comme dans la premiére partie, un probléme noté (£§”) défini par

div (0~ Vuy ™) + k2ug " =0 dans Q~,
div (c+Vui ) + k’iuj{ P =0 dans QF, (12.5)
i Jo] (0~ ) (4 — 1) O

avec des conditions de transmission de type Ventcel sur la surface I'

—,ap +,ap —,ap +,ap
Usr — Ugpp —6p18nu5|F —|—<5p28nu5|F ,

(12.6)

- ap +ap _ —ap . +,ap
o anu5|r o anu5|r —IC(UM S Uy >
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12.3 Existence et unicité

Pour démontrer 'unicité de la solution Ug*, nous introduisons 'opérateur de DtN T~
défini de H/2(I") dans H~Y/2(I") par T~ ¢ := 0~ Onup, 00t u” est solution de

Trouwver u~ € H'(Q27),
div(o~Vu~ )+ k*u~ =0 dans Q, (12.7)

Up = ¢ sur I'.

L’opérateur T~ est un O¥D d’ordre 1 (cf. [7,[49]), il est, par conséquent, linéaire continu
de H*(T") dans H*~1(T"), pour tout s € R.

Remarque 45 Nous ferons, comme dans la Partie 2, l’hypothése que u~ est définie

de maniére unique, i.e., que la constante k* /o~ n’est pas valeur propre de l'opérateur
(—A, Hy(27)).

Théoréme 46 Sous l’hypothése

. £ (T7), (12.8)

le probléeme (E57) admet au plus une solution.

Preuve. Considérons le probléme homogene associé a (£;7)

div (6~ Vuy ") + kK ug " = 0 dans Q7 (12.9)
div (ot Vui ) + k2uf P =0 dans QF, (12.10)
| |lim 2| (O — ik ) uy ™ =0,

r|—+00

avec les conditions de transmission sur la surface I'

" — " = Op1 g™ + Opadatip” (12.11)
a‘@nugli?p — 0+8nu;r|i?p =K (uai?p>“§f?p> ) '
Les résultats classiques sur la régularité des systémes elliptiques (cf. [3]) montrent que

u}t’ap eC>® (m) Soient By la boule de centre O et de rayon R assez grand pour enclore
Q~ et Qg le domaine de R? défini par Qr := Bg N QF. Multipliant les équations ((12.9)

et (12.10) par u;® et ui*®? respectivement, intégrant sur By et utilisant la formule de
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Green, nous obtenons, compte tenu de la symétrie de 'opérateur HI — R

a—/ V| dQ——k{/ |uy?|* A + ot / [Vui?® Oy
Q- Q-

a 2 a ,Q;

_k}i/ ‘u;—’p‘ dQR—I—,}/‘S’l/)uﬂi—‘p dl—‘—i-/y(;g/‘u;—wp

Qr

+2’7673/§}E(u5|§pu;—§7’p> dF+754/‘VFU6|’ap
I

+7575/“VI‘U;’;})

+ Y57 / (HI = R) Vg™ Vuy P dT

ar

dl' + 275’6/3? (Vpuagp.vpu;§p> dl’

+ 76,8 / (H] R) VFU;_H:W VFU;—H?p dr

2
+275’9/§R [(HI R) VI‘U(;‘F Vpuglrap] dF+75,10/F‘Apu6i§w dar
+ Y511 / ‘Apué‘rp dr + 275 1, /F %(Arugliprpu;;’bp) dr
— a+/ aRu;;Pu5|;p dSg, (12.12)

SR

ou

L 0 Do oot

Vo1 T —m%,l T S (oprtotp)
. ot p oot

Vo2 = —mam T S (oprtotp)
L ocp oot

TR CaPEr

Vsa = &@6 3 Vo5 = &0‘6 45

’ o pptotp ’ opatotpr

o otp L 0 D2

Vs T maa,& V57— maa@
o ot pi . ot

Vo T —a*pg ¥ otp Qs6, Vo9 = —U*m ¥ otpy 5,5,
o g P2 L ot m

Ys10 T m%m Y11 T maa,&

o py
T I O N

o p2+ ot
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et Sr désigne la spheére de centre O et de rayon R. D’ou, en prenant la partie imaginaire
de (|12.12)), nous avons

S ( / Oy 5 dSR) =0. (12.13)
SR

A T’aide de la démonstration calquée sur celle du Théoréme 22, nous déduisons
uy ™ =0 sur Q7.
Le probléeme (&£§) se réduit donc a trouver u; * vérifiant

div (0~ Vuy ") + k2uy " =0 dans Q~,
ug"lfp = 5p18nug|i?p sur I, (12.14)

— —,ap __ —,ap
o 8nu§|r =K (“5|F ,0) sur I'.

L’équation

—,ap __ —,ap
Usp = 5planum

.
7 -2 1)y =0,
( 5101)90

ot o~ est la trace de u; " sur la surface I'. Compte tenu de (12.8), il découle que u; ** = 0

implique

sur I'. Par conséquent, u; ™ =0 sur Q. =
Pour montrer P'existence de la solution (u; ", u; "), nous allons transformer (£5) en
un systéeme d’équations pseudo-différentielles sur la surface I'. Utilisant la définition des

opérateurs de DtN T et T~ (voir Partie 2), (€5") est équivalent au systéme

A o Py 0" )
( op1 ) otp ( 0p2 g ( )
T*w+T+%—K:(W,%) =9, <1216)
ou
R — pzanuindl“ -2 p2T+Umc|F ec=(I),

P1 ot
g = U+3numc|r + T+Umc|1“ ec> (),
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et w (resp. 5) désigne la trace de u; " (resp. de uy ") sur la surface I'. Compte tenu de
o~

12.8), I'opérateur T~ — . I est inversible. Posons
P1

Sy 1= <T— - —I) _1. (12.17)

op1

Evidemment, S5 est un OVD d’ordre —1. D’o1, de ((12.15)), nous déduisons

w=T"g, (T+——1)%+55f.
dpa

Ainsi, le systéme ((12.15))-(|12.16)) est équivalent & I’équation au bord

~2 ot o
p10-0 _ oo
Asx =B —A%S T+ —T - 1 =0
0% 6%+a*p2+0+z?1 e p2 ot TP 10* ( J ) ]% ’
ou
By = ZPp-g; <T+ - —I) o+ T30 — ag1 22285 (T+ — —1> — i3
otpy dpa otp dp2
o pa . of ,
— Oy, 30 AFS(g T — 5[ M — O.Q;AAF% — Oé&@d“ip [(HI — R) VF] Vi
2
o p2 .
— d I—-R Ss | TT — —]
Qa5 dive (M ) Vr] Ss ( 57 )
0 = —g—T Ssf+as1Ssf + assArSsf — aszALSs f + as sdive [(HI — R) Vr] Ssf.

Pour établir un résultat d’existence de la solution, démontrons la proposition suivante.

Proposition 47 Pour tout entier k dans N, lopérateur As défini de H*'/2(T") dans
H*=7/2(T") est de Fredholm d’indice 0.

Preuve. Soit £ € N. Comme T, T", Ss et Ar sont des opérateurs OVD d’ordre 1,1, —1
et 2 respectivement, As est un opérateur OWD d’ordre 4 , il envoie donc H*(T") dans
H*=4(T"). Par ailleurs, comme B; est un opérateur O¥UD d’ordre 2, il envoie H*(T)
dans H*72(T). Or linjection de H* ! (T') dans H*"2(T') est compacte, il en découle
que l’opérateur A défini de H* (T') dans H**(T") est une perturbation compacte de
T A2 2S5 [pQ T+ pi = iy g (@> ]} . Ainsi, pour montrer que As est de Fred-

o~ p2t+otp: d

holm d’indice 0, il suffit de montrer que pgg—;T+ + p%g—tT* — (—T) I est inversible.
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Soit I’équation

- + -o+
1930—+T+ +p30—_T* - ( 050 ) I] =1, p e HY2(I), ke N. (12.18)
g g

Utilisant la définition des opérateurs T et T, (12.18)) est équivalent au probléme

(

div(c~VV7)+ K2V~ =0 dans Q~,

div (ctVVH) + EIVT =0 dans Q7

Ve =Vi=0 sur I' (12.19)
_ pr—— _

OnVip = 0Vt = (L ) Vip + g0 sw T

| ‘lim |£L‘| (am - Z/{J+) V+ = O,

x| —-400

\

ou p = Vu: = VI;I . Une démonstration similaire & celle des théoremes et montre
que, pour tout k dans N, si ¢» € H*Y/2(T"), alors le probléme (12.19)) admet une unique
solution (V=, V") dans H**' (Q7) x HE™ (QF) et donc une unique trace ¢ € H*/2(T).

Par conséquent, As défini de H*+'/2(T") dans H*~7/2(T') est de Fredholm d’indice 0. m

Théoréme 48 Sous les hypothéses du Théoréme le probléme (E57) admet une unique
solution (uy ', u;*"?) dans H*' (Q7) x H' (QF), k € N.

loc

Preuve. En vertu de la Proposition , 'unicité de la solution de (£5”) implique son

existence. Ainsi, du Théoréme |46, nous déduisons qu’il existe une unique solution. m

12.4 Estimation de ’erreur

Nous terminons cette partie par une estimation de l’erreur en solution, entre le pro-
bleme exact (9.1)) et le modele approché dont la solution us” est définie sur R® par

—,ap -
Ug dans €y,

ap ,__ ap
ug’ = Q Uy s dans O,

+7ap +
Ug dans €,
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ou u;h 5 est obtenu & partir de 1) en ajoutant et en retranchant un terme d’ordre 2

en 0. Ce qui conduit a

uiﬁ,amw(x) = uﬁlgg (z) == “i[ﬂigp(ma $3)
= u;‘i?p — 5p18nu5_|’rap

= “:siﬁlp + 5p2an“<;i?p’ Vo = ®3(m, s5) € Qs 3,
Théoreme 49 Il existe une constante c indépendante de J telle que

B,ap
int,o

2
7 = w5 lasy + 02D [ —
B=1

+ HU}_ — u;_?apHHl(ﬁgr) S 052.

H1<Q§,B)

Preuve. Le Théoréeme [19se démontre aisément en reprenant les idées de la démonstration

du Théoréeme B8 et en utilisant le Lemme 7?7. =



Chapitre 13
Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a trois problémes différents définis dans
des domaines avec couche mince : probléme de Poisson a moyenne diffusion, problémes
de Helmholtz avec couche mince fortement et faiblement absorbante.

Dans les trois parties, nous avons construit et justifié un développement asymptotique
de la solution en fonction de 1’épaisseur de la couche mince. A l'aide des parameétres p;
et pa que nous avons introduits, nous avons réussi a déterminer une (parties 1 et 3) ou
plusieurs (Partie 2) positions de la surface limite I permettant de dériver des modéles
approchés d’ordre 1 faisant intervenir des conditions de transmission de type Ventcel sur
I.

Ce travail a été gratifié par les publications suivantes :

— K. E. Boutaréne [10], Asymptotic analysis for a diffusion problem, C. R. Math.

Acad. Sci. Paris, 349(1-2), 57-60, 2011.
— K. E. Boutaréne [I1], Approzimate transmission conditions for a Poisson problem
at mid-diffusion, Mathematical Modelling and Analysis, 20(1), 5375, 2015.

et devrait conduire & la publication suivante :

— K. E. Boutarene et P. -H. Cocquet [12], Scattering of a Scalar Time-Harmonic Wave

by a Penetrable Obstacle with a Thin Layer, Soumis.

Toutefois, pour compléter la lecture de ce document, nous recommandons, pour ceux
intéressés par I'approximation numérique des différents problémes traités, les théses de
Ségui [46] et de Dah [23] qui s’intéressent a la méthode PML "Perfectly Matched Layer" ;
larticle de Barucq & al [5] et la thése de Kirsch [34] qui utilisent, quant & eux, une
méthode appelée "Non-reflecting Boundary Conditions".

Pour terminer nous nous contentons de lister quelques perspectives immédiates.

130
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Tout d’abord, il serait intéressant d’étudier le probléme de Poisson dans le cas a faible
et forte diffusion. En effet, nous avons constaté que la méthode utilisée dans la Partie 1,
nous a permis de choisir p; et ps que dans un seul cas : moyenne diffusion c’est-a-dire
a” < as<atouat <a; <a . Que se passe-t-il dans le cas faible ou forte diffusion ?
Pouvons-nous trouver un modeéle approché, au moins, d’ordre 17

Il serait utile d’appliquer la technique utilisée dans cette thése pour construire des
conditions aux limites ou de transmission approchées pour les problémes de Maxwell,
d’élasticité ou du bilaplacien. Aussi d’explorer sur la possibilité d’obtenir des modéles
d’ordre 2 et 3.

Il serait également intéressant d’étudier de nouveaux problémes qui different de ceux
de cette thése par la géométrie. Par exemple considérer des couches minces non-homogene,
c’est-a-dire a épaisseur non constante ou bien des domaines a frontiéres rugueuse.

Enfin, nous aimerions explorer la technique des développement asymptotique raccordés
développée par I’école russe (cf. e.g., I'in [33], Dyke [29], Delourme & al [24], Bendali &
al [6]...), c’est peut étre la plus céleébre et la plus importante mais aussi la plus délicate,

et la comparer avec la méthode utilisée dans cette thése.



Annexe A

Régularité de la solution du

probléme de Poisson

Dans cette annexe, nous étudions la régularité des solutions des équations de Poisson
et de Helmholtz (cf. [37]). Pour cela, nous allons introduire les espaces des fonctions
Holdériennes et CF ().

Définition 50 Une fonction ¢ définie sur un domaine Q@ C RY (P = 2,3) est dite Hol-

dérienne (ou a-holdérienne), 0 < a < 1, s’il existe une constante c telle que

lo(x) —@ )| <clz—y|*, Yo,y e Q.

Nous notons par C%“(Q) 'espace des fonctions a-hdldérienne, 0 < a < 1. C’est un

espace de Banach muni de la norme

o () — ¢ ()]
©llro.ary = Sup | (x)]| + sup -
Iollosney = sugle @1+ 2up =)

TFY

Notons que pour 0 < o < 3 < 1, nous avons C%° () C C% (Q).

Définition 51 Soit k € N. Nous notons par C**(Q) lespace des fonctions de Héldé-
rienne © dans C% (Q) telles que Oy est dans C% (Q) pour tout |\ < k. C’est aussi un

espace de Banach muni de la norme

lellorai) = llellong) + s ||3k90ch<m‘

132
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Figure A.1 — Géométrie intervenant dans le Théoréme

Théoréme 52 (Régularité au voisinage du bord) Soient G; et Gy deux ouverts de

R” tels que Gi CC Gy et Gy intersecte la surface T' d’un domaine lipschitzien § (voir

Figure . Posons
j:Gij, j:1,2 et PQZGQQF

Supposons que, pour tout entier k, I's est de classe C**11 et que u € H' () et f €
H* () vérifient I’équation
—Au=f dans $s.

Si wr, € H*3/2(Ty), alors w € H** (). De plus, il existe une constante positive c

telle que

||U||Hk+2(Ql) <c ||U||H1(Q2) +c Hu|r2||H’€+3/2(I‘2) +c ||f||Hk(Qz) :

Passons maintenant a la régularité des problémes de transmission. Soient {2~ un ouvert
borné de R” de frontiere lipschitzienne I' et QF le domaine extérieur défini par QF :=
RP\Q~. Pour toute fonction u définie dans un voisinage de I', nous notons par u* et u~
les restrictions de u sur les domaines €2 et 2~ respectivement et par [u] . et [Onul. les
sauts de la trace de u et de la trace de la dérivée normale de u a travers I' définis par

[ulp = urll —up et [Onulp = 8nu|“; — Onuyp,

ol n désigne le vecteur unitaire normale a I' (extérieur a Q) et 0, désigne la dérivée

dans la direction du vecteur n.



ANNEXE A. REGULARITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME DE POISSON 134

G,

Figure A.2 — Géométrie intervenant dans le Théoréme

Théoréme 53 (Régularité au voisinage de 'interface) Soient G; et Gy deux ou-
verts bornés de RY tels que Gy CC Gy et Gy intersecte T (voir Figure . Posons

QO =G;NnQ" et I;j=G;Nl, j=12
Supposons que pour tout entier k, I'y est de classe C*+11 et considérons les équations
—AuF = f* dans Q.
Siu € L? (Qy) est telle que u* € H' (Q3), [u] ) € HF+3/2(Ty) et [On] € HFY2(Ty) et

si f¥ ¢ H” (Q;t) Alors u*t € H*2 (Q{E) De plus, il existe une constante positive c telle

que

o sty + 10 Loy < el gagy + € lag) + € Be] s e,

+CH[(9nu]|F‘

+ —
Hk+1/2(F2)+CHf HH’“(Q;’) +CHf HH’V(Q;)
Remarque 54 Les résultats de régularité de la solution du probléme de Poisson restent

valables pour ’équation de Helmholtz puisque la différence entre l’opérateur de Helmholtz

et de Laplace est un terme de type k3u qui est d’ordre inférieur.



Annexe B

Opérateurs de Fredholm

Nous rappelons dans ce paragraphe la définition et quelques propriétés des opérateurs
de Fredholm. Nous incitons le lecteur a consulter Abboud-Terrasse [I], Brezis [14], Treves
[50], Chen-Zhou [17]....

Soient F et F' deux espaces de Banach. Nous notons par £ (£, F') 'espace des opéra-

teurs linéaires continus de E dans F.

Définition 55 On dit qu’un opérateur linéaire T : E — F est compact, et on note
T € K(E,F), s’il transforme tout borné de E en un ensemble relativement compact. Si
TeK(E,F)aorsT € L(E,F). Un opérateur compact transforme toute suite faiblement

convergente en une suite fortement convergente.

Théoréme 56 (Alternative de Fredholm) Soit T' € K (E). Alors
1. Ker (I —T) est de dimension finie;
2. Im (I — T) est fermée, et plus précisément Im (I —T) = Ker (I —T*)" ;
3. Ker(I-T)={0} < Im(I—-T)=H;
4. dim (I — T) = dim (I — T*).

L’Alternative de Fredholm est souvent utilisée pour la résolution des équations de type
u—Tu = f. L’opérateur [ —T étant une perturbation compacte de I'identité, tout se passe
comme en dimension finie : injection implique la bijection! Ce qui est faux en général
en dimension infinie. I’Alternative de Fredholm exprime que :

ou bien pour tout f € F, I’équation u — T'u = f admet une unique solution,

ou bien 'équation homogene v — T'u = 0 admet n solutions linéairement indépen-

dantes et, dans ce cas, I’équation non homogene u — T'u = f est résoluble si et seulement
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si f vérifie n conditions d’orthogonalité, i.e. f € Im (I —T) = Ker (I —T*)" qui est de
dimension finie.

L’alternative de Fredholm n’est qu’un premier pas vers la théorie des opérateurs de
Fredholm.

Définition 57 (Opérateurs de Fredholm) On dit qu'un opérateur A € L(E,F) est
de Fredholm (ou opérateur o indice), et note A € F(E,F), si Ker(A) est de dimension
finie et siIm (A) est fermée et de codimension finie. L’indice de A, notéind (A), est défini

par ind (A) = dim Ker(A)—codim Im (A) .

Remarque 58 La condition "Im (A) est fermée" est superflue, nous pouvons démontrer
(cf. [47, Lemme 8.1]) que si A € L(E,F) est tel que Ker(A) soit de dimension finie et

Im (A) soit de codimension finie alors ITm (A) est fermée.

Il découle de I’Alternative de Fredholm que si 7' € K (E), alors A = I — T est un

opérateur de Fredholm d’indice 0.

Proposition 59 Si E et I’ sont réflexifs et A € F(E, F). Alors A* est de Fredholm, de
plus, nous avons ind (A) = —ind (A*).
Un opérateur T € L(E, F) est de Fredholm si et seulement si T est inversible modulo les

opérateurs compacts.

Proposition 60 Soient E, F' et K trois espaces de Banach.

1. Si Ae F(E,F) et K un opérateur compact dans L(E, F'), alors A+ K € F(E, F)
et ind(A+ K) = ind (A). Autrement dit, toute perturbation compacte d’un opérateur
de Fredholm est de Fredholm.

2. 8Ty € F(E,F) et'Ty € F(F,K) alors 1TyTy € F(E,K) et ind(TyT)) = ind (T}) +

Dans la pratique, nous utilisons souvent ce résultat sous forme variationnelle.

Corollaire 61 Soient H un espace de Hilbert, a(.,.), ao(.,.) et ay(.,.) trois formes

bilinéaires (ou sesquilinéaires) définies sur H x H telles que
1.a(,)=ao(,.)+ai(.,.);
2. ag(.,.) etay(.,.) sont continues sur H x H ;

3. ag(.,.) est H-coercive ;
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4. a1 (.,.) est telle que si (uy), et (vy,), sont deuz suites faiblement convergentes dans

H vers u et v respectivement. Alors aj (u,,v,) — a1 (u,v).
n—-+00

Si la proposition suivante
(a(x,y) =0, Vye H) = x =0,
est vraie, alors pour tout f € H', il existe une unique solution v € H de [’équation
a(u,v) = (f,v), Vv € H.
De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que

lullgr < el g -



Annexe C

Opérateurs pseudo-différentiels

Cette annexe est consacrée aux opérateurs pseudo-différentiels. Nous en donnons
quelques définitions. Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter, par exemple, Boutet
de Monvel [13], Chazarain-Piriou [16], Hormander [32], Shubin [47], Taylor [49], Treves
[50],... Nous adopterons les notations standards concernant les opérateurs différentiels,
notamment D% = (—i)l*l9 % désigne la transformée de Fourier d’une distribution

u € S'(R") et enfin, 'inclusion K € (2, signifie que K est un compact inclus dans €.

C.1 Symboles

Définition 62 Soient p,n € N, m € R, Q un ouvert de R* et p,0 € [0,1]. On désigne
par S;5(Q2, R") Uensemble des fonctions a € C=(2 x R™) telles que pour tout K € ) et

pour tous multi-indices a et 3 dans N", il existe une constante c, 3(K) > 0 telle que :

0208a(w,€)| < cap(K)(1+ €)™ WL W(z,6) € K xR
On dit que a est un symbole d’ordre m et de type (p,0).

Notant S™ := DRSZ’%, nous avons la proposition suivante
me ’

Proposition 63 Soit (a;); une suite de symboles telle que a; € S/Tg et (m;); est une suite
décroissante qui tend vers —oo quand j tend vers 4+oo. Alors il existe a € SZ? unique
modulo S™> tel que :

a—Y a; €S, keN.

=k
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On dit que a est la somme asymptotique des a; ou bien ) a; est le développement asymp-
J
totique de a et on écrit a ~ ) a;.
J

C.2 Opérateurs pseudo-différentiels

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que {2 est un ouvert de R”.

Définition 64 Soit a € S)'5(Q2 x Q,R"), lopérateur A défini de D(S2) dans C*(Q2) par :

Aute) = [ [ e atay.uty) dud (1)

est appelé opérateur pseudo-différentiel, noté OV D, d’ordre m et de symbole a. On désigne

par L;’f(s(Q) l’espace des OV D d’ordre m sur §2. Un tel opérateur est linéaire continu de

D(Q) dans C*(Q) et s’étend de maniére unique de E'(?) dans D'(Q).

Exemple 65 Tout opérateur différentiel est un OV D.
En effet, soit P(x,D) := > aq(z)D* ot a, est C*. Pour tout u dans D(S2), nous

laf<m

u(z) = (2m)" / erEaE) de,

n

avons

par conséquent

(P(x. D)u) (z) = (2) " / S aal2) D (e )a(e) d

B laj<m

— [ e*ale. (o) de.

avec

a(z, ) = (2m)™" Y aa(r)£* € STH(QR").

laj<m

Définition 66 Un opérateur pseudo-différentiel A est appelé propre (proprement sup-

porté) si les deux conditions suivantes sont réalisées :
2. VK €, 3K' € Q / supp (u) C K = supp (Au) C K'.
L’opérateur P(x, D) = > a,(x)D* est un O¥D propre puisqu’il diminue le support

ja<m
(supp (Af) C supp(f)).
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Théoréme 67 (Elimination de ”y”) Soit A = op(a) € L}';(Q2) propre, 6 < p, donné

par , alors :
0a(1,8) = e AV (2) € SJH(Q,RY),

et admet le développement asymptotique :

—3)lal
rae.&) ~ Y CO opogae. . )y

acNn
De plus
Au(z) = (2#)_”/eix'§JA(x,f)ﬂ(§) d¢, Yu € D(Q).

On appelle 0 4(z, &) le symbole complet de A. Posant L~>°(2) I'espace des O¥D dont

le symbole est dans S™°°, nous avons la relation
A est propre dans L™°(Q)) & oa(x,&) € S™.

Si maintenant A € L7'5(€2), nous pouvons le décomposer sous la forme A = A"+ A”ou
A'est propre dans L}'5(Q2) et A” € L7°°(02). Ainsi, nous identifions 04 & 0 4r dans 7% /S™.

Nous obtenons, par conséquent, une application bijective :
ps/ L™ — S5 /S™.

On appelle symbole principal de 'opérateur A € LZ?(;(Q) et on note o,,(A) la classe des
symbole o 4 modulo SZ‘(;_l(Q, R™), 0,,(A) est donc un élément de S;%/S;’fé_l. Sio,(A)=0
ceci veut dire que A est un O¥D d’ordre < m — 1.

C.3 Hypoellipticité et ellipticité

Définition 68 Une fonction o (z,£) € C* (2 x R™) est appelée symbole hypoelliptique si

1. Il existe deux réels mq et mq tels que pour tout compact K dans ), il existe ¢, co et
R tels que
g™ <o) <ell™, =R reK; (C.2)

2. 1l existe deux réels p et § vérifiant 0 < § < p < 1, tels que pour tout compact K C 2
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et tous multi-indices o et 3 dans N", il existe un réel R tel que

02000 (@,€)| < cag(K)(1+Ig)" 00l g > R, ze K. (C.3)

On note par HS75™ (€2 x R") I'ensemble des (classes de) symboles satisfaisant (C.2)
et (C.3) et par HL)';™ (Q2) I'ensemble des (classes d’) opérateurs peudo-différentiels pro-
prement supportés A pour lesquels 04 € HS3™ (Q x R™).

Définition 69 Un opérateur pseudo-différentiel A est appelé hypoelliptique s’il existe un
opérateur proprement supporté A, dans H LZ}(’SmO (Q) et un opérateur régularisant R €

L= (Q) tel que A = A; + R.
Nous avons les propriétés suivantes.

Proposition 70 1. HS;™ (2 x R") C 575 (2 x R™).

2. SiAe HL)™(Q) et R € L)' () avec my < mg o R est proprement supporté,

alors A+ R € HL)'7™ (Q).
Exemple 71 Tout opérateur différentiel elliptique est dans H L%m.
Définition 72 Un opérateur A € L5 (Q2) est appelé elliptique si A = Ay + R ou Ay €
HL}" () et Re L™= ().
C.4 Opérateurs pseudo-différentiels sur les variétés

Dans toute cette partie, nous supposons que M est une variété compacte de classe C*.
Nous ne nous attarderons pas sur la définition des OUD sur les variétés, nous renvoyons
le lecteur & [47,, 49| 50]. Le but de ce paragraphe est d’énoncer les résultats principaux sur

OWD sur les variétés qui nous ont été utiles pour la preuve du Théoreme [20

Définition 73 Soient A € HL)" (M), 1 —p <6 < p et m > 0. On note par Ay (ou
parfois par A) Uopérateur A défini comme étant un opérateur non-borné dans L* (M) a
domaine D (Ag) = H™ (M).

Définition 74 Un opérateur A € L5 (M) est appelé formellement auto-adjoint si

(Au,v) = (u, Av) ,
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pour toutes fonctions u,v dans D (M), ou le crochet (.,.) désigne le produit scalaire dans
L?(M).

Définition 75 On dit que Ay (ou parfois par A) est semi-borné s’il une constante ¢ € R
telle que
R (Au,u) > c|lullp2pp . Yu € D (Ao)-

Théoréme 76 ([9])Soit A € HL)5" (M), m > 0,1—p <4 < p, formellement auto-

adjoint et semi-borné. Alors pour tout s € R, nous avons

1. Ae L(H*(M),H™(M));
2. le noyau Ker (A) de l'opérateur A est inclus dans C*(M);

3. Ag est fermé et auto-adjoint dans L? (M), a résolvante compacte dans L? (M). De
plus, il existe dans cet espace une base hilbertienne {¢;}, . composée des vecteurs
propres de Ag tels que ; € C*(M), Ap; = A\ip; ot les valeurs propres (\;),.y sont
réelles vérifiant |\;| — 400 lorsque i — +00;

4. le spectre de A est indépendant de s et coincide avec I’ensemble des valeurs propres

de A.
5. A est de Fredholm d’indice 0.



Annexe D

Théoréme et Lemmes de Rellich

Cette annexe est dévouée aux théoréeme et lemmes de Rellich. Nous commencerons
par le Lemme [77| tel qu’il a été établi par F. Rellich en 1943 dans [42] et nous énoncerons
ensuite le lemme qui plus pratique. Nous terminerons enfin par le Théoreme [79] de

compacité, toujours du a F. Rellich.

Lemme 77 (de Rellich) Soit u une fonction de classe C? pour |z| > Ry > 0, et vérifiant

[’équation de Helmholtz
Au + k*u = 0 pour |z| > Ry > 0 avec k > 0.

Alors, on a Ualternative :
1. u=0 pour |x| > Ry;
2. Pour tout Ry > Ry, dM > 0 et Ry > R, tels que

/ lu(z)|dz > MR, VR, R > Rs.
Ri<|z|<R

Lemme 78 (de Rellich) ([21, p. 32]). Soit D un ouvert borné de R®. Siu € C? (R*\D)
est solution de I’équation
Au+k*u=0, k>0,

vérifiant
lim lu(z)[* ds = 0.

r—-+00 |:E|=T

Alors u = 0 dans R*\D.
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Théoréme 79 (de Rellich) ([/]) Si D est un ouvert borné de R de classe C*, alors de
toute suite bornée de H' (D) on peut extraire une sous-suite convergente dans L* (D). On
dit que l'injection canonique de H' (D) dans L* (D) est compacte.
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Index des notations

1) Epaisseur de la couche mince, destinée a tendre vers 0 (p. .

Q5 Domaine intérieur dont le bord est régulier (p. .

Qs Couche mince uniforme recouvrant €25 (p. .

Q Domaine borné contenant la couche mince (p. D

QF Domaine défini par Q\ (M) dans la Partie 1 (p. D
et par R3\ (Qg U Qg) dans les parties 2 et 3 (p. .

Lsa Bord du domaine intérieur €5 (p. .

[so Bord extérieur de la couche mince (p. .

o0 Bord du domaine € (p. .

Q@ Fonction réguliere par morceaux définie sur €2 (p. .

a ,as et a” Constantes positives intervenant dans la définition de « (p. .

f Fonction réguliere définie sur Q (p. .

Us Solution exacte du probléme de transmission (p. .

ug Restriction de ug sur €5 (p. .

uy Restriction de us sur Qf (p. .

Uint,5 Restriction de us sur Qi s (p- .

r Surface parallele a I's5 1 et I's o divisant {25 en deux
couches minces €5, et Q54 (p. .
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Coordonnées semi-dilatées dans €255 : 55 = 15/psd (p.
Paramétrisation de s 3 (p.
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Termes du développement asymptotique de ug (p.

Termes du développement asymptotique de uy (p.

Termes du développement asymptotique de u[ﬂ s (p-
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Ut =0 Fonctions intervenant dans le développement
de Taylor de u,, (p. .
Upiis >0 Fonctions intervenant dans le développement
de Taylor de u; (p. .
agf ; (.,.) Formes bilinéaires intervenant dans le développement
de a}’ (.,.) (p. [20).
Qo Fonction réguliére par morceaux définie sur € (p. .
Up,n >0 Termes du développement asymptotique de ug loin
de la couche mince (p. .
ug’(") Développement asymptotique de u; tronqué a l'ordre n (p. .
u;’(n) Développement asymptotique de u; tronqué a l'ordre n (p. .
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ug’(ap ) Approximation de us; sur €5 (p.
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(Ps") Probléme approché (p. .
S~ Opérateur de Dirichlet-to-Neumann (p. .
St Opérateur de Dirichlet-to-Neumann (p. .
ug? Solution approché du probléme de transmission (p. .
uﬁf’t P Restriction de ug” sur Qine s (p. .
o5 et k2 Fonctions réguliéres par morceaux définies sur R? (p. .
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Qr Domaine B N Q1 (p. .
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dSp Elément d’aire sur S (p. .
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Opérateur pseudo-différentiel (p. .

Fonctions réguliéres par morceaux définies sur R? (p. .
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Approximation de I'impédance d’une inclusion mince
contrastée pour un probléme de transmission en
diffraction des ondes

Résumé :

Dans ce travail, nous nous intéressons au comportement asymptotique de la solution de différents
problémes définis dans des domaines avec couche mince. Nous adoptons des méthodes asymptotiques pour
modéliser 'effet de la couche mince par des problémes avec des conditions de transmissions approchées
de type Ventcel. Cette thése est organisée en trois parties, nous choisissons de les présenter par ordre de

difficulté et chronologique. Nous traitons d’abord un probléme de Poisson défini dans un domaine borné
avec condition de Dirichlet homogéne sur le bord dans le cas moyenne diffusion. Nous étudions ensuite

des probleémes de diffraction d’ondes par une couche mince faiblement (Partie 2) et fortement absorbante
(Partie 3). Nous nous intéressons plus particulierement a la résolution de I’équation de Helmholtz en
dimension 3. Bien qu’il s’agisse, dans les deux parties 2 et 3, de ’équation de Helmholtz, nous verrons
que les problémes de faible et de forte conductivité différent par les résultats obtenus mais surtout par
les difficultés rencontrées.

Mots-clés : Analyse asymptotique, Développement asymptotique, Couche mince, Equation de Poisson,
Equation de Helmholtz, Conditions de transmission approchées.
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