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N : L’ensemble des entiers naturels.
R : L’ensemble des réels.

[n] : Uensemble 1,2,3,...,n

(Z) : Coefficient binomial, tel que n et k des entiers ou 0 < k < n.

()™ : Factorielle croissante.

(x)™ : Factorielle décroissante.

a | b:adivise b.

a =b (mod n) : a congru a b modulo n.

» - Symbole de Kronecker

} Nombres de Stirling de premiere espece.
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] : Nombres de r—Stirling de premiere espece.

} : Nombres de Stirling 2—associés de seconde espece.
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{ Z } : Nombres de r—Stirling de seconde espece.
, <

(

W (n, k) : Nombres de Whitney de premiere espece.

) : Ensemble ordonné.

Win(n, k) : Nombres de Whitney de seconde espece.

W (n, k) : Nombres de 7—Whitney de seconde espéce.

W(m,r) (1, k) : Nombres de r—Whitney de premiére espece.

B,, : Nombre de Bernoulli.

B, (x) : Polyndme classique de Bernoulli.

b,, : Polyndme de Bell a une seule variable .

A, (a1, ag, ...) : Polyndme partiel de Bell.

A, : Polyndme complet de Bell.

E,, : Nombre d’Euler.

E,(x) : Polyndme d’Euler.

H,, : Nombre Harmonique.

H" : Nombre hyper-Harmonique.

B (x) : Polyndme de Bernoulli d’ordre supérieur de premiere espece.
B : Nombre de Bernoulli d’ordre supérieur de premiere espece .

bg{l) (x) : Polyndme de Bernoulli d’ordre supérieur de seconde espece .

') Polynéme de Bernoulli d’ordre supérieur de seconde espece .



INTRODUCTION GENERALE

La combinatoire est la science qui cherche a compter le nombre d’objets d’un probleme
mathématiques, informatiques ou de physique comme d’autre. En effet, les propriétés inté-
ressente concernant des objets de grande taille, par exemple la complexité asymptotique en
informatique,ainsi qu’un modele discret qui tend vers la continuité en physique et 1’estima-
tion de la moyenne d’une population de taille n lorsque I’on tire un échantillon de taille ¢ en
statistiques. Ce dernier exemple utilise comme outil combinatoire les polyndémes de Bernoulli
et les nombres de Stirling qui font I’objectif de notre travail.

Les nombres de Stirling de premiere espece I

trés connus en combinatoire énumérative et possedent des applications riches dans plusieurs
domaines de la science. Ces nombres ont attiré 1’attention de plusieurs chercheurs durant
ce siecle. Ils sont apparus dans plusieurs ouvrages [9, 10, 11]. Cependant, ils apparaissent

n R n
} et de seconde espece { I } sont

comme cas particulier dans les nombres 7-Stirling de deux types { Z } , Z } et r—

Whitney w,, (n, k), Wp,(n, k) de premiere et seconde espece.
Ainsi, ils sont principalement li€s aux polyndomes de Bernoulli de premiere et seconde
espece B, (z) et b,(x) par les deux identités bien connues pour z = 0

Apport et présentation
En 1988, M. Srivastava et al, dans son ouvrage "An explicit formula for the generalized

Bernoulli polynomials" ont prouvé des nouvelles formules explicites pour les polyndmes de
Bernoulli généralisés. Ils ont fournis une extension intéressante d’une représentation pour les

9
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nombres de Bernoulli généralisés, mais malheureusement, ces formules explicite sont tres
difficiles a manipuler.

Cette these aborde une série de résultats relatifs aux liens entre les nombres de Stirling, 7-
Stirling, r-Whitney aux divers types de polyndmes de Bernoulli généralisés, afin de trouver
des formules explicites simples pour les valeurs enticres et rationnelles des polyndmes de
Bernoulli généralisés. Ce lien est élaboré a I’aide de formule de Melzak.

Elle porte sur " Quelques applications des nombres »—Whitney et r—Stirling". Elle est com-
posée de quatre chapitres :

Chapitre 1 : Préliminaires et rappels

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions de base de la combinatoire.
Nous présentons les définitions, les relations de récurrences et les interprétions combinatoires
des nombres de Stirling, r-Stirling et Whitney, ainsi que la définition et les propriétés des
nombres et des polyndmes de Bernoulli et d’Euler.

Chapitre 2 : Application des nombres r-Stirling aux polynomes de Bernoulli d’ordre
supérieur

Au moyen de I’analyse des fonctions génératrices et la formule de Melzak (voir[22, 23])
donnée par la relation suivante

» .
a+p (=1 (p :
R R G D o= (4 TAC )
p jz% a+7\J

telle que f est un polyndome de degre n < p.

Nous exprimons dans le présent chapitre, les polyndomes de Bernoulli d’ordre supérieur
de premiére espece B,(la)(:v) et de seconde espece bl (x) aux points entiers x = r € N a
I’aide des nombres r-Stirling de premiere espece [ Z , et seconde espece { Z } , par des

,
formules explicites qui contiennent une seule somme, donc elles sont simples a manipuler.
Le résultat principal est donné par ces deux expressions :

soo=a("T) () W) (0]

Jj=0
+n\ 2n! <= (=1)"* [ 2n r+j
b () = o @ Nt |
w (=1 a( n )n!; a+j \n+j) [ n+tr+7 ],

Nous extrairons plusieurs cas particulier, et nous donnons aussi quelques résultats com-
plémentaires sur les congruences et autres concernant les polyndmes d’Euler et de Genouchi.

10
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Chapitre 3 : Application des nombres r-Stirling aux polynomes de Bernoulli d’ordre
supérieur

Le troisieme chapitre se divise en deux parties, dans la premiere partie nous introduisons
une nouvelle classe de nombres de Stirling appelée les nombres r-Stirling s-quasi-associés de

s

N £ n . o
seconde espece, Ces nombres sont notés par e } , nous donnons leur interprétation com-

,
binatoire, leur fonction génératrice et quelques relations de récurrence. Dans la deuxiéme par-

. . R NPT N N -1 N
tie, nous exprimons les polynémes de Bernoulli généralisés de premicre espece it (x)a
I’aide des nombres 7-Stirling s-quasi-associés de second espece, nous établissons les identités

n . —1 . s+1
[s—Lal (1) — ()@ ns) nA4 sy _
BE ) = 0 (T P S CP

=0 ooy r

o k! +sk+r °
[s—1,—k] .y — _ ¥ n
By (T)_(n—i-sk)!{ k+r } ’

Chapitre 4 : Quelques applications des nombres r-Whitney

Le dernier chapitre porte sur I’application des nombres r-Whitney aux polyndmes de Ber-
noulli. Nous exploitons la formule de Melzak et les nombres r-Whitney de premiere espece
W, s(n, k) et de seconde espece W, ,-(n, j) pour donner de nouvelle expressions des valeurs
des polyndmes de Bernoulli d’ordre supérieur de premiere et seconde espece aux points ra-
tionnels z = —=*.

Nous montrons que

No(iRT .
mf<] . ) Wi (- b )W (,5),

_ 1 n . —1
b%@(r S) - (‘7 +k> Wm;,«(j‘f‘k,k)wm,s(naj)'

m mn k
Jj=0
Et )
1 /m+k\"
By = & Wnr(n + k, k
O(y=— ("7 P+ k),
— 1 k!
by — B (k. k).
" <m) m”(n—l—k)!w r(nt & k)

Les cas particuliers de ce derniers résultat montrent des nouvelle formules explicite des
nombres et des polyndmes de Bernoulli classiques.

11



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES ET RAPPELS
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Chapitre 1. Préliminaires et rappels

Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons des définitions de quelques notions de la combinatoire
concernant notre sujet. Nous nous intéressons a quelques propriétés de coefficients bino-
miaux, des nombres de Stirling, des nombres de Whitney et des nombres et polyndmes de
Bernoulli ainsi leurs fonctions génératrice.

Nous rappelons aussi la définitions des nombres et polyndomes d’Euler et les nombres
Harmoniques, ainsi que leurs formules explicites.

Ces rappels et définitions sont principalement puisées dans les ouvrages de Comtet [10],
Charalambides [11] et Graham, Knuth et Patashnik [16].

1.1 Dénombrement

Le dénombrement s’emploie a étudier et a compter divers types de regroupement d’objets
d’un ensemble fini.
Soit E un ensemble fini de cardinal n ol n est un entier naturel.

Définition 1.1.1. Une permutation de I’ensemble E est toute bijection de I’ensemble E dans
lui méme.

Définition 1.1.2. On définit un arrangement de p éléments de E toute partie de E a p élé-
ments dont les éléments sont numérotés, ou encore, une combinaison arrangement est un
tirage d’une quantité d’objets dont ’ordre est important.

Définition 1.1.3. On appelle combinaison de p éléments de E toute partie de E a p éléments.
On peut aussi dire qu’une combinaison est un tirage d’une quantité d’objets sans ordre.

1.2 Coefficients binomiaux

Définition 1.2.1. Pour tout réel « et pour tout entier k, on définit le coefficient binomial par

(Z) _ofa- 1)...]5? —k-1)

-1 -1 —
avec ((5) =1, et si k > 1 on peut définir (a i ) par (& i ) = H?Zl %,

Les coefficients binomiaux vérifient les propriétés suivantes

13
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. . . . . n . N
Si o = n et n est un entier tel que n > k alors le coefficient binomial ( k:) est égal a

(1) = m

— Si a = n et n est un entier tel que n > k > 0, alors on a (Z) = ( " k)
/”L_

-1
— Si k est un entier naturel alors on a ( I ) = kI(=1)".

o afa—1
— Si k est ti turel al = — .
1 k est un entier naturel alors on a (k) k:(k:—l)

Si a est un réel et k est un entier alors, | a1 + a—1
—Siaestu est un entier alors, = :
k k k—1

. . n
— Si n est un entier naturel alors on a (z +y)" = >_,_, (k) xRy

— Si z est un nombre complexe et |z| < 1 alors (14 2)* = >, (2) 2.

—Si «, B sont des nombres réels et k est un entier alors,

(2 00-0)

1.3 Factorielle croissante et factorielle décroissante

Définition 1.3.1. La factorielle croissante et décroissante sont respectivement définies par

()" =z(x+1)(z+2)..(x+n—1),
(x—1)(x —2)...(x —n+1),

8

O
I3
I
S
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Quelques propriétés

On peut exprimer la factorielle croissante en fonction de la factorielle décroissante comme
suit
()" =(x4+n-1)"

()" = (=1)" ()"

les identités suivantes relient les coefficients binomiaux avec la factorielle croissante et la

factorielle décroissante
()" [(r+n-—-1
n! n

1.4 Nombres de Stirling de premiere espece

Définition 1.4.1. Les nombres de Stirling de premiére espéce notés [ Z 1 sont les coefficients

du polynéme (x)™

n _ (_1\n—k - n k
e
k=0
Les nombres de Stirling de premiere espece vérifient

= 50,71

e

Théoreme 1.4.1. [11] Les nombres de Stirling de premiéere espéce admettent la fonction gé-
nératrice exponentielle suivante

tn
St ] G-
n,k>0 n
Ou d’une facon équivalente

weln 1t (In(l+t)*
> (-1 k{k}ﬁ: il :

n>k

15
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Remarque 1.4.1. La valeur absolue des nombres de Stirling de premiere espece compte le
nombre de permutations de n objets ayant exactement k cycles

Théoreme 1.4.2. [11] Pour tout entier naturel non nul n, pour tout entier naturel k < n, les
nombres de Stirling de premiére espece sont donnés par l’expression explicite

R N E

oui la somme porte sur toutes les solutions ky, ks, ... d’entiers naturels tels que :
ki + ke +ks+---=k

ky+2ky +3ks+---=mn

Théoreme 1.4.3. [11] Pour tout entier naturel non nul n, et pour tout entier naturel k < n,
les nombres de Stirling de premiére espece admettent la formule explicite suivante

(1-EEr ()

r=0 j5=0

Les premieres valeurs des nombres de Stirling de premiere espece sont données dans la
table suivante.

R Mo 1 p 3 4 5 6 78 9 10
0 1
1 0 1
9 0 1 1
3 0 2 3 1
4 0 6 11 6 1
5 0 24 50 35 10 1
6 0 120 974 295 85 15 1
7 0 720 1764 1624 735 175 21 1
8 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1
9 0 4050 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1
10 0 362880 1026576 1172700 723680 269325 63273 9450 780 45 1

TABLE 1.1 — Nombres de Stirling de premiere espece

16
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1.5 Nombres de Stirling de seconde espece

Définition 1.5.1. Les nombres de Stirling de seconde espéce notés { Z } sont définis par

£

k=0

les nombres de Stirling de seconde espece vérifient

(1)
(-7

Théoreme 1.5.1. Les nombres de Stirling de seconde espéce { } admettent la fonction

n
k
génératrice exponentielle suivante.
n }t" 1., &
E —=—("=1" k>0
| |
nzk{ kE fnl k!

Théoreme 1.5.2. [11]Pour tout entier naturel non nul n, et pour tout entier naturel k < n

{1} -me ()

Théoreme 1.5.3. [10] Pour tout entier naturel non nul n, pour tout entier naturel k < n :

{ Z }: 3 1e192 | fer

ci1tco+...+cp=n—k

Donc, le nombre de Stirling de seconde espece est la somme de tous les produits des
(n — k) entiers de I’ensemble 1,2, ..., k.

9 (= 124+12.2+ 22 = 7 Les premicres valeurs des nombres de Stirling

de seconde espece sont données dans la table suivante

Par exemple : { 4

Orthogonalité

Les nombres de Stirling des deux especes vérifient les relations d’orthogonalité suivantes :

LTS G Sl P TP s

k=m k=m

17



Chapitre 1. Préliminaires et rappels

" k 0 1 2 3 4 5 6 78 9 10
0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 01 3 1
4 0o 1 7 6 1
3 0 1 15 25 10 1
6 0 1 31 90 65 15 1
7 0 1 63 301 350 140 21 1
8 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1
9 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

TABLE 1.2 — Nombres de Stirling de seconde espece

1.6 Nombres de Stirling associés

2
} donnent

—
> 3

Définition 1.6.1. [40] Les nombres de Stirling associés de premiere espéece
le nombre de permutations de I’ensemble {1,2,...,n} en k cycles de longueur > 2.

Ces nombres vérifient

H] —(n-1)! n>1

2
lﬂ:o n>1 Sin<2k ou k<0

] e[ [R2E]) rsess

La fonction génératrice exponentielle des nombres de Stirling associés de premiere espece
est donnée par :

2
" (=In(l—t)—1)*
Z[nl__( n( ) ) (1.1)
E | nl! k!
n>2k
02
Définition 1.6.2. Les nombres de Stirling associés de seconde espéce { I } donnent le

nombre de partitions de I’ensemble {1,2, ..., n} en k blocs de longueur > 2.

18
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Ces nombres vérifient

2
{Z}:o n>1 Sin<2k ou k<0

R e R )

La fonction génératrice exponentielle des nombres de Stirling associés de premiere espece
est donnée par

n )2t exp(t) —t — 1)F
Z{k}mz( p()k! )" (12)

n>2k

Voici les tables des premieres valeurs des nombres de Stirling asscociés de premicre et
seconde espece.

k 1 2 3 4 o
n
2 1
3 2
4 6 3
5 24 20
6 120 130 15
7 720 924 210
8 5040 7308 2380 105
9 40320 64224 2380 2520
10 362880 623376 303660 44100 945

TABLE 1.3 — Nombres de Stirling associés de premiere espece

19
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k 1 2 3 4 5
n
2 1
3 1
4 1 3
5 1 10
6 1 25 15
7 1 56 105
8 1 119 490 105
9 1 246 1918 1260
10 1 501 6825 9450 945

TABLE 1.4 — Nombres de Stirling associés de seconde espece

1.7 Nombres r-Stirling

Les nombres r-Stirling de seconde espece apparurent chez N. Nielsen [54] comme étant la
différence des puissances en un point arbitraire. J. Riordan [40] les utilisa comme constantes
liant les puissances des moments autour d’un point arbitraire et les moments factoriels. Ces
nombres furent étudiés par L. Carlitz [8] sous le nom de "weighted Stirling numbers" et M.
Koutras, sous le nom de "non-central Stirling numbers". A. Z. Broder [7] les étudia et leur
donna le nom "r-Stirling numbers".

Définition 1.7.1. Les nombres r-Stirling de premiére espéce comptent le nombre

n
k T

de permutations d’un ensemble a n éléments en k cycles tels que les nombres 1,2, ....r se

trouvent dans des cycle différents.

Définition 1.7.2. Les nombres r-Stirling de seconde espéce comptent le nombre de

n
k T

partitions d’un ensemble a n éléments en k blocs tels que les nombres 1,2, ..., se trouvent

dans des blocs différents.

Les nombres r—Stirling du premiere espece sont définis par la fonction génératrice expo-
nentielle suivante.

n4r ] t" 1 (=In(l-1)"
;{k—f—r]?,a_ﬂ (1—1t) (1-3)

Les nombres r—Stirling de seconde espece sont aussi définis par la fonction génératrice
exponentielle suivante.

1
2 { Zi: } — = pylexp(t) = 1)feap(rt). (1.4)

n>k
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Broder [7] a prouvé que les nombres r-Stirling de seconde espece vérifient :

} = 0, n<kouk<r,

Z = 0, n<r,

Z = 5k,r7 n=r,
o= o n<n
_n: n—1 n—1

_k:_T‘ B <n_1)[ k ]T+{k_1}7"n>r,

Les premieres valeurs de ces nombres pour 7 = 2 et » = 3, sont données dans les tables
suivantes
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k 0 1 2 3 4 5 6 7
n
0 1
1 2 1
2 4 ) 1
3 8 19 9 1
4 16 65 95 14 1
5 32 211 285 215 20 1
6 64 665 1351 910 245 27 1
7 128 2059 6069 5901 2380 434 35 1

TABLE 1.5 — Nombres 2-Stirling de seconde espece

g 1 9 3 4 5 6 7T
n

0 1

1 9 1

9 6 5 1

3 924 2% 9 1

4 120 154 71 14 1

5 720 1044 580 155 20 1

6 5040 8028 5104 1665 295 27 1

7 40320 69264 48860 18424 4025 511 35 1

TABLE 1.6 — Nombres 2-Stirling de premiere espece

m

0 1 2 3 4 5 6 7
n
0 1
1 3 1
2 9 7 1
3 27 37 12 1
4 81 175 97 18 1
o 243 781 660 205 25 1
6 729 3367 4081 1890 380 33 1
7 2181 14197 23772 15421 4550 644 42 1

TABLE 1.7 — Nombres 3-Stirling de seconde espece
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0 1 2 3 4 5 6 7
n

1

3 1

12 7 1

60 47 12 1

360 342 119 18 1

2520 2754 1175 245 25 1

20160 24552 12154 3135 445 33 1
181440 241128 133938 40369 7140 742 42 1

N O Ul W N+~ O

TABLE 1.8 — Nombres 3-Stirling de premiere espece

1.8 Nombres de Whitney

Un ensemble ordonné ([, <), est un treillis si chaque paire d’élément (z,y) a une borne
inférieure x A y et une borne supérieure z V .

Un treillis fini possede au moins un plus grand élément O ou 1.

On dit que y couvre x six <t < y implique que x =t ouy = t.

Un atome est un élément qui couvre 0.

Le rang [(x) d’un élément = de L, est la borne supérieure de chaine de longueur & com-
prise entre 0 et k.

Les nombres de Whitney de seconde espece W (I, k) de treillis L est défini par :

W(l,k)=|zeL:l(zx)=Fk|
C’est a dire le nombre d’éléments de L de rang k.

Les nombres de Whitney ont été inventés pour désigner les tailles de chacun des rang
(grade) d’un niveau dans un réseau géométrique L. Donc le nombre de Whitney est le nombre
d’appartenance en L avec le rang m.

En 1973, Dowling a introduit une classe géométrique nommés les réseaux de Dowling,
cette classe est basée sur un groupe fini; dont il a renomé ces nombres par les nombres
de Whitney de réseau de Dowling de premiére et seconde espéce notés w,, (n, k), W, (n, k)
respectivement.

Benoumhani [4, 5, 6] a etudié ces nombres, leur fonction génératrice et leurs propriétés
ainsi que les relations de récurrence.

Les nombres de Whitney de seconde espece peuvent étre écris comme des coefficients de
polyndme z" tel que
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" = Z (35 — 1)Emka(n, k)

m
k=0

Ainsi les nombres de Whitney de premiére espece peuvent étre définis a partir de la relation
suivante

nx_lﬂ_ . k
m( - ) —;Wm(n,k)x

Ces nombres vérifient les relations de récurrence suivantes :

Wi(n, k) = Wy(n—1,k—1) + (mk + )W, (n — 1,k)
Wn(n, k) =wy,(n—1,k=1)+ (m(n—1) + Dw,(n — 1, k)

Les premieres valeurs de ces nombres sont données dans la table suivante

Mg 1 2 3 4 5 6 7
n

1 1

9 11

3 12 2 1

4 13 6 9 5

5 1 4 12 30 44 26 3

6 1 5 20 70 170 250 169 35

7 1 6 30 135 460 1110 1689 1254

TABLE 1.9 — Nombres de Whitney

1.9 Nombres et polynéomes de Bernoulli

Définition 1.9.1. La suite des nombres de Bernoulli est la suite des nombres rationnels définie
par

t" t
ZBHEZ et —1

n>0

Les premieres valeurs des nombres de Bernoulli sont

1 1 1
By =1, 312—57 3226, 342—%,
1 1 5%
By = — __ 1 .=
6 427 8 307 10 66’
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Définition 1.9.2. Les polynémes de Bernoulli sont définis par la fonction génératrice expo-
nentielle suivante

S Bt = Lt

nl e -1 [t < 2m;
n>0

avec

B,(0) = B,(1) =B, si n#1
Les polyndmes de Bernoulli vérifient la récursivité

n—1

> (Z) Bi(x) = na"~! n=23,..

k=0
Les premiérs polynomes de Bernoulli sont

1
By(z) = 2" — 22° + 2% — —

30
Kurt[19] a montré les propriétés suivantes

n

B,(z+1) =Y (})Bx(z),
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1.10 Nombres et polynomes de Bell

Définition 1.10.1. Les nombres de Bell b,, est le nombre de toutes les partitions d’un en-
semble a n éléments, ces nombres sont définis par la fonction génératrice exponentielle sui-
vante

Zb = exp(e’ —1).
n>0

Les nombres de Bell sont aussi définis comme étant la somme des nombres de Stirling de
seconde espece

i)

Définition 1.10.2. Les polynomes partiels de Bell notés A, (a1, as, ..., Gn_g11) sont définis
par la fonction génératrice exponentielle

ZAn,k:(al,sz--)ﬁx _ech( Zamtm_>

n,k>0 m>1

Ou encore,

ZAn,k(a1,a2, )g — %(x Z @m%m!>k

n>k ) m>1
Les polynémes de Bell pour £ = 0, 1, 2 sont

e Pour kK =0,0ona

A(),O(al,(lg, ) =1 et Ano((ll,ag, ) = 0,7’L Z 1

e Pourk=1,0ona

e Pourk =2,ona
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t" 1 t" 2
ZAn’z(al,aQ,...)— = —(Zan—>
= n! 2 = n!

n—1

1 a; Qp—j 2
_ = 4 tn)
2 (Z il (n—1i)!

n>2 =1 ’

n—1

= X (@)

n>2 =1

Par identification des deux membres, on trouve

n—1
1 n
An,Q(al>a27 ) = 5 g (Z.>aian—i

Voici quelques identités célébres

, n—1\n!
A, (1,20l = b1 Ec’estlesnombresdeLah.

An k(0 =11, ) = (=1 F [ Z } , ¢’est les nombres de Stirling de premiere espece.

A, (0L 1 dl ) = { Z } , c’est la valeur absolue des nombres de Stirling de pre-

micre espece.

A k(1,1,.0) = { Z } , ¢’est les nombres de Stirling de seconde espece.

Définition 1.10.3. Les polynomes complets de Bell A,, sont définis par leurs fonction géné-
ratrice exponentielle comme suit

Z An;—n! = exp( Z ang>

n>0 n>1

ou

A, = Anr(ar,ag, . yappi1) si n>1, et Ag(ay,as,...,a,) = 1.
k=0
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1.11 Nombres et polynéomes d’Euler

Définition 1.11.1. Les nombres d’Euler sont définis par la fonction génératrice exponentielle
" 2¢et
Z Enﬁ Tt
n>0 '

Les premieres valeurs de F,, sont données dans la table suivante

n 112(3(4(5|6 7| 8 |9 10
E,||1]0]1/0[5]0]61|0] 1385 |0 50521

TABLE 1.10 — Nombres d’Euler

Définition 1.11.2. Pour tout entier positive n, le polynome d’Euler E,,(x)est défini par

By(z) = Z (k) -

1
Avec E, = 2"En(§)

On donne dans la table suivant les valeurs de £, (z) pour n < 5

| Eol2) | L |
Ei(x) T—3
Ey(x) x2 —x
Eg(l’) 1'3 2 + é
Ey(x) zt — 23: + 2
Es(x) | 2° — 22" + 2a2° — 3

TABLE 1.11 — Polynémes d’Euler
La fonction génératrice exponentielle des polynomes d’Euler est

2el®
ZE ' - €2t+ 1

n>0
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[nJo[1[2]3]4[5[6][7[8]9 [10]
Hn()l%g&gm%?,@@@

12 2 14 2 252 252

TABLE 1.12 — Nombres Harmoniques

1.12 Nombres Harmoniques

Définition 1.12.1. (consulter [15]) Le n'™ nombre Harmonique H, est la somme des in-
verses des n premiers entiers naturels tel que

1 1 1 "1
H,=14-+-+.. —:§ -,
+2+3+ +n 25

Les nombres harmoniques sont aussi définis par la fonction génératrice ordinaire

S Hyt = In(1-1)

= 1—1¢
On a la relation suivante )
n—+1
e

Les nombres hyper-harmoniques notés Hﬁm), est une généralisation de nombres harmoniques,
on définit les nombres hyper-harmonique par
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APPLICATION DES NOMBRES R-STIRLING AUX
POLYNOMES DE BERNOULLI D’ORDRE SUPERIEUR
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Chapitre 2. Application des nombres r-Stirling aux polynémes de Bernoulli d’ordre supérieur

Introduction

Les polynomes de Bernoulli d’ordre supérieur ont été utilisés dans plusieurs ouvrages
mathématiques et ont été étudies par plusieurs chercheurs (voir [42, 43, 44, 46, 49]) selon
leurs domaines d’application.

Dans ce chapitre on vas exploiter les nombres r-Stirling de premiere et seconde es-
pece afin de donner des formules explicites des valeurs entieres des polyndomes de Bernoulli
d’ordre supérieur de deux genres. On donne aussi quelques identités et congruences qui re-
lient les nombres 7-Stirling et les coefficients binomiaux.

2.1 Les polynomes de Bernoulli d’ordre supérieur

Définition 2.1.1. Les polynémes de Bernoulli d’ordre supérieur de premiére espéce B (x)
sont définis par la fonction génératrice exponentielle suivante

Z B®) (x)i—i = (W)aexp(xt) (2.1)

n>0

Les polynomes de Bernoulli d’ordre supérieur de seconde espece bq(za) (x) sont définis par
la fonction génératrice exponentielle suivante

@i _(__t .
nZZObn <x>n' B (ln(l—i—t)) (1+) @2

Avec B} (z) = B,(x) et b\ (z) = b,(z) c’est les polynémes de Bernoulli classiques de pre-
miere et seconde espeéce.
Les polynomes de Bernoulli d’ordre supérieur de premiéere et seconde espece vérifient

=3 WIE

k=0

u n k! (a—1)
" = i Bk (2)
> ()
Les polynomes de Bernoulli d’ordre supérieur de premiére espéce peuvent étre exprimA©)s
a l'aide de nombres de Bernoulli d’ordre supérieur de premiere espéce par la formule sui-

vante n
B1(1a) (l’) — Z <Z) Bga)xn—k

k=0
Les polynémes de Bernoulli d’ordre supérieur de seconde espece peuvent étre exprimA(C)s
al’aide de nombres de Bernoulli d’ordre supérieur de seconde espece par la formule suivante

) = 3 (Yo

k=0
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Théoreme 2.1.1. [38] soit « un entier positif. On a

b (a4 z) = zn: (Z) ()b, (z) (2.3)

k=0
Ce théoréeme a permis a Prabhakar et al, [38] d’établir I’identités suivantes

n

bt = 3 () )i @)

k=0

Théoreme 2.1.2. [19] Les polynémes de Bernoulli d’ordre supérieur de premiére espece
vérifient

k=0
_ Z (Z) B,(La)(y)fﬂn_k
k=0
BO(iz) — (Z) B () (i — 1)"an
k=0

2.2 Polynomes de Bernoulli et nombres r-Stirling de pre-
miere espece

2.2.1 Lien entre les polynomes de Bernoulli d’ordre supérieur et les
nombres r-Stirling

Rappelant que les nombres r—Stirling de premiere espéce comptent le nombre de par-
titions d’un ensemble a n éléments en k cycles tels que les r premiers éléments se trouvent
dans des cycles différents. Ces nombres sont définis par la fonction génératrice exponentielle

suivante .
S| Lo Lo D)] (2.4)
k+r | n kK (1—1t)
n>k r

Les nombres r—Stirling de seconde espece comptent le nombre de partitions d’un en-
semble a n éléments en k blocs tels que les r premiers éléments se trouvent dans des blocs
différents. Ces nombres sont définis par la fonction génératrice exponentielle suivante

" 1 k
Z{ Zi: } T (exp(t) - 1) exp(rt). (2.5)

n>k
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Par combinaison de 1’équation (2.2) et I’équation (2.4) on trouve une relation qui relie
les polyndmes de Bernoulli d’ordre supérieur de seconde espece et les nombres r-Stirling de
premiere espece tels que

B R\ T [ nt k4
s = o (")

Ainsi, Par combinaison de 1’équation (2.1) et I’equation (2.5) on trouve une relation qui
relie les polyndmes de Bernoulli d’ordre supérieur de premiere espece et les nombres 7-
Stirling de seconde espece tels que

i\ !
fﬁ%“*:Cﬁ;) {”Zijr},nkeN 2.7)

Melzak [22, 23] a défini la relation suivante

ﬁxa+x>:a(@+p>§;<‘”7cgfd—j+xx 2.8)

],nkeN (2.6)

D o+

telle que f est un polynéome de degre n < p.

Comme application de la relation (2.8), on donne la proposition :

Proposition 2.2.1. Soit o un nombre reél, et soient p, q,r,n des entiers positifs avec p > n.
Alors nous avons

[n+r+j+q]

+p+q\ w— ()" [p r+j+q

B (—r) = (a+q (a ) (7 ‘ , 2.9)
(=) =(a+q) p ?;a+q+jj GER)
+l—a+p+q) ¢ (="

BO(—r) = (n+1+a+ (" ) % (210

W(=r)=(n a+q) ) Zn+1_a+q+] (2.10)

o

j=
n+r+j+q+1
(P) r+j+q+1 r+1

j (n+j+q)

n

Cette proposition nous permet d’obtenir un lien entre les polyndmes de Bernoulli d’ordre
supérieur de premiere et seconde espece et les nombres 7-Stirling de premiere espece.

Preuve. Pour x = —p, et en remplacant o par o + q dans I’équation (2.8), on obtient
a+p+q . j p f<_j - Q)
fla) = (a+q)(* ) Y (—1y (1) =——= (2.11)

g J) a+aq+]

Sionprend f(z) = bgf)(—r), alors I’équation (2.11) devient
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p (=i—q) _r
B (1) = (o + g) (777) S (1) <p>b—<> 212

= i) a+q+]

En utilisant I’équation (2.6), I’équation (2.12) est l'identité (2.9) de la proposition 2.2.1.
Pour obtenir I’équation (2.10) de la proposition 2.2.1, on utilise I’identité de Carlitz
([9],Eqs.(2.11),(2.12)),
B (a) = 00 (@ - 1).

On obtient

BW(—r) = pitl=a)(_p _ 1)

<_(n+1+a+@(”+1—a+p+q>p(_U%%>bﬁfmFT—D_

P j/n+l—a+q+j

j:
On a bien I’équation (2.10) de la proposition 2.2.1.

La proposition suivante permet de préciser le lien entre les valeurs entieres des polyndmes
de Bernoulli d’ordre supérieur de premiere et seconde espece et les nombres r-Stirling de
seconde espece.

Proposition 2.2.2. Soit o un nombre reél et soient p, q,r,n des entiers positifs.
Pour p > n, nous avons

{n+r+j+q

) | .

+p+q 1 (p r+j+q

BO) = (a+q) . r 2.13
W) =t ]Z(Hqﬂ ; () (2.13)

X

n+l—a+p+ ? —1)
p q)§: (1)

D) =(n+1+a+ ( :
w ()= 9 P n+l—a+q+7

j=0
n+r+j+q+1}
r+1

ol

j (n+j+Q) (2.14)
Preuve. On prend f(x) = B(x)( ), équation (2.11) devient
P (=i—a)
- By " (r)
B (r + a+p+q 1) x (f)————=. 2.15

En utilisant (2.7), on obtient I’équation (2.15) qui est lidentité (2.13) de la proposition
2.2.2.
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Pour obtenir I’équation (2.14) de la proposition 2.2.2, on utilise ’'identité de Carlitz [9]
b (z) = BU) (1 4 1),

on aura alors

b(a)(r> _ B,,(ln+1_a)(7“+1)

n+1—0¢+p+q) S (—1)j<p> B (r 4 1)
0

p Jn+1l—a+q+j

= (n+1—a+q)( ;

J=
ce qui nous mene a l’équation (2.14).

Les identités des deux corollaires suivants vont nous permettre d’exprimer le lien entre
les polyndomes de Bernoulli d’ordre supérieur de deux especes et les nombres r-Stirling de
premiere et seconde espece.

2.2.2 Lien entre les polynomes de Bernoulli et les nombres de Stirling
de premiere espece

Corollaire 2.2.1. Soit o un nombre réel et soient r,n des entiers positifs.
Nous avons

By = a @ T (21 _12”:(—1)"“ m \[n4r+j] .
" N n n ‘ a+j \n+j r+j 1,7

=0
BO(r) = (ni1—a) (1T L) (2 ‘12”: (—1)m+ 2n \ [ n+r+j+1
" a n n j:On—l—l—a—l—j n+j r+g+1 ],

Le corollaire 2.2.1 est établi , en remplacant p par n et g par 0 dans la proposition 2.2.1

Application

Le corollaire 2.2.1 permet d’obtenir des identités qui relient les nombres de Bernoulli de
premiere et seconde espece et les nombres de Stirling de premiere espece.

Poura =1
Les valeurs de polyndmes classiques de Bernoulli aux entiers négatifs sont

2\ e (1) 2 \ [ ntr+
bo(—1) = bV (—=r) (n+1)(n) jE:O ) <n+j) { " L, (2.16)

~ (=) 20 \ [ n+r+j+1
Bu(=r) = BY(=r) =nd = ( "0 )1 T 2.17)
§=0 naJ naJ J r+1
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Pour r» = 0, dans I’équation (2.16) et I’équation (2.17), les nombres de Bernoulli peuvent
étre ecrits a I’aide des nombres de Stirling de premiere espece

by = (n + 1)(27;1)_12”:%(71?].) { n;.rj } : (2.18)

7=0
" (—1)H (2 n+j+1
B, = - ) . 2.19
n;o ntj \n-+j j+1 (19

2.2.3 Lien entre les polynomes de Bernoulli et les nombres de Stirling
de seconde espece

En remplacant p par n et g par 0 dans la proposition 2.2.2, on obtient le corollaire suivant

Corollaire 2.2.2. Soit o un nombre reél et soient r,n des entiers positifs.

Nous avons
-1 n n+j :
B,(f“)(r):a<&+n>(2n) Z(_1> .J( 2n ){n—l—rj{y } ;
n n = oatg \ntj T+ .
om—a+1) 20\ "= (—1)H 2 ‘
) = 1oy (T (P) o (2 ) febrtg L
n n —n+l—-a+j\n+j r+j+1
7=0 r+1
Application

Le corollaire 2.2.2 nous permet de déterminer les valeurs des polyndmes de Bernoulli
de premicre et seconde espece aux entiers positifs en fonction des nombres de Stirling de
seconde espece.

Pour o =1
Les valeurs de polyndmes classiques de Bernoulli aux entiers positifs sont

B,(r) = B{(r) = (n+1) (2:) h i ;1)1]‘ (nzfj) { " ;ﬁjj } (2.20)

Jj=0

~ (=1) [ 2n n+r+j+1
bu(r) = b (r) = n : . . . (2.21)
Zn—m n+j r+j+1 il

j=0

Pour » = 0 dans I’équation (2.20) et I’équation (2.21), les nombres de Bernoulli peuvent
étre écrits a I’aide des nombres de Stirling de seconde espece.

B, = (n+ 1)<2:) _1i ;,_j)lj (n%?:j) { "—;‘j }; (2.22)

J=0
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b —n (—1)j(2n){n+j+1}‘ (2.23)

j:0n~|—] n-+j Jg+1

Remarque 2.2.1. Remarquant que ces formules explicites des nombres de Bernoulli B,, sont
similaires a celles obtenues par R.K.Muthumalai [35]. ce qui affirme que les corollaires 2.2.1
et 2.2.2 sont plus généraux.

2.2.4 Lien entre les nombres de Genocchi et les nombres de Stirling
les nombres de Genocchi forment la suite des entiers (G,,),>1 definie par la fonction

génératrice exponentielle
t" 2t
Sat -2
n e+1

Jj=1

Ces nombres sont reli€és aux nombres de Bernoulli 5,, par la formule (voir [9], page 88)
G, =2(1-2")B,,n > 1;

Les nombres de Genocchi peuvent étre reliés aux nombres de Stirling de premiere et
seconde espece, en utilisant les équations (2.19) et (2.22). Ce qui nous mene a

2n :
An \ (=17 [ 2n+j+1
G = __92n E .
n = 4n(l=2%) (2n+j>2n+j{ j+1 ’

=0
An\ ~L 2 (=1) [/ 4n 2n+
) o il
G, =2(2n+1)(1—-2 >(2n) ;j+1<2n+j>{ j }

Le lien entre les polyndomes de Bernoulli et les polyndmes d’Euler a travers 1’identite
2
E, 1(2x) = —=(B,(2x) — 2" B,(z))
n

montre que les valeurs de polynomes d’Euler en entiers pairs peuvent €tre ecrites en utilisant
les expressions de B, (—r) et B, (r) telles que

E, 1(-2r) = %(Bn(—QT) —2"B,(-T1))

E,1(2r) = %(Bn(%) —2"B,(r))

En1(=2r) = %(Bn(—2r)—2”Bn(—r))

n

_22(—1)””(2n)([n+2r+j+1] _2n[n+r—|—j—|—1} )
—~ n+j \n+j 2r+7+1 |, r+i+1 |

<
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E,_1(2r) = %(Bn(%)—?"Bn(?"))

2(n+1)(2n _1i(_1)j 2n ( nt2r4j g ntrd
B n n j+1l\n+j 2r+j5 ., r+J

J=0

2.3 Lien entre les nombres r-Stirling et les coefficients bi-
nomiaux
Les propositions précédentes peuvent étre utilisées pour déduire les relations entre les
nombres 7-Stirling et les coefficients binomiaux

Corollaire 2.3.1. Soient r,n, p, q, k des entiers positifs tel que p > n. On a

ﬁiknjj+q n+k+q+i\(n+k+p+a+1\ [ n+r+j+q
q k p—1J r+i+q |,

=0
:(”+§+q) <—U”%§iﬁ){j2k}“‘4”j (2.24)
=0

J

ﬁéknjj+q n+k+q+i\(n+k+p+q+1\ [ n+r+j+q
q k p—7j r+j+gq .

(S e e

Preuve. En remplacant o« par n + k + 1 dans I’équation (2.9) de la proposition 2.2.1, on
obtient

p

n+k+1+p+q>§: (—1)nts

X
P j:0n+k+1+q+j

B (1) = (4 k414 ) (

n+r+j+q

Gv[ rtita |,

J n+j+q\
n
Ce qui affirme qu’on a

(n Z k) B (L) = v (~1) (J qu Q) (n + k Z q +]) »

(n+k+p+q+1)[n+r+j+q]
p—7 r+74+q .
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et par le fait qu’on a
B @) = B+ )

_ 577; ( (6&319(1? — 1)’“6931)((9; +1)1))

t=0

nl SRtk & L dnhei
- mz( ) et = 0 o+ 1)

1 < /n+ k‘) { Jj+k } =
- Ly < | (x+1)
(") N HR Lk
L’équation (2.24) du corollaire 2.3.1 est bien acquise

En remplagcant maintenant o par n+ k + 1 dans I’équation (2.13) de la proposition 2.2.2,
on obtient

p

+k+1+p+gq (—=1)
BOthtD) (0 — (b + 1+ (n )
) = (o ) , e ey

J=0

n+r+j+q}

@{

J n+jt+q)
n
ou d’une maniere équivalente

(n‘li; )Bfln-‘rk?-i-l)(r) _ ?zo(_l)J (.7 —;_ Q) (n+ Zq +j> %

(n+k+p+q+1){n+r+j+q}
p—3J r+jt+aq |,

et par le fait qu’on a
BT = 8- 1)

_ d" ((ln(l —|—t)>k(1 —|—t)$_1)

dtr t

t=0

- #'k)'iﬂ <<(ln(1 + t))t)k(l + t)"”_1>

t=0
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| n+k j n+k—j
B () — _n Z (n + k) d—j(ln(l + 1)) d (L+8)"
=0

(n+k)! joJ)dt dtrtk—i t=0

B 1 ~ (n+k\[j+k e
- 5 G [T e
k
on obtient I’équation (2.25) du corollaire 2.3.1.

Dans ce qui suit on prSente quelques cas particuliers de corollaire 2.3.1

Exemple 2.3.1. Pour r = 1, le corollaire 2.3.1 met en évidence ces deux identités qui relient
les coefficients binomiaux et les nombres de Stirling de premiere et seconde espece.

b Cqy(ITO)(ntEraEd) (nrkEpagrl) [ntjtgl
=0 q k p—J jHag+1

B (n—l—k—i—q){n—i—k }
q ke )
p_o(_l)nj(j-i-q) <n+k+q—|—j) <n+k+pfq+1> { jtn+q+1 }
7= q k p—J Jt+aqg+1
_(n+k+q n+k
- ; Ll

Ainsi, le corollaire 2.3.1 donne pour k£ = 0 la relation entre les coefficients binomiaux et
les nombres r-Stirling de premiere et seconde espece.

Exemple 2.3.2. pour k =0, on a

Sy (PR (et ey e | =("y)e-v

= p—J
Z”:(_l)j(j+q>(n+p+q+1){n+r+j+q} :(n+q><r_1)n
= q p—J rtita ., q

Exemple 2.3.3. Pour n = 0, le corollaire 2.3.1 affirme la relation de récurrence entre les
coefficients binomiaux suivante

i;(_l)j(j;rq) (k+g+j) (k—f—;i—?-f—l) _ <k:;rq>_

Exemple 2.3.4. Pour n = 1 le corollaire 2.3.1 affirme une relation de récurrence entre les
nombres r-Stirling de premiere espéce, de seconde espéece et les coefficients binomiaux

i(_l)jjﬂ] k+q+i+1\(k+q+p+2\[r+j+q+1
q k ' r+j+q |,

= p—J
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:_ﬁéFﬁy(rHQ(k+q+j+&)(k+q+p+2){r+j+q+1}
por q k P—1J r+J+q ,

:_(k+g+1>w@—a)+r—1)

Corollaire 2.3.2. Pour tout entiers positifs r,n,p, q, k tel que p > n. On a

Sy (PR (GG (g D) btk
p—=1 J k r+jtq+k+1 |

J=0

L(n+tp+qg+k+1 n+r+k
D | Lot

et on a aussi

ﬁi%ﬂjn+p+q+k+l qg+i\(k+a+i+1\ [ n+r+j+q+k+1
p=J j k r+jtqtk+1l

J=0

_(nt+ptqtk+1 n+r+k
) e

Preuve. Choisissons o = —k (tel que k + 1 < q ) dans [’équation (2.9) de la proposition

2.2.1, on obtient
n+r+j+q]

R 1= IS

p Jj=0 n

ce qui affirme que
n+p+aq\, (- (n+ptqg+k+1\[q+]
b% )(—7") = ];:0(_1)J : ; X
n+k p—J J

k+g+ji+1\ [ n+r+j+qg+k+1
k r+jt+qt+k+1

En utilisant ainsi l'identité (2.6) I’équation (2.26) découle, en remplacant
qparq—+k+ 1.
Choisissons o = —k (tel que k + 1 < q ) dans I’équation (2.13) de la proposition 2.2.2,

on obtient
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n+r+j+q}
p

Bgmwy—@—km%+q_k)§: (=1 cj{ r+j+q

kAR AV n+j+q ’
n
On a alors,

n+k\[/n+p+q\ -k (n+p+qg+k+1\ g+
OIS LA RS Y | )

p—7 J

ktq+j+1\ [ ntr+j+q+k+1
k r+74+q+k+1

En utilisant ainsi ’identité (2.7) I’équation (2.27) découle, en remplacant
qparq—+k+ 1.

Exemple 2.3.5. Pour k = 0, le corollaire 2.3.2 devient

§5G4y(n+p+g+d)(qf{>{n+r+j+q+1}rz<n+p+q+1>w

= p—7 j r+74+qg+1 n

ﬁiF&yCHﬁH@+ﬂ)Cﬁj){n+¢+j+q+1}r:<n+p+9+1>m

s pP—1J J r+j+q+1 n
Pour n = 0 le corollaire 2.3.2 devient
Xp:(—l)j(p+Q+k+1) (q+j) (q+kz+1+j> _ (p+q+k+1)
o p—J J k k

Corollaire 2.3.3. Pour touts entiers positifs r,n,p,q, k, etsim =2n+k+p+q+ 1 est un
nombre premier, on a

S C o

J=0

= (—q)merk n+p+q 2n+p+q+r (mod m)
- q n+p+q+r .

()2 G e

Jj=0

y—— n+p+gq 2n+pt+q+r (mod m).
q n+pt+q+r |
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Preuve. Avant de prouver ce corollaire, on donne le théoreme bien connu suivant,

Théoreme 2.3.1. Pour tout nombre premier p, on a

(?)EO (modp) 0<j<p

(P;l) = (1Y (modp) 0<j<p

Remarquons que le corollaire 2.3.1 affirme [’identité suivante

o)z am

(") =0 modm)

on sait que m est premier et m > a tout facteur de s , alors m { < T q) ,
q q

etsij<p—1,0na

Enfin, en remplacant p par p + n le résultat du corollaire 2.3.3 est bien atteint.

Comme application de ces congruences, on considere quelques cas particuliers du corol-
laire 2.3.3

Exemple 2.3.6. Pourr =0, sim :=2n+ k + p + q + 1 est un nombre premier. Alors on a

n+k+q\ <= /n+k\ [ j+k n+p+q\|2n+p+gq
= _1n+p+k

§=0
(n+k+q)! < 1 j+k | _ prk(MtDPtq 2n+p+ygq
q! ;(ﬁk)! k| =00 g n+p+q (mod m).

Pourr = 1,sim :=2n + k + p + ¢ + 1 est un nombre premier. Alors on a

n+p-+gq 2n+p+qg+1 :(_1)n+p+k n+k+gq n+k (mod m)
q n+p+q+1 | q k ’

n+p+q 2n+p+q+1 | _ k(T E+g) [ nt+k
=(—1) .
( q ){ ntptg+l } = ( q k (mod 1)
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Etpourr =1,k =0etn > 1,sim :=2n+ k + p + g + 1 est un nombre premier, les
dernieres congruences deviennent

{2n+p+q+1]

2n+p+qg+1
n+p+q+1

<n<m-—
n4p+qtl 0 (modm),1<n<m-—1,

Ou de maniere équivalente, pour n’importe quel nombre premier m, on a

{m}z{m}zo (mod m),1 < s <m — 1.

S

Exemple 2.3.7. Pour k = 1, si m := 2(n + 1) + p + q est un nombre premier. Alors on a

(n+p+q) [ 2n+p+q+ ]

q n+p+q+r q

()= nod m)

(rrova) oot }rz<—1>p(“q)<r—1)” (mod m).

q n+p+q-+r q

Exemple 2.3.8. Pour k =1, sim := 2(n+ 1) + p + q est un nombre premier. Alors on a

(n—i—p—i—q) {Zn—i—p-i—q—i—r]

A 1 e e T (i [ e e e )

q

n+p+q\ = (n+1 G oviTi — e tat 2n+p+q+r
( q )Z<j+1>j'(1 =0 q n+p+q+r J, (mod m).

J=0

Pourr =0, on a

(n+p+q)[2n+p+q}E(_Dm%(n+q+1>@m4_l) (mod m)
q n+p+gq q ’

m+4ﬂ<n+q+1)HM1E_bJV(n+q+q>{2n+p+9} (mod m),

q q n+p-+q
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Exemple 2.3.9. Pour k = p, sim = 2(n+ 1) + p+ g+ 1 est un nombre premier. Alors on a

S ({7 Yoo = e [P ] ma,

=0
2:(7+p)[]+p}<y_@md5{2n+p+Q+T} (mod m),
s J+p p n+p+q+r ,

Exemple 2.3.10. Pourn = 0, si m := k + p + q est un nombre premier. Alors on a

()=o) im

q q

Exemple 2.3.11. Pourn = 1, si m := k + p + q est un nombre premier, on a

(n+q—|—1> {r+p+q+2}

S et = o (T 24— ) mod

q

(—1)pHht (k+q+1>(l€(r—2)+r—1) (mod m).

n+q+1 r+p+q+2
q r+p+qg+1 . q
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Chapitre 3. Une nouvelle classe des nombres r-Stirling et les polynomes de Bernoulli généralisés

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter deux parties dont la premiere porte sur la des-
cription d’une nouvelle classe des nombres de Stirling appelés nombres r-Stirling s-quasi-
associés de seconde espece. On donne une interprétation combinatoires de ces nombres, leurs
propriétés et ainsi que quelques relations de récurrences.

Dans la deuxiéme partie, on met en évidence le lien entre les nombres r-Stirling s-quasi-
associés de seconde espece et les valeurs de polynomes de Bernoulli generalisés de premiere
et seconde espece.

3.1 Les nombres r-Stirling s-quasi-associés de seconde es-
pece

Définition 3.1.1. Les nombres r-Stirling s-quasi-associés de seconde espéce notés par { Z I :: } ;

comptent le nombre de partitions d’un ensemble d n éléments en k blocs tels que les r pre-
miers éléments se trouvent dans des blocs différents et n’importe le quel des k — r blocs
restants doit contenir au minimum s éléments.

De cette définition découle

n+r )’
{k+r} = 0, n<skouk<r,

n+r *
= >
{ ]{3+T }T 5n,07 n = Oa

{n+T} — ,rnfT" nZST.
k+r ;

Théoreme 3.1.1. Pour n > sk > sr > 1, les nombres de r-Stirling s-quasi-associés de
seconde espece vérifient la relation

n+r S_(TL—’I“)! Z 1
k_'_r T_(k_r>‘ nl!“‘nr!(nr+1—I—S)!---(nk—f—s)!'

Preuve. Partitionner un ensemble a n éléments en k blocs By, . .., By, tels-que chaque bloc
qui ne contient aucun élément de I’ensemble [r| doit étre de cardinale > s, et les r premiérs
éléments doivent étre dans des blocs différents (de cardinale > 1).

Supposons que les éléments de I’ensemble [r| sont dans les r premieérs blocs By, . . ., B,.
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Donc on a
1 n—r _ (n—r)! 1 . . .
] (mnk) = Gorimtn Jagons de choisir ny, . .., ny, parmi les [n] \ [r] tel que
-ny >0,...,n,. > 0:nq,...,n, sont respectivement, dans B, . .., B,,
SNy > Sy ey Mg > 8Ny 1, - . ., Ny, SONE respectivement, dans B, .1, ..., By.

Le nombre total de la partition est égal a

(V- s (L)

ni+-+ng=n—r, np4128,...,NE 28

(
_ (n—r)! 1
(k=) Z nil-oong (npgy + ) (ng + s)

"nit-+ng=n—r—s(k—r)

3.1.1 Fonction génératrice

Corollaire 3.1.1. la fonction génératrice des nombres r-Stirling s-quasi-associés de seconde
espece est donnée par la formule suivante

N K
n+r )7 th 1 t’
S{vit o4 (Z—,> exp (r1).
n>k T i>s

Les premieres valeurs des nombres de 3—Stirling 2—quasi associés de seconde espece

n , .
{ I } sont données pour n < 11, dans la table suivante
3

k 1 2 3 4 5 6 7
n
1
2
3
4 3
> 9 1
6 27 10
7 81 67 3
8 243 376 95
9 729 1909 610 15
10 2187 9094 5306 420
11 6561 41479 39893 6789 105

TABLE 3.1 — Nombres de r—Stirling 2—quasi associés de seconde espece
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3.1.2 Relations de récurrences

En utilisant des arguments combinatoires, nous énoncons les propositions suivantes

Proposition 3.1.1. Pourn > sr > lona

EIRE A A e I e

Preuve. Pour partitionner un ensemble a n éléments en k blocs tel que n’import quel bloc
qui ne s’intersecte pas avec l’ensemble [r| doit étre de cardinale > s et les éléments de 1’en-
semble [r] doivent étre dans des blocs différents, on sépare 1’élément n et on suit les étapes :

— Si I’élément n se trouve dans un bloc et ce bloc intersecte avec I’ensemble [r], il existe
S

-1
{ " I } facons de partitionner un ensemble a n — 1 éléments en k blocs tel qu’un

bloc qui ne s’intersecte pas avec I’ensemble [r] doit étre de cardinale > s et les élé-
ments de I’ensemble |r| doivent étre dans des blocs différents, on peut injecter 1’élé-
ment n dans ’'un des blocs qui ne s’intersectent pas avec I’ensemble [r], on compte

n—1)"
AN
— Si I’élément n se trouve dans un bloc de cardinale exactement s et qui ne s’intersecte
pas avec ’ensemble [r], on a alors (";ﬁ;l) facons de choisir les s — 1 éléments qui

sont dans le méme bloc que n. Les n — s éléments restants peuvent étre partitionner
S

en k — 1 blocs, donc on a { Z : z } facons de faire cette opération. Le nombre de

,
facons dans ce cas est donné par

(tﬁ%{Zij}j

— Si I’élément n se trouve dans un bloc de cardinale > s + 1 et qui ne s’intersecte pas
S

avec l’ensemble [r| , il existe (k — 1) { " ; L } fagons.

r

Enfin, le nombre de toute les partitions est donné par

U L (U e {0

Proposition 3.1.2. Pourr > 2 ona
n)’ n)’ n—1)\°
{ k }7‘—{ k }r—l_(r_l){ k }r—l.
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Preuve. Pour partitionner un ensemble a n éléments en k blocs tel qu’un bloc qui ne s’in-

tersecte pas avec l’ensemble [r] doit étre de cardinale > s et les éléments de I’ensemble
S

. A oy . » 212 n
[r] doivent étre dans des blocs différents mais non pas I’élément r, on a alors { 3 } —

r—1
n S
{ I }T facons.

Cette partition peut étre obtenue en considerant I’élément r dans ['un des blocs qui s’in-
S

tersectent avec I’ensemble [r — 1| ce qui donne (r — 1) { " ; L } fagons.
r—1

Proposition 3.1.3. Pourr > 1l ona

3 R (g H ol i

Preuve. Pour partitionner un ensemble a n éléments en k blocs tel qu’un bloc qui ne s’in-
tersecte pas avec ’ensemble |r| doit étre de cardinale > s et les éléments de I’ensemble |r]
doivent étre dans des blocs différents, on raisonne sur ’appartenance de l’élément r.

En effet, si I’élément r se trouve dans un bloc de cardinale > j + 1,
S

. n—r n—1- j
ilya ( : ) { } facons ;
! k—1 r—1
- ("]_T) est le nombre de facons de choisir les j éléments parmi les (n — 1) — (r — 1)
éléments qui sont dans I’ensemble [n| \ [r| d’étre dans le méme bloc que I’élément .

o 1 4 S .
- { " k1 J } est le nombre de partitions de n— (j + 1) éléments restants en k — 1
r—1

blocs tel que un bloc qui ne s’intersecte pas avec I’ensemble [r| doit étre de cardinale
> s et les éléments de I’ensemble [ — 1] doivent étre dans des blocs différents.

Remarque 3.1.1. les nombres r-Stirling de seconde espéce représentent une restriction des
nombres r-Stirling s-quasi asscociés de seconde espéce.
Pour s =1,0na

I R S
()
() - 3] ooty e
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Le théoréme 3.1.1 affirme que

n)|l (n—r) (np+1)---(n,+ 1)
{ k }r_ (k =)t 2 S Dl (e + 18

ni+-Fnp=n—

Les nombres de Stirling s-asscociés de seconde espéce représentent aussi une restriction
de nombres r-Stirling s-quasi asscociés de seconde espece.

Pourr =0, o0na
{ n }s ‘_{ n }S
k 0 k

On conclu l'identité bien connue des nombres de Stirling sasscociés de seconde espece.

n )\’ n—11)" n—1 n—s )’
{k}:k{ I }+(S_1){k_1},n>sk:>0,

Du théoreme 3.1.1 découle la formule explicite des nombres de Stirling s—associes

{ K }:Z_: 2. (n1+s)!.?(nk+s>!'

‘ni4-4ng=n—sk

3.2 Les polynomes de Bernoulli généralisés

3.2.1 Définition

Une extension des polynomes de Bernoulli a été introduite et étudiée par Natalini et Ber-
nardini [36]. Ils ont nommé ces polyndmes par les polyndmes de Bernoulli généralisés notés
par B,[f 1 (x), ils ont défini ces nombres par la fonction génératrice exponentielle suivante

@ ot Y n (e
ZB" ( )n! (exp(t)—l) p (@),

n>0
(1) —
Avec By’ () = B, (2)

Récemment, Kurt [19] a introduit une autre classe des polyndmes de Bernoulli Bt (x).il
a défini ces polynomes par la fonction génératrice suivante

«

t" t*
E Bls~bel (z) = = exp (zt), s> 1. (3.1
n' S_ltj
>0 exp (t) — X5
i=0

Les nombres de Bernoulli généralisés sont définis par la fonction génératrice exponen-
tielle suivante
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t t°
ZB[sfl,a}_ _ . s> 1. (3.2)

nl s—1

n20 exp (t) = 15
j=0

Une relation entre les polynomes et les nombres de Bernoulli généralisés est donnée par
la formule suivante

n

B7[ls—1,a] (z) = Z (Z) B}[Cs_m}xn—@

k=0
Théoreme 3.2.1. [19] les polynémes de Bernoulli généralisés vérifient

n

—la n s—1,« n—
Byt }(a:+y)=Z(k>Bz£ )y

k=0

Bt (@) =3 @ B @) B ).

k=0

Dans la suite de ce chapitre, nous exprimons les polyndomes de Bernoulli généralisés de
premiere espece a I’aide des nombres r-Stirling s—quasi-associés de seconde espece.

3.3 Lien entre les nombres r-Stirling s-quasi-associés de se-
conde espece et les polynomes de Bernoulli généralisés

Howard [18] a défini le polynome potentiel généralisé F,Ea), a € R, par

t" as t* \° t
E :F("‘) — s~ F(t) = E n—, s> 1 33
" nl (s!F(t)) . F) g 2= (3-3)

et a établi la formule suivante

o /sl s
F7(L ) = Z (at) mAn+sj,j (0, ooy 050511, Gy, ) <_a)j7 (3.4)

j=0
(3.5)
s\"  nlkl sl
F7(L_k) = (a—> mATH_Sk’k (07 ce ,0, Asy, Agi1, ) s ke N*. (36)

Tel que B,, i, (1, 2, ...) est le polyndme partiel de Bell ,(voir [3, 10, 27]).
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Chapitre 3. Une nouvelle classe des nombres r-Stirling et les polynomes de Bernoulli généralisés

Les polyndmes de Bernoulli généralisés apparaissent comme un cas particulier de Fsi

s—1 .
on choisi F (t) = exp (t) — ZE—], On aura alors, BY ™" (0) = (s1)* F\*.
=0

En utilisant (3.4), on déduit que Blel (0) sont liées aux nombres de Stirling s— associés
par la formule

n

- ' . s+1 )
Bl—Lal (g — peti M} ) —a)l, s> 1 .37
() ]2%(8) AR (~a)f. s>l a€eR ()

Dans cette section, on va donner deux expressions en termes des nombres r-Stirling
. ., . A PRI T . pls—1,0]
s—quasi-associés pour les valeurs entieres de polyndomes généralisés de Bernoulli 5, (r).
LS . . . —1, . .
Le théoreme suivant donne une simple expression pour el (r) pour n’importe quel entier
positif 7.

Théoreme 3.3.1. Ona

Bﬁﬂﬂo»=<aw7l( ”*Sj)‘l{n+wj+r}74@ﬂy

o, n,8,...,8 J+r
Et pour o = —k est un entier négatif , on aura
Bl-1H () = n!k! n+sk+r |’
" (n + sk)! k+r .

s—1,a]

Preuve. A partir de la définition de B

N S\
E:Bl1 v](r)a = (S!) (Z(JS ) F) exp(Tt)

n>0 =0

(x) on obtient

= () en () Y fu(-a) oy

n>0

On aura alors

BLS_LQ] (7“) _ n (Z) Tn_kfk (—a) :
0

k=

~1
tel que (f, (z)) est une suite binomiale et f, (1) = (n * S> :
s

La relation suivante (voir [41])
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nous permet d’écrire I’équation suivante :

B[s—l,a]

J=0

n

An,j) =Y

k=j

est donnée par

N
ZA (n7j)a -

n=j

1

7!
=
5!

2

nzj

Donc, on aura

n!

A(n, J)

et

n

2

J=0

Bl (r)

m
[s—1,—k] v 4—sk
ZBn (r) o= t

n>0

(=

i>8

n

(r) = B (1) = 3

J=0

B

n

2.

exp (rt) ZA’W'

>

n+ sj)!

(n+s))!

n!
(n+ s7)!

n

(D (7))

k=j

tk

k!

k>j

()
; j 8)!>J exp (rt)

) exp (1)

{

n+sj+r

7+

i>1

i>s+1

tl
>

n! st n

i

n+sj+r
J+r

A
o

n!’

{

n+sj+r
J+r

la deuxieme partie de théoreme est obtenue a travers cette expression

t')

n+r
k+r

k
exp (rt) = klt—sk Z

n>sk

{

En particulier, si on remplace s par 1 On obtient

n!
(n+j)!

n+sj+r
Jj+r

{
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tels que A, i, (x;) := Ak (T1, T2, ...) est le polynome partiel de Bell [3, 10, 27].
Alors la fonction génératrice exponentielle de

() (1))

Stn

a.
T



Chapitre 3. Une nouvelle classe des nombres r-Stirling et les polynomes de Bernoulli généralisés

Alors on peut dire que les valeurs de polynomes de Bernoulli en entiers positifs sont
données par la formule suivante

TN R G R e ¥

j=0 J
I’identité ([41, p. 96, Formula 4.2.8])
N n! d*
Br(L +k+1) (fL’) = mﬂ (LU— 1)n+k7 k:O,l,Q,...,

On donne pour o = n + 1,

J

{5 e

Autres expressions en terme de nombres 7-Stirling s-quasi-associé de seconde espece pour
-1, " .
Bl (r) sont exploitées dans ce qui suit.

Théoreme 3.3.2. Pour tout entiers positifs p, r,n, stel que s > 1, etp > n,ona

Bl ) = (" FY)

p

p . ' . —1 . S
Sy ) ( ) )
, J)a+3\n,s,...,8 )+ .

Jj=0

Preuve. Pour tout polynéme f de degré n < p, la formule de Melzak ([22]) est donnée par
p .
a+p (P f (@ —j)
Feray=a( ") -y (M) D
p ;) J) o+
[S—LO&}

On conclu a partir du théoréme 3.3.2 que (s!)"“ By, (x) est un polynome en o de
degré < n,

ainsi si onmet f (x) = (s!)™" B (r) dans la formule de Melzak, on obtient
pls—tel p ‘ pls—1—l
— e a(T) = oz(& ! p) > (=1 (p) A (T_)j‘
& p )% ) i) ()
le résultat est obtenu en utilisant la deuxiéme équation de théoreme 3.3.1.

Si on choisi p = n, le théoréme 3.3.2 sera

Bl () = @!)%(“*”)

n
e () (e ) Y
— j/Ja+j\n,s,...,s J+r .
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Chapitre 3. Une nouvelle classe des nombres r-Stirling et les polynomes de Bernoulli généralisés

Ce qui donne les valeurs de polyndmes de Bernoulli d’ordre supérieur en entiers positifs

B0+ ol =a( ) CL O [y

J=0

Donc les valeurs de polyndmes de Bernoulli en entiers positifs sont

Bur) =) (1) H Sashany
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CHAPITRE 4

QUELQUES APPLICATIONS DES NOMBRES
R-WHITNEY
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Chapitre 4. Quelques applications des nombres r-Whitney

Introduction

L’ objectif principal de ce chapitre est de donner une application des nombres 7-Whitney
aux polynomes de Bernoulli d’ordre supérieur et Euler, afin de donner de nouvelles expres-
sions des valeurs des polyndmes de Bernoulli de premiere et seconde espece aux points ra-
tionnels. Les formules obtenues generalisent les formules connues des nombres de Bernoulli
de premiere et seconde espece. Nous donnons d’abord, la définition, la fonction génératrice et
quelques propriétés des nombres r-Whitney. nous exprimons ainsi le lien entre les nombres
de Stirling et les nombres de Bernoulli et le lien entre les nombres r-Whitney et les poly-
ndmes de bernoulli.

4.1 Nombres r-Whitney

En 2010, Mezd [24] a introduit et étudié les nombres r-Whitney comme €tant une géné-
ralisation des nombres de Whitney et r-Stirling.

4.1.1 Définition

Les nombres 7-Whitney de premiere espeéce w,, ,(n, k) peuvent étre definis comme des

coefficients lorsque on &crit m™(z),, dans la base {(mz +7r)*; k=0,...,n}

m (@)t = W (n, k)(ma + )k 4.1)
k=0

Les nombres r-Whitney de seconde speece W, .(n, k) peuvent &tre definis comme des

coefficients lorsque on &crit (mx + 7)™ dans la base {(z)%; k=0, ...,n}

(mx +1r)" Zm Wi r(n, k) (2 )k 4.2)

4.1.2 Fonction génératrice

Les nombres 7-Whitney de premiere espece possedent la série géneratrice suivante

"1 In(1+mt)\x -
Zwmrnkn' k'(—m ) (1+mt) m ]

Les nombres -Whitney de seconde espece admettent la série géneratrice suivante

(exp(mt) - 1)k

Zer (n, k n' =7 exp(rt).
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Chapitre 4. Quelques applications des nombres r-Whitney

Pour obtenir la fonction génératrice des nombres r-Whitney de seconde espece, on mul-

. t"
tiplie I’équation (4.2) par le coefficient — et on somme sur 7. On aura alors,
n!

elmz+mt  — ZZm mrnk:)(x)k%

n>0 k=0

k k "
= > @)t Wa.(n, h)—

k>0 n>k

D’une autre maniere, e™*+7)¢ peut étre exprimé par

e(merr)t _ eT‘t <€mt>
= (e —1+1)
(et —1)"
n>k

Par identification des coefficients de (), on obtient

(exp(mt) - 1)k

Zer (n, k n' =7 exp(rt).

On peut écrire l’equatlon (4.1) comme suit

Zm a:—r Zwmrnk

n>0 k>0

Pour obtenir la fonction génératrice des nombres r-Whitney de premiere espesce, on mul-

o . t"
tiplie aussi I’équation précédente par le coefficient i et on somme sur n.
n!
On obtient alors,

Zm"(x_r)"; = (1+mt)=
= (14 mit)welHmam)
B kln (1 + mt)*
= (1+mt m ; W

Le deuxieme membre de 1’équation est égal a
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Chapitre 4. Quelques applications des nombres r-Whitney

S (S b)) o = 3 S (k).

n>0 k>0 k>0 n>k

En Comparant les coefficients de 2¥, on obtient

1 In(1+mt)\k .

4.1.3 Propriétés

De la définition des nombres r-Whitney découlent les propriétés suivantes

Les nombres 7-Whitney de premiére espece wy, -(n, k) redonnent

les nombres de Stirling absolus de premiére espece { Z } telque,

wio(n, k) = (=1)"* _ Z ]

les nombres r-Stirling absolus de premiére espece { Z } dont,

r

wip(n k) = (—1yk [ T }

I k+r

— les nombre de Whitney de premiére espece w,,(n, k) car, wy, o(n, k) = wp(n, k)

Les nombres 7-Whitney premiére espece w, (1, k) vérifient

Wi (N, k) = Wi pe(n — 1,k — 1) + (m(n — 1) — r)wp,.(n — 1, k)

Les nombres 7-Whitney de seconde espece W, .(n, k) redonnent

— les nombres de Stirling absolus de seconde espece { Z } telque, Wy o(n, k) = { Z }

— les nombres r-Stirling absolus de seconde espece { Zi: } tel que, W1 ,.(n, k) =

Ui,

— les nombre de Whitney de seconde espece W, (n, k) dont, W,, o(n, k) = W, (n, k)
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Chapitre 4. Quelques applications des nombres r-Whitney

Les nombres 7-Whitney de seconde espece W, .(n, k) vérifient

— Wpp(n k) = m%k:' S (k) (=15~ (mi + )"

?
- Whr(n k) =Wyoin— 1,k = 1) + (km 4+ r)Wy, . (n — 1, k)

= Onp = D50 Winr (k) Wi (K, p)

Cheon[13], a prouvé quelques identités algébriques des nombres r-Whitney de premiere

et seconde espece . Par exemple, les nombres r-Whitney peuvent étre écrites en terme de
nombres de Stirling et -Stirling tel que

Wi (n, k) = i (:‘) mikrni{ 2 }

Wy (0, k) = Xn% (;) m" (=)' [ 17; }
oty = 32 (4ot ey { 157}

Ainsi, pour r > s larelation suivante relie les nombres r-Whitney et les nombres s—Whitney
de seconde espece

n

Wonsn, k) = 3 (“) (= )" Wi, )

: 7
i=k

Récemment, Merca [21] a ajouté d’autre identités des nombres r-Whitney

W, ) = Z (1) e =t [ (10 ]
]

{Zi: }r: n—k () W (i, k) (mr — )"

la relation suivante relie les nombres T—Whltney et les nombres s—Whitney de premiere
espece

( )wmrn ) (=) (mr — )i+

Wonan) = 37 ()5 = Humli

- 1
i=k
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4.2 Polynomes de Bernoulli d’ordre supérieur et nombres
de Stirling
Les nombres de Bernoulli B,, := B,,(0) et b, := b,,(0) sont lies aux nombres de Stirling
de premiere et seconde espece par ces formules

n

N~ g [
B,=> ( 1>Jj+1{ ; } (4.3)

J=0

Il (=) [n
bn—mjzo 1 {]} (4.4)

Les polyndomes de Bernoulli d’ordre supérieur de premiére et seconde espece B,(la)(:z:) et
(o) T <o . s . .
by’ (x) respéctivement sont definis par les deux fonctions génératrice suivantes

Et

(a) ﬁ (b
nEZO B (x)n‘ = <exp(t) 1> exp(xt) 4.5)
(a) n __ t “ x
nE>0 by (x)t" = (—ln(l t)> (1+1) (4.6)

Avec Bfll)(x) = B,(z) et bg)(x) = b,(x) sont les polyndmes de Bernoulli classique de
premiere et seconde espece.

Pour o = 1 et pour x = 0, on obtient

t" t
ZBHE T oet—1

n>k

_In(e")

et —1

_ In(l+e—1)

B et —1

o 1 n—1 (et T 1)n

et -1 Z(_l) n

n>k
k

- el R
— k+1 k!

B " < )

- XU
n>0 k=0
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n
En comparant les coefficients de —»on obtient une relation entre les polynomes de Ber-

n!
noulli de premiere espece et les nombre de Stirling de seconde espece telle que

Ity

Poura=1letx =r,ona

t" t "t
ZB,L(T)H = ¢

n>k

<k—1>k(et e
z; by - )
- S <§{Zii}ri—’l>
s (i,

n

t
Par identification des coefficients de o on obtient une relation entre les nombre de Ber-

noulli de premiere espece et les nombre de r-Stirling de seconde espece

- $ G ()

k=0

Poura=ketxz=rona
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S BPmL = gn, Zk' ] e

n

Par identification des coefficients de —»on obtient une relation entre les polynomes de

n!
Bernoulli de premiere espece et les nombres de Stirling de premiere espece

k Zk' [n%—k}ert

4.3 Application de nombres de r-Whitney aux polynomes

de Bernoulli d’ordre supérieur

Théoreme 4.3.1. Pour tout entiers positifs r, s, k,n,m etm # 0, on a

n . -1
(T8 = L > (J : ’“) W+ oo k) Wi (1, 5),

_ n . —1
bgf:)(r 3>: L ;(‘7;6 Won (3 + E, B)wim o(n, 7).

m mnn!
Et .
1 /m+k\"
B (D)= — (e + kK
()= (") Wslnt kB,
— 1 k!
b( k)( T)_ wm,r<n+k7k)'

" A/ T mr (n+ k)
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Preuve. Pour prouver la relation (4.7), nous utilisons la fonction génératrice des nombres
r-Whitney de premiere et de seconde espece

> 81 V(505 = () w50

E—— exp(rt) (In(1 _’_m(exp(:'i 1))k
exp(t) — 1)k <

|
N
<
>~ +
T
"
S
3
tl:
+
P?‘
=
)
)
]
=
__\_/
.
)
8
=
=
N

j=0
(eap(m-=) 1)
i i+ k ( i )j t
(—k) _ J j : m L
ZB ( )n! ‘ < " )m Wins(7 + K, k) i exp(r—)
n>0 720
— Z(‘]Zk)mwms(j—l—kkzwmrnj)
j=0 n>j
B " — (j+/<:) T W s (G + Ky YW (n, 5)
N n! k mn—J
n>0 7=0

n
Par identification des coefficients de — des deux membres on a
n!

n . —1 . .
B2 =3 (J J}g k’) Win,s(J + k, k)W (1, )

mn—J
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Pour prouver la relation (4.8), on utilise

I L e T
_° In(1+1t)
Lrym 1 eepm———) =1k (14t
= Mg () e

'(ln(l +t)>k

; (e 0y
= K1+t m> Wi, (G k)

1
jzk J:

JAHENT . NE
- Z( L > mJWm,T(j+k,k)Zwm7s(n,j)a

j=20 n2j

n " ,j_i_kil . .
zzzﬁzw(k)wwgww%mm

n>0  j=0

Nous utilisons pour prouver ’identité (4.9), le fait que

Z BT(L—’“)(%)M = t_k(—emp(ﬂ;f) — 1k>exp(rt)

n!

n

n+k\ t

n>0

Pour prouver la relation(4.10), nous utilisons

r

r, (mt)" _ In(1 +mt)" -—

S (- = (R Yy
n>0 ’

n+k\" tn

n>0
Comme conséquence de ce dernier théoréme, et pour £ = 1 on obtient

Corollaire 4.3.1. Pour tout entiers positifs r, s, k,n,m et m # 0, on a

T—S

Bn( — mn Z —wms + 17 1)Wm,r(n7j)7

m mn+1nl Z «J+1 ( mo ) = Tj“)wm,s(n,j),
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Preuve. La preuve du corollaire 4.3.1 est une conséquence immédiate du théoreme 4.3.1 en
remplacant k par 1.

Application

Si on remplace s par 0 et k£ par 1 dans le theoréme, on trouve les deux relations suivantes

Bﬂ(%) _ i(_l)j ]' Wm,r(rbfj)’

Jg+1 mnr

r 1 "1 . : .
() = b 3o (7 7
j=0

Remarque 4.3.1. Mezo [24] a établi d’autres identités sur les polynomes de Bernoulli de
premiere espece B, (L) et les nombres de Bernoulli de premiére espéce B,, en utilisant les

nombres de Whitney

Si on remplace r par O et k£ par 1 dans le théoreme 4.3.1, on extrait les deux équations
ci-dessous qui relient les polyndmes de Bernoulli et les nombres r-Whitney

n(-2)- 3o g ety
B.(o) = Ly~ m Winelng)

n :0j+1 mnJ

Du théoréme 4.3.1, on déduit le corollaire suivant en remplagant m par 1.

Corollaire 4.3.2. Pour tout entiers positifs r, s, k,nona:

sie-o-3ev () PR (T

®)( — Jj+k j+k+r n+s
S Y GO I Ertea i [Sed

Application
Comme consequence du corollaire 4.3.2, si on remplace m par 0 et en utilisant ces deux

identites

[n+s

— g
1+S} n!H,
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7’L+T+1 . AN ES |
{ 1 }T—(r—l—l) r

On obtient alors

. & | n—+r

I = (—=1)"77 - : n+s
ba(r—s)=—Y ~—— (r—l—ljﬂ—rj“) : :
( ) n! = Jt 1 ( ) J+s
Les deux identites suivantes sont une conséquence immédiate du corollaire 4.3.2, si on

remplace s par 0 et k par 1.

n

B =2 {5}

j=0
1 (=) . , n
bn - —< 1 J+1 ]+1) ‘ )
(r) n!g Jj+1 (r+1) ' J
Pour tout x € R cette derniere équation devient
_ 1 ¢ (_1)n_j J+1 J+1 n

Si on remplace maintenant r par O et k£ par 1 dans le corollaire 4.3.2 on obtient les deux

- ) . S n
Bu-s) = - { L
j=0
L~ (=D)"7 [ n+s
bo(—s) = — — | .
(—s) n!jgo j+1 {j—i—sL
Le théoréme suivant permet d’exprimer les polynomes d’Euler généralisés a 1’aide des
nombres r-Whitney

identites suivantes

Théoreme 4.3.2. Pour tout entiers positifs v, k,n,m avec m # 0, on a

(= 5 () ot

En particulier, si on remplace « par 1 et m par 1 dans le théoreme 4.3.2, on obtient

1 = /—m\J
e - 1Y% ]
) mn 4 ( 2 )j' mor(1:7),
j=0
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w0 =33V {517} e

Preuve. En utilisant la fonction génératrice des polynomes d’Euler et quelques techniques
combinatoires, on prouve le théoreme

Z EY (ﬁ)m:l—ﬁ)n = (#) aexp(rt)

= mt) + 1

= exp(rt) <% L 1) —a

=y (—ja)(%)j(%)jew(ﬁ)

- m
720

_ Z(%)J(a)lz Wm,r(na ])i_n'

7>0 n>j

m

= Z - (_)JWm,r(nvj)(a)l

nl 4 2

Théoreme 4.3.3. pour tout entiers positifs r, o, k,n,m et m # 0, on a

0(z) - 20T

p i .
(=1 (p\ (=i—9) , .
X;j +q—« (j) mwm,r (n—j—q,—j—q), 4.11)

Bga) <__T) — (CJ+06) <p+Q+a) (412)
m

m" D

p . .
1 p)(n+y><n+]+q> . .
Xy — | ° . . Wi (M+7+¢,7+q),
;]+q—a(] J Jj+q

Preuve. Rappelons la formule de Melzak[22] citée au deuxiéme chapitre

o =o)L

J=0

() ful—j + 2); (4.13)
tel que [ est un polynéome de degre n < p.

si on remplace f (x) = b (—_r) dans la formule (4.13) on obtient
m

@ (27 _ a+q+Pp_jpw
g (m)_(a+Q)< p )Z( ! (3) atqtj
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et par le fait qu’on a
1 k!
] P L B
m m" (n+ k)
la premiéere équation du théoréme est obtenue.

N . . R . .. —-r
La deuxieme équation du théoréme est obtenue si on on choisie f (z) = BY (—) .
m

Proposition 4.3.1. Soit o un nombre reél, et soient p, q,r,n des entiers positifs avec p > n.
Alors nous avons

b%“)(—r):(a+q)(a+£+q)i — (?)( bt a) w.(n+3j+q.j+4q),

at+q+i\Jj) (n+j+q)!

J=0

1—
Bff”(?“)=(n+1+oz+q)(njL CH_]%Lq)x

p

i (—1) (p) wen(ntj+a,j+a)

Sntl-atq+i\j (n+j+q)
J+q
Preuve. Pour m = 1 dans le théoreme 4.3.1 on a
(—h) k!
bn (—T) = mwl,r(n + k, k’)

En utilisant la formule de Melzak, les identités sont obtenues.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Les nombres r-Whitney, r-Stirling et les polyndmes de Bernoulli d’ordre supérieur et les
polyndmes de Bernoulli généralisés sont trés connus en combinatoire énumérative et pos-
sedent des applications riches dans plusieurs domaines tels que I’informatique, la biologie
et aussi la physique. Ils interviennent ainsi dans toutes les branches de mathématiques : en
algebre, théorie des graphes et en probabilité. Ces nombres ont été étudiés par plusieurs cher-
cheurs durant ce siecle.

Les travaux de cette these, nous ont permis d’exprimer des nouvelles formules explicites
des polyndmes de Bernoulli généralisés a I’aide des r-Whitney et r-Stirling.

Nous avons présenté dans le premier chapitre, les connaissances et quelques notions de
base de la combinatoire énumérative . Nous avons présenté un bagage sur les interpréta-
tions combinatoires, les fonctions génératrices et quelques propriétés de nombres de Stirling,
nombres 7-Stirling, nombres de Whitney et polyndmes de Bernoulli et d’Euler.

Au moyen d’analyse des fonctions génératrices et la formule de Melzak, nous avons réussi
a exprimer dans le deuxieme et le quatrieme chapitre, les polynomes de Bernoulli d’ordre
supérieur de premiere et seconde espece aux points entiers a 1’aide des nombres r-Stirling
des deux especes, et aux points rationnels a I’aide des nombres r-Whitney des deux especes.

Nous avons réalisé dans le troisieme chapitre, une description detaillee sur une nouvelle
classe de nombres c’est la classe de nombres r-Stirling s-quasi associ€s de seconde espece.
Nous avons réalisé par la suite 1’exploitation de ces nombres aux polyndomes de Bernoulli
généralisés.

Ce travail ouvre des perspectives de recherche nombreuses et interessantes, parmi les-
quelles nous privilegions les suivantes :

- Applications de nombres r-Stirling s-quasi-associés de premier espece aux polyndmes
de Bernoulli.

- Application aux théories de graphe des polyndmes r-Stirling s-quasi-associés de pre-
mier et second espece.

- Applications de nombres r-Whitney aux autres polyndomes .

- Le nombre chromatique et les nombres r-Whitney.
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