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INTRODUCTION

Dans la premiére partie de ce mémoire, on étudie la théorie de la k-sommabilité (k > 0)
des séries entiéres formelles & une variable, qui a été développée par Ramis [21] pendant
les années 70. Il a montré, par une méthode purement théorique, que toute solution for-
melle d’'un systéeme linéaire d’équations différentielles ordinaires méromorphes, a points
singuliers irréguliers, dans le champ complexe, peut s’écrire en tant que produit fini de
certaines fonctions connues et d’une série entiére k-sommable pour un certain entier k.
Notre définition de la k-sommabilité dans une direction d est donné dans la section 1,
ressemblant & la définition dans le cas d’'une variable. D’une maniére générale, la ques-
tion apparait comme si la "double" somme d’une série sommable, dans le cas de deux

variables, pouvait étre obtenue en réitérant le procédé du cas d’une variable.

Dans la deuxiéme partie, on aborde 1’étude des séries entiéres solutions d’équations
différentielles. Différents concepts de développements asymptotiques dans le cas de plu-

sieurs variables ont été considérés, comme ceux donnés par Gérard et Sibuya [9].

Dans la troisiéme partie, on étudie comment se comporte la solution d’un systéme
d’équations différentielles linéaires dans le voisinage d’un point singulier. Cette méthode
est applicable a I’étude d’un systéme d’équations différentielles non linéaires. La méthode
qu’ est la recherche d’une solution formelle et I’étude analytique, c’est-a-dire la recherche
de la signification analytique de la solution formelle.

Le théoréme de E. Maillet concerne les solutions des équations différentielles du type :

(1) F(z,y,y,---y™) =0

ou

F<x7XO7X17 te 7Xn)

est une fonction holomorphe au voisinage de 1'origine de C x C"*!. Il s’énonce de la facon



INTRODUCTION

suivante : Toute solution série formelle d’une équation différentielle algébrique appartient
a une certaine classe de Gevrey.
L’objet de ce chapitre consiste & donner une démonstration du théoreme de Maillet

bassée sur la méthode des séries majorantes due a Cauchy.



Chapitre 1

Sommabilité des solutions formelles

Notation : C[[z]] : L’anneau des séries formelles & une indéterminée a coefficients
complexes.

h(V) : I'ensemble des fonctions f € C holomorphes sur secteur ouvert V.

Cl[x]]1/k : L’anneau des séries Gevrey d’ordre s.

A=K [%} : le corps des opérateurs différentiels a coefficients dans K

M : son ideal maximal.

C{z} : L’anneau des séries convergentes centrées a 'origine de C.

M : son ideal maximal.

EO (respectivement L) : l'espace vectoriel sur C des opérateurs C linéaires envoyant
C[[z]] (resp. C{x}) dans M (resp. M).

A
(6* : Surface de Riemann du logarithme.

FT+¢ . Fonction définit sur Re z < 0.

1 : C-algebre différentielles a 'origine (munu de +, -, x2di).
k xT

f:_”g : Fonction définit sur Re = > 0.

sd(f) : la somme de fdans la direction d.

C{zx} 1 : Iensemble des séries k-sommables.

C{z} 14 €t C{x} 1 2 sont des C-algebres différentielles.

B(f) : Transformée de Borel formelle d’une série sans terme constant.

gd(f) : Transformée de Borel formelle dans la direction d.

Ed(]?) : Transformée de Laplace dans la direction d.

f~S szo a,? : on dit qu'une série formelle f représonte asymptotiquement dans un

secteur S

Ri(zy1,79,y) = 0(y?) : est d’ordre supérieur ou égal & 2 en y
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1.1 Séries divergentes solutions d’équations différen-

tielles

Nous rappelons ici briévement la théorie de la (multi)sommation des séries divergentes.
Nous introduisons en particulier les notations et résultats dont nous nous servirons tout
au long de ce mémoire. Pour plus de détails, nous renvoyons par exemple a [15] et [17]
pour la sommabilité et & 18] pour la multisommabilité, ainsi qu’aux références qui y sont
citées. On pourra également voir [12] et [23] pour leurs aspects historiques et heuristiques,

ainsi que [1].

1.1.1 Séries formelles de type Gevrey

Soit s un nombre réel, on définie une fonction sur Cl[[x]] comme suit :

s Cllz]] — Cf[z]]

f(fﬁ) = Zanx” - ¥s (Z anx“) - Z (n!a;;ﬂn

n>0 n>0

~

Définition 1.1.1 (' [22]) Une série formelle f(x) = >, oana™ € Cl[z]] est dite de type
Gevrey d’ordre s

4C' > 0,VA > 0 tels que Vn >0,
la,| < CA™(n!)*!

On note Cl[x]]s I’ensemble de ces séries.

Proposition 1.1.1 Soit f = Y ns0ant” € Cl[z]]. La série f est Gevrey d’ordre s, si
gos(f) est dans C{x}.

C{x} : Panneau des séries convergentes.

Proposition 1.1.2 1. C[[z]]s est une C-algébre stable par dérivation.

2. Pours>s >1

Cllz]]s  C[[=]]s

Preuve:
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1. C[[z]]s est une C-algébre, munie d’une opération ;

Cllzlls x Cllz]]ls —  Cf[]]s

~

(f,9) — f-ﬁvériﬁant:

(a) Pour toutes f,7 et h dans C[[z]]; :

F@+n=Ffg+fnh (1.1)

(f+9)-h=Ff h+g-h (1.2)
(b) Pour toutes f,§ dans C[[z]], et a dans C

a(f-9) = (af)g = f(ag) (1.3)

Soit f dans C[[z]]s, donc il existe deux nombres réels positifs C' et A avec :

la,| < C(n!)*A", pour tout n € N

f(a;) = Zan:r;"; ]?’(x) = Znanx"’l = Z(n + Day 2"

n>0 n>1 n>0

on pose : b, = (n+ 1)a,1
b,] = [+ 1|ana| < (n+1)C ((n+ 1)1)* A
donc :
b < ())’C"A™ ont A" = A et C" = e*CA.

D’ou : ]?/(ZL‘) est une série Gevrey d’ordre s.
2. Soit f(x) dans C[[z]]¢ ; avec f= Y 0 @nz™ donc il existe deux nombres réels

positifs C' et A avec :
|a,| < C(n!)¥ A™; pour tout n € N

comme s’ < s alors (n!)* < (n!)*. Donc il existe deux nombres positifs C et A tels
que :

la,| < C(n!)*A"™ pour tout n € N

c’est a dire fest dans C[[z]]s
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d’ou

C[[z]]s C Cl[z]]s; pour tout s > s" > 1.

Exemple 1.1.1 1. Pours=1; on a;

pr: Cllz]] — Clz]]

f(gc) — 1 (Z anx"> = Z a,z"

n>0 n>0

donce :

Cllz]l = C{z}

2. D’apres la proposition 1.1.1 (2) on a :
s’ >s>1 donne :
C{z} c C[z]]ls C Cllz]]s

3. Pour s = +o00; on a :
C{z}i00o =Cllz]] (par conventions)

4. Bt pour s = —o00; on a:

Ainsi :

Clz] ¢ C{z} C C[[z]]s C C[[z]]s C C[[z]]; Vs> s > 1.

Définition 1.1.2 1. On appelle secteur pointé en 0 de direction d d’ouverture 0 et de

rayon r dans C, et on note S = S(d,0,r) Uouwvert :

S:{xEC/—(g)<arg(x)—d<g et|a:|<r}.

2. Un tel secteur S est dit strict si son ouverture 0 vérifie < 2m.

3. Un secteur W sera dit sous-secteur de S et on notera W CC S si :
W C S avee S =5(d,0,r) on W = S(d, 0, r").

0 <0,r <.
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1.1.2 Développements asymptotiques Gevery de niveau k

Définition 1.1.3 Soit V' un secteur ouvert, on notera h(V') l'ensemble des fonctions

f V. — C holomorphes sur V.

Définition 1.1.4 ( [21]) Une fonction f € h(V) est dite asymptotique au sens Gevrey
(de niveau k) a une série Gevrey 7= D 0 an" Si, sur tout sous-secteur fermé W de

V', on a, pour tout N :

< CAN Nz V(A > 0),

f(z) — Z anx"

‘ N
n=0

pour tout x € W — {0} et la constante dépendant de W mais pas de N.
Dans les conditions de la définition on note : f(x) € A1 (V)

Plus généralement on dit que f € h(V) admet ]? € K comme développement asympto-
tique Gevrey d’ordre s, s’il existe m € N tels que :
z™f € Cl[z]] et 2™ f admette 2™ f comme développment asymptotique Gevrey d’ordre s.

On utilisera la notion : f € A1 (V)[z7"].

Proposition 1.1.3 Soit V' un secteur ouvert de sommet ’origine dans C.

— 1) Les applications :

Aur(V)y L Cllalli

Ay (V) H 4R

sont des homomorphismes de A-algébre avec A = K [%] (le corps des opérateurs
différentiels a coefficients dans K)
— i) Si Uouwverture de V' est > T, alors ces applications sont injectives.

1.1.3 Séries k-sommables

Lemme 1.1.1 ( [20]) Soient W un secteur ouvert de sommet 0 et d’ouverture 7 et f

une fonction plate de niveau k sur W. Alors, f =0 sur W.

Ce résultat est une conséquence du théoréeme de Phragmeéne-Lindeldf. Il s’en suit que
si f est asymptotique au sens Gevrey de niveau k & une série f sur un secteur ouvert
d’ouverture strictement supérieure a 7, alors la fonction f est completement caractérisée

par la série f. On pose alors les définitions suivantes :




U.S.T.H.B Sommabilité des solutions formelles

Définition 1.1.5 ([17], [21]) Une série f est dite k-sommable dans la direction d si f
est de type Gevrey de niveau k et s’il existe une fonction analytique f asymptotique a ]?

au sens Gevrey de niveau k sur un secteur ouvert bissecté par d et d’ouverture strictement

supérieure a 1 .
On note alors f = sd(]?) la somme de ]? dans la direction d.

On note C{x}1/k,qa 'ensemble de ces séries.

Définition 1.1.6 Une série f est dite k-sommable si elle est k-sommable dans toutes les

directions, excepté un nombre fini de directions singuliéres.

On notera : C{x}% I’ensemble des séries k-sommables.

Plus généralement on posera : Ky, = C{x}yi[2].

~

Proposition 1.1.4 — i) Sife Clz i (f est k-sommable) et si sy(f) = 0 alors :
fe C{z} (f est une série convergente).

— i) On a les inclusions strictes de C-algébre stables par dérivations :

C{z} c C{a}iy C Cllz]l1

Théoréme 1.1.1 Soit k > 0 et soit d une direction issue de ['origine.

Soient ﬁ, fg, ce J?m € K des séries k-sommables dans la direction d.

Soient f1, fa, -+, fm leurs sommes respectives dans cette directions d définies sur un méme
secteur ouvert V' convenable, de bissectrice d et d’ouverture > 7.

Soit K(]/”\l, ]?2, e fm> le sous-corps de K engendré par ]?1, ]?2, e J/”\m et soit K(f1, fo, -+, fm)
le sous-corps de M(V') engendré sur K par fi, fa,- -+, fm-

Alors lapplication :

K<f17f27 o 7fm> B K<ﬁ>f/;7 te 7fm>

est isomorphisme de corps différentiel.

(M(V') est le corps différentiel des fonctions méromorphes sur V).

Preuve: ﬁ, ]?2,~ e ]?m € K sont des séries k-sommables c’est a dire que leurs sommes
f17f27 te '7fm € Al/k’(vﬂi]
Donc K(f1, f2,- -+, fm) est un sous-corps de Ay ;,(V)[1]

et ]/”\1, fg, -+, fm sont k-sommables alors ]?1, f;, ce fm € ]IA{l/k, c’est a dire que K(ﬁ,f;, .

10
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~, ]/”\m> est un sous-corps de K /.

D’aprés la proposition 1.2.1, 'application :
1 ~
A=) — Ry
est un homomorphisme injectif de A-algeébre, donc ’application :

K{f1, far -+ s fn) — K{f1, for s, fou)

est un homorphisme injectif de A-algébre et comme par construction cette application
est surjective (ﬁ est k-sommable) donc il existe f; € A;x(V)[2] tel que fi= sq(fi) (i=
L---,m).

donc 'application

~

K<f17f27 o ’fm> - K<ﬁ7ﬁ7 s 7fm>

est un isomorphisme de corps différentiel.

Rappelons quelques propriétés des fonctions entiéres.

Définition 1.1.7 Soit fv une fonction entiere, soit p > 0 et b > 0.
On dit que f est a croissance exponentielle d’ordre au plus p et de type fini au plus b

(pour p fize), s’il existe ¢ > 0 tel que :
‘f(t)‘ < cexp(b|t]?);  pour tout t € C.

Définition 1.1.8 Soit ]7 une fonction entiére. Soit d une direction issue de l’origine.
Soient k > 0 et ag > 0, on dit que f est a croissance exponentielle d’ordre au plus k (pour

k fixé) et de type fini au plus ay le long de d s’il existe cq > 0 tel que :
‘f(t)‘ < cqgexp(aglt|®), pour tout t = re' r € RY.
Soient f(z) = > o bn2™ € C[[z]], f la somme f dans la direction d.
On a la formule suivante :
1 . . B 10g |bn|
- = lim inf ( ————
p  n—+oo nlogn

qui définit l'ordre p de f (p étant fixé) ou p décrit |07, +00[U] — 00,07 [ et de type 7 de
f décrit [—o0, +o0].

11



U.S.T.H.B Sommabilité des solutions formelles

Proposition 1.1.5 Soit f une fonction entiére, supposons que :

1 __1 bn
— = lim inf ﬂ > 0 alors :
! nlogn

pour tout p > p', f~ est a croissance exponentielle d’ordre au plus p est de type fin.

1.2 Convergence des solutions formelles

1.2.1 Transformation de Borel formelle

La transformation de Borel formelle est Iopérateur linéaire B de Cl[z]] sur C[[¢]]

défini par

B:f(@)=> aua"eCla]] — f(©) =) an o € Clléll

n>0 n>1

et appelé transformation de Borel formelle de J?

Définition 1.2.1 Soit f une fonction holomorphe sur un secteur S(d,0,r) d’ouverture
0 > m et bornée a l'origine sur tout sous-secteur. On appelle transformée de Borel de f
dans la direction d et on note Byf la fonction complexe (&) définie sur la demi-droite de

direction d par :

1 € dx
(€)= Buf(©) = i [ 10
On définit donc la transformée de Borel d’ordre k par :

9 )X

9(€) = Bif(€) = — / ONT

2T 2

ou 'intégration se fait le long du contour (orienté) v d’un sous-secteur
v=5S(d,m+6,7") cC S(d,0,r) de méme direction et d’ouverture > m. On appelle fle
mineur de f Cette transformation consiste a appliquer formellement & chaque monéme

2™ la transformation de Borel

n—1

1 ¢ > 1
Ba(a")(€) = 5 / e ) gysinz
vy

z? 0sin=0

de " dans la direction d (en fait dans n’importe quelle direction d puisque le résultat est

indépendant de la direction choisie), ot v est le lacet aboutissant en 0 dans des directions

12
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ot le noyau es Z—"g décroit rapidement (voir figure 1.2). En particulier, si on remplace x™ par
une fonction f holomorphe sur un secteur W de sommet 0, bissecté par d et d’ouverture
strictement supérieure a 7, By(f) a un sens dés que |f(z)| ne croit pas trop vite quand
|z| tend vers 0 dans JV. Figure 1.2
— Si f € C{z}, f est une fonction entiére a croissance exponentielle d’ordre au plus
un a l'infini.
~Sife Cllz]li/k, k> 1, f est une fonction entiere.
— Si f € C[[#]]1, [ est un élément de C{¢} et son rayon de convergence est en général
fini.
~Sife Cllx]lijk, k < 1, f est un élément de C[[¢]].

1.2.2 Transformation de Laplace

Définition 1.2.2 une fonction analytique a [’origine fv et supposons que f peut étre

4 avec une croissance

prolongée analytiquement le long de la demi-droit 6 = [0, coe’

exponentielle d’ordre au plus un a l'infini sur 04, i.e.,
|f(§)| < Ce pour tout € € 0 tel que |E] > 0

La transformée de Laplace

L) = | f(&)e=de

Alors fdans la direction d est une fonction analytique sur un disque d’axe 6; dont le bord
passe par l'origine. Si la croissance exponentielle de freste valable sur un secteur illimité
d’axe 04, alors Ed(f) peut étre prolongée en une fonction analytique sur un secteur de
sommet 0, bissecté par d et d’ouverture strictement supérieure a 7.

Elle est définie holomorphe sur 'ouvert sectoriel de direction d et d’ouverture
M
7:U=_8(d,7)={x € C/cos(argz — d) = —}.
x

Et de méme, si fest a croissance au plus exponentielle d’ordre k, on définit la transformée

de Laplace d’ordre k par :

8 m

) Fa)d (g)k

L’utilisation conjointe de la transformation de Borel et de transformation de Laplace

f() = L5 () = / e

permet de caractériser parmi les séries de type Gevrey de niveau 1 celles qui sont 1-

13
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sommabeles :
Ce point de vue nous conduit a transposer la notion de 1-sommable en la notion de

2-sommabilité suivante : ( [21] [17])

Définition 1.2.3 Une série f est dite 2-sommable dans la direction d si, de facon équi-
valente :

— 1) on peut lui appliquer la méthode de sommation de Borel -Laplace de niveau 2

~

flz) = Pl/zﬁsz(f)(x)

dans toutes les directions d’un voisinage de la direction d.
— 1) f est une série Gevrey de niveau 2 et la somme de la série pl/gﬁBpg(f) (&) se pro-

longe sur un petit voisinage sectoriel de d avec une croissance au plus exponentielle

d’ordre 2 (elle est un O(el*€’l) et par un O(el®!))

Définition 1.2.4 On dira que ]? est 2-sommable si elle est 2-sommable dans toutes les

directions, excepté un nombre fini de directions singuliéres.

La série fy est 2-sommable, ses directions singuliéres étant les deux demi-axes imaginaires

N . . 2 . . . 2
c’est-a-dire les ligne de décroissance maximale de 1’exponentielle e/,

Théoréme 1.2.2 (sommation de Borel-Laplace, [17])

Une série formelle

f@)=Y"a.a" € Cl[])y

n>0

est 1-sommable dans la direction d si, et seulement si, son fpeut étre prolongé analy-
tiguement que un secteur illimité d’axe 05 avec une croissance exponentielle d’ordre au
plus un a Uinfini (voir figure 2.2).

La somme Sd<_]?) de f dans la direction d est alors donnée par

slfla) =ao+ | Flg)ede
On a le diagramme suivant (sommation de Borel-Laplace de niveau 1) :
Fle) & F&) = suDia)

Figure 2.2

14
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Ce procédé de somamtion des séries formelles de type Gevrey de niveau 1 est une
conséquence d’'une méthode de sommation due a E. Borel( [1], [7]). On peut également
(voir par exemple [17]), moyennant I'introduction de la transformation de Borel formelle
gk = 01/k © Bo or. de niveau k, caractériser parmi les séries de type Gevrey de niveau k

celles qui sont k-sommables dans une direction d fixée : une série formelle

fla) =" a2 € Cl[a])i

n>0
est k-sommable dans la direction d si, et seulement si, la somme

A~ N

Fu(©) = Bl PO = 3 pa€ e e

(cette série est nécessairement convergente par la formule de Stirling, puisque fest de
type Gevrey de niveau k) peut étre prolongée analytiquement sur un secteur illimité d’axe
04 avec une croissance exponentielle d’ordre au plus k£ a I'infini. Dans ces conditions, la

somme sq(f) de  dans la direction d est donnée par

~

o) = a0 + 010 o+ i+ [ € )
04

Noter que cette intégrale est en fait 01/, 0 Lg0 gk(ﬁ)(a:), ou Ly désigne la transformation
de Laplace usuelle. On pose Lyq = 015 © Lq © 0 et on appelle cette transformation
la transformation de Laplace de niveau k. On a alors le diagramme de sommation de

Borel-Laplace de niveau k suivant :

Avant d’étudier plus en détail ces questions de prolongements analytiques, revenons
un instant sur la transformation de Borel formelle B.
Par définition, B est un opérateur linéaire du C-espace vectoriel C[[z]]; sur le C-espace
vectoriel C{¢}.
Si f, 1//)\ € xC|[[z]]1, on vérifie que la transformée de Borel formelle du produit f@//)\ est une

série convergente a l'origine, i.e., fi € xC[[z]];. La somme de cette série coincide alors

15



U.S.T.H.B Sommabilité des solutions formelles

avec le produit de convolution
-~ £ ~
Frd©) = [ Fie=mitmn
0

des fet 1; Ce produit de convolution admet pour élément unité la distribution de Dirac
a origine §.

On pose alors B (1) = § et on étend la transformation de Borel formelle Ba

B: @)=Y aw" € Cllally — F(€) = aod + Zﬁ e C5 & C{e}

n>0 n>1

B est un isomorphisme de I'algébre multiplicative (C[[z]]1,.) sur algebre convolutive

(C & C{&}, #) ; son inverse est la transformation de Laplace formelle L définie par
2(5)(:16) =1let E(S”)(x) = nlz™™! pour tout n > 0

Noter que la transformation de Laplace formelle consiste a appliquer formellement la
transformation de Laplace £; dans n’importe quelle direction d aux différents mondémes

£" de la série convergente ) -, an&"™.

Théoréme 1.2.3 Soit 1 < s < s1; alors :

- 1) Clats, NCllal]iye = Cla}.
— 1) C{x},, NC{a} = C{z}.

e Avant d’aborder la preuve, rappelons d’abord les lemmes suivants.

Lemme 1.2.1 Soient k > 0 et p > 0. Soit ¥ = {dy,ds, -+, d,,} un ensemble fini de direc-
tions issues de l'origine. Soit fune fonction entiere satisfaisant les conditions suivantes :
- (i) ]? est a croissance exponentielle d’ordre au plus p et de type fini.
— (i1) Pour toute direction issue de Uorigine d & ¥, ]7 est a une croissance erponen-

tielle d’ordre au plus k et de type fini le long de d.
Alors :

il existe b > 0 tel que ]}V soit a croissance exponentielle d’ordre au plus k et de type

fini au plus b.

Preuve: On suppose que p > k. Soit fune fonction entiére satisfaisant les conditions

(i) et (i1). Soit S! le cercle des directions issues de 'origine,

16



U.S.T.H.B Sommabilité des solutions formelles

soit d € S. On choisit 0; et 05 tel que 6, < d < 0.

z; ( pour p > k).

o

91_92<f<
P

et que :

01,00 N2 = {d}

Pour a > 0 et arg(t) € [0, 6] ; on définit h,(t) :

ha(t) = exp (—a [‘Zl: ;7((6911 _+ ;5) tk] ) .

Le module de h,(t) :

|ha(t)] = exp <—aRe

exp £(6; + QZ)tk] )

cos &(6; — 6,)

t = |t|exp(iargt) donc : t* = |t|* exp(ik argt)

k 01462 t
(ha(t)] = exp (— 5 arg)mk)

cos &(6; — 6,)

(a) Pour argt € [01,05] on a :
[ha(t)] < exp(—alt]*) < 1 (1.4)

Et
a

|(ha()) 7] < exp(e]t]); avec ¢ = cos E(0, — )

(b) Et pour arg(t) = 0; ou s on a :
ha(t) = exp(—alt|") (1.5)
D’aprés la condition () il existe ¢; > 0 et by > 0 tels que :
‘fv(t)’ < ¢y exp(by]t|P); pour tout t € C. (1.6)
Et d’aprés la condition (i7) il existe co > 0 et a > 0 tels que :

‘f(t)‘ < cyexp(alt]F); pour tout t € C  (avec arg(t) = 6; ou 6). (1.7)

17



U.S.T.H.B Sommabilité des solutions formelles

On pose [ = haf donc :

F(t) = 1(8) (ha(t) " (1.8)
de (1.4) et (1.6) on a :
|£(t)] < c1exp(b[t]P); pour tout ¢ € C. (1.9)
de (1.5) et (1.7) on a :
()] < e pour arg(t) = 6; ou fs. (1.10)
De (1.8), (1.9) et(1.10) on a :
‘f(t)‘ < ¢y exp(c]t]®); pour tout t € C avec arg(t) € [0, 6s)]. (1.11)

c’est a dire f est a croissance exponentielle d’ordre au plus k. .

Lemme 1.2.2 Soit k > k; > 0. Soient

f(m) = Z anx" et P = Z ﬁtn
k1

>0 n>0 I

on, suppose que | € Cllz]liyn (s—1=73).

Soit p > kk_k,il ; alors la somme @ de la série @ est une fonction entiére a croissance

exponentielle d’ordre au plus p et de type fini.

~

Preuve: On a f(x) € C[[x]]1/x, donc il existe ¢ > 0 et A > 0 tels que :

la,| < c(n!)%A” pour tout n € N.
Notons
r (1 + k%) n>0
Le comportement de la fonction I' quand © — +o00 est décrit par la formule de Stirling
suivant : .
Frl+x) = (i> 27 (x — 400)
exp

18



U.S.T.H.B Sommabilité des solutions formelles

On a
1 - 1
1+ z) e~/ 21
- x~re”
V2rz
donc :
1 ) (%)W e
F1+) 2
|an| <£>_H e+%
ba| < -
|bn | =
k1
C(n')%An (/,?—1)7H et Er
bn| <
|bn | =
k1
C’(n')%n_%eJ“%A"kl%
b, <
|bn | =
k1
C 1qn _a
bl < Alek) | M E@Y T (<)
2mn
k1
on pose :
/I C I __ k
d = ; A" = A(kie)™
2mn
k1
donc :
|b,| < c'A’"nn(%fﬁ); pour tout k > ky
soit :
1 —log |b,
T 1
P n—+oo nlogn
on a :
1 S 1
’bn| N C/A/n”(%_ﬁ>

1 1 1
log <m) > —logd —nlogA’ —n (E - k_1) logn

L (1.13)

—logd —logA 1
nlogn = nlogn logn k ky

19



U.S.T.H.B Sommabilité des solutions formelles

de (1.12) et (1.13) on a :

1 k—Fk

k_1 = e 1; c’est a dire :
kkq

k—Fk

>

b\lp—\

F <

A

D’aprés la proposition (1.1.4) la fonction entiére ¢ est a croissance exponentielle d’ordre
au plus o/, pour ky < k. .
Preuve: (preuve du théoréme 1.2.2)
— 1) Soit
fe C{z}s, NCllz]]1/x; f= Zan$n~

n>0
on lui assosie
~ Qp,
H=S —n 4n

n>0

la série f(t) est convergente et sa somme est une fonction entiére a croissance
exponentielle d’ordre p(p > kk1/(k — k1)) et de type fini d’apres la condition fe
Cllx]]1/k et le lemme (1.2.2). D’aprés le lemme (1.2.1) et du fait que fe C{z}s,,
f est a croissance exponentielle d’ordre £ = <i — 1). Donc ]}V est & croissance
exponentielle d’ordre < k; et de type fini dans tout les directions, c’est a dire fest
k-sommable deans tout les directions (i.e. E(]?) = @).

Et donc f € C{z} (d’apres la proposition (1.1.3) 7)), d’ou :

C{z}s, NCllx]]1/x € C{z}.

Et d’apres la proposition (1.1.3) ii) on a :

C{z} c C{a}r, C Cllz]]k,
et
C{z} c C{z}ik C Cllz]]1/s-

C{z} c Cllz]]s,
et
C{z} c C{z},.
donc :

C{z} C C{z}s, N C[[z]]s-
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d’ou :

C{z} = C{z},, NC[[z]], Vs > 5> 1.

—ii) C{z} = C{z}s, NC{x}s 7
Soit f € C{z}s, NC{x}, alors;

feCc{x},
et
| feC{al,

/

f € Clla]l,
et

| feC{z},

c’est & dire :
feC{a},, NClz]]s C C{z}.

donc :

C{z}s, NC{z}s C C{z}.
d’otu :

C{z}s, NC{zx}s = C{z}; pour 1 < s < s1.

1.2.3 Notes sur la multisommabilité

La k-sommabilité n’est pas suffisante pour sommer les solutions formelles des équa-
tions différentielles algébriques, méme dans le cas linéaire. Le premier exemple construit

en ce sens est dit & J.-P. Ramis et Y. Sibuya ( [24]) : équation différentielle linéaire

2°(2 — 2)y" + 22 (4 + 527 — 22%)y +2(2 — z + 1)y = 4o + 22 + 102° — 32*

-~ ~ -~

admet une seule solution série formelle a l'origine f(x) = fi1(z) + fa(z), ot

fi(z) =) (-1 nla"*!

n>0
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U.S.T.H.B Sommabilité des solutions formelles

est la série d’Euler et ou

Il est classique que la série formelle fl est 1-sommable et que la série formelle fg est
2-sommable. En revanche, leur somme f = ]?1 + fg n’est ni 1-sommable ni 2-sommable
(et méme ni k-sommable pour n’importe quelle valeur de k). On est donc amené, pour
contourner cette difféculté et "sommer" la série ]?, a introduire le concept plus général de
multisommabilité.

Il existe plusieurs définitions pour la multisommabilité des séries formelles ( [2], [10],
[18]). Toutes ces définitions sont équivalentes, mais reposent sur des concepts différents :
la méthode de W. Balser ( [2]) utilise une méthode d’itération de transformations de
Laplace de niveaux différents; celles de J.-P. Ramis ( [16]) utilisent essentiellement la
cohomologie et la notion de correction exponentiellement petite; et celle de J. Martinet
et J.-P. Ramis ( [18]) repose sur la théorie de 'accélération de J. Ecalle ([7]).

Cette derniére définition généralise I’approche par formule intégrale et prolongement
analytique de la k-sommabilité (sommation de Borel-Laplace : cf. théoréme 1.2.1.1 et
conséquences). En outre, elle a 'avantage sur les méthodes géométriques (avec celle de
W. Balser) d’étre susceptible d’application numérique, puisqu’elle fournit un procédé
explicite de sommation.

Rappelons briévement en quoi consiste cette définition de la multisommabilité. Pour
plus de détails, nous renvoyons a [18]. On commence par définir pour @ > 1 le noyau

d’accélération C, de puissance a par

20

Cu(§) = L/ v
y—m

ol v_, désigne un contour de Hankel "autour" de R™. Ces noyaux C, sont des fonctions

entiéres et on peut montrer que

1 R 1 1
Zsm (mr) +a)€ ou b vérifie — + - =1
T I'(1+n) a b

En particulier, si a est un nombre rationnel (c’est le seul cas que nous rencontrons), C, est

une fonction de Meijer. De plus, dans toute les directions vérifiant |arg(€)| < (1 — )%,

les noyaux C, ont une croissance exponentielle & I'infini du type
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U.S.T.H.B Sommabilité des solutions formelles

ghetaae (1.14)
On définit alors les opérateurs d’accélération de niveaux k < k' dans la direction d par

d

1 Ooei
oearal F)(r) = & /

T

Cup (=7 ) F(€)¢

Noter que la croissance exponentielle a l'infini du noyau Cp /i, (cf. (1.1)) montre que
l'opérateur o). est applicable aux fonctions f a croissance exponentielle d’ordre au
plus % > 1 a l'infini.

En fait, on préfére utiliser les opérateurs d’accélération "redressés" de niveaux k < k'

dans la direction d définis par

A (kk):d = 01k © Okl )skd © Ok

k'k

Ceux-ci sont applicables aux fonctions a croissance exponentielle d’ordre au plus 7=

a l'infini. La justification du qualicatif "redressé" apparaitra dans le diagramme de mul-
tisommation qui suit : les opérateurs A i).q correspondent a des fleches horizontales,
alors que les opérateurs g iy,q correspondent a des fleches obliques.

Ces différents opérateurs étant construits, on pose la définition suivante :
Définition 1.2.5 ( [15]) Soient 0 < ki < ko < ... < ks des nombres rationels et d
une direction. Une série formelle f(x) € Cl[z]] est dite (ki, ks, ..., ks)-sommable dans la

direction d si les conditions suivantes sont satisfaites :

(0) La série f est de type Guerey de nmiveau ki : f(a:) € Cl[z]]1/k, -

~

(1) La somme de la série convergente By, (f) peut étre prolongée analytiquement sur

koky
ko—k1

un secteur illimité d’axe 0, avec une croissance exponentielle d’ordre au plus
a linfini.
~ (2) La fonction A, gy)a © gkl(f) peut étre prolongée analytiquement le long de 0,4

avec une croissance exponentielle d’ordre au plus ,!;3_—’“;2 a l’infini.

~ (k) La fonction A, | k):d © Aok 1)d © - © Ak k)i © gkl(]?) peut étre prolon-

gée analytiquement le long de 04 avec une croissance exponentielle d’ordre au plus

k'r'+1kr

e o
e O linfini.

(s) La fonction A, | k.)id © A(ks_gke 1)d © - © Ak ks)id © l§/ﬁ (f) peut étre prolongée

analytiquement le long de 04 avec une croissance exponentielle d’ordre au plus ks a
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U.S.T.H.B Sommabilité des solutions formelles

linfini.

Proposition

o~

Si f(z) € C[[z]] est (ki, k2, ..., ks)-sommable dans la direction d, alors

o~

Lhyid © Ay ka)id © Alka_oke1)id © -+ © Ay ko)id © Bry (f)

est définie et analytique sur un secteur bissecté par d.

Définition 1.2.6 Si f(z) € C[[z]] est (ki, ks, ..., ky)-sommable dans la direction d, sa

~

multisomme sq(f) dans la direction d est définie par

~ ~ o~

Sd(f> = Eks;d o A(ksfl,ks);d o A(ksfmksfl);d O0...0 A(kl,kg);d o Bkl( )

on a alors le diagramme de multisummation suivant :

A(klvkz);d =

P,

A(kQ,kS);d A(k?s—laks);d I~ ‘Cks;d

D,

J/c\—> Bkla)l Sd(]?)
On note C{x }1/k, 1 /ks,...1/ks:a ['ensemble des séries formelles (ki1, ko, ..., ks)-sommables dans

la direction d.

Définition 1.2.7 Une série ]? est dite (ki, ks, ..., ks)-sommable si elle est (ki, ko, ..., ks)-
sommable dans toutes les directions, excepté un nombre fini.
On note C{x}1/k, 1/ks,...1/k, Uensemble des séries formelles (ky, ka, ..., ks)-sommables.

Cl{x /b1 ko, /kid €8 CLT}1 /1y 17k, 18, SONE des C-algebres différentielles.

On étend aisément la définition 1.2.5 sur la multisommabilité des séries formelles aux

séries méromorphes formelles de la fagon suivante : une série

Flz) = % T % + () avec P(z) € C|[]]

~

est (kq, ko, ..., ks)-sommable dans la direction d si f(x) est (ki, ko, ..., ks)-sommable dans

la direction d. La somme sd(]?) de fdans la direction d est alors définie par

~ ~

sdF)e) = T2 4+ =+ sa(D)(a)
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Chapitre 2

Systemes différentiels linéaires de

Gérard-Sibuya

On a ici étudier les systémes de Pfaff complétement intégrables de la forme :

f1($1>$2ay>d +f2($1,.1'2,y)

Pi+1 l’l Pr+1
Ty Ly

dy = dxy (1)

avec P, > 0et P, > 0.

et olt pour ¢ = 1,2, f? est holomorphe dans U! x U? x V.
U = {:/0 < |z <7} =12

Vo= {yeC"/0< |yl <pi}

2.1 Existance de solution formelle

Ce systéme peut également s’écrire sous la forme

ﬂﬂfﬁl(% = fi(z1,22,y) P >0
Po+1 ayl (12)
0 gy, = fa(x1, 2, y) P, >0
Ecrivons
filz, e, y) = fo(zr,z2) + A'(z1, 22)y + R' (21, 22, 7). (I")

La condition de compléte intégrabilité du systéme [

fl(xhﬁzay)d fz(x17x27y)

ES Patl
g Lo

dy: dxs Pr>0et P,>0
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est
ppe1 02
! 8x1 2 8x2

= xp'ﬁl% (C.D)

c’est-a-dire Dy = Dy ol

D12($17$27y) = Ty

P2+1(3f1 dfi @)

Ors Oy ‘ 0o
off  9A! OR? dfi
_ P+l 0 -
- (6932+0352y+8x2)+ 8yf2
Lemme 2.1.1 Nous avons [A'(0,0), A%(0,0)] = 0 En effet
9 1 1
D15(0,0,y) = 8_(A y+R) 12(0,0,y)
Yy r1=0 xz2=0
or X
0 OR
a—y(Aly +RY)=A+ oy f2(0,0,y) = A%(0,0)y + 0(y*)

si 1512(0, 0,y) désigne le terme linéaire en y dans D12(0,0,y) nous voyons que
EIZ(Ov 07 y) - Al(()? 0)A2<07 0)

ce qui donne le lemme ci-dessus.

Corollaire 2.1.1 Par une similitude T € GL(p, C) il est possible de mettre A*(0,0), (i

1,2) sous la forme

(A, 0 . . . 0
0 (A),

Al =
0 0 . (4D,

avec pour tout s =1,2,...,r

(Ai)s = /\iIS(Ni)s

ou I, est la matrices identité de méme ordre que (A", (N%)s une matrice nilpotente sous
forme triangulaire supérieure. De plus on peut supposer que pour tout s = 1,2,....,r il

existe i € {1,2} tel que X # AL, ,. On a également

[(AY)s, (42),] = [(ND), (N),] =0

26



U.S.T.H.B Systémes différentiels linéaires de Gérard-Sibuya

Considérons maintenant le systeme formelle (I*) associé au systeme (2.1) de la maniére
sutvante :
On remplace
f T1,22,Y § fP 5171,962
|p|=0
par la série formelle que nous noterons encore f'(x1,xo,y) obtenue en remplagant les

coefficients f};(xl, x9) par leurs développements asymptotiques dans S.

Lemme 2.1.2 Si une matrices A'(0,0) est non singulic¢re, le systeme formel (I*) admet

une solution formelle de la forme

+oo
. T1 T2
Y= E Priraly Ty

r|=1

Preuve: Supposons que A'(0, 0) est non singuliére et considérons la premiére équation

du systéme (%)

P41 9y
xl-&-

1 61’ - fo(xl>$2) +A (1’1,$2)y+R (xlax%y) (If)
1

ot RY (1, x2,y) est d’ordre supérieur au égale a 2 en y.
Par identification on trouve facilement que les coefficients de la série formelle ¢ sont

donnés par

AY0,0)¢10 + (f3)i0 =0
AN0,0)p01 + (fo)or =

et plus généralement

(7“1, TQ) Al (0’ 0)907‘1,7‘2 = 27‘177’2

si toutes ces équations sont ordonnées convenablement, on constate que £,, ,, est une
quantité qui ne contient que des coefficients connus par les données ainsi que des solutions
des équations qui la précédent.

Donc ce systéme infini ast résoluble.

Montrons que la solution formelle ¢, de (1) est aussi solution de (1.2).
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Nous avons
0 Op 0 Oy
Pi+1_ ¥ P+1 7 — P+1_ ¥ P+1 7
& 8561 (552 (91:2) 2 8902 (513'2 6’x2>
0
I?Ha—m (f1(3717$27 90))

dfi of dyp
= 51552“6—1_2(331,%2, ©) + 8—y(931,932> 90)93§2+18—$2

Le systéme (I) étant complétement intégrable, nous avons

0
:UP2+1£(931,152,?/)+ Dy ($1,$2,?J)f2(931,$27y) =T o (331>$2,?J)+ By ($1,$2,y)f1(331,1727y)

2 81'2
Nous avons ceci identiquement en y. Et vu I’hypothése sur la dérivabilité de nos
développements asymptotiques, cette derniére condition est encore valable formellement,
c’est-a-dire que le systéme formel (I7) est complétement intégrable.
Nous avons donc :

0 0 0 0
2 01, )+ G o0 9l 0) = 2T S o ) 2 o, ) oo, )

en tenant compte de cette égalité et du fait que

Jip
— Pi+1
fi(zr, 22, ) = 27 _&El

nous obtenons

9f

Pi+1 8 xP2+1@_90 . P1+1% Pi+1 880
aIl 2

dh

9 0
_8_y($1,$2,90)f2(x1,x2,¢) iszﬂ_@D

Ay % Oxs

c’est-a- dire

i1 O [ p1 O of 1 9P
.Z'f +1a—x1 (375 +18_$2 - 2(37173727(10>> = 8_;<x17x2?90) (375 +1a_$2 - f2(x1,x2,90))

P+l 9p

La série formelle v = x, i fa(z1, 2, @) est donc solution du systéme linéaire

1 0u  Of
oF +18_x1 — 8_y1 (21, 22, (1, 72)) u

ol
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of _
dy

Mais vu I'hypothése sur A1(0, 0) la seule solution formelle de ce systéme est la solution

Al(zy,22) = O (|gl) .

zéro. Il en résulte que formellement

xPzHa_“O

2 D = f2<$1,3€27<ﬂ)~

Donc ¢ est également solution de la deuxiéme équation. .

Remarque 2.1.1 La solution formelle donnée par le lemme 2.1.1 est unique

Remarque 2.1.2 Si aucune des matrices A'(0,0) est réguliere, le systeme formel peut

quand méme avoir des solutions formelles.

Théoréme 2.1.4 Si les fonctions f(x1,x2,y) vérifient les conditions énoncées au début
de ce paragraphe, et si de plus les deux matrices AY(0);7 = 1,2 sont simultanément dia-

gonalisables et toutes les deux réguliéres, alors si @ est une solution formelle du systéme
de Pfaff

f1($1,5172a3/)d fl(xlyx%y)d

dy: xfl"'l 1'1—{—? 9 (1)

qui vérifie p(0,0) = 0, il existe une solution ¢ de (1) holomorphe dans un secteur S' C S
telle que
SI
¢~
Remarque 2.1.3 Si le secteur S est assez grand, ce résultat rest valable si on suppose

seulement que

Al oo e e 000 Ao e s 000

0 A o ... ... 0 Y P

: 0 0
AN0) = A%(0) =

0 0 0 0

0 0 0 AL 0 0 0 0 A2

avec |A\L| + [N5| # 0 pour tout k = 1,2, ...,m, car pour chaque composante de z on peut

prendre une équation intégrale différente.

Remarque 2.1.4 La méthode utilisée s’adabte trés bien a d’autre systemes de Pfaff. En

particuliers, le resultat ci-dessus et le résultat plus général indiqué dans pour un systeme
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de Pfaff, complétement Intégrable de la forme

-1 -1
dy = (xfIH) f1(551,372a y)dxy + (9U§2+1) f2(5’51,352,y)d$2

ol
xff“ _ o0 0 xgzlﬂ | 0
0o 0 0o L0
e N b
0 . .0 0 . L0
0 N 0 0 - 0 af™!

avec Pij > 0 pour tout i = (1,2),j =1,2,...,m.

2.1.1 Cas des développements asymptotiques

Les fonctions f!, f? admettent des développements asymptotiques en z; uniformes
en (z3,7). Soient S = 51 x Sy un secteur de C? et U un polydisque centré a l'origine de

C™. On suppose dans ce paragraphe que
1. f!et f2 sont holomorphes dans S; x Sy x U.

2. pourt=1,2

fi(ﬂfl’l’%y) ~ 5 Zfim('x%y)x’in

u~52 xV

m>0
fi(xlvx%y) u~SN><VS2 Zfim(l’l,y)digl
! m>0

ou pour tout m

ff,m (x27 y) ur.\{/S2 Z fll,m,l(y)le

>0

ff,m (xb y) ~ 2 Z f;,m,l<y>mll

u-V
1>0

Les coeflicients étant holomorphe dans U, vu ces hypothéses, noun avons

filx1, xa,y) = fé(Il, Ta) + Ai($17$2)y + Ri(xl,x% Y).
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avec
Al(xy,29) ~ 5 Z Al (z9)a] et
i S i .m
Am(IQ) ~ Z Am;l'rQ

on suppose de plus

3. fll’O(O,xo) = O(x9)
4. AY inversible

5.si M(j=1,2,...,m) sont les valeurs propres de A},
1 37 .
‘a‘rg(_)\j) — P arg:m\ < 53 dans S ji=12,..m.

Théoréme 2.1.5 Si l'ouverture de Sy est strictement supérieure a P 3 deux nombres
strictement positifs Ry, Ry et une solution ¢ de (1) holomorphe dans 31 x g o0t

Y =S n{|xi| < R;} telle que

o(z1,m3) ~ 5 Z Om (x) " avec
u-So
m>0
S m
Pm(z2) ™~ Z Pm T2
1>0

et
wo(z2) = 0(2).

2.2 Analyticité des solutions formelles

Nous allons ici étudier les systéemes de Pfaff complétement intégrables de la forme

dy = wy avec

. Ay(wy,m2) | As(21,20)

o l,fl—l-l x§2+1 (2)

avec p; > 0 et py > 0. Les hypothése sur les matrices A; et A; seront données dans les

divers sous-paragraphes.
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2.2.1 Le cas scalaire

On considere les systémes complétement intégrables de la forme

01(551,962) a2($1,$2)
W= ( P1+1 day + Pr+1 dzz | y (21)
T Lo

ol a; et as sont des séries formelles ou des séries convergentes a l'origine.

La condition de compléte intégrabilité est

ngJrl% _ xPlJrl% (C.1)

2 8x2 ! 8x1

on peut supposer que P; < Ps.
Lemme 2.2.1 La condition (C.1) entraine que

Pi+1

T2
ar(z1,12) = 13 [/ (a1, tay)dty +h1(x1)] +attal + . 4 ad

ho

1
as(w1,12) = x?"“ {/ o(ty, zo)dty + h2($2>:| + x5 0452 + ..+ ad
h1

@ est une série formelle (ou convergente) en xy,xo arbitraire.

hy (resp.hy) une série formelle (ou convergente) en xq (resp. xo) arbitraire.

af,al, ... adt al ad, ... ab? sont des constantes arbitraires.

Preuve:
Posons
0@1
P+1
- = I C12\T1, T2
8{23'2 1 ( ) )
8@2
Po+1
- = X C21(X1, X2
axl 2 ( ) )

la condition (C.I) est alors ¢15 = ¢a1, et

P1+1

a; = C12 xl,tg dtQ +Oél(l'1)

c12(t1, x2)dty + an(z2)

/O‘
P2+1 /
0
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ol oy et ap sont des séries arbitraires. En posant

&1(33'1) = Oé(l) + CClal(le)
(1/2(1‘2) = O./g + 27264\2(272)
on peut écrire
ay(r1,12) = xlai(iUl,xz)JrOé?
az(21,T2) = maay(z1,32) + af

avec

ai(%,@) = 612 (21, ta)dts + a1(xq)

ay(r1,15) = @ 2/ c12(ty, x2)dty + Qg(22).
0

La condition (C.I) est alors

1 1
p0ar _ p 0ay

X =T .
2 81‘2 ! 81‘1

En procédant alors avec aj et a3 comme nous 'avons fait ci-dessus avec a; et ay, nous

obtenons par récurrence (P, < Py)

Pi+1_Pi+1
ay(xy,z9) = 't a11+( )+x1 al + .. +Oz1
Pi+1 P41
ax(r1,T2) = Ty ay' ($17$2)+5E2 a2 + . —|—a2
avee Pit1 Pit1
1+ 1+
P p, O0a; _ Oas,
2 81'2 8:[1
P41
Posons ¢(z1,x2) = —— alors,
P41
dast
2 Pr—Py
— =z o(x1, 22).
axl 2 ( ) )
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Et

af1+1(:c1,:c2) = / o(x1, ty)dty + hy(z1)
ho

z1
a2Pl+1($1,$2) — x§2P1/h (p(t1,$1)dt1+k(x1)
1

ou hy et k sont des séries arbitraires, et

T2
a1($1,132) = ,TflJrl |:/ (p(.CL’l,tQ)dtQ + h1($1):| + xflozfl + ...+ Oé(lj
ha
1
as(zy,m0) = ™ {/ o(ty, xe)dty + hg(:pg)] + 220l + . 4 al
h1

ce qui preuve le lemme 2.1.3. .

Proposition 2.2.1 Les solutions du systéme (2.2) sont de la forme

1 1
CU(x1,x2)x xb? exp Py <—) exp P, (—)
x

1 T2

ol

C, p1, p2 sont des constantes ,
U une série formelle ou convergente suivant que

ay et ag sont formelle ou convergente .

1 1
P, (—) un polyndme de degré P; en —.

i T

Preuve: Le systéme (2.2) a la forme suivante :
dy = (w1 + wa)y

avec

xr2 x1
wp = </ (a1, ta)dty + h1(1‘1)) dzy + (/ o(ty, x9)dty + h2($2)) dz,y
ha

h1

ab a? al? af
Wy = 1 —|—+ﬁd$l + 2 ++ﬁdﬂf2
T T T2 D

et les deux systéemes

dz = wzet (2.2)
dz = wyz (2.3)
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sont séparément complément intégrables. Le systéme (2.4) admet une matrice fonda-

mentale de la forme :

x1 am oV x2 aPz aO
V(xl,x2):exp{/ (—+ .+ PH)dh}exp{/ ( 2 4+ P+1)dt2}
hy t t? ha to 5°

En posant y = Vu dans (2.2) il vient

du = wiu

c’est-a-dire

ou

day (/ plonte dtﬁhl(“))“l’
0

a—qu = (/hl o(t1, T2 dt1+h2(x2>>

Par intégration, on obtient

u==k exp {/ h1 (tl)dtl} exXp {/ hg(tg)dtg} exXp {/ / (p(tl, tg)dtldtg}
h1 ho h1 ho

ol k est une constante.

Finalement

N 1 x2 x1 x2
y = kexp {/ hl(tl)dtl} exp {/ h2(t2)dt2} exp {/ / o(t, t2)dt1dt2}
h1 ha h1  Jha

all ab? 1 1
X' Ty® X exp <P1<x_)> exp (PQ(—))
1

X2

ou k est une autre constante, qui est une forme un peu plus précise que celle qui est
indiquée dans la proposition. Si les données sont des séries convergentes, alors les séries

obtenues dans le résultat sont également convergentes. .

2.3 Des lemmes de réduction formelle.

On suppose maintenant que le systéme (2) est un systéme formel, c’est-a-dire que les
¢léments des matrices A;(xq, x2) sont des séries formelles. Pour ne pas avoir a écrire trop

d’indices, nous noterons

A(l’l .132) B(CL’l Ig)
w = P—,—i—ldxl + T’-H
Ty Lo

dxs Pr>0 et P,>0.
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Lemme 2.3.1 Lemme de réduction totale : Si

All O Bll O
A(0,0) = 00 et B(0,0) = 00
O A% O B

Ot l'un des couple (Alp, A22), (B, B22) est sans valeurs propres communes, il existe une

transformation formelle unique T de la forme

T T12
T =
Tt T
qui transforme le systéeme (1) en
dz = W'z
avec
a'@ 0 bt 0
0 CL22 0 622
/ JR—
W = —a:fﬁl dxy + T dxs
et a”(0,0) = Ay, 0%(0,0) = B,
Preuve: Ecrivons
Al 412 Bl p
A= et B =
A2 A2 B2l B2
et cherchons une transformation
I T12
T = I = identité
Tt T
qui mette le systéme sous la forme suivante :
att 0 BY 0
a = B =
0 a22 0 BQQ
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Un calcul facile nous donne alors pour déterminer 72 et T

12
$f1+1 8@73;1 _ A12 + A11T12 _ T12A22 _ T12A21T12

I§2+18T—12 — Bl2 + BllT12 _ T12322 _ T12B21T12

Oxo

xflJrl ort A2l + A22721 _ 21 AL _ 21 g12721

o1
12
$§2+1 831;52 — B21 + B22T21 . TQlBll _ T21BIQT21
Considérons seulement le systéme en T2, pour I'autre le raisonnement est identique.
Si on range les éléments de 7'? en une seule colonne 7'2, par exemple en commencant
par les éléments de la premiére ligne de T2, on voit aisément que 7'? est donné par un

systéme de Pfaff non linéaire et complétement intégrable de la forme suivante :

0z
xfﬁl% = fol(iUb x2) + C1 (21, 22)2 + le(iUl, T2, 2)
1
Py+1 0z 2 2
T g fo (1, 22) + Colxy, x2)z + f3 (21, 22, 2)

ou C] et Cy proviennent respectivement de
A2 _ iz g2 pgllgi2 _ pl2g2e

comme un des couple (A}, A2), (Bis, B2) est sans valeurs propres communes, il résulte
que 'une des matrices C1(0,0), C2(0,0) est non singuliére et le lemme 2.1.2 affirme ’exis-

tance de la solution 735 cherchée. On obtient ainsi 7'? et de la méme maniére 7%, .

Lemme 2.3.2 Lemme de réduction partielle : Si

A0 BY 0
A, 00=[ et B(0,0)=|
0 A3 0 B2
Ou lun des couples (A, A3Z), (Bgs, B32) est sans valeurs propres communes, il

existe une transformation formelle unique T de la forme

I T12
T T

qui transforme le systeme (2) en

dz = w;z
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avec
gl g2 pll pl2
a2l g2 p2l p22
1 _
wp = P dz, + T dxo
et a}fh& = a?}th = b}fh& = b%}hPQ = 0 pour tout (P, Py) vérifiant P, + Py, <l
De plus a'(0,0) = A%, b7(0,0) = B pouri=1,2.
Preuve: Supposons que
ALl g12 Bl pu2
A= . B=
A21 422 B2 g2
avec Ap p = AP p, = BpR.p, = Bp p, = 0 pour tout couple (Py, P,) vérifiant

P, + P, < m <l et montre qu’il existe une transformation unique de la forme

I T12
T T

avec
12 12 .p..q 21 __ 21,.p..9
T2 = N T2l T = ) T2abal

pt+q=m ptrgq=m

qui transforme (2) en un systéme

ou

12 _ 21 _ 312 _ 321 __
Opg = Opg = bp,q - bp,q =0

pour tout couple (p, q) vérifiant p + ¢ < m.

On a pour déterminer T},

All + A12T21 - 0/11 . T12a21 — O (24)
Bll i BIZT21 o bll o T12b21 =0 (25)
A22 + A21T12 o a22 o T21a12 =0 (26)
BQQ 4 BQITIQ . b22 . T21b12 — 0 (27)
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Pi+1972 1112 12 _ 12,22 12
o e = AT+ A T a a (2.8)
12 :
3352-1—1 887;2 — pu7pi12 + B2 _ T12p22 _ pl2
P+197%t 2221 21 _ 21,11 _ 21
' G = AFTT 4+ A T a a (2.9)
12 :
$§2+1 887;2 — p22721 + B2 _ 21yl 21

Avec les équations (2.5),(2.6),(2.7), et (2.8) on obtient :

11 _ pl1 22 __ A22
a’r,s - Ar,s ar,s - Ar,s

11 11 11 22
br,s - Br,s br,s - Br,s

pour tous couple (r, s) vérifiant r + s = m.

Pour déterminer les T2 pour 7 + s = m, nous avons le systéme

,S

2212 12 422 __ 12
AOOTr,s - Tr,sAOO - _Ar,s

(s)
11712 12 R22 __ 12
BOOTT,S - T?",SBOO - _Br,s

Proposition 2.3.1 Soient A, B, A’, B’ quatre matrices carrées qui vérifient
[A,A=0, [B,B]=0.
Alors st un des couples (A, B) ou (A’, B') est sens valeur propre commune le systéme
Ar—a2B=C Az —aB =C'

admet une solution et une seule si et seulement si AAC —CB' = A'C — C'B.

Applique ce résultat au systéme (s), ce systéme admet une solution unique si et
seulement si

12 422 11 pl12 12 22 11 412
BT,SAOO - AOOBT‘,S - Ar,sBOO - BOOAr,s

Or, cette condition est :

H.,=0

)

comme 1 + s < [ et que le systéme est complétement intégrable jusqu’a l'ordre [, elle est

satisfaite.
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Un raisonnement par récurrence nous donne alors le résultat annoncé dans le lemme,

la transformation cherchée étant
T=Ti0.. 01507

qui est d’ailleurs polyndmiale et vérifier 7'(0) = id.

2.4 Le cas Convergent :

Le systéme (2) est (C.1). On suppose maintenant que les matrices A et B sont holo-

morphe a l'origine, elles sont donc représentables par des séries convergentes :

A= Z Ayl B= Z Bpgahah

p+q20 p+q>0

Lemme 2.4.1 (Lemme de réduction totale :) Si

A0 By 0
A0, 0= et B(0,0)=|
0 AZ 0 B2
ot les deuz couples (AL, AZ), (Bl B2) sont sans valeurs propres commes, il existe

une transformation convergente unique T de la forme

T T12
T =
T I
qui transforme le systéme (2) en
dz =w'z
avec
CLH 0 bll 0
0 CL22 0 b22
W=——"—""dr + dxo

s e
et ai(0,0) = Afy, 40,0 = B
Preuve: En reprenant la démonstration du lemme de réduction totale dans le cas formel,

I'hypothése supplémentaire faite ci-dessus entraine que ¢;(0,0) et ¢2(0,0) sont non sin-
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guliére et le théoréme 2.1.4 implique que la transformation formelle donnée par le lemme

de réduction formelle est convergente.

Remarque 2.4.1 : Le lemme de réduction partielle nous montre que la réduction est

possible a tout ordre par une transformation polynomiale.
De ce lemme, on déduit :

Théoréme 2.4.6 Si les deux matrices A(0,0) et B(0,0) ont des valeurs propres dis-
tinctes, le systémes de Pfaff

A B
dy — ( ffb@)dxl 4 (331,372)dx2) y

JlP1+1 x§2+1
supposé completement intégrable, admet une matrice fondamental de la forme :

1 1
U(xl,xg)xf :Ué\ eXpPl(q; )exppg(m )
2

ot :U(xq,x9) est une matrice holomorphe a Uorigine Ay et Ay des matrices diagonales

constantes P( ) des polygomes en i a confficients matriciels.

En effet, ce résultat est une cinséquence du lemme de réduction totale qui entraine la

diagonalisation de notre systéme de Pfaff et des résultats du 2.1.1 sur le cas scalaire. .

2.5 Le cas asymptotique :

Soient S = S; x Sy un secteur de C? et supposons que

T1 .72
A(zy, x2) g Ay it Ty

|r|=0

r1 T2
B(xy, x9) g B, r,17' T

|r|=0
0A s
§ ri—1 7‘2
N TlAT r 1’1
axl 1,72
|r|=0
“+oo
aA S A r1 ro—1
~ T2 Ary ra X1 Ty
81'2
|r|=0

0B s
_N E 7ﬂlB?”l 1”2‘1'1{1 ! TQ

|r|=0
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—~ To By, p,r b2t
|r|=0
Iet désigne par (2.2) le systéme de Pfaff formelle obtenu en remplagant dans (2.1)
A et B par leurs développements asymptotiques dans S.

En particulier, on a sous des hypothéses faciles a expliciter le résultat du théoréme 2.4.6

sous forme asymptotique.
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Chapitre 3

Systemes différentiels non linéaires et

systemes de Maillet

Notation et définition

—~

Un opérateur D : C[[z]] — 9 (respectivement C{z} — M) sera dit €y (resp. £o)

analytique si :

1. Il existe un entier n € N et une fonction F(z, Xy, - - -, X,) holomorphe dans un

polydisque centré a I'origine de C x C"*! vérifiant F(0,0,--+,0) =0

2. Une suite finie 64,60, - - -, 0, d’éléments de EO (resp. £9) telle que pour tout u € M
(resp. M)
Du = F(z,u,0u,- -, 0,u).

Dans la suite, D(£)(£ = Eo, resp. £ = £y) sera 'ensemble des opérateurs L-analytique.

Tout opérateur L£-analytique peut s’écrire :

Du = Z ap s u (Ou)™ - - (Gpu)’.

r+|s|>1

ot s, €N Vi, 1<i<n. |[s|]=sp+s1+ ---+s, a,€C.

3.1 Les bons operateurs

Considérons le sous espace vectoriel P de £y des opérateurs
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@:5)\? — M delaforme :

(Sr) e[S o) -5 (5 i) o

m>1 m>1 m>1 \0<k<m
Exemple 3.1.1 1. Llidentité : Id: ), ) una™ — Y ) Upna™
(Id), =0 Vk#0 (Id)y=1
2. xp = x% © (Zm21 umxm) = ng MUy ™

or =0 pour k+#0;09=m.

*p ! (Z umxm) = Z %xm

m>1 m>1
o I
(90 )k:Opourk#O (gp )OZE'
3. a € C[[z]],
a= Z A x™
m>1
oM — M
U — a.u
plu) =axu = Z < Z akum_k) ™
m>1 \0<k<m
et donc :
or(m — k) = ay, 0<k<m.
Et sia € C{z} ¢ : C{z} — C{z}.

Remarque 3.1.1 Si o, =0; pourk #0 ¢ est dit opérateurr diagonal.

Définition 3.1.1 Un opérateur ¢ € P est dit bon opérateur si Vm € N et Vk,0 < k <
m :

loe(m — k)| < celgo(m)| ot {ci}rso € RY
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et :

dp > 0 vérifiant c(p) = chpk < +00
k>0

Exemple 3.1.2 1. Tout opérateur ¢ € P tel que i = 0 est un bon opérateur :
on prend ¢, =0 Yk #0,co=1¢et c(p) =co=1.
2. p=au a € Clz]]

[or(m — k)| = lax| < exlaol, ( il suffit de prendre ¢, = |~
Qo

ao 7&0)

Définition 3.1.2 Soient ¢, @ deux opérateurs de P,
© domine 1) <= <|wk(m — k)| < dilpo(m)| et 3p >0/ Z dpp® < +oo>
m>0
Remarque 3.1.2 Un bon opérateur est un opérateur qui se domine.

Définition 3.1.3 Soit @ un bon opérateur, on dit que  domine ¥y, -+, 1, si¥m > 1 et
VO<k<m, 3cj, €Ct queVj=1---n:

| (mi)] < cjn [oo(m)| {¢jh}pse € RT

et

dp > 0 tel que : ch7kpk < +o0
k>0

Définition 3.1.4 Un opérateur ¢ € P domine strictement un opérateur ¥ € P si :

1. ¢ domine 1.

Lol — .

2. hmm_>+oo 2o(m)

Exemple 3.1.3

(921‘%; Oo(m) =m et O(m—Fk)=0 k#DO.

O0Pu = Zmpumxm p>2

(05) (m) =mP, (67)(m —k) =0 pour k # 0.

07 domine strictement 8 ¥p > 2 en effet :

1. Qg(m) =m < doym? (do ChOiSit/ dog > 1)
2. limyy,syoo gg% = limy,— oo 2 = limyyoo 27 =0 (p—1>1)
0
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3.2 Théoréme fondamental

Dans cette partie nous allons avoir une généralisation du théoréme 2 de [3].

Soient :
1.
F(z, Xo, X1, . Xu) = Y, ap2'X°
1<r+|s|=¢<R
ou, s=(80,81,---,5m), |$|=8S0+s1+...+ Sum,

X = (X(J)SO(XQSI T (XM)SM;

un polyndme sans terme constant.

2. une suite d’opérateurs diagonaux :
0o = Id (identité), 01,0, ..., 6, ; agissant sur I'idéal maximal de anneau des séries

formelles de la maniére suivante,
g, (E um:pm) = E 8;0(m)uy,x™.
m>1 m>1

c’est a dire on a : les ¢; sont dans le sous espace vectoriel P de )30 tel que :
(0;)k(m —k)=0 k#0,0<j<M(car il sont tous diagonaux )

(03)o(m) = 00(m) 0<j<M
d’ot1 §; 0 < 57 < M sont de bons opérateurs (cf. exemples 3.1.2 (1))

Considérons 1’équation opérateur,
Dy = F(z,y,0y,62y, - -, 0my) =0 (1)

On voit bien que si y € C[[z]] alors :

D:M— M opérateur P-analytique.

Nous avons : 6,, domine strictement tous les opérateurs ¢; 0 < 7 < n donc d’apres la
difinition 3.4.3 et la définition 3.4.3

10501 < ¢j010n0(m)]
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et Vi, 0<j<n

lim —Gj,o(m) =
m—-+00 9n70 (m)

On ne parle que de 0;¢(m) car 0;,(m —k)=0 Vk#0.Ona:

F(z, X0, Xa) = Y apa'X".

1<r+|s|<R
d’ou
F(ZL',X(), o aXn) = Z Fp(vaOa T '>Xn>
1<p<R
ou

Fy(r, Xo,- - Xn) = Y ar.a" X,

r+|s|=p

L’équation (1) peut se mettre alors sous la forme

Fp<m7 Y, 9197 92% T Hny) = Rp-‘rl(x’ Y, 91?/7 92% Tt QN?J)

ou

Fy(z, Xo, X1, Xa) = Y an@”(Xo)™(X7)™ -+ (X,,)™,

r+ls|=p
Rp+1($7 Xo, X1, - ',XN) _ Z Z ar,s$T(X0)sO<X1)81 .. (XN>SN
P<q<Rr+|s|=p
Le cas ou 6,,, dominant strictement les opérateurs 6; pour 0 < j < n, domine égale-

ment les opérateurs ¢; pour n < j < N a été étudié dans [11].

Remarque 3.2.1 Nous avons supposer ci-dessus que le polynéome ;

F(‘T7X07X17"'7XM) = Z ar,saerS

1<r+|s|=¢<R

était sans terme constant. Si ce n'est pas le cas et si l’équation (1) admet une solution
formelle on peut toujours par translation se ramener a une équation polyndémiale sans

terme constant, de ce fait nous pourrons avoir : D : M — M. opérateur £- analytique.

Remarque 3.2.2 Le théoreme que nous allons démontrer dans la suite est encore vrai
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lorsque

F(‘raXOJXlJ“'vXM>: Z aT,S(‘r)XS

1<[s|<R

ou les coéfficients a, s(x) sont holomorphes dans un disque centré en 0 € C.

En plus des hypothéses faites ci-dessus sur les opérateurs 6;, supposons réalisée la

condition (H) suivante :

pour tout m > 1, pour tout ¢(p < ¢ < R), tout (r, s, s1,- -+, Sy) avec r + |s| = g,
; 1 2 50. 01 2 S1. oyl 2 SN
toute suite mg, mg, - -, Mg s My, MY, - -, M M, My, -.ny My

telle que, r+mo+mi+---+my=m-+p—1

ou :

1 2 S0 .
my+ my+ ... +my = mg;

mi+mi+ ... +mi=my;

S
my +mi + ... +mY = my;

On suppose :

Gulm) = s { IT 1aotmb)l < TT torotmbl x

1<k<so 1<k<s
X H Ono(mh)] < h (constante).
1<k<sn

(3.2)

Quitte & normaliser 6,, on peut supposer h = 1, car : 0,, domine strictement les autres

8; 0 < j < n en particulier ¢,, = Id i.e.
1 < Cg7o|9n,0(m)‘ €0,0 # 0 (90’0 =1 cf. exemple I.1 )

et on peut prendre ¢y = 1.

Par convention : Si mé“ =0, Qjﬁo(mf) ne figure pas dans la formule.
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Théoréme 3.2.7 Sous les hypothéses indiquées ci-dessus, toute racine 1y, du polynome,

CDYNX) = D ars(B00(1))* (B10(1))* - - (Bno(1))™ X

r+|s|=p

vérifiant,

Cu(D) () = D aresa(Bro(D) 7 [T Bro(1)) s |** # 0

r+|s|=p l#n

et Fym(y1) #0 ou

Fomly) = D ans O s850(m)(0:0(1) 7 T (Bro(1))

rtlsl=plsl#0  0<j<n 1]

nous donne une solution holomorphe -, yna™ de l’équation (1). De plus si notre équa-

tion admet une solution formelle Y -, ymx™ méme si F, ,,(y1) = 0, celle-ci converge.

Preuve: La preuve de se théoréme se fait en deux étapes, elle est basées sur la méthode

des séries majorantes due a Cauchy.

3.3 Existence des solutions formelles

Introduisons dans I’équation (1) une série formelle y = >~ yna™.
Pour déterminer le coefficient y; nous obtenons par identification des termes en z?

I’équation

CDYy) = D arslfoo(1)(Oro()" -~ (Buo(1)" 9} = 0.
r+|s|=p
Pour obtenir le coefficient v,,, on identifie les termes en x™™~1 ce qui donne :

> o 3 om0 [0 5k |

rHlsl=pJsl£0  0<j<n 1]

_ Z Z Ay s H 90,0(7”]5)?/771’5

rtlsl=prtmotmy=m+p—1  1<k<somf#m

< JI  OromBye x---x ] Onolmd)yme

1<k<s1,mF#m 1<k<sn,mE#m
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12 D > ars T 000(m6)yms

p<q<Rr+|s|=g r+mo+--my=m+p—1 1<k<so

x [T romDyms x---x ] 9N,0(mlfv)ym§v}

1<k<s; 1<k<sy
ou,

1 2 S0 __ . 1 2 S1 __ . .
mg+mg+---+mg =mg, mp+mi+---+mpy =mg;
1 2 s o
my +my + - +my = my; avec la condition que yy = 0.

Remarque 3.3.1 On doit avoir Vi = 0,1,2,---,N; m; > s;. Bt simf =0, 0;0(mk)

n’apparait pas dans les produits. Notons,

Fonl) = 30 ana 3 sifio(m)(Oio(1)" ™ ] (Bro(1) """

rlsl=p, |sl#0  0<j<n 14

Et comme par hypothése F, ,,(y1) # 0 alors on peut tirer l’expression exacte de yy,.
D’ou pour tout y; racine de C'(D)(X) = 0 vérifiant F, ., (y1) # 0 ’équation (1) admet

une solution formelle : y = Zm21 Ymx™.

Remarque 3.3.2 Si F),,,,(y1) = 0 n'exclut pas Uezistence d’une telle série formelle.

3.4 Convergence des solutions formelles

Comme l'opérateur 6, domine strictement les opérateurs 6; pour tout 0 < j < n,

alors d’apres la définition 3.4.4on a :

lim —Hj,o(m) =0

m—+400 9,170 (m)

nous avons alors :

3

. Fm . 1 Si— s s|l—
i L) LSS S G m) (850(0)5 7 T Bro(D)

m—+00 en,O(m) D 9"’0<m) r+|s|=p,|s|#0 j=0 I#j

= Jm 3 (Z%%(%(W1H<el,o<1>>”|y1|s'—1>

m—-+00 -
7+|s|=p,|s|#0 I#j
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—tm Y an | S22 (g ) T 00 Il

m—+ : :
r+s|=p. sl £0 j=0 I#]

+50(0n0(1))" T T (Bro(D))™ fn [

l#n

= D> ansa(luo(1) T [T (6r0(1) "

r+|s|=p,|s|£0 I#n

= Cu(D)(y1) # 0

C’est a dire qu’il existe une constante o > 0 telle que

| Fpm(y1)| > o]0no(m)|.

et de plus comme 6 domine l'identité, 6,, = Id alors :

1 < ¢g,0/0n0(m)] o0 # 0

On peut prendre ¢po = 1.

D’ou 6, est inversible et pour tout m > 1, 6,,¢(m) # 0 et donc :

1 1
< :
[Epm(y1)] — albho(m)]

| Fpm(y1)| > 0 |0 0(m)| <=

D’autre part grace aux relations :

en’g (m) §£ 0
1 1
<
[Fpm(y1)| 0 |0n,0(m)]

La condition (H) entraine donc 'inégalité,

<20 S e Y e Y bl I el

r+|s|=p r+mo+--my=m+p—1 1<k<sq, mé;ﬁm 1<k<sq, m’f;ﬁm

S | B S DD > arsl T 1oug]

1<k<sy, mk#m p<q<Rr+|s|=q r+mo+--my=m+p—1 1<k<so
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X H |ym’f|x"'x H |ym’f\,|

1<k<s; 1<k<spn

Considérons maintenant ’équation algébrique,

o1PY = paP + Z a2 Y1 4 Z Z |ay. | 2" Y (2)

r+|s|=p p<q<RrT+s=q

ou oy et p sont des constantes positives que nous aurons a choisir convenablement.
) . . _ m
Cherchons pour cette équation une solution formelle de la forme Y = 3 . Y.z

que l'on introduit dans I'équation (2).

Isl

ol ! Zmem = ux? + Z |, s|z" Zmem

le r—‘,—‘s‘:p le
|s]
+ g E |, s|z" E Y,,x™
p<g<Rr+|s|=q m>1

1) Pour déterminer Y] nous identifions I’équations de xP, nous obtenons :

oYy = p+ Z ]am\Yll‘g'

r+|s|=p

2) Pour Y,,, nous identifions I'équations de 2™*?~1, nous obtient :

Y, (o1 — Z ‘ar,SH‘S’YJﬂil

T+|s|=p
=9 > laryl > arsl T Yo
r+|s|=p r+mo+---my=m-+p—1 1<k<sg, mE#m
< I Yoo 1D Y
1<k<sq, m’f;ﬁm 1<k<sp, m?\ﬁém
RPID3 > ol IT Yy
p<q<R r+|s|=q r+mo+--my=m+p—1 1<k<sp
< T Yoo T v
1<k<s; 1<k<sy

En posant Y = xZ on voit immédiatement par le théoréme des fonctions implicites
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que Iéquation (2)

01277 = pa” + 3 a2 4 ST Y gy a2

T+|s|=p p<q<Rr+|s|=q
= pax? + 2? g |ay.o| 2 4 E x? E |ty 5| Z'*!
T+|s|=p p<q<R  r+|s|=q
1
= pa®? + xP § ' |ar,5’Z‘8‘ 4 Pt E ‘ar,s|Z‘S|
r+|sl=p r+|s|=p+1
2 R
4Pt § ' ’ar,s|Z|8‘ Lt E ]ar,s\Z|8|
r+|s|=p+2 r+|s|=R

- $p ,U + Z ‘ar,s’Z‘Sl + X Z |a/r7s‘Z|S| + ttt + mR_p Z ’(I/T,S‘ZLS'

r+|s|=p r+|s|=p+1 r+[s|[=R

o Z =" | p+ Z 297P Z |ar7s|le\

p<g<R r+|s|=q

Comme zP est un polyndéme non nul on a alors :

oz =p+ Z x1P Z |ay.| 21!,

p<g<R r+|s|=q
On pose :
Alx, Z)=01Z — p— Z P Z A
p<g<R r+|s|=q
A0, Z2) =012 —
d’ou
0A
a_Z(Oa O) =01
d’ou
0A
Alx, Z) = t — )
(#,2) =0 e 570,0) #0

Et d’apreés le théoréme des fonctions implicites, on peut exprimer Z en fonction de x.

Z = Z Zm ™

m>0

Y:a:Z:>Y:Zmem

m>1
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Donc L’équation (2) admet une solution holomorphe unique ce qui veut dire que la
solution formelle de cette équation Y = Zle Y,.x™ est convergente dans un disque
centré a l'origine de C et de plus Y,, > 0 pour tout m > 1 (ceci découle de I’équation (2)
car tous les coefficients sont positifs).

Notre dut a présent est de montrer que :
[Yym| < Y VYm > 1.

Choisissons Y7 tel que |y;1| < Y; et oy vérifiant,

0< [or— > lanllsl¥| <o

r+|s|=p

et enfin 4 donné par :

p=o01Y1 — Z |a7',s,Y1‘S|

r+|s|=p
(i.e. v est obtenu d’aprés I’écriture de Y] et o; étant préalablement choisie).

Démontrons par récurrence que :
[Ym| < Yo Ym > 1.

Supposons que pour tout i,1 < i <m —1, |y;| <Y ceci est le cas pour i = 1 par

hypothése. Alors, comme,

|ym| < (1/0-> Z |a7“,s| Z |ar,s| H |ym(’§|

r+|s|=p r+mo+---my=m+p—1 1<k<sop, mgyém
1<k<si, mF#m 1<k<sn, mk#m
+H> Y 3 laral TT 10l
p<q<Rr+|s|=q r+mo+--my=m+p—1 1<k<sg
< T lwwel - x ] !ymg!}
1<k<sy 1<k<sn

on a :

Y| < (1/0) S > ars| > 2V [ .

r+|s|=p r+mo+--my=m+p—1 1<k<sog, mf#m
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X H Yir X X H Your

1<k<si, mk#m 1<k<sp, mk#m
e 2 ST el TT vl
p<q<Rr+|s|=q r+mo+---my=m+p—1 1<k<sg
1<k<sy 1<k<sny

et grace au choix de o; nous avons :

1
01— Y spsjp sl 8117

1
—<
g
d’ou
|Ym| < Y.

ce qui implique la convergence de la solution formelle y = ng Ymx™ associée a i

et démontre le théoréme 3.4.2. .

3.4.1 Application : le THEOREME DE MAILLET [14]

Soit G(z, X) = 32 < 1 s/=g<r brs?" X" un polynome de degré R en les indéterminées
x, Xg, -+, Xpr. Considérons I'équation différentielle algébrique

<1> G(xay7y/? t 73/(M)) = 07

par multiplication par une puissance de x convenable cette équation s’écrit :

(1,) F(Z‘,y, Oy, 923/,' T 9My) = Z ansxryso (Qy)sl . (QMy)SM =0

1<r+|s|=¢<R
ou, # = :de . Ce que 'on peut écrire,

L

Fp($a Y, va 92y’ ) eny) = ERp-&-1($a Y, va ezya ) eNy)

ou
Fo(x,Xo, X1, -, X,) = ZT+|S|:p ar s (X)) (X1)* - - (X,)%
Rpr1(2, Xo, X1, XN) = X0k Dot jsjmg @rs® (X0) ™ (X1)*t -+ (X)W
le cas n > N a été étudié dans [3]. Nous allons ici considérer le cas n < N.

D’aprés les exemples III : 'opérateur 6™  domine strictement tous les opérateurs
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9 0<j<n.
Nous supposerons que les deux polynomes :

0
F,(1,X,X,--- X) et X (F)(1,X, X, X)

n’ont pas de racines communes (c’est une hypotheése supplémentaire lorsque p > 1).

Cette condition est aussi vraie pour p = 1, en effet :

Fi(z, X, X1, X,) = Z ot XSO X X0

r4|s|=1

= 1,07 + ag 0 Xo + ags1 X1+ - - + ag s Xy

++,0,1,0,---,0) (1= i™* place )

oF
8X1 (x7X07X1a e '7Xn) = Qp,sn

prenons Xo=X;=---=X, =X e z=1.

On obtient :
DA(LX, X, - X) =a1 00+ (Go,so +ags +- -+ ag,sn) X

2)90. (1, X, X,- -+, X) = ag

9Xn
et donc les deux polynémes Fi(1, X, X, - X) et g;l (1, X,X,---,X) n'ont pas de
racines commune.
Et pour p > 1:
F1,X, X, X)= Y apX"
r+|s|=p
et
g)};i(l’XO’Xl’. LX) = Z UL CURERD GhrD. G
r+ls|=p
d’ou
352(1,)(, X, X) = %: Uy, g5 X501
r+|s|=p

) -1
donc nous avons supposé que Zr+\s\:p ar s X1 et Zr+\s\:p ar7ssnX7‘18‘ n’ont pas de
racine commune.
Exemple 3.4.1 L’équation d’Euler : %y’ —y = —x qui s’écrit :

2y —y=—x (te.x0y—y+x=0)
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donc

Fiz,X)=—-Xo+z et Ro(z,X)=12X;

Doncp=1, R=2, n=0, e¢ N =1.

3.4.2 THEOREME DE MAILLET [14].

Toute solution formelle de (1) est dans une certaine classe de Gevrey.
Ce théoréme veut dire que si ), - yma™ est une solution formelle de (1), il existe,

deux constantes ¢ et y telle que :
] < ).

Remarque 3.4.1 L’existence d’une solution formelle pour l’équation (1) entraine [’exis-
tence d’une solution formelle pour (1°).
Preuve du THEOREME DE MAILLET.
Soit ¢ un opérateur diagonal i.e. :
: (Z “mm> =3 o™ (9x = 0, ¥k £0).
m>1 m>0

et posons y = ¢(u) dans I’équation (1’) on obtient :

F(QT, Y, an Y eNy) = Z ar,sxr (90 © (p(u))SO e (QN ° SO(U»SN :

1<r+|s|=¢<R

Notons 6; = 67 o .

nous obtenons ainsi 1’équation :

Fp(x>90<u)>91(u)>' ) ’en(u)) = Rp+1(.:1:,90(u),91(u), o '791\7(“))

cette équation admet une solution formelle u = 7 - u,2™ car 'équation (1) est
différentielle algébrique et y = ¢(u); uw=>_ - upnz™.
c’est a dire :

Yy = Z wo(m)umz™.

m>1
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Nous avons pour tout £, O <k < N;

Or0(p) = p*00(p) VP > 1.
En effet :
Oro(p) = (0" 0 p)o(p) o (u) = > golm)u,z"
m>1
et

0% 0 p(u) = 6" (p(u)) =Y 6 (m)go(m)umz™ = (6% 0 ©)o(p) = 05 (p)o(p)-

Or selon exemple 11T : 0F(p) = p*

d’ou (8% 0 ©)o(p) = p*(p)wo(p).

Conclusion :

Or0(p) = P"po(p).

Nous allons montrer que 1’on peut appliquer le théoréme 3.4.2 lorsque 1'on choisit ¢

opérateur diagonal définit par
wo(p) = ((p—DH”

ol « est a choisir convenablement dans la suite.
Pour cela il faut d’abord satisfaire a condition (H) (la condition 6,, domine strictement
les opérateurs 6; pout tout j(0 > j < n) est vérifiée)

Rappelons la condition (H) :

pour tout m > 1, pour tout ¢(p < ¢ < R), tout (r, s, s1,- -+, Sy) avec r + |s| = g,
toute suite d’entiers, mg, m3, - - -, m®;mi,mi - - mi; - omh,mi, -, myY

telle que,
r+mo+mi+---+my=m+p—1

ou :
1 2 50
m0+m0+~~~—|—m0 = mo

1 2 S1

S
my +mi + -+ my =my.
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Gn<m>=m{ TT 1000(m)l < TT 1no(mb)] x -

1<k<so 1<k<s;
X H |9N70(mlfv)|}§h (constante).
1<k<sy

Par covention : si m;? = 0 alors Gj’g(mg?) ne figure dans aucune des formules précédentes

ou qui vont suivre.

Nous savons que pour toute suite d’entiers pq,po, - - -p;; on a :

[(p)(p2!) - (2)) < (pr+p2+ -+ p)] (%)

Or :
I 160mb)= T ((mh = 1))@y .

1<k<s, 1<k<s,

Ceci grace a la relation 0y (p) = pFpo(p) et au choix de ¢.

On a également :

Ono(m) = ((m —1)H*m™;

d’aprés la relation (%) on aura :

< (m;—s)! 1] (mfy
1<k<s,
d’ou
1 o' kN\O N
G'ﬂ<m) < ((m _ 1)|)amn ((mo - 80)!> 1§1’280<m0) Xoeee X ((mN - SN)!) 1<£[SN(mN>

A
B
=
=
3
3
X
| — |
P
3
|
&
\:_/
| I
Q
—
—
E)
M\_;/&‘
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Or :
Z m;=m+p—1-—r,
0<j<N
0<j<N

d’ou

Z (mj—s;))=m+p-—1—g¢

0<j<N

[T (mf) < (my)™
1<k<s,
= G,(m) < (o = i)!)a —[(m+p—1- Q)!]aogN(m iss
((m — 1)!)“77@” X[(m+p—1—¢)]" (m+p— 1)Zogjgwj8j
<(m+p—1—q)!>°‘_ )
(m —1)! (m4+p—qg) x(m+p—qg+1)x---x(m—1)"
d’ou

(m+p—1)=7%
Gn(m) < mt[(m+p—q) x (m+p—g+1)x---x(m—1)]"

Lorsque m tend vers 400 le second membre de cette expression est équivalent a :

(m)(ZOSjSN jsj)—n—(q—p)o

prenons,

(ZogjgNjSJ’> —-n
a > sup sup
p<q<R \ r+|s|=¢ q—p

Avec ce choix de o nous aurons :

Gn(m) <1 Ym > 1.

A présent regardons si les hypothéses du théoréme 1.4.2 sont bien vérifiées.
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CD)(ur) = D ans (9o(1) (91(1)" - (o(1))*" uy’

r+|s|=p

car 0j0(1) = ¢o(1) Vj 0<j <N = C(D)(u1) = 3,4 5=p Wrs (po(1))* ! et
on a : po(1) (d’apres le choix de ), d’ou :

C(D)(ul) = Z ar,su|1$| = Fp(lauh T '7“1)

r+|s|=p

on choisit donc u; racine du polynéme
Fp(L X7 T X) - C(D)(ul)

2. uy doit vérifier que :

C(D)(u1) # 0

en effet :

C(D)(uy) = Z ar,ssn’u1||s|7l

r+ls|=p
_ an
- 0X,

£0

(1,71,1, T '7u1)

Car les polynémes F,(1, X, -+, X) et gﬁi (1, X,---, X) n’ont pas de racines communes.

Comme notre équation (2) admet une solution formelle méme si F, ,,(u1) = 0, celle-ci
converge donc on n’a pas a vérifier la condition F,,,(u1) # 0.
Donc d’aprés le théoréme 3.4.2 ’équation opérateur (1) admet une solution formelle

— m . .
U=y - UnT™ convergente; or :

1.e.

d’ol
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donc
u = Z y—m'xm

est convergente.

D’ot la série y = Y, ymx™ est dans une certaine classe de Gevrey.

Exemple 3.4.2 Revenons a l’équation d’Euler : x0y—y = —x et déterminons le nombre
a qui détermine la classe de Gevrey de la solution formelle, On a :
Fl(JT,X) = _XO +ZL‘

et
9‘{2(1', X) = 33X1,

doncp=1,R=2,n=0 et N =1. Il est facile de voir que

(=)
sup sup — sw (1),
1<q<2 \ r+|s|=¢=2 \ 4§ — D r+s0+s1=2

On a trois possibilités pour :

T+ 50+ s =2

O+1+1=2
1+0+1=2
1+14+0=2
et donc
sup (s1) = 1
r+s0+s1=2
et donc :

S
sup sup ! =1
1<q<2 \ r+|s|=¢g=29 — P

donc on peut prendre o = 1.

Remarque 3.4.2 Ce théorme reste encore vrai si l’on suppose que l’équation différen-
tielle est un polynome en y,y', ---,y(n) dont les coéfficients sont des fonctions analytiques

dans un voisinage de ’origine de C.
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