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❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣$♦❜❧(♠❡" ❞❡ $♦✉,❛❣❡ ❛ $❡>✉ ✉♥❡ ❛,,❡♥,✐♦♥ ♣❛$,✐❝✉❧✐($❡✱ ❡♥ ❝♦♠✲

♠❡♥>❛♥, ♣❛$ ❧❡ ❢❛♠❡✉① ♣$♦❜❧(♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉$ ❞❡ ❝♦♠♠❡$❝❡ ♣♦✉$ ❡♥❣❧♦❜❡$ ❞❡

♣❧✉" ❡♥ ♣❧✉" ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ♣❧✉" ❧❛$❣❡ ❞❡ ♣$♦❜❧(♠❡" ❞❡ ,♦✉$♥<❡" ❞❡ ✈<❤✐❝✉❧❡"✳

▲❡ ,$❛♥"♣♦$, ❞❡ ♠❛$❝❤❛♥❞✐"❡" ❡, ❞❡ ♣❛""❛❣❡$" ❡", ✉♥❡ ,B❝❤❡ ✐♠♣♦$,❛♥,❡ ❞❛♥" ❧❛

"♦❝✐<,< ❞✬❛✉❥♦✉$❞✬❤✉✐✳ ❉❡" "♦♠♠❡" ❛",$♦♥♦♠✐-✉❡" "♦♥, ❞<♣❡♥"<❡" -✉♦,✐❞✐❡♥✲

♥❡♠❡♥, "✉$ ❧❡ ♠❛,<$✐❡❧✱ "♦♥ ❡♥,$❡,✐❡♥ ❡, ❧❡" "❛❧❛✐$❡"✳ ■❧ ❡", ❞♦♥❝ <✈✐❞❡♥, ❞❡

,❡♥,❡$ ❞❡ $<❞✉✐$❡ ❧❛ "♦♠♠❡ ❞✬❛$❣❡♥, ❞<♣❡♥"<❡ ♣♦✉$ ❧❡ ,$❛♥"♣♦$,✱ ❛✉""✐✱ ♠=♠❡

❞❡ ♣❡,✐,❡" ❛♠<❧✐♦$❛,✐♦♥" ♣❡✉✈❡♥, ❝♦♥❞✉✐$❡ : ❞✬<♥♦$♠❡" <❝♦♥♦♠✐❡"✳ F❧✉"✐❡✉$"

❛♣♣$♦❝❤❡" ♣♦✉$$❛✐❡♥, =,$❡ ❛❞♦♣,<❡"✳ ❖♥ ♣♦✉$$❛✐, ❛♠<❧✐♦$❡$ ❧❡ ♠❛,<$✐❡❧ ♦✉ ❛♠<✲

❧✐♦$❡$ ❧❡" ✐♥❢$❛",$✉❝,✉$❡"✳ ❖♥ ♣♦✉$$❛✐, ❛✉""✐ ❡♥✈✐"❛❣❡$ ❞✬❛♠<❧✐♦$❡$ ❧✬♦$❣❛♥✐"❛✲

,✐♦♥ ❡♥ ❛❞♦♣,❛♥, ❞❡" ,❡❝❤♥✐-✉❡" ❞❡ $❡❝❤❡$❝❤❡ ♦♣<$❛,✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❘❖✮✳ ❈♦♠♣,❡

,❡♥✉ ❞❡" $❡""♦✉$❝❡" ❧✐♠✐,<❡" ❞✐"♣♦♥✐❜❧❡"✱ ✐❧ "❡$❛✐, ✐♥,<$❡""❛♥, ❞✬❡♥✈✐"❛❣❡$ ❧❛

,$♦✐"✐(♠❡ ✐""✉❡✳ ❚♦,❤ ❡, ❱✐❣♦ ❬❚♦,❤ ✷✵✵✶❪ ❡",✐♠❡♥, -✉❡ ❧✬✉,✐❧✐"❛,✐♦♥ ❞❡" ♣$♦❝<✲

❞<" ✐♥❢♦$♠❛,✐-✉❡" ♣♦✉$ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛,✐♦♥ ❞✉ ♣$♦❝❡""✉" ❞❡ ❞✐",$✐❜✉,✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐,

"♦✉✈❡♥, : ❞❡" <❝♦♥♦♠✐❡" ❞❛♥" ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✺✪ : ✷✵✪ ❞❡" ❢$❛✐" ❞❡ ,$❛♥"♣♦$,✱

❞❡ "♦$,❡ -✉❡ ❧✬<,✉❞❡ ❞❡ ❝❡" ♣$♦❝<❞✉$❡" ❡", ,$(" ✐♥,<$❡""❛♥,❡✳

❉❛♥" ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉① ♣$♦❜❧(♠❡" ❞❡ ❞<❝✐"✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥" ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❣❡"✲

,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣$♦❞✉❝,✐♦♥ ❡, ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐",✐-✉❡✱ ❧✬<✈❛❧✉❛,✐♦♥ ❞❡" ❛❧,❡$♥❛,✐✈❡" ❡, ❧❛

❞<,❡$♠✐♥❛,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ "♦❧✉,✐♦♥ ♦♣,✐♠❛❧❡ ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥" -✉❛"✐✲♦♣,✐♠❛❧❡ ❡", ✉♥❡

,B❝❤❡ ❛✉""✐ ✐♠♣♦$,❛♥,❡ -✉❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳

F♦✉$ ❧❛ ♣❧✉♣❛$, ❞❡ ❝❡" ♣$♦❜❧(♠❡"✱ ❛✉❝✉♥ ❛❧❣♦$✐,❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉$ ❧❡"

❣$❛♥❞❡" ✐♥",❛♥❝❡" ♥✬❡", ❝♦♥♥✉✱ ❡, ❧❡" ❛♣♣$♦❝❤❡" ❝❧❛""✐-✉❡" ❞❡ ❧❛ $❡❝❤❡$❝❤❡ ♦♣<✲

$❛,✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣$♦❣$❛♠♠❛,✐♦♥ ❧✐♥<❛✐$❡ ♠✐①,❡ ❡♥ ♥♦♠❜$❡ ❡♥,✐❡$ ♦✉ ❧❛

♣$♦❣$❛♠♠❛,✐♦♥ ❞②♥❛♠✐-✉❡ "♦♥, "♦✉✈❡♥, ❞✬✉♥❡ ✉,✐❧✐,< ❧✐♠✐,<❡ ❡♥ $❛✐"♦♥ ❞✉

,❡♠♣" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❝❡""✐❢✳ F❛$ ❝♦♥"<-✉❡♥,✱ ❞❡" ❛♣♣$♦❝❤❡" ❤❡✉$✐",✐-✉❡" ❞❡ $<"♦✲

❧✉,✐♦♥ ♦♥, <,< ❞<✈❡❧♦♣♣<❡"✳ ❊❧❧❡" ✈✐"❡♥, : ❢♦✉$♥✐$ ❞❡ ❜♦♥♥❡" "♦❧✉,✐♦♥" ❞❛♥" ✉♥

❞<❧❛✐ $❛✐"♦♥♥❛❜❧❡ ♣♦✉$ ✉♥ ♣$♦❜❧(♠❡ ❞♦♥♥<✳

❚♦✉,❡❢♦✐"✱ ❝❡" ♠<,❤♦❞❡" ♦♥, ❞❡✉① ✐♥❝♦♥✈<♥✐❡♥," ♠❛❥❡✉$" ✿ ▲❡ ♣$❡♠✐❡$ ✐♥✲

❝♦♥✈<♥✐❡♥, ❡", -✉✬❡❧❧❡" "♦♥, ❛❞❛♣,<❡" : ✉♥ ♣$♦❜❧(♠❡ "♣<❝✐✜-✉❡✱ ❡, -✉❡ ❧❡✉$

❛❞❛♣,❛,✐♦♥ : ❞✬❛✉,$❡" ♣$♦❜❧(♠❡" ❡", ❞✐✣❝✐❧❡ ❡, "♦✉✈❡♥, ♠=♠❡ ✐♠♣♦""✐❜❧❡✳ ▲❡

❞❡✉①✐(♠❡ ✐♥❝♦♥✈<♥✐❡♥, ❡", -✉✬❡❧❧❡" "♦♥, ❣<♥<$❛❧❡♠❡♥, ❝♦♥>✉❡" ♣♦✉$ ❝♦♥",$✉✐$❡

✉♥❡ "♦❧✉,✐♦♥ ✉♥✐-✉❡ ❞❛♥" ❧❛ ♠❛♥✐($❡ ❧❛ ♣❧✉" ❡✣❝❛❝❡✱ ❛❧♦$" -✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛$, ❞❡"

♣$♦❜❧(♠❡" ❞❡ ❞<❝✐"✐♦♥ ♦♥, ✉♥ ❣$❛♥❞ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ "♦❧✉,✐♦♥" ❢❛✐"❛❜❧❡"✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝

❞❡ ❢♦$,❡" ❝❤❛♥❝❡" -✉❡ ❞✬❛✉,$❡" ♠❡✐❧❧❡✉$❡" "♦❧✉,✐♦♥" ❡①✐",❡♥,✳ F♦✉$ $<"♦✉❞$❡ ❝❡
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!❡❧❛+✐✈❡♠❡♥+ !-❝❡♥+❡*✱ ❡♥ ✉+✐❧✐*❛♥+ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣+ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣+❛+✐♦♥ ❞❛♥* ❧❡ ❜✉+ ❞✬-✈❛✲

❧✉❡! ❧❡ ❝♦♠♣♦!+❡♠❡♥+ ❞❡ ❝❡* ♥♦✉✈❡❧❧❡* ♠-+❛❤❡✉!✐*+✐5✉❡* ♣♦✉! ❝❡ ♣!♦❜❧%♠❡✳ ▲❡

❞❡✉①✐%♠❡ ♣!♦❜❧%♠❡ ❛ -+- +!❛✐+- ❡♥ ✉+✐❧✐*❛♥+ ❧❛ *+!❛+-❣✐❡ ❞❡ ❝♦♦♣-!❛+✐♦♥ ❡♥+!❡

❧❡* ♠-+❛❤❡✉!✐*+✐5✉❡*✳

▲❡ ❝♦♥❝❡♣+ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣+❛+✐♦♥ ❝♦♥*✐*+❡ 8 ❢❛✐!❡ -✈♦❧✉❡! ❞②♥❛♠✐5✉❡♠❡♥+ ❧❡ ❝♦♠✲

♣♦!+❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ ♠-+❛❤❡✉!✐*+✐5✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ *♦♥ ❡♥✈✐!♦♥♥❡♠❡♥+✳ ❉❛♥*

♥♦+!❡ ❝❛*✱ ♥♦✉* ❛✈♦♥* ♦♣+- ♣♦✉! ❧❡ !-❣❧❛❣❡ ❞②♥❛♠✐5✉❡ ❞❡* ♣❛!❛♠%+!❡* ❞❡ ❧❛

♠-+❛❤❡✉!✐*+✐5✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥*+❛♥❝❡ ✉+✐❧✐*-❡✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣+ ❞❡ ❝♦♦♣-!❛+✐♦♥

❝♦♥*✐*+❡ 8 ❢❛✐!❡ ❝♦♦♣-!❡! ♣❧✉*✐❡✉!* ♠-+❛❤❡✉!✐*+✐5✉❡* ❡*❝❧❛✈❡* ❞♦♥+ ❧❡ ❢♦♥❝+✐♦♥✲

♥❡♠❡♥+ ❡*+ *✉♣❡!✈✐*- ♣❛! ✉♥❡ ♠-+❛❤❡✉!✐*+✐5✉❡ ♠❛✐+!❡ ❞❛♥* ❧❡ ❜✉+ ❞❡ ♣!♦✜+❡!

❞❡* ❛✈❛♥+❛❣❡* ♦✛❡!+* ♣❛! ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡* ♠-+❛❤❡✉!✐*+✐5✉❡* ❡*❝❧❛✈❡*✳

❈❡++❡ +❤%*❡ ❡*+ ♦!❣❛♥✐*-❡ ❝♦♠♠❡ *✉✐+ ✿ ❉❛♥* ❧❡ ♣!❡♠✐❡! ❝❤❛♣✐+!❡✱ ♥♦✉* ❞-✲

❝!✐✈♦♥* ❧❡ ♣!♦❜❧%♠❡ ❞❡ +♦✉!♥-❡* ❞❡ ✈-❤✐❝✉❧❡ ❱❘E ❛✈❡❝ *❡* ♣!✐♥❝✐♣❛❧❡* ✈❛!✐❛♥+❡*

❛✐♥*✐ 5✉❡ 5✉❡❧5✉❡* ♠-+❤♦❞❡* ❞❡ !-*♦❧✉+✐♦♥ ♣!-*❡♥+❡* ❞❛♥* ❧❛ ❧✐++-!❛+✉!❡✳ ◆♦+!❡

❝♦♥+!✐❜✉+✐♦♥ ❡*+ ♣!-*❡♥+-❡ ❞❛♥* ❧❡ ❞❡✉①✐%♠❡ ❡+ ❧❡ +!♦✐*✐%♠❡ ❝❤❛♣✐+!❡✳ ❉❛♥* ❧❡

❝❤❛♣✐+!❡ ✷✱ ♥♦✉* ❞-✈❡❧♦♣♣♦♥* ❧✬❛♣♣!♦❝❤❡ ❛❞❛♣+❛+✐✈❡ ♣!♦♣♦*-❡ ♣♦✉! !-*♦✉❞!❡

❧❡ ♣!♦❜❧%♠❡ ❍❱❘E▼❇❚❲✱ ♣♦✉! ❝❡❧❛✱ ♥♦✉* ♣!-*❡♥+♦♥* ❧❡* 5✉❛+!❡ ❛♣♣!♦❝❤❡*

♣!♦♣♦*-❡*✱ 8 *❛✈♦✐!✱ ❧✬❛♣♣!♦❝❤❡ ❜✐♦❣-♦❣!❛♣❤✐❡ ❛♠-❧✐♦!-❡✱ ❧✬❛♣♣!♦❝❤❡ !❡❝❤❡!❝❤❡

❝♦✉❝♦✉* ❞✐*❝!%+❡✱ ❧✬❛♣♣!♦❝❤❡ ❞✐*❝!%+❡ ❞❡ !❡❝❤❡!❝❤❡ ❞✬❤❛!♠♦♥✐❡ ❛♠-❧✐♦!-❡ ❡+



❚❛❜❧❡ ❞❡& ♠❛(✐*+❡& ✸

❡♥✜♥ ❧✬❛♣♣'♦❝❤❡ '❡❝❤❡'❝❤❡ ❞✬❤❛'♠♦♥✐❡ .✉❛♥0✐.✉❡ ❛✈❡❝ ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥ ❞❡ 0❛✐❧❧❡ ✈❛✲

'✐❛❜❧❡✳ ❊♥ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐0'❡✱ ♥♦✉7 ♣'87❡♥0♦♥7 ✉♥❡ 80✉❞❡ ❝♦♠♣❛'❛0✐✈❡ ❡♥0'❡

❝❡7 .✉❛0'❡ ❛♣♣'♦❝❤❡7 ❛✐♥7✐ .✉✬✉♥❡ 80✉❞❡ 70❛0✐70✐.✉❡✳ ❉❛♥7 ❧❡ ❝❤❛♣✐0'❡ ✸✱ ♥♦✉7

♣'87❡♥0♦♥7 ❧✬❛♣♣'♦❝❤❡ ❝♦♦♣8'❛0✐✈❡ ♣'♦♣♦78❡ ♣♦✉' ❧❛ '87♦❧✉0✐♦♥ ❞❡ ❱❘=❙=❉ ❡♥

✉0✐❧✐7❛♥0 .✉❛0'❡ 0②♣❡7 ❞❡ ♠80❛❤❡✉'✐70✐.✉❡7✳ ◆♦✉7 ❝♦♥❝❧✉♦♥7 ❝❡00❡ 0❤A7❡ ❞❛♥7

❧❡ ❝❤❛♣✐0'❡ ✹✳





❈❤❛♣✐%&❡ ✶

 !♦❜❧%♠❡ ❞❡ ❚♦✉!♥,❡- ❞❡

❱,❤✐❝✉❧❡-

❙♦♠♠❛✐%❡

✶✳✶ ▲❡ ♣%♦❜❧)♠❡ ❞❡ ,♦✉%♥/❡0 ❞❡ ✈/❤✐❝✉❧❡0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷ ❱❛%✐❛♥,❡0 ❞✉ ♣%♦❜❧)♠❡ ❞❡ ,♦✉%♥/❡0 ❞❡ ✈/❤✐❝✉❧❡0 ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷✳✶ ❈❱❘& ✭❈❛♣❛❝✐,❛,❡❞ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉,✐♥❣ &5♦❜❧❡♠✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷✳✷ ❱❘&❚❲ ✭❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉,✐♥❣ &5♦❜❧❡♠ ✇✐,❤ ❚✐♠❡ ❲✐♥❞♦✇=✮ ✾

✶✳✷✳✸ ❱❘&❇ ✭❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉,✐♥❣ &5♦❜❧❡♠ ✇✐,❤ ❇❛❝❦❤❛✉❧=✮ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✷✳✹ ❱❘&&❉ ✭❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉,✐♥❣ &5♦❜❧❡♠ ✇✐,❤ &✐❝❦✉♣ ❛♥❞ ❉❡✲

❧✐✈❡5②✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✷✳✺ ❖❱❘& ✭❖♣❡♥ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉,✐♥❣ &5♦❜❧❡♠✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✷✳✻ ❉❱❘& ✭❉②♥❛♠✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉,✐♥❣ &5♦❜❧❡♠✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✷✳✼ ❍❱❘& ✭❍❡,❡5♦❣❡♥❡♦✉= ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉,✐♥❣ &5♦❜❧❡♠✮ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✸ ▲❡0 ♠/,❤♦❞❡0 ❞❡ %/0♦❧✉,✐♦♥ ❞❡ ❱❘; ❡, 0❡0 ✈❛%✐❛♥,❡0 ✶✼

✶✳✸✳✶ ❚5❛✈❛✉① =✉5 ❧✬N,❛, ❞❡ ❧✬❛5, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✸✳✷ ▲❡= ♠N,❤♦❞❡= ❡①❛❝,❡= ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✸✳✸ ▲❡= ♠N,❤♦❞❡= ❛♣♣5♦❝❤N❡= ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✸✳✹ ▲❡= ♠N,❤♦❞❡= ❤②❜5✐❞❡= ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉0✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

▲❡" ❞❡$♥✐'$❡" ❞(❝❡♥♥✐❡" ♦♥+ ✈✉ ✉♥❡ ✉+✐❧✐"❛+✐♦♥ ❝$♦✐""❛♥+❡ ❞❡" ♠(+❤♦❞❡"

❞✬♦♣+✐♠✐"❛+✐♦♥✱ ❜❛"(❡" "✉$ ❧❛ $❡❝❤❡$❝❤❡ ♦♣($❛+✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉$ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❣❡"+✐♦♥

❞❡ ❢♦✉$♥✐+✉$❡ ❞❡" ❜✐❡♥" ❡+ "❡$✈✐❝❡" ❞❛♥" ❧❡" "②"+'♠❡" ❞❡ ❞✐"+$✐❜✉+✐♦♥✳ ▲✬✉+✐❧✐"❛✲

+✐♦♥ ❞❡" ♣$♦❝(❞✉$❡" ✐♥❢♦$♠❛+✐"(❡" ♣♦✉$ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛+✐♦♥ ❞❡ ❞✐"+$✐❜✉+✐♦♥ ❣(♥'$❡

❞❡" (❝♦♥♦♠✐❡" ❝♦♥"✐"+❛♥+❡" ❞❛♥" ❧❡" ❝♦<+" ❞❡ +$❛♥"♣♦$+ ♠♦♥❞✐❛❧✱ ❝❡ ❞❡$♥✐❡$ $❡✲

♣$("❡♥+❡ ✉♥ (❧(♠❡♥+ ♣❡$+✐♥❡♥+ ✭❣(♥($❛❧❡♠❡♥+ ❞❡ ✶✵✪ A ✷✵✪✮ ❞✉ ❝♦<+ ✜♥❛❧ ❞❡"

♠❛$❝❤❛♥❞✐"❡"✳ ❉❛♥" ❝❡++❡ "❡❝+✐♦♥✱ ♥♦✉" ♥♦✉" ❢♦❝❛❧✐"♦♥" "✉$ ❧❡" ♣$♦❜❧'♠❡" ❞❡

❞✐"+$✐❜✉+✐♦♥ ❞❡" ❜✐❡♥" ❡♥+$❡ ❞❡" ❝❡♥+$❡" ❞❡ ❞(♣E+" ❡+ ❧❡" ❝❧✐❡♥+"✳ ❈❡" ♣$♦❜❧'♠❡"

"♦♥+ ❝♦♥♥✉" ♣❛$ ❧❡" ♣$♦❜❧'♠❡" ❞❡ +♦✉$♥(❡" ❞❡ ✈(❤✐❝✉❧❡"✳ ▲❛ ✈❡$"✐♦♥ ♦$✐❣✐♥❛❧❡

❞❡ ❝❡ ♣$♦❜❧'♠❡ ❛ (+( ♣$♦♣♦"(❡ ♣❛$ ❉❛♥+③✐❣ ❡+ ❘❛♠"❡$ ❬❉❛♥+③✐❣ ✶✾✺✾❪✳ ❆♣$'" ❧❛

♣✉❜❧✐❝❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉$ ❛$+✐❝❧❡✱ N✉✐ ❛✈❛✐+ ❧✬♦❜❥❡+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡$ ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ $♦✉+❡"

♦♣+✐♠❛❧❡" ♣♦✉$ ✉♥❡ ✢♦++❡ ❞❡ ❝❛♠✐♦♥" ❞❡ ❧✐✈$❛✐"♦♥✱ ❧❡ ❱❘R ❛ ❛++✐$( ❧✬❛++❡♥+✐♦♥



✻ ❈❤❛♣✐&'❡ ✶✳ +'♦❜❧/♠❡ ❞❡ ❚♦✉'♥5❡6 ❞❡ ❱5❤✐❝✉❧❡6

❞✬✉♥ ❣%❛♥❞ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❝❤❡%❝❤❡✉%- ✈✉❡ -❛ %❡--❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛✉① ♣%♦❜❧2♠❡- %❡♥❝♦♥✲

4%5- ❞❛♥- ❧❡ ♠♦♥❞❡ %5❡❧ ♣❛% ❧❡- ❡♥4%❡♣%✐-❡- ❞❡ ❞✐-4%✐❜✉4✐♦♥ ❡4 ❞❡ 4%❛♥-♣♦%4✳

✶✳✶ ▲❡ ♣%♦❜❧)♠❡ ❞❡ ,♦✉%♥/❡0 ❞❡ ✈/❤✐❝✉❧❡0

▲❡ ♣%♦❜❧2♠❡ ❞❡ ❞✐-4%✐❜✉4✐♦♥ ❞❡- ❜✐❡♥- ❞❛♥- ❧❡9✉❡❧ ❧❡- ✈5❤✐❝✉❧❡- ❜❛-5- : ✉♥

❞5♣;4 ❝❡♥4%❛❧ -♦♥4 4❡♥✉- ❞❡ ✈✐-✐4❡% ✭♣❡♥❞❛♥4 ✉♥❡ ♣5%✐♦❞❡ ❞❡ 4❡♠♣-✮ ❞❡- ❝❧✐❡♥4-

❣5♦❣%❛♣❤✐9✉❡♠❡♥4 ❞✐-♣❡%-5- ❛✜♥ ❞❡ -❛4✐-❢❛✐%❡ ❧❡- ❡①✐❣❡♥❝❡- ❞❡- ❝❧✐❡♥4- ❝♦♥♥✉-

❡-4 ❛♣♣❡❧5 ❧❡ ❱❘B ✭❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉4✐♥❣ B%♦❜❧❡♠✮✳ ▲❡ ♣%♦❜❧2♠❡ ❞❡ 4♦✉%♥5❡- ❞❡

✈5❤✐❝✉❧❡- ✭❱❘B✮ ❡-4 ❧✬✉♥ ❞❡- ♣❧✉- ❝5❧2❜%❡- ♣%♦❜❧2♠❡- ❞✬♦♣4✐♠✐-❛4✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛✲

4♦✐%❡✱ 54❛♥4 ❝♦♥-✐❞5%5 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①4❡♥-✐♦♥ ❞❡ ❚❙B✱ ✐❧ ❡-4 ❞♦♥❝ ✉♥ ♣%♦❜❧2♠❡

◆+✲❉✐✣❝✐❧❡✳ ❆✐♥-✐✱ ♦♥ ♣❡✉4 ❧❡ ❞5❝%✐%❡ ❜%✐2✈❡♠❡♥4 ❝♦♠♠❡ -✉✐4 ✿

❈♦♠♣4❡ 4❡♥✉ ❞✬✉♥ ♦✉ ❞❡ ♣❧✉-✐❡✉%- ❝❡♥4%❡- ❞❡ ❞5♣;4-✱ ✉♥❡ ✢♦44❡ ❞❡ ✈5❤✐❝✉❧❡-

✭❤♦♠♦❣2♥❡- ♦✉ ♥♦♥✮✱ ❡4 ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥4- ❛②❛♥4 ❞❡- ❜❡-♦✐♥- ❝♦♥♥✉- ♦✉

♣%5✈✉- ❀ ❧✬♦❜❥❡❝4✐❢ ❡-4 ❞❡ ❞54❡%♠✐♥❡% ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡ %♦✉4❡- ❢❡%♠5❡- ✭-❡ 4❡%✲

♠✐♥❛♥4 : ❧✬✉♥ ❞❡- ❝❡♥4%❡- ❞❡ ❞5♣;4-✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦M4 ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ 9✉✐ ♣❡✉4

%5♣♦♥❞%❡ ❛✉① ❞❡♠❛♥❞❡- ❞❡- ❝❧✐❡♥4- ❞✐-♣❡%-5- ❣5♦❣%❛♣❤✐9✉❡♠❡♥4✱ 4♦✉4 ❡♥ -❛✲

4✐-❢❛✐-❛♥4 ❧❡- ❝♦♥4%❛✐♥4❡- ❞❡ ❝❛♣❛❝✐45 ❞❡- ✈5❤✐❝✉❧❡- ❡4 ❞✉ ❞5♣;4✳ ❉✬❛✉4%❡- ❡①✐✲

❣❡♥❝❡- ♣❡✉✈❡♥4 O4%❡ ❛✉--✐ ❝♦♥-✐❞5%5❡-✱ ❝♦♠♠❡ ✿ ❧❛ %❡-4%✐❝4✐♦♥ ❞✉ 4❡♠♣- ❞❡

✈♦②❛❣❡✱ ❧✬♦%❞%❡ ♣♦✉% ✈✐-✐4❡% ❧❡- ❝❧✐❡♥4-✱ ❧❛ ❞5✜♥✐4✐♦♥ ❞❡- ❢❡♥O4%❡- 4❡♠♣♦%❡❧❧❡- ❡♥

-♣5❝✐✜❛♥4 ❧❛ ♣5%✐♦❞❡ -♦✉❤❛✐4❛❜❧❡ ❞❡ ♣❛%✈❡♥✐% : ✉♥ ❡♥❞%♦✐4 ❞♦♥♥5✳✳✳❡4❝✳✱ ❝❡ 9✉✐

❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ %✐❝❤❡ ❞❡ ✈❛%✐❛♥4❡- ❞❡ ❱❘B✳

✶✳✷ ❱❛%✐❛♥,❡0 ❞✉ ♣%♦❜❧)♠❡ ❞❡ ,♦✉%♥/❡0 ❞❡ ✈/❤✐✲

❝✉❧❡0

▲❡ ♣%♦❜❧2♠❡ ❞❡ ❜❛-❡ ❞❡ 4♦✉%♥5❡- ❞❡ ✈5❤✐❝✉❧❡- ❡♥❝❤❛✐♥❡ ✉♥ ❝❡%4❛✐♥ ♥♦♠❜%❡

❞✬❤②♣♦4❤2-❡-✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉4✐❧✐-❛4✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✢♦44❡ ❤♦♠♦❣2♥❡✱ ✉♥ -❡✉❧ ❞5♣;4✱ ✉♥❡

%♦✉4❡ ♣❛% ✈5❤✐❝✉❧❡✳✳✳❡4❝✳ ❈❡- ❤②♣♦4❤2-❡- ♣❡✉✈❡♥4 O4%❡ ❡♥%✐❝❤✐❡- ❡♥ ✐♥4%♦❞✉✐-❛♥4

❞❡- ❝♦♥4%❛✐♥4❡- -✉♣♣❧5♠❡♥4❛✐%❡- ❛✉ ♣%♦❜❧2♠❡ ❝♦♠♠❡ ✿

✕ ▲❛ 4❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✢♦44❡ ❞✐-♣♦♥✐❜❧❡ ✿ ✉♥ -❡✉❧ ✈5❤✐❝✉❧❡✱ ♣❧✉-✐❡✉%- ✈5❤✐❝✉❧❡-

✕ ▲❛ ❝♦♠♣♦-✐4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢♦44❡ ❞✐-♣♦♥✐❜❧❡ ✿ ❤♦♠♦❣2♥❡ ✭✉♥ -❡✉❧ 4②♣❡ ❞❡ ✈5✲

❤✐❝✉❧❡✮✱ ❤545%♦❣2♥❡ ✭♣❧✉-✐❡✉%- 4②♣❡- ❞❡ ✈5❤✐❝✉❧❡-✮✳

✕ ▲❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡- ❝❡♥4%❡- ❞❡ ❞5♣;4 ✿ ❞5♣;4 ✉♥✐9✉❡✱ ♣❧✉-✐❡✉%- ❞5♣;4-✳

✕ ▲❛ ♥❛4✉%❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ✿ ❞54❡%♠✐♥✐-4❡ ♦✉ ❛❧5❛4♦✐%❡✳

✕ ▲❛ ❞✐-4%✐❜✉4✐♦♥ ✿ -✉% ❧❡- -♦♠♠❡4-✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡- ❛%❝-✱ ♠✐①4❡✳

✕ ▲❛ ♥❛4✉%❡ ❞❡ %5-❡❛✉ ✿ ❞✐%✐❣5✱ ♥♦♥ ❞✐%✐❣5✱ ♠✐①4❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳

✕ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐45 ❞❡- ✈5❤✐❝✉❧❡- ✿ ✐♠♣♦-5❡- ✭✐❞❡♥4✐9✉❡ ♦✉ ✈❛%✐❛♥4❡ ❛✈❡❝ ❧❡ 4②♣❡

❞❡ ✈5❤✐❝✉❧❡✮✱ ♥♦♥ ✐♠♣♦-5❡-



✶✳✷✳ ❱❛%✐❛♥(❡* ❞✉ ♣%♦❜❧1♠❡ ❞❡ (♦✉%♥3❡* ❞❡ ✈3❤✐❝✉❧❡* ✼

✕ ▲❛ ❞✉%&❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ .♦✉%♥&❡ ✿ ✐♠♣♦2&❡ ❡. ✐❞❡♥.✐3✉❡ ♣♦✉% .♦✉2 ❧❡2

✈&❤✐❝✉❧❡2✱ ✐♠♣♦2&❡ ♣♦✉% ❝❤❛3✉❡ .②♣❡ ❞❡ ✈&❤✐❝✉❧❡✱ ♥♦♥ ✐♠♣♦2&❡✳

✕ ▲❡ .②♣❡ ❞❡ 2❡%✈✐❝❡ ✿ ❝♦❧❧❡❝.❡✱ ❧✐✈%❛✐2♦♥✱ ♠✐①.❡✳

✕ ❈♦;. ❞✬✉♥❡ .♦✉%♥&❡ ✿ ✈❛%✐❛❜❧❡✱ ❝♦♥2.❛♥.✱ ❧✐♠✐.&✱ ✐❧❧✐♠✐.&✳

✕ ❚❡♠♣2 ♣♦✉% 2❡%✈✐% ✉♥ 2♦♠♠❡. ✿ .❡♠♣2 2♣&❝✐✜& ❡. ✜①& ? ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ♥♦♥

2♣&❝✐✜&✱ ✉♥ ✐♥.❡%✈❛❧❧❡ ❞❡ .❡♠♣2✳

✕ ❖❜❥❡❝.✐❢2 ✿ ♠✐♥✐♠✐2❡% ❧❡ ❝♦;. .♦.❛❧ ❞❡ ❞✐2.%✐❜✉.✐♦♥ ❡♥ .❡%♠❡2 ❞❡ ❞✐2.❛♥❝❡

♦✉ ❞❡ .❡♠♣2 ❞❡ ✈♦②❛❣❡✱ ♠✐♥✐♠✐2❡% ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ✈&❤✐❝✉❧❡2 ✉.✐❧✐2&2✳✳✳❡.❝✳

❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐3✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥.❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐.& ❞✉ ♣%♦❜❧D♠❡✱ ❡. ♣❛% ❝♦♥2&✲

3✉❡♥. ❝❧❛22❡% ❧❡2 ♣%♦❜❧D♠❡2 &.❡♥❞✉2 ❝♦♠♠❡ ❞❡2 ♣%♦❜❧D♠❡2 ◆G✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ❉❛♥2

❧❛ 2❡❝.✐♦♥ 2✉✐✈❛♥.❡✱ ♥♦✉2 ❛❧❧♦♥2 ✐♥.%♦❞✉✐%❡ ❝❡2 ✈❛%✐❛♥.❡2 ❛✈❡❝ ❧❡✉%2 ❢♦%♠✉❧❛.✐♦♥2

♠❛.❤&♠❛.✐3✉❡2✳

✶✳✷✳✶ ❈❱❘& ✭❈❛♣❛❝✐,❛,❡❞ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉,✐♥❣ &5♦❜❧❡♠✮

▲❡ ♣%♦❜❧D♠❡ ❈❱❘G ✭❈❛♣❛❝✐.❛.❡❞ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉.✐♥❣ G%♦❜❧❡♠✮ ❛ ❞✬❛❜♦%❞ &.&

❢♦%♠✉❧& ♣❛% ❬❈❤%✐2.♦✜❞❡2 ✶✾✼✻❪✳ ❈❱❘G ❡2. ❧❛ ✈❡%2✐♦♥ ❞❡ ❜❛2❡ ❞✉ ❱❘G ♦T .♦✉2

❧❡2 ❝❧✐❡♥.2 ❝♦%%❡2♣♦♥❞❡♥. ? ❞❡2 ❧✐✈%❛✐2♦♥2✳ ▲❡2 ❞❡♠❛♥❞❡2 2♦♥. ❞&.❡%♠✐♥&❡2 ❡.

❝♦♥♥✉❡2 ? ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❡. ♥❡ ♣❡✉✈❡♥. ♣❛2 U.%❡ ❞✐✈✐2&❡2✳ ❚♦✉2 ❧❡2 ✈&❤✐❝✉❧❡2 2♦♥.

✐❞❡♥.✐3✉❡2 ❡. ♣♦22D❞❡♥. ✉♥ ❞&♣V. ✉♥✐3✉❡✱ ♦T 2❡✉❧❡♠❡♥. ❧❛ %❡2.%✐❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❧✐♠✐.❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐.& ❞❡ ✈&❤✐❝✉❧❡ ❡2. ✐♠♣♦2&❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝.✐❢ ❛❧♦%2 ❡2. ❞❡ ♠✐♥✐♠✐2❡% ❧❡

❝♦;. .♦.❛❧ ♣♦✉% 2❡%✈✐% .♦✉2 ❧❡2 ❝❧✐❡♥.2 ❬❚♦.❤ ✷✵✵✶❪✳

❉❛♥2 ❝❡ 3✉✐ 2✉✐.✱ ♥♦✉2 ♣%&2❡♥.♦♥2 ❧❛ ♠♦❞&❧✐2❛.✐♦♥ ♠❛.❤&♠❛.✐3✉❡ ❞❡ ❈❱❘G

♣%♦♣♦2& ♣❛% ❘❡❣♦ ❡. ❘♦✉❝❛✐%♦❧ ❞❛♥2 ❬❘❡❣♦ ✶✾✾✹❪ ✿

❙♦✐. G = (N,A) ✉♥ ❣%❛♣❤❡ ♦T N = {1, ..., n} ❡2. ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡ 2♦♠♠❡.2

❛✈❡❝ ❧❡ 2♦♠♠❡. 1 ✜①& ❝♦♠♠❡ ❞&♣V. ❡. A = {(i, j)|(i, j) ∈ N2
❡. i 6= j} ❡2.

❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 ❛%❝2✳ N ′ = N \{1} ❡2. ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 ❝❧✐❡♥.2 ? 2❛.✐2❢❛✐%❡ ♦❜.❡♥✉

♣❛% ❧❡ ❢❛✐. ❞✬❡♥❧❡✈❡% ❧❡ ❞&♣V. ❞❡ ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 2♦♠♠❡.2✳

❆ ❝❤❛3✉❡ ❛%❝ ❡2. ❛22♦❝✐& ✉♥ ❝♦;. ♥♦♥ ♥&❣❛.✐❢ cij 3✉✐ ♣❡✉. %❡♣%&2❡♥.❡% ❧❡ ❝♦;.

❞✉ ✈♦②❛❣❡ ♦✉ ❧❛ ❞✉%&❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡ ❡♥.%❡ i ❡. j✳ ◆♦✉2 ❡♥✈✐2❛❣❡♦♥2 ❧❡ ❝❛2 ♦T

✉♥❡ ✢♦..❡ ❞❡ m ✈&❤✐❝✉❧❡2 ❛②❛♥. ❧❛ ♠U♠❡ ❝❛♣❛❝✐.& ❞❡ .%❛♥2♣♦%. D ✭✈&❤✐❝✉❧❡2

❤♦♠♦❣D♥❡2✮ ❡2. ❞✐2♣♦♥✐❜❧❡✳

▲❡2 ❝♦♥.%❛✐♥.❡2 ♣%✐2❡2 ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❞❛♥2 ❝❡..❡ ❢♦%♠✉❧❛.✐♦♥ 2♦♥. ✿

✕ ▲❛ ❝♦♥(%❛✐♥(❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐(3 ✿ ❆ ❝❤❛3✉❡ 2♦♠♠❡. i ❞❡ N ′
❡2. ❛22♦❝✐&

✉♥ ♣♦✐❞2 di ♥♦♥ ♥&❣❛.✐❢ %❡♣%&2❡♥.❛♥. ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✳ ▲❛ 2♦♠♠❡ ❞❡2 ♣♦✐❞2

❞✬✉♥❡ .♦✉%♥&❡ ♥❡ ❞♦✐. ♣❛2 ❞&♣❛22❡% ❧❛ ❝❛♣❛❝✐.& D ❞✉ ✈&❤✐❝✉❧❡✳

✕ ▲❛ ❝♦♥(%❛✐♥(❡ ❞❡ (❡♠♣* (♦(❛❧ ✿ ▲❡ .❡♠♣2 .♦.❛❧ ❞✬✉♥❡ .♦✉%♥&❡ ♥❡ ❞♦✐.

♣❛2 ❞&♣❛22❡% ✉♥❡ ❜♦%♥❡ T ✳ ❈❡ .❡♠♣2 ❡2. ❧❛ 2♦♠♠❡ ❞❡2 .❡♠♣2 ❞❡2 ✈♦②❛❣❡2

❡♥.%❡ ❧❡2 2♦♠♠❡.2 ❡. ❧❡2 .❡♠♣2 ❞✬❛%%U. ? ❝❡2 ❞❡%♥✐❡%2✳

▲❛ ❢♦%♠✉❧❛.✐♦♥ ❞❡ ❬❘❡❣♦ ✶✾✾✹❪ ❛❞♦♣.❡ ❧❡2 ♥♦.❛.✐♦♥2 2✉✐✈❛♥.❡2 ✿

▲❡* ❝♦♥*(❛♥(❡* ❞❡ ❞♦♥♥3❡* ✿



✽ ❈❤❛♣✐&'❡ ✶✳ +'♦❜❧/♠❡ ❞❡ ❚♦✉'♥5❡6 ❞❡ ❱5❤✐❝✉❧❡6

n = ♥♦♠❜$❡ ❞❡ '♦♠♠❡('✱

m = ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ✈+❤✐❝✉❧❡'✱

Dk = ❝❛♣❛❝✐(+ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❦✱

Tk = (❡♠♣' ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ (♦✉$♥+❡ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ k✱

di = ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✉ '♦♠♠❡( i, (d1 = 0)✱

tki = (❡♠♣' ♥+❝❡''❛✐$❡ ❛✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ k ♣♦✉$ ❝❤❛$❣❡$ ♦✉ ❞+❝❤❛$❣❡$ ❛✉ '♦♠♠❡( i✱

tkij = (❡♠♣' ♥+❝❡''❛✐$❡ ❛✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ k ♣♦✉$ ✈♦②❛❣❡$ ❞✉ '♦♠♠❡( i ❛✉ '♦♠♠❡( j✱

cij ❂ ❝♦8( ♦✉ ❞✐'(❛♥❝❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡ ❞✉ '♦♠♠❡( i ❛✉ '♦♠♠❡( j✳

N = ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' '♦♠♠❡('✳

X = ♠❛($✐❝❡ ❞✬+❧+♠❡♥(' xij =
∑m

k=1 x
k
ij

▲❡6 ✈❛'✐❛❜❧❡6 ❞❡ ❞5❝✐6✐♦♥ ✿

xk
ij =

{

1 '✐ ❧❡ ✈+❤✐❝✉❧❡ k ✈♦②❛❣❡ ❞✉ '♦♠♠❡( i ❛✉ '♦♠♠❡(j

0 '✐♥♦♥

✭✶✳✶✮

❆✈❡❝ Xk = (xk
ij)✳

▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ( ♦♣&✐♠✐+❡- ✿

n
∑

i=1

n
∑

j=1

cji

n
∑

k=1

xk
ij ✭✶✳✷✮

❙♦✉' ✿

n
∑

i=1

m
∑

k=1

xk
ij = 1, j = 2, ..., n ✭✶✳✸✮

n
∑

j=1

m
∑

k=1

xk
ij = 1, i = 2, ..., n ✭✶✳✹✮

n
∑

i=1

xk
ip −

n
∑

j=1

xk
pj = 0, k = 1, ...,m; p = 1, ..., n ✭✶✳✺✮

n
∑

i=1

di(
n

∑

j=1

xk
ij) 6 Dk, k = 1, ...,m ✭✶✳✻✮

n
∑

i=1

tki

n
∑

j=1

xk
ij +

n
∑

i=1

n
∑

j=1

tijx
k
ij 6 Tk, k = 1, ...,m ✭✶✳✼✮



✶✳✷✳ ❱❛%✐❛♥(❡* ❞✉ ♣%♦❜❧1♠❡ ❞❡ (♦✉%♥3❡* ❞❡ ✈3❤✐❝✉❧❡* ✾

n
∑

j=2

xk
1j ≤ 1, k = 1, ...,m ✭✶✳✽✮

n
∑

i=2

xk
i1 ≤ 1, k = 1, ...,m ✭✶✳✾✮

Xk ∈ S ✭✶✳✶✵✮

❖( S ❡*+ ❞♦♥♥/ ♣❛2 ❧✬❡①♣2❡**✐♦♥ ✭1.11✮ ❬❘❛❧♣❤* ✷✵✵✸❪ ✿

S =



(xij)
k|
∑

i∈Q

∑

j /∈Q

xk
ij ≥ 1, ∀Q ⊂ N, |Q| ≥ 2; k = 1, ...,m





✭✶✳✶✶✮

❖( Q ❡*+ ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ *♦♠♠❡+* ✈✐*✐+/* ♣❛2 ✉♥ *❡✉❧ ✈/❤✐❝✉❧❡✳

▲❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ♦❜❥❡❝+✐❢ ✭✶✳✷✮ ❝♦♥*✐*+❡ F ♠✐♥✐♠✐*❡2 ❧❡ ❝♦G+ +♦+❛❧ ❞❡ +2❛♥*♣♦2+✳

▲❡* /H✉❛+✐♦♥* ✭✶✳✸✮ ❡+ ✭✶✳✹✮ ❛**✉2❡♥+ H✉❡ ❝❤❛H✉❡ *♦♠♠❡+ ♥❡ *♦✐+ *❡2✈✐ H✉✬✉♥❡

*❡✉❧❡ ❢♦✐* ♣❛2 ✉♥ ❡+ ✉♥ *❡✉❧ ✈/❤✐❝✉❧❡✳ ▲✬/H✉❛+✐♦♥ ✭✶✳✺✮ ❛**✉2❡ ❧❛ ❝♦♥+✐♥✉✐+/

❞✬✉♥❡ +♦✉2♥/❡ ♣❛2 ✉♥ ✈/❤✐❝✉❧❡ ✿ ❧❡ *♦♠♠❡+ ✈✐*✐+/ ❞♦✐+ ✐♠♣/2❛+✐✈❡♠❡♥+ K+2❡

H✉✐++/ ❧✬/H✉❛+✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❛**✉2❡ ❧❡ 2❡*♣❡❝+ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥+2❛✐♥+❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐+/ ❞✉ ✈/✲

❤✐❝✉❧❡✳ ▲✬/H✉❛+✐♦♥ ✭✶✳✼✮ ❛**✉2❡ ❧❡ 2❡*♣❡❝+ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥+2❛✐♥+❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉2/❡ +♦+❛❧❡

❞✬✉♥❡ +♦✉2♥/❡✳ ▲❡* /H✉❛+✐♦♥* ✭✶✳✽✮ ❡+ ✭✶✳✾✮ ❛**✉2❡♥+ ❧❡ ♥♦♥ ❞/♣❛**❡♠❡♥+ ❞❡

❧❛ ❞✐*♣♦♥✐❜✐❧✐+/ ❞✬✉♥ ✈/❤✐❝✉❧❡✳ ❯♥ ✈/❤✐❝✉❧❡ ♥❡ *♦2+ ❞✉ ❞/♣P+ ❡+ ♥✬② 2❡✈✐❡♥+

H✉✬✉♥❡ *❡✉❧❡ ❢♦✐*✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥+ ❧❡* /H✉❛+✐♦♥* ✭✶✳✶✵✮✱ ✭✶✳✶✶✮ ❛**✉2❡♥+ ❧❡ 2❡*♣❡❝+

❞❡* ❝♦♥+2❛✐♥+❡* ❞✬/❧✐♠✐♥❛+✐♦♥ ❞❡* *♦✉* +♦✉2♥/❡* ✭+♦✉2♥/❡* 2❡✈❡♥❛♥+ ❛✉ ❝❧✐❡♥+

❡+ ♣❛* ❛✉ ❞/♣P+✮✳ ❉✬✉♥❡ ❢❛U♦♥ ❣/♥/2❛❧❡✱ ❧❡ ♣2♦❜❧W♠❡ ❈❱❘Z ❝♦♥*✐*+❡ F ❛✛❡❝+❡2

❝❤❛H✉❡ ❝❧✐❡♥+ F ✉♥❡ +♦✉2♥/❡ ❡✛❡❝+✉/❡ ♣❛2 ✉♥ *❡✉❧ ✈/❤✐❝✉❧❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐+/ ✜①❡✳ ❈❡

✈/❤✐❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❡+ +❡2♠✐♥❡ *❛ +♦✉2♥/❡ ❛✉ ❞/♣P+ ❬❘❛❧♣❤* ✷✵✵✸❪✳

✶✳✷✳✷ ❱❘%❚❲ ✭❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉0✐♥❣ %3♦❜❧❡♠ ✇✐0❤ ❚✐♠❡

❲✐♥❞♦✇8✮

▲❡ ♣2♦❜❧W♠❡ ❞❡ +♦✉2♥/❡* ❞❡ ✈/❤✐❝✉❧❡* ❛✈❡❝ ❝♦♥+2❛✐♥+❡ ❞❡ ❢❡♥K+2❡* ❞❡ ✈✐*✐+❡

❡*+ ✉♥❡ ❣/♥/2❛❧✐*❛+✐♦♥ ❞❡ ❱❘Z ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ♣2♦❧♦♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ❈❱❘Z✳ ❉❛♥* ✉♥

❱❘Z❚❲✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡* ❝♦♥+2❛✐♥+❡* +❡♠♣♦2❡❧❧❡* *♦♥+ ❛❥♦✉+/❡* ✿ ❝❤❛H✉❡ ❝❧✐❡♥+

❞♦✐+ K+2❡ *❡2✈✐ ❞❛♥* ✉♥ ✐♥+❡2✈❛❧❧❡ ❞❡ +❡♠♣* ❞✉2❛♥+ ❧❡H✉❡❧ ✐❧ ❡*+ ❞✐*♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉2

K+2❡ ✈✐*✐+/ ❬❈♦2❞❡❛✉ ✷✵✵✶❪✳

❯♥❡ ❢❡♥K+2❡ ❞❡ ✈✐*✐+❡ ❡*+ ✉♥ ✐♥+❡2✈❛❧❧❡ ❞❡ +❡♠♣* [ai, bi] ❛**♦❝✐/ F ✉♥ ❝❧✐❡♥+ i✱ ❝❡+

✐♥+❡2✈❛❧❧❡ 2❡♣2/*❡♥+❡ ❧❡ +❡♠♣* ♣❡♥❞❛♥+ ❧❡H✉❡❧ ✉♥❡ ✈✐*✐+❡ ❝❤❡③ ❧✉✐ ❡*+ ♣♦**✐❜❧❡✳



✶✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ +(♦❜❧/♠❡ ❞❡ ❚♦✉(♥5❡6 ❞❡ ❱5❤✐❝✉❧❡6

■❧ ❡①✐%&❡ ❞❡✉① &②♣❡% ❞❡ ❢❡♥-&.❡ ❞❡ ✈✐%✐&❡✱ ❧❛ ❢❡♥-&.❡ ❞❡ ✈✐%✐&❡ ❧❛.❣❡ ✴ %❡..4❡✳

❉✬✉♥ ❝9&4✱ ❧❛ ❢❡♥-&.❡ ❞❡ ✈✐%✐&❡ ❧❛.❣❡ ❛✉&♦.✐%❡ ✉♥ ✈4❤✐❝✉❧❡ < ❛..✐✈❡. ❡♥ ❞❡❤♦.%

❞❡ ❧❛ ❢❡♥-&.❡ ❞❡ ✈✐%✐&❡ ❞❡% ❝❧✐❡♥&% ♠❛✐% ❡♥ ❝♦♥&.❡♣❛.&✐❡ ✉♥❡ ♣4♥❛❧✐&4 ❞4♣❡♥❞❛♥&

❞❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛&✐♦♥ %❡.❛ ❛❧♦.% ✐♥✢✐❣4❡✳ ❉❡ ❧✬❛✉&.❡ ❝9&4✱ ❧❛ ❢❡♥-&.❡ ❞❡ ✈✐%✐&❡ %❡..4❡

♥✬❛✉&♦.✐%❡ ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛% ❧✬❛..✐✈4❡ ❞✬✉♥ ✈4❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ❞❡❤♦.% ❞❡% ❤❡✉.❡% ❞❡ ✈✐%✐&❡

❬●.❡❧❧✐❡. ✷✵✵✽❪✳

E♦✉. 4&❡♥❞.❡ ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ♣.♦♣♦%4 ♣❛. ❋✐%❤❡. ❡& ❏❛✐❦✉♠❛. ❬❋✐"❤❡% ✶✾✽✶❪ ❛✜♥ ❞❡

♣%❡♥❞%❡ ❡♥ ❝♦♥"✐❞1%❛2✐♦♥ ❧❡" ❢❡♥52%❡" ❞❡ ✈✐"✐2❡ ❞❡" ❞✐✛1%❡♥2" "♦♠♠❡2"✱ ✐♥2%♦✲

❞✉✐"♦♥" ❧❡" 2❡%♠❡" "✉✐✈❛♥2" ✿

✕ ai : ❧❛ ❜♦%♥❡ ✐♥❢1%✐❡✉%❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥52%❡ ❞❡ ✈✐"✐2❡ ❞✉ "♦♠♠❡2 i ❀

✕ bi : ❧❛ ❜♦%♥❡ "✉♣1%✐❡✉%❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥52%❡ ❞❡ ✈✐"✐2❡ ❞✉ "♦♠♠❡2 i ❀

✕ si : ❧❡ 2❡♠♣" ❞❡ "❡%✈✐❝❡ ❞✉ "♦♠♠❡2 i ❀

✕ tij : ❧❡ 2❡♠♣" ❞❡ 2%❛♥"♣♦%2 ❡♥2%❡ ❧❡" ♥♦❡✉❞" i ❡2 j ❀

✕ uk
i : ❧✬✐♥"2❛♥2 ❞❡ ✈✐"✐2❡ ❞✉ "♦♠♠❡2 i ♣❛% ❧❡ ✈1❤✐❝✉❧❡ k ❀

✕ T : ✉♥❡ ❣%❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉% (T ≫ 0)✳

▲❡" ❝♦♥2%❛✐♥2❡" ❞❡ %❡"♣❡❝2 ❞❡" ❢❡♥52%❡" ❞❡ ✈✐"✐2❡ ♣❡✉✈❡♥2 ❛✐♥"✐ "✬1❝%✐%❡ ✿

∀i ∈ (1, ..., n), ∀k ∈ (1, ...,M)ai 6 uk
i 6 bi ✭✶✳✶✷✮

∀i ∈ (1...n), ∀j ∈ (1...n), ∀k ∈ (1...M)uk
i + si + tij − T (1− xk

ij) 6 uk
j ✭✶✳✶✸✮

▲❛ ❝♦♥2%❛✐♥2❡ ✭✶✳✶✷✮ ♣❡%♠❡2 ❞❡ ✈1%✐✜❡% H✉❡ ❧✬✐♥"2❛♥2 ❞❡ ✈✐"✐2❡ ❞✬✉♥ ❝❧✐❡♥2 "❡

2%♦✉✈❡ ❡♥2%❡ ❧❡" ❜♦%♥❡" ✐♥❢1%✐❡✉%❡ ❡2 "✉♣1%✐❡✉%❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥52%❡ ❞❡ ✈✐"✐2❡ ❞✉ ❝❧✐❡♥2

❝♦♥❝❡%♥1✳ ▲❛ ❝♦♥2%❛✐♥2❡ ✭✶✳✶✸✮ ✈1%✐✜❡ ❧❛ ❝♦❤1%❡♥❝❡ ❞❡" ✐♥"2❛♥2" ❞❡ ✈✐"✐2❡ ❧♦%"H✉❡

❞❡✉① "✐2❡" "❡ "✉✐✈❡♥2✳

✶✳✷✳✸ ❱❘&❇ ✭❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉0✐♥❣ &3♦❜❧❡♠ ✇✐0❤ ❇❛❝❦❤❛✉❧9✮

▲❡ ❱❘L ❛✈❡❝ ❇❛❝❦❤❛✉❧" ❱❘L❇ ❡"2 ❧❡ ♣%♦❧♦♥❣❡♠❡♥2 ❞✉ ❈❱❘L✱ ❞❛♥" ❧❡✲

H✉❡❧ ❧✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡" ❝❧✐❡♥2" V \ {0} ❡"2 ♣❛%2✐2✐♦♥♥1 ❡♥ ❞❡✉① "♦✉"✲❡♥"❡♠❜❧❡"✳ ▲❡

♣%❡♠✐❡% "♦✉"✲❡♥"❡♠❜❧❡ L✱ ❝♦♥2✐❡♥2 n ❝❧✐❡♥2" P "❡%✈✐% ✭▲✐♥❡❤❛✉❧"✮✱ ❝❤❛❝✉♥ ♥1✲

❝❡""✐2❛♥2 ✉♥❡ H✉❛♥2✐21 ❞♦♥♥1❡ ❞❡ ♣%♦❞✉✐2" P ❧✐✈%❡%✳ ▲❡ ❞❡✉①✐Q♠❡ "♦✉"✲❡♥"❡♠❜❧❡

B✱ ❝♦♥2✐❡♥2 m ❝❧✐❡♥2" ❇❛❝❦❤❛✉❧"✱ ♦R ✉♥❡ H✉❛♥2✐21 ❞♦♥♥1❡ ❞❡ ♣%♦❞✉✐2" ❡♥2%❛♥2"

❞♦✐✈❡♥2 52%❡ %❛♠❛""1" ❬❚♦2❤ ✷✵✵✶❪✳ ▲❡" ❝❧✐❡♥2" "♦♥2 ♥✉♠1%♦21❡" ❞❡ "♦%2❡ H✉❡ ✿

L = 1, ..., n ❡2 B = n+ 1, ..., n+m✳

❉❛♥" ❧❡ ❱❘L❇✱ ✉♥❡ ❝♦♥2%❛✐♥2❡ ❞❡ ♣%1❝1❞❡♥❝❡ ❡♥2%❡ ❧❡" ❝❧✐❡♥2" ❞❡ ❝♦❧❧❡❝2❡ ✭❇❛❝❦✲

❤❛✉❧"✮ ❡2 ❞❡ ❧✐✈%❛✐"♦♥ ✭▲✐♥❡❤❛✉❧"✮ ❡①✐"2❡ ✿ ❧♦%"H✉✬✉♥❡ %♦✉2❡ ❝♦♥2✐❡♥2 ❧❡" ❞❡✉①

2②♣❡" ❞❡ ❝❧✐❡♥2"✱ 2♦✉" ❧❡" ❝❧✐❡♥2" ❞❡ ❧✐✈%❛✐"♦♥ ❞♦✐✈❡♥2 52%❡ "❡%✈✐" ❛✈❛♥2 2♦✉2

❝❧✐❡♥2 ❞❡ ❝♦❧❧❡❝2❡ H✉✐ ♣❡✉2 52%❡ "❡%✈✐✳ ❯♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ♥1❣❛2✐✈❡ di✱ ♣♦✉% 52%❡

❧✐✈%1❡ ♦✉ ❝♦❧❧❡❝21❡ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ "♦♥ 2②♣❡✱ ❡"2 ❛""♦❝✐1 P ❝❤❛H✉❡ ❝❧✐❡♥2 i✱ ❡2



✶✳✷✳ ❱❛%✐❛♥(❡* ❞✉ ♣%♦❜❧1♠❡ ❞❡ (♦✉%♥3❡* ❞❡ ✈3❤✐❝✉❧❡* ✶✶

❧❡ ❞#♣%& ❡'& ❛''♦❝✐# , ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ✜❝&✐✈❡ d0 = 0✳ ▲♦4'5✉❡ ❧❛ ♠❛&4✐❝❡ ❞❡'

❝♦6&' ❡'& ❛'②♠#&4✐5✉❡✱ ❧❡ ♣4♦❜❧:♠❡ ❡'& ❛♣♣❡❧# ❆'②♠♠❡&4✐❝ ❱❘> ✇✐&❤ ❇❛❝❦✲

❤❛✉❧' ✭❆❱❘>❇✮✳

▲❡ ❱❘>❇ ✭❡& ❆❱❘>❇ ❛✐♥'✐✮ ❝♦♥'✐'&❡ , &4♦✉✈❡4 ❡①❛❝&❡♠❡♥& ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝&✐♦♥ ❞❡

❑ ❝✐4❝✉✐&' '✐♠♣❧❡' , ✉♥ ❝♦6& ♠✐♥✐♠❛❧✱ &❡❧❧❡ 5✉❡ ❬❚♦&❤ ✷✵✵✶❪ ✿

✶✳ ❈❤❛5✉❡ ❝✐4❝✉✐& ✈✐'✐&❡ ❧❡ '♦♠♠❡& ❞❡ ❞#♣%& ❀

✷✳ ❈❤❛5✉❡ '♦♠♠❡& ❞❡ ❝❧✐❡♥& ❡'& ✈✐'✐&# ❡①❛❝&❡♠❡♥& ♣❛4 ✉♥ ❝✐4❝✉✐& ❀

✸✳ ▲❛ ❞❡♠❛♥❞❡ &♦&❛❧❡ ❞❡' ❞❡✉① &②♣❡' ❞❡ ❝❧✐❡♥&' ✈✐'✐&#' ♣❛4 ✉♥ ❝✐4❝✉✐& ♥❡

❞♦✐& ♣❛' ❞#♣❛''❡4 '#♣❛4#♠❡♥&✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐&# C ❞✉ ✈#❤✐❝✉❧❡ ❀

✹✳ ❉❛♥' ❝❤❛5✉❡ ❝✐4❝✉✐&✱ &♦✉' ❧❡' ❝❧✐❡♥&' ▲✐♥❡❤❛✉❧' ✭❞❡ ❧✐✈4❛✐'♦♥✮ ♣4#❝#❞❡4❛

❧❛ ❝❧✐❡♥&:❧❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝&❡✱ ❧❡ ❝❛' #❝❤#❛♥&✳ ▲❡' ❝✐4❝✉✐&' ❝♦♥&❡♥❛♥& '❡✉❧❡♠❡♥&

❧❡' ❝❧✐❡♥&' ❇❛❝❦❤❛✉❧' ❣#♥#4❛❧❡♠❡♥& ♥❡ '♦♥& ♣❛' ❛✉&♦4✐'#'✳

>❛4 ❛✐❧❧❡✉4'✱ ♦♥ ♦❜'❡4✈❡ 5✉❡ ❧❛ ❝♦♥&4❛✐♥&❡ ❞❡ ♣4#❝#❞❡♥❝❡ ✭✹✮ ✐♥&4♦❞✉✐& ✉♥❡

♦4✐❡♥&❛&✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐&❡ ✈❡4' ❞❡' ✐&✐♥#4❛✐4❡' ❞❡ ✈#❤✐❝✉❧❡' ♠✐①&❡'✱ ❝✳✲,✲❞✳✱ ❧❡' 4♦✉&❡'

5✉✐ ✈✐'✐&❡♥& , ❧❛ ❢♦✐' ❧❡' '♦♠♠❡&' ❞❡ ❧✐✈4❛✐'♦♥ ❡& ❞❡ ❝♦❧❧❡❝&❡✳

✶✳✷✳✹ ❱❘&&❉ ✭❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉0✐♥❣ &3♦❜❧❡♠ ✇✐0❤ &✐❝❦✉♣

❛♥❞ ❉❡❧✐✈❡3②✮

❉❛♥' ❧❛ ✈❡4'✐♦♥ ❞❡ ❜❛'❡ ❞❡ ❱❘>>❉✱ ❝❤❛5✉❡ ❝❧✐❡♥& i ❡'& ❛''♦❝✐# ❛✈❡❝ ❞❡✉①

5✉❛♥&✐&#' di ❡& pi✱ 4❡♣4#'❡♥&❛♥& ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡' ♣4♦❞✉✐&' ❤♦♠♦❣:♥❡' , ❧✐✈4❡4

❡& , ❝♦❧❧❡❝&❡4 ❛✉ ❝❧✐❡♥& i✱ 4❡'♣❡❝&✐✈❡♠❡♥&✳ ❉❛♥' ❝❡4&❛✐♥' ❝❛'✱ '❡✉❧❡♠❡♥& ✉♥❡

5✉❛♥&✐&# ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ d′i = di−pi ❡'& ✉&✐❧✐'#❡ ♣♦✉4 ❝❤❛5✉❡ ❝❧✐❡♥& i✱ ✐♥❞✐5✉❛♥& ❧❛

❞✐✛#4❡♥❝❡ ♥❡&&❡ ❡♥&4❡ ❧❡' ❞❡♠❛♥❞❡' ❞❡ ❧✐✈4❛✐'♦♥ ❡& ❞❡ ❝♦❧❧❡❝&❡ ✭#✈❡♥&✉❡❧❧❡♠❡♥&

♥#❣❛&✐✈❡✮✳ >♦✉4 ❝❤❛5✉❡ ❝❧✐❡♥& i✱ Oi ❞#♥♦&❡ ❧❡ '♦♠♠❡& 5✉✐ ❡'& ❧✬♦4✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛

❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✐✈4❛✐'♦♥✱ ❡& Di ❞#♥♦&❡ ❧❡ '♦♠♠❡& 5✉✐ ❡'& ❧❛ ❞❡'&✐♥❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝&❡✳

❖♥ '✉♣♣♦'❡ 5✉❡✱ , ❝❤❛5✉❡ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥& ❞✬✉♥ ❝❧✐❡♥&✱ ❧❛ ❧✐✈4❛✐'♦♥ ❡'& ❡①#✲

❝✉&#❡ ❛✈❛♥& ❧❛ ❝♦❧❧❡❝&❡ ❀ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❤❛4❣❡♠❡♥& ❝♦✉4❛♥& ❞✉ ✈#❤✐❝✉❧❡ ❛✈❛♥& '♦♥

❛44✐✈#❡ , ✉♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥& ❞♦♥♥# ❡'& ❞#✜♥✐ ♣❛4 ❧❛ ❝❤❛4❣❡ ✐♥✐&✐❛❧❡ ♠♦✐♥' &♦✉&❡'

❧❡' ❞❡♠❛♥❞❡' ❞#❥, ❧✐✈4❡4 ♣❧✉' &♦✉&❡' ❧❡' ❞❡♠❛♥❞❡' ❞#❥, ❝♦❧❧❡❝&#❡'✳

▲❡ ❱❘>>❉ ❝♦♥'✐'&❡ , &4♦✉✈❡4 ❡①❛❝&❡♠❡♥& ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝&✐♦♥ ❞❡ K ❝✐4❝✉✐&' '✐♠♣❧❡'

❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦6& ♠✐♥✐♠❛❧ &❡❧ 5✉❡ ✿

✶✳ ❈❤❛5✉❡ ❝✐4❝✉✐& ✈✐'✐&❡ ❧❡ '♦♠♠❡& ❞❡ ❞#♣%&✳

✷✳ ❈❤❛5✉❡ '♦♠♠❡& ❞❡ ❝❧✐❡♥& ❡'& ✈✐'✐&# ❡①❛❝&❡♠❡♥& ♣❛4 ✉♥ ❝✐4❝✉✐&✳

✸✳ ▲❛ ❝❤❛4❣❡ ❝♦✉4❛♥&❡ ❞✉ ✈#❤✐❝✉❧❡ &♦✉& ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝✐4❝✉✐& ♥❡ ❞♦✐& ♣❛' Z&4❡

♥#❣❛&✐✈❡ ❡& ♥❡ ❞♦✐& ❥❛♠❛✐' ❞#♣❛''❡4 ❧❛ ❝❛♣❛❝✐&# C ❞✉ ✈#❤✐❝✉❧❡✳



✶✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ +(♦❜❧/♠❡ ❞❡ ❚♦✉(♥5❡6 ❞❡ ❱5❤✐❝✉❧❡6

✹✳ "♦✉% ❝❤❛)✉❡ ❝❧✐❡♥. ✐✱ ❧❡ ❝❧✐❡♥. Oi ❞♦✐. 1.%❡ 2❡%✈✐ ❞❛♥2 ❧❡ ♠1♠❡ ❝✐%❝✉✐. ❡.

❛✈❛♥. ❧❡ ❝❧✐❡♥. i ❀ ❡.

✺✳ "♦✉% ❝❤❛)✉❡ ❝❧✐❡♥. i✱ ❧❡ ❝❧✐❡♥. Di ❞♦✐. 1.%❡ 2❡%✈✐ ❞❛♥2 ❧❡ ♠1♠❡ ❝✐%❝✉✐. ❡.

❛♣%82 ❧❡ ❝❧✐❡♥. i✳

▲❡ ❱❘""❉ ❡2. ✉♥❡ ❣>♥>%❛❧✐2❛.✐♦♥ ❞✉ ❱❘" ❝❧❛22✐)✉❡✱ )✉✐ ❛♣♣❛%.✐❡♥. ❛✉22✐

? ✉♥❡ ❧❛%❣❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣%♦❜❧8♠❡2 ❞❡ ❧✐✈%❛✐2♦♥ ❡. ❈♦❧❧❡❝.❡ ✭"❉"2✮✳ ❖♥ ♣❡✉.

1.%❡ ❞✐2.✐♥❣✉> .%♦✐2 ❢❛♠❡✉① .②♣❡2 ❞❡ ♣%♦❜❧8♠❡2 ❞❡ ❝♦❧❧❡❝.❡ ❡. ❧✐✈%❛✐2♦♥ )✉✐ ♦♥.

>.> >.✉❞✐> ❞❛♥2 ❧❛ ❧✐..>%❛.✉%❡✳ ❯♥ ❡2. "%♦❜❧8♠❡ ❞❡ ❧✐✈%❛✐2♦♥ ❡. ❝♦❧❧❡❝.❡ ? ✉♥

2❡✉❧ ♣%♦❞✉✐. ✭2✐♥❣❧❡✲❝♦♠♠♦❞✐.② "❉"✮ ❞❛♥2 ❧❡)✉❡❧ ✉♥ 2❡✉❧ .②♣❡ ❞❡ ❜✐❡♥2 ❡2.

2♦✐. ❝♦❧❧❡❝.> ♦✉ ❜✐❡♥ ❧✐✈%> ? ❝❤❛)✉❡ ♥♦❡✉❞✳ ❈✬❡2. ❧❡ ❝❛2 ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ )✉❛♥❞

✉♥❡ ✈>❤✐❝✉❧❡ ❜❧✐♥❞>❡ .%❛♥2♣♦%.❡ ❞❡ ❧✬❛%❣❡♥. ❡♥.%❡ ❞❡2 ❜%❛♥❝❤❡2 ❞❡ ❜✉%❡❛✉①

❞✬✉♥❡ ❜❛♥)✉❡✳ ❯♥❡ ❛✉.%❡ ✈❛%✐❛♥.❡ ❡2. ❧❡ ♣%♦❜❧8♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝.❡ ❡. ❞❡ ❧✐✈%❛✐2♦♥ ?

❞❡✉① ♣%♦❞✉✐.2 ✭.✇♦✲❝♦♠♠♦❞✐.② "❉"✮ ♦L ❞❡✉① .②♣❡2 ❞❡ ❜✐❡♥2 2♦♥. ❝♦♥2✐❞>%>2

❡. ❝❤❛)✉❡ ♥♦❡✉❞ ♣❡✉. ❛❣✐% ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧✐✈%❛✐2♦♥ ❡. ❞❡ ❝♦❧❧❡❝.❡ ❛✉

♠1♠❡ .❡♠♣2✳ ❈❡ ♣%♦❜❧8♠❡ 2✉%✈✐❡♥. ❞❛♥2 ❧❛ ❧✐✈%❛✐2♦♥ ❞❡2 ❜♦✐22♦♥2 )✉❛♥❞ ❧❡2

✈>❤✐❝✉❧❡2 ❧✐✈%❡♥. ❧❡2 ❜♦✉.❡✐❧❧❡2 ♣❧❡✐♥❡2 ❡. ❝♦❧❧❡❝.❡♥. ❝❡❧❧❡2 )✉✐ 2♦♥. ✈✐❞❡2✳ ❯♥❡

✈❛%✐❛♥.❡ ❞❡ ❝❡ ♣%♦❜❧8♠❡ ❡2. ❧❡ ❱❘" ✇✐.❤ ❇❛❝❦❤❛✉❧2 ♦L .♦✉.❡2 ❧❡2 ❧✐✈%❛✐2♦♥2

❞♦✐✈❡♥. 1.%❡ ❡①>❝✉.>❡2 ❛✈❛♥. .♦✉.❡ ❝♦❧❧❡❝.❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥.✱ ❧❡ "❉" ? ♥✲♣%♦❞✉✐.2

2❡ ♣%♦❞✉✐. )✉❛♥❞ ❝❤❛)✉❡ ♣%♦❞✉✐. ❡2. ❛22♦❝✐> ? ✉♥ 2❡✉❧ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝.❡ ❡. ✉♥

2❡✉❧ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧✐✈%❛✐2♦♥✳ ❈✬❡2. ❧❡ ❝❛2 ♦L ❞❡2 ✈♦②❛❣❡✉%2 ♦✉ ❞❡2 ❜✐❡♥2 ❞♦✐✈❡♥.

1.%❡ .%❛♥2♣♦%.>2 ❞✬✉♥❡ ♦%✐❣✐♥❡ ? ✉♥❡ ❞❡2.✐♥❛.✐♦♥✳ ❉✬❤❛❜✐.✉❞❡✱ ❝❡ ♣%♦❜❧8♠❡ 2❡

%❛♠8♥❡ ❛✉ ❧❡ ❱❘""❉✳

"✉✐2)✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛%. ❞❡2 ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥2 ♣%❛.✐)✉❡2 ❞❡ ❱❘""❉ ✐♥❝❧✉❡♥. ❞❡2

%❡2.%✐❝.✐♦♥2 2✉% ❧❡ .❡♠♣2 ❞❛♥2 ❧❡)✉❡❧ ❝❤❛)✉❡ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥. ♣❡✉. 1.%❡ ✈✐2✐.> ♣❛%

✉♥ ✈>❤✐❝✉❧❡✱ ✐❧ ❡2. ♣%❛.✐)✉❡ ❞❡ ♣%>2❡♥.❡% ✉♥❡ ✈❛%✐❛♥.❡ ❣>♥>%❛❧❡ ❞✉ ♣%♦❜❧8♠❡✱

♥♦♠♠>❡ ❱❘""❉ ❛✈❡❝ ❢❡♥1.%❡2 ❞❡ .❡♠♣2 ✭❱❘""❉❚❲✮✳

◆♦.♦♥2 ♣❛% n ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ %❡)✉1.❡2 ? 2❛.✐2❢❛✐%❡✳ ❙✉♣♣♦2♦♥2 )✉❡ .♦✉2 ❧❡2

✈>❤✐❝✉❧❡2 ♦♥. ✉♥ 2❡✉❧ 2♦♠♠❡. ❞❡ ❞>♣T.✳ ▲❡ ❱❘""❉❚❲ ♣❡✉. 1.%❡ ❞>✜♥✐ ♣❛%

✉♥ ❣%❛♣❤❡ ❞✐%❡❝. G = (N,A) ♦L N = P ∪ D ∪ {0, 2n + 1}, P = {1, ..., n} ❡.

D = {n + 1, ..., 2n}✳ ▲❡2 2♦✉2 ❡♥2❡♠❜❧❡2 P ❡. D ❝♦♥.✐❡♥♥❡♥. ❧❡2 ♥♦❡✉❞2 ❞❡

❝♦❧❧❡❝.❡ ❡. ❞❡ ❧✐✈%❛✐2♦♥✱ %❡2♣❡❝.✐✈❡♠❡♥.✱ ♦L ❧❡2 ♥♦❡✉❞2 0 ❡. 2n + 1 ♣%>2❡♥.❡♥.

❧❡ ❞>♣T. ❞✬♦%✐❣✐♥❡ ❡. ❞❡ ❞❡2.✐♥❛.✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ❝❤❛)✉❡ %❡)✉1.❡ i ❡2. ❛✐♥2✐ ❛22♦❝✐>

✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞✬♦%✐❣✐♥❡ i ❡. ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❞❡2.✐♥❛.✐♦♥ n + i✳ ❙✉♣♣♦2♦♥2 K ❡2.

❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 ✈>❤✐❝✉❧❡2 ❡. m = |K|✳ ➚ ❝❤❛)✉❡ ✈>❤✐❝✉❧❡ k ∈ K ❡2. ❛22♦❝✐>❡

✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐.> Qk ❡. 2❛ ❞✉%>❡ .♦.❛❧❡ ? ♥❡ ♣❛2 ❞>♣❛22❡% ❡♥ %♦✉.❡ Tk✳ ❆✈❡❝ ❝❤❛)✉❡

♥♦❡✉❞ i ∈ N ❡2. ❛22♦❝✐> ✉♥❡ ❝❤❛%❣❡ qi ❡. ✉♥❡ ❞✉%>❡ ❞❡ 2❡%✈✐❝❡ ♥♦♥ ♥>❣❛.✐✈❡

di .❡❧ )✉❡ q0 = q2n+1 = 0, qi = −qn+i(i = 1, ..., n) ❡. d0 = d2n+1 = 0✳ ❯♥❡

❢❡♥1.%❡ ❞❡ .❡♠♣2 [ei, li] ❡2. ❛✉22✐ ❛22♦❝✐>❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛)✉❡ ♥♦❡✉❞ i ∈ N ♦L ei ❡. li
%❡♣%>2❡♥.❡♥. ❧❡ .❡♠♣2 ❧❡ ♣❧✉2 .T. ❡. ❧❡ ♣❧✉2 .❛%❞✱ %❡2♣❡❝.✐✈❡♠❡♥.✱ ❞❛♥2 ❧❡)✉❡❧



✶✳✷✳ ❱❛%✐❛♥(❡* ❞✉ ♣%♦❜❧1♠❡ ❞❡ (♦✉%♥3❡* ❞❡ ✈3❤✐❝✉❧❡* ✶✸

❧❡ "❡#✈✐❝❡ ♣❡✉) ❞+♠❛##❡# ❛✉ ♥♦❡✉❞ i✳ ❆ ❝❤❛3✉❡ ❛#❝ (i, j) ∈ A ❡") ❛""♦❝✐+ ✉♥

❝♦4) ❞❡ #♦✉)❛❣❡ cij ❡) ✉♥ )❡♠♣" ❞❡ ✈♦②❛❣❡ tij✳

7♦✉# ❝❤❛3✉❡ ❛#❝ (i, j) ∈ A ❡) ❝❤❛3✉❡ ✈+❤✐❝✉❧❡ k ∈ K, xk
ij = 1 "✐ ❡) "✐

"❡✉❧❡♠❡♥) "✐ ❧❡ ✈+❤✐❝✉❧❡ k ✈♦②❛❣❡ ❞✉ ♥♦❡✉❞ i ❥✉"3✉✬❛✉ ♥♦❡✉❞ j✳ 7♦✉# ❝❤❛3✉❡

♥♦❡✉❞ i ∈ N ❡) ❝❤❛3✉❡ ✈+❤✐❝✉❧❡ k ∈ K✳ ❙♦✐) Bik ❧❡ )❡♠♣" ❞❛♥" ❧❡3✉❡❧ ✉♥

✈+❤✐❝✉❧❡ k ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧❡ "❡#✈✐❝❡ ❛✉ ♥♦❡✉❞ i✱ ❡) Qik ❡") ❧❛ ❝❤❛#❣❡ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡

k ❛♣#<" 3✉✬✐❧ ✈✐"✐)❡ ❧❡ ♥♦❡✉❞ i✳ ▲❡ ❱❘77❉❚❲ ♣❡✉) C)#❡ ❢♦#♠✉❧+ ❝♦♠♠❡ "✉✐)

❬❉❡"❛✉❧♥✐❡#" ✷✵✵✶❪ ✿

min
∑

k∈K

∑

i∈N

∑

j∈N

ckijx
k
ij ✭✶✳✶✹✮

❙♦✉" ✿

∑

k∈K

∑

j∈N

xk
ij = 1, (i ∈ P ) ✭✶✳✶✺✮

∑

j∈N

xk
ij −

∑

j∈N

xk
n+i,j = 0, (i ∈ P, k ∈ K) ✭✶✳✶✻✮

∑

j∈N

xk
0j = 1, (k ∈ K) ✭✶✳✶✼✮

∑

j∈N

xk
ji −

∑

j∈N

xk
ij = 0, (i ∈ P ∪D, k ∈ K) ✭✶✳✶✽✮

∑

i∈N

xk
i,2n+1 = 1, (k ∈ K) ✭✶✳✶✾✮

Bk
j ≥ (Bk

i + di + tij)x
k
ij, (i ∈ N, j ∈ N, k ∈ K) ✭✶✳✷✵✮

Qk
j ≥ (Qk

i + qj)x
k
ij, (i ∈ N, j ∈ N, k ∈ K) ✭✶✳✷✶✮

Bk
i + di + ti,n+i ≤ Bk

n+i, (i ∈ P, k ∈ K) ✭✶✳✷✷✮

Bk
2n+1 − Bk

0 ≤ (Tk, (k ∈ K) ✭✶✳✷✸✮



✶✹ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ +(♦❜❧/♠❡ ❞❡ ❚♦✉(♥5❡6 ❞❡ ❱5❤✐❝✉❧❡6

ei ≤ Bk
i ≤ li, (i ∈ N, k ∈ K) ✭✶✳✷✹✮

max{0, qi} ≤ Qk
i ≤ min{Qk, Qk + qi}, (i ∈ N, k ∈ K) ✭✶✳✷✺✮

xk
ij ∈ {0, 1}, (i ∈ N, j ∈ N, k ∈ K) ✭✶✳✷✻✮

▲❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ♦❜❥❡❝.✐❢ ♠✐♥✐♠✐4❡ ❧❡ ❝♦6. .♦.❛❧ ❞❡ 8♦✉.❛❣❡✳ ▲❡4 ❝♦♥.8❛✐♥.❡4

✭✶✳✶✹✮ ❡. ✭✶✳✶✺✮ ❛44✉8❡♥. ;✉❡ ❝❤❛;✉❡ 8❡;✉=.❡ ❡4. 4❡8✈✐❡ ❡①❛❝.❡♠❡♥. ✉♥❡ ❢♦✐4

❡. ;✉❡ ❧❡4 ♥♦❡✉❞4 ❞❡ ❧✐✈8❛✐4♦♥ ❡. ❞❡ ❝♦❧❧❡❝.❡ ❛44♦❝✐@4 4♦♥. ✈✐4✐.@4 ♣❛8 ❧❡ ♠=♠❡

✈@❤✐❝✉❧❡✳ ▲❡4 ❝♦♥.8❛✐♥.❡4 ✭✶✳✶✻✮✲✭✶✳✶✾✮ ❣❛8❛♥.✐44❡♥. ;✉❡ ❧❛ 8♦✉.❡ ❞❡ ❝❤❛;✉❡

✈@❤✐❝✉❧❡ ❦ ❝♦♠♠❡♥❝❡ E ❧✬♦8✐❣✐♥❡ ❞@♣G. ❡. .❡8♠✐♥❡ ❛✉ ❞@♣G. ❞❡4.✐♥❛.✐♦♥✳ ▲❛

❝♦❤@8❡♥.❡ ❞❡4 ✈❛8✐❛❜❧❡4 ❞❡ .❡♠♣4 ❡. ❞❡ ❝❤❛8❣❡ ❡4. ❛44✉8@❡ ♣❛8 ❧❡4 ❝♦♥.8❛✐♥.❡4

✭✶✳✷✵✮ ❡. ✭✶✳✷✶✮✳ ▲❛ ❝♦♥.8❛✐♥.❡ ✭✶✳✷✷✮ ❢♦8❝❡ ❧❡4 ✈@❤✐❝✉❧❡4 E ✈✐4✐.❡8 ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡

❝♦❧❧❡❝.❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✈❛♥. 4♦♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧✐✈8❛✐4♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✐♥@❣❛❧✐.@ ✭✶✳✷✸✮

❧✐♠✐.❡ ❧❛ ❞✉8@❡ ❞❡ ❝❤❛;✉❡ 8♦✉.❡ ❛❧♦84 ;✉❡ ✭✶✳✷✹✮ ❡. ✭✶✳✷✺✮ ✐♠♣♦4❡ ❧❛ ❢❡♥=.8❡ ❞❡

.❡♠♣4 ❡. ❧❡4 ❝♦♥.8❛✐♥.❡4 ❞❡ ❝❛♣❛❝✐.@✱ 8❡4♣❡❝.✐✈❡♠❡♥.✳

✶✳✷✳✺ ❖❱❘' ✭❖♣❡♥ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉2✐♥❣ '4♦❜❧❡♠✮

▲❡ ♣8♦❜❧M♠❡ ❞❡ .♦✉8♥@❡4 ❞❡ ✈@❤✐❝✉❧❡ ♦✉✈❡8. ✭❖❱❘Q✮ ❡4. ✉♥❡ ✈❛8✐❛♥.❡ ❞✉

♣8♦❜❧M♠❡ ❞❡ 8♦✉.❛❣❡ ❞❡ ✈@❤✐❝✉❧❡ ❝❧❛44✐;✉❡ ♦R ❧❡4 ✈@❤✐❝✉❧❡4 ♥❡ 8❡✈✐❡♥♥❡♥. ♣❛4

❛✉ ❞@♣G. ❛♣8M4 ❧❡ 4❡8✈✐❝❡ ❞❡4 ❝❧✐❡♥.4✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❞✬❖❱❘Q ❞❛♥4 ❧❛ ✈✐❡ 8@❡❧❧❡

4✬❛❣✐. ❞✉ ❝❛4 ♦R 4♦✐. ❧✬❡♥.8❡♣8✐4❡ ♥✬❛ ♣❛4 ❞✉ .♦✉. ❞❡ ✈@❤✐❝✉❧❡4✱ ♦✉ ❧❡4 ✈@❤✐❝✉❧❡4

❛♣♣❛8.❡♥❛♥. E ❧✬❡♥.8❡♣8✐4❡ ♥❡ 4♦♥. ♣❛4 4✉✣4❛♥.4 ♣♦✉8 ♣♦✉✈♦✐8 ❧❡4 ✉.✐❧✐4❡8 ❞❛♥4

❧❛ ❞✐4.8✐❜✉.✐♦♥ ❞❡4 ♣8♦❞✉✐.4 ❛✉① ❝❧✐❡♥.4✳ ❉❛♥4 ❧❡4 ❞❡✉① ❝❛4✱ ❧✬❡♥.8❡♣8✐4❡ ❞♦✐.

❧♦✉❡8 ✉♥ ❝❡8.❛✐♥ ♥♦♠❜8❡ ❞❡ ✈@❤✐❝✉❧❡4 ❛✜♥ ❞❡ 8@❛❧✐4❡8 ❧❛ ❞✐4.8✐❜✉.✐♦♥ ❞❡4 ♣8♦✲

❞✉✐.4✳ ▲♦84;✉❡ ❧❡4 ✈@❤✐❝✉❧❡4 .❡8♠✐♥❡♥. ❧❡✉8 .♦✉8♥@❡✱ ✐❧4 ♥❡ 8❡✈✐❡♥♥❡♥. ♣❛4 ❛✉

❞@♣G.✳ ❉✉ ♣♦✐♥. ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣.✐♠✐4❛.✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛.♦✐8❡✱ ❧❛ ♣8✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛@8❡♥❝❡

❡♥.8❡ ❧❡ ❈❱❘Q ❡. ❧❛ ❖❱❘Q ❡4. ;✉❡ ❞❛♥4 ❧❡ ♣8❡♠✐❡8 ❝❛4✱ ❧❛ 8♦✉.❡ ❡4. ✉♥ ❝②❝❧❡

❤❛♠✐❧.♦♥✐❡♥ .❛♥❞✐4 ;✉❡ ❞❛♥4 ❧❡ 4❡❝♦♥❞ ❝❛4✱ ❧❛ 8♦✉.❡ ❡4. ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧.♦♥✐❡♥

❬▼❛8✐♥❛❦✐4 ✷✵✶✸❪✳

❉❛♥4 ❧❡ ♣8♦❜❧M♠❡ ❖❱❘Q✱ ❧✬♦❜❥❡❝.✐❢ ❡4. ❞❡ ♠✐♥✐♠✐4❡8 ❧❡ ♥♦♠❜8❡ ❞❡ ✈@❤✐❝✉❧❡4

❡. ❞❡ ♠✐♥✐♠✐4❡8 ❧❛ ❞✐4.❛♥❝❡ .♦.❛❧❡ ✭♦✉ ❧❡ .❡♠♣4✮ ✈♦②❛❣@✳ ❈❤❛;✉❡ ✐.✐♥@8❛✐8❡

❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✉ ❞@♣G. ❡. 4❡ .❡8♠✐♥❡ E ✉♥ ❝❧✐❡♥.✱ ✈✐4✐.❛♥. ✉♥ ❝❡8.❛✐♥ ♥♦♠❜8❡ ❞❡

❝❧✐❡♥.4✱ ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ ❢♦✐4✱ 4❛♥4 8❡.♦✉8 ❛✉ ❞@♣G.✳ ▲❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛;✉❡ ❝❧✐❡♥.

❞♦✐. =.8❡ ❝♦♠♣❧M.❡♠❡♥. .8❛✐.@❡ ♣❛8 ✉♥ 4❡✉❧ ✈@❤✐❝✉❧❡✳ ▲❛ ❞❡♠❛♥❞❡ .♦.❛❧❡ ❞❡4✲

4❡8✈✐❡ ♣❛8 ❝❤❛;✉❡ ✈@❤✐❝✉❧❡ ♥❡ ❞♦✐. ♣❛4 ❞@♣❛44❡8 ❧❛ ❝❛♣❛❝✐.@ ❞✉ ✈@❤✐❝✉❧❡✳ ❊♥

♦✉.8❡✱ ❞❛♥4 ✉♥❡ ✈❛8✐❛♥.❡ ❞✉ ♣8♦❜❧M♠❡✱ ❧❡ .❡♠♣4 ❞✉ ✈♦②❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛;✉❡ ✈@❤✐❝✉❧❡

♥❡ ❞♦✐. ♣❛4 ❞@♣❛44❡8 ✉♥❡ ❧✐♠✐.❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❬❨✉ ✷✵✶✶❪✳

▲❛ ❢♦8♠✉❧❛.✐♦♥ ❣@♥@8❛❧❡ ❡4. ❞@❝8✐.❡ ❝♦♠♠❡ 4✉✐. ❬❙❛8✐❦❧✐4 ✷✵✵✵❪ ✿ ❙♦✐. n ❧❡



✶✳✷✳ ❱❛%✐❛♥(❡* ❞✉ ♣%♦❜❧1♠❡ ❞❡ (♦✉%♥3❡* ❞❡ ✈3❤✐❝✉❧❡* ✶✺

♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥*+✱ N = 1, ..., n ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ❝❧✐❡♥*+✱ ❡* N0 = 0, 1, ..., n ❧✬❡♥✲

+❡♠❜❧❡ ❞❡ *♦✉+ ❧❡+ ❝❧✐❡♥*+ ❡* ❧❡ ❞0♣2*✳ ❈❡ ❞❡$♥✐❡$ ❡+* ✐❞❡♥*✐✜0 ♣❛$ 0✳ ❙♦✐*

K = {1, 2, ..., k} ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ✈0❤✐❝✉❧❡+✳ ❙♦✐* di ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✉ ❝❧✐❡♥* i ∈ N ✱

+♦✐* lh ❧❛ ❝❤❛$❣❡ ❞✉ ✈0❤✐❝✉❧❡ h ∈ K✳ ❊♥ ♦✉*$❡✱ max(di) ≤ max(lh)✳ ❉0✜♥✐+✲

+❛♥* ✿

yih =

{

1 +✐ ❧❡ +♦♠♠❡* i ✭❝❧✐❡♥* ♦✉ ❞0♣♦*✮❡+* ✈✐+✐*0 ♣❛$ ❧❡ ✈0❤✐❝✉❧❡ h

0 +✐♥♦♥

✭✶✳✷✼✮

xijh =

{

1 +✐ ❧❡ ✈0❤✐❝✉❧❡ h ✈♦②❛❣❡ ❞✉ +♦♠♠❡* i ❛✉ +♦♠♠❡* j

0 +✐♥♦♥

✭✶✳✷✽✮

❙♦✐* cij ❧❡ ❝♦E* ❞❡ *$❛♥+♣♦$* ✭❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐+*❛♥❝❡✱ ❧❡ *❡♠♣+✳✳✳❡*❝✳✮ ❡♥*$❡ ❧❡+

❝❧✐❡♥*+ i ❡* j✳ ▲❡ ♠♦❞G❧❡ ♠❛*❤0♠❛*✐H✉❡ ❞✉ ♣$♦❜❧G♠❡ ❖❱❘L ❡+* ❞0❝$✐* ❝♦♠♠❡

+✉✐* ✿

♠✐♥ Z =
n

∑

i=0

n
∑

j=1

k
∑

h=1

cijxijh ✭✶✳✷✾✮

❙♦✉+ ✿

n
∑

i=0

diyih ≤ lh, ∀h ∈ K ✭✶✳✸✵✮

k
∑

h=1

yih = 1, i = 1, ..., n ✭✶✳✸✶✮

n
∑

i=0

xijh = yih, j = 1, ..., n; ∀h ∈ K ✭✶✳✸✷✮

n
∑

j=1

xijh = yih, i = 1, ..., n; ∀h ∈ K ✭✶✳✸✸✮

xijh = 0 ♦$ 1; i, j = 1, ..., n; ∀h ∈ K ✭✶✳✸✹✮

yih = 0 ♦$ 1; i, j = 1, ..., n; ∀h ∈ K ✭✶✳✸✺✮

❉❛♥+ ❧❡ ♠♦❞G❧❡✱ ❧❛ ❢♦$♠✉❧❡ ✭✶✳✷✾✮ ❡+* ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ♦❜❥❡❝*✐❢ H✉✐ ♠✐♥✐♠✐+❡

❧❛ ❞✐+*❛♥❝❡ *♦*❛❧❡ *$❛✈❡$+0❡✳ ▲❛ ❝♦♥*$❛✐♥*❡ ✭✶✳✸✵✮ ♣♦$*❡ +✉$ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐*0 ❞❡+

✈0❤✐❝✉❧❡+✳ ▲❛ ❝♦♥*$❛✐♥*❡ ✭✶✳✸✶✮ ✐♥❞✐H✉❡ H✉❡ ❝❤❛H✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞♦✐*

T*$❡ +❡$✈✐ ❀ ✭✶✳✸✷✮ ❡* ✭✶✳✸✸✮ ❛++✉$❡♥* H✉❡ ❝❤❛H✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡+* +❡$✈✐

♣❛$ ❡①❛❝*❡♠❡♥* ❧❡ ♠T♠❡ ✈0❤✐❝✉❧❡✳



✶✻ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ +(♦❜❧/♠❡ ❞❡ ❚♦✉(♥5❡6 ❞❡ ❱5❤✐❝✉❧❡6

✶✳✷✳✻ ❉❱❘' ✭❉②♥❛♠✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉4✐♥❣ '6♦❜❧❡♠✮

▲❛ ♣#❡♠✐'#❡ #(❢(#❡♥❝❡ , ✉♥ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞❡ #♦✉2❛❣❡ ❞②♥❛♠✐5✉❡ ❞✉ ✈(❤✐❝✉❧❡

❡82 ❞✉❡ , ❲✐❧8♦♥ ❡2 ❈♦❧✈✐♥ ❬❲✐❧8♦♥ ✶✾✼✼❪✳ ■❧8 ♦♥2 (2✉❞✐( ❧❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ❉❆❘E

, ✉♥ 8❡✉❧ ✈(❤✐❝✉❧❡✱ ❞❛♥8 ❧❡5✉❡❧ ❧❡8 ❞❡♠❛♥❞❡8 ❞❡8 ❝❧✐❡♥28 8♦♥2 ❞❡8 ✈♦②❛❣❡8 ,

♣❛#2✐# ❞✬✉♥❡ ♦#✐❣✐♥❡ ✈❡#8 ✉♥❡ ❞❡82✐♥❛2✐♦♥ 5✉✐ ❛♣♣❛#❛✐2 ❞②♥❛♠✐5✉❡♠❡♥2✳ ▲❡✉#

❛♣♣#♦❝❤❡ ✉2✐❧✐8❡ ❞❡8 ❤❡✉#✐82✐5✉❡8 ❝❛♣❛❜❧❡8 ❞✬♦❜2❡♥✐# ❞❡ ❜♦♥8 #(8✉❧2❛28 ❛✈❡❝ ✉♥

2❡♠♣8 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ #❛✐8♦♥♥❛❜❧❡✳ E❧✉8 2❛#❞✱ E8❛#❛❢2✐8 ❬E8❛#❛❢2✐8 ✶✾✽✵❪ ❛ ✐♥2#♦❞✉✐2

❧❡ ❝♦♥❝❡♣2 ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ✐♠♠(❞✐❛2❡ ✿ ✉♥ ❝❧✐❡♥2 5✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ❧❡ 8❡#✈✐❝❡ ✈❡✉2

2♦✉❥♦✉#8 L2#❡ ❞❡88❡#✈✐ ❧❡ ♣❧✉8 2M2 ♣♦88✐❜❧❡✱ ❝❡ 5✉✐ ♥(❝❡88✐2❡ ✉♥❡ #❡✲♣❧❛♥✐✜❝❛2✐♦♥

✐♠♠(❞✐❛2❡ ❞❡ ❧❛ #♦✉2❡ ❛❝2✉❡❧❧❡ ❞✉ ✈(❤✐❝✉❧❡✳

▲❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞❡ 2♦✉#♥(❡8 ❞❡ ✈(❤✐❝✉❧❡ ❞②♥❛♠✐5✉❡ ✭❉❱❘E✮ ❬E8❛#❛❢2✐8 ✶✾✾✺❪

❡82 ❢♦#2❡♠❡♥2 ❧✐(❡ , ❧❛ ❱❘E 82❛2✐5✉❡✱ ❝❛# ✐❧ ♣❡✉2 L2#❡ ❞(❝#✐2 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❱❘E

❞❛♥8 ❧❡5✉❡❧ ❞❡8 ✐♥❢♦#♠❛2✐♦♥8 8✉# ❧❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ♣❡✉✈❡♥2 ❝❤❛♥❣❡# ❛✉ ❝♦✉#8 ❞✉

♣#♦❝❡88✉8 ❞✬♦♣2✐♠✐8❛2✐♦♥ ❬❑❤♦✉❛❞❥✐❛ ✷✵✶✵❪✳

❉❱❘E ❡82 ✉♥ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞②♥❛♠✐5✉❡ ❡♥ 2❡♠♣8 ❞✐8❝#❡2✱ ❡2 ♣❡✉2 L2#❡ ❝♦♥8✐❞(#(

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ 8(#✐❡ ❞✬✐♥82❛♥❝❡8 ❞❡ P ❀ ❝❤❛5✉❡ ❝❛8 ❡82 ✉♥ ♣#♦❜❧'♠❡ 82❛2✐5✉❡✱ 5✉✐

❝♦♠♠❡♥❝❡ , ❧✬✐♥82❛♥2 t ❡2 ❞♦✐2 L2#❡ #(8♦❧✉ ❞❛♥8 ✉♥ ❞(❧❛✐ 8♣(❝✐✜5✉❡ ❞❡ ∆t ◆♦✉8

❧❡ #(8✉♠♦♥8 ❝♦♠♠❡ 8✉✐2 ❬E8❛#❛❢2✐8 ✶✾✾✺❪ ✿

P = {(Pi, ti,∆t), i = 0, 1, ..., imax} ✭✶✳✸✻✮

❆✈❡❝ ❝❡22❡ ✐♥❢♦#♠❛2✐♦♥✱ ❧❛ ❞✉#(❡ ❞❡ ❧✬✐♥82❛♥❝❡ i ❡82 t(i+1) − ti✳ ▲❡ ♥♦♠❜#❡

♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥82❛♥❝❡8 imax ♣❡✉2✲L2#❡ ✐♥✜♥✐ 8✐ ❧❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ❡82 ♦✉✈❡#2✳ ❯♥❡ ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡ ✐♥82❛♥❝❡ ❡82 ❣(♥(#(❡ ♣❛# ❧✬❛❝2✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛2✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐#♦♥♥❡♠❡♥2 ρi 8✉#

❧✬✐♥82❛♥❝❡ i✳ ❈❡❧❛ 8❡ 2#❛❞✉✐2 ♣❛# P(i+1) = ρi ⊕ Pi✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥2 ❞❛♥8 ❧✬❡♥✈✐✲
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✷✳✶ ❋♦%♠✉❧❛*✐♦♥ ♠❛*❤.♠❛*✐/✉❡ ❞✉ ♣%❡♠✐❡% ♣%♦✲

❜❧5♠❡ *%❛✐*.

❉❛♥# ❝❡))❡ #❡❝)✐♦♥✱ ❍❱❘<▼❇❚❲ ❡#) ❞/✜♥✐ ❡) ❢♦*♠✉❧/ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣*♦✲

❣*❛♠♠❡ ♠❛)❤/♠❛)✐T✉❡✱ ❝❡ ♠♦❞4❧❡ ❡#) ♣*✐# ❞❡# )*❛✈❛✉① ❞❡ ❋❛*❛❤ ❇❡❧♠❡❝❤❡*✐

❬❇❡❧♠❡❝❤❡*✐ ✷✵✶✸❪ ✿

❉❛"❛

n ◆♦♠❜*❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥)#

0, n+ 1 ◆♦❡✉❞ ❞❡ ❞/❜✉) ❡) ❞✬❛**✐✈/❡

V ❊♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ♥♦❡✉❞# V = {0, 1, ..., n, n+ 1}

Dc ❙♦✉# ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❝❧✐❡♥)# ❞❡ ❧✐✈*❛✐#♦♥

Pc ❙♦✉# ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❝❧✐❡♥)# ❞❡ ❝♦❧❧❡❝)❡
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❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ❆♣♣(♦❝❤❡ ❛❞❛♣'❛'✐✈❡ ♣♦✉( ❧❛ (23♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ ♣(♦❜❧6♠❡

❍❱❘;▼❇❚❲

A ❊♥"❡♠❜❧❡ ❞❡" ❛)❝" A = {(i, j) : i, j ∈ V, i 6= n+ 1, j 6= 0, i 6= j}

ai ❚❡♠♣" ❛✉ ♣❧✉./. ♣♦✉) ❝♦♠♠❡♥❝❡) ❧❡ "❡)✈✐❝❡ ❛✉ ♥♦❡✉❞ i

bi ❚❡♠♣" ❧❡ ♣❧✉" .❛)❞ ♣♦✉) ❝♦♠♠❡♥❝❡) ❧❡ "❡)✈✐❝❡ ❛✉ ♥♦❡✉❞ i

si ❚❡♠♣" ❞❡ "❡)✈✐❝❡ ❞✉ ❝❧✐❡♥. i

di ◗✉❛♥.✐.4 ❧✐✈)4❡ ❛✉ ❝❧✐❡♥. i ∈ Dc, di = 0 ❙✐ i ∈ Pc ∪ {0} ∪ {n+ 1}

pi ◗✉❛♥.✐.4 ❝♦❧❧❡❝.4❡ ❝❤❡③ ✉♥ ❝❧✐❡♥. i ∈ Pc, pi = 0 ❙✐ i ∈ Dc ∪ {0} ∪ {n+ 1}

tij ❚❡♠♣" ❞❡ ✈♦②❛❣❡ ❞✉ ❝❧✐❡♥. i ✈❡)" ❧❡ ❝❧✐❡♥. j

cij ❈♦;. ❞❡ ❧✬❛)❝ (i, j)

K ❊♥"❡♠❜❧❡ ❞❡" ✈4❤✐❝✉❧❡" ✉.✐❧✐"4"

Qk ❈❛♣❛❝✐.4 ❞✉ ✈4❤✐❝✉❧❡ k

zk ❈♦;. ✈❛)✐❛❜❧❡ ♣❛) ❞✐".❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ✈4❤✐❝✉❧❡ k

M ❈♦♥".❛♥.❡ ❞❡ ❣)❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉) ♣♦"✐.✐✈❡

❱❛(✐❛❜❧❡3

T k
i ≥ 0 ❉4❜✉. ❞✉ "❡)✈✐❝❡ ❞✉ ✈4❤✐❝✉❧❡ k ❝❤❡③ ✉♥ ❝❧✐❡♥. i

Lk
i ≥ 0 ❈❤❛)❣❡ ❞✉ ✈4❤✐❝✉❧❡ k >✉❛♥❞ ✐❧ >✉✐..❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥. i

xk
ij ∈ {0, 1} xk

ij = 1 "✐ ❡. "❡✉❧❡♠❡♥. "✐ ❧✬❛)❝ (i, j) ❡". .)❛✈❡)"4 ♣❛) ❧❡ ✈4❤✐❝✉❧❡ k✳

■❧ ❡". A ♥♦.❡) >✉❡ ❧❡ ❞4♣/. ❡". )❡♣)4"❡♥.4 ♣❛) ❞❡✉① ♥♦❡✉❞"✱ 0 ♣♦✉) ❧✬♦)✐❣✐♥❡

❞❡" )♦✉.❡" ❡. n+1 ♣♦✉) ❧❡✉) ❞❡".✐♥❛.✐♦♥✳ ◆♦✉" ❝♦♥"✐❞4)♦♥" ✉♥ ❣)❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡.

♦)✐❡♥.4 ❞❛♥" ❧❡>✉❡❧ ❧❡" ❛)❝" ♥♦♥ ✉.✐❧✐"4" "♦♥. "✉♣♣)✐♠4" ✭❝✳A✳❞✳ ❧❡" ❜♦✉❝❧❡"✱ ❧❡"

♥♦❡✉❞" ❡♥.)❛♥. ❛✉ ♥♦❡✉❞ 0 ❡. ❧❡" ♥♦❡✉❞" "♦).❛♥. ❞✉ ♥♦❡✉❞ n+ 1✮✳

◆♦✉" "✉♣♣♦"♦♥" >✉❡ ❧✬❛)❝ (i, j) )❡♣)4"❡♥.❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉" ❝♦✉). ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦;.

cij ❡. ❧❡ .❡♠♣" tij ❞❛♥" ❧❡ )4"❡❛✉ ❝♦♥"✐❞4)4✳

▲❡" ❣)❛♣❤❡" ♥♦♥ ♦)✐❡♥.4" ♣❡✉✈❡♥. H.)❡ .)❛✐.4" ♣❛) ❧❛ ♠✐"❡ ❞❡ cij = cji ❡. tij = tji
♣♦✉) ❝❤❛>✉❡ ❛)❝ (i, j)✳ ◆♦.❡③ >✉❡ ❧❛ ❞✐".❛♥❝❡ ❡♥.)❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞" ❡". ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳

▲❡ ♠♦❞I❧❡ ♠❛.❤4♠❛.✐>✉❡ ❡". ❧❡ "✉✐✈❛♥. ✿

min
∑

k∈K

∑

j:(i,j)∈A

cijx
k
ijz

k
✭✷✳✶✮

❙♦✉" ❧❡" ❝♦♥.)❛✐♥.❡" "✉✐✈❛♥.❡" ✿

∑

k∈K

∑

j:(i,j)∈A

xk
ij = 1 , ∀i ∈ Dc ∪ Pc ✭✷✳✷✮

∑

i:(0,i)∈A

xk
0j = 1 , ∀k ∈ K ✭✷✳✸✮

∑

i:(0,n+1)∈A

xk
in+1 = 1 , ∀k ∈ K ✭✷✳✹✮



✷✳✷✳ ❚❡❝❤♥✐(✉❡ ❞✬❛❞❛♣.❛.✐♦♥ ✷✺

∑

j:(j,i)∈A

xk
ji =

∑

j:(i,j)∈A

xk
ij , ∀k ∈ K, ∀i ∈ Dc ∪ Pc ✭✷✳✺✮

ai ≤ T k
i ≤ bi , ∀k ∈ K ✭✷✳✻✮

T k
i + si + tij ≤ T k

j +M(1− xk
ij) , ∀(i, j) ∈ A ✭✷✳✼✮

pi ≤ Lk
i ≤ Qk , ∀k ∈ K ✭✷✳✽✮

0 ≤ Lk
i ≤ Qk − di , ∀i ∈ Dc, ∀k ∈ K ✭✷✳✾✮

Lk
i + pi − dj ≤ Lk

j +M(1− xk
ij) , ∀(i, j) ∈ A, ∀k ∈ K ✭✷✳✶✵✮

Lk
0 =

∑

i∈Dc

di
∑

j:(i,j)∈A

xk
ij , ∀k ∈ K ✭✷✳✶✶✮

xk
ij ∈ {0, 1} , ∀(i, j) ∈ A, ∀k ∈ K ✭✷✳✶✷✮

▲❛ ❢♦♥❝1✐♦♥ ♦❜❥❡❝1✐❢ ✭✷✳✶✮ 6❡♣689❡♥1❡ ❧❛ ❞✐91❛♥❝❡ 1♦1❛❧❡ ♣♦♥❞868❡ ♣❛6 ❧❡ ❝♦<1

❞✉ ✈8❤✐❝✉❧❡ ✉1✐❧✐98✳ ▲❛ ❝♦♥16❛✐♥1❡ ✭✷✳✷✮ ❛99✉6❡ @✉❡ ❝❤❛@✉❡ ❝❧✐❡♥1 ❡91 ✈✐9✐18 ♣❛6

✉♥ ❡1 9❡✉❧❡♠❡♥1 ✉♥ ✈8❤✐❝✉❧❡✳ ▲❡9 ❝♦♥16❛✐♥1❡9 ✭✷✳✸✱ ✷✳✹✮ ❛99✉6❡♥1 @✉❡ ❝❤❛@✉❡ ✈8✲

❤✐❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ F ♣❛61✐6 ❞✉ ♥♦❡✉❞ 0 ❡1 1❡6♠✐♥❡ ❛✉ ♥♦❡✉❞ N+1✳ ▲❛ ❝♦♥16❛✐♥1❡

✭✷✳✺✮ ❛99✉6❡ @✉❡ 9✐ ✉♥ ✈8❤✐❝✉❧❡ k ❛66✐✈❡ ❝❤❡③ ✉♥ ❝❧✐❡♥1 i✱ ✐❧ ❞♦✐1 ❧❡ @✉✐11❡6✳ ▲❛

❝♦♥16❛✐♥1❡ ✭✷✳✻✮ 6❡9♣❡❝1❡ ❧❛ ❢❡♥H16❡ ❞❡ 1❡♠♣9✱ 1❛♥❞✐9 @✉❡ ❧❛ ❝♦♥16❛✐♥1❡ ✭✷✳✼✮ ❛9✲

9✉6❡ ❧❛ ♣6♦♣❛❣❛1✐♦♥ ❞❡ 1❡♠♣9 ❞❡ ♣❛99❛❣❡✳ ▲❡9 ❞❡✉① ❝♦♥16❛✐♥1❡9 9✉✐✈❛♥1❡9 ✭✷✳✽✱

✷✳✾✮ ✈86✐✜❡♥1 ❧❛ ❝❛♣❛❝✐18 ❞✉ ✈8❤✐❝✉❧❡ ❛♣6L9 ❧❛ ✈✐9✐1❡ ❞✬✉♥ ❝❧✐❡♥1✳ ▲❛ ❝♦♥16❛✐♥1❡

✭✷✳✶✵✮ ❛99✉6❡ ❧❛ ♣6♦♣❛❣❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛6❣❡ ❞✉ ✈8❤✐❝✉❧❡ 1♦✉1 ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳

▲❛ ❝❤❛6❣❡ ❞❡ ❝❤❛@✉❡ ✈8❤✐❝✉❧❡ @✉❛♥❞ ✐❧ @✉✐11❡ ❧❡ ❞8♣N1 ❞♦✐1 H16❡ 8❣❛❧❡ F ❧❛ ❞❡✲

♠❛♥❞❡ 1♦1❛❧❡ ❞❡9 ❝❧✐❡♥19 ❞❡ ❧✐✈6❛✐9♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡91 ❛99✉68 ♣❛6 ❧❛ ❝♦♥16❛✐♥1❡ ✭✷✳✶✶✮✳

❊♥✜♥✱ ❧❡9 ✈❛6✐❛❜❧❡9 ❜✐♥❛✐6❡9 9♦♥1 ❞8❝❧❛689 ❞❛♥9 ❧❛ ❞❡6♥✐L6❡ ❝♦♥16❛✐♥1❡✳

✷✳✷ ❚❡❝❤♥✐(✉❡ ❞✬❛❞❛♣.❛.✐♦♥

❯♥ 9②91L♠❡ ❛❞❛♣1❛1✐❢ 9✬❛❞❛♣1❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐1✐♦♥9 @✉✐ ❝❤❛♥❣❡♥1 ❧✬❡♥✈✐6♦♥✲

♥❡♠❡♥1 ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥1 9❛ 916✉❝1✉6❡✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❝❤❛@✉❡ 9②91L♠❡ 9❡ ♣68♣❛6❡ F

❞❡9 ❝❤❛♥❣❡♠❡♥19 ❡♥ ✉1✐❧✐9❛♥1 ✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❛❞❛♣1❛1✐♦♥ ✭❝✳F✳❞ ❧✬❡♥9❡♠❜❧❡ ❞❡9

❢❛❝1❡✉69 @✉✐ ❝♦♥16N❧❡♥1 ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥1✮ ❬❍♦❧❧❛♥❞ ✶✾✼✺❪✳ ▲❡ ♣❧❛♥ ❞✬❛❞❛♣1❛1✐♦♥
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❞!"❡$♠✐♥❡ ❧❛ ❢❛+♦♥ ❞♦♥" ❧❡- -"$✉❝"✉$❡- -♦♥" ♠♦❞✐✜!❡- ♣♦✉$ ♠✐❡✉① -✬❛❞❛♣"❡$

❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥"- ❞✬❡♥✈✐$♦♥♥❡♠❡♥"✳ ❊♥ $9❣❧❡ ❣!♥!$❛❧❡✱ ❧❡- ♣❧❛♥- ❞✬❛❞❛♣"❛"✐♦♥

-♦♥" $!❛❧✐-!- ❡♥ !❧❛❜♦$❛♥" ❞❡- ♦♣!$❛"❡✉$- ❞!"❡$♠✐♥❛♥" ❧❛ ❢❛+♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛<✉❡❧❧❡

❧❡- ❝❤❛♥❣❡♠❡♥"- ❞❡ -"$✉❝"✉$❡- -❡$♦♥" $!❛❧✐-!-✳

▲✬❛❞❛♣"❛"✐♦♥ ❞❛♥- ❧❡- ❛❧❣♦$✐"❤♠❡- ✐♥-♣✐$!- ❞❡ ❧❛ ♥❛"✉$❡ ♣❡✉" ♣$❡♥❞$❡

❞✐✛!$❡♥"❡- ❢♦$♠❡-✳ ?❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡- ♠❛♥✐9$❡- ❞✬!<✉✐❧✐❜$❡$ ❧✬❡①♣❧♦$❛"✐♦♥ ❡" ❧✬❡①✲

♣❧♦✐"❛"✐♦♥ ❝♦♥-"✐"✉❡♥" ❧❛ ❢♦$♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥"❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣"❛"✐♦♥ ❬▼■❚❘❊ ✷✵✵✺❪✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✈❡$-✐"! ♣❡✉" K"$❡ ✐♥"$✐♥-9<✉❡♠❡♥" ❧✐!❡ L ❧✬❛❞❛♣"❛"✐♦♥✱ ✐❧ ❡-"

♣$!❢!$❛❜❧❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛- ❡①❛♠✐♥❡$ ❝❡- ❞❡✉① ❝❛$❛❝"!$✐-"✐<✉❡- -!♣❛$!♠❡♥"✳ ❙✐
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"❛♠A!"❡ ✳ ▲✬❛❧❣♦"✐!❤♠❡ ✶ "$ ✉♠❡ ❧❡ "$❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣❛"❛♠A!"❡ ♣❛" ❧❛ ❞❡ ❝❡♥!❡✳

❆❧❣♦4✐.❤♠❡ ✶ ❆❧❣♦"✐!❤♠❡ ❞❡ "$❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣❛"❛♠A!"❡ ✭❧❛ ❞❡ ❝❡♥!❡✮❞✬✉♥❡ ♠$✲

!❛❤❡✉"✐ !✐H✉❡ ▼ ❛✈❡❝ n ♣❛"❛♠A!"❡ 

●$♥$"❡" ✉♥❡  ♦❧✉!✐♦♥ ✐♥✐!✐❛❧❡ ❛❧$❛!♦✐"❡♠❡♥! S =

[Parametre∗1, ..., Parametre∗n]

❆♣♣❧✐H✉❡" ❧✬❛❧❣♦"✐!❤♠❡ ▼ ❡! ❝❛❧❝✉❧❡" F ∗

●$♥$"❡" K  ♦❧✉!✐♦♥ ✈♦✐ ✐♥❡ ❞❡ ❧❛  ♦❧✉!✐♦♥ S !❡❧ H✉❡ ✉♥❡  ♦❧✉!✐♦♥ ✈♦✐ ✐♥❡

Sk = [Parametre1,k, ..., Parametren,k]

[♦✉" ❝❤❛H✉❡  ♦❧✉!✐♦♥ ✈♦✐ ✐♥❡ k ✿

❆♣♣❧✐H✉❡" ❧✬❛❧❣♦"✐!❤♠❡ ▼ ❡! ❝❛❧❝✉❧❡"  ♦♥ F ∗k
7✐ F ∗k > F ∗, k ∈ K ❛❧♦47

Parametre∗1 = Parametre∗1,k, ..., Parametre∗n = Parametre∗n,k, F
∗ = F ∗k

❘$♣$!❡" ❥✉ H✉✬? ✐❧ ♥✬② ❛✉"❛ ♣❧✉ ❞✬❛♠$❧✐♦"❛!✐♦♥ ❞❛♥ F ∗
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❍❱❘;▼❇❚❲

✷✳✸ #$❡♠✐($❡ ❛♣♣$♦❝❤❡ ❞❡ $/0♦❧✉3✐♦♥ ✿ ❆❧❣♦✲

$✐3❤♠❡ ❞✬♦♣3✐♠✐0❛3✐♦♥ ❛♠/❧✐♦$/ ❜❛0/ 0✉$ ❧❛

❜✐♦❣/♦❣$❛♣❤✐❡ ❊❇❇❖

✷✳✸✳✶ ❇❇❖ ✿ ❇✐♦❣❡♦❣+❛♣❤② ❇❛0❡❞ ❖♣2✐♠✐③❛2✐♦♥ ✭❖♣2✐♠✐✲

0❛2✐♦♥ ❇❛08❡ 0✉+ ❧❛ ❇✐♦❣8♦❣+❛♣❤✐❡✮

❇❇❖ ❡#$ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ✐♥#♣✐,1 ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❣1♦❣,❛♣❤✐❡ ♣♦✉, ❧✬♦♣$✐♠✐✲

#❛$✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ▲❛ ❜✐♦❣1♦❣,❛♣❤✐❡ 1$✉❞✐❡ ❧❛ ,1♣❛,$✐$✐♦♥ ❣1♦❣,❛♣❤✐8✉❡ ❞✬♦,❣❛✲

♥✐#♠❡# ❜✐♦❧♦❣✐8✉❡#✳ ✐❧ ❡#$ ❞9 ❛✉① $,❛✈❛✉① ❞✬❆❧❢,❡❞ ❲❛❧❧❛❝❡ ❬❲❛❧❧❛❝❡ ✶✽✼✻❛❪✱

❬❲❛❧❧❛❝❡ ✶✽✼✻❜❪ ❡$ ❈❤❛,❧❡# ❉❛,✇✐♥ ❬❉❛,✇✐♥ ✶✾✾✺❪ ❞❛♥# ❧❡ ✶✾ K♠❡ #✐K❝❧❡✳ ❈❡#

$,❛✈❛✉① ♦♥$ ❡✉ ✉♥ ❛#♣❡❝$ ❞❡#❝,✐♣$✐❢ ❡$ ✉♥ ❛#♣❡❝$ ❤✐#$♦,✐8✉❡✳ ❊♥ ✶✾✻✵✱ ❘♦❜❡,$

▼❛❝❆,$❤✉, ❡$ ❊❞✇❛,❞ ❲✐❧#♦♥ ♦♥$ ❞1✈❡❧♦♣♣1 ✉♥ ♠♦❞K❧❡ ♠❛$❤1♠❛$✐8✉❡ ♣♦✉,

❧❛ ❜✐♦❣1♦❣,❛♣❤✐❡ ❬▼❛❝❆,$❤✉, ✶✾✻✼❪✳

▲❡# ♠♦❞K❧❡# ♠❛$❤1♠❛$✐8✉❡# ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❣1♦❣,❛♣❤✐❡ ❞1❝,✐✈❡♥$ ❝♦♠♠❡♥$ ❧❡# ❡#✲

♣K❝❡# ♠✐❣,❡♥$ ❞✬✉♥❡ P❧❡ Q ❧✬❛✉$,❡✱ ❝♦♠♠❡♥$ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡# ❡#♣K❝❡# ❛♣♣❛,❛✐##❡♥$

❡$ ❝♦♠♠❡♥$ ❧❡# ❡#♣K❝❡# #✬1$❡✐❣♥❡♥$ ❬❙✐♠♦♥ ✷✵✵✽❪✳

❯♥❡ P❧❡ ❡#$ ✉♥ ❤❛❜✐$❛$✱ ✉♥ ❤❛❜✐$❛$ ❡#$ ✉♥ ❡#♣❛❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ✐#♦❧1 ❞❡# ❛✉$,❡#

❡#♣❛❝❡#✳ ▲❡# ❤❛❜✐$❛$# 8✉✐ #♦♥$ ❢❛✈♦,❛❜❧❡# Q ❧❛ ,1#✐❞❡♥❝❡ ❞❡# ❡#♣K❝❡# ❜✐♦❧♦❣✐8✉❡#

♦♥$ ✉♥ ❍❙■ ✭ ❍❛❜✐$❛$ ❙✉✐$❛❜✐❧✐$② ■♥❞❡①✮ 1❧❡✈1✳ ▲❡# ♣❛,❛♠K$,❡# ✐♥✢✉❡♥[❛♥$ ❧❡

❍❙■ ♣❡✉✈❡♥$ \$,❡ ✿ ❧❛ ♣❧✉✐❡✱ ❧❛ ❞✐✈❡,#✐$1 ✈1❣1$❛❧❡✱ ❧❛ ❞✐✈❡,#✐$1 ❞❡# $❡,,❛✐♥# ✳✳✳

❡$❝✳ ▲❡# ✈❛,✐❛❜❧❡# ❞1❝,✐✈❛♥$ ❧✬❤❛❜✐$❛❜✐❧✐$1 #♦♥$ ❛♣♣❡❧1❡# ❙■❱ ✭❙✉✐$❛❜✐❧✐$② ■♥❞❡①

❱❛,✐❛❜❧❡#✮✳ ▲❡# ❤❛❜✐$❛$# #♦♥$ ❝❛,❛❝$1,✐#1# ♣❛, ❝❡ 8✉✐ #✉✐$ ✿

✕ ❯♥ ❤❛❜✐$❛$ ❛✈❡❝ ✉♥ ❍❙■ 1❧❡✈1 $❡♥❞ Q ❛✈♦✐, ✉♥ ♥♦♠❜,❡ 1❧❡✈1 ❞✬❡#♣K❝❡#✱

❛❧♦,# 8✉❡ ❝❡❧✉✐ ❛✈❡❝ ✉♥ ❍❙■ ❜❛# $❡♥❞ Q ❛✈♦✐, ♠♦✐♥# ❞✬❡#♣K❝❡#✳

✕ ▲❡# ❤❛❜✐$❛$# ❛✈❡❝ ✉♥ ❍❙■ 1❧❡✈1 #♦♥$ ❝❛,❛❝$1,✐#1# ♣❛, ✉♥ $❛✉① 1❧❡✈1 ❞✬1♠✐✲

❣,❛$✐♦♥ ❡$ ✉♥ $❛✉① ❜❛# ❞✬✐♠♠✐❣,❛$✐♦♥ ♣❛,❝❡ 8✉✬✐❧# #♦♥$ #❛$✉,1#✳

✕ ▲❡# ❤❛❜✐$❛$# ❛✈❡❝ ✉♥ ❍❙■ ❜❛# ♦♥$ ✉♥ $❛✉① 1❧❡✈1 ❞✬✐♠♠✐❣,❛$✐♦♥ ❡$ ✉♥

$❛✉① ❜❛# ❞✬1♠✐❣,❛$✐♦♥✳ ▲✬✐♠♠✐❣,❛$✐♦♥ ❞♦✐$ ❡♥$,❛P♥❡, ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛$✐♦♥ ❞✉

❍❙■ ❞❡ ❧✬❤❛❜✐$❛$✳▲❡# ❡#♣K❝❡# 8✉✐ ✈✐✈❡♥$ ❞❛♥# ✉♥ ❤❛❜✐$❛$ 8✉✐ ,❡#$❡ $,♦♣

❧♦♥❣$❡♠♣# #❛♥# ❛♠1❧✐♦,❛$✐♦♥ ♦♥$ $❡♥❞❛♥❝❡ Q ❞✐#♣❛,❛P$,❡✳

❉❛♥ ❙✐♠♦♥ ❛ ✐♥$,♦❞✉✐$ ❡♥ ✷✵✵✽ ✉♥❡ ♠1$❛❤❡✉,✐#$✐8✉❡ ❜❛#1❡ #✉, ❧❛ ❜✐♦❣1♦✲

❣,❛♣❤✐❡✳ ■❧ ✉$✐❧✐#❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ #✉✐✈❛♥$❡ ✿

✕ ❯♥❡ #♦❧✉$✐♦♥ ❡#$ ❛♥❛❧♦❣✉❡ Q ✉♥ ❤❛❜✐$❛$✳

✕ ▲❛ 8✉❛❧✐$1 ✭✜$♥❡##✮ ❞✬✉♥❡ #♦❧✉$✐♦♥ ❡#$ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❍❙■✳

✕ ▲❡# ✈❛,✐❛❜❧❡# ❞1✜♥✐##❛♥$ ❧❛ #♦❧✉$✐♦♥ #♦♥$ ❛♥❛❧♦❣✉❡# ❛✉ ❙■❱#✳

✕ ❯♥❡ ❜♦♥♥❡ #♦❧✉$✐♦♥ ❡#$ ❛♥❛❧♦❣✉❡ Q ✉♥ ❤❛❜✐$❛$ ❛✈❡❝ ✉♥ ❍❙■ 1❧❡✈1✱ ✉♥

♥♦♠❜,❡ 1❧❡✈1 ❞✬❡#♣K❝❡#✱ ✉♥ ❤❛✉$ $❛✉① ❞✬1♠✐❣,❛$✐♦♥ ❡$ ✉♥ $❛✉① ❜❛# ❞✬✐♠✲

♠✐❣,❛$✐♦♥✳
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❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ❆♣♣(♦❝❤❡ ❛❞❛♣'❛'✐✈❡ ♣♦✉( ❧❛ (34♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ ♣(♦❜❧7♠❡

❍❱❘<▼❇❚❲

µk = E ×
k

N
✭✷✳✶✹✮

❖' ✿

λk ✿ ❡*+ ❧❡ +❛✉① ❞✬✐♠♠✐❣5❛+✐♦♥ ❞❛♥* ✉♥ ❤❛❜✐+❛+ ❞❡ k ❡*♣;❝❡*✳

µk ✿ ❡*+ ❧❡ +❛✉① ❞✬=♠✐❣5❛+✐♦♥ ❞❛♥* ✉♥ ❤❛❜✐+❛+ ❞❡ k ❡*♣;❝❡*✳

E ✿ ❡*+ ❧❡ +❛✉① ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬=♠✐❣5❛+✐♦♥✳

I ✿ ❡*+ ❧❡ +❛✉① ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✐♠♠✐❣5❛+✐♦♥✳

N ✿ ❡*+ ❧❡ ♥♦♠❜5❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡*♣;❝❡*✳

k ✿ ❡*+ ❧❡ ♥♦♠❜5❡ ❞✬❡*♣;❝❡*✳

❉❛♥* ❧❡ ♣5♦❝❡**✉* ❞❡ ♠✐❣5❛+✐♦♥ ✭❛❧❣♦5✐+❤♠❡ ✷✮✱ @✉❛♥❞ ✉♥❡ *♦❧✉+✐♦♥ ❡*+ *=❧❡❝✲

+✐♦♥♥=❡ ♣♦✉5 B+5❡ ❝❤❛♥❣=❡✱ ♥♦✉* ✉+✐❧✐*♦♥* ❧❡ +❛✉① ❞✬✐♠♠✐❣5❛+✐♦♥ λ ♣♦✉5 ❞=❝✐❞❡5

*✐ ✉♥ ❙■❱ *❡5❛ ❝❤❛♥❣=✳ ❉❛♥* ❝❡ ❝❛*✱ ♥♦✉* ✉+✐❧✐*♦♥* ❧❡ +❛✉① ❞✬=♠✐❣5❛+✐♦♥ µ ♣♦✉5

❞=❝✐❞❡5 @✉❡❧❧❡ ❜♦♥♥❡ *♦❧✉+✐♦♥ ♠✐❣5❡5❛ *♦♥ ❙■❱✳ ❉❛♥* ❧❡ ♣5♦❝❡**✉* ❞❡ ♠✉+❛+✐♦♥

❆❧❣♦(✐'❤♠❡ ✷ ❆❧❣♦5✐+❤♠❡ ❞❡ ▼✐❣5❛+✐♦♥

❙=❧❡❝+✐♦♥♥❡5 ✉♥ ❤❛❜✐+❛+ Hi ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣5♦❜❛❜✐❧✐+= αλi

4✐ Hi ❡*+ *=❧❡❝+✐♦♥♥= ❛❧♦(4

♣♦✉( j = 1 +♦ n ❢❛✐(❡

❙=❧❡❝+✐♦♥♥❡5 ✉♥ ❤❛❜✐+❛+ Hj ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣5♦❜❛❜✐❧✐+= αµj

4✐ Hj ❡*+ *=❧❡❝+✐♦♥♥= ❛❧♦(4

❘❡♠♣❧❛❝❡5 ✉♥ ❙■❱ ❞❛♥* Hi ❛✈❡❝ ✉♥ ❙■❱ ❞❡ Hj

✭❛❧❣♦5✐+❤♠❡ ✸✮✱ ❧❛ ♠✉+❛+✐♦♥ ❡*+ ❡①=❝✉+=❡ ♣♦✉5 +♦✉+❡ ♦✉ ✉♥❡ ♣❛5+✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉✲

❧❛+✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐;5❡ *✐♠✐❧❛✐5❡ K ❧❛ ♠✉+❛+✐♦♥ ❞❛♥* ❧❡* ❛❧❣♦5✐+❤♠❡* ❣=♥=+✐@✉❡*✳

❉❡* ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+* ❞❛♥* ✉♥ ❤❛❜✐+❛+ ♣❡✉✈❡♥+ *✉5✈❡♥✐5✳ ❈❡* ♠♦❞✐✜❝❛+✐♦♥* ❝❤❛♥✲

❣❡5♦♥+ ❧❡ ❍❙■ ❞❡ ❧✬❤❛❜✐+❛+✳ ❈❡❝✐ ❡*+ ♠♦❞=❧✐*= ❞❛♥* ❇❇❖ ♣❛5 ❧❛ ♠✉+❛+✐♦♥ ❛✈❡❝

✉♥❡ ❝❡5+❛✐♥❡ ♣5♦❜❛❜✐❧✐+=✳ ▲❡ +❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬❤❛❜✐+❛+ ❡*+ ❞♦♥♥= ❞❛♥*

❧❛ ❢♦5♠✉❧❡ ✭✷✳✶✺✮✳

m(s) = α
1− Ps

Pmax

✭✷✳✶✺✮

❖' ✿

m(s) ✿ ❡*+ ❧❡ +❛✉① ❞❡ ♠✉+❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤❛❜✐+❛+ ❛✈❡❝ s ❡*♣;❝❡*✳

α ✿ ❡*+ ✉♥ ♣❛5❛♠;+5❡ ❞=✜♥✐ ♣❛5 ❧✬✉+✐❧✐*❛+❡✉5

Ps ✿ ❡*+ ❧❛ ♣5♦❜❛❜✐❧✐+= ❞✬❛✈♦✐5 * ❡*♣;❝❡* ❞❛♥* ❧✬❤❛❜✐+❛+ ✭❢♦5♠✉❧❡ ✷✳✶✻✮✳

Pmax ✿ ❡*+ ❧❛ ♣5♦❜❛❜✐❧✐+= ❞✬❛✈♦✐5 ❧❡ ♥♦♠❜5❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❡*♣;❝❡*✳✳

❊+ ✿

Pk =











λ0λ1...λk−1

µ1µ2...µk(1+
∑n

l=1

λ0λ1...λl−1

µ1µ2...µl
)

1 6 k 6 n

1

(1+
∑n

l=1

λ0λ1...λl−1

µ1µ2...µl
)

k = 0
✭✷✳✶✻✮
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✶✳ ■♥✐'✐❛❧✐"❡+ ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ "♦❧✉'✐♦♥" ❛✉ ♣+♦❜❧M♠❡✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡+ ❧❡ ❍❙■ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ "♦❧✉'✐♦♥✳

✸✳ ❈❛❧❝✉❧❡+ s, λ, µ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ "♦❧✉'✐♦♥✳
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 ♦❧✉$✐♦♥ ❞❛♥ ❝❤❛+✉❡ ✐$-.❛$✐♦♥✳ ▲✬❛♣♣.♦❝❤❡ ♣.♦♣♦ -❡ ❡ $ ♣.- ❡♥$-❡ ❞❛♥ ❧✬❛❧✲

❣♦.✐$❤♠❡ ✺ ❬❇❡.❣❤✐❞❛ ✷✵✶✹❛❪ ✳

❆❧❣♦(✐'❤♠❡ ✺ ❆❧❣♦.✐$❤♠❡ ❊❇❇❖

✶✳ ❘-❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣❛.❛♠B$.❡ ✿ ♥♦♠❜.❡ ❞✬✐$-.❛$✐♦♥ ✱ ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥✱

❧❛ $❡♠♣-.❛$✉.❡✱ α✱ I, E✳

✷✳ ❈.-❡. ✉♥ ❡♥ ❡♠❜❧❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❞✬❤❛❜✐$❛$  ❛$✐ ❢❛✐ ❛♥$ ❧❡ ❝♦♥$.❛✐♥$❡ ❞❡ ♣.♦✲

❜❧B♠❡✳
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.❡ ♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$✳ ❯♥❡  ♦❧✉$✐♦♥ ❢❛✐ ❛❜❧❡ ❡ $ .❡♣.- ❡♥$-❡ ❞❛♥ ❧❛ $❛❜❧❡ ✷✳✶✳

❈❡$$❡  ♦❧✉$✐♦♥ ✉$✐❧✐ ❡  ❡✉❧❡♠❡♥$ $.♦✐ ✈-❤✐❝✉❧❡ ✱ ❧❡ ✈-❤✐❝✉❧❡ 1 ✈✐ ✐$❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥$

1✱ ❧❡ ❝❧✐❡♥$ 2 ❡♥ ✉✐$❡ ✐❧ .❡$♦✉.♥❡ ❛✉ ❞-♣Y$✳ ▲❡ ✈-❤✐❝✉❧❡ 3 ✈✐ ✐$❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥$ 3 ❡♥ ✉✐$❡

5 ❡$ .❡$♦✉.♥❡ ❛✉ ❞-♣Y$ ❛❧♦. +✉❡ ❧❡ ✈-❤✐❝✉❧❡ 4 ✈✐ ✐$❡  ❡✉❧❡♠❡♥$ ❧❡ ❝❧✐❡♥$ 4✳ ▲❡

✈-❤✐❝✉❧❡ 2 ❡ $ ♥♦♥ ✉$✐❧✐ -✳

✷✳✸✳✷✳✷ ❉❡3❝(✐♣'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦(✐'❤♠❡

❈(2❛'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ✐♥✐'✐❛❧❡ ❞✬❤❛❜✐'❛'3 ❉❛♥ ❧❛ ♣.❡♠✐B.❡ -$❛♣❡✱

♥♦✉ ❣-♥-.♦♥ ✉♥ ❡♥ ❡♠❜❧❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❞✬❤❛❜✐$❛$ ✭❛❧❣♦.✐$❤♠❡ ✻✮✳ ❈❤❛+✉❡ ❤❛❜✐$❛$



✷✳✸✳ #$❡♠✐($❡ ❛♣♣$♦❝❤❡ ❞❡ $/0♦❧✉3✐♦♥ ✿ ❆❧❣♦$✐3❤♠❡ ❞✬♦♣3✐♠✐0❛3✐♦♥

❛♠/❧✐♦$/ ❜❛0/ 0✉$ ❧❛ ❜✐♦❣/♦❣$❛♣❤✐❡ ❊❇❇❖ ✸✸

❱✶ ❱✷ ❱✸ ❱✹

✵ ✵ ✵ ✵

✶ ✻ ✸ ✹

✷ ✺ ✻

✻ ✻

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ 3♦❧✉5✐♦♥ ❢❛✐3❛❜❧❡

❝♦❞❡ ✉♥❡ 3♦❧✉5✐♦♥ ♣♦33✐❜❧❡✳ ❈❤❛=✉❡ 3♦❧✉5✐♦♥ ✭❤❛❜✐5❛5✮ ❡35 ❣A♥ABA❡ ❛❧A❛5♦✐B❡✲

♠❡♥5 ✭3♦❧✉5✐♦♥ ❢❛✐3❛❜❧❡✮✳

❆❧❣♦$✐3❤♠❡ ✻ ❈BA❛5✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛5✐♦♥ ✐♥✐5✐❛❧❡

■♥✐5✐❛❧✐3❡B ❧❡3 B♦✉5❡3 ♣❛B ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❞A♣❛B5 0 ✭❝❤❛=✉❡ B♦✉5❡ B ❡35 ❛33♦❝✐A❡ E

✉♥ ✈A❤✐❝✉❧❡✮

$/♣/3❡$

3❛♥3 A✉❡ (r ≤ k), k ❡35 ❧❡ ♥♦♠❜B❡ ❞❡ ✈A❤✐❝✉❧❡3 ❢❛✐$❡

❙A❧❡❝5✐♦♥♥❡B ❧❡ ♣❧✉3 ♣B♦❝❤❡ ❝❧✐❡♥5 ❛✉ ❝❧✐❡♥5 ❞❡B♥✐HB❡♠❡♥5 ❛❥♦✉5A✳

0✐ ❧❡3 ❝♦♥5B❛✐♥5❡3 ❞❡ ❝❛♣❛❝✐5A ❡5 ❞❡ 5❡♠♣3 ❞❡ ❢❡♥J5B❡ 3♦♥5 ✈AB✐✜A❡3 ❛❧♦$0

▲❡ ❝❧✐❡♥5 3A❧❡❝5✐♦♥♥A ❡35 ✐♥3ABA❡ E ❧❛ 5♦✉B♥A❡ r✳

❥✉0A✉✬D ❚♦✉3 ❧❡3 ❝❧✐❡♥53 3♦♥5 3❡B✈✐3

❚♦✉5❡3 ❧❡3 5♦✉B♥A❡3 3❡ 5❡B♠✐♥❡♥5 ❛✉ ❞A♣N5 ❞✬❛BB✐✈A❡ N + 1✳

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❍❙■ ❆♣BH3 ❧❛ ❝BA❛5✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥3❡♠❜❧❡ ❞❡3 ❤❛❜✐5❛53✱ ❝❤❛=✉❡ ❤❛❜✐5❛5

❡35 A✈❛❧✉A ❡5 3❡ ✈♦✐5 ❛33✐❣♥A ✉♥❡ ✈❛❧❡✉B ❞❡ ✜5♥❡33 ✭❍❙■✮✱ 3❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞❡

✜5♥❡33 3✉✐✈❛♥5❡ ✿

HSI =
k

∑

r=1

(❞✐35❛♥❝❡ ♣❛B❝♦✉B✉❡ ♣❛B ❧❛ B♦✉5❡ B × ❝♦S5 ✈❛B✐❛❜❧❡ ✭B✮) ✭✷✳✶✼✮

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ s✱ λ ❡3 µ

✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ 0 ✭♥♦♠❜$❡ ❞✬❡0♣(❝❡0✮ ✿ ▲❡3 ❜♦♥♥❡3 3♦❧✉5✐♦♥3 3♦♥5 ❝❛B❛❝5A✲

B✐3A❡3 ♣❛B ✉♥ ♥♦♠❜B❡ A❧❡✈A ❞✬❡3♣H❝❡3✳ U♦✉B ❛33♦❝✐❡B ✉♥ ♥♦♠❜B❡ ❞✬❡3♣H❝❡3

♣♦✉B ❝❤❛=✉❡ 3♦❧✉5✐♦♥✱ ♥♦✉3 5B✐♦♥3 ❧❡3 3♦❧✉5✐♦♥3 ♣❛B ♦B❞B❡ ❞A❝B♦✐33❛♥5 ❞❡

❧❛ ✈❛❧❡✉B ❞✉ ✜5♥❡33✳ ◆♦✉3 ❛33♦❝✐♦♥3 ❧❡ B❛♥❣ ❞❡ ❧❛ 3♦❧✉5✐♦♥ ❛✉ ♥♦♠❜B❡

❞✬❡3♣H❝❡3✳ ❆❧♦B3 ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉B❡ 3♦❧✉5✐♦♥ ❛✉B❛ ❧❡ ♥♦♠❜B❡ ❞✬❡3♣H❝❡3 ❧❡ ♣❧✉3

A❧❡✈A ❡5 ❧❛ ♣❧✉3 ♠❛✉✈❛✐3❡ ❧❡ ♣❧✉3 ❜❛3✳

✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ λ ✭5❛✉① ❞✬✐♠♠✐❣B❛5✐♦♥✮ ❡5 µ ✭5❛✉① ❞✬A♠✐❣B❛5✐♦♥✮ ▲❡3 ✈❛B✐❛❜❧❡3

λ ❡5 µ ❝❛B❛❝5AB✐3❛♥5 ❧✬❤❛❜✐5❛❜✐❧✐5A 3♦♥5 ❝❛❧❝✉❧A❡3 ❝♦♠♠❡ 3✉✐5 ✿

λ = I × (1−
s

n
) ✭✷✳✶✽✮



✸✹

❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ❆♣♣(♦❝❤❡ ❛❞❛♣'❛'✐✈❡ ♣♦✉( ❧❛ (34♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ ♣(♦❜❧7♠❡

❍❱❘<▼❇❚❲

µ = E × (
s

n
) ✭✷✳✶✾✮

❚❡❧ )✉❡ I ❡+ E ,♦♥+ ❞❡, ❝♦♥,+❛♥+❡, )✉✐ 3❡♣35,❡♥+❡♥+ ❧❡ +❛✉① ♠❛①✐♠❛❧

❞✬✐♠♠✐❣3❛+✐♦♥ ❡+ ❞✬5♠✐❣3❛+✐♦♥ 3❡,♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+✳ n ❡,+ ❧❡ ♥♦♠❜3❡ +♦+❛❧

❞✬❤❛❜✐+❛+,✳

▼✐❣(❛'✐♦♥ ❜❛43❡ 4✉( λ ❡' µ ▲✬♦♣53❛+❡✉3 ❞❡ ♠✐❣3❛+✐♦♥ ❞5❝3✐+ ❞❛♥, ❧✬❛❧✲

❣♦3✐+❤♠❡ ✷✱ ❡,+ ✉+✐❧✐,5 ♣♦✉3 ♣❛3+❛❣❡3 ❧❡, ✐♥❢♦3♠❛+✐♦♥, ❡♥+3❡ ❧❡, ,♦❧✉+✐♦♥,✳

❊①❡♠♣❧❡ ❙♦✐❡♥+ H1 ❡+ H2 ❞❡✉① ,♦❧✉+✐♦♥, ❣5♥535❡, ❞❛♥, ❧❛ ♠B♠❡ ✐+53❛+✐♦♥✳

❙✉♣♣♦,♦♥, )✉❡ H1 ❡,+ ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐,❡ ,♦❧✉+✐♦♥ ,5❧❡❝+✐♦♥♥5❡ ♣♦✉3 ❧❛ ♠✐❣3❛+✐♦♥ ❡+

H2 ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ,♦❧✉+✐♦♥ ,5❧❡❝+✐♦♥♥5❡ ♣♦✉3 ❛♠5❧✐♦3❡3 H1✳ ▲❡, ❞❡✉① ,♦❧✉+✐♦♥, ,♦♥+

❞♦♥♥5❡, ❞❛♥, ❧❡, +❛❜❧❡, ✷✳✷✱ ✷✳✸✳ ◆♦✉, ❞5❝3✐✈♦♥, ❞❛♥, ❝❡ )✉✐ ,✉✐+ ❧❡ ♣3♦❝❡,,✉,

❱✶ ❱✷ ❱✸ ❱✹

✵ ✵ ✵ ✵

✺ ✷ ✻ ✹

✻ ✸ ✻

✶

✻

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❍❛❜✐+❛+ H1

❱✶ ❱✷ ❱✸ ❱✹

✵ ✵ ✵ ✵

✻ ✶ ✹ ✸

✻ ✷ ✺

✻ ✻

❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ ❍❛❜✐+❛+ H2

❞❡ ♠✐❣3❛+✐♦♥ ✿ ♥♦✉, ,5❧❡❝+✐♦♥♥♦♥, ❛❧5❛+♦✐3❡♠❡♥+ ✉♥ ❙■❱ ❞❡ H1 ✭,✉♣♣♦,♦♥, )✉❡

❝✬❡,+ V 2✱ ♦♥ ❧❡ ♥♦+❡ H1.V2✮✳ ◆♦✉, ,5❧❡❝+✐♦♥♥♦♥, ❛❧5❛+♦✐3❡♠❡♥+ ✉♥ ❙■❱ ❞❡ H2

✭,✉♣♣♦,♦♥, )✉❡ ❝✬❡,+ V4✱ ♦♥ ❧❡ ♥♦+❡ H2.V4✮✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥+3❛✐♥+❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐+5 ❡,+

✈53✐✜5❡✱ H2 ♣❛3+❛❣❡ ,♦♥ ❙■❱ ❛✈❡❝ H1 ✭❝✳O✳❞✳ H1.V2 = H2.V4✮✳ H2 ❞❡✈✐❡♥+ ❧❛

,♦❧✉+✐♦♥ 3❡♣35,❡♥+5❡ ❞❛♥, ❧❛ +❛❜❧❡ ✷✳✹✳ ◆♦✉, 3❡♠❛3)✉♦♥, )✉❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥+ 5 ❡,+

✈✐,✐+5 ♣❛3 ❧❡ ✈5❤✐❝✉❧❡ 1 ❡+ 2✱ ❛❧♦3, )✉❡ ❧❡, ❝❧✐❡♥+, 2 ❡+ 1 ♥❡ ,♦♥+ ♣❛, ,❡3✈✐,✳

▲❛ ,♦❧✉+✐♦♥ ❡,+ ❞♦♥❝ ✐♥❢❛✐,❛❜❧❡✳ P♦✉3 +3❛♥,❢♦3♠❡3 H1 ❡♥ ✉♥❡ ,♦❧✉+✐♦♥ ❢❛✐,❛❜❧❡✱

♥♦✉, ♣3♦♣♦,♦♥, ❞✬❛♣♣❧✐)✉❡3 ❧❡ ♣3♦❝❡,,✉, ,✉✐✈❛♥+ ✿

✕ ▲❡ ❙■❱ ❛②❛♥+ ♠✐❣35 ❡,+ ♠❛✐♥+❡♥✉✳
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❛♠/❧✐♦$/ ❜❛0/ 0✉$ ❧❛ ❜✐♦❣/♦❣$❛♣❤✐❡ ❊❇❇❖ ✸✺

❱✶ ❱✷ ❱✸ ❱✹

✵ ✵ ✵ ✵

✺ ✸ ✻ ✹

✻ ✺ ✻

✻

❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ ▲✬❤❛❜✐.❛. H1 ❛♣012 ❧❛ ♠✐❣0❛.✐♦♥

✕ ▲❡2 ❝❧✐❡♥.2 ❞;❥= ✈✐2✐.;2 2♦♥. 2✉♣♣0✐♠;2 ❞❡2 ❛✉.0❡2 .♦✉0♥;❡2✳

✕ ▲❡2 ❝❧✐❡♥.2 ♠❛♥@✉❛♥.2 2♦♥. ✐♥2;0;2 ❞❛♥2 ❧❡2 ❛✉.0❡2 0♦✉.❡2 ❡♥ ❛♣♣❧✐@✉❛♥.

❝❡ @✉✐ 2✉✐. ✿

✕ ❱;0✐✜❡0 ❧❡2 ❝♦♥.0❛✐♥.❡2 ❞❡ ❝❛♣❛❝✐.; ❡. ❞❡ .❡♠♣2 ❞❡ ❢❡♥E.0❡ ❡.✱

✕ ❚0♦✉✈❡0 ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉0❡ ♣♦2✐.✐♦♥ ❞✬✐♥2❡0.✐♦♥ ✭❡♥ .❡0♠❡ ❞❡ ❝♦I.✮✳ ▲✬✐♥2❡0✲

.✐♦♥ ❞✉ ❝❧✐❡♥. k ❡♥.0❡ ❞❡✉① ❝❧✐❡♥.2 i ❡. j✱ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛2 ❧❡ .❡♠♣2

❞✬❛00✐✈;❡ ❝❤❡③ ❧❡ ❝❧✐❡♥. j✳

▼✉3❛3✐♦♥ ▲✬♦♣;0❛.❡✉0 ❞❡ ♠✉.❛.✐♦♥ ❛ .❡♥❞❛♥❝❡ = ❛✉❣♠❡♥.❡0 ❧❛ ❞✐✈❡02✐.; ❞❡

❧❛ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ❡♥ ♣0♦2♣❡❝.❛♥. ❞✬❛✉.0❡2 0;❣✐♦♥2 ❞❡ ❧✬❡2♣❛❝❡ ❞❡ 0❡❝❤❡0❝❤❡✳ ❈❡.

♦♣;0❛.❡✉0 ❡♥.0❛✐♥❡ ✉♥❡ ♣❡0.✉0❜❛.✐♦♥ ❞❛♥2 ❧✬❤❛❜✐.❛. ♦0✐❣✐♥❡❧✳ ▲❡ ♣0♦❝❡22✉2 ❞❡
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2♦❧✉.✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛.❡ ♣♦✉0 ❧❛ ♠✉.❛.✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦2♦♥2 @✉❡ ❧❡2 ❙■❱2 ❛❧;❛.♦✐0❡♠❡♥.
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❚❛❜❧❡ ✷✳✻ ✕ ❍❛❜✐-❛- ❛♣/01 ❧❛ ♠✉-❛-✐♦♥

❞❡ ❧❛ 1♦❧✉-✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❛♠:❧✐♦/❡ ❧❡ -❡♠♣1 ❞✬❡①:❝✉-✐♦♥ ❡- :✈✐-❡ ❧❡1 ❝♦♥✢✐-1 ❞✉1 ❛✉①

❢❡♥A-/❡1 ❞❡ -❡♠♣1✳ ▲❛ ❋✐❣✉/❡ ✷✳✷ ♠♦♥-/❡ ❧❡ ♣/✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡--❡ ♠:-❤♦❞❡✳

❋✐❣✉)❡ ✷✳✷ ✕ F/✐♥❝✐♣❡ ✷✲♦♣-

❆♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬3❧✐'✐4♠❡ F♦✉/ :✈✐-❡/ ❞❡ ♣❡/❞/❡ ❧❡1 ❜♦♥♥❡1 1♦❧✉-✐♦♥1 ❛♣/01

❧❡1 ♣/♦❝❡11✉1 ❞❡ ♠✐❣/❛-✐♦♥ ❡- ❞❡ ♠✉-❛-✐♦♥✳ ◆♦✉1 ❝♦♣✐♦♥1 ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉1✐❡✉/1

❞❡1 ♠❡✐❧❧❡✉/❡1 1♦❧✉-✐♦♥1 ❞❛♥1 ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣:♥:/❛-✐♦♥✳ ❉❛♥1 ♥♦-/❡ ❝❛1✱ ♥♦✉1

❝❤♦✐1✐11♦♥1 ❞❡ ❝♦♣✐❡/ ❧❡1 ❞❡✉① ♠❡✐❧❧❡✉/❡1 1♦❧✉-✐♦♥1✳
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❞❡ ❧❛ ,❡❝❤❡,❝❤❡ ❞❡ ❝♦✉❝♦✉2 ❉❇❈❙ ✸✼

✷✳✹ ❉❡✉①✐(♠❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ ❞❡ ,12♦❧✉4✐♦♥ ✿ ❆❧❣♦✲

,✐4❤♠❡ ❜✐♥❛✐,❡ ❞✐2❝,❡4 ❞❡ ❧❛ ,❡❝❤❡,❝❤❡ ❞❡

❝♦✉❝♦✉2 ❉❇❈❙

✷✳✹✳✶ ❈❙ ✿ ❈✉❝❦♦♦ +❡❛.❝❤ ✭❧❛ .❡❝❤❡.❝❤❡ ❞❡ ❝♦✉❝♦✉+✮

❉❛♥# ❧❛ ♥❛%✉'❡✱ ❧❡# ❝♦✉❝♦✉# ✉%✐❧✐#❡♥% ✉♥❡ #%'❛%-❣✐❡ ❛❣'❡##✐✈❡ ❞❡ '❡♣'♦❞✉❝✲

%✐♦♥✳ ▲❛ ❢❡♠❡❧❧❡ ✐♥✈❡#%✐% ❧❡# ♥✐❞# ❞✬❛✉%'❡# ♦✐#❡❛✉① ♣♦✉' ♣♦♥❞'❡ #❡# ♦❡✉❢# ❢❡'%✐✲

❧✐#-# ❬❨❛♥❣ ❪✳ <❛'❢♦✐#✱ ❧✬♦❡✉❢ ❞✉ ❝♦✉❝♦✉ ❞❛♥# ❧❡ ♥✐❞ ❡#% ❞-❝♦✉✈❡'% ❡% ❧❡# ♦✐#❡❛✉①

♣✐'❛%-# ❧❡# ❥❡%%❡♥% ♦✉ ❛❜❛♥❞♦♥♥❡♥% ❧❡ ♥✐❞ ❡% ❞-♠❛''❡♥% ❧❡✉' ♣'♦♣'❡ ❝♦✉✈-❡

❛✐❧❧❡✉'#✳

❈❙ ❡#% ❜❛#- #✉' ❧❡# %'♦✐# 'A❣❧❡# #✉✐✈❛♥%❡# ✿

✕ ❈❤❛E✉❡ ❝♦✉❝♦✉ ♣♦♥❞ ✉♥ ♦❡✉❢ F ❧❛ ❢♦✐#✱ ❡% ❧❡ ❞-♣♦#❡ ❞❛♥# ✉♥ ♥✐❞ ❝❤♦✐#✐

❛✉ ❤❛#❛'❞✳

✕ ▲❡# ♠❡✐❧❧❡✉'# ♥✐❞# ❝♦♥%❡♥❛♥% ❞❡# ♦❡✉❢# ❞❡ ❤❛✉%❡ E✉❛❧✐%- #✉'✈✐✈❡♥% ❛✉①

♣'♦❝❤❛✐♥❡# ❣-♥-'❛%✐♦♥#✳

✕ ▲❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ♥✐❞# ❤G%❡# ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡# ❡#% ✜①-✱ ❡% ✉♥ ♦✐#❡❛✉ ❤G%❡ ♣❡✉%

❞-❝♦✉✈'✐' ✉♥ ♦❡✉❢ -%'❛♥❣❡' ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%- Pa ∈ [0, 1]✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝❛#✱

❧✬♦✐#❡❛✉ ❤G%❡ ♣❡✉% #♦✐% ❥❡%❡' ❧✬♦❡✉❢ ♦✉ ❛❜❛♥❞♦♥♥❡' ❧❡ ♥✐❞ ❡% ❝♦♥#%'✉✐'❡ ✉♥

♥♦✉✈❡❛✉ ♥✐❞ ❞❛♥# ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥%✳

<♦✉' ♣❧✉# ❞❡ #✐♠♣❧✐❝✐%-✱ ❧❛ ❞❡'♥✐A'❡ ❤②♣♦%❤A#❡ ♣❡✉% J%'❡ ❛♣♣'♦❝❤-❡ ♣❛' ❝❡

E✉✐ #✉✐% ✿ ✉♥❡ ❢'❛❝%✐♦♥ Pa ❞❡# n ♥✐❞# ❡#% '❡♠♣❧❛❝-# ♣❛' ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♥✐❞#

❬❨❛♥❣ ❪✳

▲❡# ❛♥✐♠❛✉① ❝❤❡'❝❤❡♥% ❧❛ ♥♦✉''✐%✉'❡ ❞❡ ❢❛K♦♥ ❛❧-❛%♦✐'❡ ♦✉ E✉❛#✐✲❛❧-❛%♦✐'❡✳

❊♥ ❣-♥-'❛❧✱ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥% #✉✐✈❛♥% ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ '❡❝❤❡'❝❤❡ ❞❡ ♥♦✉''✐%✉'❡

❞✬✉♥ ❛♥✐♠❛❧ ❞-♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣♦#✐%✐♦♥ ❛❝%✉❡❧❧❡ ❡% ❧❛ ♣'♦❜❛❜✐❧✐%- ❞❡ %'❛♥#✐%✐♦♥ ♣♦✉'

❧❡ ♣'♦❝❤❛✐♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥% ❬❨❛♥❣ ❪✳ ❉✐✈❡'#❡# -%✉❞❡# ♦♥% ♠♦♥%'- E✉❡ ❧❡ ✈♦❧ ❞❡

♥♦♠❜'❡✉① ❛♥✐♠❛✉① ❡% ✐♥#❡❝%❡# ♣'-#❡♥%❡ ❧❡# ❝❛'❛❝%-'✐#%✐E✉❡# %②♣✐E✉❡# ❞❡ ✈♦❧ ❞❡

❧-✈② ✭▲-✈② ❋❧✐❣❤%✮ ❬❇'♦✇♥ ✷✵✵✼❪✱ ❬<❛✈❧②✉❦❡✈✐❝❤ ✷✵✵✼❪✱ ❬❘❡②♥♦❧❞# ✷✵✵✼❪✳ ❇❛#-

#✉' ❝❡# %'♦✐# 'A❣❧❡#✱ ❧❡# -%❛♣❡# ❞❡ ❜❛#❡ ❞❡ ❈❙ #♦♥% '-#✉♠-❡# ❞❛♥# ❧❡ ♣#❡✉❞♦✲❝♦❞❡

❞❡ ❧✬❛❧❣♦'✐%❤♠❡ ✼ ❬❨❛♥❣ ❪✳

▲♦'# ❞❡ ❧❛ ❣-♥-'❛%✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡# #♦❧✉%✐♦♥# x(t+1) ❝♦''❡#♣♦♥❞❛♥% F ✉♥

❝♦✉❝♦✉ i✱ ✉♥ ✈♦❧ ❞❡ ▲-✈② ❡#% '-❛❧✐#- ❝♦♠♠❡ #✉✐% ✿

x
(t+1)
i = x

(t)
i + α⊕ ▲-✈②(λ) ✭✷✳✷✵✮

❖X α ❡#% ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣❛# E✉✐ ❞-♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣'♦❜❧A♠❡ %'❛✐%-✳ ❉❛♥# ❧❛

♣❧✉♣❛'% ❞❡# ❝❛#✱ ♦♥ ♣❡✉% ✉%✐❧✐#❡' α = O(L/10)✱ ♦X L ❡#% ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❝❛'❛❝%-'✐#%✐E✉❡

❞✉ ♣'♦❜❧A♠❡ %'❛✐%-✳ ▲❡ ♣'♦❞✉✐% ⊕ #✐❣♥✐✜❡ ❧❡ ♣'♦❞✉✐% ♠❛%'✐❝✐❡❧ ❞❡ ❍❛❞❛♠❛'❞✳

❈❡ ♣'♦❞✉✐% ❡#% #✐♠✐❧❛✐'❡ F ❝❡❧✉✐ ✉%✐❧✐#- ❞❛♥# <❙❖✳ ▲❡# ❱♦❧# ❞❡ ▲-✈② ♣'-✈♦✐❡♥%

❡##❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥% ✉♥❡ ♠❛'❝❤❡ ❛❧-❛%♦✐'❡✱ %❛♥❞✐# E✉❡ ❧❡✉'# ♣❛# ❛❧-❛%♦✐'❡# #♦♥% %✐'-#
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❆❧❣♦(✐'❤♠❡ ✼ ❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ❈✉❝❦♦♦ ❙❡❛$❝❤

❋♦♥❝&✐♦♥ ♦❜❥❡❝&✐❢ f(x), x = (x1, ..., xd)
T

●6♥6$❡$ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ✐♥✐&✐❛❧❡ ❞❡ n ♥✐❞9 ❤:&❡9 xi

'❛♥' C✉❡ t < MaxGeneration ♦✉ ❝$✐&;$❡ ❞✬❛$$=& 9❛&✐9❢❛✐& ❢❛✐(❡

❖❜&❡♥✐$ ✉♥ ❝♦✉❝♦✉ ❛✉ ❤❛9❛$❞ ✴ ❣6♥6$❡$ ✉♥❡ 9♦❧✉&✐♦♥ xt+1
♣❛$ ❧❡ ✈♦❧ ❞❡

▲6✈② ❡& 6✈❛❧✉❡$ 9❛ C✉❛❧✐&6✴✜&♥❡99 Fi

❈❤♦✐9✐99❡③ ✉♥ ♥✐❞ ♣❛$♠✐ n ✭♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱ j✮ ❛✉ ❤❛9❛$❞

4✐ Fi > Fj ❛❧♦(4

❘❡♠♣❧❛❝❡$ j ♣❛$ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ 9♦❧✉&✐♦♥

❯♥❡ ❢$❛❝&✐♦♥ ✭pa✮ ❞❡9 ♠❛✉✈❛✐9 ♥✐❞9 ❡9& ❛❜❛♥❞♦♥♥6❡ ❡& ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡9 9♦❧✉✲

&✐♦♥9 9♦♥& ❝♦♥9&$✉✐&❡9

●❛$❞❡$ ❧❡9 ♠❡✐❧❧❡✉$❡9 9♦❧✉&✐♦♥9 ✭♦✉ ❞❡9 ♥✐❞9 ❛✈❡❝ ❞❡9 9♦❧✉&✐♦♥9 ❞❡ C✉❛❧✐&6✮

❚$✐❡$ ❧❡9 9♦❧✉&✐♦♥9 ❡& &$♦✉✈❡$ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉$❡ 9♦❧✉&✐♦♥ ❝♦✉$❛♥&❡

❞✬✉♥❡ ❞✐9&$✐❜✉&✐♦♥ ❞❡ ▲6✈② ♣♦✉$ ❧❡9 ❣$❛♥❞❡9 ♣❛9 ❬❨❛♥❣ ❪ ✿

▲6✈② ˜u = t(−λ), 1 < λ ≤ 3 ✭✷✳✷✶✮

❈❡❧❛ ❛ ✉♥❡ ✈❛$✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ■❝✐✱ ❧❡9 9❛✉&9 ✴ 6&❛♣❡9

❝♦♥96❝✉&✐✈❡9 ❞✬✉♥ ❝♦✉❝♦✉ ❢♦$♠❡♥& ❡99❡♥&✐❡❧❧❡♠❡♥& ✉♥ ♣$♦❝❡99✉9 ❞❡ ♠❛$❝❤❡ ❛❧6❛✲

&♦✐$❡ ❬❨❛♥❣ ❪✳

❉❛♥9 ❧❛ 9❡❝&✐♦♥ C✉✐ 9✉✐&✱ ♥♦✉9 ❛❧❧♦♥9 ❞6❝$✐$❡ ❧✬❛❞❛♣&❛&✐♦♥ ❞❡ ❈❙ ♣♦✉$ $69♦✉❞$❡

❧❡ ❍❱❘Y▼❇❚❲✳

✷✳✹✳✷ ❉❇❈❙ ✿ ❉✐)❝+❡-❡ ❇✐♥❛+② ❈✉❝❦♦♦ ❙❡❛+❝❤ ✭❆❧❣♦✲

+✐-❤♠❡ ❞✐)❝+❡- ❜✐♥❛✐+❡ ❞❡ +❡❝❤❡+❝❤❡ ❞❡ ❝♦✉❝♦✉)✮

▲❡9 ♣$♦❜❧;♠❡9 ❞✬♦♣&✐♠✐9❛&✐♦♥ ❜✐♥❛✐$❡9 ❞✐9❝$❡&9 9♦♥& ✉♥❡ ❝❧❛99❡ ❞❡ ♣$♦❜❧;♠❡9

❞✐9❝$❡&9 ♦] ❧❛ 9♦❧✉&✐♦♥ ♣❡✉& =&$❡ $❡♣$69❡♥&6❡ ♣❛$ ✉♥ ❡♥9❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜✐&9✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣

❞❡ ♣$♦❜❧;♠❡9 ❞✬♦♣&✐♠✐9❛&✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥& =&$❡ ♠♦❞6❧✐969 9♦✉9 ❢♦$♠❡ ❜✐♥❛✐$❡✱ ❝♦♠♠❡

❧❡ ♣$♦❜❧;♠❡ ❞✬♦$❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥& ✢♦✇✲9❤♦♣ ❬▲✐❛♦ ✷✵✵✼❪✱ ❧❡9 ♣$♦❜❧;♠❡9 ❞❡ $♦✉&❛❣❡

❬❩❤❛♥ ✷✵✵✾❪✱ ❧❡ ▼❑Y ❬❑♦♥❣ ✷✵✵✻❪✱ ❧❡ ❑Y C✉❛❞$❛&✐C✉❡ ❬❏✉❧9&$♦♠ ✷✵✵✺❪❡& ❧❡

C✉❛❞$❛&✐C✉❡ ♠✉❧&✐♣❧❡9 ❑Y ❬❙✐♥❣❤ ✷✵✵✼❪✳

▲✬❛❧❣♦$✐&❤♠❡ ❈❙ ❡9& ❜❛96 9✉$ ❧❡ ✈♦❧ ❞❡ ▲6✈②✱ C✉✐ ♣$♦❞✉✐& ❞❡9 ♥♦♠❜$❡9 $6❡❧9✳ ❆✜♥

❞❡ ❧✬❛❞❛♣&❡$ ❛✉ ♣$♦❜❧;♠❡ ❍❱❘Y▼❇❚❲✱ ♥♦✉9 ✉&✐❧✐9♦♥9 ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ 9✐❣♠♦h❞❡

✷✳✷✷ ♣♦✉$ &$❛♥9❢♦$♠❡$ ✉♥❡ 9♦❧✉&✐♦♥ xi ♣$♦❞✉✐&❡ ♣❛$ ❧❡ ✈♦❧ ❞❡ ▲6✈② ❡♥ ✉♥❡

9♦❧✉&✐♦♥ ❜✐♥❛✐$❡ ♥♦&6❡ x
′

i✳

S(xi) =
1

(1 + e−xi)
✭✷✳✷✷✮



✷✳✹✳ ❉❡✉①✐(♠❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ ❞❡ ,12♦❧✉4✐♦♥ ✿ ❆❧❣♦,✐4❤♠❡ ❜✐♥❛✐,❡ ❞✐2❝,❡4

❞❡ ❧❛ ,❡❝❤❡,❝❤❡ ❞❡ ❝♦✉❝♦✉2 ❉❇❈❙ ✸✾

x
′

i ❡!" ❝❛❧❝✉❧' ❝♦♠♠❡ !✉✐" ✿

x
′

i =

{

1 !✐ r < S(xi), ♦, r ❡!" ✉♥ ♥♦♠❜/❡ ❛❧'❛"♦✐/❡ ∈ [0, 1]

0 !✐♥♦♥

✭✷✳✷✸✮

✷✳✹✳✷✳✶ @2❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐4❤♠❡

▲❡ ♣!❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦/✐"❤♠❡ ♣/♦♣♦!' ❡!" ♠❡♥"✐♦♥♥' ❞❛♥! ❧✬❛❧❣♦/✐"❤♠❡ ✽

❬❇❡/❣❤✐❞❛ ❪✳

❆❧❣♦,✐4❤♠❡ ✽ @!❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦/✐"❤♠❡ ❉❇❈❙

▲❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ♦❜❥❡❝"✐❢ min
∑

k∈K

∑

j:(i,j)∈A cijx
k
ijz

k

●'♥'/❡/ ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ✐♥✐"✐❛❧❡ ❞❡ n ♥✐❞! ❤G"❡! Ai

4❛♥4 C✉❡ t < MaxGeneration ♦✉ ❝/✐"H/❡ ❞✬❛//I" !❛"✐!❢❛✐" ❢❛✐,❡

♦❜"❡♥✐/ ✉♥ ❝♦✉❝♦✉ Ci ❛❧'❛"♦✐/❡♠❡♥" ✿

●'♥'/❡/ ✉♥❡ !♦❧✉"✐♦♥ ♣❛/ ❧❡ ✈♦❧ ❞❡ ▲'✈② ✭▼❛"/✐❝❡ Ai ❡" Rangi✮ ✿

A
(t+1)
i = At

i ⊕ α× ▲1✈②(λ), Rangt+1
i = Rangti ⊕ α× ▲'✈② (λ)

❖❜"❡♥✐/ ✉♥❡ /❡♣/'!❡♥"❛"✐♦♥ ❜✐♥❛✐/❡ ❞❡ Ai ❡♥ ✉"✐❧✐!❛♥" ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ !✐❣♠♦N❞❡

❱'/✐✜❡/ Q✉❡ ❝❤❛Q✉❡ ❝❧✐❡♥" ❡!" ✈✐!✐"' ♣❛/ ✉♥ !❡✉❧ ✈'❤✐❝✉❧❡

Rangi = Rangi × Ai

❖❜"❡♥✐/ ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ♦/❞/❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥"! R ♣❛/"✐/ ❞❡ ❧❛ ♠❛"/✐❝❡ Rangi
❱'/✐✜❡/ ❧❡! ❝♦♥"/❛✐♥"❡! ❞❡ ❝❛♣❛❝✐"' ❡" ❞❡ "❡♠♣! ❞❡ ❢❡♥I"/❡

➱✈❛❧✉❡/ ❧❛ Q✉❛❧✐"' Fi ❞❡ Ci

❈❤♦✐!✐/ ✉♥ ♥✐❞ ♣❛/♠✐ ❧❡! n ✭♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡✱ j✮ ❛✉ ❤❛!❛/❞

2✐ Fi > Fj ❛❧♦,2

❘❡♠♣❧❛❝❡/ ❧❡ ♥✐❞ j ♣❛/ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ !♦❧✉"✐♦♥

✉♥❡ ❢/❛❝"✐♦♥ ✭pa✮ ❞❡! ♠❛✉✈❛✐! ♥✐❞! ❡!" ❛❜❛♥❞♦♥♥'❡ ❡" ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡! !♦❧✉✲

"✐♦♥! !♦♥" ❝♦♥!"/✉✐"❡! ♣❛/ ❧❡ ✈♦❧ ❞❡ ▲'✈②

●❛/❞❡/ ♠❡✐❧❧❡✉/❡! !♦❧✉"✐♦♥! ✭♦✉ ❞❡! ♥✐❞! ❛✈❡❝ ❞❡! !♦❧✉"✐♦♥! ❞❡ Q✉❛❧✐"'✮

❚/✐❡/ ❧❡! !♦❧✉"✐♦♥! ❡" "/♦✉✈❡/ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉/❡ !♦❧✉"✐♦♥ ❝♦✉/❛♥"❡

✷✳✹✳✷✳✷ ❊♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ 2♦❧✉4✐♦♥

▲❛ !♦❧✉"✐♦♥ ❡!" /❡♣/'!❡♥"'❡ ♣❛/ ✉♥❡ ♠❛"/✐❝❡ A[i, j] ♦, 1 ≤ i ≤ k ❡" 1 ≤ j ≤

n ✱ "❡❧ Q✉❡ k ❡!" ❧❡ ♥♦♠❜/❡ "♦"❛❧ ❞❡ ✈'❤✐❝✉❧❡! ❀ ❡" n ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥"!✳

A[i, j] =

{

1 ❙✐ ❧❡ ✈'❤✐❝✉❧❡ i ✈✐!✐"❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥" j

0 ❙✐♥♦♥

✭✷✳✷✹✮



✹✵

❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ❆♣♣(♦❝❤❡ ❛❞❛♣'❛'✐✈❡ ♣♦✉( ❧❛ (34♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ ♣(♦❜❧7♠❡

❍❱❘<▼❇❚❲

❊①❡♠♣❧❡ ❙✉♣♣♦$♦♥$ &✉❡ ♥♦✉$ ❛②♦♥$ 5 ❝❧✐❡♥-$ ❡- 4 ✈/❤✐❝✉❧❡$ ❀ ✉♥❡ $♦❧✉-✐♦♥

❢❛✐$❛❜❧❡ ❡$- 4❡♣4/$❡♥-/❡ ♣❛4 ❧❡ -❛❜❧❡❛✉ ✷✳✼✳ ◆♦✉$ $-♦❝❦♦♥$ ❧❡$ ✐♥❢♦4♠❛-✐♦♥$

❈❧✐❡♥' ✶ ❈❧✐❡♥' ✷ ❈❧✐❡♥' ✸ ❈❧✐❡♥' ✹ ❈❧✐❡♥' ✺

❱3❤✐❝✉❧❡ ✶ ✵ ✶ ✶ ✵ ✵

❱3❤✐❝✉❧❡ ✷ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

❱3❤✐❝✉❧❡ ✸ ✶ ✵ ✵ ✵ ✶

❱3❤✐❝✉❧❡ ✹ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛-4✐❝❡ ❆

❝♦♥❝❡4♥❛♥- ❧✬♦4❞4❡ ❞❡ ♣❛$$❛❣❡ ❞❡$ ✈/❤✐❝✉❧❡$ ❞❛♥$ ✉♥❡ ♠❛-4✐❝❡ ❛♣♣❡❧/❡ ♠❛-4✐❝❡

❘❛♥❣ ✭❘▼✮✳ ▲❛ ♠❛-4✐❝❡ ❞❡ 4❛♥❣ ❛$$♦❝✐/ I ❧❛ ♠❛-4✐❝❡ A ♣4/❝/❞❡♥-❡ ❡$- ❞♦♥♥/❡

❞❛♥$ ❧❡ -❛❜❧❡❛✉ ✷✳✽✳ ❈❡--❡ $♦❧✉-✐♦♥ ✉-✐❧✐$❡ $❡✉❧❡♠❡♥- -4♦✐$ ✈/❤✐❝✉❧❡$✳ ▲❡ ✈/❤✐❝✉❧❡

1 ✈✐$✐-❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥- 3✱ ❧❡ ❝❧✐❡♥- 2✱ ❡- 4❡-♦✉4♥❡ ❛✉ ❞/♣M-✳ ▲❡ ✈/❤✐❝✉❧❡ 3 ✈✐$✐-❡ ❞✉

❝❧✐❡♥- 1✱ ❧❡ ❝❧✐❡♥- 5 ❡- 4❡-♦✉4♥❡ ❛✉ ❞/♣M-✱ -❛♥❞✐$ &✉❡ ❧❡ ✈/❤✐❝✉❧❡ 4 ♥❡ ✈✐$✐-❡ &✉❡

❧❡ ❝❧✐❡♥- 4✳ ▲❡ ✈/❤✐❝✉❧❡ 2 ♥✬❡$- ♣❛$ ✉-✐❧✐$/✳

✷✳✺ ❚$♦✐'✐(♠❡ ❛♣♣$♦❝❤❡ ❞❡ $0'♦❧✉3✐♦♥ ✿ ❆❧❣♦✲

$✐3❤♠❡ ❛♠0❧✐♦$0 ❞✐'❝$❡3 ❞❡ ❧❛ $❡❝❤❡$❝❤❡

❞✬❤❛$♠♦♥✐❡

✷✳✺✳✶ ❍❙ ✿ ❍❛(♠♦♥② ❙❡❛(❝❤ ✭❧❛ (❡❝❤❡(❝❤❡ ❞✬❤❛(♠♦♥✐❡✮

❍❙ ❡$- ✉♥❡ ♠/-❛❤❡✉4✐$-✐&✉❡ &✉✐ $✬✐♥$♣✐4❡ ❞✉ ♣4♦❝❡$$✉$ ❞✬✐♠♣4♦✈✐$❛-✐♦♥ ❞❛♥$

❧❛ ♠✉$✐&✉❡✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ♠✉$✐❝✐❡♥ ✐♠♣4♦✈✐$❡✱ ✐❧ ❛ -4♦✐$ ♦♣-✐♦♥$ ♣♦$$✐❜❧❡$ ✿ ✭✶✮ ❥♦✉❡4

✉♥❡ ❤❛4♠♦♥✐❡ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ $❛ ♠/♠♦✐4❡ ❀ ✭✷✮ ❥♦✉❡4 &✉❡❧&✉❡ ❝❤♦$❡ ❞❡ $❡♠❜❧❛❜❧❡ I

✉♥❡ ❤❛4♠♦♥✐❡ ❝♦♥♥✉❡ ✭♣❛$ ❞✬❛❥✉$-❡♠❡♥-✮✱ ♦✉ ✭✸✮ ❝♦♠♣♦$❡4 ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡$ ♥♦-❡$

❛❧/❛-♦✐4❡♠❡♥-✳ ❊♥ ✷✵✵✶✱ ❩♦♥❣ ❲♦♦ ●❡❡♠ ❡- ❛❧✳ ♦♥- ❢♦4♠❛❧✐$/ ❝❡$ -4♦✐$ ♦♣-✐♦♥$

❞❛♥$ ✉♥ ♣4♦❝❡$$✉$ ❞✬♦♣-✐♠✐$❛-✐♦♥✱ ❡- ❧❡$ -4♦✐$ ❝♦♠♣♦$❛♥-❡$ ❝♦44❡$♣♦♥❞❛♥- I

❈❧✐❡♥' ✶ ❈❧✐❡♥' ✷ ❈❧✐❡♥' ✸ ❈❧✐❡♥' ✹ ❈❧✐❡♥' ✺

❱3❤✐❝✉❧❡ ✶ ✵ ✷ ✶ ✵ ✵

❱3❤✐❝✉❧❡ ✷ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

❱3❤✐❝✉❧❡ ✸ ✶ ✵ ✵ ✵ ✷

❱3❤✐❝✉❧❡ ✹ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛-4✐❝❡ ❘▼



✷✳✺✳ ❚$♦✐'✐(♠❡ ❛♣♣$♦❝❤❡ ❞❡ $0'♦❧✉3✐♦♥ ✿ ❆❧❣♦$✐3❤♠❡ ❛♠0❧✐♦$0

❞✐'❝$❡3 ❞❡ ❧❛ $❡❝❤❡$❝❤❡ ❞✬❤❛$♠♦♥✐❡ ✹✶

❝❡" #$♦✐" ♦♣#✐♦♥" ❞❡✈✐❡♥♥❡♥# ✿ ❝♦♥"✐❞,$❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠,♠♦✐$❡ ❞❡ ❧✬❤❛$♠♦♥✐❡✱ ♣❛"

❞✬❛❥✉"#❡♠❡♥#✱ ❡# ❧❛ $❛♥❞♦♠✐"❛#✐♦♥ ❬●❡❡♠ ✷✵✵✶❪ ✳ ■❧ ✉#✐❧✐"❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ "✉✐✈❛♥#❡ ✿

✕ ▲✬✐♥"#$✉♠❡♥# i ❡"# ❛♥❛❧♦❣✉❡ @ ✉♥❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞,❝✐"✐♦♥ xi✳

✕ ❯♥❡ ♥♦#❡ ❞❡ ♠✉"✐C✉❡ ❡"# ❛♥❛❧♦❣✉❡ @ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞,❝✐"✐♦♥✳

✕ ❯♥❡ ❤❛$♠♦♥✐❡ ❡"# ❛♥❛❧♦❣✉❡ @ ✉♥❡ "♦❧✉#✐♦♥✳

❍❙ ✉#✐❧✐"❡ ❧❡" ♣❛$❛♠F#$❡" "✉✐✈❛♥#" ✿

✕ HMS ✭3❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠0♠♦✐$❡ ❞❡ ❧✬❤❛$♠♦♥✐❡✮ ✿ ❈❡ ♣❛$❛♠F#$❡ $❡♣$,✲

"❡♥#❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞✬❤❛$♠♦♥✐❡" ✭"♦❧✉#✐♦♥"✮ ❞❛♥" ❧❛ ♠,♠♦✐$❡ ❞❡ ❧✬❤❛$♠♦♥✐❡✳

✕ HMCR ✭3❛✉① ❞❡ ❝♦♥'✐❞0$❛3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠0♠♦✐$❡ ❞✬❤❛$♠♦♥✐❡✮ ✿ ❈❡

♣❛$❛♠F#$❡ $❡♣$,"❡♥#❡ ❧❛ ♣$♦❜❛❜✐❧✐#, ❞❡ ❣,♥,$❡$ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤❛$♠♦♥✐❡ ❞❡

❧❛ ♠,♠♦✐$❡ ❞❡ ❧✬❤❛$♠♦♥✐❡✳

✕ PAR ✭3❛✉① ❞✉ ♣❛' ❞✬❛❥✉'3❡♠❡♥3✮ ✿ ❈❡ ♣❛$❛♠F#$❡ $❡♣$,"❡♥#❡ ❧❛ ♣$♦✲

❜❛❜✐❧✐#, ❞✬❛❥✉"#❡$ ✉♥❡ ♥♦#❡✱ ❛♣$F" ❛✈♦✐$ ❡①❛♠✐♥, ❧❛ ♠,♠♦✐$❡ ❞❡ ❧✬❤❛$♠♦✲

♥✐❡✳

▲❡" ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡" ,#❛♣❡" ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐#❤♠❡ ❍❙ "♦♥# ✿

✶✳ ■♥✐3✐❛❧✐'❛3✐♦♥ ❞❡' ♣❛$❛♠(3$❡' ✿ ❉❛♥" ❝❡##❡ ,#❛♣❡✱ HMS✱ HMCR ❡#

PAR "♦♥# ✐♥✐#✐❛❧✐","✳

✷✳ ●0♥0$❛3✐♦♥ ❞❡ '♦❧✉3✐♦♥' ✐♥✐3✐❛❧❡' ✭ ✐♥✐3✐❛❧✐'❛3✐♦♥ ❞❡ HM✮ ✿ ❉❛♥"

❝❡##❡ ,#❛♣❡✱ ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ "♦❧✉#✐♦♥" "♦♥# ❣,♥,$,❡" ❞❡ ♠❛♥✐F$❡ ❛❧,❛#♦✐$❡

❡# "#♦❝❦,❡" ❞❛♥" HM ✳ N♦✉$ ❝❤❛C✉❡ "♦❧✉#✐♦♥ i(i = 1...HMS)✱ ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥

fi ♦❜❥❡❝#✐❢ ❡"# ❝❛❧❝✉❧,❡✳ ❍▼ ♣❡✉# Q#$❡ ❝♦♥"✐❞,$,❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛#$✐❝❡

❝♦♥#❡♥❛♥# ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞✬❤❛$♠♦♥✐❡" $❡♣$,"❡♥#❛♥# ❞❡" "♦❧✉#✐♦♥"✳

HM =







x1
1 · · · x1

n

:
✳

✳

✳ :

xHMS
1 · · · xHMS

n






✭✷✳✷✺✮

✸✳ ■♠♣$♦✈✐'❛3✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤❛$♠♦♥✐❡ ✿ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤❛$♠♦♥✐❡

x′ = (x′1, ..., x
′

n) ♣❡✉# $#%❡ ❣'♥'%'❡ ) ♣❛%#✐% ❞❡ ❧❛ ♠'♠♦✐%❡ ❞❡ ❧✬❤❛%♠♦♥✐❡

❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐#' HMCR ✭❝♦♠♣#❡ #❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ♠'♠♦✐%❡ ❞❡ ❧✬❤❛%♠♦♥✐❡✮

♦✉ ❣'♥'%'❡ ❞❡ ❢❛8♦♥ ❛❧'❛#♦✐%❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐#' 1 −HMCR ✭%❛♥❞♦✲

♠✐:❛#✐♦♥✮✳ ❉❛♥: ❧❡ ♣%❡♠✐❡% ❝❛:✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❞❡ ❧✬✐✲>♠❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞'❝✐:✐♦♥

❞❛♥: ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤❛%♠♦♥✐❡ x′ ❡:# ❝❤♦✐:✐❡ ) ♣❛%#✐% ❞❡: ✈❛❧❡✉%: ❡①✐:#❛♥#❡:

❞❛♥: ❧✬✐✲>♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠'♠♦✐%❡ ❞✬❤❛%♠♦♥✐❡ HM ❝♦✉%❛♥#❡✳ ❈❡##❡

✈❛❧❡✉% ♣❡✉# $#%❡ ❛❥✉:#'❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐#' PAR✳ ❉❛♥: ❧❡ :❡❝♦♥❞ ❝❛:✱

❝❤❛B✉❡ ✈❛❧❡✉% ❞❡ ❧❛ ✈❛%✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞'❝✐:✐♦♥ ❡:# ❣'♥'%'❡ ❞❡ ❢❛8♦♥ ❛❧'❛#♦✐%❡

✭) ♥♦#❡% B✉❡ ❧✬❛❥✉:#❡♠❡♥# ♥✬❡:# ♥'❝❡::❛✐%❡ B✉❡ ❞❛♥: ❧❡ ♣%❡♠✐❡% ❝❛:✮✳ ▲❛

♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤❛%♠♦♥✐❡ x′ %❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ♣❧✉: ♠❛✉✈❛✐:❡ ❤❛%♠♦♥✐❡ ❞❛♥: HM ✱ :✐

❡❧❧❡ ❡:# ♠❡✐❧❧❡✉%❡✳

✹✳ ❙✐ ❧❡ ❝%✐#>%❡ ❞✬❛%%$# ♥✬❡:# ♣❛: :❛#✐:❢❛✐#✱ ❛❧❧❡③ ) ❧✬'#❛♣❡ ✸✳



✹✷

❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ❆♣♣(♦❝❤❡ ❛❞❛♣'❛'✐✈❡ ♣♦✉( ❧❛ (23♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ ♣(♦❜❧6♠❡

❍❱❘;▼❇❚❲

✷✳✺✳✷ ❊❉❍❙ ✭❊♥❤❛♥❝❡❞ ❉✐/❝0❡1❡ ❍❛0♠♦♥② ❙❡❛0❝❤✮

✷✳✺✳✷✳✶ ❊♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ 3♦❧✉'✐♦♥

❯♥❡ #♦❧✉'✐♦♥ ❡#' )❡♣)+#❡♥'+❡ ♣❛) ✉♥❡ ❝❤❛/♥❡ ❞✬❡♥'✐❡)#✱ ♦3 ❝❤❛4✉❡ ♥♦♠❜)❡

)❡♣)+#❡♥'❡ ❧❡ ♥✉♠+)♦ ❛'')✐❜✉+ ❛✉ ❝❧✐❡♥' #❡)✈✐ ♦✉ 8 9')❡ #❡)✈✐✳ ◆♦✉# ✉'✐❧✐#♦♥# ❧❡

♥♦♠❜)❡ 0 ✭)❡♣)+#❡♥'❛♥' ❧❡ ❞+♣='✮ ❝♦♠♠❡ #②♠❜♦❧❡ ❞❡ #+♣❛)❛'✐♦♥ ❞❡# '♦✉)♥+❡#✳

❈♦♠♠❡ ❝❤❛4✉❡ '♦✉)♥+❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❡' #❡ '❡)♠✐♥❡ ❛✉ ❞+♣='✱ '♦✉' ❝♦♠♣♦#❛♥' ❞❡

❧❛ #♦❧✉'✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❡' #❡ '❡)♠✐♥❡ ♣❛) 0✳

◆♦✉# ❛✈♦♥# ✉'✐❧✐#+ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞✐)❡❝' ❞❡ ❧❛ #♦❧✉'✐♦♥ ✭'♦✉'❡ ✐♥❢♦)♠❛'✐♦♥ #✉)

❧❛ #♦❧✉'✐♦♥ ❡#' ❝♦♥'❡♥✉❡ ❞❛♥# ❧❛ )❡♣)+#❡♥'❛'✐♦♥✮✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝♦❞❛❣❡✱ ❧✬♦)❞)❡ ❞❡

#❡)✈✐❝❡ ❞❡# ❝❧✐❡♥'# ❡#' )❡✢+'+ ❞✐)❡❝'❡♠❡♥'✳ ▲✬✉'✐❧✐#❛'✐♦♥ ❞✬❊❉❍❙❆ ❡#' #✐♠♣❧✐✜+❡

8 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡' ❧❡# ❝♦♥')❛✐♥'❡# #♦♥' ❢❛❝✐❧❡♠❡♥' ✈+)✐✜+❡#✳

❯♥❡ #♦❧✉'✐♦♥ ❡#' )❡♣)+#❡♥'+❡ ♣❛) ✉♥ ✈❡❝'❡✉) H = (x1, x2, ..., xk, ..., xn) ♦3 xk

)❡♣)+#❡♥'❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❛##✐❣♥+ 8 ✉♥ ❝❧✐❡♥' ♦✉ ❛✉ ❞+♣='✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ #♦❧✉'✐♦♥

✷✳✺✳✷✳✷ ❉❡3❝(✐♣'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦(✐'❤♠❡

●2♥2(❛'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❞❡ 3♦❧✉'✐♦♥3 ♥♦♠♠2❡ ♠2♠♦✐(❡ ❞✬❤❛(✲

♠♦♥✐❡3 ❉❛♥# ❧❛ ♣)❡♠✐O)❡ +'❛♣❡✱ ♥♦✉# ❣+♥+)♦♥# ❛❧+❛'♦✐)❡♠❡♥' ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡

✐♥✐'✐❛❧ ❞✬❤❛)♠♦♥✐❡# ✭❆❧❣♦)✐'❤♠❡ ✻✮ ❬❇❡)❣❤✐❞❛ ✷✵✶✹❜❪✳ ❈❤❛4✉❡ ❤❛)♠♦♥✐❡ ❡♥❝♦❞❡

✉♥❡ #♦❧✉'✐♦♥ )+❛❧✐#❛❜❧❡✳

■♠♣(♦✈✐3❛'✐♦♥ ❆ ❝❤❛4✉❡ +'❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦)✐'❤♠❡✱ ♥♦✉# ❣+♥+)♦♥# ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❤❛)♠♦♥✐❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛W♦♥# ♣♦##✐❜❧❡#✱ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡ HMCRi ❣+♥+)+❡

❞❡ ❢❛W♦♥ ❛❧+❛'♦✐)❡ ✿

✶✳ HMCRi < HMCR ✿ ❉❛♥# ❝❡ ❝❛#✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ #♦❧✉'✐♦♥ ❡#' ❣+♥+)+❡ 8

♣❛)'✐) ❞❡ ❧❛ ♠+♠♦✐)❡ ❞✬❤❛)♠♦♥✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ♣♦✉) ❝❤❛4✉❡ xnew
k ❞❡ ❧✬❤❛)✲

♠♦♥✐❡ ❣+♥+)+❡ ✭4✉✐ )❡♣)+#❡♥'❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥' k 8 ✈✐#✐'❡)✮✱ ♥♦✉# ♣)❡♥♦♥# ✉♥❡

#♦❧✉'✐♦♥ St, t ∈ [1, HMS] ❛✉ ❤❛#❛)❞ ❞❡ ❧❛ ♠+♠♦✐)❡ ♣✉✐#✱ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡

❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞✉ ♣❛)❛♠O')❡ PAR✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❞❡✉① ❝❛# ♣♦##✐❜❧❡# ✿



✷✳✻✳ ◗✉❛&'✐)♠❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ ❞❡ '12♦❧✉&✐♦♥ ✿ ❆❧❣♦'✐&❤♠❡ 8✉❛♥&✐8✉❡ ❞❡

'❡❝❤❡'❝❤❡ ❞✬❤❛'♠♦♥✐❡ ❛✈❡❝ &❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ✈❛'✐❛❜❧❡ ✹✸

✕ PARi < PAR ✿ ◆♦✉$ ❢❛✐$♦♥$ ✉♥ ❛❥✉$*❡♠❡♥* ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉0 ❣2♥202❡ ♣❛0

❧❡ ✈♦✐$✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉0 xt
k ❞❛♥$ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ✿ $♦✐* ♥♦✉$ ♣0❡♥♦♥$ ❧❛

✈❛❧❡✉0 x
(t−1)
k ❞❡ ❧❛ $♦❧✉*✐♦♥ St−1 $♦✐* ❧❛ ✈❛❧❡✉0 x

(t+1)
k ❞❡ ❧❛ $♦❧✉*✐♦♥ St+1✳

✕ PARi > PAR ◆♦✉$ ❝♦♥$✐❞20♦♥$ ❧❛ ✈❛❧❡✉0 xt
k ❞❡ ❧❛ $♦❧✉*✐♦♥ St✳ ❊♥$✉✐*❡✱

♥♦✉$ ✈20✐✜♦♥$ ❧❡$ ❝♦♥*0❛✐♥*❡$ ❞❡ ❧❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤❛0♠♦♥✐❡✳

✷✳ HMCRi > HMCR ✿ ❉❛♥$ ❝❡ ❝❛$✱ ❡* ♣♦✉0 ❝❤❛=✉❡ xnew
k ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❤❛0♠♦♥✐❡✱ ♥♦✉$ ❝❤♦✐$✐$$♦♥$ ❛✉ ❤❛$❛0❞ ✉♥ ❝❧✐❡♥* ❞❡ ❧❛ ❧✐$*❡ ❞❡$ ❝❧✐❡♥*$

❞✐$♣♦♥✐❜❧❡$✳ ▲❛ $♦❧✉*✐♦♥ ♣0♦❞✉✐*❡ ❞♦✐* $❛*✐$❢❛✐0❡ ❧❡$ ❝♦♥*0❛✐♥*❡$✳ ❆♣0A$

❛✈♦✐0 ❣2♥202 ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤❛0♠♦♥✐❡✱ ♥♦✉$ ❛♣♣❧✐=✉♦♥$ ❧❡ 0❡❝✉✐* $✐♠✉❧2 ♣♦✉0

❛♠2❧✐♦0❡0 ❧❛ =✉❛❧✐*2 ❞❡ ❧❛ $♦❧✉*✐♦♥

▼✐2❡ ? ❥♦✉' ❞❡ ❧❛ ♠1♠♦✐'❡ ❞✬❤❛'♠♦♥✐❡ ❙✐ ❧❛ =✉❛❧✐*2 ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❤❛0♠♦♥✐❡ ❡$* ♠❡✐❧❧❡✉0❡ =✉❡ ❧❛ =✉❛❧✐*2 ❞❡ ❧❛ ♣✐0❡ ❤❛0♠♦♥✐❡ ❞❛♥$ HM ✱ ♥♦✉$

0❡♠♣❧❛C♦♥$ ❧❛ ♣✐0❡ ❤❛0♠♦♥✐❡ ♣❛0 ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡✳

✷✳✻ ◗✉❛&'✐)♠❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ ❞❡ '12♦❧✉&✐♦♥ ✿ ❆❧❣♦✲

'✐&❤♠❡ 9✉❛♥&✐9✉❡ ❞❡ '❡❝❤❡'❝❤❡ ❞✬❤❛'♠♦♥✐❡

❛✈❡❝ &❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ✈❛'✐❛❜❧❡

✷✳✻✳✶ ◗❈ ✿ ◗✉❛♥*✉♠ ❈♦♠♣✉*✐♥❣ ✭❧✬✐♥❢♦4♠❛*✐5✉❡ 5✉❛♥✲

*✐5✉❡✮

▲✬✐♥❢♦0♠❛*✐=✉❡ =✉❛♥*✐=✉❡ ◗❈ ❡$* ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ *❤2♦0✐❡ =✉✐ ❛ 2♠❡0❣2 G ❧❛

$✉✐*❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉$✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦0♠❛*✐=✉❡ ❡* ❞❡ ❧❛ ♠2❝❛♥✐=✉❡ =✉❛♥*✐=✉❡✳ ❊❧❧❡ $✬❛♣♣✉✐❡

$✉0 ❧❡$ ♣0✐♥❝✐♣❡$ ❞❡ ❧❛ ♠2❝❛♥✐=✉❡ =✉❛♥*✐=✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ 0❡♣02$❡♥*❛*✐♦♥ ❡* $✉♣❡0✲

♣♦$✐*✐♦♥ ❞✬2*❛*$ ◗✲❜✐*✳ ◗❈ ❡$* ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ *0❛✐*❡0 ✉♥ *0A$ ❣0❛♥❞ ♥♦♠❜0❡ ❞✬2*❛*$

=✉❛♥*✐=✉❡$ $✐♠✉❧*❛♥2♠❡♥* ❡♥ ♣❛0❛❧❧A❧❡✳ ❈❡ ♣❛0❛❧❧2❧✐$♠❡ 02❞✉✐* 2✈✐❞❡♠♠❡♥* ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐*2 ❛❧❣♦0✐*❤♠✐=✉❡✱ ❡* ♣❡✉* J*0❡ ✉*✐❧✐$2 ♣♦✉0 02$♦✉❞0❡ ❞❡$ ♣0♦❜❧A♠❡$

❞✬♦♣*✐♠✐$❛*✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛*♦✐0❡✱ =✉✐ ♥2❝❡$$✐*❡♥* ❧✬❡①♣❧♦0❛*✐♦♥ ❞❡ ❣0❛♥❞$ ❡$♣❛❝❡$

❞❡ $♦❧✉*✐♦♥$✳

▲❡$ ❛❧❣♦0✐*❤♠❡$ =✉❛♥*✐=✉❡$ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥* ♣❛$ J*0❡ ❡①♣❧♦✐*2$ ❛✈❛♥* ❧❛ ❝♦♥$*0✉❝✲

*✐♦♥ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡$ ♣✉✐$$❛♥*❡$ =✉❛♥*✐=✉❡$✳ ■❧$ ♥2❝❡$$✐*❡♥* ❧❛ ♣02$❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡$

=✉❛♥*✐=✉❡$ =✉✐ ♣0❡♥♥❡♥* ❡♥ ❝❤❛0❣❡ ❧❛ 0❡♣02$❡♥*❛*✐♦♥ =✉❛♥*✐=✉❡ ❣0L❝❡ G ❧✬✉*✐❧✐✲

$❛*✐♦♥ ❞❡ ❣0✐❧❧❡$ =✉❛♥*✐=✉❡$✳ ❊♥ ❛**❡♥❞❛♥* =✉❡ ❝❡$ ♠❛❝❤✐♥❡$ $♦✐❡♥* ❝♦♥$*0✉✐*❡$✱

✉♥❡ ✉*✐❧✐$❛*✐♦♥ ✐♥*❡0♠2❞✐❛✐0❡ ❛ 2♠❡0❣2✳ ❈✬❡$* ❧✬✐♥❢♦0♠❛*✐=✉❡ ✐♥$♣✐02❡ ❞✉ =✉❛♥✲

*✐=✉❡ ✭◗✉❛♥*✉♠ ■♥$♣✐0❡❞ ❈♦♠♣✉*✐♥❣✮✳

◗■❆ ✭◗✉❛♥*✉♠ ■♥$♣✐0❡❞ ❆❧❣♦0✐*❤♠$✮ $♦♥* ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦0✐*❤♠❡$ ♦♣20❛♥*

$✉0 ❞❡$ ♠❛❝❤✐♥❡$ ❝♦♥✈❡♥*✐♦♥♥❡❧❧❡$ ❡* ❡♥0✐❝❤✐$ ♣❛0 ❧❡$ ❝♦♥❝❡♣*$ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦0♠❛✲

*✐=✉❡ =✉❛♥*✐=✉❡✳ ■❧$ ❡①♣❧♦✐*❡♥* ❧❡$ ♣0✐♥❝✐♣❡$ =✉❛♥*✐=✉❡$ ❛✜♥ ❞❡ 02❞✉✐0❡ ❧❛ ❝♦♠✲



✹✹

❈❤❛♣✐&'❡ ✷✳ ❆♣♣'♦❝❤❡ ❛❞❛♣&❛&✐✈❡ ♣♦✉' ❧❛ '23♦❧✉&✐♦♥ ❞✉ ♣'♦❜❧6♠❡

❍❱❘;▼❇❚❲

♣❧❡①✐%& ❛❧❣♦*✐%❤♠✐-✉❡ ♥&❝❡11❛✐*❡ ♣♦✉* *&1♦✉❞*❡ ❞❡1 ♣*♦❜❧4♠❡1 ❝♦♠♣❧❡①❡1✳ ▲❛

♣❛*%✐❝✉❧❛*✐%& ❞❡ ◗■❆ ✈✐❡♥% ❞❡ ❧❛ *❡♣*&1❡♥%❛%✐♦♥ -✉❛♥%✐-✉❡ -✉✬✐❧1 ❛❞♦♣%❡♥%✱ -✉✐

♣❡*♠❡% ❞❡ *❡♣*&1❡♥%❡* ❧❛ 1✉♣❡*♣♦1✐%✐♦♥ ❞❡ %♦✉%❡1 ❧❡1 1♦❧✉%✐♦♥1 ♣♦11✐❜❧❡1 ♣♦✉*

✉♥ ♣*♦❜❧4♠❡ ❞♦♥♥&✳

❈♦♥❝❡♣&3 ❜❛3✐@✉❡3 ❞❡ ◗■❆

✕ ▲❡ ◗✲❜✐% ❡1% ❧❛ ♣❧✉1 ♣❡%✐%❡ ✉♥✐%& ❞✬✐♥❢♦*♠❛%✐♦♥ 1%♦❝❦&❡ ❞❛♥1 ✉♥ ♦*❞✐♥❛✲

%❡✉*✳

✕ ❯♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛B♥❡ ❞❡ ♠ ◗✲❜✐%1 ♣❡✉% C%*❡ ❡①♣*✐♠& ❝♦♠♠❡ 1✉✐% ✿

[

α1 α1 ... αm

β1 β2 ... βm

]

❖F ✿

|α2|+|β2|= 1 ✭✷✳✷✻✮

✕ ❯♥ ◗✲❜✐% ♣❡✉% C%*❡ ❞❛♥1 ❧✬&%❛% 1✱ ♦✉ ❞❛♥1 ❧✬&%❛% 0 ♦✉ ❞❛♥1 ♥✬✐♠♣♦*%❡ -✉❡❧❧❡

1✉♣❡*♣♦1✐%✐♦♥ ❞❡ ❝❡1 ❞❡✉① ✈❛❧❡✉*1 ✭α ❡% β 1♦♥% ❞❡1 ♥♦♠❜*❡1 ❝♦♠♣❧❡①❡1✮✳

✕ ▲♦*1-✉❡ ♥♦✉1 ♠❡1✉*♦♥1 ❧✬&%❛% ❞✉ ◗✲❜✐%✱ ♥♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 ❛✈♦✐* 0 ❛✈❡❝ ✉♥❡

♣*♦❜❛❜✐❧✐%& |α2|✱ ❡% 1 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐%& ❞❡ |β2|✳

✕ ◗■❆ ❝♦♥1✐1%❡ K ❛♣♣❧✐-✉❡* 1✉❝❝❡11✐✈❡♠❡♥% ✉♥❡ 1&*✐❡ ❞✬♦♣&*❛%✐♦♥1 -✉❛♥✲

%✐-✉❡1 1✉* ✉♥ 1②1%4♠❡ -✉❛♥%✐-✉❡ ✭♠❡1✉*❡✱ ♠✉%❛%✐♦♥ ❡% ✐♥%❡*❢&*❡♥❝❡✮✳ ❝❡1

%*♦✐1 ♦♣&*❛%✐♦♥1 1❡*♦♥% ❞&%❛✐❧❧&1 ❞❛♥1 ❧❡1 1❡❝%✐♦♥1 -✉✐ 1✉✐✈❡♥%✳

✷✳✻✳✷ ◗■❍❙❱(❙ ✿ ◗✉❛♥-✉♠ ■♥/♣✐2❡❞ ❍❛2♠♦♥② ❙❡❛2❝❤ ❛❧✲

❣♦2✐-❤♠ ✇✐-❤ ❱❛2✐❛❜❧❡ (♦♣✉❧❛-✐♦♥ ❙✐③❡

◆♦✉1 ♣*♦♣♦1♦♥1 ❞✬✉%✐❧✐1❡* ✉♥ ❛❧❣♦*✐%❤♠❡ ✐♥1♣✐*& ❞❡ ❧✬✐♥❢♦*♠❛%✐-✉❡ -✉❛♥✲

%✐-✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ✈❛*✐❛❜❧❡ ♣♦✉* *&1♦✉❞*❡ ❧❡ ♣*♦❜❧4♠❡ ❞❡

❍❱❘Q▼❇❚❲✳

◆♦✉1 ❛✈♦♥1 ❝❤♦✐1✐ ❞❡ *&❞✉✐*❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❧♦*1-✉❡ ❧✬❛♠&❧✐♦*❛%✐♦♥

❞❡ ❧❛ -✉❛❧✐%& ❞❡ ❧❛ 1♦❧✉%✐♦♥ ❡1% ✐♥1✐❣♥✐✜❛♥%❡✳ ▲❛ *&❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛

♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❛ &%& ✉%✐❧✐1& ❡♥ ❬▼✐♥❡%%✐ ✷✵✵✺❪✱ ❬❈❤❡♥ ✷✵✶✷❜❪ ❡% ❬❈❤❡♥ ✷✵✶✵❪✳

▲❡1 ♣*✐♥❝✐♣❡1 ❞❡ ❧✬✐♥❢♦*♠❛%✐-✉❡ -✉❛♥%✐-✉❡ 1♦♥% ✉%✐❧✐1&1 ♣♦✉* ❛❝❝&❧&*❡* ❧❡ ♣*♦✲

❝❡11✉1 ❞✬&✈♦❧✉%✐♦♥ ❛❧♦*1 -✉❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❡1% ✉%✐❧✐1&❡ ♣♦✉*

❞✐♠✐♥✉❡* ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞✬&✈❛❧✉❛%✐♦♥1 ❞❡ ❧❛ 1♦❧✉%✐♦♥✱ ❧♦*1-✉❡ ❧✬❛♠&❧✐♦*❛%✐♦♥ ❡1%

♥&❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦*✐%❤♠❡ ✾ ♣*&1❡♥%❡ ❧❡ ♣1❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣*♦❝❤❡ ♣*♦♣♦1&❡✳

✷✳✻✳✷✳✶ ▲❛ '❡♣'23❡♥&❛&✐♦♥ @✉❛♥&✐@✉❡ ❞❡ ❧✬❤❛'♠♦♥✐❡

▲❛ *❡♣*&1❡♥%❛%✐♦♥ ❡♥ ◗✲❜✐%1 ❞❛♥1 ❧❡1 ◗■❆ ❡①♣❧♦*❡ 1❡✉❧❡♠❡♥% ❧❡1 ♣*♦❜❧4♠❡1

❛②❛♥% ❞❡1 1♦❧✉%✐♦♥1 ♣*&1❡♥%&❡1 ❡♥ ❜✐♥❛✐*❡ ✭❡1♣❛❝❡ ❞❡ *❡❝❤❡*❝❤❡ ✭0− 1✮✮✱ %❛♥❞✐1

-✉❡ ❧❛ 1♦❧✉%✐♦♥ ❞❛♥1 ❧❡ ❱❘Q ❡1% ✉♥❡ ♣❡*♠✉%❛%✐♦♥ ❞❡ %♦✉1 ❧❡1 ❝❧✐❡♥%1✳

Q♦✉* *&1♦✉❞*❡ ❝❡ ♣*♦❜❧4♠❡✱ ♥♦✉1 ❞&✈❡❧♦♣♣♦♥1 ✉♥❡ ♠&%❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ -✉✐



✷✳✻✳ ◗✉❛&'✐)♠❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ ❞❡ '12♦❧✉&✐♦♥ ✿ ❆❧❣♦'✐&❤♠❡ 8✉❛♥&✐8✉❡ ❞❡

'❡❝❤❡'❝❤❡ ❞✬❤❛'♠♦♥✐❡ ❛✈❡❝ &❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ✈❛'✐❛❜❧❡ ✹✺

❆❧❣♦'✐&❤♠❡ ✾  !❡✉❞♦ ❈♦❞❡ ♦❢ ◗■❍❙❱ ❙

❈-.❡- ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛3✐♦♥ ✐♥✐3✐❛❧❡ HM ❞❡! ❤❛-♠♦♥✐❡!

❚-✐❡- ❧❛ ♣♦♣✉❧❛3✐♦♥ HM

❆♣♣❧✐9✉❡- ❧✬.❧✐3✐!♠❡

&❛♥& 8✉❡ t < NbrIter ❡3 HM.size > 1 ❢❛✐'❡

PAR = ((PARmax − PARmin)/NbrIter)× t

■♠♣-♦✈✐!❡- ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤❛-♠♦♥✐❡ Hnew

❆♣♣❧✐9✉❡- ❧❛ ♠❡!✉-❡

2✐ Fitness(Hnew) > WorstF itness ❛❧♦'2

❊♥❧❡✈❡- ❧❛ ♣✐-❡ ❤❛-♠♦♥✐❡ ❡3 ❧❛ -❡♠♣❧❛❝❡- ♣❛- ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ Hnew

❆♣♣❧✐9✉❡- ❧✬.❧✐3✐!♠❡

♣♦✉' i = 0 > HM.size ❢❛✐'❡

2✐ r ∈ [0, 1] < ProbMutation ❛❧♦'2

❆♣♣❧✐9✉❡- ❧❛ ♠✉3❛3✐♦♥ ✐♥3❡- ◗✲❜✐3 > Hi

2✐♥♦♥

❆♣♣❧✐9✉❡- ❧❛ ♠✉3❛3✐♦♥ ✐♥3-❛ ◗✲❜✐3 > Hi

❆♣♣❧✐9✉❡- ❧✬✐♥3❡-❢.-❡♥❝❡ 3♦ Hi

3-✐❡- ❧❛ ♣♦♣✉❧❛3✐♦♥ HM ❡3 ♦❜3❡♥✐- ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉-❡ !♦❧✉3✐♦♥ ❝♦✉-❛♥3❡ ✭t✮

RateImprov = (F (BH(t− 1))− F (BH(t)))/(F (BH(t)))× 100%

2✐ RateImprov > 0.05 ❛❧♦'2

❝♦♣✐❡- ❧❡! ❞❡✉① ♠❡✐❧❧❡✉-❡! !♦❧✉3✐♦♥ > ❧❛ ❣.♥.-❛3✐♦♥ !✉✐✈❛♥3❡

❯♥❡ ❢-❛❝3✐♦♥ ❞✬❤❛-♠♦♥✐❡! ❡!3 !✉♣♣-✐♠.❡ ❞✉ HM ❡♥ ✉3✐❧✐!❛♥3 ❧❛ !.❧❡❝3✐♦♥

♣❛- 3♦✉-♥♦✐

❝♦♥✈❡-3✐3 ❧❛ !♦❧✉3✐♦♥ ♣-.!❡♥3.❡ ❡♥ ◗✲❜✐3! > ✉♥❡ !♦❧✉3✐♦♥ ❝♦♥3❡♥❛♥3 ❞❡! ♥♦♠❜-❡!

❡♥3✐❡-!✳ ❯♥❡ !♦❧✉3✐♦♥ ❡!3 -❡♣-.!❡♥3.❡ ♣❛- ✉♥ ✈❡❝3❡✉- ❞❡ ◗✲❜✐3! ❞❡ 3❛✐❧❧❡ l =

n(k+m)✱ ♦Hm ❡!3 ❧❡ ♥♦♠❜-❡ 3♦3❛❧ ❞❡ ❝❧✐❡♥3!✱ n ❡!3 ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ❜✐3! ♥.❝❡!!❛✐-❡!

♣♦✉- ❝♦❞❡- ❧❡ ♥♦♠❜-❡ (m+1)✱ ❡3 k ❡!3 ❧❡ ♥♦♠❜-❡ 3♦3❛❧ ❞❡ ✈.❤✐❝✉❧❡!✳ ▲❡ ✈❡❝3❡✉-

❞❡ ◗✲❜✐3 ❡!3 ❡♥!✉✐3❡ ❝♦♥✈❡-3✐ ❡♥ ❜✐♥❛✐-❡ ❡♥ ✉3✐❧✐!❛♥3 ❧❡! ✈❛❧❡✉-! ❞❡ α ❡3 β✳ ❈❡

❞❡-♥✐❡- ❡!3 ❡♥!✉✐3❡ ❝♦♥✈❡-3✐ ❡♥ ✉♥ ✈❡❝3❡✉- ❞❡ ♥♦♠❜-❡ ❡♥3✐❡- ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐J-❡

!✉✐✈❛♥3❡ ✿

✕ ▲❡ ✈❡❝3❡✉- ❜✐♥❛✐-❡ ❡!3 ❞✐✈✐!. ❡♥ (k + m) ❝❤❛M♥❡ ❀ ❝❤❛9✉❡ ❝❤❛M♥❡ ❜✐♥❛✐-❡

❞❡ 3❛✐❧❧❡ n ❡!3 ❡♥!✉✐3❡ ❝♦♥✈❡-3✐ ❡♥ ❡♥3✐❡-✳

✕ ▲❡! ♥♦♠❜-❡! ❡♥3✐❡-! !♦♥3 ❡♥!✉✐3❡ 3-✐.!✱ ❧❡! k ♣❡3✐3! ♥♦♠❜-❡! !❡-♦♥3 -❡♠✲

♣❧❛❝.! ♣❛- ✉♥ ③.-♦✳ ▲❡! m ♥♦♠❜-❡! -❡!3❛♥3! !❡-♦♥3 ♥✉♠.-♦3.! ❞❡ 1 > m✱

❝❤❛❝✉♥ -❡♣-.!❡♥3❛♥3 ❧❡ ♥✉♠.-♦ ❞❡ ❝❧✐❡♥3✳

✕ ◆♦✉! ✈.-✐✜♦♥! ❡♥!✉✐3❡ !✐ ❧❡! ❝♦♥3-❛✐♥3❡! ❞❡ ❝❛♣❛❝✐3. ❡3 ❞❡ ❢❡♥R3-❡! ❞❡

3❡♠♣! !♦♥3 !❛3✐!❢❛✐3❡!✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡!3 ♣❛! ❧❡ ❝❛!✱ ❧❛ !♦❧✉3✐♦♥ ♦❜3❡♥✉❡ ❡!3

3-❛♥!❢♦-♠.❡ ❡♥ ✉♥❡ !♦❧✉3✐♦♥ -.❛❧✐!❛❜❧❡✳
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m

δ ∈ [0, 1] : (|α2|> δ)

1 0



✷✳✻✳ ◗✉❛&'✐)♠❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ ❞❡ '12♦❧✉&✐♦♥ ✿ ❆❧❣♦'✐&❤♠❡ 8✉❛♥&✐8✉❡ ❞❡

'❡❝❤❡'❝❤❡ ❞✬❤❛'♠♦♥✐❡ ❛✈❡❝ &❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ✈❛'✐❛❜❧❡ ✹✼

❆❧❣♦'✐&❤♠❡ ✶✵ ■♠♣#♦✈✐'❡# ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤❛#♠♦♥✐❡

❯♥❡ ❤❛#♠♦♥✐❡ ✈✐❞❡ Hnew ❡'0 ❝#22❡✱ 4✉✐ ❡'0 ✉♥ ✈❡❝0❡✉# ❞❡ l = n × (k +m)

◗✲❜✐0 ✭0❡❧ 4✉❡ n ❡'0 ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❜✐0' #❡4✉✐' ♣♦✉# ❝♦❞❡# (m + 1)✱ k ❡'0 ❧❡

♥♦♠❜#❡ 0♦0❛❧ ❞❡ ✈2❤✐❝✉❧❡'✱ m ❡'0 ❧❡ ♥♦♠❜#❡ 0♦0❛❧ ❞❡' ❝❧✐❡♥0'✮

&❛♥& 8✉❡ i < l ❢❛✐'❡

2✐ r ∈ [0, 1] < HMCR ❛❧♦'2

❝❤♦✐'✐# ✉♥❡ ❤❛#♠♦♥✐❡ : ♣❛#0✐# ❞❡ HM ♣❛# '2❧❡❝0✐♦♥ ♣❛# #♦✉❧❡00❡

2✐ r ∈ [0, 1] < PAR ❛❧♦'2

❈❤♦✐'✐# ❛✉ ❤❛'❛#❞ ❞❡✉① ◗✲❜✐0' ❞❡ 0♦✉#♥2❡ ❛❝0✉❡❧❧❡ ❡0 2❝❤❛♥❣❡# ❧❡✉#

❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥0

2✐♥♦♥

❈♦♣✐❡# ❧❛ #♦✉0❡ 0❡❧❧❡ 4✉✬❡❧❧❡ ❡'0 : Hnew

2✐♥♦♥

●2♥2#❡# ✉♥❡ #♦✉0❡ ✈✐❞❡✱ ❡0 ❧✉✐ ❛00#✐❜✉❡# ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❛❧2❛0♦✐#❡ ❞❡ ◗✲❜✐0'✳

i = i+ SizeOfRoute

❜✐♥❛✐#❡✳ ❈❡ ✈❡❝0❡✉# ❜✐♥❛✐#❡ '❡#❛ ❝♦♥✈❡#0✐ ❡♥ ✉♥ ❡♥0✐❡#✱ ❡♥ ✉0✐❧✐'❛♥0 ❧❛ ♣#♦❝2✲

❞✉#❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞2❝#✐0 ❞❛♥' ❧❛ '❡❝0✐♦♥ ✭▲❛ '❡♣'12❡♥&❛&✐♦♥ 8✉❛♥&✐8✉❡ ❞❡

❧✬❤❛'♠♦♥✐❡✮✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✺ ✕ ▼❡'✉#❡# ✉♥❡ '♦❧✉0✐♦♥

▲❛ ♠✉&❛&✐♦♥ ▲❛ ♠✉0❛0✐♦♥ ♣❡#♠❡0 ❧❡ ❞2♣❧❛❝❡♠❡♥0 ❞❡ ❧❛ '♦❧✉0✐♦♥ ❛❝0✉❡❧❧❡ :

✉♥❡ ❞❡ '❡' ✈♦✐'✐♥'✱ ♥♦✉' ❞✐'0✐♥❣✉♦♥' ❞❡✉① 0②♣❡' ❞❡ ♠✉0❛0✐♦♥' 4✉❛♥0✐4✉❡' ✿

✕ ▲❛ ♠✉&❛&✐♦♥ ■♥&❡'✲◗✲❜✐&2✱ 4✉✐ ❝♦♥'✐'0❡ : ♣❡#♠✉0❡# ❞❡✉① ◗✲❜✐0' ❝❤♦✐'✐'

❛❧2❛0♦✐#❡♠❡♥0 ❛♣♣❛#0❡♥❛♥0 : ✉♥❡ ❤❛#♠♦♥✐❡ ❝❤♦✐'✐❡ ❛❧2❛0♦✐#❡♠❡♥0✳

✕ ▲❛ ♠✉&❛&✐♦♥ ✐♥&'❛✲◗✲❜✐&2✱ 4✉✐ ❝♦♥'✐'0❡ : ♣❡#♠✉0❡# ❧❡' ❛♠♣❧✐0✉❞❡' α

❡0 β ❞✬✉♥ ◗✲❜✐0' ❝❤♦✐'✐ ❛❧2❛0♦✐#❡♠❡♥0✳

▲✬✐♥&❡'❢1'❡♥❝❡ ▲✬✐♥0❡#❢2#❡♥❝❡ ❡'0 ✉♥ ♦♣2#❛0❡✉# ❞✬2✈♦❧✉0✐♦♥ 4✉✐ ❣✉✐❞❡ ❧❡' ✐♥✲

❞✐✈✐❞✉' ✈❡#' ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉#❡' '♦❧✉0✐♦♥'✱ ❡0 ✜♥❛❧❡♠❡♥0✱ ✈❡#' ✉♥ '❡✉❧ 20❛0✳ ▲❡ [αi, βi]
T

❞✬✐✲J♠❡ ◗✲❜✐0 ❡'0 ♠✐'❡ : ❥♦✉# ❝♦♠♠❡ '✉✐0 ✿

[

αi

βi

]

= U(θi)×

[

αi

βi

]

=

[

cos(θi) − sin(θi)

sin(θi) cos(θi)

]

×

[

αi

βi

]

✭✷✳✷✼✮

❚❡❧ 4✉❡ ✿
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❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ❆♣♣(♦❝❤❡ ❛❞❛♣'❛'✐✈❡ ♣♦✉( ❧❛ (34♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ ♣(♦❜❧7♠❡
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✕ θi ❡"# ❧✬♦♥❣❧❡ ❞❡ *♦#❛#✐♦♥✱ θi = s(αi, βi)∆θi✳

✕ s(αi, βi) ❡"# ❧❡ "✐❣♥❡ ❞❡ θi /✉✐ ❞1#❡*♠✐♥❡ ❧❛ ❞✐*❡❝#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *♦#❛#✐♦♥✱ ❡#

✕ ∆θi ❡"# ❧✬❛♠♣❧✐#✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ *♦#❛#✐♦♥✳

◆♦✉" ❛✈♦♥" ✉#✐❧✐"1 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉* ❞②♥❛♠✐/✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ *♦#❛#✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬❛❝✲

❝*♦:#*❡ ❧❛ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣1*❛#❡✉* ❞✬✐♥#❡*❢1*❡♥❝❡✳ ▲❡" ✈❛❧❡✉*" ❞❡ *♦#❛#✐♦♥

❞✬❛♥❣❧❡ "♦♥# ✐♥❞✐/✉1❡" ❞❛♥" ❧❡ #❛❜❧❡❛✉ ✷✳✾ ❬❩❤❛♥❣ ✷✵✵✾❛❪✳ ri ❡# bi "♦♥# ❧❡ ✐✲

E♠❡ ❜✐# ❞❡ ❧✬❤❛*♠♦♥✐❡ ❜✐♥❛✐*❡ r ❡# ❧❡ ✐✲E♠❡ ❜✐# ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉*❡ ❤❛*♠♦♥✐❡ b

*❡"♣❡❝#✐✈❡♠❡♥#✳

ri bi f(ri) < (bi) ∆θi
s(αi, βi)

αβi > 0 αβi < 0 α = 0 β = 0

✵ ✵ ❢❛❧"❡ ✵ ✵ ✵ ✵

✵ ✶ #*✉❡ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✵ ✵ ❢❛❧"❡ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✵ ✶ #*✉❡ 0.05π ✲✶ ✰✶ ✰✶ ✵

✶ ✵ ❢❛❧"❡ 0.01π ✲✶ ✰✶ ✰✶ ✵

✶ ✶ #*✉❡ 0.025π ✰✶ ✲✶ ✵ ✰✶

✶ ✵ ❢❛❧"❡ 0.005π ✰✶ ✲✶ ✵ ✰✶

✶ ✶ #*✉❡ ✵✳✵✷✺π ✰✶ ✲✶ ✵ ✰✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✾ ✕ ▲♦♦❦✉♣ ❞❡ *♦#❛#✐♦♥ ❞✬❛♥❣❧❡

✷✳✼ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡% ❛♣♣-♦❝❤❡% ❊❇❇❖✱ ❉❇❈❙✱

❊❉❍❙✱ ◗■❍❙❱<❙ %✉- ❧❡ ♣-♦❜❧>♠❡

❍❱❘<▼❇❚❲

✷✳✼✳✶ ❏❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥+❡, ✉-✐❧✐,+

◆♦✉" #❡"#♦♥" ♥♦" ❛♣♣*♦❝❤❡" "✉* ❞✐✛1*❡♥#" ❡♥"❡♠❜❧❡" ❞❡ ♣*♦❜❧E♠❡ ❞1*✐✈1"

❞❡ ❧✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥1❡" ❞❡ ❙♦❧♦♠♦♥ ❬❙♦❧♦♠♦♥ ✶✾✽✼❪ R1, R2, C1, C2, RC1 ❡#

RC2✳ ❈❡" ❞♦♥♥1❡" ❝♦♥#✐❡♥♥❡♥# 55 ✐♥"#❛♥❝❡" ❞❡ ❱❘Q❚❲✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❝♦♥#✐❡♥# 100

❝❧✐❡♥#"✳ ❈❤❛/✉❡ ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥1❡" ❝♦♥#✐❡♥# ❡♥#*❡ ❤✉✐# ❡# ❞♦✉③❡ ♣*♦❜❧E♠❡ ❞❡

100 ♥♦❡✉❞"✳ Q♦✉* R1 ❡# R2✱ ❧❡" ❝❧✐❡♥#" "♦♥# ❧♦❝❛❧✐"1" ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐E*❡ ✉♥✐❢♦*♠❡

"✉* ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ "❡*✈✐❝❡✳ ▲❡" ❡♥"❡♠❜❧❡" C1 ❡# C2 "♦♥# ❞❡" ❝❧✐❡♥#" *❡❣*♦✉♣1" ❡#

❧❡" ❣*♦✉♣❡" RC1 ❡# RC2 "♦♥# ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐"♦♥ ❞❡" ❝❧✐❡♥#" *❡❣*♦✉♣1" ❡# ❞❡"

❝❧✐❡♥#" ♣❧❛❝1" ❛❧1❛#♦✐*❡♠❡♥#✳ ❚♦✉" ❧❡" ♣*♦❜❧E♠❡" "♦♥# ❡✉❝❧✐❞✐❡♥" ❛✈❡❝ ✉♥ "❡✉❧

#②♣❡ ❞❡ "❡*✈✐❝❡✳

❉❛♥" ❧❡ ❜✉# ❞❡ "✬❛❝❝♦*❞❡* ❛✈❡❝ ❧❡ ♣*♦❜❧E♠❡ ❍❱❘Q▼❇❚❲✱ ❇❡❧♠❡❝❤❡*✐ ❡# ❛❧✳

❬❇❡❧♠❡❝❤❡*✐ ✷✵✶✸❪ ♦♥# ♠♦❞✐✜1 ❧❡" ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥1❡" ❝♦♠♠❡ "✉✐# ✿ ✐❧" ❝♦♥"✐❞E*❡♥#



✷✳✼✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡% ❛♣♣-♦❝❤❡% ❊❇❇❖✱ ❉❇❈❙✱ ❊❉❍❙✱ ◗■❍❙❱<❙ %✉-
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 ✉❡ ❝❤❛ ✉❡ ✐♥()❛♥❝❡ ❛ ✉♥ ♣♦✉,❝❡♥)❛❣❡ ❞❡ 80% ❞❡( ❝❧✐❡♥)( ❞❡ ❧✐✈,❛✐(♦♥ ❡) 20%

❞❡( ❝❧✐❡♥)( ❞❡ ❝♦❧❧❡❝)❡✳ ▲❡( ✢♦))❡( ❤4)4,♦❣5♥❡( ✜①❡( ♣,♦♣♦(4❡( ♣♦✉, n = 5, 100

❝❧✐❡♥)( (♦♥) ♣,4(❡♥)4❡( ❞❛♥( ❧❡( )❛❜❧❡( ✷✳✶✵ ❡) ✷✳✶✶ ,❡(♣❡❝)✐✈❡♠❡♥)✳ =♦✉, ❝♦♠✲

♣❛,❡, ❧❡( ,4(✉❧)❛)( ❞❡ ♥♦( ❛♣♣,♦❝❤❡( ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❬❇❡❧♠❡❝❤❡,✐ ✷✵✶✸❪✱ ♥♦✉(

✉)✐❧✐(♦♥( ❧❡( ♠D♠❡( ♠♦❞✐✜❝❛)✐♦♥(✳

❚②♣❡ ❞❡ ✈$❤✐❝✉❧❡ ◆♦♠❜-❡ ❞❡ ✈$❤✐❝✉❧❡% ❝♦I( ✈❛-✐❛❜❧❡ ❈❛♣❛❝✐($

❛ 2 1.2 50

❜ 2 1.0 40

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✵ ✕ ❋❧♦))❡ ✜①❡ ❤4)4,♦❣5♥❡ ♣♦✉, n = 5 ❝❧✐❡♥)(

❚②♣❡ ❞❡ ✈$❤✐❝✉❧❡ ◆♦♠❜-❡ ❞❡ ✈$❤✐❝✉❧❡% ❈♦I( ✈❛-✐❛❜❧❡ ❈❛♣❛❝✐($

❛ 5 2.0 600

❜ 5 1.8 400

❝ 8 1.6 200

❞ 6 1.5 100

❡ 6 1.0 50

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✶ ✕ ❋❧♦))❡ ✜①❡ ❤4)4,♦❣5♥❡ ♣♦✉, n = 100 ❝❧✐❡♥)(

✷✳✼✳✷ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡ ❊❇❇❖✱ ❉❇❈❙✱ ❊❉❍❙✱ ◗■❍❙❱8❙

❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠<=❤♦❞❡ ❡①❛❝=❡

◆♦✉( ❝♦♠♠❡♥H♦♥( ❧❡( ❡①♣4,✐❡♥❝❡( ❡♥ ❝♦♠♣❛,❛♥) ❧❡( ,4(✉❧)❛)( ❞❡(  ✉❛),❡

❛♣♣,♦❝❤❡( ❛✈❡❝ ❧❡( ,4(✉❧)❛)( ♦❜)❡♥✉( ♣❛, ✉♥❡ ♠4)❤♦❞❡ ❡①❛❝)❡ ♣♦✉, ❧❡( ✐♥(✲

)❛♥❝❡( ❞❡ ♣❡)✐)❡( )❛✐❧❧❡ ✭5 ❝❧✐❡♥)(✮✳ ❧❡( ,4(✉❧)❛)( ❡①❛❝)( (♦♥) ),♦✉✈4( ❡♥ ✉)✐❧✐(❛♥)

▲=❙♦❧✈❡ ■❉❊✳ ❧❡ )❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✷ ♠♦♥),❡  ✉❡ ❧❡( ❛♣♣,♦❝❤❡( ♣,♦♣♦(4❡( ❞♦♥♥❡♥)

❞❡( ,4(✉❧)❛)( ♣,♦❝❤❡( ❞❡ ❧✬♦♣)✐♠❛❧ ✭◆❜ ,❡♣,4(❡♥)❡ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞✬✐♥()❛♥❝❡(✱ ❊▼

,❡♣,4(❡♥)❡ ❧❡( ,4(✉❧)❛)( ♦❜)❡♥✉( ♣❛, ❧❛ ♠4)❤♦❞❡ ❡①❛❝)❡✮✳ ❈❡❧❛ ❡() ❞R ❛✉ ❢❛✐)

 ✉❡ ❧✬❡(♣❛❝❡ ❞❡ ,❡❝❤❡,❝❤❡ ❡() ,4❞✉✐)✳

✷✳✼✳✸ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡ ❊❇❇❖✱ ❉❇❈❙✱ ❊❉❍❙✱ ◗■❍❙❱8❙

❛✈❡❝ 8❙❖ ✭8❛(=✐❝❧❡ ❙✇❛(♠ ❖♣=✐♠✐③❛=✐♦♥✮ ❡= ❆❈❖

✭❆♥= ❈♦❧♦♥② ❖♣=✐♠✐③❛=✐♦♥✮

❉❛♥( ❝❡))❡ (❡❝)✐♦♥✱ ♥♦✉( ❝♦♠♣❛,♦♥( ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡(  ✉❛),❡ ❛♣♣,♦❝❤❡( ♣,♦♣♦✲

(4❡( ❛✈❡❝ =❙❖ ❡) ❆❈❖ V ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣4,❛)❡✉, ●❆=  ✉✐ ❝❛❧❝✉❧ ❧✬4❝❛,) ❡♥),❡



✺✵

❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ❆♣♣(♦❝❤❡ ❛❞❛♣'❛'✐✈❡ ♣♦✉( ❧❛ (34♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ ♣(♦❜❧7♠❡
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■♥4'❛♥❝❡ ◆❜ ❊▼ ❊❇❇❖ ❊❉❍❙ ❉❇❈❙ ◗■❍❙❱<❙

❘✶✲✺ 12 152.66 154.45 156.32 154.45 152.66

❘✷✲✺ 11 145.19 145.19 148.84 145.19 145.19

❈✶✲✺ 9 77.45 77.54 77.54 77.54 77.54

❈✷✲✺ 8 110.19 110.19 110.19 110.19 110.19

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✷ ✕ ❙♦❧✉,✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 5 ❝❧✐❡♥,4

❞❡✉① 4♦❧✉,✐♦♥✱ ❡, 7✉✐ ❡4, ❞8✜♥✐ ❝♦♠♠❡ 4✉✐, ✿

GAPApproche1−Approche2 =
CostApproche1 − CostApproche2

CostApproche2

× 100% ✭✷✳✷✽✮

▲❡4 ?84✉❧,❛,4 4♦♥, ?84✉♠84 ❞❛♥4 ❧❡4 ,❛❜❧❡❛✉① ✷✳✶✸✱ ✷✳✶✹✱ ✷✳✶✺ ❡, ✷✳✶✻✳ ▲❛ ♣?❡✲

♠✐F?❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ?❡♣?84❡♥,❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧✬✐♥4,❛♥❝❡✱ ❧❡4 ?84✉❧,❛,4 ♦❜,❡♥✉4 ♣❛? ❆❈❖ ❡,

J❙❖ ❬❇❡❧♠❡❝❤❡?✐ ✷✵✶✸❪ 4♦♥, ♣?84❡♥,84 ❞❛♥4 ❧❛ ❞❡✉①✐F♠❡ ❡, ❧❛ ,?♦✐4✐F♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡

?❡4♣❡❝,✐✈❡♠❡♥,✱ ❧❡4 ?84✉❧,❛,4 ❞❡4 ❛♣♣?♦❝❤❡4 ♣?♦♣♦48❡4 ❊❇❇❖✱ ❉❇❈❙✱ ❊❉❍❙

❡, ◗■❍❙❱J❙ 4♦♥, ❞♦♥♥84 ❞❛♥4 ❧❛ 7✉❛,?✐F♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❛♥4 ❧❡ ,❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✸✱

✷✳✶✹✱ ✷✳✶✺ ❡, ✷✳✶✻ ?❡4♣❡❝,✐✈❡♠❡♥, ✳ ▲❡4 ❞❡✉① ❞❡?♥✐F?❡4 ❝♦❧♦♥♥❡4 ?❡♣?84❡♥,❡♥,

❧❡4 8❝❛?,4 ❡♥,?❡ ❧❡4 4♦❧✉,✐♦♥4 ,?♦✉✈8❡4 ♣❛? ✭❆❈❖ ❡, ❧✬❛♣♣?♦❝❤❡ ♣?♦♣♦48❡✮ ❡,

✭J❙❖ ❡, ❧✬❛♣♣?♦❝❤❡ ♣?♦♣♦48❡✮ ?❡4♣❡❝,✐✈❡♠❡♥,✳

❆ ♣❛?,✐? ❞❡4 ,❛❜❧❡❛✉① ✷✳✶✸✱✷✳✶✹✱✷✳✶✺ ❡, ✷✳✶✻ ♥♦✉4 ?❡♠❛?7✉♦♥4 7✉❡ ✿

✕ ❉❛♥4 ❧❡ ♣?❡♠✐❡? ,②♣❡ ❞✬✐♥4,❛♥❝❡4 ✭❈✶✱ ❈✷✮✱ ♦W ❧❡4 ❝❧✐❡♥,4 4♦♥, ?❡❣?♦✉♣84 ❀

❊❇❇❖ ❛♠8❧✐♦?❡ ❧❡4 ?84✉❧,❛,4 ♦❜,❡♥✉4 ♣❛? ❆❈❖ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 5%✱

❡, ❛♠8❧✐♦?❡ ❝❡✉① ❞❡4 J❙❖ ❛✈❡❝ 8, 5%✳ ❉❇❈❙ ❛♠8❧✐♦?❡ ❛✉44✐ ❧❡4 ❞❡✉① ❛♣✲

♣?♦❝❤❡4 ❛✈❡❝ 2.71% ✱ 1.7% ♣♦✉? ❆❈❖✱ J❙❖ ?❡4♣❡❝,✐✈❡♠❡♥,✳ ▲✬❛♣♣?♦❝❤❡

❊❉❍❙ ♥✬❛ ♣❛4 ❛♠8❧✐♦?8 ❧❡4 ?84✉❧,❛,4 ❞❡4 ❞❡✉① ❛♣♣?♦❝❤❡4✱ ❛❧♦?4 7✉❡ ❧✬❛♣✲

♣?♦❝❤❡ ◗■❍❙❱J❙ ❛ ❛♠8❧✐♦?8 ❧❡4 ?84✉❧,❛,4 ❞✬❆❈❖ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡

1.75% ❡, ❧❡4 ?84✉❧,❛,4 ❞❡ J❙❖ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 10.88%✳

✕ ❉❛♥4 ❧❡ ❞❡✉①✐F♠❡ ,②♣❡ ❞✬✐♥4,❛♥❝❡4 ✭❘✶✱ ❘✷✮✱ ♦W ❧❡4 ❝❧✐❡♥,4 4♦♥, ❞✐4✲

,?✐❜✉84 ♥♦?♠❛❧❡♠❡♥,✱ J❙❖ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉?❡ ♠♦②❡♥♥❡ 7✉✬❊❇❇❖ ✱❝❡

❞❡?♥✐❡? ❛♠8❧✐♦?❡ ❧❡4 ?84✉❧,❛,4 ❞✬❆❈❖ ❛✈❡❝ 1, 175%✳ ▲✬❛♣♣?♦❝❤❡ ❉❇❈❙

❛ ❛♠8❧✐♦?8 ❧❡4 ?84✉❧,❛,4 ❞✬❆❈❖ ❡, J❙❖ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 2.79%✱

0.46%?❡4♣❡❝,✐✈❡♠❡♥,✳ ❊❉❍❙ ♥✬❛ ♣❛4 ❛♠8❧✐♦?8 ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❝❡4 ✐♥4,❛♥❝❡4✳

❚❛♥❞✐4 7✉❡ ❧✬❛♣♣?♦❝❤❡ ◗■❍❙❱J❙ ❛ ❛♠8❧✐♦?8 ❧❡4 ?84✉❧,❛,4 ❞✬❆❈❖ ❡, J❙❖

❛✈❡❝ 2.86%✱ 1.19% ?❡4♣❡❝,✐✈❡♠❡♥,✳

✕ ❉❛♥4 ❧❡ ❞❡?♥✐❡? ,②♣❡ ❞✬✐♥4,❛♥❝❡4 ✭❘❈✶✱ ❘❈✷✮✱ ❊❇❇❖ ❛♠8❧✐♦?❡ ❧❡4 ?84✉❧✲

,❛,4 ❞❡ J❙❖ ❡, ❆❈❖ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 4, 08%✱ 7, 83% ?❡4♣❡❝,✐✈❡♠❡♥,✳

❉❇❈❙ ❧❡4 ❛♠8❧✐♦?❡ ❛✉44✐ ❛✈❡❝ 0.05%, 0.01% ?❡4♣❡❝,✐✈❡♠❡♥,✳ ❧✬❛♣♣?♦❝❤❡

❊❉❍❙ ❛ ❛♠8❧✐♦?8 ❧❡4 ?84✉❧,❛,4 ❞✬❆❈❖ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 6.07% ❡,

❧❡4 ?84✉❧,❛,4 ❞❡ J❙❖ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 1.84%✳ ❆❧♦?4 7✉❡ ❧✬❛♣♣?♦❝❤❡
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❧✬❛♣♣*♦❝❤❡ ◗■❍❙❱?❙



✷✳✼✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡% ❛♣♣-♦❝❤❡% ❊❇❇❖✱ ❉❇❈❙✱ ❊❉❍❙✱ ◗■❍❙❱<❙ %✉-

❧❡ ♣-♦❜❧>♠❡ ❍❱❘<▼❇❚❲ ✺✺
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✕ ▲✬❛♣♣,♦❝❤❡ ♣,♦♣♦.(❡ ❊❇❇❖ ❛♠(❧✐♦,❡ ❆❈❖ ❞❛♥. 31 .✉, 55 ✐♥.0❛♥❝❡.
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✕ ▲✬❛♣♣,♦❝❤❡ ❉❇❈❙ ❛♠(❧✐♦,❡ ❆❈❖ ❞❛♥. 32 .✉, 55 ✐♥.0❛♥❝❡. ✭58.18%✮✱ ❡0

❛♠(❧✐♦,❡ %❙❖ ❞❛♥. 21 ✐♥.0❛♥❝❡ .✉, 55(54.54%)✳
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◆♦✉' /❡♠❛/D✉♦♥' ❞❛♥' ❧❡' *❛❜❧❡❛✉① ✷✳✶✽ ❡* ✷✳✶✾ D✉✐ /&'✉❧*❡♥* ❧❡ *❡'* ❞❡
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❉❇❈❙ ✾✳✺✵✵

❊❉❍❙ ✺✹✳✵✵✵ ✹✹✳✺✵✵

◗■❍❙❱<❙ ✸✶✳✵✵✵ ✹✵✳✺✵✵ ✽✺✳✵✵✵

❆❈❖ ✷✽✳✵✵✵ ✶✽✳✺✵✵ ✷✻✳✵✵✵ ✺✾✳✵✵✵

<❙❖ ✶✹✳✺✵✵ ✺✳✵✵✵ ✸✾✳✺✵✵ ✹✺✳✺✵✵ ✶✸✳✺✵✵ ✵✳✵✵✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✽ ✕ ▼❛-.✐❝❡ ❞❡3 ❝♦♠♣❛.❛✐3♦♥3 ♣❛. ♣❛✐.❡3 ✭❞✐✛:.❡♥❝❡✮
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❚❛❜❧❡ ✷✳✶✾ ✕ ▼❛-.✐❝❡ ❞❡3 ❝♦♠♣❛.❛✐3♦♥3 ♣❛. ♣❛✐.❡3 ✭❝♦♥❝❧✉3✐♦♥✮
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◆♦✉3 ❛✈♦♥3 ♣.:3❡♥-: ♣❛. ❧❛ 3✉✐-❡ ❧❡3 F✉❛-.❡ ❛♣♣.♦❝❤❡3 ♣.♦♣♦3:❡3 ♣♦✉. ❧❛ .:✲

3♦❧✉-✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣.♦❜❧M♠❡✱ V 3❛✈♦✐.✱ ❧✬❛♣♣.♦❝❤❡ ✐♥3♣✐.:❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❣:♦❣.❛♣❤✐❡✱

❧✬❛♣♣.♦❝❤❡ ✐♥3♣✐.:❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦.-❡♠❡♥-3 ❞❡3 ❝♦✉❝♦✉3✱ ❧✬❛♣♣.♦❝❤❡ ✐♥3♣✐.:❡ ❞❡ ❧❛

♠✉3✐F✉❡ ❡- ❧✬❛♣♣.♦❝❤❡ F✉✐ ❤②❜.✐❞❡ ❧❡3 ♣.✐♥❝✐♣❡3 F✉❛♥-✐F✉❡3 ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣.♦❝❤❡

✐♥3♣✐.:❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉3✐F✉❡✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ♣.:3❡♥-: ✉♥❡ :-✉❞❡ ❝♦♠♣❛.❛-✐✈❡ ❞❡3 ❞✐✛:.❡♥-3 .:3✉❧-❛-3 ✈❛❧✐✲

❞:❡ ♣❛. ✉♥❡ ❛♥❛❧②3❡ 3-❛-✐3-✐F✉❡✳ ◆♦✉3 ❛❧❧♦♥3 ♣.:3❡♥-❡. ❞❛♥3 ❧❡ ❝❤❛♣✐-.❡ 3✉✐✈❛♥-

❧❡ ❞❡✉①✐M♠❡ ♣.♦❜❧M♠❡ -.❛✐-: ✭❱❘G❙G❉✮ ❛✐♥3✐ F✉❡ ❧✬❛♣♣.♦❝❤❡ ❝♦♦♣:.❛-✐✈❡ ♣.♦✲

♣♦3:❡✳



❈❤❛♣✐%&❡ ✸

❆♣♣"♦❝❤❡' ❝♦♦♣("❛*✐✈❡' ♣♦✉" ❧❛

"('♦❧✉*✐♦♥ ❞✉ ♣"♦❜❧2♠❡ ❱❘6❙6❉

❙♦♠♠❛✐%❡

✸✳✶ ❋♦%♠✉❧❛*✐♦♥ ♠❛*❤.♠❛*✐/✉❡ ❞✉ ❞❡✉①✐3♠❡ ♣%♦❜❧3♠❡ ✳ ✺✾

✸✳✷ ❚❡❝❤♥✐/✉❡ ❞❡ ❝♦♦♣.%❛*✐♦♥ ♣%♦♣♦;.❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✸ ❊♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ;♦❧✉*✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✸✳✶ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ .(/✉❝(✉/❡ ❞❡ ❞♦♥♥$❡. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✸✳✷ ●$♥$/❛(✐♦♥ ❞✬✉♥❡ .♦❧✉(✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✸✳✸ ❘❡❝(✐✜❝❛(✐♦♥ ❞✬✉♥❡ .♦❧✉(✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✸✳✹ ▼$(❤♦❞❡. ❞❡ ❣$♥$/❛(✐♦♥ ❞✉ ✈♦✐.✐♥❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸✳✹ ▼.*❛❤❡✉%✐;*✐/✉❡; ✉*✐❧✐;.❡; ❞❛♥; ❧❛ ❝♦♦♣.%❛*✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✹✳✶ =/❡♠✐?/❡ ♠$(❛❤❡✉/✐.(✐@✉❡ ✉(✐❧✐.$❡ ✿ ▲❡ /❡❝✉✐( .✐♠✉❧$ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✹✳✷ ❉❡✉①✐?♠❡ ♠$(❛❤❡✉/✐.(✐@✉❡ ✉(✐❧✐.$❡ ✿ ▲✬❛❧❣♦/✐(❤♠❡ ❣$♥$✲

(✐@✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✹✳✸ ❚/♦✐.✐?♠❡ ♠$(❛❤❡✉/✐.(✐@✉❡ ✿ ▲✬♦♣(✐♠✐.❛(✐♦♥ ❜❛.$❡ .✉/ ❧❛

❜✐♦❣$♦❣/❛♣❤✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✺ ❉❡;❝%✐♣*✐♦♥ ❞✉ ♣%♦❝❡;;✉; ❞❡ ❝♦♦♣.%❛*✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✻ ❘.;✉❧*❛*; ❞❡ ❧✬❛♣♣%♦❝❤❡ ❝♦♦♣.%❛*✐✈❡ ;✉% ❧❡ ❱❘H❙H❉ ✽✶

✸✳✻✳✶ ❏❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥$❡. ✉(✐❧✐.$ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✻✳✷ ➱(✉❞❡ ❝♦♠♣❛/❛(✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉;✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

▲❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞✉ +♦✉#♥-❡. ❞❡ ✈-❤✐❝✉❧❡. ❛✈❡❝ ❝♦❧❧❡❝+❡ ❡+ ❧✐✈#❛✐.♦♥ ❱❘66❉

❡.+ ✉♥❡ ❡①+❡♥.✐♦♥ ❞✉ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞❡ +♦✉#♥-❡. ❞❡ ✈-❤✐❝✉❧❡.✱ ♦: ❧❡. ✈-❤✐❝✉❧❡. .♦♥+

♥♦♥ .❡✉❧❡♠❡♥+ ❝❡♥.-. ❧✐✈#❡# ❞❡. ♠❛#❝❤❛♥❞✐.❡. ❛✉① ❝❧✐❡♥+. ; ♣❛#+✐# ❞✬✉♥ ❞-♣=+✱

♠❛✐. ❛✉..✐ ❞✬❡♥ ❝♦❧❧❡❝+❡# ; ♣❛#+✐# ❞❡ ❝❡#+❛✐♥. ❝❧✐❡♥+. ❡+ ❞❡ ❧❡. #❡+♦✉#♥❡# ❛✉

❞-♣=+✳

6#❛+✐?✉❡♠❡♥+✱ ❧❡ ❱❘66❉ .✬✐♥.❝#✐+ ❞❛♥. ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐.+✐?✉❡ ✐♥✈❡#.❡✱

✉♥ .❡❝+❡✉# ❞❡ #❡❝❤❡#❝❤❡ ❛②❛♥+ ✉♥❡ ✐♠♣♦#+❛♥❝❡ ❝#♦✐..❛♥+❡✳ ❯♥ ❞♦♠❛✐♥❡

❞✬❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ +#'. ❝♦♠♠✉♥ ❡.+ ❧❡ .❡#✈✐❝❡ ♣♦.+❛❧✳ ▲❡. ❧❡++#❡. ❡+ ❧❡. ❝♦❧✐. ♣❡✉✈❡♥+

C+#❡ ❧✐✈#-. ❡+ ❝♦❧❧❡❝+-. .✉# ❧❛ ♠C♠❡ +♦✉#♥-❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥+ ❞❡ ✈✉❡ ♠❛+❤-♠❛+✐?✉❡✱

❧❡ ❱❘66❉ ❡.+ ✉♥❡ ❣-♥-#❛❧✐.❛+✐♦♥ ❞❡ ❱❘6 ❝❧❛..✐?✉❡ ❞♦♥❝ ❡.+ ✉♥ ♣#♦❜❧'♠❡



✺✽

❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ❆♣♣(♦❝❤❡/ ❝♦♦♣0(❛'✐✈❡/ ♣♦✉( ❧❛ (0/♦❧✉'✐♦♥ ❞✉

♣(♦❜❧7♠❡ ❱❘;❙;❉

❞✬♦♣$✐♠✐'❛$✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛$♦✐,❡ ◆/✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ■❧ ♣❡✉$ 6$,❡ ❢♦,♠✉❧8 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ■▲/

♠✐①$❡ ✭❬◆❛❣② ✷✵✵✺❪✮ ❡$ ,8'♦❧✉ ♣❛, ❞❡' ♠8$❤♦❞❡' ❡①❛❝$❡' ♣♦✉, ❞❡' ♣❡$✐$❡'

✐♥'$❛♥❝❡'✳

▲❡ ♣,♦❜❧E♠❡ ❞❡ $♦✉,♥8❡' ❞❡ ✈8❤✐❝✉❧❡' ❛✈❡❝ ❝♦❧❧❡❝$❡ ❡$ ❧✐✈,❛✐'♦♥ '✐♠✉❧$❛♥8❡'

✭❱❘/❙/❉✮ ❛ 8$8 ✐♥$,♦❞✉✐$ ✈❡,' ❧❛ ✜♥ ❞❡' ❛♥♥8❡' ✶✾✽✵ ✭❬▼✐♥ ✶✾✽✾❪✮ ♣♦✉,

,8'♦✉❞,❡ ✉♥ ♣,♦❜❧E♠❡ ❞❡ ❞✐'$,✐❜✉$✐♦♥ ❞❡' ❧✐✈,❡' ❡♥$,❡ ✷✷ ❜✐❜❧✐♦$❤EP✉❡'

♣✉❜❧✐P✉❡' ✭❝❧✐❡♥$'✮ ❡$ ✉♥ ❝❡♥$,❡ ❞✬❛❞♠✐♥✐'$,❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦$❤EP✉❡ ✭❞8♣Q$✮

❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜,❡ ✜①❡ ❞❡ ✈8❤✐❝✉❧❡' ❞❡ '❡,✈✐❝❡ ❤♦♠♦❣E♥❡' ❞❡ ❝❛♣❛❝✐$8' ❧✐♠✐$8❡'✳

▲❡ ❱❘/❙/❉ ❡'$ ❝♦♥'✐❞8,8 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣,♦❜❧E♠❡ '$❛$✐P✉❡ ❝❛, ❧❡' ❝♦R$' ❞❡

✈♦②❛❣❡ '♦♥$ ❞8$❡,♠✐♥✐'$❡' ❞E' ❧❡ ❞8❜✉$✳

❆♣,E' '♦♥ ✐♥$,♦❞✉❝$✐♦♥ ❡♥ ✶✾✽✾ ♣❛, ▼✐♥ ❬▼✐♥ ✶✾✽✾❪✱ ❧❡ ♣,♦❜❧E♠❡ ❱❘/❙/❉ ❛

8$8 ❛❜'❡♥$ ❞❡' $,❛✈❛✉① ❞❡ ,❡❝❤❡,❝❤❡ ♣❡♥❞❛♥$ ❡♥✈✐,♦♥ ✉♥❡ ❞8❝❡♥♥✐❡ ❡♥$✐E,❡✳ ❊♥

✷✵✵✶ ❉❡$❤❧♦✛ ❬❉❡$❤❧♦✛ ✷✵✵✶❪ ❛ ♣,♦♣♦'8 ✉♥❡ ❢♦,♠✉❧❛$✐♦♥ ♣,8❝✐'❡ ❞✉ ♣,♦❜❧E♠❡

❡$ ❛ ❞8✈❡❧♦♣♣8 ❞❡' ❤❡✉,✐'$✐P✉❡' ❞✬✐♥'❡,$✐♦♥ W ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ P✉❛$,❡ ❝,✐$E,❡' ❞✐✛8,❡♥$'

♣♦✉, ,8'♦✉❞,❡ ❧❡ ♣,♦❜❧E♠❡✳ ❊♥ ✷✵✵✼✱ /✐♥❣ ❈❤❡♥ ❡$ ❛❧✳ ❬❈❤❡♥ ✷✵✵✼❪ ❛ ♣,♦♣♦'8

✉♥❡ ❤❡✉,✐'$✐P✉❡ ♣♦✉, ,8'♦✉❞,❡ ❧❡ ♣,♦❜❧E♠❡ ❱❘/❙/❉ ❜❛'8❡ '✉, ❧❡ ❙②'$E♠❡ ❞❡'

❝♦❧♦♥✐❡' ❞❡ ❢♦✉,♠✐' ✭❆❈❙✮✳ ❉❛♥' ❧❡✉, ❛❧❣♦,✐$❤♠❡✱ ❧❛ ♣❤❛'❡ ❞❡ ❝♦♥'$,✉❝$✐♦♥

❞✬❆❈❙ ❝❧❛''✐P✉❡ ❡'$ ,❡♠♣❧❛❝8❡ ♣❛, ✉♥❡ ♣,♦❝8❞✉,❡ ❞✬✐♥'❡,$✐♦♥ ❛❧$❡,♥❛$✐✈❡✳

❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠8$❛❤❡✉,✐'$✐P✉❡' ❤②❜,✐❞❡ ❡'$ ♣,♦♣♦'8❡ ❞❛♥' ❬▼❡♥❣ ✷✵✵✽❪✳

❚♦✉$ ❞✬❛❜♦,❞✱ ❧✬❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ❞❡ $♦✉,✲♣❛,$✐$✐♦♥♥❡♠❡♥$ ,8✈✐'8 ❡'$ ✉$✐❧✐'8 ♣♦✉,

♦❜$❡♥✐, ❧❛ '♦❧✉$✐♦♥ ✐♥✐$✐❛❧❡ ❞✉ ❱❘/❙/❉✳ ❉❡✉①✐E♠❡♠❡♥$✱ ❧❡' ♠♦❞✉❧❡' ❞❡

,❡❝❤❡,❝❤❡ $❛❜♦✉ ,8❛❝$✐✈❡ ♦♥$ 8$8 ♣,♦♣♦'8' ♣♦✉, ❛♠8❧✐♦,❡, ❧❡' ,8'✉❧$❛$'✳ ❉❛♥'

❬❩❤❛♥❣ ✷✵✵✾❜❪✱ ❚❛♦ ❩❤❛♥❣ ❡$ ❛❧✳ ♦♥$ ♣,8'❡♥$8 ✉♥ ❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ♠✐①$❡ ❛♣♣❡❧8

/❙❖✲❆❈❙ ♣♦✉, ,8'♦✉❞,❡ ❱❘/❙/❉ ❝♦♠❜✐♥❛♥$ ❆❈❙ ❡$ /❙❖✳ ▲✬❛❧❣♦,✐$❤♠❡

♣,♦♣♦'8 ✭/❙❖✲❆❈❖✮ ❛♠8❧✐♦,❡ ❧❛ ✈✐$❡''❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡,❣❡♥❝❡ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥$ ❧❡ ♣♦✐❞'

❞✬✐♥❡,$✐❡ ❞✉ /❙❖✳

▲❡ ❱❘/❙/❉ ❛ 8$8 8❣❛❧❡♠❡♥$ $,❛✐$8 ❞❛♥' ❬▲✐✉ ✷✵✶✵❪✳ ❉❡' ❤❡✉,✐'$✐P✉❡' ❤②✲

❜,✐❞❡' ♦♥$ 8$8 ♣,♦♣♦'8❡' ♣♦✉, ❧❡ ,8'♦✉❞,❡✳ ❉❛♥' ❧❛ ♠6♠❡ ❛♥♥8❡✱ ●♦❦'❛❧ ❡$

❛❧✳❬●♦❦'❛❧ ✷✵✶✵❪ ♦♥$ ♣,8'❡♥$8 ✉♥❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ ❞❡ ,8'♦❧✉$✐♦♥ ❜❛'8❡ '✉, /❙❖✱ ❞❛♥'

❧❛P✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ,❡❝❤❡,❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡'$ ❡✛❡❝$✉8❡ ♣❛, ❧✬❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ❞❡ ❞❡'❝❡♥$❡ W ✈♦✐✲

'✐♥❛❣❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❱◆❉✳ ❉❛♥' ❬❚❛'❛♥ ✷✵✶✵❪✱ ❚❛'❛♥ ❡$ ❛❧✳ ♦♥$ ♣,♦♣♦'8 ✉♥❡ ❛♣✲

♣,♦❝❤❡ ❜❛'8❡ '✉, ❧✬❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ❣8♥8$✐P✉❡ ♣♦✉, ,8'♦✉❞,❡ ❧❡ ♣,♦❜❧E♠❡ ❱❘/❙/❉✳

/❧✉' ,8❝❡♠♠❡♥$✱ ❙✉❜,❛♠❛♥✐❛♥ ❡$ ❛❧✳ ❬❙✉❜,❛♠❛♥✐❛♥ ✷✵✶✸❜❪ ♦♥$ ♣,♦♣♦'8 ✉♥❡

❛♣♣,♦❝❤❡ ❞❡ ❜,❛♥❝❤✲❈✉$ ❛♥❞ /,✐❝❡ ❇❈/ ♣♦✉, ,8'♦✉❞,❡ ❧❡ ♣,♦❜❧E♠❡ ❱❘/❙/❉✳

▲✬❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ❇❈/ ❛ 8$8 $❡'$8 '✉, ❞❡' ✐♥'$❛♥❝❡' $✐,8❡' ❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛,❦' ❜✐❡♥

❝♦♥♥✉' ✐♠♣❧✐P✉❛♥$ ❥✉'P✉✬W ✷✵✵ ❝❧✐❡♥$'✳ ◗✉❛$,❡ ✐♥'$❛♥❝❡' ♦♥$ 8$8 ,8'♦❧✉' ♣♦✉,

❧❛ ♣,❡♠✐E,❡ ❢♦✐' ❡$ ❝❡,$❛✐♥' ❜♦,♥❡' ✐♥❢8,✐❡✉,❡' ♦♥$ 8$8 ❛♠8❧✐♦,8❡'✳ ❉❡' '♦❧✉$✐♦♥'

❡①❛❝$❡' ♣♦✉, ❧❡ ♣,♦❜❧E♠❡ ❱❘/❙/❉ '②♠8$,✐P✉❡ ❡$ ❛'②♠8$,✐P✉❡ '♦♥$ ♣,8'❡♥✲

$8❡' ❞❛♥' ❬❘✐❡❝❦ ✷✵✶✸❪✳ ❉❛♥' ❝❡ $,❛✈❛✐❧✱ ❞❡✉① ❢♦,♠✉❧❛$✐♦♥' ❧✐♥8❛✐,❡' ❞❡ ♠♦❞E❧❡'

♠✐①$❡' ❡♥ ♥♦♠❜,❡' ❡♥$✐❡,' '♦♥$ ♣,8'❡♥$8❡'✳ ❉❡' ✐♥'$❛♥❝❡' '②♠8$,✐P✉❡' $✐,8❡'
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▼♦♥/❛♥0 ❡/ ❛❧✳❬▼♦♥/❛♥0 ✷✵✵✻❪❛ ❢♦)♠✉❧0 ❧❛ ✈❛)✐❛♥/❡ ❱❘:❙:❉ ❝♦♠♠❡ "✉✐/ ✿

❖♥ ♥♦#❡ ✿

V ❧✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥/" ❛✈❡❝ V0 ❧❡ ❞0♣]/ ❞❡" ✈0❤✐❝✉❧❡"✳

n ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥/ n = |V |✳

cij ❧❛ ❞✐"/❛♥❝❡ ❡♥/)❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥/ i ❡/ j✳

pj ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝/❡ ❞✉ ❝❧✐❡♥/ j✱ j = 1.....n✳

dj ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✐✈)❛✐"♦♥ ❞✉ ❝❧✐❡♥/ j✱ j = 1.....n✳

Q ❈❛♣❛❝✐/0 ❞✬✉♥ ✈0❤✐❝✉❧❡✳

K ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈0❤✐❝✉❧❡"✳

yij ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ )❛♠❛""0❡ ❞❛♥" ❧❡" ❝❧✐❡♥/" ❛❝❤❡♠✐♥0" ❥✉"1✉✬❛✉ ♥♦❡✉❞ i

✭② ❝♦♠♣)✐" ♥♦❡✉❞ i✮ ❡/ /)❛♥"♣♦)/0" "✉) ❧✬❛)❝ (i, j)✳

zij ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❧✐✈)0❡ ❛✉① ❝❧✐❡♥/" ❡♥ )♦✉/❡ ❛♣)6" ❧❡ ❝❧✐❡♥/ i ❡/ /)❛♥"♣♦)/0❡

"✉) ❧✬❛)❝ (i, j)✳

▲❛ ✈❛)✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞0❝✐"✐♦♥ xij ♦_ ✿

xijk =

{

1 "✐ ✐✱❥ ❡"/ ♣❛)❝♦✉)✉ ♣❛) ❧❡ ✈0❤✐❝✉❧❡ ❦✱

0 "✐♥♦♥✳

▲❛ ❢♦♥❝/✐♦♥ ♦❜❥❡❝/✐❢ ❞✉ ❱❘:❙:❉ ✿

▼✐♥

K
∑

k=1

n
∑

i=0

n
∑

j=0

cij.xijk ✭✸✳✶✮



✻✵

❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ❆♣♣(♦❝❤❡/ ❝♦♦♣0(❛'✐✈❡/ ♣♦✉( ❧❛ (0/♦❧✉'✐♦♥ ❞✉

♣(♦❜❧7♠❡ ❱❘;❙;❉

❙♦✉# ❧❡# ❝♦♥()❛✐♥(❡# #✉✐✈❛♥(❡# ✿

n
∑

i=0

K
∑

k=1

xijk = 1; j = 1...n ✭✸✳✷✮

n
∑

i=0

xijk −

n
∑

i=0

xjik = 0; j = 1...n, k = 0...K ✭✸✳✸✮

n
∑

j=1

x0jk ≤ 1; k = 0...K ✭✸✳✹✮

n
∑

i=0

yji −
n

∑

i=0

yij = pj, ∀j 6= 0 ✭✸✳✺✮

n
∑

i=0

zij −
n

∑

i=0

zji = dj, ∀j 6= 0 ✭✸✳✻✮

yij + zij ≤ Q
K
∑

k=1

xijk; ∀i, j = 0...n ✭✸✳✼✮

xij ∈ [0, 1]; i, j = 0...n ✭✸✳✽✮

yij ≥ 0; ∀i, j = 0...n ✭✸✳✾✮

zij ≥ 0; ∀i, j = 0...n ✭✸✳✶✵✮
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♣/♦❝❤❡ ✈✐&❡ D /❡❣/♦✉♣❡/ ❧❡& ❝❧✐❡♥*&✱ ❞♦♥* ❧❡& ❝♦♦/❞♦♥♥!❡& &♦♥* ❧❡& ♣❧✉& ♣/♦❝❤❡&✳



✻✹

❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ❆♣♣(♦❝❤❡/ ❝♦♦♣0(❛'✐✈❡/ ♣♦✉( ❧❛ (0/♦❧✉'✐♦♥ ❞✉

♣(♦❜❧7♠❡ ❱❘;❙;❉

❆❧❣♦(✐'❤♠❡ ✶✷ ❈!"❛$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ,♦❧✉$✐♦♥

'❛♥' A✉❡ ▲❡, ❝❧✐❡♥$, ci ♥❡ ,♦♥$ ♣❛, ,❛$✐,❢❛✐$, ❢❛✐(❡

●"♥"!❡! ✉♥ ✈"❤✐❝✉❧❡ V ✈✐❞❡ chargeV := 0 ❀

'❛♥' A✉❡ chargeV <= capacity ❢❛✐(❡

❘❡♠♣❧✐! ❛❧"❛$♦✐!❡♠❡♥$ V ❛✈❡❝ ❧❡, ❞❡♠❛♥❞❡, ❞❡ ❧✐✈!❛✐,♦♥, di ❀

charge := charge+ di ❀

❙✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❞❡ ♣❛!❝♦✉!, ✿

♣♦✉( ❝❤❛:✉❡ Vi ❢❛✐(❡

♣♦✉( ❝❤❛:✉❡ ❝❧✐❡♥$ ck ❞❡ Vi ❢❛✐(❡

chargeV := chargeV + pk − dk ❀

❱❛❧✐❞❡! ❧❛ ,♦❧✉$✐♦♥ ❀

❉❛♥, ❧❛ ❣"♥"!❛$✐♦♥ ✐♥✐$✐❛❧❡✱ ♥♦✉, $❡♥$❡!♦♥, ❞✬❛✛❡❝$❡! ❛✉ ♠@♠❡ ✈"❤✐❝✉❧❡ ❧❡,

❝❧✐❡♥$, ❛♣♣❛!$❡♥❛♥$ ❛✉ ♠@♠❡ ❣!♦✉♣❡✳ ❈❡$$❡ ♠"$❤♦❞❡ ❛♠"❧✐♦!❡ ❝♦♥,✐❞"!❛❜❧❡✲

♠❡♥$ ❧❛ :✉❛❧✐$" ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡, ,♦❧✉$✐♦♥, ❞❡ ❞"♣❛!$ ❣"♥"!"❡,✳ ▲❡ ❣!❛♣❤❡ ♣!",❡♥$"

❞❛♥, ❧❛ ✜❣✉!❡ ✸✳✶ ✐❧❧✉,$!❡ ♣♦✉! ❞✐✛"!❡♥$❡, ✐♥,$❛♥❝❡, ❞✉ ♣!♦❜❧H♠❡✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❛♥,

❧❛ :✉❛❧✐$" ❞❡, ,♦❧✉$✐♦♥, ♦❜$❡♥✉ ♣❛! ❝❡$$❡ ♠"$❤♦❞❡✳◆♦✉, ❛✈♦♥, ✉$✐❧✐," ❧❛ ♠"✲

$❤♦❞❡ ❑✲♠❡❛♥, ❬▼❛❝◗✉❡❡♥ ✶✾✻✼❪ ♣♦✉! ✐♠♣❧"♠❡♥$❡! ❧❡ ❝❧✉,$❡!✐♥❣✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛!❛✐,♦♥ ❞❡, ♠"$❤♦❞❡, ❞❡ ❣"♥"!❛$✐♦♥

✸✳✸✳✷✳✶ ▲✬❛❧❣♦(✐'❤♠❡ ❞❡/ ❑✲♠♦②❡♥♥❡/ ✭❑✲♠❡❛♥/✮

❑✲♠♦②❡♥♥❡, ❡,$ ✉♥ ❛❧❣♦!✐$❤♠❡ :✉✐ ♣❡!♠❡$$!❡ ❞❡ ❝❧❛,,❡! ♦✉ ❞❡ !❡❣!♦✉♣❡!

❧❡, ♦❜❥❡$, ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡, ❛$$!✐❜✉$, ✴ ❝❛!❛❝$"!✐,$✐:✉❡, ❡♥ ❑ ❣!♦✉♣❡, ♦U ❑

❡,$ ♥♦♠❜!❡ ❡♥$✐❡! ♣♦,✐$✐❢✳ ▲❡ !❡❣!♦✉♣❡♠❡♥$ ,❡ ❢❛✐$ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐,❛♥$ ❧❛ ,♦♠♠❡



✸✳✸✳ ❊♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ +♦❧✉-✐♦♥ ✻✺

❆❧❣♦2✐-❤♠❡ ✶✸ ●!♥!#❛%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ,♦❧✉%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❧✉,%❡#✐♥❣

♣♦✉2 ❝❤❛2✉❡ Clusterj ❢❛✐2❡

●!♥!#❡# ✉♥ ✈!❤✐❝✉❧❡ V ✈✐❞❡ chargeV := 0 ❀

-❛♥- 8✉❡ ▲❡, ❝❧✐❡♥%, ci ♥❡ ,♦♥% ♣❛, ,❛%✐,❢❛✐%, ❢❛✐2❡

-❛♥- 8✉❡ chargeV <= capacity ❢❛✐2❡

❘❡♠♣❧✐# ❛❧!❛%♦✐#❡♠❡♥% V ❛✈❡❝ ❧❡, ❞❡♠❛♥❞❡, ❞❡ ❧✐✈#❛✐,♦♥, di ❀

chargeV := chargeV + di ❀

❙✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❞❡ ♣❛#❝♦✉#, ✿

♣♦✉2 ❝❤❛2✉❡ Vi ❢❛✐2❡

♣♦✉2 ❝❤❛2✉❡ ❝❧✐❡♥% ck ❞❡ Vi ❢❛✐2❡

chargeV := chargeV + pk − dk ❀

❱❛❧✐❞❡# ❧❛ ,♦❧✉%✐♦♥ ❀

❞❡, ❝❛##!, ❞❡, ❞✐,%❛♥❝❡, ❡♥%#❡ ❧❡, ❞♦♥♥!❡, ❡% ❧❡ ❝❡♥%#❡ ❞❡ ❣#❛✈✐%! ❞✉ ❝❧✉,%❡#

❝♦##❡,♣♦♥❞❛♥%✳ ❆✐♥,✐✱ ❧❡ ❜✉% ❞❡ #❡❣#♦✉♣❡♠❡♥% ❞❡ ❑✲♠♦②❡♥♥❡ ❡,% ❞❡ ❝❧❛,,❡# ❧❡,

❞♦♥♥!❡, ❬❖♠❜✉❦✐ ✷✵✵✻❪✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷ ✕ ●#♦✉♣❡♠❡♥% ❞❡, ✐♥❞✐✈✐❞✉, ❛✈❡❝ ❧❛ ♠!%❤♦❞❡ ❑✲♠♦②❡♥♥❡,

▲❡, !%❛♣❡, ❞❡ ❜❛,❡ ❞❡ ❑✲♠❡❛♥, ,♦♥% ,✐♠♣❧❡,✳ ❆✉ ❞!❜✉%✱ ♥♦✉, ❞!%❡#♠✐♥♦♥,



✻✻

❈❤❛♣✐&'❡ ✸✳ ❆♣♣'♦❝❤❡. ❝♦♦♣/'❛&✐✈❡. ♣♦✉' ❧❛ '/.♦❧✉&✐♦♥ ❞✉

♣'♦❜❧6♠❡ ❱❘:❙:❉

✉♥ ♥♦♠❜%❡ ❑ ❞❡ ❝❧✉+,❡%+ ❡, ♥♦✉+ +✉♣♣♦+♦♥+ ❧❡ ❝❡♥,%❡ ❞❡ ❣%❛✈✐,2 ♦✉ ❧❡ ❝❡♥,%❡

❞❡ ❝❡+ ❣%♦✉♣❡+✳ ◆♦✉+ ♣♦✉✈♦♥+ ♣%❡♥❞%❡ ❞❡+ ♦❜❥❡,+ ❛❧2❛,♦✐%❡+ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡+ ❑

♣%❡♠✐❡%+ ♦❜❥❡,+ ❝♦♠♠❡ ❝❡♥,%❡+ ❞❡ ❣%❛✈✐,2 ✐♥✐,✐❛✉①✳ ❊♥+✉✐,❡✱ ❧❡ ❑✲♠❡❛♥+ ❢❡%❛

❧❡+ ,%♦✐+ 2,❛♣❡+ ❝✐✲❞❡++♦✉+ ❥✉+;✉✬= ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ✿

■,2%❡% ❥✉+;✉✬= +,❛❜✐❧✐,2 ✭ ❛✉❝✉♥ ♦❜❥❡, ♥❡ +❡ ❞2♣❧❛❝❡ ❞❡ +♦♥ ❣%♦✉♣❡✮ ✿

✶✳ ❉2,❡%♠✐♥❡% ❧❡ ❝❡♥,%❡ ❞❡ ❣%❛✈✐,2 ❞❡ ❝♦♦%❞♦♥♥2❡+

✷✳ ❉2,❡%♠✐♥❡% ❧❛ ❞✐+,❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛;✉❡ ♦❜❥❡, ❛✉① ❝❡♥,%❡+ ❞❡ ❣%❛✈✐,2

✸✳ ●%♦✉♣❡% ❧❡+ ♦❜❥❡,+ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐+,❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭,%♦✉✈❡% ❧❡ ❝❡♥,%❡

❞❡ ❣%❛✈✐,2 ❧❡ ♣❧✉+ ♣%♦❝❤❡✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞2%♦✉❧❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬❛❧❣♦%✐,❤♠❡ ❑✲♠❡❛♥+

▲✬❛❧❣♦%✐,❤♠❡ ❑✲♠❡❛♥+ ❡+, ❛++❡③ %❛♣✐❞❡✱ ❝❡ ;✉✐ ❡+, ❜2♥2✜;✉❡ ♣♦✉% ❧❛ ❣2♥2✲

%❛,✐♦♥ ❛❧2❛,♦✐%❡ ✐♥✐,✐❛❧❡✳

✸✳✸✳✸ ❘❡❝%✐✜❝❛%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ .♦❧✉%✐♦♥

▲❛ ❣2♥2%❛,✐♦♥ ❞❡+ +♦❧✉,✐♦♥+ ✐♥✐,✐❛❧❡+ ♣❛% ❑✲♠❡❛♥+ ♥❡ ❣❛%❛♥,✐, ♣❛+ ❧❛ ❢❛✐+❛✲

❜✐❧✐,2 ❞❡ ❧❛ +♦❧✉,✐♦♥ ❡♥ ,❡%♠❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐,2✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❧❛ ♠2,❤♦❞❡ %❡❣%♦✉♣❡ ❧❡+

❝❧✐❡♥,+ ♣❛% %❛♣♣♦%, = ❧❛ ❞✐+,❛♥❝❡✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ♣❡✉, ♣❛+ ❣❛%❛♥,✐% ;✉❡ ❧❡+ ❝♦♥,%❛✐♥,❡+

❞❡ ❝❛♣❛❝✐,2 ♥❡ +♦✐❡♥, ♣❛+ ✈✐♦❧2❡+✳ ❘✐❡♥ ♥✬❛++✉%❡ ;✉❡ ❧❡+ ❝❧✐❡♥,+ ♣%♦❝❤❡+ ❡♥ ,❡%♠❡

❞❡ ❞✐+,❛♥❝❡✱ ❛✉%♦♥, ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✐♥❢2%✐❡✉%❡ = ❧❛ ❝❛♣❛❝✐,2 ❞✉ ✈2❤✐❝✉❧❡✳

❆✜♥ ❞✬2✈✐,❡% ❞❡+ ,❡♠♣+ ❡①♦%❜✐,❛♥,+ ❞❛♥+ ❧❛ ❣2♥2%❛,✐♦♥ ❞❡+ +♦❧✉,✐♦♥+ ✐♥✐,✐❛❧❡+✱

✉♥❡ ♠2,❤♦❞❡ ❞❡ %❡❝,✐✜❝❛,✐♦♥ +✬❛✈P%❡ ✐♥❞✐+♣❡♥+❛❜❧❡✳ ❈❡,,❡ ♣%♦❝2❞✉%❡ ❝♦♥+✐+,❡ =

2❧✐♠✐♥❡% ❞❡ ❧❛ ,♦✉%♥2❡ ❧❡+ ❝❧✐❡♥,+ ❛②❛♥, ❝❛✉+2 ❧❛ ♥♦♥ ❢❛✐+❛❜✐❧✐,2 ❞❡ ❧❛ +♦❧✉,✐♦♥✱

♣♦✉% ❧❡+ ❛✛❡❝,❡% = ❞✬2✈❡♥,✉❡❧❧❡+ ❛✉,%❡+ ,♦✉%♥2❡+ +❛♥+ ,♦✉❝❤❡% = ❧❡✉%+ ❢❛✐+❛❜✐❧✐,2✳

▲❡+ ❝❧✐❡♥,+ ♥❡ ♣♦✉✈❛♥, ♣❛+ R,%❡ ❛✛❡❝,2+✱ ❝♦♥+,✐,✉❡%♦♥, ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡+ ,♦✉%♥2❡+✳

▲❛ ♣%♦❝2❞✉%❡ ❞❡ %❡❝,✐✜❝❛,✐♦♥ ❡+, ✐❧❧✉+,%2 ♣❛% ❧✬❛❧❣♦%✐,❤♠❡ ✶✹✳



✸✳✸✳ ❊♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ +♦❧✉-✐♦♥ ✻✼

❆❧❣♦2✐-❤♠❡ ✶✹ ❘❡❝#✐✜❝❛#✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ,♦❧✉#✐♦♥

❊♥#/0❡ ✿ ,♦❧✉#✐♦♥ S ❀

i := 0 ❀

-❛♥- 7✉❡ i < nombreV ehiculeS ❢❛✐2❡

+✐ VSi
> capacity ❛❧♦2+

❙❛✉✈❡❣❛/❞❡/✭i✮ ❞❛♥, ❧✐,#❡ l ❀

-❛♥- 7✉❡ surpoids(VSi) ❢❛✐2❡

❙✉♣♣/✐♠❡/ ❛❧0❛#♦✐/❡♠❡♥# ✉♥ ❝❧✐❡♥# Cj ❀

i := i+ 1 ❀

♣♦✉2 ❝❤❛;✉❡ Cj ,✉♣♣/✐♠0 ❢❛✐2❡

❉✐,#/✐❜✉#✐♦♥ ❛❧0❛#♦✐/❡ ,✉/ ❧❡, ✈0❤✐❝✉❧❡, VSk/∈l
❀

❱0/✐✜❡/ ,♦❧✉#✐♦♥ S ❀

❘❡#♦✉/♥❡/ ,♦❧✉#✐♦♥ S ❀

✸✳✸✳✹ ▼$%❤♦❞❡* ❞❡ ❣$♥$-❛%✐♦♥ ❞✉ ✈♦✐*✐♥❛❣❡

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ,♦❧✉#✐♦♥ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝# ❞✐/❡❝# ,✉/ ❧❛ ;✉❛❧✐#0 ❞❡
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✈❡+( ♣❛+❛♠@)+❡(✳ ❙✉♣♣♦(♦♥( F✉❡ ❧❡ ❝♦6) ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉+❛)✐♦♥ Xi (♦✐) f(Xi)✳

❯♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛)✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❢❛✐) ♣❛((❡+ 9 ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉+❛)✐♦♥ Xj ❞❡ ❝♦6) f(Xj)✳ ❧❛

❞&❝✐(✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡♣)❡+ Xj 9 ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ Xi ❡() ♣+✐(❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐@+❡ (✉✐✈❛♥)❡ ✿

❙♦✐) ∆fij = f(Xj)− f(Xi) ❀
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Scourante = CreerSolInitiale()

Sbest = Scourante

♣♦✉$ i = 1 9 NbrIteration ❢❛✐$❡

Si = CreerSolV oisine(Scourante)

Temperaturecourante = CalculerTemp(i, T emperaturemax)

0✐ Cout(Si ≤ Cout(Scourante)) ❛❧♦$0

Scourante = Si

0✐ Cout(Si) ≤ Cout(Sbest)) ❛❧♦$0

Sbest = Si

0✐♥♦♥

0✐ exp(Cout(Scourante)−Cout(Si)
Cout(Scourante)

) > Rand() ❛❧♦$0

Scourante = Si
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✕ ➱❧✐%✐,♠❡ ❆ ❧❛ ❝(%❛.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡ ❣(❛♥❞❡-

❝❤❛♥❝❡- /✉❡ ❧❡- ♠❡✐❧❧❡✉(- ❝❤(♦♠♦-♦♠❡- -♦✐❡♥. ♣❡(❞✉- ❛♣(:- ❧❡- ♦♣%(❛✲

.✐♦♥- ❞❡ ❝(♦✐-❡♠❡♥. ❡. ❞❡ ♠✉.❛.✐♦♥✳ O♦✉( %✈✐.❡( ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉.✐❧✐-❡ ❧❛ ♠%✲

.❤♦❞❡ ❞✬%❧✐.✐-♠❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥-✐-.❡ 4 ❝♦♣✐❡( ✉♥ ♦✉ ♣❧✉-✐❡✉(- ❞❡- ♠❡✐❧❧❡✉(-

❝❤(♦♠♦-♦♠❡- ❞❛♥- ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣%♥%(❛.✐♦♥✳ ❊♥-✉✐.❡✱ ♦♥ ❣%♥:(❡ ❧❡ (❡-.❡ ❞❡

❧❛ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ -❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦(✐.❤♠❡ ❞❡ (❡♣(♦❞✉❝.✐♦♥ ✉-✉❡❧✳ ❈❡..❡ ♠%.❤♦❞❡

❛♠%❧✐♦(❡ ❝♦♥-✐❞%(❛❜❧❡♠❡♥. ❧❡- ❛❧❣♦(✐.❤♠❡- ❣%♥%.✐/✉❡-✱ ❝❛( ❡❧❧❡ ♣❡(♠❡. ❞❡

♥❡ ♣❛- ♣❡(❞(❡ ❧❡- ♠❡✐❧❧❡✉(- -♦❧✉.✐♦♥-✳

▲❡, ♦♣$*❛%❡✉*, ❣$♥$%✐-✉❡,

✕ ▲❡ ❝*♦✐,❡♠❡♥% ✿ ❛♣(:- ❛✈♦✐( ❢❛✐. ✉♥❡ -%❧❡❝.✐♦♥ ❞❡- ✐♥❞✐✈✐❞✉- ✐❧ ♥♦✉-

❢❛✉. ❣%♥%(❡( ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞✬❡♥(✐❝❤✐( ❧❛ ❞✐✈❡(-✐.% ❞❡ ❧❛

♣♦♣✉❧❛.✐♦♥✳ ▲❡ ❝(♦✐-❡♠❡♥. ♣❡(♠❡. ❝❡❧❛ ❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛♥. ❧❛ -.(✉❝.✉(❡ ❞❡-

❝❤(♦♠♦-♦♠❡-✳ ■❧ ❡①✐-.❡ ♣❧✉-✐❡✉(- ♠❛♥✐:(❡- ❞✬❡✛❡❝.✉❡( ✉♥ ❝(♦✐-❡♠❡♥. -♦✐.

♣❛( ❝(♦--✲♦✈❡( ♦R ❧✬♦♥ ❛ ❜❡-♦✐♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛(❡♥.- /✉✐ ❣%♥:(❡♥. 4 ❧❛ ✜♥

❞✉ ❝(♦✐-❡♠❡♥. ❞❡✉① ❡♥❢❛♥.-✱ -♦✐. ♣❛( ❝♦♣✐❡ ♦R ❧✬♦♥ ♥✬❛ ❜❡-♦✐♥ /✉❡ ❞✬✉♥

-❡✉❧ ♣❛(❡♥. /✉✐ ♥♦✉- ❞♦♥♥❡(❛ 4 ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝(♦✐-❡♠❡♥. ✉♥ ❡♥❢❛♥. /✉✐ ❡-. ❧❡

♣❛(❡♥. ❧✉✐✲♠I♠❡ ✭-❛ ❝♦♣✐❡✮✳

✕ ▼✉%❛%✐♦♥ ✿ ❧❛ ♠✉.❛.✐♦♥ ♣❡(♠❡. ❞❡ ❝❤❛♥❣❡( ✭♣❡(♠✉.❡(✮ ✉♥ ❣:♥❡ ❞✬✉♥

❝❤(♦♠♦-♦♠❡ ♣❛( ✉♥ ❛✉.(❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐:(❡ ❛❧%❛.♦✐(❡✱ ❝❡ /✉✐ ❡-. 4 ♣(❡♠✐:(❡

✈✉❡ .(:- (❡--❡♠❜❧❛♥. ❛✈❡❝ ✉♥ ❝(♦--✲♦✈❡(✳ ▲❛ ❞✐✛%(❡♥❝❡ ❡-. /✉❡ ❧❡ ❝(♦--✲

♦✈❡( ❡--❛✐❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡(❣❡( ✈❡(- ✉♥❡ -♦❧✉.✐♦♥ /✉✐ ❧✉✐ ♣❛(❛✐. ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉(❡

✭-✬✐♥.%(❡--❡ 4 ❧❛ /✉❛❧✐.%✮✱ ♠❛✐- /✉❡ ❧❛ ♠✉.❛.✐♦♥ ♣❡(♠❡. ❧❛ ❞✐✈❡(-✐.%✳ ❊♥

/✉❡❧/✉❡ -♦(.❡✱ ❧❛ ♠✉.❛.✐♦♥ -❡(. 4 %✈✐.❡( ✉♥❡ ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ♣(%♠❛.✉(%❡ ❞❡

❧✬❛❧❣♦(✐.❤♠❡✳ O❛( ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦(- ❞❡ ❧❛ (❡❝❤❡(❝❤❡ ❞✬✉♥❡ -♦❧✉.✐♦♥ ♦♣.✐♠✉♠✱

❧❛ ♠✉.❛.✐♦♥ -❡(. 4 %✈✐.❡( ❧❛ ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ✈❡(- ✉♥ ♦♣.✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳ ■❧ ❡-. ♥%✲

❝❡--❛✐(❡ ❞❡ ❝❤♦✐-✐( ♣♦✉( ❝❡ .❛✉① ✉♥❡ ✈❛❧❡✉( (❡❧❛.✐✈❡♠❡♥. ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐:(❡

4 ♥❡ ♣❛- .♦♠❜❡( ❞❛♥- ✉♥❡ (❡❝❤❡(❝❤❡ ❛❧%❛.♦✐(❡ ❡. ❝♦♥-❡(✈❡( ❧❡ ♣(✐♥❝✐♣❡ ❞❡



✼✻

❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ❆♣♣(♦❝❤❡/ ❝♦♦♣0(❛'✐✈❡/ ♣♦✉( ❧❛ (0/♦❧✉'✐♦♥ ❞✉

♣(♦❜❧7♠❡ ❱❘;❙;❉

 !❧❡❝%✐♦♥ ❡% ❞✬!✈♦❧✉%✐♦♥✳

✸✳✹✳✷✳✷ ❆❞❛♣'❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦(✐'❤♠❡ ❣0♥0'✐B✉❡ ♣♦✉( (0/♦✉❞(❡ ❧❡ ♣(♦✲

❜❧7♠❡ ❱❘;❙;❉

▲✬❛❧❣♦1✐%❤♠❡ ❣!♥!%✐4✉❡ ❛❞♦♣%! ✉%✐❧✐ ❡ ❧❡ %1♦✐ ♦♣!1❛%❡✉1 ❝♦♥✈❡♥%✐♦♥♥❡❧ 6

 ❛✈♦✐1✱ ❧❛  !❧❡❝%✐♦♥✱ ❧❡ ❝1♦✐ ❡♠❡♥% ❡% ❧❛ ♠✉%❛%✐♦♥✳ ▲❡ ❜♦♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥

✐♥✐%✐❛❧❡ ♣❡✉% ❛❝❝!❧!1❡1 ❧❛ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦1✐%❤♠❡✱ ♣♦✉1 ❝❡❧❛✱ ♥♦✉ ❛✈♦♥ 

♦♣%! 6 ✉♥ ❝❧✉ %❡1✐♥❣ ❞❡ ❝❧✐❡♥% ✱ 4✉✐ ✈❛ ♣❡1♠❡%%1❡ ❞❡ 1❡❣1♦✉♣❡1 ❧❡ ❝❧✐❡♥% ❧❡ 

♣❧✉ ♣1♦❝❤❡ ❞❛♥ ❧❛ ♠:♠❡ %♦✉1♥!❡ ♠✐♥✐♠✐ ❛♥% ❛✐♥ ✐ ❧❡ ❝♦;% ❞❡ %♦✉1♥!❡ ❞❛♥ 

❧❛  ♦❧✉%✐♦♥ ✐♥✐%✐❛❧❡✳

▲❛ ♣1♦❝!❞✉1❡ ♣❡1♠❡%%❛♥% ❞❡ ❣!♥!1❡1 ❧❛ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❞❡  ♦❧✉%✐♦♥ ❡ % ❞!❝1✐%❡

❞❛♥ ❧✬❛❧❣♦1✐%❤♠❡ ✶✾

❆❧❣♦(✐'❤♠❡ ✶✾ ●!♥!1❛%✐♦♥ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❛❧❣♦1✐%❤♠❡ ❣!♥!%✐4✉❡

i = 0

'❛♥' B✉❡ i < taillePopulaiton ❢❛✐(❡

●!♥!1❡1 ✉♥❡  ♦❧✉%✐♦♥ Si

➱✈❛❧✉❡1 Si

/✐ Si /∈ Population ❛❧♦(/

❆❥♦✉%❡1 Si 6 B♦♣✉❧❛%✐♦♥

i = i+ 1

■❧ ❡①✐ %❡ ♣❧✉ ✐❡✉1 ♦♣!1❛%❡✉1 ❞❡  !❧❡❝%✐♦♥✱ ❝❤❛4✉❡ ♦♣!1❛%❡✉1 ❛②❛♥%  ❡ ❛✈❛♥✲

%❛❣❡ ❡%  ❡ ✐♥❝♦♥✈!♥✐❡♥% ✳ ◆♦✉ ❛✈♦♥ ♦♣%! ♣♦✉1 ❧❛ 1♦✉❧❡%%❡✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡ % ♠♦✲

%✐✈! ♣❛1 ❧❡ ❜❡ ♦✐♥ ❞✬!4✉✐%! ❡♥✈❡1 %♦✉%❡ ❧❡  ♦❧✉%✐♦♥ %♦✉% ❡♥ ♠❛✐♥%❡♥❛♥% ✉♥❡

❝❡1%❛✐♥❡ ♣1✐♦1✐%! ❛✉① ❜♦♥♥❡  ♦❧✉%✐♦♥ ✳

❆✜♥ ❞❡ ✈!1✐✜❡1 ❝❡%%❡ !4✉✐%! ✱ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ❛♣♣❧✐4✉! ❝❡% ♦♣!1❛%❡✉1 ♣♦✉1  !❧❡❝✲

%✐♦♥♥❡1 20 ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣❛1♠✐ 80✳ ◆♦✉ 1❡♠❛14✉♦♥  ✉1 ❧❡ ❣1❛♣❤❡ ✸✳✶✵ ❧✬❛❜ ❡♥❝❡

❞✬✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥%1❛%✐♦♥ ❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❝❤♦✐ ✐ ❛✉%♦✉1 ❞✬✉♥ ♣♦✐♥%✳

▲❛ ♣1♦❝!❞✉1❡ ❞❡  !❧❡❝%✐♦♥ ❡ % ❞!❝1✐%❡ ❞❛♥ ❧✬❛❧❣♦1✐%❤♠❡ ✷✵

▲❡ ❝1♦✐ ❡♠❡♥% ✉%✐❧✐ ! ❡ % ✉♥ ❝1♦✐ ❡♠❡♥% ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥% ❛❧!❛%♦✐1❡✳ ▲❛ ✜❣✉1❡ ✸✳✶✶

✐❧❧✉ %1❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝1♦✐ ❡♠❡♥% ❞❡  ♦❧✉%✐♦♥ ✳ ▲❡ ❝1♦✐ ❡♠❡♥% ♣❡✉% ♣1♦❞✉✐1❡

❞❡  ♦❧✉%✐♦♥ ✐♥❢❛✐ ❛❜❧❡ ✭❝❧✐❡♥% ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ ♦✉✴❡% ❝❧✐❡♥% ♠❛♥4✉❛♥% ✮✳ B♦✉1 ❧❡ 

1❡♥❞1❡ ❢❛✐ ❛❜❧❡ ✱ ♥♦✉ ❝♦♠♠❡♥P♦♥ ♣❛1  ✉♣♣1✐♠❡1 ❧❡ ❝❧✐❡♥% 4✉✐ ♦♥% ✉♥ ♥♦♠❜1❡

❞✬♦❝❝✉11❡♥❝❡  ✉♣!1✐❡✉1 6 ✉♥✱ ❡♥ ✉✐%❡ ♥♦✉ ❛❥♦✉%♦♥ ❧❡ ❝❧✐❡♥% ♠❛♥4✉❛♥% ❛✉①

%♦✉1♥!❡ ✳ ❈❡%%❡ ❝♦11❡❝%✐♦♥ ❡ % ✐❧❧✉ %1!❡ ♣❛1 ❧❛ ✜❣✉1❡ ✸✳✶✷✳

B❛1♠✐ ❧❡ %②♣❡ ❞❡ ♠✉%❛%✐♦♥ ❡①✐ %❛♥% ✱ ♥♦✉ %1♦✉✈♦♥ ❧❛ ♠✉%❛%✐♦♥ ❝♦♥ ✐ ✲

%❛♥% 6 ♣❡1♠✉%❡1 ❞❡✉① ❝❧✐❡♥% ❛✉  ❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠:♠❡ %♦✉1♥!❡ ❡% ❧❛ ♠✉%❛%✐♦♥ ♣❡1✲

♠✉%❛♥% ❞❡✉① ❝❧✐❡♥% ❞❡ ❞❡✉① %♦✉1♥!❡ ❞✐✛!1❡♥%❡ ✳ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ♠❡♥! ✉♥❡ !%✉❞❡

❝♦♠♣❛1❛%✐✈❡ ❡♥%1❡ ❝❡ ❞❡✉① %②♣❡ ❞❡ ♠✉%❛%✐♦♥ ❡% ❧❛ ♠✉%❛%✐♦♥ 1! ✉❧%❛♥%❡ ❞❡



✸✳✹✳ ▼$%❛❤❡✉*✐,%✐-✉❡, ✉%✐❧✐,$❡, ❞❛♥, ❧❛ ❝♦♦♣$*❛%✐♦♥ ✼✼

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵ ✕ %&❧❡❝*✐♦♥ ❞❡ ✷✵ ✐♥❞✐✈✐❞✉% %✉2 ✽✵

❆❧❣♦*✐%❤♠❡ ✷✵ ❆❧❣♦2✐*❤♠❡ ❞❡ %&❧❡❝*✐♦♥ ♣❛2 2♦✉❧❡**❡

i = 0

❚2✐❡2 ❧❛ ;♦♣✉❧❛*✐♦♥ %❡❧♦♥ ❧❡% <✉❛❧✐*&% 2❡%♣❡❝*✐✈❡% ❞❡ %❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉%
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;*"❡ ✉*✐❧✐#-# ✭❧❛ ♣❧✉# ❛♥❝✐❡♥♥❡✱ ❧❛ ♠-*❛❤❡✉"✐#*✐$✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉" "❛♥❣ ♦✉ ❛✉
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▲✬❡①♣85✐♠❡♥(❛(✐♦♥ ❛ ♠♦♥(58 F✉❡ ❞❛♥) ❧❛ ♣❧✉♣❛5( ❞❡) ❝❛)✱ ✉♥❡ ❛♠8❧✐♦5❛(✐♦♥ ❞❛♥)

❧❛ F✉❛❧✐(8 ❞❡) )♦❧✉(✐♦♥) ❡)( ❢♦✉5♥✐❡ ♣❛5 ❧❛ ❝♦♦♣85❛(✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❜8♥8✜✲

❝✐❡ ❞❡) ❛✈❛♥(❛❣❡) ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡) ♠8(❤♦❞❡)✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡) ♠8(❛❤❡✉5✐)(F✉❡)

)♦5(❛♥(❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣8(✐(✐♦♥✱ ❢♦✉5♥✐( )❛ ♠❡✐❧❧❡✉5❡ )♦❧✉(✐♦♥ 7 ❧❛ ♠8(❛❤❡✉5✐)(✐F✉❡

F✉✐ ❧❛ 5❡♠♣❧❛❝❡✳ ❈❡❝✐ 5❡♥❞ ❧❡ ♣5♦❝❡))✉) ❞❡ 5❡❝❤❡5❝❤❡ ❞❡) )♦❧✉(✐♦♥) ♣❧✉) ❡✣❝❛❝❡✳



✸✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✽✼

❆❧❣♦.✐/❤♠❡ ✷✶ ❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ❞❡ ❝$♦✐,❡♠❡♥&

❙/❧❡❝&✐♦♥♥❡$ ❞❡✉① ,♦❧✉&✐♦♥, Si✱Sj 3 ♣❛$&✐$ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥

❉/&❡$♠✐♥❡$ ❛❧/❛&♦✐$❡♠❡♥& ❧❛ ♣♦,✐&✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣✉$❡ ❞❡ Si ❡& ❞❡ Sj

❈$♦✐,❡$✭Si✱Sj✮

❈♦$$✐❣❡$ ❧❡, ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡, ,♦❧✉&✐♦♥, ❡♥❢❛♥&, Sij ❡& Sji

)✐ Sij ❡& Sji /∈ population ❛❧♦.)

❆❥♦✉&❡$ Sij ❡& Sji 3 ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥

❆❧❣♦.✐/❤♠❡ ✷✷ ❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ❞❡ ▼✉&❛&✐♦♥ ❞❛♥, ❧✬❆●

❊◆❚❘❊❊ ✿ ,♦❧✉&✐♦♥ ❛❧/❛&♦✐$❡ Si ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥

❆♣♣❧✐E✉❡$ ❧❛ ♠✉&❛&✐♦♥ ❞❡ ♣❡$♠✉&❛&✐♦♥ ,✉$ ✉♥ ✈/❤✐❝✉❧❡

❆♣♣❧✐E✉❡$ ❧❛ ♠✉&❛&✐♦♥ ❞❡ ♣❡$♠✉&❛&✐♦♥ ❡♥&$❡ ❞❡✉① ✈/❤✐❝✉❧❡,

❆❧❣♦.✐/❤♠❡ ✷✸ ❆❞❛♣&❛&✐♦♥ ❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ●/♥/&✐E✉❡

●/♥/$❡$ ❛❧/❛&♦✐$❡♠❡♥& ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❞❡ ,♦❧✉&✐♦♥, ✐♥✐&✐❛❧❡, S0, S1...Sn

➱✈❛❧✉❡$ ❧❛ ✜&♥❡,, ❞❡ ❝❤❛E✉❡ ,♦❧✉&✐♦♥

i = 0

/❛♥/ 6✉❡ i ❁ taillePopulation ❡& ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❞✬❛$$I& ♥♦♥ ,❛&✐,❢❛✐&❡ ❢❛✐.❡

❈.♦✐)❡♠❡♥/ ✿

/❛♥/ 6✉❡ randcroisement(0; 1) < tauxcroisement ❢❛✐.❡

❙/❧❡❝&✐♦♥♥❡$ ❛❧/❛&♦✐$❡♠❡♥& ❧❡, ♣❛$❡♥&, Sj ❡& Sk ❞❛♥, ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ,❡❧♦♥

❧❛ ,&$❛&/❣✐❡ ❝❤♦✐,✐❡

❈$♦✐,❡$ ❧❡, ♣❛$❡♥&, ♣♦✉$ ♦❜&❡♥✐$ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡, ,♦❧✉&✐♦♥, ❡♥❢❛♥&, S∗j ❡&

S∗k
❆❥♦✉&❡$ ❧❡, ❡♥❢❛♥&, S∗j ❡& S

∗

k 3 ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥

▼✉/❛/✐♦♥ ✿

/❛♥/ 6✉❡ randommutation(0− 1) < tauxmutation ❢❛✐.❡

❙/❧❡❝&✐♦♥♥❡$ ❛❧/❛&♦✐$❡♠❡♥& ✉♥❡ ,♦❧✉&✐♦♥ Sj ,❡❧♦♥ ❧❛ ,&$❛&/❣✐❡ ❝❤♦✐,✐❡

▼✉&❡$ ❧❛ ,♦❧✉&✐♦♥ Sj ❡♥ S
′

j

❆❥♦✉&❡$ ❧❛ ,♦❧✉&✐♦♥ S
′

j 3 ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥

❘;❞✉✐.❡ ❧❛ &❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ 3 taillePopulation ❡♥ ♥❡ ❣❛$❞❛♥& E✉❡ ❧❡,

♠❡✐❧❧❡✉$, ✐♥❞✐✈✐❞✉,

i = i+ 1

❘❡&♦✉$♥❡$ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉$ ✐♥❞✐✈✐❞✉ &$♦✉✈/

❆❧❣♦.✐/❤♠❡ ✷✹ ❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ❞❡ ♠✐❣$❛&✐♦♥

❊◆❚❘➱❊ ✿ ❞❡✉① ,♦❧✉&✐♦♥, Si✱Sj 3 ♣❛$&✐$ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥

❈❤❡$❝❤❡$ Vmin ❞❛♥, Si

▼✐❣$❡$ Vmin ✈❡$, Sj

❈♦$$✐❣❡$ Sj



✽✽

❈❤❛♣✐&'❡ ✸✳ ❆♣♣'♦❝❤❡. ❝♦♦♣/'❛&✐✈❡. ♣♦✉' ❧❛ '/.♦❧✉&✐♦♥ ❞✉

♣'♦❜❧6♠❡ ❱❘:❙:❉

❆❧❣♦'✐&❤♠❡ ✷✺ ❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣&❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣&✐♠✐/❛&✐♦♥ ❜❛/1❡ /✉$ ❧❛ ❜✐♦✲

❣1♦❣$❛♣❤✐❡

●1♥1$❡$ ❛❧1❛&♦✐$❡♠❡♥& ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❞❡ /♦❧✉&✐♦♥/ ✐♥✐&✐❛❧❡/ S0, S1...Sn

➱✈❛❧✉❡$ ❧❛ ✜&♥❡// ❞❡ ❝❤❛9✉❡ /♦❧✉&✐♦♥

i = 0

&❛♥& @✉❡ i ❁ nombregneration ❢❛✐'❡

❈❛❧❝✉❧❡$ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞✬❡/♣<❝❡✱ ❧❡ &❛✉① ❞✬✐♠♠✐❣$❛&✐♦♥ λ ❡& ❞✬1♠✐❣$❛&✐♦♥ µ

♣♦✉$ ❝❤❛9✉❡ /♦❧✉&✐♦♥

▼✐❣'❛&✐♦♥ ✿

♣♦✉' ❝❤❛9✉❡ Si ❢❛✐'❡

.✐ randimmigration(0; 1) < λ ❛❧♦'.

❙1❧❡❝&✐♦♥♥❡$ Si

♣♦✉' ❝❤❛9✉❡ Sj ❢❛✐'❡

.✐ randemmigration(0; 1) < µ ❛❧♦'.

❙1❧❡❝&✐♦♥♥❡$ Sj

▼✐❣$❛&✐♦♥✭Sj✱Si✮

▼✉&❛&✐♦♥ ✿

♣♦✉' ❝❤❛9✉❡ /♦❧✉&✐♦♥ Si ❢❛✐'❡

▼✉&❡$✭Si✮

❘❡&♦✉$♥❡$ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉$ ✐♥❞✐✈✐❞✉ &$♦✉✈1 ❀

❆❧❣♦'✐&❤♠❡ ✷✻ ❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ❞❡ ❝♦♦♣1$❛&✐♦♥ ❞❡/ ♠1&❛❤❡✉$✐/&✐9✉❡/

similaire := 100 ❀

❈❤♦✐/✐$ ❛❧1❛&♦✐$❡♠❡♥& meta ♣❛$♠✐ [AG,RS,BBO]

&❛♥& @✉❡ similaire > 0 ❢❛✐'❡

❆♣♣❧✐9✉❡$ meta

❈❛❧❝✉❧❡$ Ameliorationmeta

rangmeta = Ameliorationmeta

&❛♥& @✉❡ Ameliorationmeta < 0 ❢❛✐'❡

similaire = similaire− 1

❝❤♦✐/✐$ meta 9✉✐ ❛ ❧❡ ♣❧✉/ ❣$❛♥❞ $❛♥❣

❆♣♣❧✐9✉❡$ meta

❈❛❧❝✉❧❡$ Ameliorationmeta

rangmeta = rangmeta + Ameliorationmeta

similaire = 100

❆❥♦✉&❡$ meta F ❧✐/&❡ &❛❜♦✉❡

.✐ ❧✐/&❡ ♣❧❡✐♥❡ ❛❧♦'.

❈❤♦✐/✐$ ❛❧1❛&♦✐$❡♠❡♥& meta ♣❛$♠✐ [AG,RS,BBO] ❡& ❧❛ ❧✐❜1$❡$

.✐♥♦♥

❈❤♦✐/✐$ meta 9✉✐ ❛ ❧❡ ♣❧✉/ ❣$❛♥❞ $❛♥❣



❈❤❛♣✐%&❡ ✹

❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❡) *❡+&♣❡❝)✐✈❡&

❈❡ ❝❤❛♣✐'(❡ ❝❧*' ❧❛ '❤+,❡ ❡♥ (❛♣♣❡❧❛♥' ❧❡, ♦❜❥❡❝'✐❢, ❡' ❧❡, ♣♦✐♥', ❛❜♦(❞3,✳

▲❡, '(❛✈❛✉① ♣(3,❡♥'3, ❞❛♥, ❝❡''❡ '❤+,❡ '(❛✐'❡♥' ❧❡ ❢❛♠❡✉① ♣(♦❜❧+♠❡ ❞❡ '♦✉(✲

♥3❡, ❞❡ ✈3❤✐❝✉❧❡, ;✉✐ ♠❛❧❣(3 ,♦♥ ❛♥❝✐❡♥♥❡'3✱ (❡,'❡ ❧✬✉♥ ❞❡, ♣(♦❜❧+♠❡, ❧❡, ♣❧✉,

'(❛✐'3, ❞❛♥, ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣'✐♠✐,❛'✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛'♦✐(❡✳

▲❡, ♣(♦❜❧+♠❡, ❞❡ '♦✉(♥3❡, ❞❡ ✈3❤✐❝✉❧❡, ✭❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉'✐♥❣ B(♦❜❧❡♠,✮ ,♦♥' ✉♥❡

❣(❛♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣(♦❜❧+♠❡, ❞✬♦♣'✐♠✐,❛'✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛'♦✐(❡ ❛✈❡❝ ❞❡, ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥,

❞❛♥, ❞❡ ♥♦♠❜(❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡, ❞✐✛3(❡♥',✱ ❛❧❧❛♥' ❞❡ ❧❛ ❞✐,'(✐❜✉'✐♦♥ ❞❡ ❜✐❡♥, E ❧❛

❧✐✈(❛✐,♦♥ ❞❡, ,❡(✈✐❝❡,✳

❉❛♥, ❝❡''❡ '❤+,❡✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, 3'✉❞✐3 ❞❡✉① ✈❛(✐❛♥'❡, ❞✉ ♣(♦❜❧+♠❡ ❞❡ '♦✉(✲

♥3❡, ❞❡ ✈3❤✐❝✉❧❡, ❛✈❡❝ ❝♦❧❧❡❝'❡ ❡' ❧✐✈(❛✐,♦♥✱ E ,❛✈♦✐(✱ ❧❡ ♣(♦❜❧+♠❡ ❞❡ '♦✉(♥3❡,

❞❡ ✈3❤✐❝✉❧❡, ❛✈❡❝ ✢♦''❡ ❤3'3(♦❣+♥❡✱ ❝♦❧❧❡❝'❡ ❡' ❧✐✈(❛✐,♦♥ ❡' ❢❡♥H'(❡, ❞❡ '❡♠♣,

✭❍❱❘B▼❇❚❲✮ ❡' ❧❡ ♣(♦❜❧+♠❡ ❞❡ '♦✉(♥3❡, ❞❡ ✈3❤✐❝✉❧❡, ❛✈❡❝ ❝♦❧❧❡❝'❡ ❡' ❧✐✈(❛✐✲

,♦♥ ,✐♠✉❧'❛♥3❡, ✭❱❘B❙B❉✮✳ ▲❡ ❍❱❘B▼❇❚❲ ❝♦♥,✐,'❡ E ,❡(✈✐( ❞❡✉① '②♣❡, ❞❡

❝❧✐❡♥', ✭❝❧✐❡♥', ❞❡ ❧✐✈(❛✐,♦♥ ❡' ❝❧✐❡♥', ❞❡ ❝♦❧❧❡❝'❡✮ ,❛♥, ❝♦♥'(❛✐♥'❡ ❞❡ ♣(3❝3❞❡♥❝❡

❡♥ ✉'✐❧✐,❛♥' ✉♥❡ ✢♦''❡ ❤3'3(♦❣+♥❡ ❡' ❧✐♠✐'3❡ ❞❡ ✈3❤✐❝✉❧❡, ❞❡ ❝♦P', ❞✐✛3(❡♥',✳

❈❤❛;✉❡ ❝❧✐❡♥' ❞♦✐' H'(❡ ,❡(✈✐ ❞❛♥, ✉♥ ✐♥'❡(✈❛❧❧❡ ❞❡ '❡♠♣, ❜✐❡♥ ♣(3❝✐, ✭❢❡♥H'(❡

❞❡ '❡♠♣,✮✳ ▲❡ ♣(♦❜❧+♠❡ ❱❘B❙B❉ ❝♦♥,✐,'❡ E ,❡(✈✐( ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥', ❛✈❡❝
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 ✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡ ✱ ▲✬❛♣♣-♦❝❤❡ ❝♦♦♣0-❛ ✐✈❡ ❛ ❛♠0❧✐♦-0 ❆❈❙ ❞❛♥8 ✶✷ ✐♥8 ❛♥❝❡8 8✉-

✶✹✱ ❡ ❛♠0❧✐♦-0 ❆▼▼ ❞❛♥8 ✼ ✐♥8 ❛♥❝❡8 8✉- ✶✹ ✭✹ -08✉❧ ❛ 8 8♦♥ 0❣❛✉①✮✱  ❛♥❞✐8

C✉✬❡❧❧❡ ❛ ❛♠0❧✐♦-0 D■▲❙ ❞❛♥8 ✷ ✐♥8 ❛♥❝❡8 8✉- ✶✹ ✭✺ -08✉❧ ❛ 8 8♦♥ 0❣❛✉①✮ ❡ 

❤❴D❙❖ ❞❛♥8 ✻ ✐♥8 ❛♥❝❡8 8✉- ✶✹ ✭✹ -08✉❧ ❛ 8 8♦♥ 0❣❛✉①✮✳ ■❧ ❡8 J ♥♦ ❡- C✉❡

❧✬0❝❛- ❡♥ -❡ ❧❡8 8♦❧✉ ✐♦♥8 ❞❡ ♥♦ -❡ ❛♣♣-♦❝❤❡ ❡ ❇❈ ❡ ❇❈D ❡8 ❢❛✐❜❧❡ ✭✲✸✳✼✶✪

❡ ✲✸✳✺✾✪✮✳

❈♦♠♠❡ ♣❡-8♣❡❝ ✐✈❡8✱ ♥♦✉8 ❛✐♠❡-✐♦♥8 ♣♦✉✈♦✐-  ❡8 ❡- ♥♦8 ❛♣♣-♦❝❤❡8 8✉- ✉♥

❝❛8 -0❡❧ ❞❡ ❞✐8 -✐❜✉ ✐♦♥ ❡ ❝♦❧❧❡❝ ❡ ❞❡ ❜✐❡♥8✳ ◆♦✉8 ❛✐♠❡-✐♦♥8 ❛✉88✐  -❛✐ ❡- ❞❡8

✈❛-✐❛♥ ❡8 ♠♦❞0❧✐80❡8 ❝♦♠♠❡ ❞❡8 ♣-♦❜❧S♠❡8 ♠✉❧ ✐✲♦❜❥❡❝ ✐❢8✱ ♣❛- ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡8

♣-♦❜❧S♠❡8 ❛②❛♥ ♣♦✉- ♦❜❥❡❝ ✐❢ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐8❡- ❧❛ ❞✐8 ❛♥❝❡ ❡ ♠❛①✐♠✐8❡- ❧❡ ♣-♦✜ 

 ✐-0 ❞❡8 ❝❧✐❡♥ 8 ♦✉ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐8❡- ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ✈0❤✐❝✉❧❡8 ✉ ✐❧✐80✳ ◆♦✉8 ❛✐♠❡-✐♦♥8

❛✉88✐ ♣-♦8♣❡❝ ❡- ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛-❛❧❧0❧✐8❛ ✐♦♥✳





❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❬❇❛❧❞❛❝❝✐ ✷✵✵✽❪ ❘♦❜❡/0♦ ❇❛❧❞❛❝❝✐✱ ◆✐❝♦3 ❈❤/✐30♦✜❞❡3 ❡0 ❆/✐30✐❞❡ ▼✐♥❣♦③③✐✳

❆♥ ❊①❛❝& ❆❧❣♦*✐&❤♠ ❢♦* &❤❡ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉&✐♥❣ 3*♦❜❧❡♠ ❇❛6❡❞ ♦♥ &❤❡

❙❡& 3❛*&✐&✐♦♥✐♥❣ ❋♦*♠✉❧❛&✐♦♥ ✇✐&❤ ❆❞❞✐&✐♦♥❛❧ ❈✉&6✳ ▼❛0❤✳ =/♦❣/❛♠✳✱

✈♦❧✳ ✶✶✺✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡3 ✸✺✶✕✸✽✺✱ ✷✵✵✽✳ ✭❈✐0F ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✼✳✮

❬❇❛❧❞❛❝❝✐ ✷✵✶✷❪ ❘♦❜❡/0♦ ❇❛❧❞❛❝❝✐✱ ❆/✐30✐❞❡ ▼✐♥❣♦③③✐ ❡0 ❘♦❜❡/0♦ ❘♦❜❡/0✐✳

❘❡❝❡♥& ❡①❛❝& ❛❧❣♦*✐&❤♠6 ❢♦* 6♦❧✈✐♥❣ &❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ *♦✉&✐♥❣ ♣*♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡*

❝❛♣❛❝✐&② ❛♥❞ &✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❝♦♥6&*❛✐♥&6✳ ❊✉/♦♣❡❛♥ ❏♦✉/♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡/❛0✐♦✲

♥❛❧ ❘❡3❡❛/❝❤✱ ✈♦❧✳ ✷✶✽✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡3 ✶✕✻✱ ✷✵✶✷✳ ✭❈✐0F ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✼✳✮

❬❇❡❧♠❡❝❤❡/✐ ✷✵✶✸❪ ❋❛/❛❤ ❇❡❧♠❡❝❤❡/✐✱ ❈❤/✐30✐❛♥ =/✐♥3✱ ❋❛/♦✉❦ ❨❛❧❛♦✉✐ ❡0 ▲✐♦✲

♥❡❧ ❆♠♦❞❡♦✳ 3❛*&✐❝❧❡ 6✇❛*♠ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ❛❧❣♦*✐&❤♠ ❢♦* ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ *♦✉✲

&✐♥❣ ♣*♦❜❧❡♠ ✇✐&❤ ❤❡&❡*♦❣❡♥❡♦✉6 ✢❡❡&✱ ♠✐①❡❞ ❜❛❝❦❤❛✉❧6✱ ❛♥❞ &✐♠❡ ✇✐♥✲

❞♦✇6✳ ❏✳ ■♥0❡❧❧✐❣❡♥0 ▼❛♥✉❢❛❝0✉/✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✷✹✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡3 ✼✼✺✕✼✽✾✱ ✷✵✶✸✳

✭❈✐0F ❡♥ ♣❛❣❡3 ✷✸✱ ✹✽✱ ✹✾✱ ✺✵✱ ✺✺ ❡0 ✽✾✳✮

❬❇❡♥0 ✷✵✵✻❪ ❘✉33❡❧❧ ❇❡♥0 ❡0 =❛3❝❛❧ ❱❛♥ ❍❡♥0❡♥/②❝❦✳ ❆ &✇♦✲6&❛❣❡ ❤②❜*✐❞ ❛❧❣♦✲

*✐&❤♠ ❢♦* ♣✐❝❦✉♣ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡*② ✈❡❤✐❝❧❡ *♦✉&✐♥❣ ♣*♦❜❧❡♠6 ✇✐&❤ &✐♠❡ ✇✐♥✲

❞♦✇6✳ ❈♦♠♣✉0❡/3 ✫ ❖♣❡/❛0✐♦♥3 ❘❡3❡❛/❝❤✱ ✈♦❧✳ ✸✸✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡3 ✽✼✺✕✽✾✸✱

✷✵✵✻✳ ✭❈✐0F ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✵✳✮

❬❇❡/❣❤✐❞❛ ❪ ▼❡/②❡♠ ❇❡/❣❤✐❞❛ ❡0 ❆❜❞❡❧♠❛❞❥✐❞ ❇♦✉❦/❛✳ ❘❡6♦❧✈✐♥❣ ❛ ❱❡❤✐❝❧❡

❘♦✉&✐♥❣ 3*♦❜❧❡♠ ✇✐&❤ ❍❡&❡*♦❣❡♥❡♦✉6 ❋❧❡❡&✱ ▼✐①❡❞ ❇❛❝❦❤❛✉❧6 ❛♥❞ ❚✐♠❡
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❤❛♥❝❡❞ ❜✐♦❣❡♦❣*❛♣❤②✲❜❛6❡❞ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ❛❧❣♦*✐&❤♠ ❢♦* ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ *♦✉&✐♥❣
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❚❤❡ ■♥0❡/♥❛0✐♦♥❛❧ ❏♦✉/♥❛❧ ♦❢ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▼❛♥✉❢❛❝0✉/✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱

♣❛❣❡3 ✶✕✶✺✱ ✷✵✶✹✳ ✭❈✐0F ❡♥ ♣❛❣❡ ✸✷✳✮

❬❇❡/❣❤✐❞❛ ✷✵✶✹❜❪ ▼❡/②❡♠ ❇❡/❣❤✐❞❛ ❡0 ❆❜❞❡❧♠❛❞❥✐❞ ❇♦✉❦/❛✳ ❊❉❍❙❆ ✿ ❆♥

❡♥❤❛♥❝❡❞ ❞✐6❝*❡&❡ ❤❛*♠♦♥② 6❡❛*❝❤ ❛❧❣♦*✐&❤♠ ❢♦* ❛ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉&✐♥❣ 3*♦✲

❜❧❡♠ ✇✐&❤ ❍❡&❡*♦❣❡♥❡♦✉6 ❋❧❡❡&✱ ▼✐①❡❞ ❇❛❝❦❤❛✉❧6✱ ❛♥❞ ❚✐♠❡ ❲✐♥❞♦✇6 ✳

■♥ ■❙■❆✱ ✷✵✶✹✳ ✭❈✐0F ❡♥ ♣❛❣❡ ✹✷✳✮

❬❇❡/❣❤✐❞❛ ✷✵✶✹❝❪ ▼❡/②❡♠ ❇❡/❣❤✐❞❛✱ ❆❜❞❡❧♠❛❞❥✐❞ ❇♦✉❦/❛✱ ❍❛♥✐ ❆♠❛/ ●✉❡✲

♥♦✉♥❡ ❡0 ▼♦❤❛♠♠❡❞ ▼❡/♦✉❛♥❡ ❊❧ ❑3♦✉/✐✳ ❈♦♦♣❡*❛&✐✈❡ ❆♣♣*♦❛❝❤

❢♦* ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉&✐♥❣ 3*♦❜❧❡♠ ✇✐&❤ ❙✐♠✉❧&❛♥❡♦✉6 3✐❝❦✉♣ ❛♥❞ ❉❡❧✐✈❡*② ✳

■♥ ✸0❤ ■♥0❡/♥❛0✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦3✐✉♠ ♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥0❛0✐♦♥ ♦❢

❈♦♠♣❧❡① ❙②30❡♠3✱ ✷✵✶✹✳ ✭❈✐0F ❡♥ ♣❛❣❡ ✺✾✳✮



✾✹ ❇✐❜❧✐♦❣(❛♣❤✐❡

❬❇❡#❤❛♥ ✷✵✶✹❪ ❊-❤❡.✐❡ ❇❡#❤❛♥✱ 1❛✈❡❧ ❑#5♠❡#✱ ❉❛♥✐❡❧ ❑✐.❛✇✱ ❆❥✐.❤ ❆❜#❛❤❛♠

❡. ❱=❝❧❛✈ ❙♥=➨❡❧✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❙'♦❝❤❛+'✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉'✐♥❣ 01♦❜❧❡♠ ✇✐'❤

❘❡❛❧ ❙✐♠✉❧'❛♥❡♦✉+ 0✐❝❦✉♣ ❛♥❞ ❉❡❧✐✈❡1② ❯+✐♥❣ ❉✐✛❡1❡♥'✐❛❧ ❊✈♦❧✉'✐♦♥ ✳

■♥ ❆❥✐.❤ ❆❜#❛❤❛♠✱ 1❛✈❡❧ ❑#5♠❡# ❡. ❱=❝❧❛✈ ❙♥=➨❡❧✱ ❡❞✐.❡✉#-✱ ■♥♥♦✲

✈❛.✐♦♥- ✐♥ ❇✐♦✲✐♥-♣✐#❡❞ ❈♦♠♣✉.✐♥❣ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛.✐♦♥- ❙❊ ✲ ✶✽✱ ✈♦❧✉♠❡

✷✸✼ ♦❢ ❆❞✈❛♥❝❡+ ✐♥ ■♥'❡❧❧✐❣❡♥' ❙②+'❡♠+ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉'✐♥❣✱ ♣❛❣❡- ✶✽✼✕✷✵✵✳

❙♣#✐♥❣❡# ■♥.❡#♥❛.✐♦♥❛❧ 1✉❜❧✐-❤✐♥❣✱ ✷✵✶✹✳ ✭❈✐.P ❡♥ ♣❛❣❡ ✺✾✳✮

❬❇❡..✐♥❡❧❧✐ ✷✵✶✶❪ ❆♥❞#❡❛ ❇❡..✐♥❡❧❧✐✱ ❆❧❜❡#.♦ ❈❡-❡❧❧✐ ❡. ❘✐❣❤✐♥✐ ●✐♦✈❛♥♥✐✳ ❆

❜1❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉'✲❛♥❞✲♣1✐❝❡ ❛❧❣♦1✐'❤♠ ❢♦1 '❤❡ ♠✉❧'✐✲❞❡♣♦' ❤❡'❡1♦❣❡♥❡♦✉+
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❬❉❡,❤❧♦✛ ✷✵✵✶❪ ❏❛♥ ❉❡,❤❧♦✛✳ ❱❡❤✐❝❧❡ +♦✉#✐♥❣ ❛♥❞ +❡✈❡+(❡ ❧♦❣✐(#✐❝( ✿ ❚❤❡ ✈❡✲

❤✐❝❧❡ +♦✉#✐♥❣ ♣+♦❜❧❡♠ ✇✐#❤ (✐♠✉❧#❛♥❡♦✉( ❞❡❧✐✈❡+② ❛♥❞ ♣✐❝❦✲✉♣ ✳ ❖❘✲

❙♣❡❦,8✉♠✱ ✈♦❧✳ ✷✸✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡: ✼✾✕✾✻✱ ✷✵✵✶✳ ✭❈✐,H ❡♥ ♣❛❣❡ ✺✽✳✮

❬❋✐:❤❡8 ✶✾✽✶❪ ▼❛8:❤❛❧❧ ▲✳ ❋✐:❤❡8 ❡, ❘❛♠❝❤❛♥❞8❛♥ ❏❛✐❦✉♠❛8✳ ❆ ❣❡♥❡+❛❧✐③❡❞

❛((✐❣♥♠❡♥# ❤❡✉+✐(#✐❝ ❢♦+ ✈❡❤✐❝❧❡ +♦✉#✐♥❣✳ ◆❡,✇♦8❦:✱ ✈♦❧✳ ✶✶✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡:

✶✵✾✕✶✷✹✱ ✶✾✽✶✳ ✭❈✐,H ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✵✳✮

❬❋✐:,❡8 ❏8✳ ✷✵✶✺❪ ■③,♦❦ ❋✐:,❡8 ❏8✳ ❡, ■③,♦❦ ❋✐:,❡8✳ ❖♥ #❤❡ ▼✉#❛#✐♦♥ ❖♣❡+❛#♦+(

✐♥ ❊✈♦❧✉#✐♦♥ ❙#+❛#❡❣✐❡(✳ ■♥ ■③,♦❦ ❋✐:,❡8 ❡, ■③,♦❦ ❋✐:,❡8 ❏8✳✱ ❡❞✐,❡✉8:✱

❆❞❛♣,❛,✐♦♥ ❛♥❞ ❍②❜8✐❞✐③❛,✐♦♥ ✐♥ ❈♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ ■♥,❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❙❊ ✲ ✸✱



✾✻ ❇✐❜❧✐♦❣(❛♣❤✐❡

✈♦❧✉♠❡ ✶✽ ♦❢ ❆❞❛♣$❛$✐♦♥✱ ▲❡❛+♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ❖♣$✐♠✐③❛$✐♦♥✱ ♣❛❣❡- ✻✾✕✽✾✳

❙♣3✐♥❣❡3 ■♥7❡3♥❛7✐♦♥❛❧ 8✉❜❧✐-❤✐♥❣✱ ✷✵✶✺✳ ✭❈✐7@ ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✼✳✮

❬❋❧❡✉3❡♥7 ✶✾✾✹❪ ❈❤❛3❧❡- ❋❧❡✉3❡♥7 ❡7 ❏❛❝I✉❡- ❆ ❋❡3❧❛♥❞✳ ❆❧❣♦+✐$❤♠❡2 ●4♥4✲

$✐6✉❡2 ❍②❜+✐❞❡2 ;♦✉+ ▲✬♦♣$✐♠✐2❛$✐♦♥ ❈♦♠❜✐♥❛$♦✐+❡✱ ✶✾✾✹✳ ✭❈✐7@ ❡♥

♣❛❣❡ ✻✶✳✮

❬❋3❛♥❝❡-❝❤❡❧❧✐ ✷✵✶✸❪ ▼❛✉3♦ ❋3❛♥❝❡-❝❤❡❧❧✐✱ ❉❛♥✐❡❧❡ ❘♦-❛✱ ❈❛3❧❛ ❙❡❛7③✉ ❡7 ❋3❛♥✲

❝❡-❝♦ ❇✉❧❧♦✳ ●♦22✐♣ ❛❧❣♦+✐$❤♠2 ❢♦+ ❤❡$❡+♦❣❡♥❡♦✉2 ♠✉❧$✐✲✈❡❤✐❝❧❡ +♦✉$✐♥❣

♣+♦❜❧❡♠2✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛3 ❆♥❛❧②-✐- ✿ ❍②❜3✐❞ ❙②-7❡♠-✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♥♦✳ ✵✱ ♣❛❣❡-

✶✺✻✕✶✼✹✱ ✷✵✶✸✳ ✭❈✐7@ ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✾✳✮

❬❋3✐❡❞♠❛♥ ✶✾✸✼❪ ▼✐❧7♦♥ ❋3✐❡❞♠❛♥✳ ❚❤❡ ❯2❡ ♦❢ ❘❛♥❦2 $♦ ❆✈♦✐❞ $❤❡ ❆22✉♠♣✲

$✐♦♥ ♦❢ ◆♦+♠❛❧✐$② ■♠♣❧✐❝✐$ ✐♥ $❤❡ ❆♥❛❧②2✐2 ♦❢ ❱❛+✐❛♥❝❡✳ ❏♦✉3♥❛❧ ♦❢ 7❤❡

❆♠❡3✐❝❛♥ ❙7❛7✐-7✐❝❛❧ ❆--♦❝✐❛7✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✸✷✱ ♥♦✳ ✷✵✵✱ ♣❛❣❡- ✻✼✺✕✼✵✶✱ ✶✾✸✼✳

✭❈✐7@ ❡♥ ♣❛❣❡ ✺✺✳✮

❬●❛❥♣❛❧ ✷✵✵✾❪ ❨✉✈3❛❥ ●❛❥♣❛❧ ❡7 83❛❦❛-❤ ❆❜❛❞✳ ❆♥ ❛♥$ ❝♦❧♦♥② 2②2$❡♠ ✭❆❈❙✮

❢♦+ ✈❡❤✐❝❧❡ +♦✉$✐♥❣ ♣+♦❜❧❡♠ ✇✐$❤ 2✐♠✉❧$❛♥❡♦✉2 ❞❡❧✐✈❡+② ❛♥❞ ♣✐❝❦✉♣ ✳

❈♦♠♣✉7❡3- ✫ ❖♣❡3❛7✐♦♥- ❘❡-❡❛3❝❤✱ ✈♦❧✳ ✸✻✱ ♥♦✳ ✶✷✱ ♣❛❣❡- ✸✷✶✺✕✸✷✷✸✱

❉@❝❡♠❜3❡ ✷✵✵✾✳ ✭❈✐7@ ❡♥ ♣❛❣❡- ✽✶✱ ✽✷ ❡7 ✾✵✳✮

❬●❡❡♠ ✷✵✵✶❪ ❩♦♥❣ ❲♦♦ ●❡❡♠✱ ❏♦♦♥❣ ❍♦♦♥ ❑✐♠ ❡7 ● ❱ ▲♦❣❛♥❛7❤❛♥✳ ❆ ♥❡✇

❤❡✉+✐2$✐❝ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ❛❧❣♦+✐$❤♠ ✿ ❤❛+♠♦♥② 2❡❛+❝❤✳ ❙✐♠✉❧❛7✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✼✻✱

♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡- ✻✵✕✻✽✱ ✷✵✵✶✳ ✭❈✐7@ ❡♥ ♣❛❣❡ ✹✶✳✮

❬●❡❡♠ ✷✵✵✺❪ ❩♦♥❣ ❲♦♦ ●❡❡♠✱ ❑❛♥❣ ❙❡♦❦ ▲❡❡ ❡7 ❨♦♥❣ ❏✐♥ 8❛3❦✳ ❆♣♣❧✐❝❛$✐♦♥

♦❢ ❍❛+♠♦♥② ❙❡❛+❝❤ $♦ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉$✐♥❣✳ ❆♠❡3✐❝❛♥ ❏♦✉3♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞

❙❝✐❡♥❝❡-✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ♥♦✳ ✶✷✱ ♣❛❣❡- ✶✺✺✷✕✶✺✺✼✱ ✷✵✵✺✳ ✭❈✐7@ ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✽✳✮

❬●♦❦-❛❧ ✷✵✶✵❪ ❋ 8 ●♦❦-❛❧✱ ❋ ❆❧7✐♣❛3♠❛❦ ❡7 ■ ❑❛3❛♦❣❧❛♥✳ ❆ ❤②❜+✐❞ ♣❛+$✐❝❧❡

2✇❛+♠ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ❢♦+ ✈❡❤✐❝❧❡ +♦✉$✐♥❣ ♣+♦❜❧❡♠ ✇✐$❤ 2✐♠✉❧$❛♥❡♦✉2 ♣✐✲

❝❦✉♣ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡+②✳ ■♥ ❈♦♠♣✉7❡3- ❛♥❞ ■♥❞✉-73✐❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡3✐♥❣ ✭❈■❊✮✱

✷✵✶✵ ✹✵7❤ ■♥7❡3♥❛7✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡3❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡- ✶✕✻✱ ✷✵✶✵✳ ✭❈✐7@ ❡♥

♣❛❣❡ ✺✽✳✮

❬●♦❦-❛❧ ✷✵✶✸❪ ❋❛7♠❛ 8✐♥❛3 ●♦❦-❛❧✱ ■-♠❛✐❧ ❑❛3❛♦❣❧❛♥ ❡7 ❋✉❧②❛ ❆❧7✐♣❛3♠❛❦✳

❆ ❤②❜+✐❞ ❞✐2❝+❡$❡ ♣❛+$✐❝❧❡ 2✇❛+♠ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ❢♦+ ✈❡❤✐❝❧❡ +♦✉$✐♥❣ ♣+♦✲

❜❧❡♠ ✇✐$❤ 2✐♠✉❧$❛♥❡♦✉2 ♣✐❝❦✉♣ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡+②✳ ❈♦♠♣✉7❡3- ✫ ■♥❞✉-73✐❛❧

❊♥❣✐♥❡❡3✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✻✺✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡- ✸✾✕✺✸✱ ▼❛✐ ✷✵✶✸✳ ✭❈✐7@ ❡♥ ♣❛❣❡- ✽✷

❡7 ✾✵✳✮

❬●♦❧❞❜❡3❣ ✶✾✽✾❪ ❉❛✈✐❞ ❊✳ ●♦❧❞❜❡3❣✳ ●❡♥❡7✐❝ ❛❧❣♦3✐7❤♠- ✐♥ -❡❛3❝❤✱ ♦♣7✐♠✐③❛✲

7✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛3♥✐♥❣✳ ❆❞❞✐-♦♥✲❲❡-❧❡② ▲♦♥❣♠❛♥ 8✉❜❧✐-❤✐♥❣ ❈♦✳✱

■♥❝✳✱ ❇♦-7♦♥✱ ▼❆✱ ❯❙❆✱ ✶-7 @❞✐7✐♦♥✱ ✶✾✽✾✳ ✭❈✐7@ ❡♥ ♣❛❣❡ ✼✷✳✮

❬●3❡❧❧✐❡3 ✷✵✵✽❪ ❊♠✐❧✐❡ ●3❡❧❧✐❡3✳ ❖♣$✐♠✐2❛$✐♦♥ ❞❡ $♦✉+♥4❡2 ❞❡ ✈4❤✐❝✉❧❡2 ❞❛♥2

❧❡ ❝❛❞+❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐2$✐6✉❡ ✐♥✈❡+2❡ ✿ ♠♦❞4❧✐2❛$✐♦♥ ❡$ +42♦❧✉$✐♦♥ ♣❛+ ❞❡2



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ✾✼

♠!"❤♦❞❡' ❤②❜*✐❞❡'✳ ❚❤❡$❡✱ ❯♥✐✈❡*$✐+, ❞❡ ◆❛♥+❡$✱ ❏❛♥✈✐❡* ✷✵✵✽✳ ✭❈✐+,

❡♥ ♣❛❣❡ ✶✵✳✮

❬●*✐❜❦♦✈$❦❛✐❛ ✷✵✵✼❪ ■*✐♥❛ ●*✐❜❦♦✈$❦❛✐❛✱ B ②✈✐♥❞ ❍❛❧$❦❛✉ ❙*✳✱ ●✐❧❜❡*+ ▲❛♣♦*+❡

❡+ ▼❛*+✐♥ ❱❧↔❡❦✳ ●❡♥❡*❛❧ '♦❧✉"✐♦♥' "♦ "❤❡ '✐♥❣❧❡ ✈❡❤✐❝❧❡ *♦✉"✐♥❣ ♣*♦✲

❜❧❡♠ ✇✐"❤ ♣✐❝❦✉♣' ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡*✐❡'✳ ❊✉*♦♣❡❛♥ ❏♦✉*♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡*❛+✐♦♥❛❧

❘❡$❡❛*❝❤✱ ✈♦❧✳ ✶✽✵✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡$ ✺✻✽✕✺✽✹✱ ✷✵✵✼✳ ✭❈✐+, ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✽✳✮

❬●✉❧✐❝ ✷✵✶✸❪ ▼ ●✉❧✐❝ ❡+ ❉ ❏❛❦♦❜♦✈✐❝✳ ❊✈♦❧✉"✐♦♥ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ *♦✉"✐♥❣ ♣*♦❜❧❡♠

❤❡✉*✐'"✐❝' ✇✐"❤ ❣❡♥❡"✐❝ ♣*♦❣*❛♠♠✐♥❣✳ ■♥ ■♥❢♦*♠❛+✐♦♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛+✐♦♥

❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❊❧❡❝+*♦♥✐❝$ ▼✐❝*♦❡❧❡❝+*♦♥✐❝$ ✭▼■X❘❖✮✱ ✷✵✶✸ ✸✻+❤ ■♥+❡*♥❛✲

+✐♦♥❛❧ ❈♦♥✈❡♥+✐♦♥ ♦♥✱ ♣❛❣❡$ ✾✽✽✕✾✾✷✱ ✷✵✶✸✳ ✭❈✐+, ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✵✳✮

❬❍❛❣❤❛♥✐ ✷✵✵✺❪ ❆❧✐ ❍❛❣❤❛♥✐ ❡+ ❙♦♦❥✉♥❣ ❏✉♥❣✳ ❆ ❉②♥❛♠✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉"✐♥❣

>*♦❜❧❡♠ ✇✐"❤ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥" ❚*❛✈❡❧ ❚✐♠❡'✳ ❈♦♠♣✉+✳ ❖♣❡*✳ ❘❡$✳✱
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❬❚\,\♥❝\ ✷✵✵✾❪ ● ❨❛③❣ ❄ ❚\,\♥❝\✱ ❈❛6❧♦# ❆ ❈ ❈❛66❡,♦ ❡, ❇❛66✐❡ ▼ ❇❛❦❡6✳

❆ ✈✐.✉❛❧ ✐♥$❡*❛❝$✐✈❡ ❛♣♣*♦❛❝❤ $♦ ❝❧❛..✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠✐①❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡ *♦✉$✐♥❣

♣*♦❜❧❡♠. ✇✐$❤ ❜❛❝❦❤❛✉❧.✳ ❖♠❡❣❛✱ ✈♦❧✳ ✸✼✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡# ✶✸✽✕✶✺✹✱ ✷✵✵✾✳

✭❈✐,E ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✽✳✮

❬❯6#❛♥✐ ✷✵✶✶❪ ❩✐❛✉❞❞✐♥ ❯6#❛♥✐✱ ❉❛6②❧ ❊##❛♠✱ ❉❛✈✐❞ ❈♦6♥❢♦6,❤ ❡, ❘♦❜❡6, ❙,♦✲

❝❦❡6✳ ▲♦❝❛❧✐③❡❞ ❣❡♥❡$✐❝ ❛❧❣♦*✐$❤♠ ❢♦* ✈❡❤✐❝❧❡ *♦✉$✐♥❣ ♣*♦❜❧❡♠ ✇✐$❤ $✐♠❡

✇✐♥❞♦✇.✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙♦❢, ❈♦♠♣✉,✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✶✶✱ ♥♦✳ ✽✱ ♣❛❣❡# ✺✸✼✺✕✺✸✾✵✱

✷✵✶✶✳ ✭❈✐,E ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✾✳✮

❬❷❡6♥a ✶✾✽✺❛❪ ❱ ❷❡6♥a✳ ❚❤❡*♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛♣♣*♦❛❝❤ $♦ $❤❡ $*❛✈❡❧✐♥❣ .❛❧❡.♠❛♥

♣*♦❜❧❡♠ ✿ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥$ .✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❛❧❣♦*✐$❤♠✳ ❏♦✉6♥❛❧ ♦❢ ❖♣,✐♠✐③❛,✐♦♥

❚❤❡♦6② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛,✐♦♥#✱ ✈♦❧✳ ✹✺✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡# ✹✶✕✺✶✱ ✶✾✽✺✳ ✭❈✐,E ❡♥

♣❛❣❡ ✸✺✳✮

❬❷❡6♥a ✶✾✽✺❜❪ ❱ ❷❡6♥a✳ ❚❤❡*♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛♣♣*♦❛❝❤ $♦ $❤❡ $*❛✈❡❧✐♥❣ .❛❧❡.♠❛♥

♣*♦❜❧❡♠ ✿ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥$ .✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❛❧❣♦*✐$❤♠✳ ❏♦✉6♥❛❧ ♦❢ ❖♣,✐♠✐③❛,✐♦♥

❚❤❡♦6② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛,✐♦♥#✱ ✈♦❧✳ ✹✺✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡# ✹✶✕✺✶✱ ✶✾✽✺✳ ✭❈✐,E ❡♥

♣❛❣❡ ✻✾✳✮

❬❲❛❧❧❛❝❡ ✶✽✼✻❛❪ ❆❧❢6❡❞ ❘✉##❡❧ ❲❛❧❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ❣❡♦❣6❛♣❤✐❝❛❧ ❞✐#,6✐❜✉,✐♦♥

♦❢ ❛♥✐♠❛❧#✳✱ ✈♦❧✉♠❡ ✈✳✶✳ ◆❡✇ ❨♦6❦✱❍❛6♣❡6 ❛♥❞ ❜6♦,❤❡6#✒ ✶✽✼✻✳



✶✵✹ ❇✐❜❧✐♦❣)❛♣❤✐❡

❤!!♣ ✿✴✴✇✇✇✳❜✐♦❞✐✈❡-.✐!②❧✐❜-❛-②✳♦-❣✴❜✐❜❧✐♦❣-❛♣❤②✴✶✶✸✺✹✳ ✭❈✐!9 ❡♥

♣❛❣❡ ✷✽✳✮

❬❲❛❧❧❛❝❡ ✶✽✼✻❜❪ ❆❧❢-❡❞ ❘✉..❡❧ ❲❛❧❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ❣❡♦❣-❛♣❤✐❝❛❧ ❞✐.!-✐❜✉!✐♦♥

♦❢ ❛♥✐♠❛❧.✳✱ ✈♦❧✉♠❡ ✈✳✷✳ ◆❡✇ ❨♦-❦✱❍❛-♣❡- ❛♥❞ ❜-♦!❤❡-.✒ ✶✽✼✻✳

❤!!♣ ✿✴✴✇✇✇✳❜✐♦❞✐✈❡-.✐!②❧✐❜-❛-②✳♦-❣✴❜✐❜❧✐♦❣-❛♣❤②✴✶✶✸✺✹✳ ✭❈✐!9 ❡♥

♣❛❣❡ ✷✽✳✮

❬❲❛♥❣ ✷✵✵✼❪ ❏✐❛♥❣✲S✐♥❣ ❲❛♥❣✱ ❳✐❛♦✲♥✐❛♥ ❚♦♥❣ ❡! ❩✐✲♠❛♦ ▲✐✳ ❆♥ ■♠♣%♦✈❡❞

❊✈♦❧✉-✐♦♥❛%② ❆❧❣♦%✐-❤♠ ❢♦% ❉②♥❛♠✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉-✐♥❣ 8%♦❜❧❡♠ ✇✐-❤

❚✐♠❡ ❲✐♥❞♦✇=✳ ■♥ ❨♦♥❣ ❙❤✐✱ ●❡❡-!❉✐❝❦ ❆❧❜❛❞❛✱ ❏❛❝❦ ❉♦♥❣❛--❛ ❡!

[❡!❡-▼✳❆✳ ❙❧♦♦!✱ ❡❞✐!❡✉-.✱ ❈♦♠♣✉!❛!✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❄ ■❈❈❙ ✷✵✵✼ ❙❊ ✲

✶✼✶✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✹✾✵ ♦❢ ▲❡❝-✉%❡ ◆♦-❡= ✐♥ ❈♦♠♣✉-❡% ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡. ✶✶✹✼✕

✶✶✺✹✳ ❙♣-✐♥❣❡- ❇❡-❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡-❣✱ ✷✵✵✼✳ ✭❈✐!9 ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✻✳✮

❬❲❛♥❣ ✷✵✵✾❪ ❋❛♥ ❲❛♥❣✱ ❨✐ ❚❛♦ ❡! ◆✐♥❣ ❙❤✐✳ ❆ ❙✉%✈❡② ♦♥ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉-✐♥❣

8%♦❜❧❡♠ ✇✐-❤ ▲♦❛❞✐♥❣ ❈♦♥=-%❛✐♥-=✳ ■♥ ▲❡❛♥ ❨✉✱ ❑✐♥ ❑❡✉♥❣ ▲❛✐ ❡! ❙ ❑

▼✐.❤-❛✱ ❡❞✐!❡✉-.✱ ❈❙❖ ✭✷✮✱ ♣❛❣❡. ✻✵✷✕✻✵✻✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉!❡- ❙♦❝✐❡!②✱

✷✵✵✾✳ ✭❈✐!9 ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✼✳✮

❬❲❛♥❣ ✷✵✶✸❪ ❈❤❛♦ ❲❛♥❣✱ ❋✉ ❩❤❛♦✱ ❉♦♥❣ ▼✉ ❡! ❏♦❤♥❲✳ ❙✉!❤❡-❧❛♥❞✳ ❙✐✲

♠✉❧❛-❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ❢♦% ❛ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉-✐♥❣ 8%♦❜❧❡♠ ✇✐-❤ ❙✐♠✉❧-❛♥❡♦✉=

8✐❝❦✉♣✲❉❡❧✐✈❡%② ❛♥❞ ❚✐♠❡ ❲✐♥❞♦✇=✳ ■♥ ❱✐!!❛❧ [-❛❜❤✉✱ ▼❛-❝♦ ❚❛✐.❝❤

❡! ❉✐♠✐!-✐. ❑✐-✐!.✐.✱ ❡❞✐!❡✉-.✱ ❆❞✈❛♥❝❡. ✐♥ [-♦❞✉❝!✐♦♥ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥!

❙②.!❡♠.✳ ❙✉.!❛✐♥❛❜❧❡ [-♦❞✉❝!✐♦♥ ❛♥❞ ❙❡-✈✐❝❡ ❙✉♣♣❧② ❈❤❛✐♥. ❙❊ ✲ ✷✶✱

✈♦❧✉♠❡ ✹✶✺ ♦❢ ■❋■8 ❆❞✈❛♥❝❡= ✐♥ ■♥❢♦%♠❛-✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥

❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ♣❛❣❡. ✶✼✵✕✶✼✼✳ ❙♣-✐♥❣❡- ❇❡-❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡-❣✱ ✷✵✶✸✳ ✭❈✐!9

❡♥ ♣❛❣❡ ✺✾✳✮

❬❲✐❧.♦♥ ✶✾✼✼❪ ◆ ❍ ▼ ❲✐❧.♦♥✱ ◆ ❏ ❈♦❧✈✐♥✱ ▼❛..❛❝❤✉.❡!!. ■♥.!✐!✉!❡ ♦❢ ❚❡❝❤✲

♥♦❧♦❣②✳ ❈❡♥!❡- ❢♦- ❚-❛♥.♣♦-!❛!✐♦♥ ❙!✉❞✐❡.✱ ❯♥✐!❡❞ ❙!❛!❡.✳ ❯-❜❛♥

▼❛.. ❚-❛♥.♣♦-!❛!✐♦♥ ❆❞♠✐♥✐.!-❛!✐♦♥ ❡! ❘♦❝❤❡.!❡- ●❡♥❡.❡❡ ❘❡❣✐♦✲

♥❛❧ ❚-❛♥.✐! ❆✉!❤♦-✐!②✳ ❈♦♠♣✉!❡- ❝♦♥!-♦❧ ♦❢ !❤❡ ❘♦❝❤❡.!❡- ❞✐❛❧✲❛✲-✐❞❡

.②.!❡♠✳ ▼❛..❛❝❤✉.❡!!. ■♥.!✐!✉!❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❈❡♥!❡- ❢♦- ❚-❛♥.♣♦-✲

!❛!✐♦♥ ❙!✉❞✐❡.✱ ✶✾✼✼✳ ✭❈✐!9 ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✻✳✮

❬❲♦❧♣❡-! ✶✾✾✼❪ ❉❛✈✐❞ ❍✳ ❲♦❧♣❡-! ❡! ❲✐❧❧✐❛♠ ●✳ ▼❛❝-❡❛❞②✳ ◆♦ ❢%❡❡ ❧✉♥❝❤

-❤❡♦%❡♠= ❢♦% ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚❘❆◆❙❆❈❚■❖◆❙ ❖◆ ❊❱❖▲❯❚■❖✲

◆❆❘❨ ❈❖▼[❯❚❆❚■❖◆✱ ✈♦❧✳ ✶✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡. ✻✼✕✽✷✱ ✶✾✾✼✳ ✭❈✐!9 ❡♥

♣❛❣❡. ✷✻ ❡! ✻✶✳✮

❬❨❛♥❣ ❪ ❳✐♥✲❙❤❡ ❨❛♥❣ ❡! ❙✉❛.❤ ❉❡❜✳ ❈✉❝❦♦♦ ❙❡❛%❝❤ ✈✐❛ ▲G✈② ❋❧✐❣❤-=✳ ■♥

◆❛❇■❈✱ ♣❛❣❡. ✷✶✵✕✷✶✹✳ ■❊❊❊✳ ✭❈✐!9 ❡♥ ♣❛❣❡. ✸✼ ❡! ✸✽✳✮

❬❨✉ ✷✵✶✶❪ ❙❤✐✇❡✐ ❨✉✱ ❈❤❛♥❣ ❉✐♥❣ ❡! ❑❡❥✉♥ ❩❤✉✳ ❆ ❤②❜%✐❞ ●❆✲❚❙ ❛❧❣♦%✐-❤♠

❢♦% ♦♣❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡ %♦✉-✐♥❣ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛❧ ♠✐♥❡= ♠❛-❡%✐❛❧ ✳ ❊①♣❡-!

❙②.!❡♠. ✇✐!❤ ❆♣♣❧✐❝❛!✐♦♥.✱ ✈♦❧✳ ✸✽✱ ♥♦✳ ✽✱ ♣❛❣❡. ✶✵✺✻✽✕✶✵✺✼✸✱ ✷✵✶✶✳

✭❈✐!9 ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✹✳✮



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ✶✵✺

❬❩❛❝❤❛%✐❛❞✐( ✷✵✶✵❪ ❊♠♠❛♥♦✉✐❧ ❊ ❩❛❝❤❛%✐❛❞✐(✱ ❈❤%✐(5♦( ❉ ❚❛%❛♥5✐❧✐( ❡5 ❈❤%✐( ❚

❑✐%❛♥♦✉❞✐(✳ ❆♥ ❛❞❛♣%✐✈❡ ♠❡♠♦+② ♠❡%❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦+ %❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ +♦✉%✐♥❣

♣+♦❜❧❡♠ ✇✐%❤ 5✐♠✉❧%❛♥❡♦✉5 ♣✐❝❦✲✉♣5 ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡+✐❡5✳ ❊✉%♦♣❡❛♥ ❏♦✉%♥❛❧

♦❢ ❖♣❡%❛5✐♦♥❛❧ ❘❡(❡❛%❝❤✱ ✈♦❧✳ ✷✵✷✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡( ✹✵✶✕✹✶✶✱ ✷✵✶✵✳ ✭❈✐5E

❡♥ ♣❛❣❡( ✽✶✱ ✽✷ ❡5 ✾✵✳✮
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