N° d’ordre :08/2007-M\MT

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA

RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE

HOUARI BOUMEDIENNE
FACULTE DES SCIENCES MATHEMATIQUES

P o
g 8T a8
MEMOIRE
Présenté pour 'obtention du dipléome de MAGISTER
EN: MATHEMATIQUES
Spécialité : Analyse ( Systémes dynamiques )
Par
BENKACI ALI Nadir
THEME

PROBLEMES AUX LIMITES
A
PLUSIEURS POINTS

Soutenu le 28 /10/ 2007, devant le jury composé de :

MRr. A. KESSI Professeur U.S.T.H.B.
MR. A. BENMEZAI Maitre de Conférences U.S.T.H.B.
MRr. S. DJEBALI Professeur E.N.S. Kouba
MRr. T. ALIZIANE Maitre de Conférences U.S.T.H.B.

Mr. T. MOUSSAOUI  Chargé de cours E.N.S. Kouba

Président.
Directeur de thése.
Examinateur.
Examinateur.

Examinateur.



Remerciements

Je tiens en premier lieu a exprimer mes plus vifs remerciements a Monsieur A. BEN-
MEZAI mon Directeur de thése pour l'intéressant sujet qu’il m’a proposé. Je lui suis égale-
ment reconnaissant pour la confiance qu’il m’a accordé. Il m’est impossible de lui exprimer

toute ma gratitude en seulement quelques lignes.

J'exprime ici ma profonde gratitude a Monsieur A. KESSI, Professeur a I’U.S.T.H.B.
pour m’avoir fait I’honneur de présider mon jury de thése.

Je remercie vivement Messieurs S. DJEBALI, Professeur o I’E.N.S. Kouba et T. AL-
IZIANE , Maitre de Conférences a I’U.S.T.H.B et T. MoUssAOUI, Chargé de cours & [’E.N.S.

Kouba, qui ont bien voulu faire partie du jury.

Je ne saurais oublier de remercier tous mes professeurs et toutes les personnes ayant

contribué de prés ou de loin a l’aboutissement de ce travail.

Pour finir, mes derniers mots de remerciements vont tout naturellement a ma famille et

mes amis, en particulier mes parents et mes fréres et soeurs pour leur soutient tout au long

de mes études.



Problémes aux limites a plusieurs points

Résumé

Beaucoup de phénomeénes physiques reliés a la théorie d’oscillations tels que, propagation
d’ondes, oscillations et vibrations des membranes sont décris par des équations différen-
tielles ordinaires soumises a des conditions aux limites & plusieurs points. Dans ce mémoire,
on s’intéresse & 1’étude d’existence de solutions positives et des solutions qui changent de
signes des problémes aux limites a plusieurs points. Pour ce faire, on se raménera a 1’étude
d’existence du point fixe de 'opérateur non linéaire associé a chaque probléme. En appli-
quant quelques théorémes du point fixe tels que, le théoréme de Schauder, le théoréme de
Krasnoselskii et le théoréme de Leggett Williams, on va étudier I’existence et la multiplicité
des solutions.

Mots-clés : Théoreme du point fixe, Degré topologique, Indice du point fixe, Sous et

sur-solution.

Abstract

Many physical phenomenas connected to the theory of oscillations such as: propagation
of waves, oscillations and vibrations of the membranes, are described by ordinary differential
equations with boundary conditions at several points. In this memory, we are interested in
the study of existence of the positive solutions and the solutions of the unspecified signs of
the multi-point boundary value problems. For this reason, we’ll be reduced to the study of
existence of the fixed point of the nonlinear operator associated to each problem. By apply-
ing some theorems of the fixed point such as: the Schauder’s theorem, the Krasnoselskii’s
theorem and the theorem of Leggett-Williams, we’ll study the existence and the multiplicity
of the solutions.

Key words: Fixed point theorem, Topological Degree, Fixed point index, Lower and

upper-solution.
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Introduction générale

Beaucoup de phénomeénes physiques sont décris par des équations différentielles ordi-
naires soumises & des conditions aux limites & plusieurs points, voir les travaux de Prescott
[29, 37]. L’étude des problémes aux limites & trois points a été lancée par Il'in et Moiseev
[17] . Depuis lors, les problémes aux limites a plusieurs points ont été étudiés par plusieurs
auteurs, nous citons en tant que contributions récentes ’article de W.Feng et J.R.L.Webb
[7], Eloe et Henderson [5] Eloe et Y.Gao [6] et Ryun Ma [23, 24, 26, 22, 25]. Un certain
nombre de ces travaux traitent ’existence des solutions positives, pour exemple, voir les
travaux d’Agarwal et Wong [38], Graef et Yang [9] et de Anderson, [1].

Dans ce mémoire, on fournira des conditions suffisantes pour 'existence de solutions
positives ou de signe quelconque pour certaines classes de problémes aux limites a plusieurs
points. Pour ce faire, on formulera chaque probléme en une équation au point fixe v = Ax
ol A est un opérateur non linéaire défini sur un espace de Banach . Par I'intermédiaire des
théorémes du point fixe ou du degré topologique, des resultats d’existence ou de multiplicité
sont obtenus. Ce mémoire est divisé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappellera brievement les notions suivantes : Degré topologique
et la théorie de I'indice du point fixe.

Dans le deuxiéme chapitre, on examine 'existence de solutions positives pour plusieurs
classes de problémes & plusieurs points associés a des équations différentielles du second
ordre. Ce chapitre est constitué de quatre sections. Dans la premiére section, on va étudier
le probléme suivant

—u"(t) = Xa(t) f(u(t)) t€]0,1]
u(0) =0, u(l)= : a;u(§;)
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oua € [0,1] - RT, f: R" — R* sont des fonction continues, A > 0,0 < §; <& < ... <
Em_o < 1 et pour tout i € {1,...,m — 2} a;; > 0.

Sous des conditions locales imposées & f , on determinera des intervalles du parameétre
A, dans lesquels on a existence d’une ou plusieures solutions positives. En formulant le
probléme ci dessus sous forme d’une équation au point fixe, le théoréme du point fixe de
Krasnoselskii est utilisé pour démontrer plusieurs résultats.

Dans la deuxiéme section, on utilisera le théoréme du point fixe de Leggett-Williams
pour établir un résultat d’existence de trois solutions positives du probléme aux limites a
trois point:

—u"(t) = Af(t,u(t)) t€]o,1] (L.1)
u(0) =0, u(l) = au(n)
ota>0,A>0,0<np<1l,anp<let f:[0,1] x RT — R est une fonction continue et
satisfait des conditions locales.

Dans la troisiéme section, on examine le probleme aux limites dépendant linéairement

de la dérivée

oun €]0,1[, h:1[0,1] - Rt ja € [0,1] = R, b€ [0,1] —] — 00, 0[ sont des fonctions
continues et non identiquement nulles et f : Rt — R est une fonction continue soumise &
des conditions locales.

En utilisant le théoreme de Leggett-Williams on obtiendra un résultat d’existence de
trois solutions positives.

Dans la quatriéme section on utilisera les propriétés de I'indice du point fixe pour établir

un résultat d’existence d’au moins une solution positive du probléme aux limites

—u"(t) = Ah(t) f(t,u(t)) t€]0,1]
u(0) = Bu’(0) , u(l) = au(n)
ou a,n € |0,1[, S >0, h: [0,1] — R est une fonction intégrable, positive avec 0 <
fol h(t)dt < oo et f:[0,1] x Rt — R est une fonction continue.
Le troisiéme chapitre est constitué de trois sections et est consacré a 1’étude de 1’existence

de solutions de signe quelconque pour plusieurs classes de probléme aux limites & plusieurs
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points. Dans la premiére section, on étudie le probléme & trois points

" = f(t,x) t€]0,1]
z(0) =0, z(1) = az(n)

oun €l0,1], a = }] et f:]0,1] x R — R est une fonction continue.

En combinant la méthode des sous et sur-solution avec un théoréme de continuation on
obtient un resultat d’existence de solution dans chacun des cas ot les sous et sur-solution
sont bien ordonnées ou d’ordre opposé.

Dans la deuxiéme section, on examine I’existence de solution du probleme de type Neu-

mannn

<¢<x/))l = f(tv'rwrl) te ]07 1[

m—2

#(0) =0, 0('(1)) = 22 ab(@'(E,))

=1

oi a; >0,Vie{l,.m—2}et 0<& <& <...<E, o<1 avec mz_:gai <1l ¢
et 6 deux homéomorphismes impaires et strictement croissants avec ¢ derivaﬁle sur R et f
est une fonction qui satisfait les conditions de Carathéodory sur [0,1] x R?. Un théoréme
de continuation est employé pour montrer deux résultats d’existence de solutions.

Dans la troisiéme section, on utilise la méthode des sous-solutions et sur-solutions pour

étudier le probléme

W)+ Ftut), (1) =0 teo,1]
W'(0) = 2000 ad' () = M, w(l) = 32500 biu(t) = Ao

oumeN*0<t; <ty<..<t,<l (A,\)€R? (a;,b) e RT xR Vi € {1,...m}.

On discute suivant le parametre (A;, A\2) € R? Pexistence et la nonexistence de solution
du probléme aux limites ci dessus.

Le quatriéme chapitre est consacré a ’étude d’un probléme d’ordre supérieur, en utilisant
le théoréme de Krasnoselskii, on donne des résultats d’existence de solutions positives du

probléme

(0.0.1)
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ou, A >0, p€]0,1], f: RT - R* et ¢g: [0,1] — R deux fonctions continues telles que
Jy g(t)dt >0 .

On termine ce mémoire par une conclusion et des questions ouvertes.



Chapitre 1

Rappels et préliminaires

1.1 Introduction

Dans ce paragraphe, on va rappeler briévement quelques outils indispensables de ’ANALYSE
NON LINEAIRE qu’on utilisera dans la suite de ce mémoire pour I’étude des problémes aux
limites a plusieurs points. Parmi ces outils figurent le degré topologique de Leray-Schauder
et certains théorémes du point fixe qui nous permettront de montrer des résultats d’existence
et de multiplicité de solutions pour différentes classes de problémes aux limites a plusieurs

points associés a des équations différentielles.

1.2 Degré topologique en dimension finie (degré de
Brouwer)
Soit f € C(Ja,b[,R), avec a < b. Pour tout a €la,b], on définit le degré de Brouwer de f
relativement a ]a, b[ au point o de la maniére suivante :
. :
dp(f, Q2 a) = 5 [sign(f(b) — a) — sign(f(a) — a)].

Remarque 1.2.1 Si dg(f,Q,«) # 0, alors léquation f(x) = o admet au moins une solu-

tion dans la,b|.



1.2. Degré topologique en dimension finie (degré de Brouwer)

Dans toute cette section, {2 désigne un ouvert borné de R™, o n > 1 et 02 sa frontiére.

Pour f € C*(Q,R"), f'(x) désigne la différentielle de f au point z € Q et Jp(z) est le
jacobien de f au point x € ), ie: Jy(z) = Det(f'(x)).

Un point € (2 est dit régulier si J¢(x) # 0, dans le cas contraire x est dit singulier.

Une valeur b € R" est dite réguliére si pour tout x € Q avec b = f(z), Js(z) # 0. Dans
le cas contraire b est dite valeur singuliere.

L’ensemble de tous les points singuliers de f est noté par Sy, ie:

Sp={zeQ /Ji(z)=0}.

1.2.1 Définition du degré dans le cas d’une valeur réguliére

La compacité de Q et le théoréme d’inversion local entrainent
Lemme 1.2.1 Si f € C(Q,R") N CYQ,R") et b € R"\(f(9Q) U f(S})) alors I’ensemble
) = (o € O/ () = b}
est fini.
Le degré topologique de f relativement a €2 au point b est défini par :

a(f, Q,b)= >  sgnJs(z) .
zef~1({b})

1.2.2 Définition du degré dans le cas d’une valeur singuliére

Le lemme suivant nous permettra d’étendre la définition du degré au cas d’une valeur b

singuliéres.

Lemme 1.2.2 (lemme de Sard ) : Soit f € C(Q,R"). L'ensemble f(S;) est de mesure
nulle ( de Lebesgue). Pour plus de détails voir [15].

D’apres le lemme de Sard, si f € CY(Q,R"), b ¢ f(02) et b € f(Sy), il existe alors une
suite de valeurs régulieres (b,) qui converge vers b. Par conséquent, on définit le degré de
la maniere suivante :

d(f,Q,b) = d(faﬂab1>7 bl € U

ou U est une composante connexe contenant b telle que U\ {b} C R™\ f(9Q) U f(Sy) .



1.3. Degré topologique de Leray-Shauder

1.2.3 Définition du degré dans le cas des fonctions continues

Les deux lemmes suivants vont nous permettre d’étendre encore la définition du degré au

cas continu.

Lemme 1.2.3 Si f € CYQR") et b ¢ f(09), alors il existe U un voisinage de f dans
CY(Q,R™), tel que pour tout U e U

1/b ¢ V(09Q)

2/ d(0,Q,b) = d(f,Q,b).

Lemme 1.2.4 Invariance par homotopie : Soit H € C?*(Q x [0,1],R"), si b ¢
H (082 x [0,1)) alors la valeur d(H(.,\),$2,b) ne dépend pas du choixz de \ dans [0,1].

Preuve. En effet, posons f = H(.,t), out € [0,1] fixé. Ona f € C*(QR") et b ¢ f(09)
et d’apres le lemme (1.2.3) , il existe U un voisinage de [ dans CHQ,R"), tel que pour
tout ¥ € U, b ¢ V() et d(V,Q,b) = d(f,Q,b). Puisque [ et % sont continues
sur €, il existe v > 0 tel que H(.,\) € U pour tout A €]t — o, t + a[N[0, 1]. Donc, le degré
d(H(.,\),,b) est constant sur |t —«, t+ «f, ceci pour tout ¢ € [0, 1]. Enfin, par la continuité
du degré par rapport a A, on déduit que d(H(.,\), 2, b) ne dépend pas du choix de A dans
0,1]. m

Soient f € C(Q,R") et b ¢ f(0Q), r = p(b, f(9Q)) > 0 désigne la distance entre b et
£(89). Notons par U = {¥ € C*(Q,R") tel que ||V — f||,, < r/2}. Puisque C*(Q, R") est
dense dans C(Q,R"), U #+ @. On montre aisément que pour ¥ € U, le degré d (1,9,0b) est
bien définie.

De plus, le lemme ci dessus entraine que ’application d est constante sur U.

Ainsi on défini le degré d(f,€2,b) par
d(f,Q,b) = d(W,Q,b)

ou U e .

1.3 Degré topologique de Leray-Shauder

Dans toute cette section, ) désigne un ouvert borné de E, ou F est un espace de Banach

réel.



1.3. Degré topologique de Leray-Shauder

1.3.1 Définition du degré de Leray-Schauder

Définition 1.3.1

e Un opérateur T : Q — E est dit compact si T est continu et T () est relativement

compact dans E.

o Un opérateur T : Q) — E est dit completement continue si T est continu et l’image par

T de tout borné est relativement compact dans E.

e SiT c QU E), ot Q(, E) est 'ensemble de tous les opérateurs compacts sur 0, alors
Uapplication ¢ = 1 — T est appellée perturbation compacte de l'identité.

Définition 1.3.2 Soit T : Q@ — E  un opérateur continu. S’il existe un sous espace

vectoriel de dimension finie F' de E tel que T'(Y) C F, alors lapplication ¢ = I — T est
appelée perturbation de dimension finie de l'idendité.
Si de plus b € E\¢(09), alors d(¢/an 7, 2N F,b) est indépendant du choiz de F.

Par conséquent, le degré topologique de ¢ relativement a ) au point b est défini par
d(¢v Qa b) = d(¢/ﬁﬁ F an F7 b)

Lemme 1.3.1 Soit K un compact de E. Pour tout ¢ > 0, il existe un couple (Fy,g.)
ot F. est un sous espace vectoriel de dimension finie de E et g. € C(K, F.) vérifiant

|z —g:(z)|| <e, Ve K .
Preuve. ( Voir [33] ). =

Lemme 1.3.2 Si T € Q(Q, E), alors 'application ¢ = I — T est fermée et propre, c’est-
a-dire que U'image de tout fermé de Q est un sous ensemble fermé de E et que limage

réciproque de tout sous ensemble compact de E est compact .

Preuve.
1/ Soit F' C Q un fermé de E et (z,)neny C F une suite telle que y,, = ¢(,,) converge

vers o« € F.



1.3. Degré topologique de Leray-Shauder

Puisque opérateur 7" est compact, on peut extraire une sous-suite (x,,, )5 telle que T'(z,, )
converge dans F, cela entraine que kh_)rgo Tp, = T, 00 T =+ [3, avec f = ]}LIrolo T(xp,). Par
conséquent, o € ¢(F), donc ¢ est fermée.

2/ Soit K C E un compact et (2,),eny C O une suite telle que pour tout n € N,
Yn = P(zn) € K.

Puisque l'opérateur 7" est compact, on peut extraire une sous-suite (x,,, )i telle que T'(z,,)

converge dans F. Par conséquent, la suite définie par

admet une sous suite qui converge dans 2, donc ¢ est une application propre. m
Soit b € E\¢p(99Q), ot ¢ = [ —T avec T € Q(Q, E). La valeur r = p(b, (99)) désigne la
distance entre b et ¢(92). D’apres le lemme (1.3.2) ¢(052) est fermé, r > 0, et Pensemble

K =T(Q) est un compact dans E. D’apres le lemme (1.3.1) pour ¢ =

T

5 il existe un sous

espace vectoriel F, de dimension finie de E et g, € C(K, F,) tels que ||z — g,.(2)| < ¢,
Vo € K.
Posons T, = g, 0T :Q — F,et ¢, =1—1T,, on a

r _
16:(2) = ¢(@)ll s e =3, Vo e Qetd ¢ ¢,.(00).
Définition 1.3.3 Le degré topologique d(p,$2,b) est défini par :

d(¢a Q, b) = d(qbr? Q, b)

1.3.2 Propriétés principales du degré de Leray schauder
1/ Degré de l’identité :

1sibe

d(1,Q,b) = _
0sibé¢gQ

2/ Propriété d’existence :

Si d(¢,Q,b) # 0 alors il existe x € Q tel que ¢(z) = 0.
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3/ Additiviteé :

Si Q=0Q,UQy avec et Qy deux ouverts disjoints de E et b € E\(¢(9€;) U ¢(09s)),

alors
d(¢a Q7 b) = d<¢7 Ql) b) + d(¢7 QQa b)
4/ Propriété d’excision :

Si K est un fermé de E inclus dans Q et b ¢ ¢(K) Alors d(¢,,b) = d(¢, Q\K,b).

5/ Le degré est constant sur chaque composante connexe de E\¢(0f?) :

Si b et bf sont dans la méme composante connexe de E\¢(0S2) alors; d(¢,Q,b) = d(¢,Q2,b/).

6/ Degré des fonctions qui coincident sur la frontiére :

Soit ¥ une autre pérturbation compacte de l'identit¢ ¥ =1— S5, S € Q(Q, E) telle que
U = ¢ sur 0N alors d(¢, 2, b) = d(V,,b).

7/ Continuité par rapport a T :

Il existe un voisinage U de T dans Q(f2, E) tel que pour tout g =1 — f oit f € U on a
1. b ¢ g(09),
2. d(6,2,0) = d(g, 2,b).

( En utilisant lemme (1.2.3) , on peut démontrer cette propriété ).

8/ Invariance du degré par homotopie :

Soit H € C(2 x [0,1], E) définit par; H(x,t) = x — f(x,t), f(.,t) € Q(Q, E) Vt € [0,1],
sib¢ H(02 x [0,1]) alors d(H(.,t),$2,b) est constant sur [0, 1].

( En utilisant le lemme (1.2.4) , on peut démontrer cette propriété ).

Théoréme 1.3.1 ( Schauder [3]) Soit C' un sous ensemble non vide convexe, fermé et

borné de E, si lopérateur T : C — C' est compact alors T admet au moins un point fixe

dans C.

10



1.3. Degré topologique de Leray-Shauder

Théoréme 1.3.2 (de Continuation de Leray-Schauder [31])
Soient C' C E un sous ensemble non vide, conveze, fermé et borné et T : [a,b] x C' — C un
opérateur complétement continu. L’ensemble S = {(\,x) € [a,b] x C,T(\,x) =z} contient

un sous ensemble fermé et connexe qui rencontre a la fois {a} x C' et {b} x C.

1.3.3 Indice d’une solution isolée

En général, il n’est pas facile de calculer le degré topologique associé a une application
relativement & un ouvert et une valeur donnée. Nous allons donner dans cette sous section

un exemple oul le degré topologique est calculé.

Définition 1.3.4 Soit b € E, une solution xy de l’équation ¢(x) = b est dite une isolée s’il
existe un voisinage V de xo dans E tel que ¢p(x) # b, Vo € V\ {xo}.

Si 1o > 0 est tel que B(xo,m9) C V alors la propriété d’éxcision entraine que pour tout
r €10, ro[, d(¢, B(xo,70),b) = d(¢, B(xg,7),b).

Dans ce cas, I’ indice de la solution xq est lentier i(¢, xg,b) défini par

Z(¢7 o, b) = d(¢7 B<x07 7’0), b) = hmd(¢7 B($0> T)? b)

r—0
Définition 1.3.5 Soit L : E — E un opérateur linéaire. 1 € R* est une valeur carac-

téristique de L si 1/p = X\ est une valeur propre de L.

Lemme 1.3.3 Soient L : E — E un opérateur linéaire compact et ¢ = I — L. Si L n’admet
pas 1 comme valeur caractéristique alors :

1. 0 est une solution isolée de l’equation ¢(x) =0

2. i(¢,0,0) = (—1)” o 3 est la somme des multiplicités des valeurs caracteristiques de L

comprises entre 0 et 1.

Lemme 1.3.4 Soit V' un voisinage de l'origine dans E et T € Q(V, E) est différentiable
au sens de Fréchet a lorigine, (i.e: ¢ =1 — T est différentiable a 'origine) alors:

1/ T '(0) est un opérateur compact.

2/ 5iT(0) =0 et 1 n'est pas une valeur caractéristique de T '(0) alors 0 est une solution
isolée de 'équation ¢(x) = 0 et i(4,0,0) = (=1)% avec ¢ = I — T, ot 3 est la somme des

multiplicités des valeurs caracteristiques de T'(0) comprises entre 0 et 1.

Pour plus de détails concernant la théorie du degré topologique, voir [31].
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1.4. Indice du point fixe sur les cones

1.4 Indice du point fixe sur les cénes

Dans toute la suite de cette section P désigne un sous ensemble non vide de F/, ot F est un

espace de Banach réel.

1.4.1 Définition de I’indice du point fixe

Définition 1.4.1 Le sous ensemble P est un céone dans E si P est fermé, convexe et
1-YA>20Vx e P, \xeP,
2-SixzePet(—x)e P alorsx=0

Définition 1.4.2 Le sous ensemble P est un retract de E s’il existe une application continue R :

E — P telle que Rx = x pour tout x € P. Ainsi Uapplication R est une retraction de E

dans P.

D’aprés un théoréme d’extension de Dugundji, tout sous ensemble non vide fermé et
convexe de E est un retract de E.
Dans la suite de cette section, P désigne un cone de E, §2 est un ouvert borné et non

vide de E et F : ) — P un opérateur complétement continu n’ayant pas de point fixe sur

of.

Définition 1.4.3 L’indice du point fixe de | "opérateur T sur ) relativement a P est ’entier

désigné par i(F,Q N P, P) défini par
i(F,Q,P)=d(I —FoR, R (QNP),0).

Remarque 1.4.1 Cette définition est indépendante du choix de la retraction R. Pour plus

de détails, voir [11].

1.4.2 Propriétés Principales
1/ Normalisation :

Si F(z) =0b pour tout x € Qou b€ Qalors i(F,QN P, P) = 1.

12



1.4. Indice du point fixe sur les cones

2/ Propriété d’existence :

Si i(F,QN P, P)# 0 alors il existe z € QN P tel que F(z) = x.

3/ Propriété d’excision :
Si Q; est un ouvert de E tel que Q; C Q et F(z) # x pour tout z € Q\Q; alors

i(F,QNP,P)=i(F,0NP,P).

4/ Additiviteé :

Si 2, et ©, sont deux ouverts disjoints de € tels que F(z) # x pour tout x € '\ (Q; U Qy)
alors

i(F,QNP,P)=14i(F,QyNP,P)+i(F,QnNP,P).

5/ Invariance par homotopie :

Sih:[0,1] x (2N P) — P est complétement continue et h(t,z) # x pour tout (¢,z) €
la,b] x (02N P) alors U'indice i(h(t,.),2 N P, P) est indépendante de ¢ € [0, 1].

Pour démontrer ces propriétés, on utilise les propriétés du degré topologique.

Théoréme 1.4.1 ( Krasnoselskii ) Soient Q0 et Qs deux ouverts bornés de E tels que
0€Q CQ CQy. Supposons que T : PN (Qg\Ql) — P est un opérateur complétement
continue vérifiant 'une des conditions suivantes

i) |T(2)]] < ||z|]| Ve e PN oy et [|[T(x)|| = |z]|] Yee PN 0Dy,

i) |T(x)|| = [|z]] Yz € PN OQy et ||T(z)|| < |z|| Ve PN OQs.

Alors T admet au moins un point fize dans P N (Q2\€).

Définition 1.4.4 Soit ¢y : P — R une fonctionnelle. 1) est dite concave si pour tout

(t,x,y) €[0,1] x P x P

Ytz + (1= t)y) = t(z) + (1 = )(y).
Pour a, b et ¢ dans R, on convient de noter par

Fe={x e P/lz| <c}
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1.4. Indice du point fixe sur les cones

et
P(t,a,b) = {z € P/||l| < b,v(z) > a}.

Théoréme 1.4.2 ( Leggett- Williams [19]) Soient T : P. — P. un opérateur compléte-
ment continu et 1 une fonctionnelle positive, continue et concave sur P telle que pour tout
x € P, (x) < ||z||. Sl existe trois nombres réels a, b et d avec 0 < a < b < d < c et tels
que

C1) P(1p,b,d) # 0 et p(Txz) > b pour tout x € P(,b,d),

C2) Pour tout x € E, ||z]| < a implique | Tx| < a et

C3) Pour tout x € P(¢,b,¢), |T(x)|| > d implique (T (x)) > b.

Alors T admet au moins trois points fizes x,y et z tels que ||z|| < a, P¥(y) > b et

|z|l > a avec ¥(z) < b.

Théoréme 1.4.3 Soientr >0 et Q= {x € E /|z|| <}, supposons que T : ) — P est
un opérateur complétement continu tel que T(x) # = pour tout x € PN 982 alors;

1) Si | T(x)| < ||z| pour tout x € PN 9 alors i(T,PNQ,P)=1,

1) Si || T(z)|| = ||z|| pour tout x € PN 9Q alors i(T, PN Q, P) = 0.

En utilisant les propriétés de 'indice du point fixe sur P, on peut démontrer ce théoréme

( Voir [11] ).
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Chapitre 2

Résultats d’existence et de

multiplicité de solutions positives

2.1 Solutions positives pour un probléme aux limites

a m points

2.1.1 Introduction

Dans cette section, on se propose d’examiner 'existence de solution positive du probléeme

aux limites

(1) = A1) ¢ €01
u0) = u(t) = 5= aun(€) =

ol A est un parameétre réel strictement positive, a : [0, 1] — R™ est continue et est non

(2.1.1)

identiquement nulle sur tout sous intervalle de [0, 1], f : RT — R est une fonction continue

telle que f(t) > 0 pour tout ¢ > 0, les familles (&;)/="* et (a;)/=}" > sont telles que

0<& <y <<, 9< 1,
pour tout i € {1,...,m —2} a; >0, ap,_2 >0 et

m—2

=1

Ce probléme a été étudié par Yongping Sun [35].
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2.1. Solutions positives pour un probléme aux limites & m points

Dans le cas ou A = 1 et m = 3, R. Ma [27] a montré que le probléme (2.1.1) admet
au moins une solution positive lorsque f est sur-linéaire (i.e (fo, foo) = (0,00)) ou f est

sous-linéaire (i.e (fo, foo) = (00,0)) ot

L f() o f@®)
fo—th_r>n0Tetfoo—th_1)nooT.

Les résultats que nous allons prouver fourniront des intervalles des valeurs du parameétre
A, dans lesquels on a existence d’une ou plusieures solutions positives du probléme (2.1.1) .
Aprés formulation en une équation au point fixe, le théoréme de Krasnoselskii est utilisé

pour montrer I'existence d’une ou plusieurs solutions au probléme (2.1.1) .

2.1.2 Formulation en un probléme du point fixe

Dans la suite de cette section, F désigne ’espace de Banach des fonctions continues sur
[0, 1] muni de la norme de la convergence uniforme notée ||| . E* et K sont les cones définis

par

E* = {ue€ E telle que u > 0},

K = {u € E telle que, min ](u(t)) >y HuH} ou
1

m—2»

sl b))

1- Am—2 £m—2

Y= min {61;Gm2 5m—27

Pour A > 0, T : K — (][0, 1]) est 'opérateur défini par ;
m—2

Thu(t) = at [A,\u(l) - > aiAAu(fi)} — Ayu(t)

=1

m—2 -1
ol o = (1— > ai§i> et

=1

Ayu(t) = /0 (t — s)Aa(s)f(u(s))ds sur [0, 1].

Pour des raisons de simplicité, on pose

A = a/ol(l—s)a(s)ds et

m—2

B = (Y € / (1 - s)a(s)ds.

=1

m—2
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2.1. Solutions positives pour un probléme aux limites & m points

h et g :]0, +00[— R deux fonctions définies par :

m
h(m) A. max f(s) et g(m) B. min f(s)
s€[0,m] s€[ym,m]

Lemme 2.1.1 u est solution du probléme (2.1.1) si et seulement si u est un point fize de

Ty.

Preuve. Soit u est une solution du probléme (2.1.1). En intégrant deux fois I’équation

différentielle dans (2.1.1) et en tennant compte de u(0) = 0 on obtient pour tout ¢t € [0, 1]

u(t) = /' (0)t + /0 t ( /O (“ha(w) f(u(w))dw) ds (2.1.2)

En particulier on a

u(1) = /'(0) + /0 1 ( /0 (“haw) f(u(w))dw) ds (2.1.3)

et pour tout i € {1,...m — 2}

i) =+ [ ([ -xatw)stutwyan ) s (21.4)

En multipliant (2.1.4) par a; et en sommant sur ¢, on arrive a

m—2 m—2 m—2

ou() = (0) X a+ 3 o Dgi < /0 " a(w) f(u(w))dw) ds.  (2.15)

i=1 =1

u(1)

En injectant (2.1.5) dans (2.1.3) on obtient

W (0) = z az/ / “alw )ds—/ol (/OS—)\a(w)f(u(w))dw) ds.

1—
i:l

En intégrant par parties dans la formule ci dessus, il s’en suit

00 = — L (A - L aaute)). (2.16)

- aifz‘ '
i=1

En injectant (2.1.6) dans (2.1.2) et en intégrant par parties, il vient que u est un point

fixe de T).
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2.1. Solutions positives pour un probléme aux limites & m points

Réciproquement, soit u est un point fixe de T, en dérivant deux fois les membres de

I'équation u = Thu, on obtient v’ (w) = —Aa(w) f(u(w) pour tout w €]0, 1[.
m—2
Il est clair que u(0) = 0, il reste donc a montrer que u(1) = > a;u(E;).
i=1
Posons

X = %2 a; Ayu(&;) et Z = Ayu(l).

=1

En multiplyiant par a; I'expréssion u(;) = Thu({;) et en sommant sur j, on obtient

m—2 m—2
> aul;) = a(Z - X) (Z a; £j> - X.
j=1 j=1
D’autre part 'expression u (1) = Thu (1) s’écrit
w(l)=a(Z-X)-Z
m—2
Ainsi un calcul direct donne u(1) — > a;u(&;) =0. m
i=1
Lemme 2.1.2 L’opérateur T est complétement continu sur K.

Preuve. i) Continuité : En fait, il suffit de montrer que 'opérateur A, est continu.
Soit u € K et (u,), une suite qui converge vers u dans E. Posons w = max {||u|| , sup,,cy ||un|}
0=X\['(1-s)a(s)ds.

Puisque la fonction f est uniformement continue sur [0,w], pour tout ¢ > 0 il existe

d > 0 tel que pour tout z,y dans [0, w],

|z — y| < ¢ implique |f(z) — f(y)| <e.

Aussi, il existe ng € N tel que pour tout n > ng,

€

|lun — ul] < & entraine || f(u,) — f(u)]] < 7

Par consequent, pour tout ¢t € [0, 1] on a
[Axua(t) — Axu)] < 0| f(un) — f(u)]| <e
d’ou lim T\ (uy,) = Th(u).

ii) Compacité :
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2.1. Solutions positives pour un probléme aux limites & m points

Soient r > 0 et B = B(0,r) N K. Dans le but d’utiliser le théoréme d’ASCOLI-ARZELA,
nous allons montrer d’abord que Ty (B) est un ensemble équicontinu. Pour tout w et z dans
0,1, w <zetueB

m—2
30)(w) = Ti)() =afw=2) | () - £ ad(e) 2.17)
i=1

A [ astuends - [ o) ts)as).

Si on pose

c—m [2 o (1 33 5)} oim=  max  {a(s)f(@)},

(s,2)€[0,1]x[0,7]

il découle alors de (2.1.7) que pour tout w, z € [0, 1]
[ Ta(u)(w) = Ta(u)(2)] < efw = z2|.

Ceci signifie que T)\(B) est équicontinu. En dernier, pour tout v € B et t € [0,1],
[T (u)(t)] < c et d’aprés le théoreme (4.3.4) d’Ascoli Arzela, 'opérateur T est complete-

ment continu. |

Lemme 2.1.3 Soit u € C([0,1]) une fonction concave. Si u vérifie les conditions aux
limites du probléme (2.1.1) alors u(t) est positive et vérifie l'inégalité :

min (u(t)) > v|u

i (u(0) 7 ]

. - X am—2(1_€m72)
ou 7y = min {517 Am—2 5m—2’ T—am—2&,2 [

Preuve. Montrons tout d’abord que u est positive. Puisque u est concave, pour tout

0,1,
reot u() — u(t) _ u(t)
1-—1t B

ou encore

u(t) > tu(1). (2.1.8)

Ainsi pour montrer que u est positive, il suffit de vérifier que u(1) > 0.
Raisonnons par I’absurde et supposons que u(1) < 0. Il vient de (2.1.8) que pour tout
ie{l,...,m—2}
iu(1) < u(g,)- (2.1.9)
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2.1. Solutions positives pour un probléme aux limites & m points

En multipliant (2.1.9) par a; et en sommant sur ¢ on arrive a

uméﬁ@séﬁmmzww

m—2
ce qui contredit Y a;&; < 1.
i=1
Montrons maintenant que

min (u(t)) > ull .
[&MH( () = llull

Si w €]0,1] est tel que u(w) = ||ul|, on distingue alors les quatre cas suivants:

e Si¢,, 5> w, la concavité de u entraine alors que

u(l) —u(€,,_n) _ ul§,_2) — u(w)

<

1-— £m72 SmfZ —w
puis
1 1—w
) € gl )~ L) (210
En tenant compte de
m—2
u(l) = 2 a;iu(&;) > am—2u(&,, o)
on obtient de (2.1.10)
1 1—w
U(U)) = 1_ £m72 [u<§m—2)'€m72 — - am—Qu(Sm—Q)]
1- am*2€m—2
< )
Par suite
min {u(t)} = u(l) > am—o.u(&,,_5) > u(w).[l_—gm_z.a 9
[€—251] - m2 = L—am b, o
c’est a dire
min {u(®)} > Jul -2, ]
€ —o1] S T

e Si ¢, _» <w<1, alors ming,,q(u(t)) € {u(1),u(&,_5)}. De plus, la concavité de u

entraine pour tout i € {1,...,m — 2}

u(é;) > §u(w).
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2.1. Solutions positives pour un probléme aux limites & m points

ce qui implique

m—2 m—2
u(l) = ; a;u(€;) > u(w). 21 a;.£; > u(w).am_2&,, 5 et

Ainsi mingepe, yyu(t) > [Jul| min {am—2&,,_5, &} > v [ul -
. m—2
min (u(t)) = u(l) = > au(&) > am—su(ys) = ams |[ull = @28, [[ull -

[§m7271] =1

e Siw =1 alors miny , 4j(u(t)) = u(&,,_5) et en remplacant par t = §,,_, dans (2.1.8)

on obtient u(€,,_) > £,,_yu(1) = £, Jul] . Dion
min (u(?)) > ul| .
emin (u(t)) = & lu
Remarque 2.1.1 On déduit du lemme précédent que T\(K) C K.
Lemme 2.1.4 Soit h : [0,00[— R une fonction continue sur [0, 00|[. La fonction p définie
par p(m) = 1[rnin }h(t) avec 7y € [0, 1], est continue sur [0, c0].
te|ym,m

Pour la preuve de ce lemme, voir I’annexe.

Lemme 2.1.5 Pour tout u € K,

| Thul| > ax [722@2-51/ (1—3).@(3).f(u(s))ds] |
1=1 Em—2
Preuve. Soit u € K. Puisque
m—2 1 3
T(1) = o\ al [ (1= s)6als)(u(e)ds = [ (€= sao)fu(s)ds)
(1) = a5 (| €ea(e) (s = [ (o) luge))ds
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2.1. Solutions positives pour un probléme aux limites & m points

Thu(l) > oz)\[zz ai(/g_ &;.a(s) f(u(s))ds —/0 €;.5.a(s) f(u(s))ds (2.1.11)

&
+/0 &;.s.a(s) f(u(s))ds)]

et avec le fait que §; < ¢, <¢&,,_, pour tout i € {1,..,m — 2}, I'inégalité (2.1.11) entraine
m—2

[ Txull = aA [Z aiél/ (1- 8)-@(S)f(U(S))d8] :

=1 gm—Q

2.1.3 Reésultats principaux

Théoréme 2.1.1 il existe deux constantes réelles positives Ry et Rs, telles que 0 < Ry
< YRy et vérifiant

flx) < f_jx Vo € [0, Ry] et

flz) > f—é Vo € [yRs, Rs)
alors le probléme (2.1.1) admet au moins une solution positive u € K telle que, ||u| €

[R1, Rs].

Preuve. Posons ©; = B(0, R;) et Qo = B(0, Rs).
Siu € K NoQy alors pour tout t € [0, 1],
1 Rl
Thu(t) < aA [ (1—s)a(s)(—)ds] = Ry,
et donc ||Thul| < ||ull.

Si u € K N0, alors pour tout s € [€ 1]

m—2

u(s) > min (u(t)) > v Jul| = R

Ainsi f(u(s)) > 42 pour tout s € [€,,_,, 1] et
m—2 m—2 1
Thu(l) = ; a;Thu(&;) > al [; a;( . &-(1—s)a(s)f(u(s))ds

v

= R?a

m—2 1 R
a\ [Z; a;&y /gmz(l - s).a(s))\—;ds
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2.1. Solutions positives pour un probléme aux limites & m points

ce qui entraine

I Txull > [l

En conclusion, la condition (i) du théoreme (1.4.1) de Krasnoselskii est vérifiée. Par con-
séquent I'opérateur Ty admet un point fixe dans K N (Q5\) qui est d’aprés le lemme 2.1.1

solution positive du probléme (2.1.1). =

Théoréme 2.1.2 S7il existe deux constantes réelles positives Ry et Ry telles que Ry >

Ry >0, B.Ry > A.Ry et vérifiant

f(z) < B vz e (0, Ry et
f(z) > & Vz € [yRs, R

alors le probléme (2.1.1) admet au moins une solution positive u € K telle que,
Ry < ||u|| < R;.

Preuve. Posons §; = B(0, Rs) et Q3 = B(0, Ry).
Si u € K NoQy, alors pour tout ¢ € [0, 1]

Thu(t) < a)\[/o (1-— s)a(s)(&)ds] =R

c’est a dire || Thu|| < ||u] -

Siu € K NoQYy, alors pour tout s € [€ 1]

m—2»

u(s) = min (u(t)) > v Jul| = R

d’ott f(u(s)) > £ pour tout s € [¢

3 1] et

m—2

m—2

[Tl = Tu() = > aiTyu(E;)

=1

—m—2 1

> x| S [ 0= sals)sus) ds
=1 € o
—m—2 1 R2

> ad| > aiﬁl/ (1 —s)a(s)—=ds| = Rs
=1 € o AB

et ainsi on a
[ Tyull > lull .
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Du théoréme (1.4.1) de Krasnoselskii, on déduit que Ty admet un point fixe dans KN (Q22\Q1)

qui est d’apres le lemme (2.1.1) solution positive du probléme (2.1.1). =

Corollaire 2.1.1 Si fy et fo sont strictement positifs et Afy < vBfoo, alors pour tout
N

ny , Af [ le probléeme (2.1.1) admet au moins une solution positive.

Preuve. Soit A €| —&+— Si on choisit € tel que

B A

. 1
0<€§mln{foo_>\ B /\A — fo, fo}

1 1
alors A € [357=5 atora -

D’aprés la définition de fy, il existe R; > 0 tel que pour tout z €]0, R4},

Ry

f@) < (fo+ )z < k.

D’autre part, puisque fo > 0, il existe Ry > 0 tel que pour tout > Ry

f(@) = (foo =€)z

Si on pose Ry = max {y"'Ry, 7 'Ry}, alors pour tout x € [yRs, Ry).

Ry

> x> —.
f(x)_yB)\I_ BA

Les conditions du théoréme (2.1.1) sont satisfaites. Par conséquent le probléme (2.1.1)

admet au moins une solution positive u € K telle que Ry < ||ul| < R;. m

Corollaire 2.1.2 Si fy et foo sont strictement positifs et A.fo < 7v.B. fo alors pour tout

A €] [ le probléme (2.1.1) admet au moins une solution positive.

vBfo’ Af

Preuve. En effet, soit A E]7 Blo Al f [, si on choisit € tel que

1 1
S R
2

1 1
alors A € [Z5=5 amcra )

(

Puisque fy = hm , il existe Ry > 0 (assez petit ) tel que, pour tout = € [yRs, Ry

f@) > (oo > 22
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2.1. Solutions positives pour un probléme aux limites & m points

Dautre part, il existe Ry > Rs tel que pour tout = € [Ry, 00|

1
f@) < (fo + )z < o

Ainsi, si on choisit R; > max {Ro, ANAM, A§2} ou M = %%ﬁf(x), on a alors
» 410

flz) < )]\%_;1 pour tout z € [0, Ry].

Il est clair ainsi que les conditions du théoréme (2.1.2) sont satisfaites. Par conséquent

le probléme (2.1.1) admet au moins une solution positive u € K avec ||u|| € [R2, R1]. m

Corollaire 2.1.3 Si la fonction f vérifie ['une des conditions suivantes,
1/ f est sous-linéaire, c’est-a-dire que fo = 00 et foo =0 ou
2/ f est sur-linéaire, c’est-a-dire que fo = 00 et fo = 0.

Alors pour tout A €]0, 00|, le probléeme (2.1.1) admet au moins une solution positive.

Preuve. 1) Le cas sous-linéaire.
On déduit des définitions de fy et de fo, qu’il existe deux constantes positives Ry et Ry
telles que

1 R
f(ZL’) > M—BJJ > ﬁ Vo € [’YRQ, RQ]

et

o) < (ALA)Q; v € [0, Ro).

Si on choisit

B
ou M = %naﬁ f(z) alors on vérifie facilement que les conditions du théoréme (2.1.2) sont
0,Ro
satisfaites et par conséquent le probléme (2.1.1) admet au moins une solution positive u € K

telle que ||u|| € [Ra, R].

A.
Ry > max {RO, AAM, RQ}

2) Le cas sur-linéaire:
On déduit des définitions de fy et de fo, qu’il existe deux constantes positives R; et

Ry > v 1Ry telles que

R}

flz) < —a <  pour tout = € [0, Ry]

AA

>~
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2.1. Solutions positives pour un probléme aux limites & m points

et
1

AB.y
)

D’apres le théoreme (2.1.1) , le probléme (2.1.1) admet au moins une solution positive

fz) =

R
x > )\—; pour tout = € [yRa, Ry].

u € K telle que, |lul]| € [R1,Ry]. m

Corollaire 2.1.4 Si fy = 00 et foo > 0 ( Resp. foo = 00 et fo €]0,00[), alors il existe

A" > 0 tel que pour tout X €]0, \*[, le probléme (2.1.1) admet au moins une solution positive.

Preuve. D’aprés le lemme (2.1.4) la fonction h(m) = 7 est continue et

Amaxsgﬁ)ym] f(s
bornée sur ]0, oo[. Soit A €]0, \*[ ot A* = suph(m) = h(myg), mo €0, o0l
10,00(
1/ Si fo = oo et foo > 0, alors

lim h(m) = 0. (2.1.12)

m—0
Ceci entraine 'existence d’une constante positive ¢y < myq telle que h(cg) = A. Ainsi
p q

pour tout x € [0,¢ol, f(x) < r[glau](f(s) = 2.
»,CO

D’autre part, puisque fy = 00, si on choisit € = L

. . . B.cy
B alors il existe dy < min {co, v }

tel que pour tout x €]0, do|
do
f([lf) > —2zx Z — Vzx € [’}/dg,dg].

Ainsi les conditions du théoréme (2.1.2) sont satisfaites et le probléme (2.1.1) admet au
moins une solution positive .
2/ Si foo = 0 et fo > 0alors lim h(m) = 0, ce qui entraine I'existence d’une constante

m——>00

c1 > my tel que h(cy) = A . D’ou

f(z) < max f(s) = —X Yz € [0, 1]

~ [0a) AA
D’autre part, puisque fs = 0o , si on choisit € = MLB il existe alors d; > C,y—l tel que
x d
f(z) > > LV € [ydy, d].

~ \MB T )\B
Ainsi les conditions du théoréme (2.1.1) sont satisfaites par conséquent le probléme

(2.1.1) admet au moins une solution positive . =
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2.1. Solutions positives pour un probléme aux limites & m points

Corollaire 2.1.5

1/ Si fo =0 et fy €]0,00[ alors pour tout A €] ﬁ, oo, le probléme (2.1.1) admet au

moins une solution positive.

2/ Si fo €]0,00] et foo =0 alors pour tout \ €] oo, le probléme (2.1.1) admet au

_1
YBfo’

moins une solution positive.

Preuve. 1/ Si on choisit € tel que 0 < € < foo — 525, il vient alors | —57—, 00[C

1

[m, oo[. On déduit de la définition de fy existence d'une constante R; > 0 telle que

1 R
flz) < mx < A—AV&: € [0, Ry].

La définition de f., entraine qu’il existe Ry > 0 tel que
1 _
f(@) > (fo —€)z 2 M—B%Vm > Ry.

Si on prend Ry > max {7 'Ry, 7 ".R>}, on a alors
1 R,
> —x>— Vo >R,
o DV A
Ainsi le théoréme (2.1.1) assure l'existence d’au moins une solution positive du probléme
(2.1.1).

2/ Si on choisit € tel que 0 < € < fg—ﬁ, on a alors | oo[C |

1 1
757 < [F50e=9 L

La définition de f; entraine qu’il existe Ry > 0 tel que

1 Ry
> — > _ > _°Z .
f@) > (fo—e)z > P AR Vz € [yRs, Ro]

Vz € [yRs, Ro] .donc f(z) > 42
Aussi d’aprés la définition de f., il existe Ry > 0 tel que

@) < (ﬁ).x,Vx € [Ro, o0,

En prenant R; > max { Ry, \AM, A§2} ou M = %l%}if(x)’ on a alors
» 40

fz) < /}\2—;1 pour tout = € [0, Ry,

car f(z) < MM < fsize[0,Ro) et f(z) < 5o < 8 siz e [Ry, Ry

Ainsi le théoréme (2.1.2) assure 'existence d’une solution positive du probléme (2.1.1).
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Corollaire 2.1.6 Supposons que fo = foo = 00 , alors il existe \* > 0 tel que pour tout

A €]0, X*[, le probléme (2.1.1) admet au moins deux solutions positives.

Preuve. Il vient du fait que fo, = fo = o0 que

lim h(m)= limh(m)=0. (2.1.13)

m—00 m—0

On déduit ainsi de (2.1.13) qu'’il existe my > 0 tel que

h(mg) = suph(m) = \*

10,00]
et que pour A €]0, \*[ il existe deux nombres réels ¢; < mg < ¢ tels que h(cy) = A = h(cy)
et

& 8]

Ah(c)) AN

2 _ &2 pour tout z € [0, co].

A

pour tout x € [0, ¢;]

=
=
IA

=

=

IA
e
=
Q
v

D’autre part, puisque fo = foo = 00, il existe deux nombres réels d; < min {cl, B f} et

dy > %2 tels que

f(z) > & pour tout z € [ydy, di]
f(z) > & pour tout z € [yds, do]

Ainsi, les théorémes (2.1.1) et (2.1.1) assurent l'existence de deux solutions positives

u1, up telles que [lug]| € [dy, 1] et |lual| € [c2,do]. m

Corollaire 2.1.7 Si fo = foo = 0, alors il existe \*™* > 0 tel que pour tout X €|JN™ 0], le

probléeme (2.1.1) admet au moins deux solutions positives.

Preuve. Puisque f,, =0,

lim g(m) = oo.

m—->00

Le lemme (2.1.4) et le fait que fy = 0 impliquent que g est continue sur |0, oo et que

lim g(m) = oo.

m—0
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2.1. Solutions positives pour un probléme aux limites & m points

Soit mg €]0, 00| tel que g(mg) = ](i)nf[g(m) et posons \** = h(my). Soit A €]A\**, oo[, puisque

lim g(m) = oo et limog(m) = 00, il existe deux nombres réels ¢; < my < ¢y tels que

m—00

g(ca) = A = g(c1). Cela entraine

f(2) B.gczcl) = )\C—IB pour tout x € [ycy, 4]
flz) > B-;ECQ) = ;—]23 pour tout = € [yca, ca).

D’autre part, puisque fo = foo = 0, il existe deux nombres réels d;, ds d; < min {cl, B - }
et dy > %2 tels que
fa)< g5 Ve hd,d)
f@) <& Vo€ [yds, do]

Ainsi les les théoréemes (2.1.1) et (2.1.2) assurent l’existence de deux solutions positives

u1, up telles que [luq|| € [dy, 1] et [lual| € [c2,do]. m
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2.2. Existence de trois solutions positives pour un probléme aux limites a trois points

2.2 Existence de trois solutions positives pour un prob-

léme aux limites a trois points

2.2.1 Introduction

On se propose d’étudier le probléme aux limites & trois points :
(2.2.1)

ou les parameétres réels « et 7 sont strictement positif avec n < Let f:[0,1] x RT — R
est une fonction continue telle que la fonction f(.,0) n’est pas identiquement nulle sur [0, 1].

Ce probléeme a été étudié par Xiaoming He et Weigao Ge [12].

Dans [25], Ruyun Ma a étudié le probléme (2.2.1) dans le cas ou f(t,z) = Ah(t)g(z).
Il a donné un resultat d’existence d’une solution positive par la méthode des sous et sur
solutions et en utilisant les propriétés d’indice du point fixe.

Sous certaines hypothéses sur f, on démontrera 'existence de trois solutions positives

du probléme (2.2.1).

2.2.2 Formulation en un probléme du point fixe

Dans la suite F désigne l'espace de Banach des fonctions continues sur [0, 1] muni de la

norme |[u|| = max {|u(t)|,t € [0,1]} et P est le cone
P = {u € F telle que u est positive et concave} .
On considére la fonctionnelle ¥ et 'opérateur 7' définis sur P de la maniére suivante :
U(u) = minu(t),

[7,1]

Tu(t) = —Au(t)+

o [Au(1) —adu(y)

ot Au(t) = [t — s) f(s,u(s))ds.

Remarque 2.2.1 On peut facilement vérifier que la fonctionnelle ¥ est continue, concave

sur P et vérifie U(u) < ||u|| pour tout u € P.
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2.2. Existence de trois solutions positives pour un probléme aux limites a trois points

Lemme 2.2.1
1/ u est une solution du probléme (2.2.1) si et seulement si Tu = u.

2/ T : P — P est complétement continu.

Lemme 2.2.2 Soit u € C([0,1]) une fonction concave. Si u vérifie les conditions aux

limites du probléeme (2.2.1) , alors

w >0 et min u(t) > ~v||ul|, oty =min {an,
ten,1]

a(l —n)
l—an |
Remarque 2.2.2

1. Les lemmes (2.2.1) et (2.2.2) ont étés démontrés dans la premiére section (pour

m=3).
2. On a vu aussi dans la section précédente que pour tout u € P

1

{(1 —5)f(s,u(s))ds.

Q.
1—oan

}(1 —8)f(s,u(s))ds < |[Tul| < -

n —an

Dans toute la suite de cette section les constantes m et § sont données par

m:2(1—a77)et5:7[%}.

Pour b > 0 et ¢ > 0, on définit les ensembles

P.={x € P/|z|| < c} et

P(U,b,c)={x € P,¥(x) >bet |z] <c}.

2.2.3 Reésultat principal

Théoréme 2.2.1 Supposons qu’il existe trois nombres réels a,b et ¢ avec 0 < a < b < % <c
tels que

d1) f(t,x) <maV(t,z) € [0,1] x [0,q]

d2) f(t,z) > 2% VY(t,z) € [n,1] x [b, %}

d3) f(t,x) <meV(t,z) € [0,1] x [0, ]

Alors le probléme (2.2.1) admet au moins trois solutions positives uy us et ug avec

lui|| < @, min {us(t)} > b, ||lus|| > a et min {us(t)} < b.
tem,1] ten,1]
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Exemple 2.2.1 On considére le probléme aux limites :

ou f(t,x) = e 'h(z) avec

p

1 siz € 0,1]
x st x € [48,50]
h(z) = 4Tr — 46 six € [1,2]
48 si x € [2,48]
r.(3322)  six € [50,00]

\

Il est claire que la fonction f(t,0) = e~" n'est pas identiquement nulle sur [0,1].

St on choisit a = %, b=2 et c=48, alors
ft,x) =elz <z <ma si (t,x) € [0,1] x [0, 1]
flt,z)=e"48>2 st (t,z) € [5,1] %[0, 3]
ft,x) =e h(z) <48 <m.c si (t,x) € [0,1] x [0, 48]

Le théoréme (2.2.1) assure Uezistence de trois solutions positives vérifiant

1 1
< =, 2< mi t)}, > — et mi i)} < 2.
luall < 50 2 < min {ua(t)}, Jlus]l > 5 et min {us(t)}

Preuve. La preuve est divisée en trois étapes, dans chacune d’elle on montre que les
conditions du théoréme (1.4.2) de Leggett-Williams est satisfaite.
1¢¢ étape: Il vient des hypotheses (d1) et (d3) que pour e € {a,c} et u € P, =
{z e P/lz] <e}
f(t,u(t)) < me pour tout ¢t € [0, 1].

Ainsi

Z(l — 5)f(s,u(s))ds pour tout t € [0,1],

puis

= €.

Iull < me 52—

Ceci signifie que TP, C P..
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2me gtape: Montrons maintenant que I’ensemble {y € P(¥,D, %) JY(y) > b} est non
vide et que ¥(T'u) > b pour tout u dans P(¥,b, %)

Il est clair que ug définie par ug(t) = % pour tout ¢ € [0, 1], est dans P(¥, b, %)

D’autre part, pour u € P(¥, b, %), b<u(t) < % Vt € [n, 1], ainsi I'hypothése (d2) entraine
que f(t,u(t)) > 2 pour tout t € [n,1]. Par suite,

ITull > 2 J 0= (s e
an L b b
T {(1 —s)(g)ds = S

et enfin, on déduit que
W(Tu) > || Tul > b.

3°me gtape: Il reste & montrer que pour tout y € P(¥,b,¢), ||Ty| > %, implique
U(Ty) > b.

Soit y € P(V.b,¢), si | Ty]| > £, alors W(Ty) = minTy(r) > 7| Ty| > ¥ (g) —b.
n,1
Ainsi, le théoréme (1.4.2) de Leggett-Williams assure I’existence d’au moins trois solu-

tions positives du probléme (2.2.1). m
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2.3 Existence de trois solutions pour un probléme linéaire-
ment dépendant de la dérivée

2.3.1 Introduction

Dans cette section, on se propose d’examiner l’existence de trois solutions positives du

probléme aux limites :

(2.3.1)

ol 7 et o sont des parameétres réels strictement positifs avec o < 1, f : RT — RT est
une fonction continue, a, h :[0, 1] — R*sont des fonction continues non identiquement nulles

et b:[0,1] —] — 00, 0] est une fonction continue.
On suppose dans toute cette section que I’équation
u'(t) = —la(t)u'(t) + b(t)u(t)] (2.3.2)

admet deux solutions non nulles ¢, et ¢, dans C?([0,1]) telles que : 0 < ad;(n) < 1,
(¢1(0), ¢2(0)) = (0,1) et (¢1(1), ¢2(1)) = (1,0), avec

bult) = tt / ( / (a(r) () + b(r)y () dr)ds — / ( / (a(r) () + b(r)y (r))dr)ds
bolt) = 1—t+t / ( / (a(r)d(r) + b(r)da(r))dr)ds — / ( / (a(r)d(r) + b(r)da(r))dr)ds

Ce probléme a été étudié par Jian Ping Sun, Wan Ton Li et Ya Hong Li [34].

Dans [27], R. MA a étudié le probléme (2.3.1) dans le cas o a = b = 0. En utilisant
le théoréme du point fixe de Krasnoselskii, il obtient un resultat d’existence d’une solution
positive dans le cas ol f est surlinéaire et dans le cas ou f est sous linéaire.

Dans cette section, on va donner un resultat d’existence de trois solutions positives, et

pour cela on va utiliser le théoréme de Leggett Williams.
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2.3.2 Formulation en un probléme du point fixe

On pose E = C([0,1]) et P = {x € E, > 0}. Pour ¢ €]0, 5[, on définit une fonctionnelle

1 et un opérateur A de la maniére suivante :

¢(u) = min {u(t)}, Au(t) —/0 J(t,5)h(s) [ (u(s))ds ,

[5,1—0]

0,9) = |20 o) + Gt0.5) (o),
1 ¢1(t)do(s) 1>5>t>0
o ¢_<0>{ Bi(5)onlt) 122520 (233
I () B

(D1by — ¢165) (1)

Pour des raisons de simplicité, on pose
v = min{¢;(d),¢;(1-9)},
D = (t, s)d d
%%VG S)p S+1—oz¢1 /Gn, )()51,

o = | /5 G(t, $)p()h(s)ds + O‘¢1(>> / 156<n,s>p<s>h<s>ds],

t€[5,1-5] 1 — apy(
Remarque 2.3.1 Il n’est pas difficile de voir que G vérifies les propriétés suivantes.
1/ G est positive sur [0,1]? et G(0,s) = G(1,s) = 0 pour tout s € [0,1].
2/ G(t,s) < G(s,s) pour tout (t,s) € [0,1]2, car si s <t alors

L b (8)ba(t) < o 1()ds(s)

G(t,s) = m

_¢1()

et st s > t, alors

G(t,s) = 70 )cbl( )¢2(s) < 70 )¢1( §)¢(s)-

3/ G(t,s) > ~vG(s,s) pour tout (t,s) € [0,1 —0] x [0,1], car si s <t alors G(t,s) =
%@@(5)%@)-

1
G(t,s) > m¢1(5)¢2(1_5)
1
(

v

m%(l —0)p1(8)da(s) > 1G(s, 5),
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et si s>t , alors

Glt,s) = @@(ths)
1
> m¢1(5)¢2(3)
1
> m¢1(5>¢1<5)¢2(5> > fyG(s,s).

Lemme 2.3.1
1/ La fonction ¢, est strictement croissante et ¢, est strictement décroissante sur [0, 1]

avec p; <1 et ¢y < 1.
2/ (¢ ¢y — &10)(t) > 0 pour tout t € [0,1].

Preuve. On montre seulement que ¢, est strictement croissante et ¢, est strictement

décroissante sur [0, 1] et les inégalités

¢ <1, ¢y <Tet (¢/1¢2 - ¢1¢/2) >0

seront des conséquences directes.

Raisonnant par ’absurde.

e Supposons que ¢, n’est pas strictement croissante sur [0, 1].

Puisque ¢;(0) = 0 et ¢;(1) = 1, 'ensemble {t €]0,1[/¢|(¢t) = 0} est non vide. Si t; =
min {¢ €]0,1[/¢}(t) = 0}, '’équation (2.3.2) entraine que

1 (to)d7 (to) = 0 — b(to) @i (to) <0,

ce qui est absurde puisque ¢, devrais toucher en ¢, un maximum relatif.

e Supposons que ¢, n'est pas strictement décroissante sur [0, 1]. Puisque ¢,(0) = 1 et
®4(1) = 0, ensemble {t €]0,1[/¢5(t) = 0} est non vide. Si t; = max {t €]0,1[/¢5(t) = 0},
¢9(t1) > 0 et équation (2.3.2) entraine que

Gy (1)@ (1) = 0 — b(t1)¢3(t1) > 0,
ce qui est absurde puisque ¢, devrais atteindre en ¢; un maximum relatif. m

Lemme 2.3.2 Siu est un point fize de A, alors u est une solution du probléme (2.5.1) .
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Preuve. Soit u un point fixe de 'opérateur A, On a

ut) = [ Glphesuts)s (2.3.4)
1fil¢l / Gl (u(s))ds. (2.3.5)
donc
1 1
u0) = 0 et un) = 7= [ Gl () f(uls)) .
Par la relation (2.3.4) on déduit
u(h) = s [ Gl (o)) (u(s))ds = ().
En tenant compte de (2.3.3) on trouve
ut) = g | G ()i (2:3.9)
¢11( >/ (@1(t)@a(s))p(s)h(s) f(u(s))ds (2.3.7)
1f‘i1¢1 / G (u(s))ds. (2.3.8)
En dérivant les deux cotés de I’égalité (2.3.6) , on obtient
() = 22) s))p(s)h(s)f(u(s))ds 41 (1) s))p(s)h(s) f(u(s))ds
0= 28 [ 6D w6t + 8 [ 6,060 )
ady(t) [
+1 _a¢1(77)/0 G(n,s)p(s)h(s)f(u(s))ds (2.3.9)

Donc

a(t0 (1) + b(t)u(t) = (a(B)dh(t) + b(t)d (1)~ / (64())p()h(3) f (u(s))ds

1(0) Jo
+(a(t)B) (1) + b(£)6, (1) [—— ()/ G (1, 8)p(s)h(s) f(u(s))ds

1—a6,(n) Jo
1
4G >/ (62())p(s)h(s) f (u(s))ds].

Ainsi 'hypothese (4), entraine
a(t) (1) + b()u(t) = jf(( i
Rl / G s (u(s))ds
1
#(0)

/ (64(5))p(s)(5) f (u(s))ds (2.3.10)

+

/ (6(5))p(s)h(s) f (u(s))ds].
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D’autre part, en dérivant les deux cotés de 1'égalité (2.3.9) , on obtient encore

" _ d);/(t) ! s $Vals) F(uls)ds " L ! Do(sVh(s) F(uls))ds

W't = S0 / (1N F(uls)) s + A Ol / G, 5)p(s)h(s)f (u(s))d
1 1

to / (6(5))p(s)h(s) f (u(s))ds] — () fult)). (2.3.11)

Par (2.3.11) et (2.3.10) , on déduit que —u” = au' + bu + hf(u). =
Lemme 2.3.3 L’opérateur A : P — P est complétement continu sur P.

Preuve.

i) Continuité : Soit u € K et (u,), une suite qui converge vers v dans E. Posons

1
w= maX{HuH , SuUp ||un|]} et § = max {/ J(t, s)h(s)ds] .
neN 0

te(0,1]
Puisque la fonction f*est uniformement continue sur [0,w], pour tout € > 0 il existe

d > 0 tel que pour tout z,y dans [0, w],

|z — y| < ¢ implique |f(z) — f(y)] <e.

Ainsi, il existe ng € N tel que pour tout n > ny,

€

|lun — ul] < & entraine || f(u,) — f(u)]] < 7

Par consequent, pour tout ¢ € [0,1] on a
[Aug(t) — Aut)] < 0| f(un) — f(u)]| <e.

d'ou lim A(u,) = A(u).
ii) La compacité :
Pour r > 0, on pose B = B(0,r) N K, on montre I’équicontinuité.

En effet, soit (w, z) € [0,1]? tel que w > z. On pose

y(s,x) = p(s)h(s) f(x).

Puisque la fonction y est positive et continue sur le compact [0, 1] x [0, 7], il existe T" > 0 tel
que pour tout (s,u) € [0,1] x B
y(s,u(s)) <T.
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Donc

A(u)(w) = Au)(z) = /(G(w s) = G(z,8))p(s)h(s) f(u(s))ds

+ OB [ G005 )
Afw)(w) = A@)E) = [ (Glw.5) = Gler)yls uls)ds + (W) — 61(2)) / G, $)y(s, u(s))ds
0 ’ ’ ’ 1- 0@1(77) 0 ’ ’
n / (Glw, 3) — Gz 8))y(s, u(s))ds + / (Glw, s) — G(z, £))y(s, uls))ds
¢1 % / e u(s))ds
e ¢f1)< / G, 3)p(5)h(s) (u(s)ds
n q%(()) / *(01(5)65(w) — 61(2)a($))p(s)h(s) fu(s))ds

(01 (w) — ¢1(2)) 1
S [ el ateme st

De plus,

oy =t+t [ ¥ | atr.on(o).éropnas - [ K | str.ou(e). 65 parsas.

ou g(t,z,y) = a(t)y + b(t)x pour tout (t,z,y) € [0,1] x R2.
Soit (01,60;) € R? 6; > 0, 6 > 0 telles que

[(@1(£)g(w) = 1(2) b5 (1) s < 1 et |g(t, ¢, (1), ¢1(2))] < 02 Vi €[0,1],

¢1( )
On a

[(¢1(w) = 0:1(2))] < (w—2) + (0w —2)02 + (w—2)2 = (w—2)(20,+1)

et dy(t) =1~ t 41 / ( / g, (7, (7)) ds — / ( / g, (7, (7)) dr)ds
done, |(f(w) — b5(2))] < (w — 2)(26, + 1),
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2.3. Existence de trois solutions pour un probléme linéairement dépendant de la dérivée

D’ou
AW - A < CIEE [
a(w —z)(292+1 !
+ = a6, (1) /G( s)Tds
+/w91d3+( —2) 292“ /¢2 )Tds
donc
|A(u)(w) — A(u)(2)] < K(w — 2),
B 262+ (292+ 1 [t VTds
K — /gbl )Tds + 20 >/ G, 5)Td

29 1)
0, + 2+ /¢2 VTds,

De plus, 'ensemble A(B) est borné, donc d’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela, 'opérateur

A est compact. Par conséquent, A est complétement continu. m

2.3.3 Reésultat principal

Théoréme 2.3.1 On suppose qu’il existe trois nombres réels dy, di et do, 0 < dy < dy <
%1 < dy tels que
i) f(z) < B Ve 0,d),
@) f(x) > 4 Vo € [dy, 2],
i) f(z) <2 V€ |0,ds).
Alors le probléme (2.3.1) admet au moins trois solutions positives uy us et ug telles que ;
< dy, i t)} > d; et >d i usz(t)} < dy.
[Ja | 0 tel[gllfié} {ua(t)} 1 et Jlus]] 0 avec te%l,lfza}{ 3(1)} 1
Preuve. La preuve est divisée en trois étapes dans chacune on montre qu’une condition
du théoreme (1.4.2) de Leggett-Williams est satisfaite.
1¢7¢ étape: Il vient des hypothéses (i) et (iii) que pour r € {dy,d>} et u € P, =
{z e P/|x] <e}
flu(t)) < % pour tout ¢ € [0, 1].
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2.3. Existence de trois solutions pour un probléme linéairement dépendant de la dérivée

Ainsi

) < 5[ it + 220 [ G
donc

2°me gtape: Montrons maitenant que I’ensemble @) = {u € P(y,d, %)/@/)(u) > dl} £
et que P(Au) > dy Yu € P(v,dy, ‘f/—l)

: dy+4 . :
Puisque v < 1 et 1; L > dy, la fonction ug définie par ug (t) =

d

d1+71

pour tout ¢ € [0, 1]
appartienne a P.
De plus, si u € P(1),dy, & ~+) alors pour tout ¢ € [5,1 — ¢
0> full 2 u(t) 2 min u(t) = b(w) 2 d
— > |lul| >u min u(t) = ¢¥(u
v T - ~ [5,1-0] =

ga entraine que pour tout s € [4,1 — 4],

flu(s)) > 2.
D’autre part, on a pour tout t € [§,1 — 4],
0 agy (1) e
)= [ Gt s + T2 [ Gl sl h(s) f(u(e))ds
ce qui conduit a
1-5 o 1-5
Au(t) > %[/5 G(t, s)p(s)h(s)ds + #ﬁ)@?)/& G(n, s)p(s)h(s)ds]
B . 1-6 ()4(251((5) 1-6
c= [glu_r}s]/(s G(t, s)p(s)h(s)ds + T aty() /5 G(n, s)p(s)h(s)ds.
Donc pour tout ¢t € [§,1 — 4],

et & la fin on déduit de ce qui précéde que

Y(Au) = Ir[1617r11_121]u > dy.

3°me étape: Il reste & montrer que pour tout u € P(i,dy,ds), ||Aul > ‘i—l implique
w(AU) > dj.
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2.3. Existence de trois solutions pour un probléme linéairement dépendant de la dérivée

Soit u € P(v,dy,ds), Si ||Aul| > %1, alors pour tout t € [0,1 — 4],

o) [ Gt wleds + 120 [ G s o6 )

Puisque 7G (s, s) < G(t, s), ¢,(t) > ¢1(6) > v, pour tout t € [6,1 — J],

el / G, $)p(s)(s) f(u(s))ds]

Au(t) 2 AL [ Gls. () wls)ds + s |

et

min Aut) 2 5] / Gls, (s h(s) f(u(s)ds + s |

et avec le fait que ¢, (t) < 1 et G(s,s) > G(t,s) pour tout (¢,s) € [0,1]?, on déduit que

00 [ i (s h(s) Fluls)ds] — 4 Au
2o [ Gt sl (u(s))ds] = 1At

Par conséquent, ¥ Au > v || Aul| > fydl =d;.

e / G, $)p(3)h(s) f (u(s))ds]

(Au) > A / G(t, 5)p()h(s) f(u(s))ds+

Ainsi, le théoréme (1.4.2) de Leggett-Williams assure I'existence d’au moins trois solu-

tions positives du probléme (2.2.1). =
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2.4. Solution positive d’un probléme avec une non linéarité qui change de signe

2.4 Solution positive d’un probléme avec une non linéar-
ité qui change de signe

2.4.1 Introduction

Dans cette section, on se propose d’examiner 'existence de solution positive du probléme

aux limites :

—u"(t) = M) F(t,u(t)) t €0, 1]
u(0) = pu'(0)  u(l) = au(n)

ol «, [ et n sont des parameétres réels positifs avec 0 < a,n < 1, f: [0,1] x Rt - R

(2.4.1)

est une fonction continue et h est une fonction mesurable sur [0, 1] positive telle que 0 <
iy h(t)dt < .

Ce probléeme a été étudié par Jingli Ren [32].

Dans le cas ou § = 0, ce probléme a été étudié par R. Ma [26], en utilisant le théoréme
du point fixe de Krasnoselskii. Il a donné un resultat d’existence d’une solution positive
dans le cas ou f est sur-linéaire et indépendante de ¢ .

En utilisant les propriétés de 'indice du point fixe, on donnera un résultat d’existence

d’une solution positive.

2.4.2 Formulation en un probléme du point fixe

On considére 'espace X = C([0,1]) muni de la norme ||u|| = sup {|u(t)|,t € [0,1]} et le
cone K ={ue X, u>0sur [0,1]}.

Pour tout M > 0, on définit la fonction [}, : [0,1] x R — R de la maniére suivante :

f(t, x) six > Muw(t)

fu(t, ) = .
ft, Mw(t)) six < Mw(t)

et opérateur T': K — X,
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2.4. Solution positive d’un probléme avec une non linéarité qui change de signe

ou

et

(1
(s +5)
(
_'_
(

(= 1) — aly — 1)

an + A0 —a) SR
~ 1) +a(n+ Bt~ 5)
1—an)+ (1)
B0 9~ olr— )
an+BI-a)
51~ 5)

R (e B

§)
12

G(t,s) = (t

o
1

1—
(t+
. (1-a

Noter que
G(t,s) > 0 pour tout (t,s) € [0,1]°.

On aura besoin de la fonctionnelle  : K — K définie par
Oy(t) = max {y(t),w(t)} pour tout y € K.
Dans toute la suite de cette section, la constante A est donnée par

A = max| /O G(t, s)h(s)ds].

te(0,1]

Lemme 2.4.1 Si u est un point five de T' et u > Mw sur [0,1] alors u est une solution du

probléme (2.4.1) .

Preuve. Soit u un point fixe de 7" avec u > Mw sur [0,1]. On a alors f3,(.,u(.)) =
f(.,u(.)). Ainsi, en dérivant deux fois chacun des membres de I'équation v = T'u, il vient
—u"(t) = Ah(t) f(t,u(t)) sur |0,1[. Enfin, les conditions aux limites découlent directement

des égalités u(0) = Tu(0) et u(1) = Tu(l). m
Lemme 2.4.2 L’opérateur 0 oT : K — K est complétement continu.

Preuve. En effet, puisque 6 est continue, il suffit de vérifier que 'opérateur 1" est

complétement continu K :

i) Continuité : Soit u € K et (u,), une suite qui converge vers u dans F. Posons

w = max {|[ull , sup,ex [[unl[}, p = AA.
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2.4. Solution positive d’un probléme avec une non linéarité qui change de signe

Puisque la fonction f est uniformement continue sur [0,w]|, pour tout € > 0 il existe

d > 0 tel que pour tout z,y dans [0, w],
|z —y| < ¢ implique [f(z) — f(y)| <e.
Ainsi, il existe ng € N tel que pour tout n > nyg,
| — ul| < & entraine ||f(up) — f(u)]| < %'

Par conséquent, pour tout ¢t € [0, 1] on a

Tun(t) = Tu(t)] < plf(un) = fw)]| <e

d’ot lim T'(u,) = T'(u).

ii) L;Hcompamte :

Soit 7o > 0, B = B(0,79) N K et My = max{|f(t,x)], (t,z) € [0,1] X [=ro,70]} -

Il s’agit de montrer que T'(B) est un ensemble équicontinu et borné. Soit (w, z) € [0,1]?
avec w > z on a pour tout u € B

s+ Pz —w) —alz - w)]

T—an)+ B —a) &) uls)ds

+ } s+ A)(z = m;)—:_aﬁ(?lt@)( )h(s)f(s, u(s))ds
" if — 1}3(_1 °) (e (s, u(s))ds]

donc

s+ )z —w) = alz —w)]
(1—an)+B(1-a)

Ll (s +B8)(z —w) + aln + B)(w — 2)
—i—{ (1= an) + A= a) h(s)ds
! (w—2)(1—3s)
—i—{ A= an) + 30— a) h(s)ds]
El=(s+08)+a(n+p) (1-s)
{ 1—an)+p(1 —a) ils) 1—an) + A1 —a) h(s)ds]
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2.4. Solution positive d’un probléme avec une non linéarité qui change de signe

Si on pose C' = AMyA ot

1 (s Bl —al L1 —(s+ B) + aln + 8)

A=l e+ a0 O A a0 —a |1
L 1y

A Ta pa =y el

on obtient alors |T'(u)(w) — T'(u)(z)| < C(w—2z) ce qui signifie que T'(B) est équicontinu.
De plus, |T'(u)(t)] < C' pour tout u € B, donc T(B) est borné. D’aprés le théoréme d’ Ascoli-

Arzela, 'opérateur T est completement continu. m

2.4.3 Reésultat principal

Théoréme 2.4.1 Supposons qu’il existe deux nombres réels r et M, r > M > 0, tels que

min { f (¢, Mw(t)),t € [0,1]} > 0 et

M < r
minf(t, Mw(t A max t,s
0 1]f( (1)) ([OJMMw(t)’r]f( )

Alors pour tout A € [a,b] le probléme (2.4.1) admet au moins une solution positive uq >

Muw.

Preuve. Soient A € [a,b] et u € 0N avec Q = {z € K, ||z| <7} .
On pose I = B avec B = {t € [0,1]/f#;(t,u(t)) > 0}.
Puisque

tou(t)) < t b
ntlgIXfM( u( ))_}Q%ff]f a(ts) < [0115?1\%(0@“ )

pour tout t € [0, 1], on a

OoTu(t) = / G(t, s)h(s) frr(s,u(s))ds < )\/G (t,s)h(s)frr(s,u(s))ds
< A L max : ]f(t,s)} /IG(t, s)h(s)ds

0,1]x [Mw(t),r

IN

)\L max f(t,s)} /OlG(t,s)h(s)ds.

0,1]x [Mw(t),r]

Donc

|60 Tul| <bA ~ max — f(t,s)=r=|ul

[0,1]x [Mw(t),r]
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2.4. Solution positive d’un probléme avec une non linéarité qui change de signe

Supposons que I'opérateur 6 o T’ n’admet pas de point fixe dans 0€2. D’apres le théoréme
1.4.3, on a
(0T, QK)=1#0,

et la Propriété de 'existence entraine que ¢ o T" admet au moins un point dans 2. Soit u,
un point fixe de f o T

Pour vérifier que u; est un point fixe de 7', il suffit de montrer que pour tout ¢ € [0, 1],
(Tur)(t) = Mw(t).
Raisonnons par I’absurde et supposons qu'il existe to € [0, 1] tel que

to) = t) >0
v(to) rg%v()

ot v(t) = Mw(t) — Tuy(t).
Plusieurs cas se présentent ;
1°" cas: Sity = 0: v(0) = maxy v(t) donc v'(0) < 0. Puisque Mw et Tu vérifient les

conditions aux limites du probléme (2.4.1) on a,
v(0) — B (0) = (Mw(0) — Tuy(0)) — B(Mw'(0) — Tui(0)) =0=v(0) <0

absurde.

2¢m€ cas: Sitg=1:
v(1) = Mw(1) = Tui (1) = a(Mw(n) — Tur(n)) = aw(n)

donc v(n) > 0 et v(1) < v(n) absurde.

3%me cas: Sity €]0, 1 alors v'(tg) = 0.

1/ Sl existe t; € [0, 1] tel que v(t;) = 0, alors t; # to. Posons I =] min {1, ¢} , max {t1,%0}],
on va considérer seulement le cas v(t) > 0 sur I (pour le cas v(t) < 0, on procéde de la
méme maniére).

e Sit; < tg alors pour tout ¢ € [0, to],

W (t) = o (to) — /t " (s)ds = h(t)/tO[M A (s, ua(s))]ds

et comme h > 0 et A > a donc v'(t) < 0 cela implique que, 0 = v(t;) > v(ty) absurde.
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2.4. Solution positive d’un probléme avec une non linéarité qui change de signe

e Si t; >ty alors pour tout ¢ € [tg, 1],

to

V'(t) = v'(t) +/ v (s)ds =0+ h(t)/ [M — X\fr(s,u1(s))]ds >0

to t
donc v'(t) > 0 et 0 = v(t1) > v(to) absurde.
2/ Siv > 0 sur [0,1], alors

v(ty) = M/o G(to, s)h(s)ds — )\/0 G(to, s)h(s) frr(s,ui(s))ds
v(ty) = fol G(to, s)h(s)[M — Afi(s,ui(s))]ds, avec le fait que A > a cela entraine
v(ty) < /o G(to, s)h(s)[M — ar[gl’ilr}lf(t,Mw(t))]ds] =0,

absurde.
Donc (Tuq)(t) > Mw(t) > 0 et uy = 6 o Tuy = Tuy. Par conséquent; u; est un point
fixe de T' et uy > Mw cela signifie que, f1i;(s,ui(s)) = f(s,ui(s)) et

uy(t) = )\/0 G(t, s)h(s)f(s,ui(s))ds.

Par conséquent, ujest une solution positive du probléme (2.4.1) . =
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Chapitre 3

Existence de solutions de signes

quelconques

3.1 Probléme aux limites a trois points en resonance

3.1.1 Introduction

Dans cette section, on fournira des conditions suffisantes pour 'existence d’au moins une

solutions du probléme aux limites & trois points

2 = f(t,x) sitel0,1]

(3.1.1)
2(0) =0, (1) = ax(n)
ou f:[0,1] x R — R est une fonction continue et n €]0, 1], avec
an = 1. (3.1.2)

Le probléme (3.1.1) est en resonance, car d’aprés la condition (3.1.2), le probléme ho-
mogene associé a (3.1.1) admet au moins une solution non triviale. Ce probléme a été étudié
par R. Ma [25].

Dans [40], Wong et Zheng ont montré I'existence d’une solution positive du probléme

aux limites autonome

2"(t) = Ag(x(t)) site]0,1]
z(0) =0, z(1) = ax(n)

(3.1.3)
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3.1. Probléme aux limites a trois points en resonance

ou les parametres A, 7 et « sont tels que A > 0, n €]0, 1] et « €]0, %[ et g: RT — RT est
une fonction continue et surlinéaire. Le cas ou la nonlinéarité est a variables séparés c’est a

dire le probleme

2"(t) = Xa(t)g(z(t)) site€]o,1]
z(0) =0, z(1) = az(n)

ot a : [0,1] — R est une fonction continue. Le probléme (3.1.4) a été largement étudié,

(3.1.4)

on site comme exemple article [23] .
Définitions :
Soit z € C?([0, 1]).
1/ On dit que x est une sur-solution du probléme (3.1.1) si elle vérifie le systeme ;
" < f(t,x) site]0,1] (a)

z(0) =0, 2(1) —az(n) >0
De plus, si 'inégalité (a) est stricte, alors on dit que la fonction x est une sur-solution

stricte.

2/ On dit que x est une sous-solution du probléme (3.1.1) si elle vérifie le systéme ;
2 > f(t,x) sitel0,1] (a”)

z(0)=0,z(1) —az(n) <0
De plus, si I'inégalité (a’) est stricte, alors on dit que = est une sous-solution stricte.

3.1.2 Formulation en un probléme du point fixe

On consideére lespace X = C([0,1]) muni de la norme ||u| = max {||ull,, |||} ;ou
ully = 812[2&)1(] |u(s)| et le sous ensemble ;
Xo = {u € X,u(0) =0}
Pour chaque (a,b) € R tel que a < b et g € C([0,1] x R,R), on considére I’ensemble
Sap(9) = {(A\u) € [a,b] x X, By(A\u)=u}, ot By: R x X — X est un opérateur défini
par

By(A\,u) = Ly(u+ M)

tel que pour tout ¢ € [0, 1]

I(t) = t et Lg(u)(t):/o(t—s)g(s,u(s))ds.
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3.1. Probléme aux limites a trois points en resonance

On définit une fonctionnelle A, de la maniére suivante
Ag(A u) = Fy(u + M),
ou

Fou = /OG(n,s)g(s,u(s))ds avec

G, s) t(l—s)sit<s
,8) = .
s(1—t)sis<t

Dans toute la suite on va considérer le systéme suivant

v = By(\,v) (3.15)
Fyo+X)=0
et le probléme aux limites
2 =g(t,x) site]0,1
glt.z) sitelo] 16

z(0) =0, z(1) = ax(n)

Lemme 3.1.1 Soit (\,v) € R x X. Si (\,v) vérifie le systéme (3.1.5) , alors la fonction

u=v+ M est une solution du probléme (3.1.6).

Preuve. Soit u € X tel que u = v + Al avec (\,v) € R x X vérifie le systéme (3.1.5) .
Puisque v = By(A, v), pour tout ¢ € [0, 1]

() = (v+ AI)(E) = M +/0 (t — $)g(s,u(s))ds. (3.1.7)

On a
u(0) =0 et u”(t) = g(t,u(t)) Vt €]0, 1].

De plus, )
u(l) = A +/0 (1 —5s)g(s,u(s))ds. (3.1.8)

En tenant compte de (3.1.7) et le fait que an = 1, on trouve

au(n) = X+ a/on(n — 5)g(s,u(s))ds (3.1.9)
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3.1. Probléme aux limites a trois points en resonance

D’autre part,

1

G(n,s)g(s,u(s))ds

GO )g(s.ul)ds + [ GO 9)g(s.uls)ds

1

Il
o— o— >—

11— 8)g(s, u(s))ds — / (0= 8)g(s, u(s))ds.

Comme Fyu =0et o = %, il vient que

/0 (1 —5)g(s,u(s))ds = 04/0”(77 —5)g(s,u(s))ds. (3.1.10)

Les relations (3.1.8) , (3.1.9) et (3.1.10) entrainent

u(l) = au(n).
Par conséquent, u est une solution du probléme (3.1.1). =

Lemme 3.1.2 Soit A € R et g : [0,1] x R — R une fonction continue. Alors l'opérateur

By = By(\,.) est complétement continu et les fonctionnelles A, et F, sont continues sur X.

La démonstration de ce lemme est omise puisque elle est basée sur les mémes arguments

utilisés dans les sections précédentes.

Lemme 3.1.3 Sig:[0,1] xR — R est une fonction continue et bornée sur [0,1] x R, alors
il existe r > 0 tel que B,(Rx X) C B(0,r)N Xy et pour tout \ € R, l'opérateur By = B,(],.)

admet au moins un point fire dans B(0,r) N Xj.

Preuve. Pour montrer ce lemme, il suffit de vérifier que B,(R x X) C B(0,7)N X et le
théoréme de Schauder, assurera I’existence d’un point fixe dans B(0, 7)1 X, pour 'opérateur
By = By()\,.) pour tout A € R.

Soit M > 0 tel que |g(t,x)| < M pour tout (¢,x) € [0,1] xR et pour tout (A, u) € Rx X,

posons v(t) = u(t) + At . on a ainsi pour tout ¢ € [0, 1]

ILyu(t)] = /O(t—s)g(s,u(s)—i—)\s)ds <M
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3.1. Probléme aux limites a trois points en resonance

et
|(Lgv)'(8)] = <M

Do || B\ w)l| = |Ly(u + AT)| < M ct

/ g, u(s))ds

B,(\,u)(0) = 0.
Si on choisit r = M on a alors

B,(R x X) C B(0,7) N X.

Dans toute la suite, on va supposer que le probléme (3.1.1) admet une sur-

solution stricte x et une sous-solution stricte y.

3.1.3 Cas des sur et sous-solutions bien ordonnées

Dans ce cas, on va supposer que z >y sur |0, 1].

On définit la fonction f* par

ft,x(t)) si(t,s) €
fi(t.s) =4 f(t,s) si (t,s) €
ft,y(t)) si(ts) €y
ou y =0, 1]x]x(t), +oo[, Q2 = [0,1] X [y(t), z(t)] et Q3 =]0,1]x] — o0, y(t)[.
Il est clair que la fonction f*est continue et bornée sur [0, 1] X R. Considérons le probléme

modifié

= f*(t,x) sitel0,1]

(3.1.11)
z(0) =0, z(1) = az(n).

Lemme 3.1.4 Siu est une solution du probléme (3.1.11) alors u est une solution du prob-

léme (3.1.1).
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3.1. Probléme aux limites a trois points en resonance

Preuve. Il suffit de montrer que (¢,u(t)) € {2,. Pour cela, on va seulement vérifier que
u < x (I'inégalité u > y se démontre de la méme maniére).

Raisonnant par ’absurde et supposons qu’il existe s € [0, 1] tel que u(s) > z(s). Si on
pose v = u—x, on a alors v(0) = 0 et il existe ¢y €]0, 1] tel que v(ty) = max {v(t),t € [0,1]} >
0.

e Si tg €]0,1[ alors v'(ty) = 0 et v"(ty) < 0. D’autre part, u”(ty) = f*(to,u(to)) et
u(ty) > x(to) donc

u”(to) = f*(to, u(to)) = f(to, x(to)) > =" (to).
Ceci implique I'absurdité v”(tg) > 0.
e Si ty =1 alors v(0) = 0 et il existe 6 € [0, 1] tel que, v(#) = 0 avec v(t) > 0 Vt €]0, 1].
i) Si 6 €|n, 1] : soit ¢, € [0, 6] tel que v(ty) = max{v(t),t € [0,60]}. Puisque 6 €]n, 1]
on a,
v(t) 2 v(n) = uln) = =(n) = 7v(1) >0

donc v/(t1) = 0 et v"(t;) < 0. D’autre part,

u(tn) = fr(tu(th)) = f(t,z(t) > 2" (t)

d’ou v"(t1) > 0, absurde.

ii) Si 6 € [0, 5] alors pour tout t €], 1] u(t) > x(t). Puisque

0 <o(1) < =v(n),

S|~

on a 0 # .
Pour tout t €0, 1],

u'(t) = (8 u(t) = f(t, (1) > 2" (t)
d’on v”(t) > 0 . La concavité de u entraine

L=0 ) < (1) < 2 (3.1.12)

n—0 n

donc 0 # 0 et l'inégalité (3.1.12) contredit le fait que n < 1. =
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Résultat principal

Théoréme 3.1.1 Le probléme (3.1.1) admet au moins une solution u telle que, pour tout

t€[0,1] u(t) € [y(t), z(t)].

Preuve. En effet, le lemme (3.1.3) assure l'existence d’'un nombre réel r > 0 tel que
pour tout A € R, 'opérateur By = By-(\,.) admet au moins un point fixe dans C, ou
C =B(0,7)N Xy .

D’aprés le lemme (3.1.1) , il suffit de montrer qu’il existe (A, v) € R x X tel que (A, v)
vérifie le systéme (3.1.5) pour g = f*.

D’apres le théoréme de continuation de Leray Schauder (1.3.2) , I'ensemble S, ;(f*)
contient un sous ensemble connexe ¥, qui rencontre a la fois {a} x C' et {b} x C.

D’autre part, pour tout v € C' et t €]0, 1]
put +o(t) > z(t) et pt +v(t) < y(b),
ol

_ / _ / / — . ’ _ /
Py = r[rolgf(w (s) = '(s)) et p, miny (s) = v'(s).

Si on prend
/ . . /
p>max{p,} et p' <min {,0, min {pv}} :
alors pour tout v € C et t €]0, 1]

pt+v(t) > z(t) et p't + v(t) < y(t).

On pose, a = p' et b = p. L’ensemble S, ,(f*) contient un sous ensemble connexe ¥, ,
qui rencontre a la fois {p'} x C et {p} x C.
1/ Pour tout v € C' et t €]0, 1], on pose

u(t) = p't +o(t).
On a u(t) = p't + v(t) < y(t), donc
Ar(0) = Frlo+oD) = [ 6o (s.uts)is

= | cmasatenis < [ G sas
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Ou encore
Ap(p',v) <ny(1) —y(n) <0

donc pour vy € Sy ,(f*), a1 = Ap(p,v1) < 0.
2/ Pour tout v € C et t €]0, 1], on pose

u(t) = pt + v(t).
On a u(t) = pt +v(t) > z(t), donc
Ar(p) = Frlo+ol) = [ Gl f (s.uls)is

= [ cwstatonis> [ s

Oou encore
Age(p,v) >nx(l) —x(n) >0

donc pour vy € Sy ,(f*), az = Ap(p,v9) >0 .
Par conséquent, Af*(pr,p) est un sous ensemble connexe de R contenant a;et as avec
a1 <0<ay,dou
0€Ap(Xp,)

et cela signifie qu’il existe (A, v) € £, , tel que
Af* ()\7 ?]) == 07

donc (A, v) vérifie le systéme (3.1.5) pour g = f*. Par consequent, u(t) = A\t + v(t) est

une solution du probléme (3.1.1). m

3.1.4 Cas des sur et sous-solutions d’ordres opposés

Dans ce cas, on va supposer que x < y sur ]0,1[ et que la fonction f vérifie la condition

suivante :

(H) I existe deux fonctions positives p et r dans L([0, 1]) avec fol Ip(s)|ds = ||pl|; < 1 et
telles que

|f(t,z)| < p(t) || +r(t) V(t,z) € [0,1] x R.
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3.1. Probléme aux limites a trois points en resonance

On définit Popérateur continu f : X — X par

f(t,y(t)) sur ]0,1] si u(s) > y(s) Vs € [0,1]
F)(®) = F(tu() sur 0,1 si 3to €]0,1] /ulto) Ela(to). y(to)]
f(t,z(t)) sur |0, 1] si u(s) < z(s) Vs € [0, 1]

Dans toute la suite, on considére v et F' deux fonctionnelles définies par

M si u(t) > M
P(u)(t) = u(t) siu(t) € — M, M|
-M siou(t) <—-M
et
E(t,ult)) = f(du)(t)

_ llolly 4+ max {2, [[y'llo}

M
1- Hle

+ 14 max {|[z]y, lyllo} ,
Il est clair que ¢ et F sont continues et bornées.

Considérons le probléme modifié (3.1.13)

2" (t) = F(t,z(t)) te]o,1]

(3.1.13)
z(0) =0, z(1) = az(n)

Lemme 3.1.5 Si u est une solution du probléme (3.1.13), alors il existe to €0, 1] tel que,
u(to) €lz(to), y(to)-

Preuve. Raisonnons par ’absurde et supposons que u(t) ¢|x(t),y(t)[ pour tout ¢t €]0, 1].
1/ Siu <z sur|0,1] alors ¢(u) < z sur [0, 1], car §'il existe o € [0, 1] tel que (u)(a) >
z(a) alors a # 0 et
Y(u)(a) > z(a) > —M.

De plus u(a) < z(a) < M donc
u(a) €] — M, M[ et u(a) = (u)(a) > z(a)

absurde, donc ¢ (u) < x.
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3.1. Probléme aux limites a trois points en resonance

Puisque u est une solution du probléme (3.1.13), pour tout ¢ €]0, 1]
u"(t) = F(t,u(t)) = f(t,z(t)) > 2"(t).
Posons v = u — z, on a v(0) = 0, v(t) < 0 et pour tout ¢t €]0, 1]
v"(t) > 0.

De plus, v(1) < av(n) < 0 et avec le fait que

v(n) _ v(1) —v(n)
n I—n

Y

on trouve @ < (1), ce qui est absurde.

2/ Siwu > ysur]0,1] alors pour tout t € [0, 1]
P(u) 2y
car sl existe a € [0, 1] tel que ¥ (u)(a) < y(«) alors a # 0 et ¥ (u)(a) < y(a) < M. De plus
u(a) = yla) > =M

cela entraine que
u(a) €] = M, M[ et u(e) = ¢(u)(@) < y(a),
ce qui est impossible; donc
(u) 2 y.
Pour tout ¢ €]0, 1]

u"(t) = F(t,ut) = f(t,y(t) < y"().

Si on pose v = y — u, alorsv(0) = 0 et pour tout ¢ €]0, 1],
v(t) <0 et v"(t) > 0.

De plus, v(1) < av(n) <0 et avec le fait que

v(n) - v(1) —v(n)
n 1—n

)

on a @ < (1), d’ou la contradiction. m
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3.1. Probléme aux limites a trois points en resonance

Lemme 3.1.6 Si u est une solution du probléme (3.1.13), alors ||u|| < M.

Preuve. En effet, d’aprés le lemme (3.1.5) , il existe ¢y €]0, 1] tel que u(to) €|x(to), y(to)],
donc 1(u)(tg) = u(tg) et pour tout ¢ €]0, 1|

F(t,u(t)) = f(t,4(u)(1)).
1/ On montre que pour tout ¢t €]0, 1]
B (tu)] < p(0) Ju®)] + 7(0),

En effet, pour tout ¢ €]0, 1]

F(tju(t))( = [f(t, () (@)] < p(t) [ (w)(@)] +r(t)
et comme
[ (u)(@)] < Ju(t)]

on a bien

A

Bt ()| < p(t) [u(®)] + (1)

2/ On montre qu’il existe 7 € [0, 1] tel que |u/(7)| < v =max {||z'[|,, [|¥]l,}-

e Siu/(t) >~ pour tout ¢ € [0, 1] alors

/0 t u'(s)ds > /0 t o (s)ds.

Puisque u(0) = y(0) = 0, pour tout ¢ € [0, 1]

u(t) > y(t)
absurde.

e Si u/(t) < —v sur [0,1], alors pour tout ¢ € [0, 1]
u'(t) < 2'(t) et u(t) < z(t)

absurde.
3/ On montre que ||ul| < M, puisque |u(t)| < fot |/(s)| ds pour tout ¢t € [0,1], il suffit

alors de vérifier que pour tout ¢ €]0, 1]

WO < lplly e+ lI7lly +,
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3.1. Probléme aux limites a trois points en resonance

ot o = .

En effet, pour tout ¢ €]0, 1],

ut)] < / ! (s)| ds < p,

ainsi

Bt u(t)| < pt) Jully + r(2)

e Sit > T, alors
[l rolds < [ sy
[ 1066) il + 7)),

IN

donc
W/ (t) — o' (T)] < llplly e+ NIl
ou encore

[ @O < plly e+ N7l + -

e Sit < T, alors

- [ bl 4 rolas < [ aisyas

< [ o)l + (o)
donc
() — (7)) < Iplly g+ 7l
Oou encore
WO < Iplly g+ 7l + 7.
| ]

Résultat principal

Théoréme 3.1.2 Si l'hypothése (H) est vérifiée, alors le probléme (3.1.1) admet au moins

une solution u telle que u(ty) €]x(ty), y(to)[ pour un certain ty €0, 1].
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Preuve. On remarque d’abord que pour tout z € X on a |¢(z)| < M . De plus, pour
tout (t,u) € [0,1] x X,
|f (& u()] < p(t) [u(t)] +r(t).

Donc

A ~

F(t,u(t) = f(u)(t) < p(t) [Yu(t)] + ().
On montre que x est une sur-solution stricte et y est une sous-solution stricte du probléme

(3.1.13).
i/ Pour tout t €]0, 1], |z(t)| < ||z|l, < M donc ¢ (z(t)) = (t) cela signifie que

F(t,a(t)) = f(x)(t) = f(t,2(1))

d’ou x est une sur-solution stricte du probléme (3.1.13).

ii/ Pour tout ¢ €]0, 1], |y(t)| < ||lyll, < M cela entraine que 9 (y(t)) = y(t) d’ou

E(t,y(1) = fy)(t) = f(t.y(t).
donc y est une sous-solution stricte du probléme (3.1.13).

De plus, [[ully < [[ul, . done B(t,u(t)) < p(t) [[ull, + ().

Puisque £ est continue et bornée sur [0,1] x R, d’apres le lemme (3.1.3) , il existe r > 0
tel que pour tout A € R, l'opérateur By = B;(),.) admet au moins un point fixe dans C,
ou C' = B(0,7) N Xy , et d’aprés le lemme (3.1.1) ; pour montrer I'existence d’une solution
du probléme (3.1.13), il suffit de montrer qu’il existe (A, v) € R x X, tel que (A, v) vérifie le
systéme (3.1.5) pour g = F.

D’apres le théorem de continuation de Leray Schauder (1.3.2) , pour tout (a,b) € R tel
que a < b, I’ensemble Sa,b(ﬁ ) contient un sous ensemble connexe imb qui rencontre a la fois
{a} x C et {b} x C.

D’autre part, pour tout v € C' et t €]0, 1],

put +o(t) Z y(t)etp,t +o(t) < x(t),

avec

po = max{y'(s) —v'(s)} et p, =min{a'(s) —v(s)}.
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3.1. Probléme aux limites a trois points en resonance

Si on prend
/ / . / .
p'>max{p,} et p < min {p ,min {pv}} :
alors pour tout v € C et t €0, 1],

p't+o(t) > y(t) et pt +o(t) < z(t).

Si on pose a = p et b = p', alors S*plyp(ﬁ ) contient un sous ensemble connexe f]p/,p qui
rencontre a la fois {p'} x C' et {p} x C.
i/ Pour tout v € C, posons

u(t) = p't + v(t) > y(t) pour tout t €]0, 1].
Puisque ¥ (u) > y sur [0, 1], pour tout ¢t € [0, 1]
F(t,u(t)) = f(ty(t)).

donc

ou encore
Ap(p',v) <my(1) —y(n) <O0.

En particulier, si on prend v; € C telle que (p',v1) € ip,,p, ona Ax(p,v1) <O0.

ii/ Pour tout v € C, posons

u(t) = pt +v(t) < z(t) t €]0,1].

Aplpev) = Fplotol) = [ Glos)Fsu(o)is

>/G77, 2 (5)ds.

Ap(p,v) > nz(1) —2(n) = 0.

Donc
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En particulier, si on prend vy € C telle que (p,v0) € £, on a Ap(p,v) > 0.

Ap(X,,,) est un sous ensemble connexe de R contenant ajet as, a; < 0 < ay avec
ay = Ap(p',v1) et az = Ap(p, vo),
cela entraine qu'il existe (\,v) € ¥, , tel que
Apr(N\v) =0

donc u = v + Al est une solution du probléme (3.1.13) .
De plus
Jty €]0,1], u(to) €lz(to), y(to)[ et |lul| < M,

donc Yu = u sur [0, 1]. Par conséquent, u est une solution du probléme (3.1.1). =

Conséquence : Si f vérifie la condition (H) et que le probléme (3.1.1) admet une
sur-solution x5 et deux sous-solutions x; et x3 telles que x7 < xo < x3, alors il existe au
moins deux solutions u et v telles que, pour tout ¢ € [0, 1], u(t) € [x1(t), z2(t)] et qu’il existe
s €]0, 1] tel que

v(s) €lwa(s), x3(s)[-

Preuve. en effet, 71 < x5 et par le théoreme (3.1.1) , on déduit I'existence d’une solution
u telle que u(t) € [z1(t),x2(t)],Vt € [0,1], de plus, x5 < x3, par le théoreme (3.1.2) , on
déduit que le probléme (3.1.1) admet une autre solution v telle qu’il existe to €]0, 1] tel que,

v(to) €]x(to), y(to)[. m

Exemple 3.1.1 Considérons le probléme suivant,

~:g%x®)temﬂ[ (3.1.14)

2(0) =0, x(1) = ax(n)

ot, g:[0,1] x R — R est continue sur [0,1] x R et vérifiant les conditions suivantes ;
1/ |g(t,z)| < |z| ¥(t,z) € [0,1] x R
2/ il existe trois constantes réelles r1, o et r3 avec r1 < ro < r3 et telles que

g(t,mt) <0

g(t,rat) >0 -

g(t,rst) <0
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3.1. Probléme aux limites a trois points en resonance

la condition 1/ implique que g vérifie ’hypothése (H).

Si on prend, x1(t) = rit, xa(t) = raot et x3(t) = rst, alors xo est une sur-solution et xy,x3
sont des sous solutions du probléme (3.1.14) telles que, x1 < x5 < x3. Par conséquent, le
probléme (3.1.14) admet au moins deux solutions u et v telles que, ¥t € [0, 1], u(t) € [rit, rat]
et ds €]0,1]/v(s) €|ras, 35|, et on remarque que si de plus, r1 > 0 alors u est une solution

positive.
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3.2. Existence de solutions par un théoréme de continuation

3.2 Existence de solutions par un théoréme de contin-

uation

3.2.1 Introduction

Dans cette section, on s’intéresse a l’existence de solutions du probleme

(' (1)) = f(t, x(t), 2'()), t€]0,1]

m—

#'(0) =0, 0(2"(1)) = 2. aif(2'(¢;))

i=1

(3.2.1)

m—2

ol a; > 0 pourtout i € {1,....m—2}avec > a;<let 0<& <& <...<&, o<1.
i=1

¢ et 0 deux homéomorphismes, impaires et strictement croissantes et ¢ est dérivable

sur R. f:[0,1] x R? — R est une fonction qui satisfait les conditions de Carathéodory,

c’est-a-dire que f vérifie les conditions suivantes;
1) f(.,z) soit mesurable sur [0, 1] pour tout x € R?,
2) f(t,.) soit continue sur R? presque partout sur [0,1],

3) VR > 0,3pp € L([0,1]) telle que Va € R?| si ||z||ze < R alors |f(t,z)| < pg(t) presque
pour tout ¢ € [0,1] .

Ce probléme a été étudié par M. Garcia-Huidobro, C.P. Gupta et R. Manasevich [16].

Dans [8], W. Feng et J. Webb ont étudié le probléeme

2"(t) = f(t,2(t), 2/ (t) site]o,1]
m—2 (3.2.2)
2'(0) =0, 2'(1) = 3 a;a'(§;)

i=1
dans le cas ot a; = 0 pour tout 7 € {1,...,m} et f satisfait la condition de Carathéodory,
en utilisant le théoréme de Schauder, ils ont donné quelques resultats d’existence d’une
solution.
Comme contribution récentes dans le cas du p — Laplacien, le probléme
(8, (1)) = (t,2(t),2'(1)) sit €]0,1]

m—2 (323)
#(0)=0,2'(1) = 2. a'(§;)

i=1
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3.2. Existence de solutions par un théoréme de continuation

ot pour p > 1, ¢, (s) = |s|P% s a été étudié dans [16, 20, 40].

Une autre généralisation du probléme (3.2.2) est

= f(t,x(t),2'(t)) site]0,1]
m—2 (3.2.4)
2'(0) =0, 0(2'(1)) = 32 aif(2'(&;))
i=1
ol f : R — R est un homéomorphisme et f satisfait les conditions de Carathéodory. Le
probléme (3.2.4) est étudié par J. Mawhin [21], il a obtenu des resultats d’existence d’une

solution par la méthode de Continuation.
La motivation pour notre étude vient du fait que les problémes (3.2.2) , (3.2.3) et
(3.2.4) sont des cas particuliers du probléme (3.2.1) qu’on va étudier dans cette section,

on va donner quelques resultats principaux d’existence d’une solution et cela en utilisant les
propriétés du degré topologique.
Soit f*:[0,1] x R? x [0,1] — R une fonction définie par :

f(t,s,r, 1) = f(t,s,7) V(t,s,7)€0,1] x R (3.2.5)

On pose y =6 o ¢ .

3.2.2 Formulation en un probléme du point fixe

On définit la fonctionnelle 3 et Popérateur ¢* sur C*([0,1]) x [0,1] de la maniére suivante

Bz, A) = A0('(1)) — n;Zf a;0(2'(§;)) + (1 = A) {aﬁ(w’(l)) - 1212 amﬁ(x’(&))] - (3.26)
et

P, () = 2(0) + 7 (AAz(1)) = 30 ary (AAz(E;)) (3.2.7)
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3.2. Existence de solutions par un théoréme de continuation

Soit E = C'([0,1]), l'espace de Banach muni de la norme |ul|, = Max(||ul|,, |«/[|,) o
[ullg = sup |u(t)].
[0,1]

Considérons le probléme aux limites ;

{ O = A £(62(0,2/0),3) sit€10.1] 529)
2'(0) =0, B(z,A) =
F: R — R est une fonction définie par :
. &
pr— Flp Z (t,p,0,0)dt — | f*(t,p,0,0)dt (3.2.10)
oo |
Lemme 3.2.1 Soit (z,\) € E x [0,1].
x est une solution du probléme (3.2.9) si et seulement si
r=Y*(z, N).
Preuve. Soit (), z) € [0,1] x C*([0,1]).
Si x est une solution du probleme (3.2.9) , alors
o2 (1)) = /)\ (1 (), 2' (1), N)dr = NAx(t). (3.2.11)
0
Cela implique que
0(z'(t)) =~ (/A f*(T,x(T)w'(T),/\)dT) =7 (AAx(t))
0
De plus
m—2
0 = BleN) = Al (Ma(D) - £ any (Ma(e) (3:2.12)
H(1-A) (Ax(l) N aiAx(gz-)>]. (3.2.13)
i=1
Par (3.2.7) , (3.2.11) et (3.2.12) , on déduit que pour tout ¢ € [0, 1]
x(t) = (x, \)(t) . (3.2.14)
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3.2. Existence de solutions par un théoréme de continuation

Réciproquement, si z = ¢*(x, A) alors en dérivant on obtient
a'(t) = ¢7' (Aa(t))
d’ou
0('(t)) = v (NAz(t)) (3.2.15)
avec vy =f0o¢ L.

De (3.2.15) , il vient 2/(0) = 0 et pour tout ¢ € [0, 1]
(G (B)) = A f*(t, 2(), 2'(2), N).
En remplagant ¢ = 0 dans (3.2.14) , on obtient la relation (3.2.12) . m
Lemme 3.2.2 L’opérateur 1* est complétement continu sur C*([0,1]) x [0,1].

Preuve. En effet, il suffit de montrer que pour tout A € [0, 1], 'opérateur L = L, défini

par
La(t) = /qﬁ_l (MNAz(s)) ds

est complétement continu.

i/ Continuité:

En effet, soit © € C([0,1]) et (zn)nen € C*([0,1]) une suite qui converge vers x dans
C1((0,1)).

Presque pour tout ¢ dans [0,1], f*(¢,.,.,.) est continu par rapport a z,y et A, on a
nhinwf*(t,xn(t),x;(t), A) = f*(t,z(t),2'(t), \) presque partout sur [0, 1].

Posons ,(t) = f*(t,2a(t), (), N) et (t) = (¢, 2(8), (), \),

Puisque f *satisfait la condition de Carathéodory, on a Vn € N, ¢, (t) < pg(t) p.p
sur [0,1], ou R = max {||z||,,||znll;, n € N} et pp € L([0,1]). D’apres le théoréme de la
convergence dominée de Lebesgue,

1
lim [ o, (s) = p(s)| ds = 0.

n—00
0
t t

n—oo

0 0

Ceci entraine que lim [ ¢, (s)ds = / ©(8)ds uniformément par rapport a ¢ € [0, 1].
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D’ou

lim A]w,xs)ds = (A [ etsras

n—00
0 0

n—oo

t
lim o~ * )\/npn(s)ds = ! )\/go(s)ds
0 0

uniformément sur [0, 1].

Donc
lim L, ~ Tl =0
tim (22, = (7], =0
d’ou la continuité.
ii) Compacité :
Soient r > 0 et B = B(0,r) N K. Dans le but d’utiliser le théoréme d’ASCOLI-ARZELA,
nous allons montrer que L(B) est un ensemble équicontinu. Pour tout ¢; et ¢y dans [0, 1],

t; <ty et x € B, puisque f vérifie la condition de Carathéodory, il existe p, € L'([0,1])
telle que

[f7(t,x(t), 2 (), )| < p,.(t) p.p sur [0,1]

d’ou Mz (t) < ||p,|| ;1 sur [0, 1].

D’autre part,
to
La(t) ~ Lot < [ 67 (o)t =clta =t (3:2.16)
t1
avec ¢ = ¢ (||p,.||;1) - Il découle alors de (3.2.16) que pour tout w, z € [0, 1]

La(t) — La(ts)] < clts — ta] -

Ceci signifie que L(B) est équicontinu. Enfin, pour tout x € B et t € [0,1], |L(z)(t)| =
t

/gb_l (Mzx(s))ds | < c et d’aprés le théoréme (4.3.4) d’Ascoli Arzela, 'opérateur L est
0

completement continu. m
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Lemme 3.2.3 Soit Q C C*([0,1]) un ouvert borné. Posons Qy = QNR.
Si les conditions suivantes sont vérifiées

i/ VYA €]0,1], le probléme (3.2.9) n’a pas de solutions dans OS2,

i1/ Uéquation F(p) = 0 n'admet pas de solution dans 0QNR,

111/ le degré de Brouwer dg(F,$,0) # 0 o dg(F,,0) =

Alors le probléeme (3.2.1) admet au moins une solution dans Q.

Preuve. Supposons que le probléme (3.2.1) n’admet pas solutions dans 052, cela signifie
que le probleéme (3.2.9) n’admet pas de solutions pour A = 1.

On va montrer que 9" (z,0) # = pour tout x € 9.

En effet, si on suppose que 1"(.,0) admet un point fixe dans 02, alors

&

/ f*(ry (), 2/ (7), 0)dr — zaz £ (7. 2(r), 2'(r), 0)dr),

=

donc z est constante sur [0, 1].

Si on pose p =z, alors p € 02N R et

&

1
Z / (t,p,0,0)d /f*tp,O 0)dt =0,
= 0

0

ce qui contredit '’hypothese (ii). Par conséquent, Vz € 09 " (x, \) # x pour tout A € [0, 1]

La propriété de 'invariance du degré par ’homotopie entraine drs(I — ¢*(.,1),,0) =

drs(I —1*(.,0),9,0). D’autre part, ¥*(.,0) : C*([0,1]) — R,
5.
*(x,0) /f 7, x( (1),0)dr — Z a; | f*(r,x(7),2'(7),0)dr
= 0
est continue sur C*([0,1]) et Im(v*(.,0)) C R; donc lopérateur ¢ = I — *(.,0) est une

perturbation de dimension finie de I'identité, et par la définition du degré on a d;s(p,2,0) =

dp(®/arr, N R,0) . De plus, Vr € QONR

¥*(x,0) = 2(0) = F(x(0)) = z — F(x),
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donc
F(z) = (I - ¢*(-70))/Q0R($) = SO/QmR('T)-
dLS([ - w*(v 1)>Q70) = dLS(§07Q>O) = dB(F> Qan> 7£ 0.

Par conséquent, l'opérateur ¢*(.,1) admet au moins un point fixe dans €2, solution du

probléme (3.2.1) . =

3.2.3 Résultats principaux

Théoréme 3.2.1 On suppose que f satisfait les conditions suivantes :

i) Il existe des fonctions positives dy dy et r dans L'([0,1]) telles que

|f(t, 2, y)] < di(t)-0(]x]) + da(t).0(|y]) + r(t)
presque pour tout t € [0,1], et pour tout (z,y) € R?
1) Il existe A > 0, A > 0,B > 0 et ug > 0, tels que pour tout (t,u,v) € [0,1] x R? si
|u| > ug alors
|f(t u,0)| = Ag([ul) — A.p(|v]) — B.

t9t) 1l existe un nombre réel R > max {ug, B/A} tel que pour tout (p,t) € |R, +oo[ x [0, 1]

f(t,p,0)f(t,—p,0) <0,

tw) On suppose que ||dz||;. <1 et © : [0, 400 — [0, +00] une fonction définie par

“1p ldall 7]l 2 1 Adlda Al B
O(z) = ¢ ( $(2) + )+o (2) )
1 —lda[ s 1 —|lda[ s AL = [|da ]| 11) AL = [dof[p) A
et telle que
lim 2 (3.2.17)
z—00 2

Alors le probléeme (3.2.1) admet au moins une solution dans C1([0,1]).

Remarque 3.2.1 La relation (5.2.17) implique que ||dy || + [|d2|l < 1.
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Exemple 3.2.1 Considérons le probléme aux limites ;

[6,(2' ()] = A(t).0,(x(t)) — A |2’ ()P~ = B sit€]0,1]
/ / m—2 / (3.2.18)
7(0) =0, ¢y(#'(1)) = 25 aigy(+'(&:))

o p>1,q¢=1/p—-1= p* (¢, = ¢;1) et a; > 0, Vi € {1,....m — 2} avec 0 <
m—2
Sa; <1, X € CY[0,1],R) est une fonction strictement positive sur [0,1], B > 0
i=1
et A € ]0,1[. On pose X\g = infjo A(t) et f(t,z,y) = A(t).9,(x) — A. lyP"' — B. Si
(Al /1=A)P "1 (1+(A/X)P ) < 1, alors les conditions du théoréme (3.2.1) sont vérifiées.

Par conséquent, le probléme (3.2.18) admet au moins une solution. (pour plus de détails,

voir [16])

Preuve. La preuve est divisée en trois étapes; dans chacune on montre qu’une condition
du lemme (3.2.3) est satisfaite pour f*(¢,z,y,\) = f(¢,z,y) sur [0,1] x R? x [0, 1].

1¢¢ étape: Pour vérifier la condition (i) du lemme (3.2.3) , il suffit de montrer qu’il existe
po > 0, tel que pour tout zz € C([0, 1]), si z est solution du probleme (3.2.9) , alors ||z ||, < po
pour tout A €]0, 1], car dans ce cas lorsque on prend © = B(0, Ry), ou Ry > max{R, p,}
avec R est la constante de I’hypothese (iii), pour tout A €]0, 1], le probléme (3.2.9) n’admet
pas de solutions dans 0€2p, .

En effet, supposons que (), x) €]0,1] x C'([0,1]) tel que = est une solution du probléme
(3.2.9) . Puisque f(z,A\) =0, on a

7 (A Az (1)) - 722 ary (MAz(€) + (1 — A) (A:c(l) - Ej aiA:c@)) 0 (3219

avec

D’abord, on montre que ||z, < ug+ O(||z|,), ot ug est la constante de I’hypothese (ii).

Pour tout t € |0, 1], on a

o2 (1)) = /0 A (s,x(s),2'(s))ds et 0(2'(t)) =~ (/0 )\f(s,x(s),x’(s))ds) . (3.2.20)

En utilisant ’hypothése (i) on trouve

|o(2'(1))] S/O (d1(s)-@(|z(5)]) + da(s).0(|2'(s)]) + r(s))ds.
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et la croissance stricte de ¢ entraine

o([12llo) < ollzllo) l1dall o + d(Ul"llg) d2ll 1 + Il

donc

¢l zllo) lldall s + ”THLI) (3.2.21)
1= [lda||

e S'il existe p € [0, 1] tel que |x(p)| < up, alors pour tout ¢ € [0, 1]

¢
/ 2'(s)ds
P
et par la relation (3.2.21) , on tire

Alllo) l1dall 2 + [l s
1= [|ds[ 1

12'llg < &7 (

lz(t)| < |=(p)| + <wup+ 2],

llly < uo + ¢

) < uo + O([|lzlp), (3.2.22)
e Si |z(t)| > ug pour tout ¢t € [0, 1], alors I'hypothése (ii) entraine
AN.o(|x(t)]) — A.p(|2'(t)|) — B < | f(t,z(t),2'(t))] pour tout t € [0, 1]. (3.2.23)

Montrons qu’il existe 71 € ]0, 1] tel que f(71,z(71),2'(71)) = 0.
Raisonnons par I’absurde, supposons que f(7,z(7),z'(7)) # 0 pour tout 7 € ]0,1]. La

fonction Ax est strictement monotdne, on peut supposer que

Ax(t) = /f(T, z(7),2' (1), \)dr > 0 pour tout ¢ € ]0, 1. (3.2.24)

m—2
i/ Si ; a; =0 alors la relation (3.2.19) devient

7 (AAz(1)) + (1= A) (Az(1)) =0

et cela contredit (3.2.24) .

m—2
ii/ Supposons que Y a; # 0, on pose
i=1
m—2 m—2 m—2
T= 5> a, Ii =3 ary(MNz(§;)) et I = Y a;Ax(E;).
i=1 i=1 i=1

Soient £1,€7 dans [0, 1] tels que
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et
Ax(g :ze{f?i,fi_l Ax(&;)
Pour tout ¢ € {1,..,m — 1},
Ax(§7) < Ax(&;) < Ax(€7) (3.2.25)
et
v (Az(€7)) < v (AAx(E)) < v (Mx(ET)) - (3.2.26)

En multipliant les relations (3.2.25) et (3.2.26) par a; et en sommant par rapport & i, on

trouve

Ty (ANAz(£7)) < I < Ty (Mz(¢h)),

et
TAz(§) < I < TAz(€h).

Puisque la fonction Az est continu, il existe t1, to dans [a, b] tels que
I I
v (ANzx(t)) = a et Ax(ty) = T (3.2.27)

ot a = min(¢, &%) b= max(¢,¢T).

En tenant compte de (3.2.27) la relation (3.2.19) devient
v (ANAz(1)) — Ty (Mzx(ty)) + (1 — N) (Az(1) — T Az(ts)) = 0.
vy(AAz(1)) + (1 — N)Az(1) =T [y (ANAz(ty)) + (1 — X)Ax(t2)] (3.2.28)

et cela contredit la croissance stricte de la fonction Az.

Soit 71 € ]0,1[ tel que f(71,z(71),2'(71)) = 0, la relation (3.2.23) entraine
[2(r1)] < ¢~ (Ag(ll2’lly) /A + B/A). (3.2.29)

D’autre part, pour tout ¢ € [0,1],

z(t) = z(11) —i—/o z'(s)ds (3.2.30)
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et en tenant compte des relations (3.2.21) et (3.2.29) , il vient immédiatement que

(A S(lly) L + Dl ) _Jcmwawﬂp+wm0
Ielly < ¢ (A[ L, BT 1 [,

d’ol
[zl < ©(zlly)- (3.2.31)

Maintenant, on montre qu’il existe p, > 0 tel que ||z||;, < po.
La relation (3.2.17) de 'hypothese (iv) signifie qu’ il existe p, > R tel que si z > p,,

alors
up + O([|[y)

Izlo

ou R est la constante de ’hypothese (iii).

<1

Puisque [[2]l, < o + ©(lJull), on a [lzll, < pp.

D’autre part, en utilisant I'inégalité (3.2.21) , on trouve

, 4 (o(]|x dill ;1 + 7|1
o'y < o7t (LIS e ) < o,
lda|[ 2

donc

12']lg < O(llzlly) et [[zllo < po (3.2.32)

Il est clair que si ||z]|, > ||2'||, alors ||z]|; < py, on suppose que ||z||, < ||z'|,, alors
O(llzlly) < Ol2"llo),
et avec la relation (3.2.32) cela entraine que

12"llo < ©Cll="llo)

done [l2ll, < p.

2°me gtape: On vérifie la condition (ii) pour Pouvert Q = B(0, p,).

En effet, pour tout p € Q) NR,
ol =po > R

et par ’hypothese (iii), on a f(t, p,0)f(t, —p,0) < 0 sur [0, 1].
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On peut supposer que f(.,p,0) > 0et f(.,—p,0) <0 sur [0, 1].
Par le fait que f(.,p,0) > 0, il vient

&

1 1 1
-2
al/ftp, /ftp, dt<T/ftp, /ftp, )dt <0,
1
0 0 0

0

3

i

donc F(p) < 0.
Par le fait que f(.,—p,0) < 0, on obtient

(—~F(=p)) < 0.

d’ou la condition (ii) du lemme (3.2.3) .
3cme étape:

Le degré de Brouwer de F' est

dp(F,Q,0) = 1/2[sgn(F(py)) — sgn(F(—py))]-

Pour avoir dg(F, 0, 0) # 0, il suffit que F(py).F(—p,) < 0.

En effet, on a
& 1

F(py) = Z ai/f<t»P070)dt _/f<t’p0a0)dt

0 0
et
&; 1
F(—py) = Z / —po, 0)dt —/f( po,0)d
=1 0 0

Puisque p, > R, on a ou bien
f(t7p0a0) <0et f(t7 _p070) > 0 sur [Oa 1]

ou

f(t,pg,0) > 0et f(t,—py,0) <0 surtel01].

On procéde de la méme maniére que la preuve de la condition (ii), on constate que

F(po)-F(—py) <0

donc dg(F,,0) # 0, d’ou le resultat. m
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Théoréme 3.2.2 Supposons que la fonction f vérifie les conditions suivantes;

1/ 1l existe M > 0 tel que pour tout (t,u,v) € [0,1] X R?, si |u| > M alors
w. f(t,u,v) >0, (3.2.33)

2/ Pour tout K > 0, il existe deux fonctions positives by et by dans L'([0,1]) telles que pour
tout (u,v) € [-K, K| x R,

|f(t,u,v)| < bi(t) + ba(t)o(|v]) p.p sur [0,1]. (3.2.34)

Alors le probleme (3.2.1) admet au moins une solution dans C*([0,1]).

Preuve. La preuve est divisée en trois étapes dans chacune on montre qu’une condition
du lemme (3.2.3) est satisfaite pour f*(t,z,y,\) = f(¢,z,y) sur [0,1] x R? x [0, 1].

1¢7¢ étape: On montre qu'’il existe ¢ > 0, telle que pour tout (), z) €]0,1] x C1([0,1]),
si x est une solution du probléme (3.2.9) alors ||z||, < c.

Soit M > 0 la constante définie dans I’hypotheése (1), supposons que (A, z) €]0,1] x
C'(]0,1]) tel que z est une solution du probléme (3.2.9) , alors pour tout ¢ €]0, 1],

((2'(2))) = A f(t,2(2), 2'(2)).

et

—2

Blz,A) = AMO@E'(1) = X2 aib(@'(S,))

1= [0 (1) = 5 ao€)]

avec 2'(0) = 0.
On montre que |z(0)| < M. Raisonnons par 1’absurde, supposons que |z(0)| ¢ [0, M].
On va considérer seulement le cas 2(0) > M ( pour le cas z(0) < —M, on procéde de la

méme maniére). La continuité de x entraine qu’il existe € > 0 tel que pour tout t € [0, €]
x(t) > M.
L’hypothese (1) entraine que pour tout ¢ € [0, €]

f(t,z(t),2'(t)) > 0.
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Puisque 2’ est strictement croissante sur [0, €] et 2/(0) =0, on a 2’ > 0 sur [0, €.

On pose
ty =sup{t € [0,1] / 2 est strictement croissante et positive sur [0, ]}

on a ty > €.
i/ Si ty < 1, puisque z(ty) > M , il existe & €]0,ty[ tel que pour tout ¢t €
[tM — 0, ty + 5]
x(t) > M.

Par I'hypothese (1), pour tout ¢ € [ty — 8, tpr + 0]

f(t, z(t),2'(t)) >0

de plus 2'(t) est strictement croissante et positive sur [0, ¢y, + 0], ¢a contredit la maximalité
de tM
ii/ Si t) = 1 alors 2’ soit strictement croissante et positive sur |0, 1].

D’autre part, puisque B(z, ) = 0, il existe 7 € {0, ¢} tel que

comme 7(z'(1)) < w(2'(£)), on a
(1) < 2'(§),

absurde. Par conséquent |z(0)| < M.
Posons

vy =sup{t € [0,1]/ |z(s)| < M sur [0,t]}.

Pour K = M, on a
|z(s)] < K pour tout s € [0,vy] . (3.2.35)

Par ’hypotheése (2), on a pour tout ¢ € [0, vy]

|f(t (), 2" ()] < bi(t) + ba(t)o(|2"(B)])
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et ainsi,

)= [ st o] <l + [ o) ot1 s

On appliquant le lemme (4.3.1) ( Gronwall ), on a pour tout ¢ € [0, vy]

()] < llsexpl [ balshds < il exp [l
Si on pose, cg = |b1]| 1 - exp ||b2|l 1 et ¢ = M + ¢~ (cp) + 1, alors
|2’ (t)] < ¢~ (co) sur [0,vp] . (3.2.36)
Dans le cas ol vy = 1, les relations (3.2.36) et (3.2.35) entrainent
lzlly < e

Supposons que vy < 1, dans ce cas on a |z(vy )| = M.
On va montrer que
2"y < ¢ (<o),
seulement pour le cas x(vy) = M ( pour le cas x(vy) = —M on procéde de la méme
maniére).
La fonction x n’admet pas de maximum local sur |vyy, 1], car sinon il va exister ¢ty €]var, 1]

tel que 2/(ty) = 0 et tel que

(to) > M et (¢(2'(1))) \t=t, <0,

donc f(to, z(to), ' (t9)) < 0 et cela va contredit ’hypothese (1).

Puisque x est strictement croissante et positive sur |vy, 1], donc pour tout ¢ €Jvyy, 1]
z(t) > M.
L’hypothese (1) entraine que pour tout ¢t €luyy, 1],
f(t,z(t),2'(t)) > 0.

Donc x’est strictement croissante et positive sur |vyy, 1].

De plus, puisque f(x, A\) = 0, il existe 7 € {0, ¢} tel que
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et avec le fait que 2/(1) > 0 cela signifie que I’ensemble
={ie{l,....,m—2} tel que 2/(§;) > 0}.

est non vide.
Soit j € € tel que
2'(€;) = maxa'(§,),

zEQ

puisque 7 est strictement croissante, on a

m(@'(1)) < X am(@'(§,) < (Z az) m(@'(&;))

1€Q) 1€

m—2
et avec le fait que > a; <1 on trouve

i=1

(1) < x'(ﬁj).
Puisque 7' est strictement croissante sur |vyr, 1], on a §; ¢Jva, 1], donc 2/(;) < (o)
et
7'(t) < 2'(1) < ¢ eo) Yt €uas, 1]. (3.2.37)

Les deux inégalités (3.2.36) et (3.2.37) impliquent que
271l < 6~ (co). (3.2.39)

De plus, pour tout t €]vyy, 1]

lz(t)] < |x(var) ]—i—f|w ) ds < M+ ¢ (cp) (3.2.39)

VM

En tenant compte de (3.2.38) , la relation (3.2.39) entraine
], < e

2°me gtape: Soit p € N NR, avec = B(0, ¢).

On peut ecrire la fonction F' sous la forme

1 1
m—2 m—2
F(p) =— a; /f (t,p,0)dt + a; [ f(t, p,0 : (3.2.40)
0

=1 =1
&
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Puisque |p| = ¢ > M, par ’hypothése (1) on a pour tout ¢ € [0, 1]
p.f(t,p,0) > 0.
e Si p=calors f(.,p,v) > 0 sur [0, 1] et par la relation (3.2.40) on a
F(p) <O.
e Si p=—calors f(.,p,v) < 0 sur [0,1] et toujours par (3.2.40) il vient
F(p) > 0.

Par conséquent, on a Vp € 02 NR, F(p) # 0.
3°me gtape: Puisque F(c) < 0 et F(—c) > 0, le degré dp(F,,0) #0 . =
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3.3 Existence de solutions par la méthode des sous et

sur-solutions

3.3.1 Introduction

Dans cette section, on s’intéressera a I’étude du probleme aux limites & plusieurs points
—u(t) = f(£,u(t), ' (t)) t€]0,1]

W'(0) = D20 a' (t:) = A, u(l) — 3200, bu(ti) = Ao
oum €N 0<t; <ty<..<ty,<I1, (A, o) €R? (a;,b;)) € RT x R" Vi e {1,....m}.

(3.3.1)

Dans toute la suite, on va supposer que (> . a;, » oo, b;) €]0,1[x[0,1[ et f : [0,1] x
R? — R est une fonction vérifiant :

i) f(.,z,y) est mesurable sur [0, 1] pour tout (z,y) € R2.
ii) f(¢,.,.) est continue sur R? p.p sur [0, 1].

Dans le cas ot Ay = A2 = 0 et m = 1, le probleme a été largement étudié par J.Y. Wong
et D.Q. Jiang [39]; ils ont donné des différents resultats d’existence d’une solution par la
méthode des sous et sur solutions et cela en utilisant les propriétés du degré topologique.

Dans notre cas, on va supposer que (Aj, A2) € R? on donnera deux domaines disjoints
AP AN dans le plan (A1, \2) tels que, si (A, \a) € AF | alors le probléme (3.3.1) admet au
moins une solution et si (A1, A\2) € AV, alors le probléme (3.3.1) n’admet pas de solutions.

Pour cela, on va utiliser les conditions suivantes ;
(H1) Vv >0, 3p, € L([0,1]) telle que

f(t,z,y) < p,(t) pour tout (t,z,y) € [0,1] x [—v,7]>.
(H2) 3(&,n,r) e R2x L([0,1]) telque 0 <np <&, 7 >0,0na

ft,z,y) <r(t) Y(t,z,y) € [0,1] x [0,&] x [=£,0]

et

1 /1 1 /tf
—_— r(s)ds + ——=m— a; r(s)ds| <n
1_21—161'[0 (#) 1_22‘—1%; 0 5)
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(H3) 3(ny,my) € RL x RY tel que

f(t,l‘,y) > X(t).$ ‘v’(t,x,y) E]tm7 1[><[7717 OO[X] — 00, _772]7

avec x € L([tm,1]), x > 0 telle que; f;ﬂ(l —s)x(s)u(s)ds > 1 —=>"" b;, ou p(t) =
min {¢,1 — ¢}, ¢t € [0, 1].

Ce probléme a été étudié par Lingju Kong et Qingkai Kong [18].

On consideére les espaces de Banach X = C'(0,1) et L([0,1]) muni respectivement de la
norme [[uf| = max {|ull., . [|v/|| .} et [[ull, = [y u(s)] ds, o [Ju] = max|u(t)]
Définitions :
Soit u € X .
1/ On dit que u est une sous-solution du probléme (3.3.1) si elle vérifie le systéme :
u’(t) + f(t,u(t),u/'(t) >0 t€]0,1]
d(0) = 7 @ () = Ay u(l) = S bu(ty) < A
2/ On dit que u est une sur-solution du probléme (3.3.1) si elle vérifie le systéme :
u’(t) + f(t,u(t),u'(t) <0 t€]0,1]
W(0) = S @ (1) < vy u(1) = S but) > do

Dans toute la suite, on va considérer les sous ensembles de R? suivants :

0 —\1.bh + No.d
bll 1‘07 )‘2 S bllca - 5/2; 20 S C},
2 1¥1
| M =) (=S a)
7 (1— Zf’ll a;)(1— 221 bi) -

ALY = {O\l,)@) eR? A\ >

A*N = {(/\1,/\2) € R2, /\1 S —7’]2(1 — ;ai
0}

AE {()\1,)\2)61\57 A <0, Ay >

avec
a'lzl—Zaz, b, —1—2@, —1—th etc=E—n,

ou ¢ et 1 sont deux constantes définies dans I’hypothése (H2) et 7, et 7, sont deux constantes
définies dans I'hypothese (H3).

Soit A un sous ensemble de AZ défini par

AP = Ay U Ay,
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ou

Ms

AOZ{()\l,)\g)EAE/)\1<O Alzb(t —1)+)\2( CLZ)>0}

A

et

Al = {()\1,)\2) c A*E/)\l 2 07)\1(2 bztz — 1) -+ )\2(1 — Zaz) > 0} .

=1 =1
3.3.2 Formulation en un probléme du point fixe

Considérons le probléme aux limites :
v'(t) = (t v) t€]0,1]

v(0) = 225 e (t) = 0, v(1) = 322, biv(t) = 0
ou g(t,v) = f(t,v(t) + My + Aaya, V(1) + )\1y1) avec

(3.3.2)

t mobit; — 1
Y1 (t> = m + %:1_1 m s
1=>a (1= 0 a)(1 =320 b)
1

ya(t) =

1 - 27111 bi
Pour chaque n € R, on pose X(n) = {v € X, (v(t),v'(t)) € [0,1] x [-n,0] Vt € [0,1]} .

On remarque que X (7) est croissante par rapport a 7 (au sens de I'inclusion).
On définit un opérateur 73 : X — X de la maniére suivante :

Tsu(t) :—fot—s (s,u)ds + tb(u) + c(u), ou

b(u) = _1—21;';1(1 i1 i fo (s, u)ds

C(“):@;mbfo —s)g(s,u)ds — > bfo g(s,u)ds + Aul
Au:ll__zg;mly ST a fog(s,u)ds.

En utilisant le fait que f est positive, on peut montrer que T3u > 0 Vu € X.

Soient a et 3 deux fonctions dans X, telles que a(t) < B(t) et o/(t) > B'(t) Vt € 0,1].
Pour chaque u € X, les fonctions @ et @Y : [0, 1] — R sont définies par :

@M (t) = max {B'(¢), min {u'(t), /(1) }}, 4(t) = max {a(t), min {u(t), B(t)}} t € 0,1].
On pose p(u'(t;)) = @V (t:), W(u(t:)) = a(ts).

84



3.3. Existence de solutions par la méthode des sous et sur-solutions

On définit la fonctionnelle f3 :]0, 1[xX — R de la maniére suivante :

>
Ju'(t)) F(t) < u'(t) < o'()

Uu
B(t) + 408w (t) < ().

falt,u) = ¢ f(t a(t)
ft,8(),
Il est facile de vérifier que f3(t,.) est continue et bornée sur X, presque pour tout ¢ €]0, 1].

Considérons le probléme aux limites ;

—u"(t) = f3(t,u) t€]0,1]
w'(0) = D20 aip(u'(t) = Ay, u(l) = 320, b (u(ts) = Ao

On remarque que & (t) = o/(t),B(l)(t) = [B'(t) et que Vt € [0,1], f3(¢,.) est bornée et

(3.3.3)

continue sur X. On définit 'opérateur 7' : X — X de la maniére suivante :

Tx(t) = Za;(t —1)+ Zb; + X+ / G(t, s)f3(s,u)ds,
i=1 i=1 0

ou a; = a;p(2'(t;)) + %, b, = bip(z(t;) i € {1,..,m} et

1—s si0<t<s<1
G(t,s) = :
1—1¢ si0<s<t<L1

Lemme 3.3.1

i/ x est une solution du probléme (3.3.3) si et seulement si x vérifie l’équation :

r=Tz (3.3.4)

i/ Si x est un point fixre de T3, alors x est une solution du probléme (3.3.2) et la
fonction

U=+ My + Aayo

est une solution du probléme (3.3.1) .

Preuve.

i/ Soit z une solution du probléme (3.3.3) .

2(t) = 2(0) + 2/(0)¢ — /0 /0 " f(r 2)drds, (3.3.5)
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En integrant les deux cotés de linégalité (3.3.5) et avec le fait que 2/(0) = A +
> imy aip(a' (), on trouve

o) =20)+0'0) ~ [ [ flradrds = 2+ - bvtate)

don 2(0) = S bab(x(t:)) + Ao + [} [ fa(r,x)drds — (M + S0, aip(2' (1)),

D’autre part,

/tl /OS fa(r,z)drds = (1 — t) /Ot fa(s,x)ds + /tl(l — ) fs(s, x)ds,
donc,

/tl /Os f3(7,x)drds = /01 G(t, s) fa(r, )ds,

d’ou I'équation (3.3.4) .

Reciproquement, supposons que x vérifie ’équation (3.3.4) . On pose,
h(t) = /0 Gt ) (s, 2(s). 2/ (s))ds, £ €]0.1]
Pour tout ¢ €]0, 1]
B (t) = — /Ot f3(s,x)ds et 2" = h" = — f3(t, x)

avec . .
2 (t) = Za; —/ f3(s,z)ds et G(1,.) =0
i=1 0
donc
2(0) =Y a; = > aip(a'(t;)) + A1 et x(1) = Db+ Ao,
i=1 i=1 i=1
x est une solution du probléme (3.3.3) .

ii/ Siu(t)=— fot(t — 5)g(s,u)ds + tb(u) + c(u) alors

et vt €0, 1] :

u"(t) + g(s,u) =0 '
u(t) = — [ g(s,u)ds + b(u) = u'(0) = S0 agu(t;)

u est une solution du probléme (3.3.2) . =
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Lemme 3.3.2
1/ S’il existe p € L'([0,1]) tel que pour tout (t,z,y) € [0,1] x [a(t), B(¢)] X [B'(t),/(1)]

[t 2, y) < p(t),

alors les opérateurs T' est complétement continu sur X.
2/ Si on suppose qu’il existe (,r) € R% x L([0,1]) tel que pour tout (t,z,y) € [0,1] x
[0,€] x [=¢€,0];
[z y) <r(t),

alors Tz : X(§) — X est complétement continu sur X (£).

Preuve. Il suffit de montrer la continuité de
Au(t) = (t—=1)) aaM(t;)
i=1

et que 'opérateur )
Lu(t) = [ Gs)als.uls)ds
0

est complétement continu sur X.
En effet, soit ug € X, et (u,), C X une suite telle que, lim u,, = ug dans X.
n—oo

Pour tout 7 € {1,...,m}, on pose
A; s u—s a(t), avee 4 (t) = max {F'(t), min {u'(t), o/ (t)}} .
Il est claire que

On considere les sous ensembles; D! =|5'(t), o/ (t)[, D} =]a/(t), o00] et DL =] — oo, B'(1)],

on remarque que, Vu € X,on a :

u'(t) st u'(t) €]6(8), o' (1)1
a/(t) siu'(t) > /(1)
() si u'(t) < B'(t)
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o Si ug(t;) & {o/(t;), B'(t;)} alors il existe 3j € {1,2,3} / ug(t;) € DY et on a,

lim u, (t;) = ug(t;) € D}

n—oo

donc Ing > 0/Vn > ng, ul (t;) € Dt cela signifie qu’on a ou bien
@ (1) = g (1) € {o'(8), 5/ (8)} Yn = mo si j € {2,3)

ou

A (1) = w () et g (1) = wp(t:) si j = 1.

donc lim A;u,, = A;ug.

n—oo

e Siuy(t;) € {o'(t;),5'(t;)} , on peut supposer que uy(t;) = o'(;) ( les mémes arguments
utilisés pour le cas uy(t;) = B'(t;) ).

Puisque o (t;) > B'(t;), il existe n3 > 0 tel que pour tout n > na,
Uy, (t:) > B'(t:),
donc ﬂél)(t,-) =/ (t;) et
Ajug — Agun = o/ (t;) — max {3'(t;), min {u;, (t:), o/ (t:) } },
ou encore

|Aiug — Agun| = o/(t;) — max {§'(t;), min {u, (t;), o/ (t:)} }
= a/(t;) — min{u, (t;),a'(t;)}
|uy, () — o' (t)]

IN

avec lim |u),(t;) — &/(t;)| = 0, donc pour tout i € {1,...,m},

n—oo

et cela signifie que

lim Zau )(t;) = iaiﬁél)(ti).

Par conséquent , lim |Au,, — Aug| = 0et lim |(Au,)" — (Aup)’| = 0 uniformement sur [0, 1],
n—oo n—oo

d’ou la continuité.
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Il reste & montrer que Lu(t) = fol G(t,s) f3(s,u)ds est complétement continu.
(i) Continuité : Soit ug € X, (u,), une suite qui converge vers uy dans X.
On montre que les suites (Lu,,),, converge vers Luy dans X.
D’abord, on montre que |f3(.,u)| < p(.) + ||of + ||8]] + 1 Vu € X.
e Siu/(t) > o/(t) alors
/ /
) = (6 ale).(0) + D)

et par hypothése, on a |f(t, a(t),a/(t))| < p(t) donc

[t )] < ) + 100+ 15 oz <)+l +1
e Siu/(t) < B'(t) alors,
w(t) -

[fs(t,u)l = |f(t,B(t), B'(t) + <p®)+ 181 +1

L+ (w/(1))?

o Siu/(t) € [B'(t), o' (t)] alors, |f3(t, u)| = | f(t,a(t), v ()] < p(t).
On pose

Fo=fs(un), I = fs(-,u0) et g() = p() + llall + (8] + 1.

onaVneN|F,| <g.
Par continuité de f3(t,.) p.p sur [0,1], on a

lim f,(t) = F (t) p.p sur [0, 1].

n—oo

D’apres le théoréme de convergence dominée, on a

1

lim ‘fg(t, un) - fg(t, U0)| dt = 0.

n—oo 0

D’autre part, on a V(t,s) € [0,1]%, |G(t,s)] < 1 et

[(Lun) = (L) (£) < fi | sl wn) = folt wo) [t
[(Lun) = (Luo)' | (1) < fy |fa(t,un) — F(t, uo)| dt

Par conséquent, (Lu,,), et ((Lu,)’), convergent uniformément vers Lug et (Lug)’ respec-

tivement, d’ou la continuité.
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(ii) Compacité :

On remarque que pour tout u € X, (¢,s) € [0,1)* |G(t,5)] <1 —s et |f3(t,u)] < g(t).
Pour montrer la compacité de T} on va utiliser le théoréme d’Ascoli Arzela,

Soit B = B(0,r) avec r > 0. on va vérifier que I’ensemble L(B) est équicontinu, en effet,

Soit (s1, s2) € [0,1]?/s1 < s9,0n a Vu € B,

|Lu(sy) — Lu(s2)| =

/0 (Gs1,8) — Clsn,9)) fals, u(s))ds

[ (66109 = Glsas s s u(e)ds = [ o1 = salalsulshds + [ (s = s)alsuls)ds
Si on pose ¢ = fol g(s)ds, alors
|Lu(s1) — Lu(sa)| < clsy — sof,Vu € B.

De plus, L(B) est borné dans X. Donc l'opérateur F' est complétement continu. =

Lemme 3.3.3 Supposons que le probléme (3.5.1) admet une sous-solution « et une sur-
solution [ telles que a(t) < B(t) et o/(t) > B'(t) Vt € [0,1]. Si u est une solution du

probléme (3.3.3) , alors u est une solution du probléme(3.3.1) .

Preuve. Supposons que u est une solution du probléme (3.3.3) on remarque que si
(u(t), u'(t) € [a(t), B()] x [B'(t), ()]

alors,

aW(t;) = ' (t;) et a(t) = u(t)V(t,i) € [0,1] x {1,..,m},
donc,
fa(t,u) = f(t,a(t),u'(t) = f(E ult), (1)),
cela signifie que u est une solution du probléme(3.3.1) , donc il suffit de montrer que

(u(t),w'(t)) € [a(t), BE)] x [B'(t), o/ (2)].

1/ On montre seulement que u'(t) > §'(t) et u(t) < B(¢) pour tout ¢ € [0,1] ( les

inégalités u'(t) < o/(t) et u(t) > a(t) se démontrent de la méme maniére ).
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En effet, raisonnons par I’absurde, supposons qu'’il existe tq € [0,1] tel que v(ty) =
ming ;v(t) < 0 avec v =u' — .
Trois cas se présentent :

1" cas : Sity €]0, 1] alors,

0 = v'(to) =u"(to) — " (to)

S (Flte, Blt). (1)) + L) = F(ko)

0) ,
1+ (v (to))? ) + f(to, B(to), B'(to))

w(to)=5"(to) - () ahsurde.

cela implique que 0 = v'(ty) > — T (i)’

2¢me cas : Sity = 0 alors,
0 > v(0) =u(0) = 5'(0) =) aaV(t;) + A — 5(0)

> Z a;f'(t;) + M\ — 5'(0) > 0,

i=1
absurde.

3°me cas : Sity =1 alors 3t, €]0,1[/v(t.) <0 et v'(t,) <0, de plus,

o
Y

V' (t) = u"(t) — B(ts)

> —(f(t*,ﬁ(t*),@’(t*))+“/(t*) A'(t.)

_ 4 !
W> + [t B, B'(E4))

cela implique que 0 > v'(t,) > —“l/(j(i,;(f'gz) > 0, absurde.
2/ On montre que u(t) < f(t) Vt € [0,1]; en effet, si on pose w = u — 3 alors,

m

w(l) = Zbiﬁ<tz‘) + A= B(1) < szﬂ(ti) + A2 — (1) <0

donc, w(1) < 0. Puisque w’ > 0,onaw < 0. m

Lemme 3.3.4 Soitu € X, siu > 0 etu' est décroissante sur [0, 1] alors u(t) > p(t) maxg 1) u(s)

sur [0,1], ou p(t) = min {¢,1 — ¢} .
Preuve. Raisonnons par I’absurde, supposons qu’il existe tq € [0, 1] tel que,

u(to) < p(to) maxu(s)|

91



3.3. Existence de solutions par la méthode des sous et sur-solutions

Soit ¢, €]0, 1] tel que maxo 1) [u(s)| = u(t.).
Il est claire que ¢y # 0 car pu(0) =0 et u > 0.
Deux cas se présentent :
1" cas : Sitg < 1—tg alors u(ty) =tg et tg # 1,
e Si tg < t, alors, par concavité

ulto) —u(0) _ u(t.) — u(ty)
to - t. — to

ca implique que u(ty) > to.u(t.), donc

u(to) > pu(to) I[%fﬁ( lu(s)],
absurde.
e Sity = t, alors

U(tg) > tou(t0> = M(to)u(t*),

absurde.

e Si ty > t, alors

ul) —ulto) _ ulty) — u(ts)
donc
1—t
u(to) = (5 to) u(t.) > to-u(ts) = pu(to) max[u(s)|,
- Ux [071}
absurde.

2°m€ cas 1 Sitg > 1 —tg alors u(ty) =1 — to,
ulto)—u(0) - ults)—ulto) _ u(t,) < u(to)

to — t«—to to

e Si tg < t, alors, cela entraine que,

u(to) = (1 —to)u(ts) = plto) max |u(s)]

absurde.

e Si ty > t, alors,

<
¢a implique que
1—t
ulto) > (;—2)-u(t.)
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ainsi
u(to) 2 (1= to)-ulte) = plto) max fu(s)]
donc
ulte) > () > (1= to)aut.) = o) max us)]
absurde.

e Sityg=t, alors
ulto) < pto) maxfu(s)| = (L —to)ulto) < ulto),
absurde. Par conséquent u(t) > p(t) maxpju(s) V¢t € [0,1]. m

Lemme 3.3.5
i/ y1 <0 etys >0 sur|0,1],
11/ V(A, ) € R™ xR
ALy biti — 1) + Ao(1 = 377 ai)
(1=>20a) (1 =320 i)
19t/ V(A, A2) € RT xR

My biti = 1) + Ao(1 = 30 @)
(1—- 2211 a;)(1 - 2211 bi) ’

< Aiyr + Ay <

Moy biti = 1) + Ao(1 =370 ai)
(1 _Z:'il a;)(1 _Z:’il bi) .

Preuve. D’abord, on remarque que pour tout ¢ € [0, 1], on a

Ay1 + Aayo >

a/
t(l—f}lbi)Jribiti—l < (1—§bi)+§bm—1
< :nlbi(ti—l)go.
b/
t(l—ibi)Jribiti—lzibiti—l.

i/ Pour tout ¢t € [0,1], on a

t(l - ZZI bi) + 27;1 bit; — 1 <0
(1- 221 a;)(1— 221 bi) —

et ya(t) = #{1161 avec y .-, b; € [0, 1], donc ys(t) > 0.

yi(t) =
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ii/ Pour tout (A1, \2) € R™ x R,

/\1(t(1 - Zzﬂil bi) + Zyil bit; — 1) + )\2(1 - Zﬁl ai)
(1— 2111 a;)(1— Z?il bi) '

Ay1 + Aoy =
Par 'inégalité a/, on tire

AMY1 + Aayo >

ML bilti — 1) + Ao(1 =370 ai)
b

et l'inégalité b/, entraine

MO biti — 1) + X1 =70, ai)
(T=>m @)1 =320 bi) .

Ay1 + Ay <

iii/ v<)\1, )\2) € Rt x R,
Al(t(l - 2111 bi) + 27@11 bit; — 1) + )‘2(1 - 2111 ai)
(1— 221 a;)(1 — 221 bi) 7

Ao biti—1)+A2(1-3"1" 5 a4)
(1—2?;1 ai)(l—Z?ll bi)

Ay + Agye =

donc A\y1 + Aays >

3.3.3 Reésultats principaux

Théoréme 3.3.1 Supposons que le probléme (3.3.1) admet une sous-solution « et une
sur-solution 3 telles que a(t) < 5(t) et o/(t) > B'(t) Vt €]0,1] .
S7il existe p € LY([0,1]) telle que :

(2, y)| < p(t) V(t,2,y) €]0, 1[x[a(t), BH]x]5'(E), o/ (1)],

alors le probléme (3.3.1) admet au moins une solution u vérifiant :
(u(t), (1)) € [a(t), B)] x [B'(1), o' (V)] Vi € [0,1].

Preuve. On montre que le probléme (3.3.3) admet au moins une solution.

On pose g(.) = p() + llafl + (8] + 1, on a
|3t w)| < p(t) + [l + 181 + 1, V(E,w) € 0,1] x X.

D’apres le lemme (3.3.1) , il suffit de montrer que 7' admet au moins un point fixe.
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@0 (k)] < max {lafl, 181} et a(t)] < max{lall, |81} 1G(t5) <1 =
! Gt 5) fo(s,w)ds| < [lplly + llall + 18] + 1.
On pose My = max {||a||, [|5]|}, on a Vt € [0, 1]

)\ m
Dby S~ bty + Dl =+l + llal + 181+ 1

i=1

| Tul(t |<ZalMo+
=1

donc,

7l < 3 (bt + 22+ 3750+ Dl + ol + ol + 18]+ 1
i=1 i=1
Par conséquent, si on prend

- \

Z CLZMO —|—

)+ D biMo+ ol + [Ipll, + llall + 18] + 1
=1

onaTX C B(0,r), par le théoréme (1.3.1) de Schauder, on déduit que 'opérateur T admet

au moins un point fixe. m

Corollaire 3.3.1 Supposons que le probléme (3.5.1) admet une sous-solution « et une

sur-solution 3 telles que o'(t) > B'(t) Vt € [0,1] . On pose

o (t) = min {a (), B()}, B.(t) = max {a(t), (1)}

S’il existe p € L([0,1]) tel que

[f(t 2, y)] < p(t) V(E, 2, y) €]0, 1[x[an(t), B.(8)] X [B(£), o'()],

alors le probléme (3.3.1) admet au moins une solution u € X telle que

(u(t), u'(t)) € [au(t), B.(0)] % [B(2), o/ (1)] V2 € [0,1].
Preuve. D’aprés le théoréme (3.3.1) , il suffit de montrer que «(t) < (t) Vt € [0,1] :
En effet, si on pose v = 3 — a, alors v(1) > >, biv(t;).

Puisque o/(t) > f'(t) pour tout ¢ € [0, 1], v est une fonction décroissante et

v(t;) >v(1)Vi e {1,..,m}.

donc
m

v(l)zﬁbwm (1) 3 b,

i=1
et avec le fait que Y " b; < 1 ¢a entraine que v(1) > 0. m
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Théoréme 3.3.2 On suppose que l’hypothése H1 est vérifiée.

Sl existe (A1, A2) € R? tel que le probléme (3.3.1) admet au moins une solution t, alors
U 2 5\1y1 + 5\2y2 et ’l_/ S 5\13/’1

De plus, ¥ (A1, A2) € [A1, 00[x] — 00, As], le probléeme (3.3.1) admet au moins une solution
u vérifiant :

My + Ay <u<uetd <u' < Ay

Preuve. En effet, si on pose v = 1 — (lel + j\gyg) alors v est une solution du probléme
(3.3.2) , de plus
v>0etu> /_\1y1 +5\2y2.

Puisque f >0, v” <0 et
V(0) =) an!(t:) <) an'(0)
i=1 i=1

avec v'(0) < 0, donc
v <0,

et ainsi on trouve
' < Myl
Soit (A1, A2) € [A1,00[x] — 00, Ag], en utilisant le théoréme (3.3.1) , on montre que le
probléme (3.3.1) admet au moins une solution w.

D’abord, on vérifie que, @ = v 4+ A\y1 + Aay2 > Ay1 + Aoy ; En effet, on a
M < Aetd =0 + Ny,
avec y; < 0 et yo > 0, en tenant compte du fait que v < 0 on déduit que
< My,

@ = Ay1+ Aayo
B=1u

On remarque que a < 3 et o/ > 3. De plus, par 'hypothése (H1), on a :

Yy > 0,3p, € L([0,1]) telle que, f(t,z,y) < p,(t) V(t, z,y) € [0,1] x [=7,7]*

On définit deux fonctions (o, 3) € X? de la maniére suivante :
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3.3. Existence de solutions par la méthode des sous et sur-solutions

Pour v = max {||«||, |8}, f vérifie la condition du théoréme (3.3.1) . Pour montrer
ce théoréme, il suffit de vérifier que « est une sous-solution et [ est une sur-solution du
probléme(3.3.1) .

a) On montre que « est une sous-solution : en effet, V¢ €]0, 1],

t S bt — 1 1
¢ = ——
yl() + 7y2() 1_2211171'

L= a (=320 a)(1 =300 b)

donc
(1) = My (1) + Aoy () = 0> f(t, alt), (1))

de plus, o/(0) = \yi(0) = N\ 1—2%":1% et

1 m m
o () =My (t) = M—=— = (0) = Y _ad/(t;) = (0) ) a
1 Zifl @ i=1 i=1
donc .
o/ (0) =) e (t) = A,
=1
et

1) = (1) (1) = PP R

a(t;) = My (ti) + Aaya(ti) = it Zi:(llbi) g%iz)b(ilti—_zlj)@t 2\;)(1 et

donc, a(1) — >°" ba(t;) = Ag et par conséquent on a
o (t) + f(t,a(t),a/(t)) >0
o/ (0) = 2200 aid () = Ar, a(1) = 3200, bia(t) = Ao

donc «a est une sous-solution du probléme(3.3.1) .

b) On montre que 3 est une sur-solution : en effet, pour (Ay, A2) = (A1, \2), @ est une

solution du probléme (3.3.1) , on a

u(t) + f{t,u@),w'(t) =0t €0, 1]
w(0) = 3oy s (t:) = Ay, u(l) — E biu(t;) =

Comme (A1, \g) € [A1, 00[x] — 00, Ao], @ vérifie le systéme,

a'(t) + f(t,u(t), w'(t) <0t €0, 1]
w'(0) = 20y ait'(t) < Ay, (1) = 3%, biu(ti) = Ag

donc S est une sur-solution du probléme (3.3.1) . =
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3.3. Existence de solutions par la méthode des sous et sur-solutions

Théoréme 3.3.3 Si ’hypothése (H2) est vérifiée, alors pour tout (Ai, o) € AE| le probléme

(8.83.1) admet au moins une solution u qui satisfait,
u(t) > My (t) + Aaya(t) et u'(t) < Myy(6)Ve € [0, 1].

Preuve. D’abord, on montre que le probléme (3.3.1) admet au moins une solution pour
tout (A1, Ag) € AE.

En effet, X(n) = {ve X, (v(t),v'(t)) €[0,n] x [-n,0]Vt € [0,1]}. On remarque que
X(n) est un sous ensemble fermé et borné de X, d’apres le lemme (3.3.1) , il suffit de
vérifier que 'opérateur T3 admet au moins un point fixe.

On montre que T3(X(n)) C X(n) : En effet, soit v € X(n),

Tsu(t) = — fot(t —5)g(s,v)ds + tb(g) + c(g), et vérifie le systéme suivant,

(T3v)"(t) + g(t,v) =0 t€]0,1]

(T30)'(0) = 320, ai(Tav)' () = 0, (T3v) (1) = D22, bi(T3v)(t:) = 0
on a T3v > 0. D’autre part, 1 — > " bit; >1—>"" bietn—¢& <O,

n—§&< %(n — &) avec (A, \2) € AP ¢a entraine que,
i=1Vits

1=>" b A1
— =l (p—6) < < 0.

Tl T
Par définition de AL on a,

A :r; b (t;—1)+X2(1— 7; a;
M) + Dt < AN T L) <

Ao(1=371, ai) _ A
A(t) + date(t) 2 o Sy — T

ou encore,

0 < My (t) + Aaye(t) <n— &Vt € [0,1].

Puisque v € X(7), on a

0 <o(t) + Myi(t) + Aaga(t) <& vt € [0,1]
0 o

= < 0'(t) + My (t) <

et par ’hypothese (H2) on a, V¢ € [0, 1], 0 < g(t,v) < r(t). De plus,

1 - ti
b(g) = ————=— ai/gs,vdng
S D L L
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3.3. Existence de solutions par la méthode des sous et sur-solutions

donc
t
0< Tooft) = = [ (¢ s)gls v)ds +tblg) + e(g) < clg)
0
1 ! 1= 3" bt L
0<T(t) < ——=— / 1—3s)g(s,v)ds + —==L 2 ai/gs,vds
30(t) 1—Zi_1bz’[o( )g(s,v) 1—22-_1%; i (s,v)
et on a
1 /1 1 Z””: ti()d
—_— r(s)ds + —=m— al-/rssgn
1=22200i | Jo ¢) 1= a - Jo
donc

1 1 1 t;
OSTvtS—m/Tsds—i——m ai/rsds <n
wit) 1_Zz‘1bi[0 (=) 1_Zi1aiiz 0 (=) ]

donc 0 < Tzu(t) <.
D’autre part, (Tzv)'(t) = — f(f g(s,v)ds +b(g) <0 et

t 1 m t; 1 1 m ti
g(s,v)ds + ——=7— ai/gs,vdsg/rsds—i——m ai/rsds
/0 (5.7) 1_21‘1“”21 0 (5:2) 0 ) 1_21'1&%‘21 0 “
donc,
m 1 1 m t;
—n<-n1-=>b)< —(/ r(s)ds + —mZai/ r(s)ds) < (Tzv)'(t)
i=1 0 1= a i1 0

et cela signifie que pour tout ¢ € [0,1] et v € X (),

((T5v)(#), (Tsv)'(t)) € [0, 7] x [=n,0]

done, T5(X(n)) C X(n).

D’apres le théoreme (1.3.1) de Schauder, 'opérateur T3 admet au moins un point fixe v
dans X (7). Par conséquent, la fonction @ définie par, 4 = v + Ajy; + A2y est une solution
du probléme (3.3.1) .

Maintenant, on montre le résultat pour tout (A, \p) € AZ.

En effet, soit (A1, A\2) € AP\AE  d’apres le théoréme (3.3.2) , il suffit de vérifier qu'il

existe

(A1, A2) € AZ (A1, M) € [Ag, 00[x] — 00, Ag),

eSiN >0, <0alors \; <0<\ et Ay >0> \o.
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3.3. Existence de solutions par la méthode des sous et sur-solutions

e Si A\; >0,y > 0 alors il suffit de prendre Xy = Ay, on a (A1, Ag) € [Ar, 00[x] — 00, Ag].

e Si \; <0, )\ <0 alors il suffit de prendre A\; = A1, on a (A1, A2) € [A1, 00[x] — 00, Ag].

Par conséquent, pour tout (A, \2) € AZ) le probléme (3.3.1) admet au moins une
solution @ = v + A1y1 + Aays telle que, v € X (1), c’est-a-dire que u(t) > A\y1(t) + Aayo(t) et
u'(t) < Myy(t) Vi e [0,1]. m

Maintenant on va étudier I'existence de solutions positives du probléme (3.3.1) , et pour

cela, on va considérer le domaine Af défini précédement.

Corollaire 3.3.2 Supposons que les hypothéses (H1) et (H2) sont vérifiées, alors pour tout
(A1, A2) € AZ| le probleme (3.5.1) admet au moins une solution positive u telle que, u' <

)\13/1-

Preuve. En effet, soit (A, X2) € AY, on a A C AP et d’apres le théoreme (3.3.3) ,
le probéme (3.3.1) admet au moins une solution u telle que u(t) > Ay1(t) + Aoya(t) et
(1) < (1) Vi € [0,1),

1/ Si (A1, A2) € Ag alors Ay <0, Ay Y bi(ti — 1)+ Xa(1 =3 a;) >0, 0on a

Ay bilti = 1) + (1 =300 i)
(=20 a) (1 =300, b)
donc Ay1(t) + Asye(t) > 0 cela implique que u > 0.
2/ Si (A1, A2) € Ay alors Ay > 0, A (D70 biti — 1) + Aa(1— > a;) > 0,0n a

MO biti = 1) + X1 =300, a;)
(1- Z:il a;)(1— Zf’ll bi)

< M () + Aaya(t)

A1 + Aaye > >0

donc la solution u est positive. m

Théoréme 3.3.4 Si l’hypothése (H3) est vérifice, alors pour tout (A1, \2) € ALY le probléme
(3.3.1) n’admet pas de solutions dans X .

Preuve. Raisonnons par I’absurde, supposons que le probléme (3.3.1) admet au moins
une solution pour (A1, A\2) € AN, u = v+ A\y; + Aays, oll v est une solution du probléme
(3.3.2) et v >0. De plus, (A1, \2) € AY Cest-a-dire que, A\; < —ny(1 — D7 a;) <0,

Mo bilti = 1) + A(1 =370 ay)
(1— 2111 a;)(1— 2111 bi)

21 >0
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3.3. Existence de solutions par la méthode des sous et sur-solutions

et avec le lemme (3.3.5) on trouve

Aoy bilti — 1)+ Ao(1 =300, ay)

Ay1 + Aayp > " >n, >0
(1=>"0 a)(1 =320 b) '
donc u > n; > 0.
D’autre part, par ’équation du probléme (3.3.2) on tire,
V'(t) = —g(t,v) < 0,0'(0) = Y an/(t;) =0
i=1

et v(1) = > " bo(t;) =0, avec, Y " a; <let > " b <1letona,

U/(O)—i i "0)<0=v"<0

sur [0, 1], de plus,
M < A
(1_21 | @i) (1_21 | @i)

et Vt €]tm, 1[, v(t) + A\ y1(t) + Ag yo(t) € [0, 00| et par hypothese ((H3)) on déduit que,

V() + My () = o'(1) + < =1y <0

g(t,v) > x()u(t) = x () (v(t) + Ay (t) + Aaya(t)) > x(B)v(t)VE €]t 1]

avec f:ﬂ(l —s)x(s)u(s)ds >1—=3"" b;. On a u(s) =min{s,1 — s} et

/t;(l — 5)g(s,v)ds > /t;(1 — 8)x(s)v(s)ds.

Puisque v = T5v on a

v(0) = c(g) = ﬁ [/0 (1—s)g(s,v)ds—Zbi/Oi(ti_s)g(s,v)ds—i—A
v(O)Z#m[/ (1—1s)g svdS—Zb/ (t; — $)g(s,v)ds]

v(0) > ﬁ{/01(1—s)g(s,v)ds—/otma—s)g(s,v)ds}

1 /1
—_—— 1—s)g(s,v)ds
1_27;:1bi tm( ) ( )
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3.3. Existence de solutions par la méthode des sous et sur-solutions

donc

0(0) > 1_2%1) /tmu — $)x(s)v(s)ds,

=1

et par le lemme (3.3.4) ,

v(s) 2 puls) maxv(t)

et cela implique que

0(0) > max o0 [_Z;mb /;u —(euls)ds| | = maxe(v) 2 v0)

absurde. Par conséquent pour tout (A, ) € ALY, le probléeme (3.3.1) n’admet pas de

solutions dans X . =
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Chapitre 4

Existence de solution pour un
probléme aux limites d’ordre

supérieur

4.1 Introduction

On se propose d’étudier le probléme aux limites & trois points du quatriéme ordre suivant :

(4.1.1)

ul(t) = Ag(#).f(u(t)) t €]0,1]
u(0) = /(1) = w’(0) = w”(p) —w”(1) = 0

ou A >0,p€l0l], f: Rt - R" et g € [0,1] — R" sont des fonction continues avec

3 g(t)ydt > 0.
On pose
f(z)

fo=lim—— et f, = lim M
x—0 r——4o0o I

Ce probléme a été étudié par John Graef, Chuanxi Qian et Bon Yang [10].
Dans [24], R. Ma et Zang ont considéré 1’équation différentielle du probléme (4.1.1) avec

la condition aux limites
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4.2. Formulation en un probléme du point fixe

Ils ont démontré 'existence d’une solution positive dans le cas ou la fonction f est
surlinéaire ou sous linéaire et cela en utilisant le théoréme de Krasnoseslkii.
Sous certaines conditions de linéarité imposées & f, on vas obtenir des résultats d’existence

et de multiplicité de solutions positives, en utilisant le théoréme de Krasnoselskii.

4.2 Formulation en un probléme du point fixe
Soit X = C([0,1]) I'espace de Banach munit de la norme ||u|| = maxjy ) |u(t)| et P un cone

P ={z € X, x positive, croissante et a(t).x(1) < z(t) < b(t).«(1) sur [0,1]},

(2-2),0<t<p

avec a(t) = 3(3t —t3) et b(t) = ¢ P
1. p<t<l1

On considére 'opérateur T': X — X défini par :
1
Tu(t) = X [ J(5)g(s)-f(u()ds,
0

ou, J(t,s) = fol G1(t,v)Ga(v, s)dv avec

tsi0<t<s<1

Gl(tvs) = 9
s sil>t>s2>0
(t si 0<t<s<p <1
s st 0<s<t<lets<p
Go(v,s) =
}_St si s>pet0<t<s <1
-p
[ s+it st 12t>s>p>0
On pose )

A:/O J(1,8)g(s)a(s)ds, B:/o J(1,5)g(s)b(s)ds

et pour ¢ € [0, 1],

Af:/QuLgﬂgqg@.

Lemme 4.2.1

1/ u est une solution du probléeme (4.1.1) si et seulement si

u"(t) = —)\/0 Ga(t,8)g(s)f(u(s))ds et u(0) =u'(1) = 0.
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4.2. Formulation en un probléme du point fixe

2/ u est une solution du probléme (4.1.1) si et seulement si u est un point fize de

["opérateur T

Preuve. Soit u € C?([0,1]), on pose y(t) = Ag(t) f(u(t)) et v(t) = u”(t).
1/ Si w est une solution du probleéme (4.1.1) alors u(0) = «/(1) =0 et

{ V() = y(t) t €]0,1] (4.2.1)

v(0) =v(p) —v(l) =0

v(t) =v(0) + t'(0) + fo [J5 y(T)dT] ds et avec le fait que v(p) = v(1) on trouve,
v'(0) = = (fo s)ds — fo (1—5) (s)ds) , d’out

u(t) = L Up(p— s)y(s)ds — /01(1 - S)y(S)dS} + /Ot(t — s)y(s)ds

= /G2t$

Reciproquement, si u”(t) = —)\fol Go(t,s)g(s) f(u(s))ds et u(0) = u/(1) = 0, alors
u’(0) = u"(p) —u"(1) = 0 et ul(t) = Ag(t) f(u(t)) ¥t €]0,1[.

2/ wu est une solution du probléme (4.1.1) , si et seulement si

M@:Mﬂ:—ﬁGﬂﬁw@ﬁtﬂQﬂ‘
uw(0) =u/(1) =0

u(t) = —t /01 v(s)ds + /Ot(t — s)u(s)ds = — /01 G (t, s)v(s)ds
= /01 G (t, s)(/o1 Go(s,w)y(w)dw)ds = /01 J(t, w)y(w)dw.

Lemme 4.2.2 Soit x € C*(0,1)\ {0}, si u¥(t) > 0 sur]0,1[ et u vérifie les conditions
auzx limites du probléme (4.1.1) Alors :

1/ (1) > x(t) > 0 pour tout t €]0, 1].

2/ x'(t) > 0 sur [0, 1].

3/ 2" (t) <0 sur]0,1].

4/ a(t)x(1) < z(t) < b(t)z(1) pour tout t € [0,1].
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4.2. Formulation en un probléme du point fixe

Preuve.

1/ D’abord, on va vérifier les trois premiéres inégalités . En effet, puisque z”(p) = 2" (1),
il existe ¢ €]p, 1] tel que 2)(g) = 0. De plus 2® est croissante, 2 < 0 sur ]0, ¢[, z® >0
sur Jg, 1[ et 23 22 0 donc la fonction 27 est décroissante sur |0, ¢[ et croissante sur ]g, 1] avec
x"(0) = 0 cela implique que, z"(t) < 0 sur ]0, ¢[. On montre que z”(q) < 0.

En effet, si 2”(q) = 0 alors 2”7 = 0 sur |0, ¢, et comme g > p on a
2"(p) =0=2"(1)=0= 2" =0 sur [0,1],

absurde.

z"(q) <0, 2”(0) = 0 et la concavité de z” entraine que z” < 0 sur |0, ¢ et
0> z"(p) =2"(1) et 2" < 0 sur |0, 1], d’ou l'inégalité 3.
Puisque 2/(1) = 0, on a a’ est strictement décroissante sur |0, 1] et cela implique que,
Z'(t) > 0 sur [0, 1].

De plus z(0) = 0 et x est strictement croissante, donc z(t) > 0 sur 0, 1] et z(1) > z(t) > 0
vt €]0, 1[, d’ou la relation 1.

2/ Veérifions 'inégalité 4 .

e Posons y(t) = u(t) — a(t) on u(t) = 2& t € [0,1].

i/ y®(t) =uW(t) > 0sur]0, 1] et y™® 20

ii/ y(0) = ( ) = ¢'(1) = ¢y"(0) = 0, donc Ir; €]0,1] tel que y/'(r1) = 0 = y/(1) et
Ary €]ry, 1[/y" (r9) = 0.

y'(ry) = 0 =4"(0) = Ir; €]0, rg[/y(S)(rg,) = 0. Comme y™® > 0sur 0,1, on a y® <0
sur |0, 73] et 43 > 0 sur |r3, 1] avec y® 2 0 et 3" < 0. La concavité de y”entraine, 3" < 0
sur 0,79] y"(r2) = 0 et y” > 0 sur |ry, 1] avec ¢y’ 2 0, y(0) = ¢/'(r1) = ¢'(1) = 0 et ¢/
est décroissante sur ]0,73[, donc ¥’ > 0 sur |0,r[ et ¥ < 0 sur]ry, 1] avec y' 2 0 . Par
conséquent, y > 0 sur ]0, 1], et ¢a implique que, z(t) > a(t)z(1) sur [0, 1].

e On pose () = b(t) — u(t) ou, u(t) = 2F t € [0,1],

Sit € [p, 1], alors b(t) = 1 = x(1) > z(t) donc z(t) > 0.

Sit € [0,p], alors z(t) = 7(2 — 7) —u(t) et on a,

2 t 1

) = 2 0 ), ) = —9 (). 2B = —y®
(t) 5 2p2 (), 2 (1) 2p (), 2(1) (t)
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4.3. Résultats principaux

et

1
Z(p) = —u'(p) <0, 2"(0) = —2— <0.
p
Puisque 0, p[C ]0, [, pour tout ¢ €]0, p[ z® > 0.

Par le fait que z(0) = 0 et z(p) > 0, on a Is; €]0, p| tel que
Z'(s1)=0
et comme z(®) > 0 sur ]0, p[ et avec le fait que 2/(p) < 0, on trouve
2'(s1) > 0,

cela entraine qu'il existe ¢; €]sy,p[ tel que 2’ > 0 sur |0, s1[ et 2/ < 0 sur sy, p[, de plus

2(0) =0 et z(p) > 0 donc z > 0 sur |0, p[, d’ou I'inégalité 4. m
Lemme 4.2.3 L’opérateur T : P — P est complétement continu sur P.

Preuve. On montre seulement que T'(P) C P et la continuité compléte se fait par les
mémes arguments utilisés dans le deuxiéme chapitre.
En effet, soit w € P . Posons v = T'u, d’aprés le lemme (4.2.1) , v est une solution du
probléme ;
v@ = \g.f(u) sur ]0,1]
v(0) = v'(1) = v"(0) = v"(p) —v"(1) = 0

Donc v™® > 0 et v 220, par le lemme (4.2.2) , v € X, v(1) > 0, v croissante et
a(t)v(l) <w(t) < b(t)v(1) pour tout ¢ € [0,1]

d’ouwv € P.

4.3 Reésultats principaux

Théoréme 4.3.1 Si A.f,, > B.fo, alors pour tout A €](A.fu)7t, (B.fo)7 [, le probléeme

(4.1.1) admet au moins une solution positive.
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4.3. Résultats principaux

Exemple 4.3.1 S5i on considére le probléme suivant ;

ul(t) = Ag(t). f(u(t)) t €0, 1]

' (4.3.1)
u(0) = /(1) = u"(0) = u"(3) —u"(1) = 0

ot g(t) =1+ 16t* et f(r) = v,

fo=1,2= fo, A= Jogm, B = "m0 €t

1s(3 -2 st selo,4
J(1,s) = 65(8 7) . £ 5)

s(5—5 —%)sisels]]
Par le théoréme (4.3.1) , on déduit que, si

1,109375 7875000
0,34 ~ o <0,6~———" = (Bfy) ",
’ 5(T60667) ~ A/ " 13007421~ \PNo)

alors le probléme (4.3.1) admet au moins une solution positive

Preuve. Soit A €](A.fx) ™, (B.fo) '], si on prend 0 < € < 115 — fo, alors A < (B.(fo +
€))L, Puisque fo = lir%@, on a 3hy > 0 tel que f(x) < (fo+ €)x Vo € [0, hy].
Si on prend Qy = B(0, hy), alors Yu € 0§ N P, u(s) € [0, hy],Vs € [0,1] et

f(u(s)) < (fo+€)uls),
Tu(l) = )\/0 J(l,s)g(s)f(u(s))dsg)\/o (1, 8)g(s) (fo + €)u(s)ds
< Alfo+ ult) [ I, )9

0
donc [|[Tul] = Tu(1l) < u(l) = ||ul.
D’autre part, hmA A et A > = donc 3c €]0, 3] tel que A, > f
Slonprend0<e <foo—/\A alors/\>( (foo — €))7t
De plus fo = hm , donc il existe hl, > 0 tel que f(x) > (foo — €')x, Vo > hj,.
Si on pose hy = max{ 2h1} et Qo = B(0, hy), alors Yu € 0Q5 N P, ||u|| = he > k)
et par croissance de u, on a ; Vs € [c,1] u(s) > u(c) > a(e) ||u|| = a(c)hy > kY donc

F(u()) 2 (oo — €Yuls) Vs € [c, 1]
Tu(l) = A [ IO s = A [T 5)g(o)f(u(s)ds

> )\/ (1, 9)g(5) (oo — € Yu(s)ds.
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Puisque ||Tu|| = Tu(1), on a

|1 Tull = AMfoo = €) IIUII/ J(1,5)g(s)a(s)ds,

donc || Tuf| = [|ull.
D’apres le théoréme (1.4.1) de Krasnoselskii, I'opérateur 7" admet au moins un point

fixe dans 5\, d’ott le résultat. m

Théoréme 4.3.2 Si A.fy > B.fs, alors pour tout X €](A.fo)™ L, (B.fs) [ le probleme

(4.1.1) admet au moins une solution positive.

Preuve. Soit A €](A.fo)™", (B.fsx) ™[, si on prend € €]0, fo — 5], alors A > (A.(fo —
€))L, Puisque fy €]0,00[, on a Ih; > 0 tel que f(z) > (fo — €)x, Vz € [0, hy].
Si on pose ©; = B(0, hy), alors Yu € 09 N P,

Tu(l) > )\/0 J(1,8)g(s)(fo — €)u(s)ds

> /\(fo—e)u(l)/o J(1,s)g(s)a(s)ds

donc || Tul| = flul]

D’autre part, si on prend 0 < € < BLH[i — Bfy], alors

A< (B(fo+€)+6€)h
De plus, puisque [, €]0, 00, on a 3R}, > 0 tel que
f(@) < (foo + €)z, Vo > D

On pose M = maxp ;) f(x), soit q €]0, %[ tel que

6I

2M

/Oq J(1,8)g(s)ds

<
Si on prend Qy = B(0, hy) avec hy > max {th, 1, %} , alors pour tout u € 95 N P,

et
u(t) > a(t) [|ul| = a(t).hy > a(t). 2

a(q)
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4.3. Résultats principaux

et ainsi
a(t) > a(q),
d’ot u(t) > hi et u(0) = 0 avec u(1l) = hy > hi.

La croissance de u entraine que
3b €]0, ¢ tel que u < hy sur [0, b et w > hj sur b, 1[.

De plus, puisque ||Tu|| = Tu(1), on a

1

b
ITull = A / J(L, 8)g(s) f (u(s))ds + A / J(1L,8)g(s) (u(s))ds

b

IN

A(M / "I, s)g(s)ds + / J(1, $)g(s) f (u(s))ds).

ou encore,
1

ITul < A+ / J(1,8)9(s) f (u(s))ds) < (€ + / J(1, 8)g(5) f(u(s))ds)

b

donc
1Tl < A + (foo + ) / J(1, 8)g(s)u(s)ds)

M+ (foo +6)u / J(1,8)g(s)b(s)ds) < ||ull .

Par le théoréme du point fixe de Krasnoselskii (1.4.1) , on déduit que le probléme (4.1.1)

admet au moins une solution positive. m

Théoréme 4.3.3 Supposons que f vérifie l'une les conditions suivantes;
1/ ABf(x) < x pour tout x > 0 ou
2/ NAf(x) >z pour tout x > 0.

Alors le probléme (4.1.1) n’admet pas de solutions positives.

Exemple 4.3.2 Considérons le probléme (4.5.1) . Si

_ TSTS000 109375
26094842 — 2 " 7 160667 ~

alors ou bien A\Bf(x) < x, Vx > 0 ou AAf(z) > x, Yx > 0. Par le théoréeme 4.3, on déduit

que, si A < 85000 ~ (0,3 ou A > 13818 ~ 0,68, alors le probleme (4.5.1) n'admet pas de

68

solutions positives.
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Preuve.

1/ Supposons que ABf(z) < x, Vo > 0, si le probléme (4.1.1) admet au moins une

solution positive u, alors
u(1) :)\/O (1, 8)g(s) f (u(s))ds < 31/0 J(1, 8)g(s)u(s)ds
< B_l/o J(1,8)g(s)u(1)b(s)ds < u(1)

donc, u(1) < u(1) absurde
2/ Supposons que AAf(x) > = VYo > 0, si le probleme (4.1.1) admet au moins une

solution positive u, alors

1

u(l) = )\/ J(1,8)g(s)f(u(s))ds > B_l/ J(1,8)g(s)u(s)ds

0

> B! /0 (1, 8)g(s)u(L)a(s)ds > u(1)

absurde.

Par conséquent, le probléme (4.3.1) n’admet pas de solutions positives. m
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié certaines classes de problémes aux limites & plusieurs
points associés a des équations différentielles non linéaires sur des intervalles bornés. Dans
chaque cas on s’est ramené a ’étude de 'existence de point fixe d’un opérateur associé.

Plusieurs résultats d’existence ou de multiplicité ont été fournis. Les outils utilisés dans
ce travail sont, degré topologique, indice du point fixe, théorémes du point fixe et méthode
des sous et sur solutions.

Cependant, les problémes aux limites & plusieurs points évoquant le ¢ — Laplacien ( ¢
est un homéomorphisme de R ) ou les problémes posés sur des intervalles non bornés sont
peu abordés dans la littérature.

Aussi les questions d’existence et de multiplicité restent sans réponses pour tels problémes
pour des ordres plus élevés.

Au cours de notre étude, plusieurs questions nous sont parvenues. Parmi ces questions,

la suivante. Considérons le probléme aux limites :

—u"(z) = a(z) f(u(z)) z €]0,1] (4.3.2)
uw(0) =u(1) =0

Il est démontré dans [28] que lorsque

f(u)

——= > )\; pour tout u > 0
u

ou

()

“——~ < )\ pour tout u >0
u

oll \; est la premiére valeur propre du probléme :

—u"(x) = Aa(z)u(z) x €]0,1]
u(0) =u(1)=0

le probléme (4.3.2) n’admet pas de solution. Qu’en est-il si les conditions de Dirichlet
sont remplacées par des conditions aux limites & plusieurs points. Toutes ces questions

feront objet de futures recherches.
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Annexe

Théoréme 4.3.4 ( Ascoli-Arzela) : Soit I un interval compact de R, on munit l’espace
E = C(I) de la norme ||u|| = max; |u(t)|, si A est un sous ensemble non vide de E
vérifiant les conditions suivantes :

a) A est borné dans E

b) A est équicontinu, c’est-a-dire que, pour tout to € I, on a ;

Ve > 0,30 >0 tel que si |t — to] <9 alors |u(t) — u(ty)| < e ceciVu € A.

alors A est relativement compact dans E .

Remarque : Sl existe ¢ € R* telle que, |u(t) — u(to)] < c. [t —to], V(t, o) € I?,

Yu € A, alors A est un ensemble équicontin.

Lemme 4.3.1 (B.Gronwall ): Soient T > 0, r > 0, u et v deuz fonctions positives
définis sur [0,T] vérifiant

u(t) <r-+ /tu(s).v(s)ds < o0, Yt €[0,T]
alors u(t) < r. eXp(fOTv(s)ds, vt € [0,7].

Théoréme 4.3.5 ( Fonction de Green) :

Considérons le probléme :

Lu(t) =h(t) si te€la,b|

(4.3.3)
apu(a) + aru'(a) = 0 = bou(b) + byu'(b)
ot (a,b,a;,b;) € R*i€{0,1},a<b et he C(I) avec I = [a,b] .
Si le probleme homogéne :
Lu(t) =0 st telab
Q Ja, b (4.3.4)

apu(a) + a1’ (a) = 0 = bou(b) + byu'(b)
n‘admet pas de solution non triviale, alors il existe une fonction G : [Ix I — R continue
et vérifiant les conditions suivantes ;
1/ G est symétrique, i.e: G(z,t) = G(t,z) V(x,t) € I?,
2/Vxel, LG(x,.) =0 sur I, ainsi que les conditions aux limites,
3/ G est dérivable sauf pour v =t ou la dérivée présente un saut,

4/ u est une solution du probléme (4.3.3) si et seulement si u(x) = [, G(x,t).h(t)dt.

113



Annexe

Théoréme 4.3.6 (de la convergence dominée de Lebesgue ):

Soit (fn)n une suite de fonctions appartenant ¢ L'(Q) avec Q C R™. On suppose que

1/ lim fulz) = f(x) presque partout sur €2,

2/ 7.;[ ;Ziste une fonction g € L'(Q) telle que pour chaque n € N, |f(x)| < g(z) p.p v € X.
Alors f € LY(Q) et lim. 1o = fll i) = 0

Définition 4.3.1 Soit u € C(I) une fonction continue sur I, avec I est un interval de R.

u est dite concave si, pour tout x,y et z dans I, st x <y < z, alors

u(z) —uly) _ uly) ~ u(z)
-y = y—z
u est dite convexe si
u(z) —uly) _ uly) ~ u(x)
-y  y—-x

Lemme 4.3.2 Soit h : [0,00[— R une fonction continue sur [0, 00[. La fonction p définie

par p(m) = I[HiIl }h(t) avec 7y € [0, 1], est continue sur [0, c0].
te|ym,m
Preuve. En effet, comme p(m) = min h(t) = — max f(t) avec h = —f, il suffit de
telym,m] te[ym,m]
montrer la continuité de la fonction g(z) = rr[lax] f(t).
te|yx,x
En effet, Soit (z,), une suite telle lim x, = 0, puisque g(z,) = [max ]f(t) = f(tn)
n—oo tE(YTn,Tn
avec t,, € [y, x,], on a limt, =0 et la continuité de f entraine lim g(z,) = f(0) = g(0),

d’oll la continuité en 0.

D’autre part, soit = €]0, co[, on pose

ro = max{t € [yz,z]/ f(t) = g(x)} et

w1 = min{t € [yz,z]/ f(t) = g(z)}.

et
g(x) = max f(t) = f(xo) = f(z1).

teyr,]
On montre seulement la continuité & droite, ( la continuité a gauche se démontre de la
méme maniére ).

Soit (x,), une suite telle lim x,, = x et telle que pour tout n € N* z,, > x .

n—o0
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Trois cas se présentent :

1“cas : Pour zg €]yx, x|

i/ Si 1 # ~z, alors par la continuité de f on a, Ju > 0 / y(x + u) < x¢ et telle que
pour tout s €]0, ul,

g(x) = max f(t) = max f(t)= f(xo) = g(x+s),
telye.al tely(as)a+s]

g est constante sur |x, z + u] donc g est continue & droite en x.

ii/ Si x; = yx alors

g(zn) = max f(t)= max f(t) = f(yn),yn € [y7,720]

tE[%’Enﬂfn] t6[7$,7$7L]
et par continuité de f on a, lim f(y,) = f(z) = g(x) donc lim g(z,) = g(z) d’ou la

continuité & droite en z.

2°mecas @ Si wg = x, alors f(z) = g(x) et

glzn) = max [f(t) = max f(t)= f(yn),

te[yTn,xn] te(z,zn]

Yn € |x,2,] et par continuité de f on a,

lim f(y,) = f(z) = g(2)

donc lim g(x,) = g(x), d’ou la continuité a droite en x.
3mecas : Si xg = ya alors Je €]0,z[/ Vy € [z, + €] on a,
9(y) = max [f(t) = f(7.y)
telvy,y)

d’ou la continuité. m

115



1]

[10]

Bibliographie

D. Anderson, R.I. Avery & A.C. Peterson, Three positive solutions to a discret focal
boundary value problem, J.Comput. Appl. Math, 88, 103-118, 1998.

A.V. Bitsadze, On the theory of nonlocal boundary value problem, Soviet.Math.
Dokl30, 8-10, 1984.

K. Deimling, Nonlinear functional analysis, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 1985.
J. Dieudonné, Eléments d’analyse, Tome 1, Gautiller Villart, 1990.

P.W. Eloe & J. Henderson, Multipoint boundary value problems for ordinary differ-
ential equations, J.Differential equations 114, 232-242, 1994.

P.W. Eloe & Y. Gao, The method of quasilinearisation and a three-point boundary
value problem, J. Korean Math. Soc. 39, 319-330, 2002.

W. Feng & J.R.L. Webb, Solvability of a three-point boundary value problem at reso-
nance, Nonlinear Anal. 30. 3227-3238, 1997.

W. Feng & J.R.L. Webb, Solvability of m-point boundary value problems at resonance
3, Nonlinear Anal. TMA 30 (6) (1997) 3227-3238.

R. Graef & B. Yang, Boundary value problems for second order nonlinear ordinary

differential equations, Commun. Appl. Anal. 6, 273-288, 2002.

J. Graef, C. Qian & B. Yang, A Three-point boundary value problem for nonlinear
fourth order differential equations, J. Math. Anal. Appl. 287 217-233, 2003.

116



BIBLIOGRAPHIE

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

D. Guo & V. Lakshmikantham, Nonlinear Problems in Abstract Cones, Academic Press,
San Diego, 1988.

X. He & W. Ge, Triple solutions for second order three-point boundary value problems,

Journal of Mathematical Analysis 268, 256-265, 2002.

J. Henderson & H.B. Tompson, Multiple symmetric positive solutions for a second order

boundary value problem, Proc. Amer. Math. Soc. 128, 2373-2379, 2000.

J. Henderson & H. Wang, Positive solutions of nonlinear eigenvalue problems, J. Math.

Appl. 208, 2520-2593, 1997.
F. Herbert, Geometric measure théory, Springer-Verlag, 1969.

G. Huidobro, C.P. Gupta et R. Manasevich, An m-point boundary value problem of
Neumann type for a p-Laplacian like operator, Nonlinear Analysis 56 1071-1089, 2004.

V.A. II'in & Moiseev, Nonlocal boundary value problem of the first kind for a Sturm
Liouville operator in its differential and finite difference aspects, Differential equations

23.7, 803-810, 1987.

L. Kong & Q. Kong, Multi-point boundary value problems of second order differential
equations, Nonlinear Analysis 58 909-931, 2004.

R.W. Legett & L.R. Williams, Multiple positive fixed points of nonliear operator on
ordered Banach spaces, Indiana University Mathematics Journal 28, 673-688, 1979.

Y. Liu & W. Ge, Multiple positive solutions to a three-point boundary value problem
with p-Laplaclan, J. Math. Anal. Appl. 277, 293-302, 2003.

J. Mawhin, Ordinary differential equation with nonlinear boundary conditions, in
"NSF-CBMS Regional Conference Series in Math, N°.40", Amer.Math.Soc.,Providence,
RI, 1979.

R. Ma & B. Thompson, Global behavior of positive solutions of nonlinear three-point

boundary value problems, Nonlinear Analysis 60 685-701, 2005.

117



BIBLIOGRAPHIE

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

R. Ma, Existence theorems for a second order three point boundary value problem, J.

Math. Anal. Appl. 212,430-442, 1997.

R. Ma, J. Zang & S. Fu, The method of lower and upper solutions for forth order two
point boundary value problems, J. Math. Anal. Appl. 215,415-422, 1997.

R. Ma, Multiplicity of positive solutions for a second order three point boundary value

problems, Comput. Math. Appl. 40 193-204, 2000.

R. Ma, Multiplicity results for a three-point boundary value problem at resonance,

Nonlinear Anal. 53 777-789, 2003.

R. Ma, Positive solutions of a nonlinear three-point boundary value problems, Electron

J, Differential Equations 34 , 1-8, 1999.

Y. Naito & S. Tanaka, On the existence of multiple solutions of the boundary value
problem for nonlinear second-order differential equations, Nonlinear Anal. 56, 919-935,

2004.
J. Prescott, Applied elasticity, Dover, New york, 1961.

P.H. Rabinowitz, Nonlinear Sturm-Liouville problems for second order ordinary differ-

ential equation, Comm. Pure. Appl. Math. 23, 939-961, 1970.

P.H. Rabinowitz, Theorie du degré topologique et applications aux problémes aux lim-

ites non linéaires. Univ. paris VI, 1975.

J. Ren, Positive solution for three-point boundary value problems with sign changing

Nonliearities, Appl. Math Letters 17 451-458, 2004.

L. Schwartz, Exemples d’espaces vérifiant la propriété d’approximation, Séminaire

Schwartz, Faculté des sciences de Paris, Tome 1, exp n°15, P. 1-10, 1954.

J.P. Sun, W.T. LI & Y. H. Zhao, Three positive solutions of a nonlinear three-point
boundary value problem, J.Math.Anal. Appl. 288 708-716, 2003.

118



BIBLIOGRAPHIE

[35] Y. Sun, Positive solutions of nonlinear second order m-point boundary value problem,

Nonlinear Anal. 61, 1283-1294, 2005.
[36] W. Soedel, Vibrations of shells and plates, Dekker, New York, 1993.
[37] S.P. Timoshenko, Theory of elastic stability, Mc Graw-Hill, New york, 1961.

[38] J.Y. Wong & R.P. Agarwall, Criteria for multiple solutions of difference and partial
difference equations subject to multi-point conjugate conditions, Nonlinear Analysis

40, 629-661, 2000.

[39] J.Y. Wong & D.Q. Jiang, A unified approach to some two-point, three-point and four-
point boundary value problems with Carathéodory functions, J. Math. Anal. Appl. 211,
223-232, 1997.

[40] J.Y. Wong & D.W. Zheng, On the existence of positive solution to a three point bound-
ary value problem for the one-dimensional P-Laplacian, 77 477-479, 1997.

[41] M. Zima, Fixed point theorem of Leggett-Williams type and its application, J. Math.
Appl. 299, 254-260, 2004.

119



