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Introduction

En géométrie algébrique , les courbes de genre 1 sont les cubiques planes et les intersections

planes de surfaces quadriques dans I’espace a 3 dimensions .

Ces courbes algébriques sont appelées dans la littérature mathématique “courbes elliptiques” .
Une courbe elliptique est une cubique plane munie d’une structure de courbe algébrique ,
projective , lisse , de genre 1, irréductible et avec un point Og de base qui est le point a
I’infini .

Plusieurs auteurs ( T.HADANO , A.P.OGG... ) ont prouvé I’existence de courbes elliptiques
ayant un point P d’ordre n pourn=1,...10,12 .

Pour démontrer I’existence de courbes elliptiques E/Q ayant un point rationnel d’ordre 2 et de
conducteur produit de deux nombres premiers , on utilise la méthode employée par A.P.OGG.

Cette méthode est basée sur la résolution de certaines équations diophantiennes .

Dans le chapitre 1, on rappelle quelques points de base pour I’étude des courbes elliptiques
équations de WEIERSTRASS , invariants arithmétiques , points singuliers , loi de groupe

abélien et groupe de MORDELL-WEIL , homomorphismes .

Dans le chapitre 2, on rappelle certaines définitions et propriétés des valuations sur un corps,
définitions et classification des réductions d’une courbe elliptique , et quelques aspects de la

théorie du groupe modulaire SL(2,9) et des formes modulaires .



Dans le chapitre 3, on donne la notion de conducteur , on montre qu’une courbe elliptique
E/Q de conducteur N(E) = 2" x 3 posséde un point d’ordre 2 , cela permet de déterminer une
famille de courbes elliptiques E/Q de conducteur N(E) = 2" x3 en utilisant la résolution
d’équations diophantiennes . On termine la thése par la démonstration de I’inexistence de

courbe elliptique E/Q de conducteur N(E) = 10 .



Chapitre 1

Quelgues notions de base sur les courbes
elliptiques

1-Introduction :

En géométrie algébrique , les courbes de genre 0 sont les lignes et les coniques du plan ; les
courbes de genre 1 sont les cubiques planes lisses et les intersections planes de surfaces
quadriques dans I’espace a 3 dimensions .

Ces courbes algébriques de genre 1 sont appelées “courbes elliptiques” dans la littérature
mathématique .

Une courbe elliptique peut étre munie d’autres structures algebriques :

Une structure de variété abélienne de dimension 1 ;

Une structure de courbe algébrique , projective , lisse , irréductible , de genre 1 et avec un

point Og de base qui est le point a I’infini .

Dans ce chapitre nous exposerons quelques points de base pour I’étude des courbes elliptiques :
équations de WEIERSTRASS , invariants arithmétiques , points singuliers , loi de groupe
abélien et groupe de MORDELL-WEIL , homomorphismes et réductions .

Ces courbes elliptiques sont définies sur un corps commutatif K, qui est global ou local.



Chapitre 2

Reéduction des courbes elliptiques ; groupe

modulaire

L’étude de certaines propriétés des courbes elliptiques comme les réductions , les hauteurs , le
rang , necéssite la connaissance d’une partie de la théorie des valuations . Chaque ouvrage de
théorie des nombres contient un exposé partiel de cette théorie ( cf. S. Lang , E.Weiss,

H.Hasse , I.lyanaga , E.Artin , J.T .Tate , N.Bourbaki, ...).

1-Valuations sur un corps :

La valeur absolue ordinaire sur le corps 3 , notée| . |, égale a| x | =max{x,—x} satisfait aux 3
propriétés suivantes des valuations :

| x|>0et | x|=0équivauta x=0;

Ixyl=IxIly| pour tous réels x ety ;

|x+yl<Ix|+|yl, dite inégalité triangulaire .

Cette notion de valeur absolue sur 3 est prolongée a un corps K par la :

Définition10 :

On appelle valeur absolue sur un corps K toute fonction réelle :

31



Chapitre 3
Courbes elliptiques E/Q de conducteurs

ayant deux facteurs premiers

1-Notion de conducteur :

Soit une courbe elliptique E/® d’équation de WEIERSTRASS :

E/O:y+aixy+asy=x>+a,xX*+asX +as;

(1)
et le point neutre Og = (o0,0) du groupe de MORDELL-WEIL E(®) . (2

Définition 28 :

L’équation (1) est minimale en un nombre premier p si chaque coefficient a; est entier en

p et si ’ordre du discriminant A(E) en p est minimal dans I’ensemble des valeurs
possibles A(E).

Puisque I’anneau 9 des entiers du corps @ est principal , il existe une équation de forme
(1) minimale en tout nombre premier du corps ©.

C’est ce qu’on appelle une éguation minimale globale de E/® .

On réduit la courbe E/® d’équation minimale modulo p ; soit N la courbe réduite modulo p.
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