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Introduction générale

Avant-propos La combinatoire est ’étude des ensembles dénombrables ou finis d’ob-
jets et comporte divers branches. Parmi ces branches, on cite la combinatoire énuméra-
tive, qui s’intéresse a I’étude des suites et polynomes obtenus par I’énumération. On cite
par exemple Stirling comme 'un des précurseurs de cette discipline. Sa suite est consi-
dérée comme I’exemple de base d’un probleme de combinatoire énumérative. Plusieurs
mathématiciens se sont intéressés a la combinatoire énumérative comme Bernoulli, Ap-
pell ou Euler. Certains considerent que la combinatoire énumérative a commencé avec
le concept de permutation et que I'un de ses premiers résultats pourrait étre le fait qu’il

y a n! permutations de n éléments.

Polynomes d’Appell Plusieurs familles de polynomes jouent un role fondamental
dans divers domaines mathématiques et sciences appliquées. Surtout apres les travaux
d’Appell [5]. Les polynomes d’Appell font 'objet de beaucoup d’attention et leur théorie
fait 'objet de nombreuses études (voir par exemple [29, 51, 67, 69]). En effet, la recherche
active sur cette famille de polynomes est motivée par ses nombreuses applications dans
les divers domaines mathématiques et sciences appliquées en particulier la combinatoire,
la théorie analytique des nombres et la théorie de I'approximation asymptotique. Parmi
les diverses méthodes et techniques utilisées dans la littérature pour étudier les poly-
nomes d’Appell et leurs généralisations, on trouve celles développées par Srivastava [(3]
en termes d’intégrales de Stieltjes. Costabile et al. [27] ont proposé une forme détermi-
nentale pour les polynémes de Bernoulli, quelques années apres Costabile et Longo [28]
ont étendu cette représentation pour les polynoémes d’Appell. Dans [69], Verde-Star et
Srivastava visent a donner certaines formules binomiales pour les polynémes d’Appell

généralisés en utilisant 'approche de la fonction génératrice. Par le calcul ombral, Mi-



houbi [51] a donné la formule symétrique pour les polyndémes d’Appell avec parametre
a. D’autre part, certaines familles d’équations différentielles associées aux polynomes
d’Appell dans la base d’Hermite ont été étudiées récemment dans [66]. De plus, les ré-
sultats correspondants pour les polynomes de Genocchi dans la base d’Hermite et ceux
impliquant les polynomes d’Euler dans la base d’Hermite sont déduits.

Plusieurs caractérisations de la famille des polynomes d’Appell {4, (z)},>0, o1

deg (A,) = n, ont été données dans diverses études (voir par exemple [56, 60, 61]).
Principalement, il a été montré dans [(1] que

d Ay(z) =nA,_1(x) 1,2

—Ap(x) =nA,_1(x), n=12....

dx !

tTL
est équivalent a 'existence d’une série formelle f(t) = Z Qv — AVEC # 0, vérifiant
=
I’équation,

Unificatrices et généralisations Apostol [0] a introduit et a étudié la forme étendue
des polynomes et nombres classiques de Bernoulli, qui sont maintenant connus sous
le nom de polynomes et nombres d’Apostol-Bernoulli. Une autre extension pour les
polynomes de type Apostol comme Apostol-Euler et Apostol-Genocchi a été introduite
par Luo [10, 11]. De nombreuses propriétés des polynomes de type Apostol et leurs liens
avec les fonctions symétriques élémentaires, la théorie des matrices et les polynomes

spéciaux, les identités combinatoires et les généralisations sont établies, voir [9, 10, 10,

.

Plan du manuscrit Cette these se veut une contribution a cette théorie fondée sur
les idées des auteurs suivants : Pinter et Srivastava (2004-2013), Merca (2015), Raabe
(1851), Costabil (2006-2010) et Luo (2003-2011).

Ce manuscrit est composé de six chapitres.

Le premier chapitre introductif vise a présenter les définitions et notions de base de



quelques structures combinatoires dans la premiere partie. Les polynomes d’Appell et
de Sheffer dans la deuxieme partie.

Dans le chapitre 2, on s’intéresse a ’étude des polynomes d’Euler-Genocchi, qui a
été introduite par Belbachir et al. [18]. Nous établissons quelques propriétés en utilisant
I’approche déterminentale.

Le chapitre 3 est dédié a I'étude de quelques propriétés combinatoires liées aux
polynomes d’Euler-Genocchi d’ordre r comme ; 'extension du théoreme de Raabe, les
sommes de Faulhaber et les liens avec les nombres de Stirling et les nombres de Jacobi-
Stirling.

Au quatrieme chapitre, on étend les polynomes de Bernoulli et d’Euler de type
Apostol sous forme unificatrice et on étudie certaines propriétés.

Dans le chapitre 5, on établit quelques identités combinatoires pour les polynomes
unifiés de Bernoulli-Euler généralisés de type Apostol, en utilisant différentes approches :
la fonction génératrice, la convolution, la dérivation et l'intégration, leur lien avec la
fonction zeta d’Hurwitz-Lerch généralisée. Aussi, nous utilisons I'approche ombrale pour
déduire des identités symétriques.

Le chapitre 6 est consacré a exprimer les monomes 2" en termes des polynomes de
Bernoulli-Euler généralisés en utilisant ’approche déterminentale. De plus, en utilisant
le petit théoreme de Fermat, on démontre de nouvelles identitées de congruences sous

formes déterminentales. On donne des formules explicites liées aux nombres de Stirling.



CHAPITRE 1

Aréliminaires sur les suites de
nombres et polynomes
combinatoires

Ce chapitre est subdivisé en deux parties. La premiere partie est relative aux défi-
nitions et notions de base de quelques structures combinatoires. La deuxieme partie,
concerne une étude sur les polynoémes d’Appell et de Sheffer. Nous énumérons quelques
relations reliant ces deux importants concepts. De plus, les résultats obtenus dans cette
partie seront exploités en utilisant differentes approches : la fonction génératrice, I'ap-
proche déterminentale et le calcul ombral. On présente ainsi plusieurs identités com-
binatoires. Pour des notions plus précises et détaillées, le lecteur pourra consulter la

réference de Comtet [20].

1.1 Factorielles montante et descendante

Soient  un nombre réel et r un entier naturel. La factorielle montante de x d’ordre

r est définie par :

1, r =0,
(x)y = (1.1)
r(x+1)---(x4+r—-1), r>0.

D’une maniere équivalente, la factorielle descendante de x d’ordre r est définie par :

1, r =0,
(x)y := (1.2)
z(rz—1)---(x—r+1), r>0.



Pour x = 1 dans 'équation (1.1) ou pour x = n dans (1.2), on obtient la factorielle

classique :

1)y = (r)r =7l

Propriétés : Soient r,n deux entiers naturels et x un nombre réel. Alors :

(T)r1n = (T)r (T +7)n,

1.2 Coefficients binomiaux et multinomiaux

Soient x un nombre réel et k un entier naturel. Le coefficient binomial noté (i), est

(o)

Pour x = n € N, (Z) est le nombre de parties a k éléments dans un ensemble a

donné par la formule explicite :

n éléments. Ces coefficients apparaissent dans le développement de (a + b)™ appelée

relation du binome de Newton, ou a et b sont des nombres réels

(a+b)" = Zn: <Z> akonk,

k=0

et satisfont la formule de Pascal

ny (n-—1 n n—1
k) \k—-1 k)
On conviendra que, si k est strictement négatif ou strictement supérieur a n, le coefficient

binomial (Z) est nul.



n

Plus généralement, (k1 Kok
) yeeivp

) est le coefficient multinomial, donné par :

n!
Flkal -y DOW Rt R Ry =
n J—
(k;l, ko, ..., k;p>
0, sinon.
Ces coefficients apparaissent dans le développement de (a+as+- - -+a,)”, ouay, as, ..., a
P p
sont des nombres réels
n ki _k k
(@ t+a+ o ta) = 3 (kl,kQ, ) .,@)allaf e

ki +ho+-+hp=n

Pour les propriétés générales concernant les coefficients multinomiaux (voir par exemple

Belbachir [12]).

1.3 Fonctions génératrices

1.3.1 Fonction génératrice ordinaire

Soit K un corps commutatif. On appelle fonction génératrice ordinaire d’une suite

(an)nen dans K| et en une indéterminée ¢, toute expression formelle du type

F(t):= Z ant™,
n>0

ou les a,, sont les coeflicients de F'.

Le produit de Cauchy de deux fonctions génératrices Z a,t" et Z bit* d’éléments de
n>0 k>0
K, est la série de terme général :

n
Cn = Z agbn_g,
k=0



telle que,

Z et = Z ant™ Z by tF

n>0 n>0 k>0

1.3.2 Fonction génératrice exponentielle

La fonction génératrice exponentielle d'une suite (a,),eny dans K, est définie par le

développement en série entiere suivante :

F(t) := Zang.

n>0

" tF
Le produit de Cauchy de deux fonctions génératrices exponentielles E an,— et g br—
n! k!
n>0 k>0
d’éléments de K, est la série de terme général :

Cn = i <Z> akbnfka

k=0

telle que,

" t" tk
chgz Zanm Zbkg

n>0 ' n>0 ’ k>0

1.4 Opérateurs linéaires

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels. Un opérateur O est une application de F
dans F', autrement dit, O : £ — I

Un opérateur O : E — F est dit linéaire, si et seulement si,

Y\ p) € K2, Y(z1,22) € B2, Oy + pxs) = AO(x1) + pO(z3),



ou K est le corps des scalaires de E et F.
On appelle opérateur de translation (ou opérateur du shift), noté 7, tout opérateur

linéaire défini de la maniere suivante :

7 : R[z] — R]z]

P(z) — 7(P(z)) :== P(z + 1).

On appelle opérateur de différence, noté A, tout opérateur linéaire défini de la maniere

sulvante :

A : R[z] — R[z]

P(z) — A(P)(x) := P(x + 1) — P(x).
Quelques propriétés : En désignant par I 'opérateur identité sur Rlz|, on a
A=1-1.

Comme les deux opérateurs 7 et I commutent, la formule du binome de Newton est

applicable pour le développement de A™ = (7 — I)™ et I'on obtient pour tout n € N :

A" = (7 —T)" = zn:(_l)j (7)7n—jp

n
=) (-1)Y ( )T”J, en tant qu’opérateur.
0

En I'appliquant sur un polynéme P(z) € R[z|, on obtient I'identité polynomiale :

@ p)) = 1 (M) Pla ).



1.5 Les nombres de Stirling de seconde espece

Soient n, k € N (k < n). Les nombres de Stirling de seconde espece sont les nombres
réels notés S (n, k), répertoriée A008277 dans [(2], qui figurent dans Iécriture de z"
comme combinaison linéaire des polynomes (z); (0 < k& < n). On a précisément pour
tout n € N :

2" =S (n,k) (). (1.3)

k=0

Proposition 1.1 Pour tout n € N*, on a :

S(n,0)=0 et S(n1)=S5(nmn)=1

S(n,2)=2""1-1.
S(n,n—1) = (Z)

Relation de récurrence : Les nombres de Stirling de seconde espéce ont une relation

de récurrence triangulaire d’ordre deux donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.2 Pour tous n,k € N*, avec k <n—1, on a :

Snk)=Sn—-1,k—1)+kS(n—1,k). (1.4)

Le triangle des nombres de Stirling de seconde espéce : En se servant de la
relation (1.4) et de la proposition 1.2, on peut dresser un triangle (infini) dont chaque
ligne d’ordre n € N donnée est composée des nombres S (n, k) pour k =0,1,...,n. Le
sommet de ce triangle est S (0,0) = 1 et en vertu du premier point de la proposition
1.1, chaque ligne d’ordre n € N* commence par un 0 et se termine par 1.

Les premieres valeurs du triangle sont :



n\k[0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 |1

1 |0 1

2 |0 1 1

3 /o1 3 1

4 o1 7 6 1

5 /o1 15 25 10 1

6 |0 1 31 90 65 15 1

7 |0 1 63 301 350 140 21 1

8 |0 1 127 966 1701 1050 266 28 1
9 |0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

TABLE 1.1 — Premieres valeurs des nombres de Stirling

Formule explicite pour les nombres de Stirling de seconde espece :

Théoréme 1.1 [26, p. 206] Pour tout (n,k) € N?, on a :
1 < [k
o _1\k—j.n
S(n, k) = 7 jE_O (])( 1)F74m. (1.5)

Fonction génératrice : La série génératrice exponentielle associée aux nombres de

Stirling de seconde espece est donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 1.2 [206] Pour tout k € N, on a :

(et —1)*
ZS(n,k)E:—).

Interprétation combinatoire : Pour tous n € N* et k € N, l'entier positif ou nul
S (n, k) représente le nombre de partitions d’un ensemble a n éléments en k parts (sous-
ensembles non vides et deux a deux disjoints). En d’autres termes, S (n, k) représente
le nombre de relations d’équivalence sur un ensemble a n éléments qui fournissent exac-

tement k classes d’équivalence.

10



1.6 Les nombres de Worpitzky

Soient n, k deux entiers naturels tels que £ < n, les nombres non signés de Worpitzky,
sont les nombres réels notés W, x, répertoriée 4028246 dans [62], donnés par la formule

explicite suivante :

W = kIS (n, k) .

Propriétés
1. Relation de récurrence : la suite (W), ), .oy satisfait a la relation de récurrence

d’ordre deux suivante :
Wn,k = (k + 1)Wn—1,k + Wn—l,k’—1~

2. Formule explicite : la formule explicite des nombres de Worpitzky est donnée

par :

1.7 Polynomes d’Appell

Soit n un entier naturel, les polynémes d’Appell A, (x) de variable réelle z, ont été
introduits pour la premiere fois par Paul Emile Appell /7] en 1880. Ils sont donnés par

leur fonction génératrice (exponentielle) :
o tn
) — xt _
Ga(z;t) = f(t)e™ = E_O An(x)n!, (1.6)

ou

F) =Yy (1.7

n>0
est une fonction analytique non nulle en zéro.

Cette famille a été caractérisée de plusieurs manieres (voir par exemple [56, 60, 61]). En

11



particulier, il a été montré dans [01] que, A, (x) satisfait a la relation différentielle :

/ dA,

A, (z) = T (x) = nd,_1(x), n=1,2....

(1.8)

Par conséquent, 'expression (1.6) permet d’obtenir la relation de convolution binomiale :

INOESY (Z) Q2™ n=0,12,.... (1.9)

Premieéres propriétés
1. Formule de translation : Soient z,y € R et n € N. Alors :
Az +y) = Z ") Ay
k

k=0

Pour y = (m — 1)z, on trouve :

Ap(ma) = :0 <Z) Ap(z)(m — 1)k,

2. Formule de différence : Soient x € R et n € N*. Alors :

> ()

3. Formule intégrale : Soient z,z € R et n € N*. Alors :

AAy(z) = Az + 1) — Ay (2)

/OxAn<z>dz= L s () = Apia(0)

et

n

/01 Ay (2)dz = ni 1 ; (” ' 1)Ak(0).

4. Equation différentielle via la méthode de factorisation :

12



Théoréme 1.3 [31] Pour tout entier naturel n, A,(x) est solution de l’équation

différentielle d’ordre n :

an—1 (TL) Ap—2 (n—l) .. ﬂ " /I — 0 1 10
A ey A T + (z +ag)y’ —ny =0, (1.10)
ot les coefficients réels ag, aq,...,an,_1 apparaissent dans le développement de la

fonction génératrice :

O 5,
0

n>0

et f(t) est donnée par l’équation (1.7).

1.7.1 Quelques exemples de polynomes d’Appell

Nous présentons quelques exemples classiques de polynomes d’Appell, en particulier
les polynomes de Bernoulli, d’Euler et de Genocchi.
Polynoémes de Bernoulli : Les polynomes de Bernoulli sont des polynomes de degré

n, notés B, (x), et définis par leur fonction génératrice exponentielle [31] :

t . e tn
et_let:ZBn(a:)ﬁ (t| < 2r). (1.11)

On note B,, := B,(0) le n — iéme nombre de Bernoulli (4103233 dans [(2]).
En 1890, A. Hiirwitz [306] a donné le développement en série de Fourier pour les poly-

nomes de Bernoulli B, (),

n! .
B,(x) = — “nelmike 0<z<l.
kezZ*
En 1891, Lucas [38] a proposé I'identité suivante en utilisant le calcul ombral,

B,(z) = i (Z) B "



Le théoreme de multiplication a été obtenu en 1851 par Raabe [55],

m—1

— k
Z B, <x + ) =m'"B,(), m>1, n € N.

m
k=0

Propriétés élémentaires Les polynomes de Bernoulli vérifient les identités suivantes :
1. B,(z) = nB,_1(z).

2. Représentation intégrale : Pour tout n > 1,

/ZBnu)dx: L Buii(2) — Bunly)).

En particulier, pour y =0 et z =1,

4. Vn > 1, B,(0) = B,(1).
5. Vn Z 1, Bgn+1<0) == B2n+1(]—> = 0.
6. Yn>1, Bp(r+1)— B,(z) =na""".
" /n
7.Vn €N, By(z)= Bya™ k.
0=3 (k) ,

8. VneN, B,(z)=(-1)"B,(1—xz).

Voici les premieres valeurs des polynomes de Bernoulli

Bo(ﬂﬂ) = 1,
1
By(x) =x — 2’
9 1
By(x) =z —a:—i-é,
1
Bs(z) = 2° — Exz +35%



Les premieres valeurs de B,, sont :

n |0 1 2 13 4 > 6 |7 8 [9] 10 |11 12

B, |1|—-1/2|1/6|0|—1/30|0|1/42|0|1/30|0]|5/66| 0 | —691/2730

Jacques Bernoulli, le premier mentor d’Euler, avait déja introduit ses fameux nombres de
Bernoulli B,, (n > 1), pour donner une expression pour la somme S,,(n) des m — iemes
puissances des n + 1 premiers entiers. Dans son mémoire, on trouve sa célebre formule

que nous reproduisons sous la forme :

“ 1
S,(n Z (m + )Bknm-&-l—k’

k:O

ot ka

La formule expllclte de B, (z), est donnée par [58, p. 537|

_ zn: Zk:(—l)” (i) (:ka:Lvl)”‘

k=0 v=0
Pour x = 0, I’équation devient,
n ok n
kzojz: ( > k+1 (1.12)

La représentation de Worpitzky : Un nombre de Bernoulli est ensuite introduit en

tant qu'une somme des nombres de Worpitzky présenté comme suit : [58, p. 461]
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Polynomes d’Euler : Les polynomes d’Euler sont les polynomes réels de degré n, notés

E,(x), et définis par leur fonction génératrice exponentielle [31] :

TL

= En(x 7' (Jt| < ). (1.13)

n>0

Voici les premieres valeurs des polynomes d’Euler :

Ep(x) =1,
1
Ei(x)=z— 3
Fy(x) = 2% — =z,
3 1
E — 3 2.2 -
3(z) == 5% +4,

Dans la littérature, on trouve deux suites de nombres, dites d’Euler, notées e,, et E,

respectivement, et définis par leurs fonctions génératrices suivantes :

—— H_t (It < ), (1.14)

TL

(t| < 7). (1.15)

oo
oo

=0
Ainsi, on peut définir d'une maniere plus simple les e, et E, comme suit :

1
en =2"E, <§> et E, = E,(0).

En fait, on peut déduire une formule explicite pour les polynomes d’Euler directement

a partir de (1.14) et (1.15) respectivement
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Les premieres valeurs de e, et E, sont :

E,[1]| =310 |3]0]=2] 0
A. Hiirwitz [36], a donné le développement en série de Fourier pour les polynémes d’Euler
E,(x),
2n) 27ri(k+%);r
En(x) = (?/Ln)+1 ‘ \n+1’ 0<x <.

(277) kez (k + 5)

Le théoreme de multiplication a été obtenu en 1851 par Raabe [55]. Pour n € N, on a :
m—1
m" Y (=1)FE, (), m impair;
En<x> = kzom—l
—Zm" k—O( 1)*B,1 (£££) | m pair.

On déduit ainsi une forme explicite pour les polynomes d’Euler en fonction de ceux de

Bernoulli, en particulier, pour m = 2, on obtient :

ontl x+1 x
E,(z) = ntl |:Bn+1 ( 5 ) — Bny <§>] .

Polynémes de Genocchi : Les polynomes de Genocchi sont les polynomes réels de

degré n, notés G, (z), et définis par leur fonction génératrice exponentielle :

2ot oS G (<),

17



Voici les premieres valeurs des polynomes de Genocchi :

G0($) = 1,

Gl(l’) =z + 1,

Go(z) = 2° + 21 — 1,

Gs(r) = 2 + 32* — 3u,

Gy(r) = ' + 42® — 627 + 1,

Gs(x) = 2° + 52" — 102® + 5.

On note G,, := G,(0) le n — iéme nombre de Genocchi (A036968 dans [02]). Les pre-

mieres valeurs de G,, sont :

n

91 10

11

12

G

0] —155

2073

Les monomes x™ peuvent étre représentés en termes des polynomes de Bernoulli, d’Euler

et de Genocchi par le :

Théoréme 1.4 |

| Soient B, (z), E,(x) et G,(x) les polynomes de Bernoulli, d’Euler

et de Genocchi, respectivement. Alors :

~ n!
n_ - - B
v ;k!(n—kJrl)! ()

a1
"= -
2

1
2(n+1)

n

B (x) + kz; (Z) Ey(z)
Gor(z) + (

n

k=0

(1.16)

(1.17)

)Gk+1(x)] . (1.18)

Polynémes d’Apostol-Bernoulli : Soient z € R et A € R7, les polynomes d’Apostol-

Bernoulli sont les polynémes de degré n, notés B, (z; \), et définis par leur fonction

18



génératrice exponentielle :

= B(z; A (Jt + In \| < 2m). (1.19)
n>0

On note B, () := B,(0; \) le n — ieme nombre d’Apostol-Bernoulli.

Par conséquent, 'expression (1.19) permet d’obtenir la convolution binomiale suivante :

B, (a3 \) = zn: (Z) 2k, ().

k=0

Remarque 1.1 Posons A\ = 1 dans la formule (1.19), on trouve les polyndmes de

Bernoulli, i.e., B, (z) = B,(x;1).

Polynémes d’Apostol-Euler : Soient € Ret A € R, les polynomes d’Apostol-Euler
sont les polynomes de degré n, notés €, (z; ), et définis par leur fonction génératrice
exponentielle :

tn
)\et —° ;e zA) o (Al <), (1.20)
On note €, (A) := &,(0;\) le n — iéme nombre d’Apostol-Euler. Par conséquent, I’ex-

pression (1.20) permet d’obtenir la convolution binomiale suivante :

Ea; ) = zn: (Z) 2k e, ().

k=0

Remarque 1.2 Posons A = 1 dans la formule (1.20), on trouve les polynomes d’Euler,

Le., E,(x) = €E,(x;1).

Polynémes d’Apostol-Genocchi : Soient # € R et A € R%, les polynomes d’Apostol-
Genocchi sont les polynomes de degré n, notés &, (x;\), et définis par leur fonction

génératrice exponentielle :

= &n(a; N t (It +InA| < 7). (1.21)

Yot 1
)\e + 1 =
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On note &,(\) := &,(0; ) le n — iéme nombre d’Apostol-Genocchi. Par conséquent,

I'expression (1.21) permet d’obtenir la convolution binomiale suivante :

B3 \) = zn: (Z) S, (V).

k=0

Remarque 1.3 Posons A\ = 1 dans la formule (1.21), on trouve les polynomes de

Genocchi, i.e., G,(v) = &,(z;1).

1.8 Représentations ombrales

Le calcul ombral est le nom d’un ensemble de techniques de calcul formel qui, avant
les années 1970, était plutot appelé calcul symbolique. 11 s’agit de I'étude des similarités
surprenantes entre certaines formules polynomiales a priori non reliées entre elles. Ces
techniques furent introduites en 1861 par John Blissard [20]. Elles sont parfois connues
sous le nom de méthode symbolique de Blissard. Dans les années 1930 — 1940, Eric
Temple Bell donna des bases rigoureuses au calcul ombral.

Dans cette partie, nous donnons quelques identités combinatoires qui ont été prouvées
en utilisant ’approche ombrale sur les polynomes d’Appell. Le lecteur pourra consulter
[51] pour plus de détails.

Soit (), la suite des nombres réels donnée par (1.7) et notons A" = ay,, le

nombre ombral défini par sa fonction génératrice (exponentielle) :

" At
ZA”a = Al (1.22)
n>0

Soient (A, (z)),>, les polynomes d’Appell donnés par (1.6). On appelle représenta-

tion ombrale, toute représentation donné par l'identité suivante :

Ay (z):=(A+a2)".
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Donc,

t" .
> Ay (@) = elAta) (1.23)

n>0
Le théoreme suivant donne une identité symétrique générale aux polynomes d’Appell

et généralise le théoreme 1.1 de He et al. [35].

Théoréme 1.5 [71] Soient n et m deuz entiers naturels. Alors :

()0 i @) = X () 0™ s a9,
k=0 k=0

Par définition de la suite (A4, (z)),5q , on a DA, (z) = (n), An—p (2),
ou, D? = &, (), =z(@—1)--(x—p+1) si p>1 et (x),:=1.

En dérivant p fois des deux membres de I'identité du théoreme 1.5 par rapport a x, on

obtient le corollaire suivant :

Corollaire 1.1 [51] Soient n,m,p des entiers naturels, tels que p < min(n, m). Alors :
" n\ (m+E\ , (m\ (n+k m—k
Z Y A prk (z) = Z (—y) An—pik (z+vy).
imo \F p iz \F p

1.9 Approche déterminentale pour les polynomes

d’Appell

Nous présentons dans cette partie une approche pour les polynomes d’Appell au

moyen d’'une forme déterminentale due a F. A. Costabile et E. Longo [28].
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Théoréme 1.6 Soit A,(x) un polynéme d’Appell de degré n. Alors :

Ao(z) Z;O;
1 =z x2 a3 zn1 z™
Bo B B B . Br-1 Bn
0 B DA B2 oo oo (T2 (1B
A ):(—nl+)1” 0 0 Bo OB oo oo ("PNBas (3)Bn—2 Cmeiz...
0
O e N O /BO (nﬁl)ﬁl

1 1< [k
ou ag=— avec Pp#0 et ap=-—— ) By, k=1,2,....n,
Bo Bo i—o \!

ou, en d’autres termes, les sont définis par leur fonction génératrice :
) ) n

5t) = 3 b
n=0 ’

tels que, f(t)B(t) =1 et f(t) est donné dans (1.7).

1.9.1 Application du théoreme 1.6

Nous donnons quelques exemples classiques de polynomes d’Appell, en particulier les
polynomes de Bernoulli, d’Euler et de Genocchi qui sont étudiés dans la littérature.
Polynomes de Bernoulli : La représentation polynomiale de Bernoulli au moyen d’une
forme déterminentale, est donnée par F. A. Costabile, F. Dell’Accio et M. 1. Gualtieri

en 2006 [27].
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1
Pour By =1et B, = ——, 1 < k < n. On obtient alors :

k+1
Bo(l'):l,
1 x 22 23 "l "
11 1
15 35 1 o ol
By(z)=(-D"]0o 1 1 1 1 1
3 n—1 n
00 1 3 = 3
1 n
oo o0 --- 0 1 i(n—1>

Polynomes d’Euler : La représentation polynomiale d’Euler au moyen d'une forme

1
déterminentale est donnée par 5y = 1 et B = o pour 1 < k <n. On obtient alors :

Eo(z) = 1;
1z a2 anl o gn
1} b
En(@)= (=" 0 1 3() 2" 2(0)
00 1 %(”';1) 3(5)
0 0 0 1 2,70
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1.10 Polynoémes d’Appell d’ordre «

Soit a un nombre réel, les polynémes d’Appell d’ordre « sont les polynémes dans R|z]

de degré n, notés AL (x), définis par leur fonction génératrice (exponentielle) :

(F)° et = > AL @) (1.24)
n=0

Remarque 1.4
Pour a = 1, on retrouve la fonction génératrice des polynomes d’Appell définis dans
(1.6).

Pour a =0, on retrouve la fonction génératrice de la suite {x"},en.

1.10.1 Quelques exemples

Dans cette partie, nous donnons quelques exemples pour les polynomes d’Appell
AP (x) d’ordre «.
Polynomes de Bernoulli d’ordre « : Les polynomes de Bernoulli d’ordre o sont les
polynomes réels de degré n introduits par Nérland [53], notés B\ (x), et définis par leur

fonction génératrice exponentielle :

( t )ewt:ZB,@(x)ﬁ (Jt] < 27). (1.25)

t__ |
e 1 o n!

Polynémes d’Euler d’ordre « : Les polynomes d’Euler d’ordre « sont les polynémes
réels de degré n introduits par Nérland [53], notés EY (x), et définis par leur fonction

génératrice exponentielle :

N RN
(57) =S Er@y <



Polynomes de Genocchi d’ordre « : Les polynomes de Genocchi d’ordre o sont les
polynomes réels de degré n introduits par Nérland [53], notés G\ (x), et définis par leur

fonction génératrice exponentielle :

2t \" = ey, 1M
() e = ar@l i <n.
n=0 ’

Pour a = [, | € N, on peut exprimer explicitement les polynomes de Genocchi d’ordre

[ en termes de polynémes de Genocchi d’ordre [ (voir par exemple, [11, p. 5707, Lemme

1]) -

GO(z)= ——EY (z), (0<1<n). (1.26)

Polynémes d’Apostol-Bernoulli d’ordre « : Les polynomes d’Apostol-Bernoulli
d’ordre « sont les polynomes de degré n introduits par Luo [10], notés %fza)(x; A), et

définis par leur fonction génératrice exponentielle :

n!

()\ett_1> e = Z%ﬁf‘)(w;k)t— (Jt +In \| < 2m).
n=0

Cas particuliers :

Pour a = 0, on retrouve la suite des monomes x",

Pour a = 1, on retrouve les polynémes d’Apostol-Bernoulli 98,,(x; \),

— Pour A =1, on retrouve les polynomes de Bernoulli Bq(f) (x) d’ordre «,

— Pour (a, A) = (1, 1), on retrouve les polynomes de Bernoulli B, ().

Polynémes d’Apostol-Euler d’ordre « : Les polynomes d’Apostol-Euler d’ordre «
sont les polyndmes de degré n introduits par Luo [10], notés ¢l (x; \), et définis par

leur fonction génératrice exponentielle :

2 (07 oo tn
()\et+1> ext:ZG%‘)‘)(x;)\)ﬁ (t +InA| < ).
n=0 :

Cas particuliers :

— Pour a = 0, on retrouve la suite des monémes z",
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— Pour a = 1, on retrouve les polynoémes d’Apostol-Euler &, (z; \),

— Pour A =1, on retrouve les polynomes d’Euler E® (z) d’ordre a,

— Pour (a, \) = (1, 1), on retrouve les polynémes d’Euler E, (z).

Nous présentons l'identité de convolution pour les polynomes d’Appell A%a) () d’ordre

a de degré n par le théoreme suivant.

Théoreme 1.7 [51] Soient o, 5 € R et Al () un polynome d’Appell d’ordre . Alors :

n

A a9 = 3 (1) A0 @A) (127)
k=0

Conséquence 1 :

Posons =0 et y = 1 dans la formule (1.27), on obtient :

n

APz +1) =Y (Z) A (). (1.28)

k=0

Le résultat suivant donne une forme explicite pour les polynomes d’Appell d’ordre «

de degré n, en termes des polynomes de Bernoulli, d’Euler et de Genocchi.

Théoréeme 1.8 [H1] Soit AS?)(:(;) un polynome d’Appell d’ordre o. Alors :
La formule de convolution en termes de polynomes de Bernoulli d’ordre o est donnée

par :

Aty =3 !Z (A B (1.20)

k=0 | j=k J

la formule de convolution en termes de polynomes d’Fuler d’ordre o est donnée par :

k=0

A +) = 1D [(Z) A ) éjk () Aﬁf‘)j@)] B, (130)

la formule de convolution en termes de polynomes de Genocchi d’ordre o est donnée

(1)1 () ()

par :

Grr1(z). (1.31)
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En particulier, pour o« = 1 on trouve une formule explicite pour les polynomes d’Appell

A, (z) en termes des polynomes de Bernoulli, d’Euler et de Genocchi.

Corollaire 1.2 Soit A, (z) un polynéme d’Appell. Alors :

"= 1 /n\[j+1
Aot =3 {Z ()| B (132
= ]—k
1 n n . i
et =33 | ()i + X (7) (1) Ansto)| B0 (1.33)
k=0 | =k N |
1 n n
et =33 | ()4 + X (0) (1) s | G 30
k=0 | j=k |
1.11 Polyndémes de Sheffer
Il existe différentes méthodes pour définir les polynomes de Sheffer [60], par leur fonc-

tion génératrice et par une relation de récurrence différentielle sont les plus courantes.
Les polynomes de Sheffer sont les polynomes réels de degré n, notés s, (z), et définis

par leur fonction génératrice exponentielle :
cH
(e =3 sn () —, (1.35)
ou &7 (t) et H(t) sont définis par leurs fonctions génératrices, respectivement,

n

n>0

et

t'I’L
H(t) = ZﬂnF H, #0.

n>1
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1.12 Quelques exemples sur les polyndémes de Shef-

fer

Polynomes de Laguerre : Les polynomes de Laguerre, nommés d’apres Edmond

Laguerre (1834 — 1886), sont les solutions de I’équation différentielle de Laguerre :
zy +(1—2)y +ny=0.

Les polynomes de Laguerre sont les polynomes réels de degré n, notés L,(z), et

définis par leur fonction génératrice exponentielle :

T_ZL

n>0

Lo(z) =1,

Li(z) = -z +1

Lo(z) = %(w — 4z +2),

Ls(z) = é( z® +92° — 18z +6)

1
Ly(z) = —4(95 — 162° + 7227 — 967 + 24)

—_

Ls(x) = 1o (—a° + 252" —2002° + 60027 — 600 + 120) .

Polynémes de Hermite : Les polynomes de Hermite sont des polynomes, nommés
ainsi en I’honneur de Charles Hermite, ont été surtout étudiés par Joseph-Louis Lagrange
lors de ses travaux sur les probabilités.

Les polynémes de Hermite sont les polynomes réels de degré n, notés H,,(x), et définis
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par leur fonction génératrice exponentielle :

Y tm
2ot _ ZHn(;c)H (Jt] < +00).
n>0

tels que &/ (t) = e et H(t) = 2t.

Les premieres polynomes de Hermite sont les suivants :

Hy(z) =1,

Hy(z) = 2z,

Hy(z) = 42* — 2,
Hs(z) = 82 — 12z,

Hy(z) = 162" — 482% + 12.

Propriétés
1. Relations de récurrences :
o Hypii(z) — 22H,(x) + 2nH,_1(z) = 0,
o H (x) = 2nH,_(x),

o Hyyi(z) — 22H,(z) + H, () = 0.

(1.36)

2. Equation différentielle : H,(z) est une solution de 1’équation différentielle :

y”—Qxy/—i—2ny:0, n=20,1,2,....

3. Représentation intégrale :

4. Orthogonalité :

+oo
Hy(2)Hy(z)e ™ da = PA IRV S

—00

ol 0y, est le symbole de Kronecker.
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fonctions génératrices

polynoémes

o0

42 t"
e2:pt = _ ZHN(‘IL’)E

n=0

polynomes Hermite

polynomes Hermite généralisés

polynomes de Laguerre

polynémes de Pidduck

polynomes actuariels

polynémes de Poisson-Charlier

polynomes de Peters

polynémes de Bernoulli de deuxieme espece

polynomes relatifs

1 xarctant
e R, (
v/ 1 + t? Z

polynomes de Hahn

TABLE 1.2 — Exemples de polynémes de Sheffer
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CHAPITRE 2

Holynomes d’Euler-Genocchi
d’ordre r

Ce chapitre concerne 1’étude des polynomes d’Euler-Genocchi, qui ont été introduits
par Belbachir et al. [18]. Nous établissons quelques relations en utilisant I’approche

déterminentale. Ce chapitre a fait I'objet de la référence [15].

2.1 Base déterminentale associée aux monomes 2"

Dans cette partie, nous nous intéressons a exprimer les monomes x™ par les différentes
classes de polynomes d’Appell A, (z) qu'on a présentées dans le premier chapitre.
Tout d’abord, nous exprimons les monomes ™ par une représentation déterminentale

en termes des polynomes de Bernoulli-Euler et de Bernoulli-Genocchi.

Proposition 2.1 Soient x un nombre réel et n un entier naturel. Alors les identités

suivantes sont vérifiées :

1 41\ | Ba—g-n(z+1) Eg(x)
o — PP Y (2.1)
2ntl(n + 1) kzo < k ) By (k1) (@) Ex(x+1)
et
0 1 L n+2\ | Bugeo(@+1) Gil)
v 2ntl(n+1)(n+ 2) Z ( k ) (2:2)

k=0 Bn—(k‘—?) (.’I}) Gk(fL’ + 1)
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Preuve. Posons, pour tout nombre réel ¢

te:):t 261t

T, )= 1 11

(|t] < m).

En tenant compte des seconds membres de (1.11) et (1.13), un calcul direct nous permet

d’obtenir :

T(x+1,t) —T(x,t)= Z { (Z) (Bh—k(z+ 1)Ep(x+1) — Bnk($)Ek($))} E

D’autre part, nous avons :

“+oo
tn
T 1,t) — T(x,t) =2t 2t:§ AL
(x +1,t) (x,t) exp(2xt) n:1n x oy

La comparaison des deux développements de la série T'(xz + 1,t) — T'(x, t), nous permet
d’obtenir l'identité (2.1).

La preuve de Iidentité (2.2), est semblable a la preuve de (2.1). O
Comme premiere conséquence de la proposition 2.1, on peut montrer que les polynomes
d’Appell (A,(7)),>, donnés par (1.6), peuvent étre exprimés en termes des polynomes de
Bernoulli, d’Euler et de Genocchi. En effet, rappelant que la formule explicite d’Appell

(1.9) est donnée par :

la substitution de z* de (2.3) dans les deux expressions (2.1) et (2.2), nous permet

d’obtenir les formules suivantes :

A By (j-n(z+1) Ej(z)

An(@) = anp > Ajpn X (2.4)
k=0 7=0 Bk*(jfl) (.T) E](ZE -+ ].)
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et

n kt2 By_(iioy(z+1) Gj(x)
k—(j—2) J
An(@) = anp > Ajgn X ! , (2.5)
k=0 =0 By (j—2)(z) Gi(z+1)

ou A B S LAY et Ajpn = ! MR
ihe =+ 1) \kJ\ PR DR+ \R)\ G )

Récemment, plusieurs formules d’addition ont été obtenues dans [54] pour une grande

classe de polynomes d’Appell. Comme conséquence de la proposition 2.1, nous déduisons
deux nouvelles formules d’addition déterminentales, pour les polynomes d’Appell en

termes des polynomes de Bernoulli, d’Euler et de Genocchi.

Théoréme 2.1 Soit {A,(x)}n>0 une suite de polynéomes d’Appell. Alors les formules

d’addition suivantes sont vérifiées :

- By—j-n(z +1) Ej(x)

An(z+y) =D Auk®) Y Ak % (2.6)
k=0 Jj=0

et

n 2 Bi_j—2(z+1) Gj(x)
At y) =3 Ak D A x| : L@
k=0 j=0 Bi—(j-2)(z) Gj(z +1)

DA, = (MY (Y A ! (F
ot hn = 961k + 1) \k j ¢ Pom T ok 1 (| 1) (k + 2) \ k A

Preuve. Soient (A,(7)), 5, les polynomes d’Appell donnés par (1.6). En remplagant le

facteur 2* dans (2.3) par son expression donnée par (2.1), puis en intervertissant I’ordre
de la double somme résultante, nous obtenons la formule (2.6).
Avec le méme raisonnement, 'expression (2.7) peut étre prouvée a I'aide des deux for-

mules (2.2) et (2.3). O

Le développement déterminental (2.1) de ™ et I'expression (2.6) de A, (x + y) s’ex-
priment en termes des polynomes de Bernoulli et d’Euler. Cependant, ces formules

peuvent étre exprimées en termes des polynomes de Bernoulli seulement. En effet, pour
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tout n, un entier naturel, il est établi dans [29, 67] que

En(z) = ni [Bunt) 2B ()] (2.8)

Par conséquent, la formule d’expansion déterminentale de ™ donnée par I'expression
(2.1) ne peut contenir que les polynomes de Bernoulli. En considérant (2.8), pour tous

s et k deux entiers naturels et x un nombre réel, on note

Bs(x +1) By(x) Bs(x +1) By(x/2)
2 Q2
Banl@) =177 k1
B,(x) Bi(z + 1) By(x) By ((x+1)/2)
(2.9)
De méme, il est établi que, [2, &],
Go(2) = 2B, () — 2"'B, (g) . (2.10)

Aussi, la formule d’expansion déterminentale de x™ donnée par l’expression (2.2) ne
peut contenir que les polynomes de Bernoulli. En considérant (2.10), pour tous s, k

deux entiers naturels, et x un nombre réel, on note

Bs(xr+1) By(x) Bs(z+1) By(z/2)
Gy p(r) =2 — okt .(2.11)

Proposition 2.2 Pour toutn > 1, on a :

1 n+1 n+ 1
e} E,_ 2.12
X 2n+1(n+ 1) e ( k ) k+1,k+1($) ( )

et
n+2

" ! 3 (" ! 2) Gotsan(2), (2.13)

" 2 (n+ 1)(n +2) &
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ou E, x(x) et G, x(x) sont respectivement donnés par (2.9) et (2.11).

Preuve. Pour s = n — (k — 1), la substitution de (2.8) de la proposition 2.1 conduit &

la relation suivante : pour tous k,n deux entiers naturels, tels que

Bn_(k_1)<$ + 1) Ek(l‘)
Bue-ny(z)  Ep(r+1)

=Enp1hri(®),  (0<k<n+1).

Ceci acheéve la preuve de la premieére assertion. Pour la seconde identité (2.13), on pro-
cede de maniere similaire a ce qui précede. U

L’expression (2.12) peut étre utilisée pour établir une nouvelle formule d’addition,
pour les polynémes d’Appell. Autrement dit, la substitution de (2.12) dans (2.3), im-

plique la relation suivante :
n  k+1

A +9) =)D AjpnAni(y) X Byt (),

k=0 j=0

YA B 1 n\ (k+1
ou j,k,n—m L ] .

Le méme raisonnement reste valable pour I'expression (2.13). Par conséquent, nous avons

le résultat suivant :

Théoréme 2.2 Soit {A,(z)}n>0 une suite de polynémes d’Appell. Alors :

n n+1
An(@+9) =D An k@) D Njn X Brjir (@) (2.14)
k=0 =k
et
n n+2
An@+y) =D A k() D Ak X G o), (2.15)
k=0 =k

ot R 9k (4 1) \ & j ‘ PR TR (R 4+ 1) (k + 2) \k i)

Les expressions (2.14)- (2.15), peuvent étre généralisées en utilisant les sommes em-

boitées. Pour plus de détails consulter [16, 24, 59].
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Posons,
n+1

Wi n(z ZAJM X By jy1 ()

j=k

et
n+2

Ukn ZAjanGk j+2]( )

j=k
ou Eg;(z) et Gg;(z) sont donnés dans (2.9) et (2.11), respectivement. Il s’ensuit que,

les expressions (2.14) et (2.15) prennent les formes suivantes :

x—l—y ZAnk Wkn( )

et

An(@+y) =Y Aui(y)Upa(2).

k=0

Par conséquent, les formules (2.14) et (2.15), peuvent étre étendues comme suit :

Proposition 2.3 Soient x1,...,x,, y des nombres réels et n > 1. Alors :

n n—=ki s 1k
k1=0 ko=0 ks=0

et

n n—ki n— ZS lk

Az + - +xs+y) = Z Z Z A, o ki DV ken (21,0, ), (2.17)

k1=0 ko=0
ol
Ykl,.--,ksm(xlv e 7.175) = ka(xl)WkQ,n_kl ($2) .. 'Wks,n—ngf ki (:ps), (2.18)
Vk1,~~~7ks;n<xlv R 7‘7;8) = Uklyn(x1>Uk2,n*kl (172) o U n—5"521 k; ( ) (219)

En fait, les expressions (2.16)-(2.19) représentent une formule de sommes emboitées.

Pour s = 1, nous pouvons montrer facilement que (2.14) et (2.15) représentent un cas
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particulier de (2.16) et (2.19).

De méme pour (2.4) et (2.5), la proposition 2.2 peut étre utilisée pour établir que
les polynomes d’Appell {4, (z)},>0, peuvent étre exprimés en termes de polynémes de
Bernoulli. En effet, un calcul simple, utilisant la substitution de ™ donnée sous la forme

(2.12) et (2.13) dans (1.9), nous permet de montrer que :

k+1

An(@) = ok > Ajin X B jiajn(e),
k=0 =0

. 1 n\ (k+1 )
ou Ajpn= T D) (k:) < j > et Ey j(x) est donné par (2.9), et

k+2

An(z) = Z O, Z Ajin X Grjra4(7),
k=0 =0

. _ 1 n\ (k+2 ,
ot Ajpn= P E T (kT 2) (kz) ( j ) et Gy j(x) est donné par (2.11).

Remarque 2.1 L’ezpression (2.8) montre que ['on peut également établir un développe-
ment de ™ en termes de polynomes de Bernoulli. Toutefois, l'expression de x™ en termes
de polynomes d’Fuler et de Genocchi peut également étre établie, en tenant compte des

formules suivantes :

Buw)= > () BiBui(z) = Z ") B, xEi(x), (2.20)
2 W= 3 ()

ot les By sont les nombres de Bernoulli (voir [25, 39]).

De plus, en utilisant une relation liant les polynomes de Genocchi et d’Euler, (voir, par

exemple, [11, Lemme 1]), on a :

Gnii(z) et Gu(z) =nE,_1(z). (2.21)
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Ainsi, en combinant (2.20) et (2.21), nous avons le développement suivant :

Bu(z)= (Z)n—(llc—l)BkG”(kl)(x)

k=0,k#1

- n 1
= Z (k) 7k+1anka+1(9€)-

k=0,k#n—1

2.2 Polynémes d’Euler-Genocchi d’ordre r

(2.22)

Dans cette partie, nous étudions les polynomes d’Euler-Genocchi d’ordre r, qui gé-

néralisent les polynomes classiques d’Euler E,(z) et de Genocchi G, (x). Pour cette

classe, quelques résultats sont établis en utilisant les deux approches déterminentale et

la fonction génératrice.

Définition 2.1 Soient n et r deux entiers naturels, les polynomes d’Fuler-Genocchi

d’ordre v sont les polynomes réels de degré n, notés A (x), et définis par leur fontion

génératrice exponentielle :

2t"
et +1

et =3 A0@E (] < ).

On note A := A,(f)(O), le nombre d’Euler-Genocchi d’ordre 1.

(2.23)

Pour r > 2 la sommation commence a partir de r i.e., A;T) (r)=0for0<j<r—1.

Ce type de généralisation a été envisagé pour les polyndémes de Bernoulli dans [52].

Les polynémes d’Euler et de Genocchi sont des cas particuliers E,(z) = A%O)CL‘) et

Gn(z) = A%l)(x), respectivement.

Les monomes x™, n € N, peuvent s’exprimer en termes des polynomes de Bernoulli et

d’Euler-Genocchi d’ordre r sous forme déterminentale par la proposition suivante :

Proposition 2.4 Soient B, (x) un polynéme de Bernoulli et A (x) un polynome d’Euler-
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Genocchi d’ordre r. Alors, pour tous n et r deux entiers naturels on a :

n+r+1 (r)
1 1 B klx+1) A (x
xn:2n+1 : Z (n+]:+ +r1-k( ) Ay () 7 0<r<n).
(ntrd e = Bpiri1-n(z) AV (x4 1)
(2.24)

Preuve. La preuve est basée sur le processus similaire de la proposition 2.1. En effet,

posons :
oAt
e
et+1 et—1

xt

T(x,t) =

En utilisant le produit de Cauchy, on obtient :

T(x+1,¢) ZZ( ) Biile+1) A7) "

. |
=0 k=0 Boi(2) ANz 1) | ™

D’autre part, nous avons :

tn—i—r-‘rl

tn
T 1.8 =T 1) = 2t7’+1 2zt 2n+1 n’ QN T 1
(10 =T =2 =Y -3 o

En égalisant les deux séries précédentes, nous obtenons le résultat. O

En combinant (2.3) et (2.24), on a une formule d’addition liée aux polynémes d’Appell.

Théoréme 2.3 Soit A,(z) un polynome d’Appell, alors, la formule de convolution en
termes de polynomes de Bernoulli B,(x) et de polynémes d’Euler-Genocchi Ag)(x)

d’ordre v est donnée par :

k+r+1 B - | A('f‘) T
Wz y) = ZAM WS Qx| plr 1) A7) 0<r<k)
Jj=0 BkJrrf]Jrl(x) Ay)@ + 1)
(2.25)

. 1 n\(k+r+1
ou Qj,k’,n = 1 g - e . .
2RI (B +14) J

On note que Ay) (y) =0, pour 0 < j < r — 1, nous avons donc, A, (y) = 0 pour

0<n—-k<r-—1.
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Pour r = 0 et r = 1 respectivement, la formula (2.25) donnent (2.6) et (2.7) respective-

Y ) ])'

ment. L’expression (2.25) se généralise aux sommes emboitées (voir |

Posons :

& Biji(z+1) A (x)

) l’) = ZQj,k,n X R
7=k

Biju(z)  AV@+1)

R 1 n\[(k+r+1
ou Qjpn = =] 1k , .
2RI (B +14) J

Par conséquent, I'expression (2.25) devient :

Az +y) = Auily) W (2).

k=0

On procede d'une maniere analogue a celle de I'expression (2.14). La généralisation

de (2.25) est, pour tout entier n > 1 et nombres réels x1,...,z,, y, donnée par
n n—kp iz 1k
An(m+ o +y) =) Y o Z Anesse @YY (21, 1), (2.26)
k1=0 k=0 —
ou

Yl(cz),‘..,ks;n('rh s ’xS) = Wl(g),n(xl)wl(g;),n*k1 (xQ) T Wl(cz),nfz;fgll k; CES)’ (227)

Pour r = 1, on remarque que les relations (2.26) et (2.27) se réduisent des relations
(2.16) et (2.18).
Pour s = 1 dans (2.26)-(2.27), on récupere la formule (2.25).

Par ailleurs, la substitution de (2.24) par (2.8), nous ameéne par un calcul directe au

résultat général suivant :

Théoréme 2.4 Soient A,(x) un polynome d’Appell et Aff)(x) un polynome d’Euler-
Genocchi d’ordre r. Alors, pour tous n et r deux entiers naturels, tels que n > r, on

a
P! By jui(z+1) AV ()

Zan k Z ijn
Biyrjia(z) ATz +1)
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Posons :
Bn(z+1) AL (y)

Ol:9) = o
Bu(@) A+ 1)

m,

La famille de déterminants {O,, x(x,y) }mr>0, apparaissant dans les résultats des sec-
tions précédentes, vérifie certaines identités intéressantes. En effet, comme Ag)(x) est un

polynome d’Appell, ce qui implique que, A (x) satisfait a I'identité convoluée suivante :
Ly
A+ =3 (4w,
§=0

Par conséquent, on peut formuler la propriété suivante :

Proposition 2.5 Soient A,(;) (x) un polynome d’Euler-Genocchi d’ordre r et By, (x) un
polynome de Bernoulli. Alors, pour tous x, y, z des nombres réels et m, k deux entiers

naturels, on a :

Bu(z+1) Al (z+y) G (k)y Bu(z+1) AL, (2)
J
=0

B () AVGyy+1) | 5 B () A (2 +1)

En d’autres termes, nous avons :

@;Z?k<x> Z+ y) =

k (o
(j)yf@;?km,z).

<
Il
o

M-

En particulier, pour y = (s — 1)z et z = x, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 2.1 Soient A,(:)(:c) un polynome d’Euler-Genocchi d’ordre r et B,,(x) un

polynome de Bernoulli. Alors, pour tous x un nombre réel et m, k, s des entiers naturels,

on a :
Bl +1) Al (s2) ay v | Bule+1) A7 @)
Bun(z) A7 (sz+1) ]Z; <J > m(z) AV @+
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C’est-a-dire

:vsmzzk:s—l (j)‘”@( ).

Jj=

Pour y = (s — t)x et z = tx, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 2.2 Soient A,(;)(x) un polynéme d’Euler-Genocchi d’ordre r et Bp,(x) un
polynome de Bernoulli. Alors, pour tous x un mnombre réel et m, k, t, s des entiers

naturels, tels que s >t, on a :

Bum(z+1) A" (s2) i( > (s — )i—igh=s B (z +1) AY)(t:v) C(2.29)
B () A,(:)(saz +1) 3=0

En d’autres termes, nous avons :

k
(z, sz :ZS—t (> 2F=ie") (7, tx).
7=0

Corollaire 2.3 Soit Ag)(x) un polynome d’Euler-Genocchi d’ordre r. Alors, pour tous

T, 1, ..., T, (p >1), y des nombres réels et m, n deux entiers naturels, on a :

k ] ) (2 T
@(T Za: t9) = Z( ) Z <l;7/2,]-..77;p>x§-1 pGE”)” PRy i (@) (2:30)

j=0 i1+ig+Fip=j

p
Preuve. En utilisant la proposition 2.5 pour @,(j;?n(x, sz + y), on obtient :
i=1

0.3+ > () <Z> O o)
- -ko (f) 2 (21,22,‘7.‘.. z‘p) i’ ZPG(T s, (@),

i1 +ig++ip=7
0

Pour s = 1, la relation (2.30) se réduit de la formule de la proposition 2.5. Maintenant

pour p =s—1letz =2 = --- = x, =y, on peut déduire l'identité combinatoire
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sulvante :

o), (z, sz) = Z <j1 J2 ) J 1):52?—&1'@52”_ oo15,(%,2), (2:31)

o . i=1Ji
J15J25--+5)s—1

En comparant les deux expressions (2.28) et (2.31), on obtient I'identité :

k
k) k—j k=i g(T) n S5l o)
Z ) (s—=1)"x Jij(:L',x) = Z o . x lzljz@mnf o1, (@, 1),
7=0 J 1,525 emsdis—1 J15J25 -5 Js—1 =271 Ji
En utilisant (2.30) pour p =s—t, o =23 = --- = 1z, et y = tz, on déduit I'identité
combinatoire suivante :
Ol (w, s) = ( o >a:25fji@(” o (). 2.32
7 ( ) Z J1,92, y Js—t minfzi:f]i( ) ( )

jlvar“:jsft
En comparant les deux expressions (2.29) et (2.32), on obtient I'identité,
k

BN s e (oo )emimel)
(s =" 2" 0, (x,tx) = L . plei=17iQ sy (x,t2).
Z <]>( ) md( ) Z . J15725 -y Js—t m’n_zizlji( )

Jj=0 J1,J2seJs—
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CHAPITRE 3

Zdentités combinatoires pour les
polynomes d’Euler-(Genocchi
d’ordre r

Ce chapitre est dédié¢ a 1’étude de quelques propriétés combinatoires liées aux poly-
nomes d’Euler-Genocchi d’ordre r comme 'extension du théoreme de Raabe, les sommes
de Faulhaber et les liens avec les nombres de Stirling et les nombres de Jacobi-Stirling.
Il fait essentiellement référence a [16].

Nous utiliserons essentiellement les polynomes d’Euler-Genocchi Ag)(:c) d’ordre r
qui sont définis dans le chapitre 2.
Par le théoreme suivant, on exprime les monomes 2" en termes des polynomes d’Euler-

Genocchi AY (z) d’ordre 7.

Théoreme 3.1 Soient n et r deux entiers naturels, tels que, r < n. Alors :

1
2(n+r1),

" =

) — (n+7r\ o
A+ () Ak+r<x>]. 1)

Preuve. De (2.23), il en résulte que

> tn 2" > tn 2, ¢m
(r) v wt b _ (") (L v
;An (x+1)n! Tetr1 © T (ZA" (x)n'> (Z m!)’

en utilisant le produit de Cauchy, nous obtenons la formule convolée suivante :

AV (z+1) = i (Z) A (). (3.2)

k=0
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D’autre part, nous avons :

= nl e+ 1C et +1
_ 2trext
=2t" io: xnﬂ
n=0 nl
o0 tn+7‘
= 2"
n=0 n
- n—r tn
=Y 2(n)yx ol
En égalisant les deux séries et en utilisant (3.2), ce qui induit I'identité (3.1). O
Corollaire 3.1 [51, (7] Soient E,(x) un polynéme d’Euler et G,(x) un polynéme de
Genocchi. Alors :
n 1 " /n
2" = o | Bn(x) + > <k> Ey(x) (3.3)
k=0
et
n_ 1 n+1
TESY Gy (z) + Z <k N 1>Gk+1(a¢)] . (3.4)

Remarque 3.1 Ces formules sont prouvées par Pintér et Srivastava, pour (3.3) voir

(67, Eq (29)] et pour (3.4) voir [51, Eq (18)].

La formule correspondante pour les polynomes de Bernoulli est, (voir par exemple [67,

Eq (27)])

1 (n+1
"= B .
=g (h )

Classiquement, le théoreme de multiplication pour les polynomes d’Euler et de Ber-

noulli est prouvé par Raabe [55], pour tout m un entier, on a :

m—1
T+ k 1
B, < > | B, (x)
=0

et

[y

m—

k 1
(-D*E, (x;r: ) = WEn(x), m impair.
k=0
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La formule correspondante pour les polynomes d’Euler-Genocchi d’ordre r est donnée

par le théoreme suivant :

Théoréme 3.2 Soit A" () un polynéme d’Euler-Genocchi d’ordre . Pour tout entier

naturel m impair, on a :

m—1
k 1
(—1)FAD (“ ) —_A(a),
Preuve. De (2.23), il s’ensuit que :

iml (x—l—k) mzl ZAM(?H—k)n'

= e (4 Ryt m)
o [ (—eplt/m)”]
exp(t) +1 p(t/m) 1 + exp(t/m)

— —exp(tifn) exp(zt/m)

_ ZA t/m)

-y el

En identifiant les coefficients de t" dans les deux membres, nous obtenons le résultat. [

Théoreme 3.3 Les polynomes d’Euler-Genocchi Ag)(x) d’ordre r vérifient la relation

de récurrence linéaire suivante :

(1= 57 AL @ + 2 - A0 = no (). o)

e
Il
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Preuve. En dérivant les deux membres de (2.23) par rapport a ¢, on trouve,

d > (7”) tn > (T) tn

n=0 n=0
D’autre part,
d & o 2uxt” 2rt" (et + 1) — 2t"e!
“ A(r) R xt xt
dt% (= e (ef +1)2 ¢
= riA(T)(x) ) i an@s L iAW(x)ﬁ
ot " n! vt " nl  et+1 ot " n!

n=0 n=0
:Tzn—i-l n+1(x)ﬁ+(x_2)z‘4n (x)il
n= ’ n=0
8 (M) L 0 40
+3 (1) rrrAAT
n=0 k=0

En identifiant les coefficients de " dans les deux membres, nous obtenons le résultat.

O

Une premiere conséquence du théoreme 3.3 a ’aide d’utilisation d’opérateurs lineaires,

est de présenter A (x) comme une solution de 'équation différentielle suivante :

Théoreme 3.4 Pour tous n,r deux entiers naturels. On a :

A(’i) -1 (n) A(?1 (2) ) /
(n—l)!(r+n—l)ry +.“+(T+1>7’y * (T)r+(x_2) Y+ {r=ny=0

Preuve. Comme A{’ (x) est une famille de polynémes d’Appell, on a

T T N dk
DFAD (z) = (n), AL, (z), o DF:= 5
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La relation de récurrence (3.5) peut étre reformulée comme suit :

+1
AT () = " —9 Er_ pDE| AL
Soient E et E les deux opérateurs linéaires
L S Y i Al ¢ Be—t
=—|(z — —_ e = o
n—r+1 k:ok!(k+r)r * n+1

En appliquant ces deux opérateurs Eet EaAY (x), on trouve la relation suivante :
EEAD (z) = AD(x). (3.6)

Un calcul immédiat en utilisant les deux expressions (3.5) et (3.6), nous permet d’obtenir

le résultat. ]

3.1 Sommes de Faulhaber et sommes de Faulhaber

alternées

Les sommes de Faulhaber et de Faulhaber alternées sont définies par, voir par exemple

[ ]’

n

Si(n) ::Zz’k et Ti(n) =Y (—1)'* (3.7)

1=0

Les fonctions génératrices exponentielles de (Sk(n)), et (1x(n)), sont données par

o tF 1 — elnt+1)t * tk 1 — (_1)n+16(n+1)t
S —_—= t T, — = . 3.8
kZ:O W= e kzzo R L+el (38)
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Les sommes de Faulhaber (Sg(n))x et de Faulhaber alternée (Tj(n))x sont, respective-

ment, liées aux polyndomes de Bernoulli et d’Euler (voir [1, Eq. (23.1.4)]),

Biii(n+1) — By

Sk(n) = k+1

et

To(n) = (—1)”Ek(7”;+ )+ Ey (3.9)

Pour la somme de Faulhaber alternée, nous avons une extension aux polynomes d’Euler-

Genocchi d’ordre r.

Théoréme 3.5 Soient n et k deux entiers naturels. Alors :

(—1)"AY) (n+1) + AL,

Ti(n) = , k> 3.10
) S, > (310
Preuve. De (3.8), nous avons :
> tk 1— (=1 n-l—le(n-i-l)t
> T~
k=0 ’
2 2(_1)n+1€(n+1)t
T 2(et+1)  2(et+1)
En multipliant les deux membres par ¢, on trouve :
o0 th+r otT 2% (—1 n+16(n+1)t
Tk (n) — - _ ( )t
— k! 2(et +1) 2(et +1)
Ainsi, une simple manipulation en utilsant (2.23), donne :
> (1), Tier(n) y =50 A ZA n+1) kw
k=r k=0
en identifiant les coefficients de t* dans les deux membres, on trouve le résultat. U]

Remarque 3.2 Pourr =0, lexpression (3.10) donne la somme de Faulhaber alternée
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en termes de polynomes d’Euler (3.9).

Pour r =1, cette somme s’écrit en termes de polynomes de Genocchi comme suit :

—1)"Gri(n+1) + Gy

_
Tiln) = 2(k + 1)

3.2 Sommes relatives aux nombres de Stirling de

seconde espece

Nous donnons un lien entre les nombres d’Euler-Genocchi d’ordre 7, les nombres de

Bernoulli et les nombres de Stirling de seconde espece.

Théoréme 3.6 Soient S (n,k) les nombres de Stirling de seconde espéce, alors :

> (1) Aum =2 S

k=0 =0

k'S (n—rk). (3.11)

Preuve. Posons, pour tout ¢ un nombre réel, tel que |t| < 7

2t" y t
et4+1 et —1

T(r,t) :=

Compte tenu des membres de droites de (1.11) et (2.23) pour x = 0, et utilisant le

produit de Cauchy, on obtient alors :
" /n r t"
T(r,t) =Y {Z <k> A;jkBk} t

D’autre part,

(1) = 2 _ (-1 +1) ey E e (<),
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En développant les fonctions (e? — 1)¥ et e en séries entieres, on trouve,

e E . ,
1) = 3 o S (D) e

k>0 j=0 J
(-1 §
:trzk+1z <>Z2nn
k>0 n>0
tn-‘rr 1)k: k X <k>
=> o —)MI )"
, )
n>0 - k>0 k+ 7=0 J

En utilisant la formule explicite de Stirling (1.5), on obtient,

z > s k)
n! E+1
n>0 k>0
= nr k:'S r, k
nZ% (n—r)! Z k +1 )
N ]
= n! k:—l—l
Comme S (n —7r,k) =0 quand k > n — r, donc
() =Y 27, Y L ks -y
) - T k+1 * ) n'7

n>0

£
Il

0

ce qui acheve la démonstration par identification.

En particulier, pour r =0 et » = 1 on a le corollaire suivant :

Corollaire 3.2 Soient S (n, k) les nombres de Stirling de seconde espéce. Alors :

3 (1) 3 s

k=0 k=0

et
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3.3 Approche déterminentale pour les polynomes

d’Euler-Genocchi

Belbachir et al. [18] ont proposé une forme déterminentale pour exprimer le monéme
™ en termes de polynomes d’Euler-Genocchi et de polynomes de Bernoulli. Nous nous
intéressons dans cette partie a donner une forme explicite de la somme de Faulhaber
en termes d'une représentation déterminentale de polynomes de Bernoulli et de poly-
nomes d’Euler-Genocchi. Pour cela nous allons rappeler 1’énoncé de la proposition 2.4

du chapitre précédent par le théoreme suivant.

Théoréeme 3.7 Soient B, (x) un polynome de Bernoulli et A (x) un polynome d’Euler-

Genocchi d’ordre v. Alors, pour tous n, v et k des entiers naturels, tels que n > r, on

a
n4r+1
Z A(T;C X VnJrrJrl kk(x + 17 JJ), (312)
B.(x) A 1 1
oV, (r.y) = " f Y et A= 27+ (n4r+41) (” +£ ' >
Bn(y) A 7‘)( ) n r r+1

Proposition 3.1 Soient n, k et r des entiers naturels. Alors :

> V(s +1,5) = V) (m+1,0).

n,
s=0
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Preuve. Nous avons :

m m | Bpy(s+1 A (s
— ’ — (r)
s=0 s=0 | By(s) Al (s+1)

— | Balm + 1A (m + 1) = B, (0)A{(0)|

By(m+1)  A"(0)
B,(0)  AV(m+1)

Théoreme 3.8 Pour tous n, m et r des entiers naturels, on a :

n+r+1
Sn(m) = Z A7(1r.2€ X Vg—&)—r—&-l—k,k(m +1,0).
k=0

Preuve. En utilisant la formule (3.12) pour = = s, on obtient :
'« (r) (r)
s" = Z Ar:k x vnr—l—r—&-l—k,k(s + 17 S)'

k=0

En combinant les deux relations (3.14) et (3.7), on a le résultat.

(3.13)

(3.14)

3.4 Représentation des nombres de Jacobi-Stirling

sous forme déterminentale

Soient n, k deux entiers naturels et v un nombre réel positif. Les nombres de Jacobi-

Stirling de premiere espece J7 (n, k) et de seconde espece J;q (n, k) sont donnés, respec-
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tivement, par leurs fonctions génératrices :

E.(t) = ﬁ( 14+ k(k+2y—1)t) ZJS n+1,n+1—k)tt (3.15)
k=1 k=0

et

Hn(t)::kli[l( — k(k+ 2y —1)t) ;J (n+k,n)t (’t’<n(n+; _1)), (3.16)

qui satisfont les relations de récurrentes suivantes :

L(nk)=Fn—1Lk=1)+(n—-1)n+2y-2)J(n-1k),

S S S
(k)= (n—1Lk=1)+k(k+2y-1)J (n—1,k),
avec les conditions initiales :
J(n,0) = J5(n,0) = 06,0 et J(0,k)=J5(0,k)=dpo,

ou, 0, est le symbole de Kronecker.
En 2015, Merca [17] a relié la somme de convolution alternée des nombres de Jacobi-

Stirling aux polynomes de Bernoulli comme suit :

Théoréme 3.9 [17] Soient v un nombre réel positif et n, k deux entiers naturels. Alors :

k k
Biyji1(n+1) — By (k .
1. 7s S ktj+1 k+j+1 e
E 19~ JJ5 (n+1, n+1—j)J (n—|—k—j,n)—g Kl (j>(2fy—1) 7,

Nous proposons dans la suite une autre version de la somme de convolution alternée des
nombres de Jacobi-Stirling en termes d’une représentation déterminentale des polynomes

de Bernoulli et d’Euler-Genocchi d’ordre 7.
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Théoreme 3.10 Soient v un nombre réel positif et n, k deuzr entiers naturels. Alors :

(175 (n+1L,n+1—5)J5 (n+k—j,n)

] =

1

<.
Il

N <k> (2y — 1)F3 1 kﬂi“ <k +i+r+ 1) Biijarsi—t(n)  A(0)
- ' N ktj+1 ; 1 ,

j=0 J 2 (k +J)+r+ )7’+1 —0 t Bk+j+r+1ft A,g )(n)
En d’autres termes, nous avons :

k ‘ L kgt o
D=1 (Lt 1—§)J5 (nt+k—jn) =) (;) CAER Vi A N Vi
j=1 §=0 t=0
(r)
X Vk+j+l—(t—r),t(n’ 0).

Preuve. Il est facile de vérifier que, pour [t| < m,

%m H,(t) = F.(—t)H,(t).

En remplagant ¢ par —t dans la série génératrice (3.15) et en calculant sa dérivée par

rapport a t, on obtient :

/

Fl(~t) = i I (n+1n+1— k) (—t)F.

k=0
D’autre part, nous avons :
n n o0

d k(k+ 2y — 1) . o
_ H = = J 2 _1]] .
g (1) Zkzll—k(k+2'y—1)t 22 W+ 2y -1y

k=1 j=1

on intervertit ’ordre de la double somme résultante, on obtient :

izn:j’“(j + 2y — Dkt = <§: kIS (n+1,n+1—k) (—t)k_1> (i J5 (n+k,n) t’“) ,

k=1 j=1 k=1 k=0
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en identifiant les coefficients t*~! dans les deux membres, on obtient :

Z] (j+2y—1)*

)i 1]Js n+1, n+1—j)JS(n+k—j, n). (3.17)

IIM:v

D’autre part, en tenant compte de membre gauche de (3.17), on obtient :

Z] a2y - 1) Z Z() (27— 1)~
SE (e

0 =0

k
2,7_1 k‘ -7 k‘+]
()0

wm

0

.
Il

il s’ensuit de (3.13) que :
n ke k+]+r+1
ij(] +2y-1)f = Z (]) 2y —1)* Z Akﬂt X Vk-i—j—i—l (t—r),t +(n,0). (3.18)
j=1 Jj=0

La comparaisons des deux expressions (3.17) et (3.18), cela nous permet d’obtenir le

résultat. O

Dans le cas ou 7 = 1, on a les nombres de Legendre-Stirling introduits en 2002 par

Everitt et al. [30]. On peut trouver d’autres propriétés dans [3, 1, 17].

Nous proposons une autre propriété dans le corollaire suivant :

Corollaire 3.3 Soient J; (n,k) et Jj (n,k) les nombres de Legendre-Stirling de pre-

miere et de seconde espéce, respectivement, nous avons :

Mw

(—1)~ 1jJS(n—l—l n—l—l—])J (n+k—j,n)
1

i ( ) 1 kﬂiﬂ (’f NNy Ryt 1) Biyjiri1e(n) A7 (0)
k+j+1 "
- (ke +j 4+ 1) t Bisjiriie  A7(n)

<.
I
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En d’autres termes, nous avons :

k B/ Bt
Z D Em+1n+1—35)F (n4+k—j,n) Z(j) Z A,(LZM
sy =0

=0

x v

k4j+1—(t—r) (n 0).

En remplacant v par 1/2 dans la formule (3.17) et en utilisant un processus similaire
a la preuve du théoreme 3.10, on peut exprimer les nombres de Chebyshev-Stirling, [32]

en termes de représentation déterminentale par le corollaire suivant :

Corollaire 3.4 Soient Jj, (n, k) et Jf/Q (n,k) les nombres de Chebyshev-Stirling de

premiere et de seconde espéce, respectivement. Alors :

k
D (=1 (n 4 Ln4 1= ) J5 (n+ k= j,n)

7=1
_ 1 ’ff <2k: Frt 1) Bapsrs1t(n+1)  A(0)
= 52kt1
Pk AT+ D i t Boktr1-t AP (n+1)
En d’autres termes, nous avons :
k 2k+r+1
D (TR (i Lin L= ) Fojy (n o+ k = ) Z G % Vidiy oy (n+ 1,1).

J=1

Pour » = 0 et » = 1 dans le théoreme 3.10, nous avons la représentation déterminen-
tale de Jacobi-Stirling en termes de nombres de Bernoulli-Euler et Bernoulli-Genocchi

respectivement donnée dans le :

Corollaire 3.5 Soient v un nombre réel positive et n, k deuzx entiers naturels. Alors :

k k
k .
Z 1)/ (n+ 1, n—l—l—j)J (n+k—yj,n)= Z(j)(%y—l)k]

J=1 7=
y kfl 1 (k; + 7+ 1) Bitj-@-1)(n) Ey (3.19)
k+j+1 i .
— 2 (k47 +1) t By Ertj—@-1)(n)
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et

k k
k .
Z 1)/ (n+ 1, n—l—l—j)J (n+k—yj,n)= Z(j)(?y—l)k]

J=1 =
) kiw 1 (k +7+ 2) Bkﬂ'f(tf?) (n) Gy
k+j+1 ' '
o 2kt (k4 i+ 1)(k+j+2) t B; Gltj—(t-2) (n)

La représentation déterminentale (3.19) des nombres de Jacobi-Stirling, s’exprime en
termes de polynomes de Bernoulli et d’Euler. Cependant, ces formules peuvent étre
élargies en termes de polynomes de Bernoulli. En effet, en combinant les formules (2.8)

et (3.19), on obtient :
Vik(n,0) = ——

Il résulte de (2.9) que :

k
S (=1 R (4 Ln+1—5)J (n+k— j,n)

k k ‘k-‘r]'-i-l 9
— Z (])(2’)/ — 1)k_J Z t+2Ak+Jt X Ek+] (t— 1)t+1( )

t=0
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CHAPITRE 4

ZYolynomes unifiés de Bernoulli et
d’Euler de type Apostol

Apostol [0] a introduit et a étudié la forme étendue des polynomes et nombres clas-
siques de Bernoulli, qui sont maintenant connus sous le nom de polynoémes et nombres
Apostol-Bernoulli. Les extensions pour les polynomes de type Apostol comme Apostol-
Euler et Apostol-Genocchi ont été introduites par Srivastava [01]. Dans ce chapitre,
nous présentons, dans une premiere partie, I’approche déterminentale pour exprimer
les monomes x™ en termes des polynomes de Bernoulli et d’Euler généralisés. Dans la
deuxieme partie, nous proposons une famille unificatrice des polynomes de Bernoulli
et d’Euler généralisés et on étudie quelques propriétés combinatoires en utilisant les

différentes approches. Ce chapitre a fait 'objet de la référence [15].

4.1 Base déterminentale associée aux monomes "

Dans cette partie, nous exprimons les monomes x™ en termes des polynomes de Ber-
noulli et d’Euler de type d’Apostol sous forme d’une représentation déterminentale. Tout
d’abord, nous rappelons que les polynomes d’Apostol-Bernoulli d’ordre « sont les poly-

nomes de degré n, notés B (x; A\), définis par leur fonction génératrice exponentielle :

n

t (0% N o0 N t .
<—)\et—1) =Y W@ N (A <2m a €RLAER]).  (41)

n=0
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Aussi, les polynomes d’Apostol-Euler d’ordre a sont-ils les polynomes de degré n, notés

S{”)(:p; A), définis par leur fonction génératrice exponentielle :

2 ¢ xt = « " *
()\et—i—l) et = Gg)(a:;)\)m (jt+InA <7, ac R, A eRY). (4.2)

Posons, pour tout ¢ un nombre réel, tel que |t +InA| < 7

2 xt t xt 2t 2xt

A\t = —
Tl A t) = et + 1 x et — 16 A2e2t — 1e

tenant compte des seconds membres de (4.1) et (4.2), un calcul direct nous permet

d’obtenir :

NT(z41,\,t) =T (z, \, 1) Z {Z <Z> [NB, (2, \) €k (2, A) — By (2, \) €k (z, )\)}} m

n!’

D’autre part, nous avons :

2 2t
, B 2 At oAb o
MNT(z+1,Mt) =T(z, A t) = A Nee2t —1° N 1
— 2t62$t
400
t
= Z n2nl’n71—
n=1 ’I’L'

En comparant les deux développements de la série \*T'(x + 1,\,t) — T(x, \,t), nous

pouvons formuler le :

Théoréme 4.1 Soient z un nombre réel et n un entier naturel. Alors :

A%nf(kfl) ('CC +1, )‘) ¢ (‘Ta )‘)

n+1
n 1 n+1
%n—(k’—l)<x7)‘) )‘Gk(x + 17)‘>

En particulier, prennant A = 1 dans la formule (4.3), nous avons le résultat suivant qui

exprime les monomes z" en termes des polynomes de Bernoulli et d’Euler.
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Corollaire 4.1 Soient x un nombre réel et n un entier naturel. Alors :

1 ntl 1 Bh_-1n(x+1) Ei(z

T on+l
2l (n+1) &=\ k B (r-1)() Ep(x+1)

4.2 Polyndomes unifiés de Bernoulli et d’Euler de

type Apostol

Dans cette section, nous donnons la définition des polynomes unifiés de Bernoulli
et d’Euler de type Apostol et étudions certaines propriétés combinatoires en utilisant
I’approche de la fonction génératrice. Nous les appellerons polynomes de Bernoulli-Euler

de type Apostol.

Définition 4.1 Soient A € RY, u € Ry — {1} et n un entier naturel. Les polynomes de
Bernoulli-Euler de type Apostol sont les polynomes de degré n, notés B,(x; \, p), définis

par leur fonction génératrice exponentielle :

2—pu+ 5t
)\et— Z‘B a:)\u (4.5)

ot le rayon de convergence de la série génératrice (4.5) est donné par :
’hl (ﬁ) ~|—t‘ <2m, pour 0 < pu <1
A
’111 (E) +t‘ <m, pour pu>1.

De plus, les nombres de Bernoulli-Euler de type Apostol, notés Bn(A, 1), sont donnés
par :

W, (A, 1) = Ba0; A\, o). (4.6)
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Quelques polynomes classiques :

o les polynomes d’Euler : U, (z;1,0) = E,(z),

o les polynomes de Bernoulli : Uy (z;1,2) = B, (x),

o les polynomes d’Apostol-Euler : U, (z; A, 0) = &, (x; \),

o les polynomes d’Apostol-Bernoulli : U, (z; A, 2) = B, (z; A).

Par la définition 4.1, nous proposons plusieurs propriétés de base sur les polynomes de

Bernoulli-Euler de type Apostol en utilisant ’approche de la fonction génératrice.

Théoreme 4.2 Pour tout n un entier naturel, on a :

V(2 +y; A pm) = (Z) Ui (5 A, )y " (4.7)

k=0

En particulier, pour x = 0 et y = z, il vient

V(o hp) =Y (Z) V(A )", (4.8)

k=0

Preuve. En utilisant la fonction génératrice (4.5) pour exprimer U, (z + y; A\, p), on

obtient :

t" L L LA WY
;mn(l’ﬂLy,)\,M)a = <m e

En appliquant le produit de Cauchy et en identifiant les coefficients de t" dans les deux

membres, on obtient I'identité (4.7). O

Comme une conséquence du théoreme 4.1, nous montrons que les polynomes de
Bernoulli-Euler de type Apostol, {0, (x, A; 1) } >0 donnés par la fonction génératrice en
(4.5), peuvent étre exprimés en termes les polynomes de Bernoulli et d’Euler généralisés.

En effet, la substitution de z™, donnée par (4.3), dans l'expression (4.8) nous permet
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d’obtenir la formule suivante :

n k+1
V(s i) = 3 Bk (Ni11) D Njkn X Dy, 4),
k=0 J=0

ou

ABp(z4+1,0)  Elz,\)

1 n\ (k+1
Njgn = W(k)< j > et App(z,\) =

Bo(r,))  A€(z+1,\)

La formule correspondante pour les polynomes de Bernoulli-Euler de type Apostol est

une extension du théoreme de Raabe [55].

Théoreme 4.3 Pour tous n et m deuz entiers naturels avec m impair, si A = 1 — p,

alors :
m—1
k l’—f—k“ o _1-m w—2 1 o
k:O( %( =il mu)— — <2(M_1) En(2) + 7 Tn(@;1 = pp). (49)

Preuve. Il s’ensuit de (4.5) que :

00 m—1 00
x+k t" x+k t"

Z (‘DkQ}n < sl = ) - = (; 1- ,u;u) —
n=0 k=0 O n=0 m G

m—1
_ (_1)k 2—p+ ft (z+k)t/m

— (I—pet+(1—p)
— 2—p+ %t eact/m [1 B (_et/m)m]

(I—p)(et+1) 1+ et/m

— 1 2—M+%t ea:t/m
(T=p) \ et/m+1
t
_l-m(2—p 2 got/m M 2—p+ 4= Jat/m
2 1—p et/m 41 1—p\ et/m41
1— t/m) =1 t"
( 1)y >, I =N L
n=0 n=0 ’

=%

En identifiant les coefficients de t™, on obtient le résultat. O
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Nous donnons par le théoréeme suivant une formule explicite pour les polynomes de

Bernoulli-Euler de type Apostol.

Conséquence 4.1 Pour p =0, il s’ensuit de (4.9) que,

SV () = ) 4 i )
qui donne,
nmfl N T+ k
E,(x)=m (-1)*E, )
k=0

prouvée par Raabe dans [55].

4.3 Quelques formules explicites

Théoreme 4.4 Soient A € R et p e R, — {1}. Alors :

SV pa— R A _
B eden) = 5o |- e (2 ) = Bl (w2 ) nm vz

(4.10)
Preuve. On peut réécrire (4.5) comme suit :
= t" 1 m 2 .
Ny _9_ 2 R -
> Taleidin) (5= ) (-2 -50) (1+3Met) :
> A\t A et
= -2 n 3 Y n )
2(p—1) [(M )n;)e (ml—u>n! Q;G ( 1—u> n']
1 = A un A "
= —2)¢, (3 — | — n—1 | @ -
2(#—1)Z[w ¢ (xl—u> 2 ¢ 1(‘%1—#)} n!

En comparant les coefficients de t" dans les deux membres, nous obtenons l'identité

(4.10). 0

Théoreme 4.5 Soient A € R, p € Ry — {1} et n un entier naturel. Alors :

21 1_ ) [(2 — e, (x; 1iﬂ> — B <x; . i 1)] : (4.11)
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Preuve. De (4.5), nous avons :

> tn 2—pu+ Lt
D ‘A _ 2 xt
; A Aet + (1 —p)
2_/*6 2 xt M t xt
= X e + X e,
2(1 —p) $2e! +1 2(p—1) 2yet — 1

En utilisant les formules (4.1) et (4.2), cela permet nous d’obtenir 'identité (4.11). O

4.4 Formule de dérivation et d’intégration

Dans cette section, nous présentons des formules de dérivation et d’intégration pour

les polynomes de Bernoulli-Euler de type Apostol U, (z; A, ).

Théoreme 4.6 Pour tous [,n deux entiers naturels, on a :

dl
@%n(ﬂﬁ; A ) = (n) B —i(z; A, 1) (4.12)
et
Y 1
/a: m”(‘2’7 )‘7 /J,)dZ - (n + 1) [mﬂ-i-l(yv /\7 M) - %n+1(m, )\7 :U')] . (413)

Preuve. IL’assertion (4.12) découle de (4.5) par dérivations successives par rapport a
x. On utilise ensuite le principe d’induction sur [. En prenant [ = 1 dans (4.12) et
en intégrant les deux membres de 1’équation résultante par rapport a z sur 'intervalle

[z,y], (y > x), on obtient la formule intégrale (4.13). O

Remarque 4.1 Pour (A, pu) = (1,2), le théoréme 4.6 est prouwvé par Luo et al. []/].

Corollaire 4.2 Pour tout n un entier, on a :

+y 1 n n o
[ man = ()mkw,mn (), (4.14)
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Preuve. En remplagant y par x + y dans la formule intégrale (4.13) et en utilisant la

formule (4.7), un calcul nous donne la formule intégrale (4.14). O

Théoreme 4.7 Soient n un entier naturel ety € R* —{1,2}, alors la formule suivante

est vérifiée pour |t| < ;% 12 —p -

1 n
Byia(oi o)~ aBulid) = 5 3 (T) i
0

N T g L/ |
- <2(u — 2)) [2%’("’3’ ) = )\k:O <k> T\ ) Bik(@+ LA p)| - (4.15)

Preuve. En dérivant les deux membres de (4.5) par rapport a ¢, on développe le facteur
—1
<1 + ﬁt) sous forme d’une série pour || < % |2 — u|, et en utilisant les formules

(4.5) et (4.6), nous obtenons :

n>0 n>0

1 " n
Z%onAM —xZQY :U)\,u, (2 ) (ngowt)

“Zm a:A,uA(ZiU (A, ) )(Zm x+1>\u)tn>]. (4.16)

n>0 n>0 n>0

Ensuite, en identifiant les coefficients de t™ dans les deux membres, on obtient I'identié

(4.15). 0

4.5 Identités combinatoires inspirées par le calcul

ombral

Dans cette section, nous suggérons I'identité symétrique pour les polynomes de Bernoulli-
Euler de type Apostol ‘B%a)(x; A, i) en utilisant le calcul ombral. Nous aurons encore
besoin de quelques notions supplémentaires.

Soit (U (A, 1)), la suite des nombres de Bernoulli- Euler de type Apostol don-

née par (4.6). On note B™(\, ) := ¥, (A, ), le nombre ombral défini par sa fonction
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génératrice exponentielle :
t’n
> B(h ) = exp B\ w)t). (4.17)
n>0 ’

Soit (U, (z; A, t)),~, la suite des polynomes de Bernoulli- Euler de type Apostol
donnée par (4.5). On appelle représentation ombrale, toute représentation donnée par

I'identité suivante :

B, (w5 A 1) = (B, ) +2)"

Donc,

Théoreme 4.8 Pour tous n,m deux entiers naturels, on a :

n

S (Z) YR (A, ) = i (ZL) (=)™ " Vo (2 +y5 A, 1)

k=0 k=0

Preuve. Par la représentation ombrale U, (z; A\, 1) = (B(A\, ) +2)" on a :

(B, ) + (2 +9))" (B, p) +2)™

B\, p) + (. +9)" (B, p) + (x+y) —y)"

( ) ot B + o+ )

(

[
Ms

= 3

k

Il
=)

I
NE

m
k

> - m— mn+k<x+y7)\u>

i
o

D’autre part on a :

(BOW)+ (a4 0" B + 0" =3 () B+
k=0
“2 ( k) Y B (3, ).
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Par conséquent, les deux expressions donnent 1’identité souhaitée.

Quelques exemples du Théoreme 4.8 :

Pour p = 0, on trouve :

2 () rensn -2 (1)

Pour (u, \) =

k=0

(0,1), on obtient :

Pour p = 2, on trouve :

Pour (u, \) =

n

2 (

k=0

n
k

) yn—k m+k

(2,1), on obtient :

> (Z) B (w30)

(z; )

-3

k=0

-3

k=0
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CHAPITRE 5

Zolynomes de Bernoulli-Euler
généralisés de type Apostol d’ordre
Q

Dans ce chapitre, on établit quelques identités combinatoires pour les polynomes
unifiés de Bernoulli et d’Euler généralisés de type Apostol, en utilisant différentes ap-
proches : la fonction génératrice, la convolution, la dérivation et I'intégration, leur lien
avec la fonction zéta d’Hurwitz-Lerch généralisée. Nous utilisons ’approche ombrale
pour déduire des identités symétriques. Enfin, on se donne une représentation détermi-

nentale pour cette classe de polynomes. Ce chapitre a fait 'objet de la référence [11].

Définition 5.1 Soient a,b,\ € R%, a,pp € R" et ¢ € R, tels que a # b et p # 1, les
polynomes de Bernoulli-Euler généralisés de type Apostol d’ordre o, sont les polynomes

de degrén, notés VG (x; A\, i, a, b, ¢), définis par leur fonction génératrice (exponentielle) :

F(a) (m.)\ N) o 2—p+ %t O‘Cxt _ im(a)(x,)\ [,a,b C)ﬁ (5 1)
a,b,c (RS . /\bt—i—(l—,u)at — n [EAN nt Rt ] n!7 .

ot le rayon de convergence de la série génératrice (5.1) est donné par :

‘ln <ﬁ) +tln (g)‘ < 2w, pour 0 < pu <1,

‘ln <ﬁ> +tln (%)) <m, pour > 1.

Aussi, les nombres de Bernoulli-Euler généralisés de type Apostol d’ordre o, notés

69



%1(1&)()\,;1,, a,b,c), sont donnés par :
‘I]‘(f‘)()\,,u, a,b) := ‘ZTI(I")(O; A, i, a, b, c). (5.2)

Remarque 5.1
— En prenant = 2 et . = 0, on retrouve les polynomes d’Apostol-Bernoulli généralisés
d’ordre v et d’Apostol-Euler généralisés d’ordre «, respectivement.

— Pour o = 1, on retrouve les polynomes de Bernoulli-Euler généralisés de type Apostol

donnés par :

n

2—p+ 5t I t
()\bt—i—(l—u)at)c :Z’«Un(%)\;/ﬁ,a,bﬂ)ay

n=0

ou le rayon de convergence est donné par :

)ln <ﬁ) +tln (g)‘ < 2w, pour 0 < pu <1,

)ln (ﬁ) +tln (g)‘ <m, pour > 1.

Nous donnons quelques exemples des polynomes de Bernoulli-Euler généralisés de type

Apostol d’ordre a.

U,(x;1,0,1,e,e) = E,(x), les polynomes d’Euler,

U,(x;1,2,1,e,e) = B,(x), les polynomes de Bernoulli,

B (2:1,0,1,e,e) = E(x), les polynémes d’Euler d’ordre o,

B (2:1,2,1,e,e) = B(x), les polynéomes de Bernoulli d’ordre o,
U,(x;7,0,1,e,e) = E,(x;\), les polynémes d’Apostol-Euler,

U,(x; 7\, 2,1,e,e) =B, (x;\), les polynomes d’ Apostol-Bernoulli,

B (2:X,0,1,e,€) = €Y(z; \), les polynomes d’Apostol-Euler d’ordre a,

B (2:X,2,1,e,€) =B (x;\), les polynémes d’Apostol-Bernoulli d’ordre a.
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5.1 Premieres propriétés via ’approche de la fonc-

tion génératrice

On applique 'approche de la fonction génératrice pour étudier certaines propriétés

des polynomes de Bernoulli-Euler généralisés de type Apostol d’ordre .

Théoreme 5.1 Soient a,b,c,d, A € R, o, up € R" et ¢; € R, tels que a # b et pn # 1.

Alors, pour tout naturel m > 1, on a :

Firgﬁm (5 A5 ) H abc (5N 1) (5.3)

et

chbd( a; A\, ). Fabc(:c A\ 1), pour ¢ #d,
chs,)db,c(x; )\,,LL) = (54)

£ (x — a5 A\, ), pour ¢ =d.

a,b,c

Preuve. En établissant la fonction génératrice de type (5.1) pour [, F, bc (T3 A, 1),

on obtient :
ﬁFa) 3\ ﬁ i ac”-”
abc :u P /\bt+(1—,u)at )
= 2 _ M + %t " ﬁ C{Et
O+ (1 — p)at L1
= F e o (@ ).
De méme, pour l'identité (5.4). O

Corollaire 5.1 Soient a,b,\ € R, a,pp € RT et ¢; € R, tels que a # b et pn # 1.
Alors :

g (ma) (:C;)x,u,a,b,Hci> _ Z (kl n . )Hmé‘j)(x;k,u,a,b, ¢). (5.5)
11 - e st



Preuve. Comme premiere conséquence du théoreme 5.1, nous avons :

m

HFQCZ)C (w3 A 1) = Fp) o (A ),

en écrivant la fonction génératrice de type (5.1), on trouve :
> e (:r; A, s @y b, HC> = 1T (Z B (25 A, p, a, b, Ci)m) : (5.6)
n=0 i=1 i=1 \n=0

Compte tenu du produit de Cauchy, nous obtenons la formule (5.5). U

Théoreme 5.2 Soient a,b,A € RY, o, p € RY et c € R, tels que a # b et p # 1. Alors :

n

V(x4 LA poabe) = (Z) U (5 A, 0, b, ¢) (Ine)"

k=0

Preuve. En utilisant la génératrice (5.1) pour ‘B,(fy)(x + 1; A\, p,a,b,¢), on a:

2—u+“t “
(a (z+1)t
;0% x—i—l)\u,abc T at> c

n

i‘ﬁgf)(@)\;u;a,b c) i—n‘i Inc)" —

n=0 n=
Ce qui donne :
i‘l](a)(aﬂ— L\ s a,b c)ﬁ = i - (" B (23 A; s a, b, ) (lnc)"_kﬁ.
o n 9 SNy Uy My Yy Tl' L k k 3 SNy Uy My Yy n|

En comparant les coefficients de t" dans les deux membres, on obtient le résultat. [J

Théoreme 5.3 Soient a,b,A € R, a, B, 0 € RT et ¢c € R, tels que a # b et pn # 1.
Alors :

BB (1 4y X, a, b, ¢) = (Z)m(a)(m A, a,b, c)%( ) WA, a, b, c) (5.7)
k=0
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et

VI (2 + y; A, paa,be) = <Z> By (3 A, 1, 0,0, )y (Ine)" . (5.8)
k=0

En prenant x = 0 et y = x dans la relation (5.8), on obtient :

VL (5 A, pa,be) = 3 (Z) T (A, )" ()"
k=0

Preuve. En utilisant la génératrice (5.1) pour QI%QJFB)(SU +y; A\, i, a,b,¢), on a:

a B
2_M+%t cxt 2_M+%t Cyt
At 4 (1 — p)al AVt + (1 — p)at ’

Ce qui implique que :

n+k

t s ;
- (at5) . tn
niks ,;)m" @+ uidmab,0)y

n

SN BD (@5 A, 10,0, )0 (5 A, 1, a,b, )
n=0 k=0

(5.9)

En appliquant le produit de Cauchy a l'identité (5.9) et en comparant les coefficients
de t" dans les deux membres, on obtient 'identité (5.7).

La preuve de I'identité (5.8) est similaire a celle de 'identité (5.7). O

Remarque 5.2 L’ezpression (5.8) permet d’exprimer iU,(f)()\,u,a, b) en termes de po-
lynomes unifiés de Bernoulli-Euler généralisés de type Apostol d’ordre o. En effet, il

suffit de remplacer y par —x dans la formule (5.8), on obtient 'expression suivante :

n

O na,t) = 3 () 0" 0,y (e
k=0

Nous obtenons 'identité de convolution généralisée comme suit.

Corollaire 5.2 Soient a,b,A € RY, p,o € RT i =1,2,....m et c € R, tels que a # b
et # 1. Alors :

Q]%a1+~--+am)($1 + -z Ay a, b, c) =

> <k1 § k )Wﬁl)(wl;k,u,a,bm)““ljigiM)(“"m?A’“’a’b’c)'
ki++km=n T
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5.2 Formules de dérivation et d’intégration

Nous présentons dans cette partie, la formule de dérivation et d’intégration pour les

polynomes de Bernoulli-Euler généralisés de type Apostol 3l (x; A\, p, a,b, c) d’ordre a.

Théoréeme 5.4 Soient a,b,c,\ € R et a,p € RY, tels que a # b, alors pour tous n, !

deuz entiers naturels, on a :

dl

O (@A a,b.c) = (o) ()0 (@ A pasbie)  (0<1<n) (5.10)

n—

et

Q](a)

/y B (25 \; pya, b, €)dz = (s X s b €) — B, (5 A s, b o)

(n+1)Inc

. (5.11)

Preuve. L’assertion (5.10) découle de (5.1) par dérivations successives par rapport a x et
une induction sur [. Pour l'identité (5.11), il suffit de prendre | = 1 dans I'identité (5.10)
et d’'intégrer les deux membres de I’équation résultante par rapport a z sur l'intervalle

[z, y]. O

Remarque 5.3 Pour p = 0 et u = 2, le théoréeme avait été prouvé par Srivastava et

al. [65].

Corollaire 5.3 Soient a,b,c, A\ € R% et a,p € RY, tels que a # b, alors pour tout n un

entier naturel, on a :

/Z—HJ U (z; \, i, a, b, ¢)dz = ! -~ (n m(a)(:ﬂ')\ ya,b, )y F D (Ine)"F . (5.12)
- n \~ 7Y My Yy Yy (n+1)k:0kk» y 7Ny Uy Wy Uy . .

Preuve. En remplacant y par x+y dans la formule integral (5.11) et utilisant la formule

(5.8), un calcul direct donne la formule integrale (5.12). O
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Théoréme 5.5 Soient a,b,c, A € R% (a #b) et a,p € RY. Alors, pour 1 #2 on a :

W)y (23 X g 0, b, ©) (5.13)

T

(& B (23 \: s a, b, ) + Xn: i K Hl%(a)(.)\. .a,b,¢)
=1n a n o ,M,CL, , C ai:O Z 12 2(/4’172) n—1 Z; 7/~’L7a7 , C

_adln(g) 3 < o ,>i!<2(ul‘_2)) 7 60 (25 A s 0, b, )

2—p G \Bhm i

et pour =2 on a :

a\ (2) Zn: <Z> (I b)* B Y (250 3 0, b, ) (5.14)

k=0

= (o — n)UY (25 \; s a, b, c)—i—n(xlnc—alna)%( @) (5N 50,0, ¢).

Preuve. Il suit de (5.1) que :

t" 2_M+%t a:rt
ZQ} $)\/.,L7abc)’n/':<)\bt_{_(1_u)at C

n>0

2+t \°

( “n(g)ﬂ 2 ) et(.tlnc—alna)’ (515)
e ™Ma) + (1 — p)

en dérivant les deux membres de (5.15) par rapport a ¢, en développant les facteurs

-1
<1 + ﬁt) et e!!mb en séries enticres et en utilisant la formule (5.1), on obtient :

tn
ZQ]“_H:E)\,u,abc) ln<aa)ZQ] xA/L,abc)

n>0 n>0

ap mn
NPT (Zzwz ) (Zf‘ (=; Av“’%b’c)m)
alln (g) M" n Ak o tn
a (2 —p) (;271(#2)”75 ) (Z(lnb) n) (ZEU +1) (xA,u,abc) ) (5.16)

n>0 n>0

Compte tenu du produit de Cauchy, en identifiant les coefficients de t", on obtient
'identité (5.13).

La formule (5.14) a été prouvé par Srivastava et al. [0, p. 255, Eq. (29)]. O
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5.3 Lien avec la fonction zéta d’Hurwitz-Lerch gé-
néralisée

La fonction zéta d’Hurwitz-Lerch généralisée, notée W, (z,t,a), définie par Goyal et

Laddha [33], est donnée par :

Voo, ta) = 3 2 (5.17)

t oyl
= (n+a)t n!

Nous donnons un lien entre les polynomes de Bernoulli-Euler généralisés de type Apostol
d’ordre a, B (z; A\, 1, a, b, ¢), et la fonction zéta d'Hurwitz-Lerch generalisée W, (z,t, a)

par le :

Théoreme 5.6 Soient a,b,c,\ € R, pn € R", tels que a # b et p # 1,2. Alors, pour

tous n,l deux entiers naturels, on a :

2! by xlnc—Illna
B (23 A, p, a,b,¢) = (—1) l(;H) 2 Okl D) ¥y <u—1’k_n’ lnb—lna)’
k>0

(5.18)

om0 () () ()]

Preuve. On peut réécerire (5.1) pour @ = | comme suit :

(@), . (2 a
n§>0%u (x,)\,,u,a,b,C)n! =(=1) <,U_1> <1+2(2_M)t>

N
% (1 - (Mil) <Z) ) et(:clncfllna). (520)

! —1
On développe les facteurs (1 + 2(+—u)t> et (1 — ﬁ (g)t> sous forme de séries :
l k Lk
1% M l
) =Y ()
(1350 2055 )
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(-5t () Z G

11 suit de (5.20) que :

noyntk

b t
X Z (sln <a> +alnc— llna) Tl (5.21)

n>0

en remplacant n par n — k pour (n > k) et en échangeant I'ordre de sommation de la

relation (5.21), on obtient :

;m&akx;x,u,a,b,@fj:(—l)’ (i_‘l‘)l;oa) () Z
nl’

x%( ) (sln<b> +:Elnc—llna)nt

en utilisant les relations (5.17) et (5.19), puis en comparant les coefficients de t™, on

‘()

obtient l'identité (5.18). O

5.4 Identités inspirées par le calcul ombral

Dans cette partie, on démontre une identité dite symétrique pour les polynomes de
Bernoulli-Euler généralisés de type Apostol d’ordre v en utilisant le calcul ombral.

Soit (U (A, p, a, b)), la suite des nombres de Bernoulli- Euler généralisés de type
Apostol donnée par (5.2). On note B"(A, i, a,b) = U, (A, p,a,b), le nombre ombral

défini par sa fonction génératrice exponentielle :

S B\ a, b)% — exp (BO\, 11, a, b)t) . (5.22)
n>0 ’

Soit (U, (w3 A, i1, a,b,¢)),~, lasuite des polynémes de Bernoulli- Euler généralisés de

type Apostol donné par (5.1). On appelle représentation ombrale, toute représentation
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donnée par l'identité suivante :
B, (z;\, p,a,b,¢) = (B(\, i, a,b) +zIne)”.

Do,

t
Z B, (x; A, i1, a,b)

n
n!
n>0

=exp ((B(\,p,a,b) + zlnc)t).

Théoreme 5.7 Pour tous n,m deux entiers naturels, on a :
n m

n - n— m m— m—
> ()t e 0 i mastne) = 3 (1) (o) e D o+ g5 d o).
k=0 k=0

Preuve. Par la représentation ombrale U, (x; A, 1, a,b,¢) = (B(\, p, a,b) + xInc)”, nous

avons d’'une part :

(B p3a,0) + (x +y) Ine)*(B(A; p; 0, ) + xIne)™

= B, 1,a,0) + (x+y)Inc)" (B(A p,a,b) + (z +y)Inc— yIne)™

(’IZ) (=)™ " (Ine)™* (B, p,a,0) + (2 + y) Inc)"**

M= 11

m e -
(1) (0 )™ 4B, o i o)

e
Il

0

D’autre part,

(B, g, a,0) + (z +y) Ine)"(B(A, p, a, ) + xIne)™

(Z) y"Fne)" ™ (B, gy a,b) + zIne)™

I
ol
3 M:
o

(Z) Y (In )" Yk (2 A\, i, a, b, ¢).

k=0

Par conséquent, les deux expressions donnent l'identité souhaitée. [l
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5.5 Approche déterminentale

Le but de cette section est de donner une représentation déterminentale pour les

polynomes de Bernoulli-Euler généralisés de type Apostol B (x; A, i, a, b, ¢) d’ordre .

Théoreme 5.8 Soient a,b,c,A € R%. (a #b) et a,p € R, tels que p # 1. Alors :

B (23 \, i, a, b, ¢) =

§0§
1 zlne z2In%c¢ ... z"'In" !¢ z'In"c
80 81 82 ‘e Sn—l Sn
0 S OS . ()Se (S
«a -1)"
0 (23X, 1, a, b, ¢) 861+)1 ,
0 0 So oo ("INSu—s (H)Sn-2
0 0 So (3
ou S, = 62“)0\,”,@,1)) est la suite polynomiale donnée par la fonction génératrice

exponentielle :

TL

(Ab;_(“Jr#t) Ze )\p,ab) (5.23)

Preuve. De (5.1), nous avons :

2—p+5t \“ tn
()\bt() ZQ} €T, )\,H,CL, b, C)E (524)

n>0

D’une maniere équivalente, nous pouvons réécrire 1’expression (5.24) comme suit :

ztlnc o "
e ¢ - (Z 6( )\ y Hy @y b k') (Zm x5 Avu)avb’ C)’I’L') ’ (525)
k>0 n>0

79



En utilisant le produit de Cauchy et en identifiant les coefficients de t", on a alors, pour

0 <1 < n le systeme d’équations suivant :

B (23X 43 0, b, )& (A 3 a, b)

()
k

n

VYO (25 As s a, b, )&% (s s a, b)

YO (2 As s a, b, €)Y, (A; s a, b)

En appliquant la méthode de Cramer, nous obtenons :

1

mgla)(x; )‘7 M, a, b7 C) =
(S (A, 1, a, b))t

&\ (A, 1, a,b) 0 0

S\ mab) S (A, a,b)

28\ (A, 1, a,b)

0
& (A, 0, b)

(

Géa)(A“l,L7a,b) 1

& mab) (NS mab) (38505 p,a,b)
Par transposition, nous avons :

1

sn’SLa) (x’ )\3 /LL? a? b) C) =
(S5 (A, 1, a, b))+

S5 (Nmia,b) S (Npab) S5 (N psa,b)
0 & (N pa,b) (DS (X s a,b) (
0 0 &5 (A i3 a,b)
X
1 zlnc 22In%c

n
1

()&, (A i a,b)

L,

B (w30 150, b, €) &L (s i 0, ) + B (w34 pi 0, b, €) &6 (N s a,b) = wlne,

=z'ln'e,

=z"In"c.

zlne

221n? ¢

z"In" ¢

& (s s a,b)
)6 (As 3 a,b)

z"1In" ¢

Si nous échangeons la (n + 1) ligne avec la premiere, nous obtenons le résultat. [
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Applications du théoréme 5.8
e Polynémes de Bernoulli, voir [28]

Pour (a; \; p;a,b,¢) = (1,1,2,1,e,€), on a :

&V (1;21,e) =1, SU(1;21,¢) =

n+1
Il s’ensuit que, By(z) = 1;
1 =z 22 o3 ! z"
L3 3 1 =,
" 0 1 1 1 1 1
Bp(z) = (1) 5 i
00 1 3 T 3
00 0 o 1 (")
e Polynémes d’Euler, voir [28]
Pour (a; A\;p;a,b,¢) = (1,1,2,1,e,e), on a :
W 0 1
Sy’ (1;0;1,e) =1, 6&,7(1;0;1,¢) = 7
Il s’ensuit que, Ey(x) =1;
1 =z a2 L x"
13 3 3 3
pier— Cap| 0L AG AT
n—1 n
00 1 :("2) 200
00 01 30"

e Polynomes de Bernoulli d’ordre m
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Posons, (a; A\;p;a,b,¢) = (m,1,2,1,e,e) et Si™ = ngm)(l; 2;1,e),on a:

s o1
"opl t

1

t?’l

Yy

nn>0 j1+jo+-+im=n

(jlaj;.l- : Jm) (J1+1)(

(n+m)m

Jo+ 1) (G + 1) 0!

tTl

=2 >

n>0 j1+jo++Jjm=n

“YaT
n>0 (4 m)m k1+ha++km=n+m
Par conséquent, Si™ = (Zf;;lm
I s’ensuit que, B{™ (z) = m
1 T x?
mm mmtl 2
m! (m—+1), (m+2)m
m™ 2lm™m+t1L
ST
Bm) — (—1)" m-
M) = v (2
0 0 me
0 0 0

e Polynomes d’Euler d’ordre m

(i i)
jl?j??"'ajm (]1 +1)(
n+m t"
Z <k17k2a"'7km>m_z(

n>0

mtm

(n4+m)m

(n—1)tmm+n—2

Jo+ 1) (m + 1)(n 4+ m)py n!

anrm tn

mm+n—1

(m+n—1)m

nlmmtn—1

(m+n—2)!

(m+n—1)!

_ m4n—3
(nQ 1) (1::+n—3)m

min—2
(g) (777711+n—2)m

nm™t1

(m+1)!

Posons (a; \; p; a,b,¢) = (m,1,0,1,¢e,¢€) et T = 6,({”)(1;0; l,e),on a:

" F1\™
Sl () Y X
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Par conséquent, ']I‘(()m) =1, T = n
Il s’ensuit que, E((]m) () =1;
1 =z x? ket "
2 n—1 n
Logw  om e s
2 -1 n—2 n—1
0 1 (g (") (1)
EM@) =" 0o 0 1 (") ()
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CHAPITRE 6

Holynomes de Bernoulli et d’Euler
généralisés et nombres de Stirling

Dans ce chapitre, on établit quelques identités combinatoires pour les polynomes
de Bernoulli et d’Euler généralisés, en utilisant la fonction génératrice et I'approche

déterminentale. Ce chapitre a fait I'objet de la référence [17].

6.1 Introduction

Soient a,b,c € R tels que a # b. Les polynomes de Bernoulli *B,,(z;a, b, c) et d’Euler
¢, (x;a,b, c) généralisés, ont été introduits pour la premiere fois par Luo et al. [12, 13],

ils sont donnés par leurs fonctions génératrices :

t o — " 2
Tt __ %n : ’b’ —, t < — 61
T g (z;0 c)n! g Inb —Inal (6.1)
et
o tn’
@n b, < |—|. 6.2
bt+at nZ:o (w;0,b,¢) nl’ g Inb—1Ina (6.2)

Lorsque b = ¢ = e et a = 1, les expressions (6.1) et (6.2) se raménent aux polynomes
classiques de Bernoulli B,,(z) et d’Euler E,, (z) respectivement, i.e., B, (z) := B, (z;1, e, e)
et E,(z) = €, (z;1,e,e).

En particulier, les nombres B,, = B,(0) et E,, = E,(0) sont respectivement, les nombres
classiques de Bernoulli et d’Euler.
Le théoreme suivant donne une formule de convolution aux polynoémes de Bernoulli et

d’Euler généralisés.
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Théoreme 6.1 [12, 13] Soient a,b,c € R tels que a # b et n un entier naturel,

B, (r+y;a,b,c) = Z <Z) B(z;a,b,c)y" " (Ine)" "

k=0

et

n

n
¢.(r+y;a,bc)= En(zia,b, o)y " (Ine)" .
@+ >Z(k)< =" (1ne)
En particulier, si z = 0 et y = u dans (6.3) et (6.4), alors :

B, (u;a,b,c) = Z (Z) B(a,b)u"* (Ine)" "

k=0

et

alors :

(6.3)

(6.4)

(6.6)

6.2 Représentation déterminentale des polynémes

d’Euler-Bernoulli généralisés

Nous donnons une formulation pour les polynomes de Bernoulli et d’Euler généralisés

en termes de polynomes classiques.

Théoréme 6.2 Soient a,b,c € RY, tels que a # b et a # 1, alors, les identités suivantes

sont vérifiées :

- b
B,(r;a,b,c) = (Z) (=1)" *In* (—) In" " aBy, (zn 4y, ¢)

a

et

" b
n(aiae) =Y (1) 0w (1) e aB (oin o),
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Preuve. On peut reformuler (6.2) comme suit :

2 xt 2 tin(c*/a)
bt _|_atc o etln(b/a) + 16
2

ztln(b/a)ln 4/, ce—tlna
etIn(b/a) +1

= (ZO In" (g) E, (m In 4/ c) g) (Z(—l)”ln” a%) ) (6.9)

n=0

Compte tenu des seconds membres de (6.9) et (6.2), un calcul direct permet d’avoir la

formule (6.8). La preuve de l'identité (6.7) est similaire. O

Théoreme 6.3 Soient a,b,c € R, tels que a # b et n un entier naturel, alors, les

identités suivantes sont vérifiées :

b
%n(x;a’ b’ C) = lnn—l <a> B, (ZL‘ In bjaC— In b/a CL) (610)
et
b
¢n(z;a,b,c) =In" <> By (zln yqc—1nyqa), (6.11)
a
ot In,x = }E—z

Preuve. On peut reformuler (6.2) comme suit :

2 xt 2 tln(c* /a)
bt+atc o etln(b/a) _|_16
_ 2 t(xlnc—Ina)
etln(b/a) +1
2

_ tln(b/a)(acln b/a =N p/q a)
ctin(b/a) 4 1

= b tn
= nz:;ln” (5) E, (3: Inyoc—1ny a) E (6.12)

Compte tenu des seconds membres de (6.12) et (6.2), un calcul direct permet d’avoir la

formule (6.11). La preuve de l'identité (6.10) est similaire. O

Conséquence 6.1 A [aide du théoréme 6.3, nous pouvons donner les premiers poly-

nomes de Bernoulli et d’Euler généralisés par le tableau suivant :
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D z D ¥
D U —DU[ZU[E — 5 U] T+ qQuIpu[+
DULQUIDU[TE + gD U[D U ,2& —0 Ul T 2UQDU[T — 9 U] T qruré —oupw 1 (94q‘Dix)"p
pU| Am\/sﬁ._.@c:@c\@ﬂv - Aom@\zﬁ._.@e\mﬁwq;v oup T4 @U\MEME.TQ%EW.T
D D k4 D D o . D D /q)ul (nbm b\ U

(& +vr/aup)o upag —o P/ iup g uper oup (1 +»°/uyg) z —o \mﬂmﬁm& & —pv/tup — o v/ ﬁ (0q‘viz) g
Ty pé— T— ¢ —w 1 (x) %
Rl THo— g f-a 1 (@)"a

€ (4 1 0 u

TABLE 6.1 — Quelques cas particuliers de ®B,,(z;a, b, c) et €,(x;a,b,c).
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Posons :

2 Tt t xt
T(:z:,a,b,c,t) = bt—l—CLtC X bt_atc = b2t_a2tc

Compte tenu du second membre de (6.1) et (6.2), pour a # 0 on a

T(x+1,a,b,b,t) —T(x,1,b/a,b,t)
n!

o0 n t
= Z {Z <Z> [Bn—i(z 4+ 1;a,b,b)Ex(x + 1;a,b,b) — By_(x;1,b/a,b) Ex(z;1,b/a, b)]} ~
n=0 \k=0

D’autre part, pour a # 0 on a :
T(x+1,a,b,b,t) — T(zx,1,b/a,b,t) = 2tb*" = ZnZ" (xInb)"”

En comparant les deux expressions de T'(z+1,a,b,b,t)—T(x,1,b/a, b, t), nous formulons

le résultat suivant.

Théoréme 6.4 Soient x un nombre réel et n un entier naturel, alors, pour (a,b) #

(0,1) on a :

By _(e—1)(x +1,a,0,b) Ey(x,1,b/a,b)

n+1
1 n+1
n (61
? 2n+1(n+1)1n”bkzo< K > (6.13)

By, _(x—1)(z,1,0/a,b) Er(x+1,a,b,b)

En particulier, pour a = 1 et b = ¢, on retrouve ’expression explicite des monomes z"

en termes des polynomes de Bernoulli et d’Euler qu’on a degagé dans la proposition 2.1.

Corollaire 6.1 Soient x un nombre réel et n un entier naturel. Alors :

n+1
1 1 B, _-1(x+1) Ep(x
o - 1 Z(n;— > (k—1) ( ) Ei(x) . (6.14)
(n+1) = By (k—1)(z) Eg(z+1)

Les expressions (6.5) et (6.6) nous permettent d’obtenir B, (x;a,b,c) et €,(x;a,b,c)

en termes d’une représentation déterminentale. En effet, il suffit de remplacer le facteur

38



™ du théoreme 6.4 dans les formules (6.5) et (6.6) pour obtenir

n n 1
%n($7 a, b, C) = Z (k) %nfk-(a7 b)m h’l]g C
k=0
k+1 Bk*(Jfl)(‘r—i_ 170” b’ b) Ej(x,l,b/a, b)
S0
pr A
By_(j—1 (=, 1, b/a,b) Ej(z+1,a,b,b)
et
n n 1 .
€, (2;a,b,c) = i €, k(a, b)m Ing ¢
k=0
1 By_(j—1)(z +1,a,b,b) Ej(x,1,b/a,b)
" Z (k: + 1)
Jj=0 J
By_(j—1y(x,1,b/a,b)  Ej(z+1,a,b,b)
ou ln,c = %

6.2.1 Congruence déterminentale

Dans cette partie, nous déduisons une nouvelle formule déterminentale comme consé-

quence du corollaire 6.1. Pour démontrer notre résultat, nous aurons besoin du théoreme

suivant :

Théoréme 6.5 [7] (Petit théoréme de Fermat) Soit p un nombre premier et a un entier

naturel, alors :

a’? =a( mod p). (6.15)

Théoreme 6.6 Soient p un nombre premier et a un entier naturel, alors :

p+1 9
kgo < 1 >Ap+1—k7k(a) =5 kzz:o <k> Ao_pp(a)( mod p), (6.16)
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Bn.(v+1) Eg(v)
B, (v) E,(v+1)

Preuve. En prenant x = a et n = p dans la formule (6.14) et utilisant la formule (6.15),

on a alors :

p+1
2p+1(1p+1) Z (pz— 1) Apii-kr(a) = %Z (i) Ag_pp(a)( mod p).
k=0

En multipliant les deux membres par 2°*1(p + 1), on obtient :

2p+1

pt1
p+1
Z ( k )Ap—i-l—k,k(a) =

k=0

i)( )Az k(@) (- mod p).

En utilisant 2 = 2( mod p) et p+ 1= 1( mod p), on obtient I'identité (6.16). O

6.3 Formule explicite pour les polynémes de Ber-
noulli et d’Euler généralisés en termes des nombres

de Stirling de seconde espece

Dans cette section, on exprime les polynomes de Bernoulli et d’Euler généralisés a

I’aide d’une formule sommatoire explicite des nombres de Stirling de seconde espece.

6.3.1 Polynomes partiels de Bell

Les polynomes de Bell englobent la plupart des suites de type binomial. Ils ont été

introduits par E. T. Bell [20].

Définition 6.1 Les polynomes partiels de Bell sont les polynomes By, (x1, %2, . .., Ty)

de variables réelles x1,%a, ..., Tn_k+1, définis par leur fonction génératrice (exponen-
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tielle) :

k
1 [ tm > "
o <mZ:1xm%> :Zan,k(xl,x27...,xn_k_i_l)m, k=0,1,2,...

en d’autres termes, ils sont définis par la forme explicite suivante :
n—k+1

n! T\ ™
Bpi(T1, 22, Tpky1) = Z W H <z_') ;

o(nk) L=t T4

ot o(n, k) est l’ensemble de toutes les solutions entiéres du systeme

mi + 2me 4 - -+ + nm, =n;

mi+me+---+m, =k.

Quelques cas particuliers :

n—1\n!
B p (11,21, n!) = k1) sont les nombres de Lah,
By, (0!, —11,2!, ..., (=1)"n!) = s (n, k) sont les nombres de Stirling de premiere espece,
By, (01,11,2!, ... ,nl) = |s (n, k) | sont les nombres de Stirling absolus de premieére espece,

By i(1,1,...,1) = S (n, k) sont les nombres de Stirling de seconde espece,

By i(1,2,...,n) = (Z) k™% sont les nombres idempotents.

Théoreme 6.7 Soient B, (z;a,b,c) les polynomes de Bernoulli généralisés et S(n, k)

les nombres de Stirling de seconde espece. Alors :

B, (z;a,b C):z": n+k)™ Z Z(—l)t_(m“) n+k
AT S n s—=rt—m,i+7r,j+m

k=1 st+t=k mm
i+j=n
X Cm(aj;a, b, C)S(i—{—T,T)S(j—{—m,m), (6.17)

. In? (a/c”) In’ (b/c”)
ou Cij(zya,bc) = W (b)) )
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Avant de prouver le théoreme 6.7, nous aurons besoin des trois lemmes et du théoreme

qui suivent :

Lemme 6.1 [26, p. 135] Pourn >k > 1, on a, pour a,b € C :

abn—k—l—l

2 k
By, i(abz1, ab“xa, . . ., Tp—jt1) = a 0" By p(21, T2, .., Tp_jt1)-

Lemme 6.2 [26, p. 136] Pourn >k >1, on a :

n
Bn,k(371 + Yl Tkl + Yn—kt1) = Z <z j) B s(x1, ... 7xi—s+1)Bj,t(y1a e Yi—tt1)

s+t=k
i+j=n

Lemme 6.3 [70] Pourn>k>1, ona:

k
11 1 n+k
Bn’k<2’3’7n—k‘+2> n E < Z)S( +7/’L)

Soient maintenant f et g deux fonctions dérivables, la formule de Faa di Bruno donne
une forme explicite des dérivées d’ordre n de la fonction composée g o f, en termes de

polynomes partiels de Bell B,, ; par le théoreme suivant.

Théoréme 6.8 [20, p. 137] Pourn>k>1, on a :

/ "

j; Z g wk(F (), F (@), .., fOTF @), (6.18)

Preuve. Nous pouvons reformuler (6.1) comme suit :

t ot t
b —agtC  etl(bjer) _ gtin(aje?)
In(b/c™) -1 1
- / edu S (6.19)
In(a/c*) jin(a/c”” eftduy
Posons,
1 In(b/c*)
s =5 e fO=[ e
Y In(a/c*)
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On utilise la formule de Faa di Bruno (6.18) sur le second membre (6.19). Nous obtenons :

d" t v (—1)kk!
£<—b_) =2 T

z) . k+1
k=1 ( In(a/c*) € du)

In(b/c*) In(b/c*)
X By / uedu, . .. ,/ u R et gy |
In(a/c®) In(a/c*)

Lorsque t — 0 et en utilisant le développement en série de Taylor-Maclaurin dans (6.1),

on obtient :

(z;a,b,c) [ < ) “]
dt™ \ bt — at —o

- )kkl In(b/c*) In(b/c?)
Z )k+1B”J€ / udu7.,,,/ u R gy
1 | )

k:l hl = —In n(a/c*) n(a/c®
Z kJrl " k ( |:ln2 — —In? a:| e |:1I1n_k+2 _ _ lnn—k+2 a:|> '
k=110 b/ 2 c c* n—k+2 c* c*

En utilisant les lemmes 6.1 et 6.3, on obtient :

DL (=1)kR! n\.,[b

(z;a,b,c) E E ( ) Int <>

+1 T

prt ln (b/a) S,f?:k 1,7 c
i+j=n

1 1 a 1 1
BiS P R 1'] B ey T T &
e <2 2—5—|—2>( D'n <c) ”(2 j—t+2)
- Z a i —(mar) [ T ] j+t
,5)\s—1r)\t—m

=1 s+t=k r=0 m=0
i+j=n

klilj! 1 ifay, (b , ,
X 191G+ 0 " (b/a) In (ﬁ) In (c’f) S +r,r)S(J +m,m)

k=1 s+t=k r=0 m=0

i+j=n n

In? (a/c*)In* (b/c®)
In**1 (b/a)

S(i+r,r)S(J+m,m).
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O

Par conséquent, pour b = ¢ = e et a = 1, on exprime les polynomes de Bernoulli a
I’aide d'une formule sommatoire explicite en termes des nombres de Stirling de seconde

espece.

Corollaire 6.2 Soient B,(x) les polynomes de Bernoulli et S(n, k) les nombres de Stir-

ling de seconde espéce, on a pour 1 < k <n :

N~ (kT tj—(m-+r) n+k
BM:L')—Z( n ) Z Z(_l) s—rt—myi+rj+m

k=1 s+t=k r,;m
itj=n
x 2l (1 —x) S(i+7r,r)S( +m,m). (6.20)
Kargin et Kurt [37] ont proposé une formule explicite pour les polynémes d’Euler

généralisés en termes des polynomes de Bernoulli généralisés. Pour tout entier h pair,

on a :

n h—1 ‘ B _
&, (ha;a,b, ¢) = (;i)}i Z%n—f—l <x—|— j(lnb—1Ina)+ (h 1)1na_a’ b,c) .

_ hlnc ’
j=0
Pour h =2, on a

_2n+1
¢,.(2z;a,b,c) =

1 1
Y {%nﬂ (az+§lnca;a,b,c) — B, (:U+§lncb;a,b,c>} ,

ou In,a =32,

Nous pouvons trouver un résultat similaire pour les polynomes d’Euler généralisés
en termes des nombres de Stirling de seconde espece. Il suffit de combiner la relation

précédente et le théoreme 6.7, on trouve alors le :
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Théoréme 6.9 Soient €,(z;a,b,c) les polynomes d’Euler généralisés et S(n,k) les

nombres de Stirling de seconde espéce, alors :

ot My k4 1\ (mtr) n+k+1
T == 3 Ut D DD SVl )
k=1

s—r,t—m,i+r,7+m

s+t=k 7r,m
iti=n+t1
2 1 2 In.b
x S(i+r,r)S(j+m,m) [Ci,j <ac—i—2nca;a’ b, c) —Cyj (x—;nc;a, b, c)] ,

(6.21)

In? (a/c®) In (b/c®)
In**t (b/a) ‘

ou, C; j(z;a,b,c¢) =

En particulier, pour b = ¢ = e et a = 1, on retrouve une forme explicite pour les

polynomes d’Euler en termes des nombres de Stirling de seconde espece.

Corollaire 6.3 Soient €,(z) les polynomes d’Euler et S(n, k) les nombres de Stirling

de seconde espéce, alors :

_on L UL e 1\ n+k+1
En — t+j (m—+r)
W= (i) T X ( )

s—r,t—m,1+r,7+m

s+t=k T,m
itj=nt1
. ) : . (1 i1 :
x S(i4r,r)S(j+m,m) [:cj (1—2) — (2 —i—x) (2 — x) ] . (6.22)

6.4 Les nombres r-Whitney et les nombres transla-

tés de Whitney de seconde espece

Les nombres de Whitney de seconde espece ont été introduits par Benoumhani [21].

Ce sont les coefficients des polynomes (mx + 1)" dans la base (m”*(z).)r>0, i-¢.,
(mz 4+ 1)" Z Wi (n, k)m”™ (x)y. (6.23)

Les nombres r-Whitney de seconde espece ont été introduits par Mez6 [18] comme
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étant les coefficients qui lient (maz+1)" en les (x); : pour n, k, m et r des entiers naturels
avecn >k >r,

(mz+r)" = Z W (n, k)Ym* (). (6.24)
k=0

De plus, les nombres r-Whitney de seconde espece admettent comme fonction génératrice

exponentielle :
k
ert

- o femt—1
;Wmm(n, h)— = ( — ) R (6.25)

Cas particuliers :
— Pour (m,r) = (1,0) nous obtenons les nombres de Stirling de seconde espece donnés
dans (1.3).
— Pour m = 1 nous obtenons les nombres r-Stirling de seconde espece [23].
— Pour r = 1 nous obtenons les nombres de Whitney de seconde espece (6.23).
De nombreuses propriétés des nombres r-Whitney et leurs liens avec les fonctions
symétriques élémentaires, les fonctions spéciales, les identités combinatoires et leurs

généralisations se trouvent dans [45, 48, 19].

6.4.1 Identité de convolution

Théoreme 6.10 Les nombres r-Whitney de seconde espece satisfont la relation de

convolution, pourr =ri+ro+---+rg etk =k +ko+ -+ kg

1 n 2
Wm,r(n’ k) = m Z (nl’ o 7”3) H Wmﬂ“q‘,(ni’ kl)?

ki,....ks/ ni+-+ns=n

Preuve. Nous appliquons la fonction génératrice définie dans (6.25) sur les nombres

r-Whitney de seconde espece Wy, o 4.prs (0, k1 + - - + kg), on obtient :
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t" tn
Z Wmﬂ”(n7 k)ﬁ = Z Wm""l‘i’""‘r"”s (n7 ky+---+ kS)E
n>k T >kt ’
emt 1 kitkot-+ks e(ritrattrs)t
B m (k4 ...+ ks)!

_ 1 emt =1 h er1t - em 1 . 67'515
(k14 -+ ks)! m m

emt —1 k1 ent enLt -1 ks erst
m ) k! o ( m ) k!

+
1 - tm t
- m ( Z Wmh(nlakl ) ( Z er nsv s ns|>

ns=ks

i Winr (01 + b, y) t71+hs i Wi o (s + ks, g £7hs
— (n1 + k1), ny! (ns + ks)k, !

ns=0

- 1 > n u Wm,'r'i (’/li + kz’, k’z) t"+k
a ( k ) Z Z (nl,...,m)H (ni + ki)k, n!

ki,...,ks/ n=0ni+---+ns=n =1

B 1 = > W nz—|—k1,k) "
_( k )Z Z (nl, ) kH (n; + ki) n!

k1,...ks) n=k (n1+k1)+-+(ns+ks)=n

) Z Gyt 2 (nl,.r.l.,ns) EWmm("mkz)

ni+-+ns=n

En comparant les coefficients de ¢" dans les deux membres, nous obtenons le résultat.

OJ

Théoréme 6.11 Soient x un nombre réel et p un entier naturel, alors pour tout (a,b) €

R? —{(0,1)}, on a :

P
ka—l—r )"Dy s, (z,a,b)

k=0

j

p—
ij'm]er(n J)D 7,52 (z,a,b)
7=0 t=0

<t+]>]D>t o (mab),  (6.26)

B, _—1)(z +1,a,b,0) Ei(x,1,b/a,b)

n+1
n+1
Dn,k(x7a7b>:2( k >

Bn—(k‘—l)(xalab/a¢ b) Ek’(x"i' 1,a,0b, b)
Avant de prouver notre résultat, nous aurons besoin du théoreme suivant.
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Théoréme 6.12 [19] Pour tout entier naturel p, lidentité suivante est vérifiée :

P P ' 'p—j £t
PRUTERSIED SN TE) B (M O (6.27)
k=0 j=0 t=0 J

Preuve du Théoreme 6.10. Il s’ensuit du théoreme 6.4 que

Bn—(k—l)('r +1,q, b7 b) Ek‘(xa L, b/au b)

., 1 S n+1
v _2”+1(n+1)lnnb;( k )

an(kfl)(xa 17b/a7b) Ek(x + laaaba b)

On peut reformuler 'expression comme suit :
n 1
(2zxInd)" = 5[[))71’;C (z,a,b).

En remplacant le facteur 2™ dans la formule (6.27), nous obtenons 'identité (6.26). O

6.4.2 Identité matricielle pour les nombres de Whitney trans-

latés

Les nombres de Whitney translatés de seconde espece [13], notée {Z}(a), comptent le
nombre de partitions de n éléments en k sous-ensembles non vides disjoints (ou parts),
chaque élément lui est affecté un poids a € R (qui peut représenter une intensité lumi-
neuse).

De plus, les Whitney translatés de seconde espece satisfont la relation suivante :

o= i {Z}(a)(x| — ) (6.28)
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Théoreme 6.13 Soit a un entier naturel non nul, alors, les nombres de Whitney trans-
latés de seconde espéce satisfont la relation suivante

LC =
L1 AN AR 14 AR (s B 0 0
a - ()
l 11 1 0 {k:l}( ) kimﬁl} 0
[0 B . .
n «@ n—m ( )
1 1 1 0 0 {k+m—1}( )_{k—l}a
J;{’“*J“ 0 -1 —2 . —(m-—1)
0 > {0 0 1 0 -1 —(m—2)
+ =t
m, —j (@ —1 -2 0
0 0 ]Z:jl {25} (m=1) (m-2)

avec {2}(0) = 0o and {g}m) = 0n 0, tels que o, est le symbole de Kronecker.
ot

k+(j—i) sii<j;
L= (lij)lgi,jgm’ avec lij = k S11 = j;

kE+ (i—j) sinon,
et

E+(j—i

n—1 (o)
C = (Cij) 1< jam» AVEC Cij = { )} .

Pour faire la preuve du théoreme 6.13, nous avons besoin d’utiliser le résultat suivant

Théoréme 6.14 [13] Soient {Z}(a) les nombres de Whitney translatés. Alors :

@ n_1<m+ k”_l(M
T k=1 @ '

k

Preuve du Théoreme 6.12. En utilisant le théoreme 6.14 et une récurrence sur m, on a :

(@) (@) m -y ()
n _fn—m . n—j
{k} {k—m} —i—a;(k j+1){k } )

—j+1
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Soient {L; }1<i<m et {C} }1<j<m la ligne et la colonne des matrices L et C respectivement,

nous avons :

NE

N Y)
. . n—y
Li s — k— .
C ( ‘7+Z){k—j+s}
:y (o)
. . n-—yj
(k ‘7+Z){k—j+s}

n o m (a)
{k—i-s—l}( ~{ ket man)) . N R
= +(i—s) E {k } )

1

<.
I

I
NE

1

<.
Il

« = —Jj+s
Ce qui implique que
n (& n—m (@) « (a) n «Q nt+m—1 (@)
Y=o g™ {k w2 ) )—{ ® 1}
[0
n (& n—m (@) n (e n n m
{k}( ) - kfm} {k+1}( {k m+1 {k+m—1}( { P
LC = Q
n (& n—m (@) n (¢ n n m
{k}( ) - {kfm} {k+1}( {k m+1 {k+m—1}( { P
a
0 _Z{k —j+2 Z::{k Jj+m
4 n—j (@)
Z {k—j-]H 0 Z {k ]—l—m
+ j=1 j=1
1 X on—j (@) & (a)
(m — )ng{kfjJrl} (m—2) ; {51 —j+2 0
L’utilisation de simples manipulations conduit au résultat. O

6.4.3 Lien entre la fonction béta et les nombres de Whitney

translatés

Théoréme 6.15 Soient B, (x;a,b,c) et €,(z;a,b,c) les polynomes de Bernoulli et

d’Euler généralisés respectivement. Alors, pour tous a,n deuxr entiers naturels avec
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a>letn>2, ona

- (@)
B (03 0.00) = B(0,) = B a(ai e =Y (1) e By(ad) [{’f} p+1
k=2

+ égﬁ; (Z) In* ¢ B,,_1(a, b){?}(a) ((j — 13;oz + 1) <a(—j L.l.)'()jzi 1)

(j-1) fois

< [[(x - (i = 2)&)B(e,z — (i — ) + 1) (6.29)
=2

et

n

&, (5 a,b,¢) — €n(a,b) — €,y (a,b) lnc = (Z) In* ¢ €,_4(a,b)
k=2

k (a)
{1} r+1

n k (@) .
n k T (G—Da+1
In” _(a.b
+;z;<k> ne Enoi( ){j} ((j—l)a+1><a—1,...,a_1)
(j—1) fois

< [[(z = (i = 2)a)B(a,z — (i = D+ 1). (6.30)
=2

ot, B(a,b) est la fonction béta d’Euler.

Avant de prouver notre résultat, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 6.4 Soit B(a,b) la fonction béta, alors, pour tous «,j deux entiers naturels

avecaa>1etj>2, ona

(2] - a); = ((j—lJ;a—l—l)<a—1(];x_11jl+1a—1)ﬁ (i — 2)a) Bla,z — (i — o+ 1).

=2

-~

(J=1) fois
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Preuve. Il est facile de vérifier que :

(2] —a)j =z(z —a)(r—2a)---(z = (j - Da)

(90)(j—1)a+1
@ Dat(@—(@+ D)act (@~ — 2)a— Da

(-1 +1)
_ (j—Da+1 . (j—'l)Oé-i-l . (6.31)
a—1l,a—1,...,aa—1 11[ <gg—(z—2)a—1>
(5-1) fois i a1
Sury [08] a connecté I'inverse des coefficients binomiaux a la fonction béta comme suit.
n\ ! !
(k) = (n+ 1)/ th(1 — t)"*dt. (6.32)
0
Si nous appliquons (6.32) dans la formule (6.31), nous obtenons le résultat. O

Preuve du Théoreme 6.14. 1l s’ensuit de (6.5) que
B, (z;0,0,¢) = Y (Z) 2 Inf ¢ B,y (a,b). (6.33)

k=0

Pour prouver 'identité (6.29), il suffit de combiner les formules (6.33) et (6.28). Nous

avons :

B, (210, b, ¢) = no <Z> I ¢ B, (a, b) ij {?}(a)m _ o)

k= §=0

— kzn::z (Z) In* ¢ B,,_1(a,b) {{lg}(a)(m —a)g + {I;}(a)(x\ — )1 + zk: {?}(Q)(x\ - a)j}

+B,(a,b) +B,_1(a,b)Inc

— kzn; (Z) In* ¢ B,,_x(a,b) {1 + {]f}(a)x + ]Z: {?}(a)(:c —a);

+ B, (a,b) +B,—-1(a,b)Inc.

(6.34)

En utilisant le lemme 6.4 et la formule (6.34), nous obtenons le résultat.

La preuve de I'identité (6.30) est semblable a la preuve de (6.29). O

Lorsque b = ¢ = e et a = 1, on obtient un résultat similaire pour les polynomes de
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Bernoulli B,,(z) et d’'Euler E,,(x) :

Corollaire 6.4 Soient B,(x) et E,(x) les polynomes de Bernoulli et d’Euler respecti-

vement. Alors, pour tous a,n deux entiers naturels avec « > 1 et n > 2, on a
n
n k (o)
By(x) = By~ Bno1 =) <k>Bn_k {1} z+1

S () (0

(j—1) fois

A @l () ()

(j=1) fois

—

(x — (1 —2)a)B(a,z — (i — 1)a+ 1).
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Conclusion

Dans cette these, nous avons étudié les différentes approches pour établir des propriétés
combinatoires des suites polynomiales d’Appell comme des relations récurrentes, des
combinaisons entres les polynomes et des liaisons avec des suites classiques. De plus,
nous avons trouvé de nouvelles identités combinatoires intéressantes.

Dans les chapitres 2 et 3, nous avons développé une série d’identités impliquant une
forme déterminentale et des expressions en termes de nombres de Jacobi-Stirling de
premiere et de seconde espece. Cette forme, élaborée a partir de processus de calculs
simples, nous a permis d’exprimer les polynomes d’Appell a 'aide des polynomes de
Bernoulli, d’Euler et de Genocchi. De plus, certaines formules d’addition ont été éta-
blies. A notre connaissance, ces formules ne sont pas connues dans la littérature.

Dans les chapitres 4 et 5, nous avons proposé une famille unificatrice et générali-
sée des polynomes d’Apostol-Bernoulli et d’Apostol-Euler. Nous avons établi quelques
identités combinatoires en utilisant les différentes approches : la fonction génératrice,
la convolution, la dérivation et l'intégration, leur lien avec la fonction zéta d’Hurwitz-
Lerch généralisée. Nous avons utilisé I’approche ombrale pour déduire des identités sy-
métriques.

Le chapitre 6 a fait 'objet d’une étude liée aux polyndémes de Bernoulli et d’Euler
généralisés, nous avons donné une formulation explicite en termes de polynomes de Ber-
noulli et d’Euler classiques, ainsi que I'expression de ™ dans la base déterminentale, en
exprimant ces polynomes a l’aide d’une formule sommatoire explicite des nombres de

Stirling de seconde espece.
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