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Introduction géenérale

La transformation en ondelettes a été considérée comme un outil promotteur pour I’élimination du
bruit en traitement du signal. Des méthodes non linéaires ont été proposées et qui consiste a estimer
une fonction a partir des données bruitées par un seuillage des coe¢cients d’ondelettes empiriques.
Contrairement aux méthodes linéaires, ces méthodes possédent de bonnes propriétés minimax sur
certains espaces fonctionnels.

L’idée est de ramener a zéro les coeCcients d’ondelettes qui sont en dessous d’un seuil _, ces
coeCcients sont considérés comme peu ..able car noyés dans le bruit.

Nous concevons I’élimination du bruit comme une opération d’estimation d’une fonction inconnue
T a partir des données bruitées avec comme principal objectif la minimisation de I’erreur en moyenne
quadratique. L’estimateur £ obtenu et avec une grande probabilité aussi régulier que la fonction f,
c’est-a-dire :

Il existe une suite (Yin),on @VEC %n qui tend vers 1 et une constante ¢ = ¢ (F;A) telles que :

o

ne o o
prob °fh° - c:kfke . Yn

ou F est une classe fonctionnelle contenant f:
Cette étude porte sur un signal synthétique perturbé par un processus stationnaire.

Une deuxiéme étude consiste a détecter les singularités du signal synthétique et estimer leur ir-
régularité par I'utilisation du formalisme de la transformée en ondelettes continue introduit par Mallat

et qui s’avere puissant pour caractériser les ..nes structures présentes dans le signal. L’analyse est ap-



pliquée par la suite au signal synthétique entaché du bruit (bruit blanc, processus auto-régressif AR(1),
processus moyenne mobile MA(L) et le processus mixte ARMA(1,1)) apreés seuillage.

Les méthodes décrites ¢i-dessus ont été appliquées aux données réelles du champ magnétique
terrestre de I'observatoire Chambon-la-forét a..n de mettre en évidence certains phénomenes qui sont
les variations brusques du champ magnétique, apres avoir ecectué un seuillage.

Nous avons donc utilisé la transformée en ondelettes continue pour détecter les singularités du
champ géomagnétique qui sont en rapport avec I’activité solaire ainsi que leur type.

Les algorithmes qui ont été développés dans ce sens sont fonctionnels et les résultats obtenus sont

satisfaisants.



Chapitre 1

Généralités sur les ondelettes :

1.1 Introduction :

C’est dans I'analyse des problémes physiques que la théorie des séries de Fourier trouve son origine
et dont le résultat principal est que :

Toute fonction 2% périodique T (t) est la somme :

CNeint
N2z

de sa serie de Fourier (au sens des distributions), les coe@cients Cn se calculent alors par :

1 &
Cn =+ f(Hheidt 8N2Z
4
(e}

Ce résultat a été étendu aux fonctions non-périodiques et la série de Fourier devient transformeée
de Fourier et qui est donnée par :
1 z
f) =p= f(t)ei'®dt pour toute fonction f dans L2(R)

2%
R

La transformée de Fourier inverse représente la fonction f(t) comme:

z

ft) = -p]2'=l/ f(»)ei®d»
R

=

5



L’analyse de Fourier a permis de résoudre certains problemes dans I’étude des signaux stationnaires,
mais a néanmoins montré ses limites dans I’étude des signaux non-stationnaires, qui nécessitent une
étude locale en temps et en frequence de plus son impossibilité d’analyser et de caractériser certains
espaces fonctionnels. De ce fait, de nombreux chercheurs, chacun sous la pression des besoins spéci-
..ques de sa spécialité, ont ecectué des ecorts considérables qui ont donné naissance a la théorie des

ondelettes.

1.2 Dé..nition d’une ondelette :

On appelle ondelette analysante ou ondelette mére, toute fonction A(t) localisée et oscillante.
¢ La condition de localisation s’exprime sous la forme d’une décroissance rapide quand jtj augmente,
c’est-a-dire pour tout p 2N,

lim jtPA (1)j =0
ity

¢ La condition d’oscillation suggére que A vibre comme une onde, c’est-a-dire que I’intégrale de A(t) soit
nulle et qu’il en soit de méme pour les m premiers moments de A, qui s’exprime mathématiquement
ar :
P Z Z Z
Adt= tA@dt=::= tMilA{)dt=0
R R R

On dira donc que A a m moment nuls.

¢ La mére des ondelettes A(t) engendre d’autres ondelettes Aa;b, a >0, b 2 R par changement
d’échelles et par translation dans le temps.

Donc & partir d’une fonction de base A appelée ondelette-mére, on construit une famille de fonctions

élémentaires :

ST
Aa;b(t)=-|93,5\ # - aA0b2R

avec A est I'ondelette mére, a (a > 0) est un paramétre d’échelle agissant par dilatation si a > 1
ou contraction si a <1 et b est le paramétre de translation dans le temps qui indique la position de
I’ondelette analysante A(t).

¢ Une limitation sévere pour le développement d’une analyse temps-fréquence vient du fait qu’une



ondelette ne peut pas avoir a la fois une dispersion temporelle et une dispersion fréquentielle arbi-
trairement petite, ce point est lié au principe d’incertitude de ” Heisenberg ” qui est exprimé par
I'inégalit :

1
¢t:¢» - E

ou ¢ et ¢, sont les dispersions temporelles et fréquentielles.

¢ La valeur minimale de ¢€:¢, est atteinte pour les gaussiennes :

A(t) = CePtei- ity

1.3 Transformée en ondelette :

Il existe deux types de transformée en ondelettes :
1- Transformée en ondelettes continue.

2- Transformée en ondelettes discrete dont on distinguera entre :

¢ Bases obliques.

¢ Bases d’ondelettes orthonormales.

1.3.1 Transformée en ondelettes continue :

2 pour une fonction ¥ 2 L2(R), on dé..nit la transformée en ondelettes continue par la fonction
wTf dé..nie par : .
wf@b)= f()¢ A(iab Ydt
R
ol f est le signal continu & analyser, A est le conjugué de I'ondelette analysante A, a est le paramétre
d’échelle et b est le parameétre de translation.
La transformée en ondelettes continue est une représentation complete, stable et redondante du signal,

elle indique les tuctuations du signal autour de b a I’échelle " a ™.



1.3.2 La transformée en ondelettes discrete :

2 La transformée en ondelettes discréte est obtenue en restreignant les paramétres a et b a un

sous ensemble discrét ( et méme ..ni ) de R de la forme suivante :
a=ajy' ; b=nbal® N;m2Z

ou ap est le pas de dilatation et by est le pas de translation.

La famille d’ondelettes discrétes est donnée par :
x im=2% i_; m ¢
Ann)=ay “Aag tinbp mn2Z

ainsi, pour une fonction ¥ 2 L? (R) la transformée d’ondelette discréte est

ngn A

. e ¢
=al™2  f)A'al™ jnb dt
R

wf (am;b,) =Af A

©~ a
2 |.Daubéchies [10] a montré que la famille Ap.;;n22Z;m 2 Z constitut une frame ou base base

oblique, c’est-a-dire :

Il exsite deux constantes A >0 et B > 0 telles que, pour toute fonction f 2 L2 (R), on ait :

X e & A2
A kFKZ, - AfA,A° - B:ikfk]

n;m2Z
©~ a
2 —SiA=B, lafamille Amnn | .,07 €St une base obligue ..ne.
. ox o2 o 2
—SiA=B=1et Apn " =1pourtout nym 2 Z alors la famille Appn .. >, €st une

base orthonormée.



1.3.3 La transformation inverse :

2 La transformée en ondelettes inverse ne peut étre ecectuée que si la condition d’admissibilité

suivante est satisfaite :

ot A est la transformé de Fourier de I'ondelette analysante A.

¢ Si A(») a une décroissance rapide, la condition d’admissibilité est équivalente a

Z
A(t)dt =0
R
La transformée inverse s’écrit alors :
Z 71
1 t j b.dadb
fy=c  P=C@bACin™R
R 0

Type d’ondelettes :

1.3.4 Ondelette de Meyer :

L’ondelette de Meyer est issue d’une analyse multi-résolution et dont le spectre est donné par :

8 1 )
§ (244) 2e 2 sin LV(Zl/ il i % - - %‘
=
1 » -
Ap)= =i hy iy y
(21/4)'2e'2 cos —AV(31/4j»j il ,sizV- jyj - &4
2 2 3 3

-0 , sinon
ou V est la fonction réguliére de..nie par :

%0 si» -0

V)= _ »*((35i8»+70»2) si 0-»-1

=3

si» _ 1

-

et véri.e V(») +V(1ij») =1



Les ondelettes de Meyer (..gure 1.1) 1} w(x)
sont des ondelettes orthogonales et

de régularité in..nie symetriques mais leur

principal inconvenient est qu’elles

5 (l) - E é 3
ne sont pas a support CompaCt.

Figure 1.1 : Ondelette de Meyer

1.3.5 L’ondelette de Morlet :

L’ondelette de Morlet est la premiere ondelette qui ft découverte par J.Morlet, elle est dé..nie

par :

1 H Tl

Ag(H) = ﬂexp i3 cos(2¥awot)
) 1 Mol

A = 2—1/4exp iE sin(¥%wot) , 8t 2R.

, 8t2R.

L’ondelette de Morlet (..gure 1.2) :: _ '!I f
n’est pas construite a partir d’une : I_ 1I } |'I I'
analyse multirésolution, de plus, elles
ne forment pas une base orthogonale. : _ _ l'.-' N

Elles constituent une frame. Figure 1.2 : Ondelette de Morlet

10



1.3.6 L’ondelette ” Chapeau Mexicain ™ :

L’ondelette chapeau mexicain et il
( ..gure 1.3) est la dérivée ' '_ EooA
seconde d’une gaussienne. C’est . _ )
une fonction symétrique. Elle est \ |

dé..nie par :
Figure 1.3 : Ondelette ”Chapeau mexicain”

tZ
A= itde' 2

et constitue une frame.

1.3.7 Les ondelettes d’Ingrid Daubechies :

Pour toute fonction A(t) et "(t) de classe C*, I.Daubechies a construit une base orthonormée de
L2(R) telle que :
Ap @) =22A (2t ik);, j2ZKk2ZN _ 1

ayant les propiétés suivantes :

¢ Le support A, est I'intervalle [0;2n + 1] :

¢ A, (t) a n moments nuls et est de classe C*£" avec % proche de %

Si la fonction a analyser posséde m dérivées continues, alors les coe@®cients d’ondelettes de sa décom-
position dans la base de Daubechies seront de I'ordre de grandeur de 2i(M+3)i  Cela signi..e que dées

que la fonction a analyser est réguliere les coeGcients a conserver sont beaucoup moins nombreux.

1.4 Le choix de I'ondelette :

Toute analyse dépend d’un choix d’une ondelette particuliére A dont les propriétés sont dictées
par les qualités requises pour I'application considérée.

Les propriétés qui sont en général prises en considération peuvent étre résumeées en :

11



2 — La localisation

L’oscillation

La régularité

La symetrie

L’orthogonalité

2 La localisation spatiale est souhaitable a..n de pouvoir caractériser de fagon simple les phénomenes

locaux tels que les singularités. L’ondelette est d’autant plus localisée que son support est petit.

2 La propriété d’oscillation signi..e que I'ondelette A(X) posséde un certain nombre de moments
nuls, les coe@cients d’ondelettes auront donc, des valeurs numériques trés faibles aux ..nes

résolutions. Cela nous permet de réduire considérablement le colt de calcul [3].

2 La régularité est la faculté d’étre bien localisée en I'espace et en fréquence. La régularité nous

permettra d’avoir une reconstruction qui approche le mieux le signal analysé.

2 | ’orthogonalité nous assure que les informations contenues dans un canal ne se retrouvent pas

dans les autres canaux, cela veut dire gu’il n’y a pas de redondance d’information.

Le choix d’un type d’ondelette ne peut se faire a priori. Une ondelette possédant toutes les qualités
requises n’existe pas. Certaines de leurs propriétés s’excluent mutuellement. Ainsi, on ne peut pas avoir
une ondelette symétrique et a support compact en méme temps ( sauf pour le systéme de haar). Les
ondelettes splines sont sym étriques mais non compactes. En revanche, les ondelettes de Daubechies
sont compactes mais non symetriques. Donc le choix de I'ondelette sera porté sur I’'ondelette la plus

adaptée a I'application considérée.

1.5 Analyse multirésolution et base d’ondelettes :

La notion d’analyse multirésolution a été introduite par Mallat en 1986 et joue un rble clé dans

la construction des bases d’ondelettes.

12



1.5.1 Dé..nition d’une analyse multirésolution :

Une analyse multirésolution de L?(R) par dé..nition est une suite croissante Vj, J 2Z de sous-

espaces fermés de L2(R) ayant les propriétés suivantes:

¢ \j2zVj = f0g, [j2z V;j est dense dans L%(R) 1:1 1.1)
¢ 8f 2L%(R), 8j2Z,0na: f(t) 2V O F(2t) 2 Vj+1 1:2 1.2)
¢t 8F2L2(R),8k22Z,ona: f()2V, O ftijk) 2V, 13 1.3)
¢ 1l existe une fonction g(t) 2 Vo telle que la suite fg(t j k)g,,, 14 1.4

soit une base de Riesz de I'espace Vo, c’est-a-dire, il existe deux

constantes C'> C > telles que, pour toute suite ®;;®,;::
3 - 3 -

de scalaires, on ait ¢ Pj®kj2 ] kp®kekk e Pj®kj2 1=2

On aura donc :

2 oy
L“(R)=© W;
il
ou Wj est le complémentaire orthogonal de Vj dans Vj+1.

1.5.2 Dé..nition:

Une analyse multirésolution V;j, j 2 Z de L2(R) est r-irréguliére ( r 2N ) si I'on peut choisir la

fonction intervenant dans (2:4) de sorte que I'on ait :

2 g est r fois dérivable.

—dg® -
2 |l existe m 2 N tel que —%(g(t)— - Cm(1 +jt))i™ (g a decroissance rapide)

1.5.3 Bases de Riesz et bases orthonormées :

Soit Vj, J 2 Z une analyse multi-résolution. Y.Meyer [6] a montré qu’une base orthonormée

d’ondelettes T~ (x i k)g,o, de Vo est construite a partir de la base de Riesz fg (X i k)g,,, et dont le

13



terme général est donné par :

~

AO)=00)  j006 +2kW))

k2z

" est dite fonction pére.

¢ Si de plus ijngZ est une analyse multi-résolution r-réguliére, alors * Véri..e la propriété suivante :

“gk =
‘%'(t)‘ - Cn(@+jt)iN, pourtout N _ 1et0 -k -r

¢ L’existence de " permet de construire I'ondelette mére A et par conséquent d’avoir une base or-
© . i ¢ a

thonormée d’ondelettes 2072A '2i=2t j k :k2Z de LA(R).

De méme I’ondelette A véri..e :

A )

i Cm(@+jtj)"™ pour toutm _ 1et0O-q -r

¢ 1.Daubechies [10] a con..rmé I’existence d’une analyse multirésolution V; de L2(R) réguliére telle que
les fonctions * et A associées soient & support compact.

¢ Une ondelette A (t) provenant d’une analyse multi-résolution r-réguliére véri..e :

Z
A= tN:At)dt=0 pour0-N -r
R

dN
dtN

1.5.4 Ondelettes et espaces fonctionnels :
La formule de reconstruction a partir des coe€cients d’ondelettes est :
xX o
f(t) = A f; Aj;k A Aj;k(t) (15)
Jk

pour toute fonction de f appartenant a L2(R).
Cette formule reste valable pour bien analyser d’autres espaces fonctionnels comme LP(R), avec
1<p< 21, les espaces de Holder, de Besov.

Les fonctions de ces dinérents espaces s’écrivent en terme des séries (1:5) dans le cas d’espaces fonc-

14



tionnels homogenes et en :

x_ < 3
() = i K+ ®jkAj () (1.6)
k2z jk2z
ou :
Z
_k = f(t)l(t i k)dt et ®j;k :A f; Aj;k A
R

dans le cas des espaces fonctionnels non homogeénes [6].
Dans les deux cas-les séries (1:5) et (1:6) convergent au sens de I’espace fonctionnel d’appartenance
de la fonction f.

1- Ondelettes et espaces LP(R) 1<p<1 :

L’espace LP(R) est I’ensemble des fonctions T telles que

z
kfk, = ( jf (") est ..nie.
R

La caractérisation de I’espace LP(R) en termes des coe@cients d’ondelettes est comme suit :

x<
La fonction T (t) est la somme de la série ®jkAjk (1) si et seulement si
ik
e X _2; > 1:23 _
o( J®jkj” Ajk(t) ) °s est.nie.

”
] p

2- Ondelettes et espaces de Holder :

Soit une analyse multirésolution r-réguliere:
a-Espace de Holder non-homogene :
Dé..nition :
¢ Soit ® 2]0; 1[, une fonction f appartient a I’espace de Holder C®(R) si f est une bornée sur R et si
jij T jjje est ..nie ou :
ift+ h)®i L)

ihj

iii T jije= sup
th
h&0

¢ Soit ® = m+% avec m 2N et % 2]0; 1[. Une fonction f appartient a C®(R) si T est bornée,de classe

C™ et que toute les dérivées (™ appartiennent a C*(R).

15



¢ Soit ® = 1, C1(R) est I'espace de Zygmud CZ(R) dé..ni par les deux conditions suivantes :

T bornee et jjj T jjji.o ..nie, ou :

ife+h)+f(tih) i 2f(1)j
ihj

Ji f jljize= sup
t;h;h&0

¢ Soit ® = m + 1, m 2N. L’espace de Holder C™*%(R) devient espace de Zygmud CI"1(R). C’est
I’espace des fonctions F bornées de classe C™ dont toutes les dérivées (™ appartiennent a C1(R).

La caractérisation de I’espace de Holder C®, pour ® < r en termes des coeGeients d’ondelettes est
comme suit :

On dira qu’une fonction f 2 C®(R) si les coeGcients d’ondelettes

Z
k= FO):(t§ k)dt k2Z
et
Z
®jx = f(t)ZAj;k(t)dt j>0k2Z

Véri..ent :

i Wi - Co pourtout k22Z
et

@i - €127 2:21® pour tout j >0;k2Z

ou Co et Ciétant deux constantes.

b- Espace de Holder homogéne :

Dé..nition :

¢ Si ® 2]0; 1[, une fonction  appartient a I'espace de Holder C®(R) s’il existe une constante C telle
que :

Jii f jlie est .nie.

¢Si ® =m+%avecm 2 N et % 2]0; 1[. Une fonction T appartient & C®(R) si T est de classe C™ et
que toute les dérivées (M appartiennent & C%#(R).

¢ Si ® = 1. Une fonction f appartient a I'espace de Zygmud @, s’il existe une constante C telle
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que :

Jii f jliya est.nie.

¢ Si ® = m+ 1 I'espace de Zygmud C™*+1 est I’espace de fonctions f de classe C™ dont les dérivées
™ appartiennent & C1(R).

Une fonction f appartient a C® si et seulement s’il existe une constante C telle que :
@4 - C2iGH®  gj:k2Z:

3- Ondelettes et espaces de Besov :

Soit une analyse multi-résolution r-réguliere:
a- Espace de Besov :

L’espace de Besov _E?;q(R), ®>0et 0<p;q - +1 est un sous espace regulier de LP(R).
Le parametre ® mesure la régularité et p;q spéci..ent le type de norme utilisée.

Pour dé..nir ces espaces, on introduit, pour h 2 P, la m-ieme dicérence :
o Hm'ﬂ
ey = Gn™ j f(t +jh)
i=0

le m-ieme module de régularité de £ dans LP(R) est dé..ni par :
Wmp(F;h) =ke&Ifk, 8m=1;2

Dé..nition :

Pour 0 <®<met0<p;q - +1, on dé..nit I'espace de Besov _(S);q comme I'ensemble de toutes

les fonctions T telles que :

So,. 1

S0 WmolDoh'
ifis, 5 - " h

sgp—"—wm;héf’h) si g=1

est ..ni.

17



La norme de I’espace de Besov _S);q(p) est dé..nie par :
kfk—é@_q = kfkp +jfj—§_q pourl - p;q - 1L

Et qui est une seminormesi 0 - p;q - 1.
Bien que la dé..nition de la norme de I’espace de Besov dépend de m ( m-ieme module de régularité
), I'espace n’est pas paramétrisé par m pour la raison suivante :

Il a été démontré [10] que pour des valeurs m > ® donne lieu a des normes équivalentes.
2 La caractérisation de I’espace de Besov non homogene _Sq via les coeCcients d’ondelettes est la
suivante :

Les fonctions f 2 7, avec ® <, sont les sommes des séries

> =<
f(t)= k- (tik)+ ®jik " k(D)

k jik2z
telle que : A 1,
X P
iW® o<1
k
Et: o) 1.
> P L1
@ @ PA =2HG i D" avec "y 2 I(N)
ik
¢ On a I’équivalences suivante :
kfk-o = k( ks +]®jpe_ 1.7)
O A 1
)’I(A X !q -:;
avec j@jps = @ A9 @it AL

j.o K
Le terme de droite de (1:9) est la norme dans I’espace des suites ( contenant la suite des coe@cients

d’ondelettes ) by, .
b- Espace de Besov homogéne :
. ® .
Le cas des espaces de Besov homogenes -, est semblable aux espaces de Besov non-homogenes

g);q sauf que I'ondelette pére * n’interviendera pas dans la décomposition en séries d’ondelettes. On

18



aura donc

kg = By, -

Les éléments £ 2 Tf;q, avec ® < r, sont les sommes des séries d’ondelettes
®jkAjk(X) telles que :
jk2z
(@) 12
. X P
2d®9j(1=2 il=p) @ G KPA = " 2 “9(N)
Jk
1.5.5 Propriétés fondamentales :
La relation de Parseval s'écrit :
° a2 X3 T, X
fjfe = i Tk ®k i ®jx)? 1.9
K jk

dans le cas d’un espace fonctionnel non-homogéne et

o a2 X 5
fifo = (®kiO®) (1.10)
ik
dans le cas d’un espace fonctionnel homogene.
¢ Soit £ I'espace des suites des coe€cients d’ondelettes (( k)kzk; (®jk)jk) des fonctions d’une classe
fonctionnelle de Besov deé..nie par :

kfk-e - 1:
p:q
Soit £9 = R¥et £§.q(C) I’ensemble des coeCcients (®j:x) qui satisfont j®j,e - c: Alors, il existe deux
’ p:q
constantes C > C' > 0 telles que

3 -

fog££Y, C BEVEELY (C)
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Ces propiétés nous permettent de faire la transition de I’espace des fonctions a I’espace des suites

(I'espaces des coe€cients d’ondelettes).

20



Chapitre 2

Seuillage des coedcients d’ondelettes :

2.1 Réduction du bruit par seuillage des coe@cients d’ondelettes :

2.1.1 Dé..nitions et notations :

Le processus a analyser a la structure suivante :

yi =T (t) + " i=1n (2.2)
2y = (Yi)i=1., représente les données observees (bruitées)
2 f = (f (ti))j=1n est le vecteur des données sans bruit

2" = ("Dj=1 est le vecteur aleatoire représentant le bruit contenu dans le signal de matrice

covariance :

®u (h) = °.(h;0) Cov ("tahns 1)

= E[("+n i EN ('t i EM)]
= E['whE"] S E"&=0

. : : L i.,0
2 Si on suppose que " = ("i)j=1.n st un bruit blanc Gaussien c’est-a-dire " » N 0;%2 , avec

i =1;n, alors j~ est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont :

°(i;)=i(0)=% 8i=1n:
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2 Le meilleur estimateur P de f est celui qui minimise I'erreur en moyenne quadratique :

o o
o o2
o-p i f02

2 La valeur moyenne de cette erreur est appelée fonction Risque dont I’expression est :

3 - o o

o o2
r Bf =E°Pif
Le but est de trouver un estimateur P avec un risque

3 - o 02
o o

r Bf =E°Pj f° minimum
2

2 On dira que Pest optimal au sens minimax s’il minimise les pires des risques c’est-a-dire :

- 3 -

3
R Bf =infsupr £f
P f
2 La linearité de la transformée en ondelettes dans (2:1) donne :
Wjk = Hjk + Zjk; i=1:m; k=1 il

avec :
Wjk = (Ty)jk la transformée en ondelettes du signal y
Hjk = (TF); la transformeée en ondelettes du signal sans bruit f:

Zjk = (T");« la transformée en ondelettes du bruit *

@.2)

2 | ’orthogonalité de la transformée en ondelettes (T) a une propriété statistique fondamentale :

T transforme un bruit blanc gaussien en un bruit blanc gaussien de matrice covariance :

o, = Tj-Tt
= THlITt

= 3/AIn
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2.1.2 Estimation dans I’espace des suites :

Les relations entre I’estimation minimax dans I’espace fonctionnel (I’espace F d’appartenance de
la fonction f) et I’espace des suites £ (constitué des coedcients d’ondelettes) données précédement
dans (1:6:1) ont pour conséquences les résultats suivants [16] :

a- On a égalité entre le risque minimax dans I'espace fonctionnel et le risque minimax dans I’'espace
des suites :

R(n;F) =R (n;£)

b- Si F est une classe de Besov, le risque minimax dans I’espace des suites £ est équivalent au risque
minimax sur le corps de Besov £,
(n;£) M Zpq
n o]

ol £5,(C) = p: Kitkyg, - C

Par conséquent, une estimation minimax dans le corps de Besov £§;q (C), noté E%, nous fournit une

estimation minimax dans I’espace des fonctions.

2.1.3 Méthode du seuillage :

La méthode du seuillage est basée sur les étapes suivantes :

1. Appliquer la transformée en ondelettes aux données y;;i = 1;n; on obtient n coe¢cients d’on-

delettes (wjk):

2. Appliquer le seuillage doux ~ aux coe@cients d’ondelettes wj, avec un seuil , :

£, (w) =sign (W) (wj i )+

On a donc

- -
R= pjkjk ou Rk =1 (Wjk;.):
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3.

Inverser la transformée en ondelettes aux coe€cients wjk apres seuillage.

Le seuillage annulle certains coe@cients dont la valeur est inferieure au seuil. Le résultat est une

reconstruction avec une contribution signi..cative des coe@cients a des échelles dizérentes.

2

La question centrale qui se pose est comment choisir le seuil qui préserve I'information dans le
signal et réalise un débruitage. Un petit seuil préserve I'information mais n’est pas e¢cace pour
éliminer le bruit, alors qu’un grand seuil produit un résultat excessivement adouci avec une perte

d’information. Beaucoup de Littérature est dévolue a ce probleme de choix de seuil.

Parmi ses méthodes, certaines favorisent & minimiser I’erreur en moyenne quadratique comme le

seuil « SURE ».

2.2

Estimation minimax par seuillage en ondelettes :

2.2.1 Estimation minimax Bayesienne :

On considére le probléme d’estimation de u dans le modele (2:2) en supposant que W, ou I 21,

est une variable aléatoire telle que :

g, - C

© A a
oul= (j;k):1-j-metl-k-2il ety estlasuite des moments dé..nie par :

¢
pq

o= Ejuj 121

Le risque minimax Bayesien est dé..ni par :

N - E EZ
B” m£g, =|nf.sup E.E, Piu
(2E8q

Donoho et Johnstone ont démontré [16] que I’estimateur minimax de Bayes p; (de B®) est de la

forme :

ou +?

~J

g
B = £ i) 121
est une fonction non-linéaire.
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De plus, sip - q il y a équivalence entre le risque de Bayes et le risque minimax, c’est-a-dire
2i o b_ ol et
R 'n£54, =B nm£Ey, (1+0(1)) 2.3)

par conséquent :

I’ estimateur P = (Q.). est assymptotiguement minimax :

2.2.2 [Estimateur presque-minimax :

Dans ce qui suit, on verra que I'utilisation du seuillage doux :
t (y)=signy(yl i .)+
avec un choix particulier de _, ou du seuillage dur :
t1 (Y) = Ylgjyj_1g

avec un choix particulier de 1, fournit un estimateur bayesien presque minimax et qui est énoncé par
le théoréme suivant :
Théoréme :

Il existe deux constantes ..nies @ (p); M (p) telles que :

i ¢ i ¢
B? ' £5, - 2(p"a) B? 'n£5,

i ¢ i ¢
BI 'm£Y, -M((@"q)B? n £,

pour 5 .

aj =s ;[J:;s;p )
a1

1j =sm tj,s,p

pour certaines fonctions | et m et certaines suites t- et t":

Preuve :
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Considérons le probleme univarié suivant :
y=»+2z

Supposons que » est une variable aléatoire de loi a priori ¥ appartenant a I\/Ig?q I’ensemble des mesures
a priori satisfaisant :

J(.’Jb%:q - C

Le risque de Bayes de I'estimateur +_ est noté par :
r (;*1/4) = E1/4E»ji> (y) i »j2

Dans le cas multivarié on obtient :

L% = EE ke (y) i oK

P
= riY)
1

Soit %, (Y) = infr(_;%). D’ou
s ) X

inf L(b;l/zl) = 1/2? (1/4|)
> |

et A 1

2 el =
B’ m£,, = sup Yoo (Ya1) 2.9
H2MEg 1

Grage a la semi-continuité de %g et a la compacité faible de I'ensemble M., la borne supérieure est
atteinte par une certaine mesure % qui est la mesure a priori la plus défavorable pour les estimateurs
obtenus par seuillage.

Pour évaluer la performance du seuillage, on dé..nit :

n (0]
hp(a9)= inf sup EEjx ()i »2 By pjP - ¢

Et
n o

Yy (CrS) = 12[i(§jil]sup EvE, jt_(y) i »° : EujpjP - cP
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avec s = (varz)'?

Pour une comparaison avec les estimateurs de Bayes minimax, on dé..nit :

Y% . (c; Yoa.. (C;
a@ =sup B M) =spp D @5)
n o

avec % (c;s) = inf sup EyE, j& (y) i »j°
* ng i

Notons :
n (o)
r p(Cs)=sup EyE,jt(y) i »?; EjpjP -

Le pire risque en utilisant le seuil . quand le moment d’ordre p est inferieur a cP.
Donoho et Johnstone [16] ont montre que la fonction r_; (C; S) est concave en cP pour chaque , et
s: Ainsi

1(;s;p) =minr_;(c;s)

>

est le seuil minimax dans ce probleme.
Les quantités r.,, et m (c;s; p) sont dé..nies de la méme maniere.
s -

Soit ;.7 = (,J’ une suite de moment associé a %? comme %? 2 Mf?;q ety ? 2 £§3;q par dé..nition de

rp:

Yy (1/4?) - opyg (&?;S);

par conséquent :
b S ¢ = X1 1,? ’ A .
B, m£&y, = o (Y4) d’aprés (2:4)
I
= % prg (¢1751)
I X ? \
a(p™g)  (g;s1)  dapres (2:5)
I
N i ® ¢

2 De méme pour 2 qui est a un facteur de M (p) prés de la régle de Bayes minimax.

2 o (p) et M (p) sont inférieure a 2.22 quantitativement, @ (p) tend a étre plus petit que M (p),

par conséquent, le seuillage doux est meilleur que le seuillage dur.

2 Sip <qdaprés (2:3) les estimateurs ” et 91 sont a un facteur de & (p) et M (p) respectivement,
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i ¢
asymptotiquement minimax pour R’ 'n;£f§;q ce qui est exprimé par :

8 o
o o H ¢
% SUpE°fr ju° - =(p) R?'n;£§>.q 1+0(D)
£9, '

o o

o, 1 ) 1 ¢
Z supE°R ju° - M()R? M ES, (1+0(1)
£<F?;CI

2.3 L’estimation par seuillage des coe@®cients d’ondelettes des don-
nées entachées d’un bruit blanc gaussien :

2 M.Johnstone et W.Silverman [12] ont construit un estimateur pd’un risque optimal dit "Risque

Benchmark” a partir de I'utilisation d’un ”Oracle” qui consiste a utiliser le seuil :

i = ljjuj>u-:

L’estimateur qui en résulte est

dont le risque Benchmark est

3 - b & ¢
r By =2+ WEnu?

i=1
Ce risque sera utilisé pour évaluer les performances des estimateurs obtenus dans la pratique.

2 La contribution a la fonction risque de chaque coe®cients [12] est :
£_j ¢ o i ¢
rw) = 2%+ 2 02 +[0Cin+o( +wl'i¥i.?

P20 PWAC+HW (WA T )]

ou . est le seuil, U est le coe¢cient d’ondelette sans bruit, % le niveau dubruit, A distribution du buit
(loi de Gauss) et © fonction de répartition du bruit.

Le seuil qui minimise la fonction risque est donnée asymptotiquement par le théoreme suivant :
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Théoréeme :

Soit wj = ; +z;, pour i =1;n, les coeCcients d’ondelettes bruités r (_; p) la fonction risque.

Si .® minimise r(,;u), alors pourn ¥ +1

V¥ 2logn:
Preuve :
Posons :
2 1, =fy; tq y; & Og
2 Mp =# T tq y; 6 0g
2 M = Card(ll)

On a établit précédemment dans le paragraphe 2.2.2 que :

X
r.)=r@.)

i=1
> .
r r(ui; .
rO (“, b) — MO@_ (0; b) + @ (|JI )
0. i2l 0.
1
Soit 1§; IiO une partition de I; en deux sous ensembles :
Y or Ya
1= w20 1@—(Mii,)<0
Yo > Ya

0 r
7= wi2hi ). 0

.% minimise r (; .), on adonc r’(y; ) =0. Dol :

Xor, oy Xor, .
@ (un; )_ OO@> (UI’; )

r o
iMog— ©;.7) i
® 213 ©* i21

Or :
%(wfz,:[z PO+ 00 i Wi 2PAC+W+AC i W]
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de plus, d’apres le résultat asymptotique standard on a :

©(i.)v.'©(,) quand _ ¥ +

On déduit donc les équivalences suivantes :

> gr
0 (i; .7) vM®2_® quand w;
i>2I<@r M.? o
_l_ ﬂ Il
iz 0 GOV MOV n -0
et
@r 4A( )

©; .YV i 4%

> E]

(S

Des deux premieres équivalences, on conclut que :

'V'g]v@—”
i@_( ' s )

En combinant ce dernier résultat avec la troisieme équivalence, on trouve :

|v|O 2,
M 43/4A )
3/43|\£0V £e>u2_2%2 a3
Ml 2 =

En passant au logarithme :

a2

23/2

3log¥% +logMp i log Mf +3log . "°

On déduit donc que : ,

292
log(n § M1)v23

log Mgv=—
a2

29,2

2%2 log nv 2

Dot ,° v 3/4pZ log n.
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2.3.1 Seuillage universel :

Donoho et Johnstone ont montré I'utilisation du seuil asymptotique _n >» % (2log n)% dit seuil
universel” a pour résultat, un estimateur 9 dont le risque atteint & un facteur (1 +2logn) prés le
risque Benchmark , qui est énoncé par le théoreme suivant :

Théoreme
L’estimateur

-

3
pi:is !i;3/4(2logn)'5 i=1n

satisfait A

3 7 X
r Rip - Qlogn+1) %2+ 2 ~%2 ;8u2R"
i=1

preuve :

La démonstration de ce théoreme sera faite pour le cas univarie, le cas multivarie est déduit par
sommation.

Soit X 7 N (%;1) et x5 (x;t) =Sign(x) (jXj i t)..

1 i o, 6o
Montrons que, pour tout + - = et t = 1210g+il ™2 .

i . ¢ij ¢
E@s (X0 i 1)2 - l2|0gi'1+1 Ii+12/\1 _

E(ts(xt) i D?=112P(jxj<t)+ExX2 &

18" cas : Sit? <x?

E@s (X)) §j1)° -1+t

i
- 2logt't+1 (£+1).

2iéme cas : Si X2 - t2
E@s(xt) i 1)°=1i2P (jx<t)+EX
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E(#s(xt) i 1)? =2(1i2P (X <t)+12
= 2P (jxj _ 1)+ 12
=40(jt) + 22
- J_ri2logiri1+1¢+12

i ¢ ¢
- "2logzit +1 s 422

2 |e théoréme suivant a¢rme que I’estimateur pp‘ obtenu atteint asymptotiquement le meilleur

risque relativement au risque Benchmark, en ecet,.

Théoreme : ° 2,
) ~EOH i IJO
inf sup A L ¥ Jquandn ¥ +1. (2.6)
o i

O WO
2logn %2 + Hi N Y
i=1

Preuve :
Soit la fonction perte : _
X3 2
3 - ﬁi 1M
Cn fip =5
1+ @l

i=1

Le risque associé a cette fonction perte est dé..nie par :
Rn (1) = E En (2 (W) ;1)
Supposons que U est un vecteur aléatoire de loi de probabilité a priori %, et soit
Fn (£;1) = ExRn (5 1) .

Notons

o (%) = inf %4, (£ %)

Le risque de Bayes associé a la loi a priori %, et %, est la régle de Bayes associée a cette loi a priori.
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s -
D’aprés le théoréme minimax de la théorie de la décision appliqué a la fonction perte L, {i;p . De

plus, si on note le coté gauche de (3:9) par m,, on obtient :
Mp = sgip%n ()
par conséquent, le théoréme est démontré si on peut trouver une suite de loi a priori %n qui Véri..e :
%y (Min) o 2logn(1+0(1)) lorsquen ¥ +1 2.7

Considérons la distribution a priori F+-a qui est dé..nie par :

—_— = I\ O "iO o ¢_
Fuoa=(1ji")%+" % +°,2 =2

avec tx représente la masse de Dirac en X.

Pour a >> 0 ..xé, et 8" > 0 su€¢sament petit on dé..nit + = 2 (*; a) par :
A(a+1)="A(a)

avec A est la densité de la loi normale standard N (0; 1).

On a alors [20]:

Donoho [12] a démontré qu’en utilisant cette distribution & priori dans le probléme d’estimation de
» Vv Fra @ partir des données y =" + z, avec z v N (0;1), ainsi que la perte quadratique usuelle
Ejt(°) i »j°, on obtient :

Yy (Fea)V'?© (@) , " 10 (2.8)

avec © est la fonction de répartition de la loi standard N (0; 1).

Pour appliquer ce résultat a notre probleme, on choisira :

="n =logn=n
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a..n que

1=1 =1(";a) v Qlogn j 2loglogn)’2.

Considérons que la loi a priori de Y% est i.i.d.Fa. Cette distribution calcule facilement le risque de

Bayes %, (i) pour le probléeme vectorielle :

wi =i +z 8i=1;:n

o

000

o2
Quand on utilise la fonction perte quadratique Ln((; 1) = °} i e, d’apres (2:8) on peut alors écrire

Y% Win) Vn¥y (Fra)vn",120(a) lorsquen ¥ +1
n 1 n

Par ailleurs, considérons la variable aléatoire
Np=#TFi: Y &0g.

avec N, 3 B(n;"y).

Soit “,, = (logn)Z3 et dé..nissons I'événement :
An=fNp - n"h+" 9.
En utilisant I'inégalité de Chébychev, on trouve
P(AS) - n"="2 1 Q.

A partir des resultats établis ci-dessus, on peut alors écrire :
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3 .
Ln Ey,, 1
X ¢
1+ i~
F=1 ~
Ln 4,1
1+ Np 3 -

1
mEnLln Tl la,
= T+ny+° EVn un3/ U’ A

1+o(1)

—E14EL Fy,
T+, neen Sl
_1+o(® ,
= 1+nnn+’n /2n(/4n)
1
bl+nlln+'n

% (1/4n) = El/4n Ep

= El/An EH

n",120 (a).

Donc

Y(in)v2logn©(@) lorsquen ¥ +71.

avec a est choisit arbitrairement grand, ce qui démontre (2:7).

2| ’estimateur £2 est d’un risque qui est a un facteur de logarithmique prés du risque minimax ce
qui est illustré par le théoreme suivant:

Théoreme :

Soit Bg);q (c) une boule de Besov, alors T est presque minimax :

o o O

sup E°fu .f° - Klogninf sup E°fY .f° (2.9)
2B, () f £2B8,(c)

Preuve :
Donoho, Liu et Mac Gibbon [19] ont démontré que :
o2 1 X

A_ 2 N PP
inf sup E°U§p° . 555 sup min ;%
I p2Ep, b= 2,22 W2ERq j=1

000

En utilisant le théoréeme établit dans 2.3.1et la relation de Parseval, on peut alors écrire :

2, A ° ° !

sup E°fY j - (2logn+1) ¥%2+2;22inf sup E°1eu f°
f2B%,(0) f £2B2,(c)

000

Le théoréme est ainsi démontré.
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2.3.2 Meéthode du seuillage "SURE" :

Cette méthode proposée par C.Stein (1981) est basée principalement sur I’estimation sans biais

o, o2
de I’erreur en moyenne quadratique (EQM) °Q, i U° de la forme suivante [13] :

o
o
o

o
LS % s 2
il +2 (nj2n
LR, n(| 0)

SURE(,;1) =+
n
ou ng = #fi tel que jw;j - g dit ”Stein’s Unbiased Risk Estimator”.

Le seuil Sure _® est la valeur qui minimise cette quantité.

2.3.3 Propriétés minimax du seuillage "SURE" :

La procédure "SURE" est optimale dans le sens qu’elle adapte les régularités de la fonction et

I’estimateur qui en résulte est d’un risque presque minimax sur I’espace de Besov, qui est exprimé par

sup R(%w) - Crinf sup R{; ) (2.10)
Hetpiq H iq

ou ﬁs I’estimateur obtenu a partir d’un seuillage SURE.

Adaptivité et optimalité des seuils ”Universel” et ”SURE” :

2 |es résultats précédents relient les performances du seuil universel a la sélection idéale des
coeCcients : ce ci exprime le fait que si la selection optimale donne de bons résultats alors le

seuillage doux par un seuil universel donne des résultats qui s’en approchent.
De plus le risque obtenu est a un facteur logarithmique prés du risque minimax.
2 Contrairement au seuil universel, le seuil SURE dépend du signal a traiter donc plus adaptif.

La procédure "SURE" donne de bons résultats sur I'espace de Besov a lequel probablement les
données bruitées appartiennent.

Le risque obtenu est a une constante prés du risque minimax. C’est a dire que si une fonction
non bruité appartient a un espace de Besov F = Bg,, I'algorithme SURE agit comme une procédure

minimax : il sapproche de I'estimateur qui minimise le pire cas de risque dans I’espace de fonction.
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De (2:9) et (2:10) on conclut que la performance presque minimax de ”SURE" est meilleure que

celle du seuil "universel” d’un facteur logarithmique.

2.4 L’estimation par seuillage des coe@cients d’ondelettes des don-

nées entachées d’un bruit stationnaire :

Considérons le modéle (2:2) avec Z un bruit stationnaire (AR(1), MA(1), ARMA(1,1), ...).

Le bruit étant corrélé sa répartition dépend du niveau par consequent, I'utilisation d’un seuil
unique n’exectue pas un bon seuillage.

L’extension du seuillage des coe€cients d’ondelettes consiste a appliquer un seuillage dépendant
d’échelle a la transformée en ondelettes des données (M.Johnstone et W.Silverman [17]).

Soit (,j)j la suite des seuils correspondant a chaque niveau j: On applique un seuillage doux
(Yiks o) =sign( i 1 .j)

a chaque niveau j™:

L’estimateur P obtenu est : P: (pjk)jk
Bite =1+ (1 .5) j=Lunmy k=1u2lit

2.4.1 Seuillage universel dépendant des niveaux :

Johnstone et al [17] ont proposé dans le cas des signaux bruités par un bruit corrélé, un seuillage

dépendant de niveau avec un seulil
P— -
R N — \1=2
.j =Sj 2logn,ous; = (varzj)

Les proprietés minimax étudiees dans la section 2.3.1 dans le cas d’un bruit blanc, ont été étendues

dans ce cas et dont les principaux résultats sont :

37



2 Le risque de I'estimateur P atteint a un facteur logarithmique prés le risque Benchmark.

O 1

3 7 ¢

— X
r By - @Qlogn+1)@s? + uj’\szA

_ X
avec s2 = nil sJZ.
Jj=1

2 |’estimateur P atteint asymptotiquement le meilleur risque relatif au risque Benchmark :

o o
o o2
g ERju°
im_ i —=| fsup =——=< - 1
'+1 2log ¢ 92 H2RN Sz+ “2 /\SZ

2.4.2 Seuillage "SURE"™ dépendant des niveaux :

De la méme maniére pour le seuillage SURE on a :

o o 2
o o2 S4
SURE; =°R ; i wj°_ +71,+ (nj i 2n;,)

n
nj est le nombre de coe@cients wjkx nuls au j-iéme niveau.

2 d’apres(2.3) et le théoréme établis dans 2.2.2, I’estimateurB obtenu par seuillage doux et la suite

des seuils (,j)j est presque minimax

o O o o

o o2

inf sup E°EP( i u -a(p) infsupE°|9 iue
p( )“2 p:q p U

2 parmi tous les estimateurs obtenus a partir de I'utilisation de la suite (,j)jet seuillage doux,

: ) . i ¢ :
I’estimateur obtenu par la suite des seuils sure’, § J.est le meilleur [13]

o o o o

o o2 . [S) o2
sup E°R sy i - inf SupER ) iK°
HZEg;q(C) = (>J ) 3

La combinaison de ces deux résultats nous déduit le théoreme ¢i-dessous.
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Théoréme :

Soit I'ondelette discréte A qui posséde r moments nuls et est r fois continment dicérentiable.

Alors, I'estimateur f5 est presque minimax

sup R(fS;f) %inf sup R f) quand n ¥ +1.
f2B2,(c) f £2B2,(c)

pour tout p; g 2[1;+1],avecc2]0;+1L[et® <® <.

On constate donc que dans le cas du seuillage sure dépendant d’échelle, on a un meilleur résultat
car on a équivalence entre le risque minimax de I’estimateur obtenu S et le risque minimax.

Ce théoreme étant valable pour tout p; g;c, on dira que la méthode du seuillage sure est adaptive

sur les corps de Besov £(§;q (©).
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Chapitre 3

Analyse multi-échelle pour la détection
des singularites et estimation des
regularités via I’analyse en ondelette

continue :

3.1 Transformée en ondelettes et caratérisation de régularité locale:

L’une des propriétés remarquables de la transformée en ondelettes est la caractérisation des fonc-
tions. En mathématique, cette régularité locale est mesurée par I'exposant de Lipshitz ou Hoélder.
Dé..nition -1- : régularité ( Mallat et Hwang 1992 )
¢ Soit n un entier positif tel que n - ® - n+ 1. La fonction f (t) possede un exposant de Holder ®
( ou ®-Lipshitzienne ) en ty si et seulement s’il existe deux conxtantes C et hg > 0 et un polynéme
Pn (t) tels que pour h < hg :

jf (to +h) i Py (h)j - Cjhj® (CHY)

¢ f (t) est uniformément ®-Holderienne sur un intervalle ]b; b[ si et seulement s’il existe une constante
A et pour tout tg 2 Jb;b'[ il existe un polynéme d’ordre n, P, (h) tel que (3:1) est Véri..ée pour
to+h 2]b;b[.
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¢ La régularité holderienne de T (t) en tp est la borne supérieure de toutes les valeurs ® pour lesquelles
T (t) est ®-Lipshitzienne en t.
¢ La régularité holderienne ® donne une indication sur la dixérentiabilité de f (x). Si la régularité
holderienne ®y de T (t) satisfait n <®y < n + 1 alors T (t) est n fois dicérentiable, mais sa n-ieme
dérivée est singuliére en ty et ® caractérise cette régularité.
Dé..nition -2- : Exposants de Hdlder négatifs

Soient f (t) une distribution tempérée, ® un nombre réel non entier et [b;b"] un intervalle compact
de R.
La distribution f (t) posséde un exposant de Holder uniforme ® sur I'intervalle ]b;b'[ si et seulement
si sa primitive posséde un exposant de hdlder unifome ® + 1 sur ]b; b
¢ Mallat et Hwang [25] ont relié la régularité d’une fonction a la décroissance des coeGcients d’ondelettes
aux petites échelles et qui est établit par le résultat suivant :

f (t) est uniformement holderienne sur Jo+";b’ j "[, avec " > 0, si et seulement s’il existe une

constante C+ >0 telle que pour t2]b+ "1’ j “[et a>0

jwf (a;t)j - C- a® (3.2)

¢ Pour des valeurs de ® plus grandes que 1, le résultat est étendu en imposant que I’ondelette A (t) ait
un nombre de moments nuls n > ®.
Détection des singularités et estimation des
régularités :

Dé..nition : Maxima du module de la transformée en ondelette
Soit wf (a; t) la transformée en ondelette d’une d’une fonction f (t)

¢ On appelle maximum local de la transformée en ondelette, tout point (ap;to) tel que :
@wf (ao; t)
@x

¢ On appelle maxima du module de la transformée en ondelette continue, tout point (ap; to) tel que :

possede un zéro-crossing ent =t

wf (a0;9)j <jwf (ao;to)] 8Bt & to
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¢ On appelle ligne maxima, toute courbe dans le domaine échelle, le long duquel tous les points sont
des maxima de la transformée en ondelette.
¢ Mallat et Hwang ont montré qu’il ne peut y avoir de singularités sans qu’il ait un maximum du
module de la transformée en ondelette aux ..nes échelles et qui est énoncé par le théoréme suivant :
Théoreme :

Soit n un entier strictement positif, et soit A (t) une ondelette & n moments nuls, & support
compact et n fois continument dicérentiable.
Soit f (t) 2 L1 ([b;b"])
¢ sil existe une échelle ap > 0 telle que pour toute échelle a < ag et t 2 ]b; b'[, jwfF (a;t)j Madmet pas
de maximum local, alors 8" >0 et ® <n, T (t) est uniformément ®-holderienne sur Jo +";b" § "[.
¢ Si A (t) est la n-iéme dérivée d’une fonction réguliere alors f (t) est uniformement n-hélderienne
sur Jo+"b0" § .
Preuve :
Proposition (Pp) :

Soit A (t) une ondelette telle que :
dnA (1)

A = TG

ol A (t) est une fonction continue & support compact.

Supposons que, pour tout " > 0, il existe une constante K+ > 0 telle que :

7"
8a, jfoA (X)jdx - K. (3.3)

b+

Si wf (a;t) n"admet pas de maximum pour t 2 Jb; b’[ et a < ap alors, 8" > 0, 9A~ tel que pour tout
t2+"b j " [eta<ap:

wf (@ t)j - A a" (3.4)

Montrons premiérement que (3:3) est vraie. On suppose, pour cela, que f(t) = 0 pour t 2 ]b;bl.
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Puisque f () 2 L1 [b;b%, on a:

.4 p:4 71
jFoA, (x)jdx - jF(O)jdt  jAL(X)jdx
b b il

par un changement de variable dans I'intégrale, on obtient :

1 Z1
Aa(idx= JA()jdx
il il

?
par conséquent,  jfr A, (X)j dx est bornée par une constante indépendante de I’échelle a. D’ou (3:3)

b
est Véri..ée.

Pour démontrer la proposition (Pn) pour n =1, on introduit le lemme suivant :
Lemme -1-:

Soient [c; d] un intervalle de R, K une constante positive et g (x) une fonction qui satisfait :

e
jJg(X)jdx < K (3.5
C
~dg (-
dt
Soit B >0 avec B < (d j ¢)=4. Il existe deux constantes Bg et Cg telles que :

et est telle que - ne possede pas de maximum local sur [c;d].

8t2[c+B;djB];jg(t)]<Bs (3.6)
et -
8t2[c+B:dj B];Z%Z<CB @3.7)

Les constantes Bg et Cg dépendent de B, d j c et K.
Preuve du lemme -1- :

'g° (t)” ne posséde pas de maximum local, alors g0 (t) admet un signe constant ou g0 (t) est monotone.
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1- Supposons que g’ (t) a un signe constant alors g (t) est monotone. L’équation (3:5) donne :
ZB A
jgjdx - K jgjdx - K 3.8)

c diB

Si g’ (t) est positive et g (t) reste positive, alors la derniére intégrale de (3:8) implique que

jg(d i B)j - K=B

et comme
jgc+B)j - jg(d i B)j
alors :
jg(c+B) - K=B
d’ou

jg )i - max(jg (c +B)j;jgd i B)j) (9 monotone)

Donc (3:6) est veéri..e pour Bg . K=B.

2- Supposons que g0 (t) est monotone, par exemple décroissante, donc g (t) est concave.
La démonstration est la méme si g (t) est convexe.

a/ premiérement, on suppose que g (t) ne change pas de signe sur Jc+ B;d j BJ.

¢ Si g (t) est négative, puisqu’elle est concave :

jg ()i - max(jg(c+B)j;jgd i B)),8t2]c+B:;dj B[

gO (t) est décroissante, alors elle est positive sur |c;c + B[ ou bien elle est négative sur ]c + B; d[, puisque

g (t) reste négative et
c#B Yis|
jg@idt - K jg(®jdt - K
¢ c+B

on deduit que :

jg(c+B)j - max(K=B;K=d j c j B)
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comme, par hypothése, B < (d j ¢)=4. On obtient :
jg(c+B) - K=B
de la méme maniere, on peut montrer que jg(d j B)j - K=B. Ainsi :
jg(0j - K=B
¢ Si g (t) est positive, il existe un "2 ]c+B;d j B[ tel que :
g() - g("); 8t2J]c+B;dj BJ

comme g (t) est concave, alors :

an ™) ic2B)
: ) g iCi
jg(jdt >

c+B

de (3:5) on obtient :

9(M@ici?B) _

> K

puisque B<(d jc)=4,ona:

g(<4K=djc

d’ou

jg() - 4K=d jc

b- Supposons que g (t) change de signe sur [c+ B;d j B]. Oubieng(c +B) et g(d j B) sont négatifs
ou I'un des deux est négatif.

On considére le cas ou les deux sont négatifs. L’autre cas peut étre traité de la méme maniere.

g (t) est concave, elle posséde deux zéro-crossing Zg et Zjavec Zg < Z;.

Pour t 2 Jc+B;Zo[ [ ]Z1;d i B[, g(t) est négative et jg(t)] - max(jg(c+ B)j;jg(d j B)j) sur

[c;c+ B].
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g (t) est monotone sur [c;c +B] et [d j B; d], avec les mémes arguments que 1-, on montre que :
jg(c+B)] - K=Bet jgd j B)] - K=B

pour t 2 [Zo;Z1] tel que g (t) . O.

9" 2]Zo;Za[: g(1) - g(") 8t2]Zo; Z4[

montrons que g (") est bornée :
puisque g (t) est concave sur ]Zo; Z1[, on peut déduire que :

Z1

K. geoax, SR EZ @9
Zo

Supposons que g () . K=B, soit h(t) une fonction a¢ne avec 0 en Zy et égale a g (€) en e.
pour X < Zg, h(X) est négative et h(t) > g (t), car g (t) est concave.
Donc :

jh(c+B) - jg(c+B)j - K=B

On sait que
jh(c+B)j _ZoiciB
ih(e) eiZo

puisque jh(c+B)j - K=B et h(e) =g(e) . K=B
On obtient :

eiZo.2ZoiciB

avec les mémes arguments appliqués au deuxiéme zéro-crossing Z; et d j B on trouve :

Zije.diBijizZs
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En sommant ces deux équations on a :

Z1iZo ~ZoiZiic+dj2B

2(Z1 i Zo) djci?2B
dijci?2B

= 2

£

Z1 i 2o

En utilisant I’hypothese B < (d j ¢)=4, on aura :

ZyiZo.(djc)=4

En substituant cette inégalité dans (3:9) on obtient :

N 8K
9( - 3 ic
cependant,
Mok il
g(" - max —; K=B
dij
En prenant Bg _ max 9 C; K=B onaura:
i

9(") - Bs
dou :

g(t) - Bs

ce qui termine la démonstration de 1/.

2/ Montrons que g0 (t) est bornée. Par hypothése _go (t) n’admet pas de maxima sur I'intervalle

[c +B=2;d j B=2]. Par ailleurs nous savons que :

— - — - = -

3

:go (t): - max :go (c+ B):;:gO d i B): ,8t2[c+B:d j B]

Supposons, par exemple, que :

¢ (c+B)y . 0diB)
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alors 'g° (t)” esr décroissante sur [c+ B=2;c + B] et g° () ne change pas de signe sur cet intervalle.

Cependant : - -
_ _ B Z
0 Z 2 0 _
gC+B) -5- g (X)dx-
c+B=2
2. .
=gl9c+B=2)igl+B)
4
- EBB:Z
puisque : B o B
3 -

¢ (t) - max ¢ (c+B); g (diB) ,8t2[c+B;djB]

Nous déduisons que g’ (t)” est bornée par une constante Cg qui dépend seulement de B, b j ¢ et K.
Ce qui termine la démonstration du lemme -1-.
Lemme -2-:

Soient [c;d] un intervalle de R, K une constante positive et g (t) une fonction qui satisfait :

A
jg®jdt< K
C

-d2g- . )
et telle que e ne possede pas de maximam locaux sur [c;d].

Soit B >0 tel que B < (d j c)=4, alors il existe une constante Dg qui dépend seulementde B; d j ¢

et K telle que :

-<Dgp (310)

2
8t2[c+B;dj B]:—M

dt?

La démonstration du lemme -2- est la méme que celle du lemme -1-.

Démontrons, maintenant, la proposition (Pp).

¢t Pourn=1:
- dA (t)
A= o
d ]
wf (a;t) = ad—t (FaAy)®)
on pose :

g(0="TFaA, (1)

48



g (t) satisfait (3:5) du lemme -1- pour c =b +"=2:d =1’ j "=2. Nous avons d’aprés le lemme-1- pour
B="=2eta<ag,

jwf (@;t)] - aC.-,

ce qui conclue la démonstration de (3:4) pour n = 1.
¢ Pourn=2:

La démonstration de (Pn) pour n = 2 est basée sur le lemme -2-

on deduit que :

2
wf (a;t) = az% (FoA)®

En appliquant le résultat du lemme -2- pour g (t) = foA, (t) avec B =c=2;c =a+"=2etd =B j "=2,
I’équation (3:10) donne :

jwF (a;t)j - @Dy

ce qui termine le démonstration pour n = 2.

¢ Pourn=>2:

Supposons que (Pn) est vraie pour n _ 2 alors (Pn+1) est aussi vraie.

Soit A une ondelette avec (n + 1) moments nuls et f (t) une fonction qui satisfait (2:9).

L’ondelette A (t) peut sécrire

x e Ou(t)
A = aqt
ou I'ondelette p (t) a n moments nuls.
Soit dfd—it) la dérivée de f (t) au sens des distridutions
df
wi (a1) = a 2Ha (D) (3.11)
Montrons que
b7 --:df -
8" > 0; 9K~ tel que 8s: g aUg (t)-dt - K- (3.12)
b
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puisque I'ondelette A (t) a plus de deux moments nuls, alors d’aprés la proposition (P»), on a :
o £
8"=>0t2 b+";t' j" :jwF(at) - a%A-y

a partir de (3:2) on déduit que f(t) est uniformement ®-holderienne sur [Iintervalle

Jb+":b% [ pour ® < 2. Cependant, % est globalement bornée sur o+’ j “[. D’ou, on
déduit facilement que (3:12) est satisfaite. Par voie de conséquence, d’aprés la proposition (Pp), il

existe une constante A, telle que :

o £ _ Z
8t2 b+"b' i " eta<a 3‘%0%(11)_ - Arpa’

L’équation (3:11) implique que :

jwf (a; )] - Anpa™tt

D’ou la démonstration de P (n +1).
En appliquant le resultat 3.2 a (Pn), on déduit que la fonction f (t) est ®-hdlderienne pour ® < n.
Pour ® = n, le théoréme -1- ne peut pas étre appliquer car I’exposant de hélder est entier.

Montrons que (3:4) implique f (t) est n-hélderienne si I'ondelette A (t) s’écrit sous forme :

d™u ()

A = 1 (3.13)
ou [ (t) est une fonction réguliere.
n
Soit % (t) la nieme dérivée de la fonction f (t) au sens des distributions. Similairement a (3:11),
(3:13) Véri..e _ _
—dnf :
atn Bl () - A

. _ ST d"f . .
puisque I'intégrale de p (t) est non nulle, cette inégalité implique que —— est une fonction bornée par

dtn
A-p sur tout intervalle Jo + ;b § "[. Cependant, f (t) est globalement n-hdlderienne sur b + ;b § "I.
Ce qui cléture la démonstration du théoréme -1-.
¢ Comme conséquence du theoréeme -1-, Mallat et Hwang [25] ont établit le résultat suivant :

La fermeture de I’ensemble des points t 2 R ou T (t) n'est pas n-hoélderienne, est incluse dans la
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fermeture des maxima du module de la transformée en ondelettes de f (t).
On conclut donc, que toute singularité de f (t) peut étre localisée par une suite de lignes maxima

quand I’échelle a tend vers zéro.

3.2 Estimation de la régularité d’une singularité :

A partir du theoreme suivant, on déduit que la régularité d’une fonction f en un point tp est liee
a la décroissance des coe€cients d’ondelettes de f au voisinage de ty et dont la valeur est donnée par
le maximum des pentes des lignes maxima dans un diagramme Log-Log.
Théoréme :

Soit f (t) une distribution tempérée telle que sa transformée en ondelettes continue soit bien dé..nie
sur Jb; b[ et soit tg 2 Ib;b0 . )
S’il existe une échelle aj; > 0 et une constante c telles que, pour t 2 Ib; bOh et a < ag, tous les maxima

du module de wf (a;t) appartiennent a un cone dé..ni par :

jt ity - ca (3.14)

i h
alors, pour tout point t; 2 ;b tel que t; & ty, T (t) est uniformément n holderienne au voisinage

de t1:
Soit ® < n non entier, la fonction T (t) est ® holderienne en tp si et seulement si, il existe une constante

A telle qu’en chaque maximum du module (a; t) a I'intérieur d’un cbne dé..ni en (3:14) :

jwf (a;t)j - Aa® (3.15)

La propriété (3:15) est équivalente a :

log jwf (a;t)] - ®loga+log A (3.16)

Cette proprieté permet d’estimer la régularité holderienne ® au point tp, en prenant la pente

maximum des lignes droites dans un diagramme log j log.
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Preuve :

1/ montrons que T (t) est uniformément n holderienne en tout point dicérent de t;.

Soit t; 2 ]b;to[, pour a < ap on a jwf (g; t)j admet un seul maximum sur un céne pointant en to.

Par conséquent, pour " >0 tel que b+" < Xxp j ", il existe s+ telle que, 8s < s-ett2 b+ "=2;ty j "=2,
jwf (a; t)j ne possede pas des maxima.

D’ou, d’apres le théoréme 1, T (t) est uniformément n holderienne sur Jo+ ";to j "[.

A partir de ce résultat, on déduit facilement que  (t) est uniformément n holderienne au voisinage
du point t; 2Jo+"t j "[. .

Raisonnement analogue pour t; 2 Ito; b .

2/ montrons, a présent, que la régularité en to est caractérisée par la décroissance des maxima du
module de la transformée en ondelettes.

Soit t; 2 ]b; tg[ et soit t, 2 Ito;boh. D’aprés 1/, T (t) est uniformément n holderienne au voisinage de
t; et to.

Alors, il résulte du théoréme 1 qu’il existe ap telle que pour a <ap :

jwf (a;t1)j - A1a" et jwf (a;tz)j - Aza" (3.17)

On aura donc, pour a2 Jaj;t)feta<ap :

jwf (a;t)j - max (wF (a;t1)j; jwf (a;t2)j)

et que tous les maxima locaux du module de la transformée en ondelettes sont a I'intérieur d’un cone
pointant en tp.
Or, on a par hypothése que tous ces maxima du module ont une amplitude plus petite que Aa®, et

puisque ® < n, on déduit donc de (3:17) qu’il existe une constante B telle que si t 2 Jt;;to[ eta <ap :

jwf (a;t)j - Ba®

comme tp 2 Jt1; to[, on a d’apres théoreme précédent f (t) est ® holderienne en tp.

Ce théoréme est donc entierement démontré.
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La formule (3:16) montre que le Log du module de la transformée en ondelette le long d’une ligne

maxima est une droite et que le maximum des pentes donne la régularité de la singularité étudiée.
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Chapitre 4

Résultats et évaluations :

Le signal synthétique a la structure suivante :
RO =Ry (tit)+Ry(tit)+:i+Rys(tity)

avec

Ri(tit)=ai(jt) eittit)

ou aj;ci 2R et bj 2R5, 8i = 1;2;4.
Notons que Rj (t j ti) est bj-Holderienne en t;. Les temps ti; 8i = 1;4, correspondant aux minima

temps de commencement de chaque cycle et aux maxima point a partir duquel le cycle change de
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signe. Ainsi le cycle synthétique obtenu posséde 22 cycles et dont le graphe est le suivant

250 T T T T T

20 |- .

100 -

Figure 4.1 : signal synthétique

Une premiére étude consiste a appliquer les méthodes de réduction du bruit au signal synthétique a
lequel on a ajouté dirérents types de bruits ( bruit blanc, un processus autorégressif d’ordre 1 Ar(1), un
processus moyenne mobile d’ordre 1 Ma(1), ainsi que le processus mixte ARMA(L,1). Et par la suite,
détecter les singularités présentes dans le signal et spéci..er le type des régularités correspondantes.
Une application sera faite sur les données réelles du champ magnétique terrestre de I’observatoire

Chambon-la foret (CLF).

4.1 Réduction du Dbruit par seuillage des coedcients

d’ondelettes en utilisant les seuils "SURE” et universel’:

Les résultats du seuillage (global ou dépendant d’échelles) des coe@cients d’ondelettes du signal
synthétique bruité, par I'utilisation des seuils universel” et "SURE” sont illustrés dans les ..gures

suivantes :
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Figure 4.2 : Synthétique+bruit blanc avec % =6
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Figure 4.3 : Synthétique+bruit blanc ( % = 6) apres seuillage (sure global)
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Figure 4.4 : Synthétique+bruit blanc (% = 6) apres seuillage (universel global)
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Figure 4.5 : Synthétique + ma(l) avec p=0;5
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Figure 4.6 : Synthétique + ma(1l) (L = 0; 5) débruité avec sure global
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Figure 4.7 : Synthétique + ma(1) (u = 0; 5) débruité avec universel global
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Figure 4.8 : Synthétique + ma(l) (1 = 0;5) apres seuillage (sure dépendant d’échelle)
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Figure 4.9 : Synthétique + ma(l) (u = 0;5) aprés seuillage (universel dépendant d’échelle)
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Figure 4.10 : Synthétique + ma(l) avec p =0;8
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Figure 4.11 :
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Synthétique + ma(1) (4 = 0;8) apres seuillage (universel dépendant d’échelle)
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Figure 4.12: Synthétique + ma(l) (u = 0;8) apres seuillage (sure dépendant d’échelle)
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Figure 4.13 : Synthétique + ma(l) avec u = 0; 95

250
200 - —
150 - —
100 - -
50 [~ ks
0 —
50 0 50(-) 100;) 150;) 200;) 250:) 3000

Figure 4.14 : Synthétique + ma(l) (u = 0; 95) apres seuillage (universel dépendant d’échelle)

250

200 -

100 ~ -1

50 -

-50

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figure 4.15 : Synthétique + ma(l) (u=0,95) aprés seuillage (sure dépendant d’échelle)
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Figure 4.16

: Synthétique + ar(1) avec " =0;2
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Figure 4.17 : Synthétique + ar(1) (* = 0; 2) apres seuillage (sure global)
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Figure 4.18 : Synthétique + ar(1) (" = 0; 2) apres seuillage (universel global)
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Figure 4.19 : Synthétique + ar(1) (* = 0;2) apres seuillage (sure dépendant d’échelles)

20

Figure 4.20 : Synthétique + ar(1) (" = 0;2) apres seuillage (universel dépendant d’échelles)

62



250

200 ~ —
150 - —
100 - —
50 I -1
0o —

.50 N N N N N
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figure4.21 :Synthétique + ar(1) (* = 0;5) apres seuillage (sure dépendant d’échelles)
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Figure 4.22 : Synthétique + ar(1) (* =0; 8) apreés seuillage (sure dépendant d’échelles)
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Figure 4.23 : Synthétique + ar(1) (* = 0;95) apres seuillage (sure dépendant d’échelles)
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Figure 4.24 : Synthétique + ar(1) (* = 1) aprés seuillage (sure dépendanr d’échelle)
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Figure 4.25 : Synthétique + ar(1) (" =0;5) apreés seuillage (universel dépendant d’échelles)
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Figure 4.26 : Synthétique + ar(1) (* = 0;8) apres seuillage (universel dépendant d’échelles)

300
250 ~ -
200 — -
150 ~ -
100 » s
50 -
0o -
50 ~ b
100 ~ -
150 [ 50(; lUOl‘) 150(; 200(‘) 250(; 3000

Figure 4.27 : Synthétique + ar(1) (" = 0; 95) apres seuillage (universel dépendant d’échelles)
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Figure 4.28 : Synthétique + ar(1) (" = 1) apreés seuillage (universel dépendant d’échelles)
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Figure 4.29 : Synthétique + arma(1,1) [* =0;2 u=0;5]
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Figure 4.30 :Synthétique + arma(1,1) [* =0;2 p =0;5] aprés seuillage avec sure global
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Figure 4.31 :Synthétique + arma(1,1) [* =0;2 u=0;5] apreés seuillage avec universel global
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Figure 4.32 : Synthétique + arma(1,1) [* =0;2 u = 0;5] débruité (sure dépendant d’échelles)
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Figure 4.33 : Synthétique + arma(1,1) [* =0;2 u = 0;5] débruité (universel dépendant d’échelles)
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Figure 4.34 : Synthétique + arma(1,1) [* = 0;5; u = 0;5] aprés seuillage (sure dépendant d’échelles)
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Figure 4.35 : Synthétique + arma(1,1) [* = 0; 8;u = 0; 5] apres seuillage (sure dépendant d’échelles)
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Figure 4.36 : Synthétique + arma(1,1) [* = 0;95;u = 0; 5] aprés seuillage (sure dépendant d’échelles
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Figure 4.37 : Synthétique + arma(1,1) [* =1;u = 0;5]apres seuillage (sure dépendant d’échelles)
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Figure 4.38 : Synthétique + arma(1,1) [* =0; 5; u = 0;5] aprés seuillage (universel dépendant d’échells
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Figure 4.39 : Synthétique + arma(1,1) [* =0; 8; u = 0;5] aprés seuillage (universel dépendant d’échell
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Figure 4.40 : Synthétique + arma(1,1) [* =0; 95; u = 0; 5] aprés seuillage (universel dépendant d’échell
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4.1.1 Evaluation qualitative :

Dans le cas d’un bruit blanc, on remarque gqu’une grande partie du bruit a été éliminée (..gure
4.3, 4.4) que ca soit par I'utilisation d’un seuillage global sure ou universel. De plus I'apparition de
certaines fuctuations qui sont ddes au bruit dans le résultat du seuillage sure.

Quant au cas d’un bruit corrélé tels que Ar(1), Ma(1) et ARMA(1,1) un seuillage global n’ecectue
pas un bon seuillage car on a la présence d’un remarquable taux de bruit (..gure 4.6, 4.7, 4.17, 4.18,
4.30, 4.31) et I'apport du seuillage dépendant d’un niveau est positif car il permet d’améliorer le
resultat (.gure 4.8, 4.9,4.14, 4.15, 4.19, 4.20) .

Dans le cas d’un bruit Ar(1). On remarque qu’a partir de * = 0;5, on commence & perdre certaines
caractéristiques du signal synthétique original tel que le 6-iéme cycle (..gure 4.21, 4.25) et lorsque le

paramétre = s’approche de plus en plus de la valeur 1, c’est-a-dire, lorsque le processus AR(1) tend
vers le nonstationnarité, on ne trouve plus les 22 cycles du signal synthétique, de plus, on observe une
augmentation dans les amplitudes (..gure 4.24, 4.28). Par conséquent, il y a une perte totale du signal
original.

Des résultats similaires sont observés dand le cas d’un processus arma(1,1) avec le paramétre p
petit (.gure 4:29 ¥ 4:41), qui dans ce cas la se comporte comme un processus Ar(1) et comme un
processus Ma(1) lorsque le paramétre * et petit et dont les résultats sont beaucoup plus satisfaisants

car on a préservation du signal synthétique original aprés seuillage, ceci est principalement dd a la

stationnarité du processus MA(L).

4.1.2 Evaluation quantitative :

L’évaluation quantitative des résultats se fait par la biais de I’erreur en moyenne quadratique entre le
signal original et le signal obtenu apres seuillage et dont les valeurs sont synthétisées dans les tableaux

suivants :
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Type du modele | parameétres | Type du seuillage | EQM

V=1 Sure global 0;082

Universel global 0;1%

Yo=2 Sure global 0;095
Sun+bruit blanc Universel global 0;210
Yo=4 Sure global 0;099

Universel global 0;287

%1=06 Sure global 1;04

Universel global 1,87

¥%9=18 Sure global 2;11

Universel global 2:64

Tab 4.1 : Les erreurs en moyenne quadratique du signal synthétique

bruité (bruit blan) apres seuillage
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Type du modeéle | parametres Type du seuillage EQM
uH=0;2 Sure global 1,41
Universel global 4,34
Sure dépendant d’échelle 1,64
Universel dépendant d’échelle | 2,01
H=0;5 Sure global 5,01
Sun+ma(1) Universel global 5,57
Sure dépendant d’échelle 2,35
Universel dépendant d’échelle | 2,89
uH=0;8 Sure global 6,32
Universel global 6,41
Sure dépendant d’échelle 3,07
Universel dépendant d’échelle | 3,65
u=0;95 Sure global 8,24
Universel global 8,83
Sure dépendant d’échelle 4,14
Universel dépendant d’échelle | 4,57
u=1 Sure global 8,31
Universel global 8,98
Sure dépendant d’échelle 4,25
Universel dépendant d’échelle | 4,69

Tab 4.2 : Les erreurs en moyenne quadratique du signal synthétique

bruité (bruit Ma(1)) aprés seuillage
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Type du modéle | paramétres Type du seuillage EQM
"=0;2 Sure global 8,53
Universel global 9,56
Sure dépendant d’échelle 5,81
Universel dépendant d’échelle | 5,29
"=0;5 Sure global 19,37
Sun-+ma(l) Universel global 20,04
Sure dépendant d’échelle 17,85
Universel dépendant d’échelle | 18,26
*=0;8 Sure global 32,69
Universel global 33,26
Sure dépendant d’échelle 30,73
Universel dépendant d’échelle | 31,05
"=0;9 Sure global 65,48
Universel global 66,10
Sure dépendant d’échelle 61,13
Universel dépendant d’échelle | 62,92
=1 Sure global 350,64
Universel global 351,24
Sure dépendant d’échelle 349,90
Universel dépendant d’échelle | 350,54

Tab 4.3 : Les erreurs en moyenne quadratique du signal synthétique

bruité (bruit AR(1)) aprés seuillage
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Type du modéle | parameétres Type du seuillage EQM
"=0:2 Sure global 8:40
u=0:2 Universel global 9:00

Sure dépendant d’échelle 5:03

Universel dépendant d’échelle | 5:83

"=05 Sure global 17:61
Sun+arma(1,1) u=0:2 Universel global 18:18
Sure dépendant d’échelle 15:37

Universel dépendant d’échelle | 15:73

" =08 Sure global 30:47
pH=0:2 Universel global 31:85
Sure dépendant d’échelle 28.33

Universel dépendant d’échelle | 28.93

" =0:95 Sure global 52.50
n=0:2 Universel global 53.54
Sure dépendant d’échelle 49.29

Universel dépendant d’échelle | 50.13
=1 Sure global 281.81
u=0:2 Universel global 282.57
Sure dépendant d’échelle 281.35
Universel dépendant d’échelle | 281.52

Tab 4.4 : Les erreurs en moyenne quadratique du signal synthétique

bruité (bruit arma(1,1)) apres seuillage
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Type du modéle parametres Type du seuillage EQM
" =02 Sure global 8:15
H=0:>5 Universel global 8:71

Sure dépendant d’échelle 4:89

Universel dépendant d’échelle | 5:44

" =05 Sure global 16:86
Sunthétique arma(1,1) H=0:5 Universel global 17:45
Sure dépendant d’échelle 14:32

Universel dépendant d’échelle | 14:99

"=038 Sure global 28:66
H=0:>5 Universel global 29:28
Sure dépendant d’échelle 27.22

Universel dépendant d’échelle | 27.73

" =095 Sure global 34.57
u=0:5 Universel global 35.38
Sure dépendant d’échelle 32.10

Universel dépendant d’échelle | 32.94
=1 Sure global 178.80
H=0:>5 Universel global 179.75
Sure dépendant d’échelle 178.47
Universel dépendant d’échelle | 178.74

Tab 4.5 : Les erreurs en moyenne quadratique du signal synthétique

bruité (bruit arma(1,1)) apres seuillage
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Type du modéle parametres Type du seuillage EQM

" =02 Sure global 7:04

H=0:8 Universel global 7:28

Sure dépendant d’échelle 4:22

Universel dépendant d’échelle | 4:63

" =05 Sure global 16:12

Sunthétique arma(1,1) H=0:8 Universel global 16:33

Sure dépendant d’échelle 13:96

Universel dépendant d’échelle | 14:45

"=038 Sure global 27:65

nH=0:8 Universel global 27:94

Sure dépendant d’échelle 25.00

Universel dépendant d’échelle | 25.41

=0:95 Sure global 31.97

u=0:8 Universel global 32.52

Sure dépendant d’échelle 30.04

Universel dépendant d’échelle | 30.77

=1 Sure global 176.32

n=0:8 Universel global 177.00

Sure dépendant d’échelle 176.02

Universel dépendant d’échelle | 176.24

Tab 4.6 : Les erreurs en moyenne quadratique du signal synthétique

bruité (bruit arma(1,1)) apres seuillage

Une remarque importante a faire, est que les erreurs obtenues aprés utilisation d’un seuil ”SURE”

sont inférieures a celles obtenues apres utilisation d’un seuil universel (Tab 4.1, Tab 4.2, Tab 4.3, Tab
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4.4, Tab 4.5, Tab 4.6).

Dans le cas d’un bruit blanc, les erreurs sont trés petites et augmentent Iégerement avec le
paramétre % pour atteindre une valeur maximale de 2;64 aprés utilisation d’un seuil universel et
2; 11 apres utilisation d’u seuil sure (Tab 4.1). Dans le cas d’un bruit corrélé, on constate que les
erreurs, obtenues aprés un seuillage dépendant d’échelles sont inférieures a celles obtenues apres un

seuillage global. Et que celles-¢i sont relativement petites lorsque le paramétre * est petit ( cas du
bruit AR(1) et ARMA(1,1) ) et atteignent une tres grande valeur lorsque le paramétre * s’approche
de la valeur 1, apres utilisation d’un seuillage global ou dépendant d’échelles ( Tab 4.3, Tab 4.4, Tab
45).

Dans le cas d’un bruit Ma(1), les erreurs obtenues sont satisfaisantes ( Tab 4.2 ) et sont de méme

ordre que celles obtenues dans le cas d’un bruit arma(l,1) avec * petit qui reste stationnaire. Ces

erreurs augmentent au fur et a mesure que le paramétre p augmente ( Tab 4.2).

4.1.3 Conclusion :

En comparant entre les méthodes de réduction du bruit utilisées, on peut constater que I'utilisation
d’un seuillage global donne de bons résultats dans le cas d’un bruit blanc gaussien, contrairement, au
cas d’un bruit corrélé tels que ar(1), ma(1) et arma(l,1), I'apport d’un seuillage dépendant des niveaux
est positif, car il permet d’améliorer les résultats, en particulier, dans le cas d’un bruit stationnaire.

En comparant les erreurs calculées a partir de I’utilisation des seuils sure et universel, on dira que

les méthodes basées sur le seuil sure sont optimales par rapport a celles basées sur le seuil universel:

4.2 Detection des singularités et spéci..cation des régularites :

Dans ce qui suit, I'étude sera faite sur un cycle (le 22¢M¢ ) du signal synthétique a..n de caractériser
ses singularités a travers I’etude des variations de la valeur absolue des coe ¢cients d’ondelettes le long

des lignes maxima.
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4.2.1 Analyse en ondelettes continues du cycle synthétique sans bruit :

On étudie donc, la transformée en ondelettes continues du 22¢™¢ cycle synthétique, dont les lignes

maximas qui lui sont associées sont illustrées dans la ..gure 4.42 suivante :

log{dilatation)
]

]
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Figure 4.42 : Les lignes maxima d’un cycle synthétique

L’etude étant faite sans eaets de bords, on remarque la présence d’une seule ligne maxima qui atteind
une dilatation 24 et qui converge vers le point t = 2528 et qui corresponds a I’'occurence du maximum
du cycle. La ligne de pente ou “ridge function” ’ ..gure 4.43 ) est calculée a..n de déterminer la

régularité de la singularité correspondante et dont le graphe est le suivant :

log2((iwitt, &)l

3.5 L 1 1 L 1
1 1.5 Zz Z .5 3 3.5 +

log2(dilatation)

Figure 4.43 : La fonction régide de la ligne maxima du cycle synthétique
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L’ajustement de la fonction ridge par une ligne droite avec un corrélation de 0,96 donne une pente

égale a 1,33 qui correspond a la régularité de la singularité en t = 2528:

4.2.2 Analyse en ondelettes continues du cycle synthétique bruité aprés seuillage:

Dans le cas du signal synthétique bruité ( bruit blanc, AR(1), MA(1), ARMA(1,1) ) I'étude sera
faite aprés un seuillage sure, et dépendant d’échelles dans le cas d’un bruit corrélé ( AR(1), MA(L),

ARMA(L,1) ).

Les lignes maxima du 22¢™¢ cycle synthétique pour les dicérents cas de bruits sont présentées dans

la ..gure ¢i-dessous :
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Figure 4.44 : Les lignes maxima du cycle synthétique apreés seuillage :
a- cycle synthétique bruité avec un bruit blanc
b- cycle synthétique bruité avec un bruit ar(1)
c- cycle synthétique bruité avec un bruit ma(1)

d- cycle synthétique bruité avec un bruit arma(1,1)

On constate I'apparition de certaines lignes générées par le bruit qui ne dépasse pas la dilatation 23,
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ainsi que la présence de la ligne qui est due au cycle lui méme et qui continue a dominer dans les
dinérents cas de bruits (..gure 444 : a, b, c, d).

En ewet, dans le cas d’un bruit blanc, on remarque la présence de trois lignes au total qui con-
vergent vers les points t; = 2528;t, = 2564;t; = 2581, trois autre lignes qui convergent vers
t1 = 2513;t, = 2528;t3 = 2548;t4 = 2581 dans le cas d’un bruit MA(1), sept lignes qui conver-
gent vers les instants t; = 2513; t; = 2520; t3 = 2528; t4 = 2544;t5 = 2554; ts = 2576 et t; = 2593 pour
le cas du bruit AR(1) et ..nalemment dans le cas d’un bruit arma(l,1), on a la présence de quatre
lignes qui convergent vers les points de singularités t; = 2510, t, = 2520, t3 = 2528 et t4 = 2579.
Quant aux fonctions ridges relatives aux lignes maxima, certaines d’entre elles n’admettent pas un
ajustement par une droite et d’autres donnent des valeurs de pentes négatives. En ecet, les trois lignes
obtenues dans le cas d’un bruit blanc sont de pentes respectives de 1; 39 pour a _ 21%;  1;29 et -0,65
( ..gure 4.45) dans le cas d’un bruit Ma(1), les singularités relatives aux instants tq, t, et t, sont de
régularités j1;40 pour 25% . a < 24 1:;32 pour a _ 228 et j0;92 pour a _ 2 quant aux autres
instants relatifs au cas bruit AR(1), certains sont de régularités négatives ( ..gure 4.47 ). La troisieme
ligne associée a I'instant t = 2528 est de pente égale a 1;31. Finalement, pour le cas du processus
arma(1,1), les fonctions ridges n* = 2; 3 et 4 sont de pentes respectives 0; 62, 1;36 pour 219 - a <24

et j1;56 pour 2 - a < 2%8,
On constate que les régularités correspondantes a la singularité en t = 2528 obtenues dans les

dinérents cas du bruit sont de valeurs proches et dont les fonctions ridges sont principalement dominées

par la partie déterministe du signal ( aprées seuillage )
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Figure 4.45 : les fonctions ridges du cycle synthétique bruité(bb) preés seuillage
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Figure 4.46 : les fonctions ridges du cycle synthétique bruité (ma(l)) apres seuillage
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4.3 Application au champ magnétique terrestre :

4.3.1 Le champ magnétique terrestre :

L
Le champ magnétique terrestre noté B¢ est la somme en un point de la surface de la terre de deux
v '
parties dont la premiére a ses sources a I'intérieur de la terre (Bi), la seconde a I'extérieur (Be).
L] L L
Le champ interne (Bi) est lui méme la somme de deux parties [22] Bp et Bc.

' .
Le champ magnétique terrestre, B¢ s'écrit donc :

TR | v '
BtZBp + Bc + Be .
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-a- Le champ magnétique interne :

ép est le champ principal ou ” champ nucléaire ” qui est d’origine interne, son intensité varie de
6000 nT aux pbles a 3000 nT a I’équateur et représente en moyenne 99 % du champ observé a la
surface du globe et est engendré par des courants électriques circulant dans la partie tuide du noyau
de la terre composée pringipalement de fer conducteur ( ..gure 4.49 ).
La seconde partie, éc, a ces sources dans la croQte terrestre et est beaucoup plus faible, en moyenne
que ép.
Connue aussi sous le nom de « champ anormal », elle est engendrée par les roches aimantées de la

croQte terrestre dont les composants magnétiques pringipaux sont I’hématite et la magnétique ( ..gure

4.48).
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Figure 4.49 : Les sources du champ magnétique terrestre

-b- Le champ magnétique externe :
L]
Le champ magnétique terrestre d’origine externe Beest engendré par des courants électriques cir-
' . .
culants dans I'inosphére et dans la magnétosphére. Ce champ Be est de faible amplitude de I'ordre de

10 nT et peut atteindre 1000 nT en temps d’orage.
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4.3.2 \ent solaire et activité géomagnétique :

Dé..nition -1-

Le vent solaire est un plasma totalement ionisé, formé essentiellement d’électrons et de protons qui
s’échappe en direction radiale du soleil. Son expansion entraine le champ magnétique solaire, formant
ce gu’on appelle ” le champ magnétique interplanétaire ”. Ce vent est d’une densité qui se situe entre
0,02 et 100 particules par centimetre cube, et a une vitesse comprise entre 300 et 800 km/s.
Dé..nition -2-

L’activité géomagnetique est dé..nie par les variations irréguliéres observées dans les enregistrements
du champ géomagnetique. Ces variations sont dues a des sources de champ non permanents.
Activité géomagneétique :

En raison du vent solaire provenant du soleil, la terre est frappée par le plasma magnétique, su-
personique, portant une grande quantité d’énergie cinétique et électromagnétique composée d’orages
et de sous-orages géomagnétique.

Le vent solaire ne touche pas directement la terre ni son atmosphére, car la terre est protégée par son
bouclier magnétique, la magnétosphére, qui I'isole du courant de particules chargées du vent solaire.
La forme de la magnétosphere est déterminée par la pression du vent solaire et par le champ magné-
tique interplanétaire ( ..gure 4.50 ). Le vent comprime le champ magnétique sur la face de la terre
éclairée par le soleil, et I’étire de I'autre c6té,ou il forme une longue queue, telle une comete.

Entre le vent solaire et la magnétosphére s’étend une mince région frontaliere, nommée la magné-
topause, ou la pression du champ géomagnétique et celle du vent solaire s’équilibrent.

Quand le vent solaire rencontre la magnétosphére, il se produit une onde de choc, a quelques 13000
kilométres de la magnétopause. La région comprise entre d’onde de choc et de la magnétosphere
est connue sous le nom de magnétogaine, a I'intérieur de laquelle, le champ magnétique terrestre est
con..né.

Certaines particules véhiculées par le vent solaire arrivent a pénétrer dans I'atmospheére terrestre
par la queue géomagnétique, et provoque ainsi des perturbations dans le champ magnétique terrestre
qui se manifestent a la surface du globe par des phénomeénes tels que les orages et les sous-orages

géomagnétiques [29]
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Figure 4.50 : Les perturbations de la magnétosphere

Les variations de I’activité géomagnétique :

La variabilité dans I'activité géomagnétique a plusieurs sources :

1. (@) Variabilité du soleil lui-méme qui est retété dans le vent solaire

2 Les cycles solaires de 11 et 22 années et qui sont déterminés par le nombre de taches

solaires qui ont une variation cyclique

(b) L’orbite de la terre autour du soleil qui change I'orientation des systémes de coordonnées

appropriés ( variation semestrielle ).

(c) Lorbite de la terre autour du soleil la prenant a disérentes latitudes solaires ( variabilité

annuelle ).

(d) Rotation du soleil autour de son axe, qui peut mener aux périodicités T = 27 jours et

T =13 j 14 jours.

86



4.3.3 Analyse en ondelettes continue des du champ magnétique terrestre de I’ob-

servation Chambon-la-forét :

Dans ce qui suit, on s’intéressera a I’étude des valeurs en moyennes journaliéres de I’observatoire
Chambon-la-forét (France). On dispose d’une série de données de janvier 1991 a décembre 1999, ces
mesures de champ sont fournies par le programme Intermagnet avec résolution de 0,1 nT.
Programme InterMagNet :

InterMagNet (International Red time Magnetic Observatory Network) est un programme non
exclusif d’échange global entre des observatoires géomagnétriques. Ces observatoires obéissent a des
normes internationales et permettent d’aquérir des données du champ magnétique en temps continu.
Ce programme a permis d’établir un réseau mondial d’observatoires magnétiques, auquel appartient
I’observatoire Chambon-la-forét (CLF).

Analyse en ondelettes continue :

La détection des singularités via le module de la transformée en ondelettes continue sera faite sur

la composante z des données magnétiques de I’'année 1999 (...gure 4.51) apres avoir ecectué un seuillage

”SURE” dépendant d’échelles (..gure 4.52)

P

x 10
4.251 . l l l l . l

4.25

I
1

4.249

I
1

4.248

4.247

1}
1

4.246

4. 245 ! I I I I ! I
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figure 4.51 : la composante z du champ magnétique de I’'observatoire CLF (année1999)
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Figure 4.52 : la composante z du champ magnétique apres seuillage (sure dépendant d’échelle)

Les lignes maxima qui lui sont associées sont présentées dans la ..gure 4.52 ¢i-dessous
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Figure 4.53 : Lignes maxima de la composante z du champ magnétique de Chambon-la-forét

On ne prendra en considération que les lignes maxima les plus dominantes pour lesquelles a _ 2;8.
Ces 18 lignes convergent respectivement vers les points t; = 45, 55, 82, 109, 127, 133, 172, 181, 199,
204, 225, 235, 252, 272, 279, 298, 307 et 320. Les fonctions Ridges correspondantes sont illustrées
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dans la ..gure 4.54

Figure 4.54 : fonctions ridges de la composante z de chambon-la-forét (année 1999)

On constate qu’a part la singularité représentée par la ligne maxima n€ 21 dont la pente est négative
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(i1;98), les autres singularités sont de régularités qui varient entre 0,91 et 1,86.

A..n de mettre en évidence les singularités du champ géomagnétique qui sont en rapport avec I’activité
solaire, on calculera les étendues des dicerents intervalles de temps qui séparent les lignes maxima
correspondantes aux singularités étudiées et qui sont comme suit :

entre la ligne n2 9 et la ligne n2 12 I’étendue est de 27 jours.

entre la ligne n 12 et la ligne nd 17 I'étendue est de 27 jours.

entre la ligne n2 17 et la ligne n€ 21 I’étendue est de 26 jours.

entre la ligne n2 21 et la ligne n€ 27 I’étendue est de 29 jours.

entre la ligne n2 27 et la ligne n2 29 I"étendue est de 20 jours.

entre la ligne n2 29 et la ligne n2 33 I’étendue est de 23 jours.

entre la ligne n2 33 et la ligne N2 38 I’étendue est de 21 jours.

entre la ligne n2 38 et la ligne n2 42 I’étendue est de 27 jours.

entre la ligne n2 42 et la ligne n2 47 I’étendue est de 27 jours.

entre la ligne nd 47 et la ligne nd 48 I'étendue est de 27 jours.

entre la ligne n? 48 et la ligne N2 52 I’étendue est de 28 jours.

entre la ligne n? 52 et la ligne N2 56 I’étendue est de 28 jours.

D’aprés les résultats obtenus ci-dessus, on remarque que mise a part les étendues de 20, 23 et 21
jours des intervalles de temps correspondant aux lignes 27-29, 29-33 et 33-38, les autres sont en
moyenne d’étendue égales a 27, 37 jours. Par conséquent, les singularités qui leurs sont associées sont
certainement dues au cycle de 27 jours qui est lié a la rotation du soleil autour de son axe.

Quant aux composantes X et y les graphes des lignes maxima associés sont représentés dans les ..gures

4.57 et 4.58 respectivement
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Figure 4.58: lignes maxima de la composante y du champ magnetique de chambon-la-forét (1999)

Les lignes maxima associées a la composante x (..gure 4.57) sont en nombre de 57 et dont les plus
dominantes (indiquées par des numéros sur le graphe) correspondent exactement aux mémes lignes
dominantes présentes dans le graphe des lignes maxima associées a la composante z (..gure 4.53).

En ce qui concerne la composante y (..gure 4.58) on a un résultat dicérent du fait que certains lignes
maxima dominantes ne correspondent pas aux mémes singularités que celles présentes dans le cas des
composantes x et z.

Conclusion :

Le formalisme de la transformée en ondelettes continue introduit par Mallat est d’'une grande
simplicité numérique, de plus qu’on ne fait aucune hypothése a priori sur I'instant to de I’occurence
de I’événement. Cette analyse a donnée des résultats satisfaisantes sur la détection des singularités
ainsi que sur la caractérisation des ..nes structures contenues dans le signal.

L’étude qui a été emectuée sur les lignes maxima les plus dominantes contiennent plus d’informa-
tions sur le signal étudié.

L’analyse des données réelles du champ géomagnétique (année 1999) de I’observatoire Chambon-la-
forét a permis de mettre en évidence les singularités de périodicité 27 jours qui sont dues a la rotation

du soleil autour de son axe.
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Conclusion générale :

Le travail décrit dans ce manuscrit nous a permis en premier lieu de connaitre les avantages des
méthodes de seuillage basées sur la décomposition en ondelettes orthogonales tant sur le plan théorique
que sur le plan pratique.

On a constaté que I’estimateur obtenu a partir des données bruitées par I'utilisation d’un seuil
”SURE” est d’un risque qui est & une constante prés du risque minimax et qui lui est asymptotiquement
équivalent dans le cas d’un seuillage dépendant d’échelles contrairement, au seuil universel dont le
risque est a un facteur de logn” prés du risque minimax.

A partir de I’étude qui a été faite sur le signal synthétique, on a constaté que l'utilisation d’un
seuillage global donne de bons résultats dans le cas d’un bruit gaussien, contrairement au cas d’un bruit
corrélé (AR(1), MA(1), ARMA(1,1)); et g'une nette amélioration est perceptible par I'application d’un
seuillage dépendant des niveaux. En comparant les erreurs calculées a partir de I'utilisation des seuils
SURE et universel, on dira que les méthodes basées sur le seuil SURE sont optimales.

Par conséquent, nous avons choisis la procédure "SURE” dépendant d’échelles comme méthode de
réduction du bruit pour les données réelles du champ magnétique terrestre.

Quant a I’étude qui consiste a détecter les singularités et caractériser les régularités correspon-
dantes par I'application de la transformée en ondelettes continue, cette analyse a donné des résultats
encourageant sur la caractérisation des ..nes structures continues dans le signal considéré. A partir
de I'application qui a été eaectuée sur le siganl synthétique, on a remarqué que les lignes maxima les
plus dominantes contiennent plus d’informations sur le signal étudié. Concernant I’analyse des don-
nées réelles du champ géomagnétique de I’observatoire Chambon-la-forét, le seuillage nous a permis
une meilleure compréhension des phénoménes physiques que contient le champ géomagnétique, I’étude
étant faite sur une année, nous avons pu mettre en évidence certaines singularités liées a I'activité
solaire, en particulier celles qui sont ddes a la rotation du soleil autour de son axe et dont la période

est de 27 jours.
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