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INTRODUCTION GENERALE

Un plasma est un milieu dispersif fortement non linéaire. Pendant les trois derniéres décennies, il
y a eu des avancées importantes dans le champ de la physique des plasmas non linéaires. L'étude
des différentes structures non linéaires dans les plasmas non collisionnels fournit une base so-
lide, non seulement pour explorer et comprendre les différents attraits de la physique fondamen-
tale des plasmas, mais aussi pour développer des applications pratiques dans la technologie. Le
transport anormal de la chaleur dans les tokamaks, le confinement des plasmas par des champs
radio-fréquences, les problemes de l'interaction laser-plasma ...etc sont autant d’exemples ty-
piques ou la physique des plasmas non linéaires intervient. Les plasmas astrophysiques et la ma-
gnétosphere terrestre englobent une grande variété de phénomenes d’ondes non linéaires. Les
différentes structures cohérentes d’ondes non linéaires observées grace a des observations satel-
litaires sont : les solitons, les double couches, les ondes de choc, les tourbillons, ...etc. Parmi ces
structures non linéaires, les solitons représentent I'un des aspects les plus importants des phé-
nomeénes non linéaires dans la recherche sur les plasmas modernes. Les solitons sont des ondes
solitaires, c’est-a-dire spatialement localisées, dont les propriétés de stabilité sont remarquables.
Ces structures cohérentes sont une manifestation étonnante et fascinante de la nature résultant de
la concurrence entre la non-linéarité et la dispersion. La dispersion a pour effet d’étaler 'onde soli-
taire alors que la non-linéarité entraine I'effet inverse. Dés sa premiere observation [1] en 1834 par

un ingénieur hydrodynamicien, John Scott-Russell, il a suscité passion et débats. John Scott-
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Russell a été tellement fasciné par cette observation inattendue qu’il a consacré dix années de sa
vie a étudier ce phénomene, tandis que les théories fondées sur des approches linéarisées mon-
teraient que le soliton ne pouvait pas exister. Linterprétation théorique de cette observation a
cependant di attendre ’année 1895 avec les travaux de Korteweg et de Vries [2] qui ont pro-
posé I'équation qui maintenant porte leur nom (abrégée souvent en équation K-dV). L'étude de
I’équation Kd-V a permis de comprendre les idées fondamentales de la notion de soliton. En 1965,
Gardner et Morikawa [3] ont montré que I'équation K-dV est également valable pour I'étude des
ondes magnéto-hydrodynamiques non linéaires se propageant perpendiculairement a un champ
magnétique externe. Depuis, les ondes acoustiques solitaires non linéaires ont été intensément
étudiées dans le domaine de la physique des plasmas. La prédiction théorique de Washimi et
Taniuti [4] sur la possibilité d’existence de I'onde acoustique ionique solitaire a été confirmée
expérimentalement par Ikezi, Taylor et Baker [5, 6].

L'étude des oscillations solitaires en physique des plasmas revét une importance primordiale car
elle nous permet de comprendre la nature de I'interaction non linéaire entre les différents champs,
propres et/ou appliqués, et les constituants du plasma. Dans le cas ot la vitesse des particules est
beaucoup plus petite que celle de la lumiére, 'onde solitaire présente un comportement classique.
Cependant, dans le cas ot la vitesse des particules se rapproche de celle de la lumiere, le caracteére
relativiste devient prépondérant et de nouveaux effets se manifestent. Les plasmas relativistes sont
généralement classés en deux catégories : ceux dont les effets relativistes sont induits par la vitesse
fluide (la vitesse des particules constituant le fluide est comparable a celle de la lumiére) et ceux
dont les effets relativistes sont induits par la température (I'énergie thermique des particules est
de I'ordre de leur énergie de masse ou au repos). Les plasmas relativistes sont présents dans une
variété d’environnements spatiaux et de laboratoire (couche limite de la magnétosphere terrestre
[7], interaction laser-plasma [8], ceintures de radiations de Van Allen [9],...etc). Le but du présent
mémoire consiste a analyser les oscillations non linéaires d'un plasma relativiste. La formulation
covariante, plus rigoureuse, des équations hydrodynamiques a été adoptée. Dans une premieére
étape, nous avons analysé les structures non linéaires associées a différents modeles de plasma re-
lativiste. Nous nous sommes intéressés aussi bien au cas de 'amplitude arbitraire (plus ardu) qu’a
celui de I'amplitude faiblement non linéaire. Dans une seconde étape, nous avons généralisé, au
cas relativiste, le modele OLM (Orbit-Limited Motion) qui décrit les variations self-consistantes

de la charge d’un grain de poussiére. Nous avons alors tiré profit de cette généralisation pour ana-
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lyser le mode acoustique non linéaire dans un plasma complexe completement relativiste. Nos
résultats révelent que les effets relativistes peuvent modifier de maniere drastique les propriétés
intrinseques de différentes structures non linéaires qui peuvent se propager dans ces plasmas re-
lativistes. Les applications de notre étude sont a rechercher du coté astrophysique, en particulier,
dans les jets de particules émanant des sources galactiques, dans les noyaux actifs des galaxies et
dans les plasmas d’éruption de la chromosphere solaire.

Ce présent manuscrit est organisé de la facon suivante : le premier chapitre sera dédié au rap-
pel des propriétés des plasmas en général et des éléments théoriques nécessaires a 1’étude de la
dynamique des plasmas relativistes en particulier. Nous explorerons ainsi les deux approches re-
lativistes habituellement utilisées en physiques des plasmas, a savoir I’approche hydrodynamique
et 'approche cinétique.

Le deuxieme chapitre sera dédié a I’étude des oscillations non linéaires de faibles et de larges am-
plitudes dans un plasma relativiste a deux fluides. Le point de départ sera '’ensemble des équa-
tions de base de I'hydrodynamique relativiste qui décrit la dynamique d’'un plasma relativiste.
Dans le but d’étudier les propriétés des ondes solitaires de larges amplitudes, I'analyse du poten-
tiel de Sagdeev sera employée. Apres intégration des équations de base de notre modeéle dans le
repére propre de I'onde solitaire, le pseudo-potentiel sera exprimé en termes de vitesses fluides
des especes de particules contenues dans notre plasma. Ce résultat sera employé pour examiner
de prés les conditions d’existence d’ondes acoustiques solitaires stationnaires dans un plasma re-
lativiste a deux fluides en tirant profit de quelques propriétés de I’approche de la dynamique des
gaz. Nous considérerons ensuite le cas d'un plasma relativiste composé d’ions froids et d’élec-
trons chauds et nous étudierons les propriétés de I’onde acoustique ionique stationnaire qui peut
se propager dans un tel plasma. Dans la deuxieme partie, nous nous intéresserons a la dynamique
des structures non linéaires localisées de faible amplitudes dans un plasma relativiste composé de
deux fluides en dérivant une équation de type K-dV (mK-dV) par la technique de la perturbation
reductive.

Le troisieme chapitre sera dédié a I’étude des ondes acoustiques ioniques de larges amplitudes
dans un plasma relativiste composé d’ions, d’électrons et de positrons. La dynamique d’'un tel
plasma sera décrite par 'ensemble des équations de I'hydrodynamique relativiste que nous avons
déja employé au premier chapitre. Ce chapitre peut étre considéré comme étant une extension du

premier chapitre a un plasma relativiste a plusieurs fluides. En s’appuyant sur ’analyse du pseudo-
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potentiel, les propriétés des ondes acoustiques ioniques de larges amplitudes seront étudiées et
les conditions d’existence seront examinées.

Le dernier chapitre sera dédié a I’étude de certaines structures cohérentes (solitons) de large am-
plitudes, associées a un plasma complexe a charge variable en présence d’ions et d’électrons re-
lativistes. L'accent sera mis en particulier sur 'influence des effets relativistes des électrons et des
ions sur les propriétés dynamiques des ondes acoustiques poussiéreuses. Nous établirons d’abord
une généralisation des courants de charge ionique et électronique dans le cadre du modeéle stan-
dard de la sonde électrostatique en régime relativiste. Ensuite, en tirant profit des ces derniers,
nous passerons a I’étude des ondes acoustiques poussiéreuses dans un plasma complexe com-
posé d’ions et d’électrons maxwelliens relativistes et d'un faisceau froid de grains de poussiere par
intégration de la dynamique des grains de poussiere et la variation self-consistante de la charge
des grains.

Le manuscrit se termine par une conclusion générale, o1 nous avons présenté un résumé des
résultats obtenus et quelques perspectives, ainsi que quelques compléments servant d’annexes

pour le présent mémoire.




CHAPITRE

PLASMAS RELATIVISTES

1.1 Généralités sur les plasmas

Historiquement le terme « plasma ! » a été introduit en physique en 1928 [10] par le physicien amé-
ricain Ivring Langmuir pour désigner les gaz ionisés dans les décharges électriques. Un plasma
est donc un gaz partiellement ou completement ionisé, constitué d’'une soupe globalement neutre
d’électrons, d’'ions, de neutres (atomes, molécules). L'état plasma de la matiere est trés répandu
dans la nature : on le rencontre dans les étoiles, dans certaines atmospheéres de planetes ot I'ioni-
sation est due a des particules trés énergétiques dont certaines émanent du soleil (vent solaire),
dans 'espace interplanétaire et interstellaire. Plus pres de nous, on le rencontre dans les flammes,
les explosions et les ondes de choc, mais également dans les arcs électriques et en particulier
les éclairs atmosphériques. Les plasmas sont aussi créés de facon artificielle, en laboratoire. Les
décharges électriques dans les tubes fluorescents et les plasmas de fusion dans les tokamaks en
constituent deux exemples. Par ailleurs, le développement de la physique des plasmas, a permis

la découverte de nombreuses applications technologiques telles que les lampes a néon, les télévi-

1. Lhistoire de I'invention du mot plasma par Ivring Langmuir est décrite par Harlod M. Mott-Smith dans

une lettre a Nature [11].
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sions a écran plasma, les écrans plasmas, ainsi que tous les composants électroniques nécessitant

un traitement de surface par un plasma (dépot, gravure, implantation).

1.1.1 Oscillations, écrantage et longueur de Debye

Nous allons rappeler ici, d'une maniere trés bréve, un certain nombre de concepts fondamentaux
a la nature de n'importe quel type de plasma a savoir la fréquence de Langmuir ou fréquence
plasma w, et la langueur de Debye Ap. Une des plus importante particularité d’'un plasma est
sa capacité a maintenir un état de neutralité de la charge au niveau macroscopique. En effet, si,
dans un plasma initialement neutre, on produit une perturbation locale sous la forme d'un exces
de charge électrique positive ou négative, le développement des champs de charge induit une
réponse collective qui va tendre a restaurer cette neutralité. Bien qu’a premiere vue il pourrait étre
évident que la force de Coulomb, de portée infinie, due a n'importe quelle particule du plasma sera
ressentie par le reste des particules du plasma, ce n’est en fait pas le cas. Debye et Hiickel (1923),
en cherchant a apporter une amélioration a la théorie de Svante Arrhenius sur la conductivité
électrique des électrolytes, étaient les premiers a préciser que le champ da au déséquilibre de
charge est protégé de sorte que son influence soit efficacement limitée dans I’espace. En effet, on
peut montrer que le potentiel électrostatique d'une charge électrique test (d'un ion positif a une
seule charge par exemple) dans un plasma a une distance r de cet charge décroit plus rapidement

que dans le vide (x 1/r) de la sorte

¢(r)ocexp (—%) (1.1)

D

Ce mécanisme inhérent aux plasmas, dit effet d’écran ou écrantage de Debye, réduit fortement la
portée qu’aurait eu le potentiel d'une charge test quelconque du plasma et devient effectif sur une

longueur dite « longueur de Debye », définie par la relation

gokpT,
AD: 0 32 i
V nee

~7.43x10°

Te(eV)

(m). (1.2)

e

C’est donc I’échelle spatiale a partir de laquelle nous pourrons considérer le plasma quasi-neutre.
Par conséquent, pour que la neutralité macroscopique soit réalisée au sein d'un plasma, il faut que

L, la plus petite dimension définissant le volume occupé par le plasma, soit beaucoup plus grande
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que la longueur de Debye, soit

L> Ap, (1.3)

et que le nombre de particules chargées N, que comporte une sphere de Debye doit étre beaucoup
plus grand que 1, soit

Np=n, (%m%) > 1. (1.4)
Ainsi, plus il y a de particules dans la sphére de Debye plus important sera le caractere collectif des
particules du plasma ( Np est couramment appelé le parametre de plasma). L'un des plus impor-
tant phénomenes collectifs qui se manifestent dans un plasma sont les oscillations de plasma. Si
dans un plasma de dimensions largement supérieures a lalongueur de Debye se produit un défaut
local de neutralité (résultant, par exemple, d'un mouvement aléatoire des particules), celle-ci sera
rétablie du fait du comportement collectif des particules chargées. S’il y a peu ou pas de collisions,
ce mouvement de retour vers I'équilibre des charges prendra la forme d’une oscillation pendulaire
autour de la position otil y a eu initialement rupture de neutralité. Ce comportement collectif des

électrons fait apparaitre localement un mouvement oscillatoire de fréquence angulaire [12]
VksT./m, \/ nee?

wp = =
AD Mmeé&y

dite « pulsation plasma électronique » a laquelle est associée la fréquence (propre) électro-

~56.4y/7, (s7}) (1.5)

nique f, = w,/2m. Lors d'une oscillation dans un plasma avec dissipation, I'inverse de cette pulsa-
tion correspond au temps de retour a la neutralité. Cette échelle de temps est donc caractéristique
de l'effet collectif des forces coulombiennes. On peut montrer que, dans certaines conditions, les

ions effectuent aussi de telles oscillations, avec une pulsation [12]

n;Z%e? ni .,
Wpi = ~1327Z4/— (s7) (1.6)
m;€o A

dite « pulsation plasma ionique», Z et A dénotentle nombre de charge etle nombre de masse

respectivement. En réalité les oscillations de plasma sont amorties par les phénomenes de colli-
sion, entre les différents constituants du plasma, caractérisés par une fréquence, v.,;;. Lexistence

des effets collectifs implique, outre les conditions (1.3) et (1.4), la condition suivante
wy > Veolls (1-7)

qui permet, en fait, de négliger les collisions dans la description des oscillations de plasma. Les
inégalités (1.3), (1.4), et (1.7) constituent donc les trois conditions d’existence d'un plasma ; autre-

ment il s’agirait d'un plasma « non idéal » dans lequel il ne peut y avoir d’effet d’écran. La Table
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1.1 dresse les valeurs approximatives des parameétres plasma pour différentes variantes de plasmas

artificiels et naturels [12].

ne(m=3) T,(keV) w,(s') Ap(m) Np  v.i(Hz)

Gaz interstellaire 106 1075 6 x 104 0.7 3x105 4x108
Vent solaire (1UA) 107 1072 2x10° 2 4 x10° 10~
Ionosphere 102 10~* 6x107 2x1073 104 10*
Couronne solaire 1012 0.1 6 x 107 0.07 4x108 0.5
Décharge d’arc 1020 1073 6x10"  7x1077 40 10'°
Plasmas de Tokamak 1020 10 6x101 7x10° 3x107 4x10*
FCI 1028 10 6x10° 7x107% 4x10® 4x10!

Table 1.1 — Parametres de quelques plasmas typiques.

En conclusion, le comportement collectif caractéristique d’'un plasma n’est observé que sur une
échelle de temps plus longue que la période de plasma (27/w),) et sur une échelle d’espace plus

grande que la longueur de Debye (Ap).

1.1.2 Classification des plasmas

Les divers types de plasmas peuvent étre classés selon leur densité et température électronique
car ces deux parametres déterminent en grande partie les propriétés des plasmas. Les plasmas
classiques couvrent une tres large gamme de densité électronique allant de 1 a plus de 10%° e~ /m?3
pour des températures électroniques de quelques centiemes d’électrons-volts (1 eV=1.6 x 10* K) a
plus de 1 MeV (1.6 x 101° K). Le diagramme de la figure ci-dessous récapitule les différents plasmas
selon leur densité électronique (en cm™3) et leur température (en eV) dans une échelle logarith-
mique.

Nous distinguons également les plasmas relativistes dans lesquels I’énergie d’agitation thermique
est de I'ordre de I'énergie de masse ou de repos des électrons (c’est-a-dire T > m,c?). En général,
ce sont les électrons qui ont une température élevée (de I'ordre de quelques MeV), alors que les
ions et les neutres restent a des températures relativement basses. T = m,c? (soit T ~ 10'°K) re-
présente la limite du domaine d’application de la mécanique classique non-relativiste. Une autre

frontiere s'impose entre le cas classique et le cas quantique (dégénéré). En effet, si dans un plasma,
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Relativiste

Cinétique classique
Dégénéré

Corrélé

T T

10 20 30
log n, (cm™3)

Figure 1.1 - Diagramme de classification des plasmas [13].

I'énergie d’agitation thermique est supérieure a I'énergie de Fermi d'un gaz dégénéré, c’est-a-dire

2
kgT > €ep=

(37°n.)", (1.8)

e
celui-ci est de nature quantique, autrement il est de nature classique. Dans les plasmas classiques,
on distingue deux catégories de plasma selon que les effets d’interactions entre particules do-
minent ou pas. On exprime ceci avec le parametre de couplage g = 1/Np. Si g est plus petit que
1 (g < 1), alors le plasma est cinétique, c’est a dire dominé par les effets cinétiques des particules
le composant. Dans le cas contraire (g > 1), le plasma est corrélé ou fortement couplé dont la

structure est fluide.

1.2 Plasmas relativistes

Les plasmas relativistes sont des plasmas pour lesquels les corrections relativistes de la masse
et de la vitesse des particules qui le composent sont importantes. En effet, plus la température
augmente dans un plasma, plus grandes seraient les écarts entre les vitesses des particules qui
le composent et plus importants seraient les effets relativistes. Ces derniers deviennent généra-
lement dominants lorsque les écarts de vitesse entre les particules atteignent de grandes valeurs
supérieures a 0.85c (y > 2). En général, ce sont les électrons, dont les mouvements désordonnés

(mouvements d’agitation thermique) sont les plus rapides, qui produisent les effets relativistes.
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Les plasmas relativistes sont présents dans différents parties de notre univers, a savoir, les étoiles
jeunes, les noyaux actifs de galaxies (AGN), les étoiles a neutrons et les étoiles de la séquence prin-
cipale. Dans les plasmas de I’environnement terrestre, les effets relativistes sont en général assez

faibles. Il existe cependant des cas olu1 ceux-ci ne peuvent étre négligés.

1.3 Descriptions mathématiques d’un plasma relativiste

Pour décrire la dynamique d'un plasma relativiste, nous pouvons soit adapté I’approche hydro-
dynamique qui considére le plasma comme étant un fluide relativiste non-visqueux caractérisé
par un certain nombre de grandeurs macroscopiques telles que la densité, la vitesse du fluide, la
pression, ...etc, soit, pour une description plus fine, adapté I’approche cinétique qui tient compte
de la nature moléculaire du fluide, en introduisant des grandeurs telles que les fonctions de distri-
bution des vitesses qui donnent une description microscopique classique du fluide. Dans ce qui
suit, nous définirons les quantités qui interviennent dans les deux approches et nous établirons

les relations qui existent entre la description microscopique et la description macroscopique.

1.3.1 Description hydrodynamique d’un plasma relativiste

Dans ce type de description, on suit le mouvement de petits éléments de volume de plasma, sans
tenir compte des phénomenes microscopiques qui s’y déroulent. Cela suppose que ce volume
est suffisamment petit pour que la description spatiale soit précise, et que celui-ci contient suffi-
samment de particules pour que les fluctuations par rapport aux valeurs moyennes y soient né-
gligeables. Ainsi, le plasma sera considéré comme un fluide dont I'évolution est décrite par les
équations d’hydrodynamique relativiste. Celles-ci expriment la conservation de I'énergie et I'im-

pulsion du fluide, a 'aide du tenseur d’énergie-impulsion T#* [14, 15], tel que
g, ™" =0. (1.9

L'expression de ce tenseur dans le cas d'un fluide non-visqueux et dans le référentiel propre du

fluide est

™ = ) (1.10)

\° °)
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ol p et e représentent la pression hydrostatique et la densité d’énergie respectivement. Dans un

référentiel quelconque, I'expression de T#" devient

v v pte v

Nous imposons également la conservation du nombre de particules dans le plasma, en introdui-

sant le 4-vecteur flux de particules N# = nU*,
3,N* =0. (1.12)

Nous établissons dans I’annexe A les équations de ’hydrodynamique relativiste. Nous pouvons les
exprimer en fonction de la densité d’énergie et de la pression ou bien de la densité d’entropie et

de la température. Nous obtenons les expressions suivantes :

a j ’
%W)—I-ujvgj(p,e):o, (1.13)
orin;
Yajt L4V (rjnju;) =0, (1.14)
O tw ) [P | +—vp = q (E+ i xB) (1.15)
ar WY n;c2 Vil i pj=d;j oW ) .

ol j dénotel’espece de particules considérée, E, B, 0, n et y représentent respectivement le champ
électrique, le champ magnétique, la densité d’entropie, la densité de particules propre et le fac-
teur de Lorentz. Nous avons donc trois équations a notre disposition : la premiére est I'équation
d’énergie qui traduit le fait que le milieu est conservatif. La seconde est '’équation de continuité
qui traduit la conservation du nombre de particules en régime relativiste. La derniere est I'ana-
logue relativiste de ’équation d’Euler qui rend compte de 'ensemble de forces externes aux-
quelles est assujettie le fluide. Or, les inconnues sont au nombre de six : e, p (ou bien T, o), n,
u, E et B. Dans le but d’avoir autant d’équations que d’inconnues, nous complétons le systeme
précédant en rajoutant trois équations supplémentaires : 'équation d’état reliant la pression, la

densité d’énergie et la densité propre
a
e;=m;n;c’+——pj, (1.16)

ol a est la constante adiabatique et 72 la masse au repos de I’espece considérée, et deux équations

de Maxwell, décrivant I’évolution spatio-temporelle des champs électrique et magnétique, qui

peuvent étre rassemblées, en notation quadri-dimensionnelle, dans une seule équation de la sorte
47

0, FHv = — q;Ny, (1.17)
J
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ou F¥ est le tenseur électromagnétique. En fin, pour résoudre completement le probléme, nous

devons imposer des conditions initiales adéquates.

1.3.2 Description cinétique d’un plasma relativiste

La description hydrodynamique d'un plasma fait intervenir des grandeurs macroscopiques telles
la température, la pression, ...etc. Ces grandeurs sont des moyennes calculées a partir d'une fonc-
tion de distribution f(¢,x,p) des vitesses microscopiques des particules. Cette derniere s’obtient
dans le cadre de la théorie cinétique des gaz et permet d’établir un rapport entre les propriétés

macroscopiques et microscopiques.

Fonction de distribution et grandeurs hydrodynamiques

La fonction de distribution simple des vitesses nous permet de calculer, pour chaque position x
et au temps ¢, la valeur moyenne de certaines propriétés moléculaires (aussi appelées corpus-
culaires ou microscopiques). Il en résulte ce qu'on appelle les grandeurs hydrodynamiques ou
macroscopiques. Dans ce qui suit, nous allons présenter certaines des quantités macroscopiques
élémentaires et leurs définitions dans le cadre de la théorie cinétique des gaz [16] :

(a) Le4-vecteur densité de courant ou flux de particules :

N*(x)= N*(t,x) :J

R3

das3
P (1.18)

(b) Le tenseur énergie-impulsion :

3

d
T"(x)= T‘”(t,x):mch p“pvf(t,x,p)p—f, (1.19)

R3

(c) Le 4-vecteur entropie :

f(t,x,p)

asp
Bfe,x,p)ln| —————= | ——
P xp)n( - )

o (1.20)

SH(x)=8"(t,x)= —kgf

R3

(d) Ladensité de particules :
n=,/NHN,, (1.21)

(e) Le 4-vecteur vitesse adimensionnel :

1
U!=—NH (1.22)
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(f) La pression et la température :

(U.U, =) T = kgnT. (1.23)

oo|>—‘

p=

ol1 kg =1.38062 x 10~2 J/K est la constante de Boltzmann, y = (mc/h)® avec 71 = 1.05459 x 1034

Js est la constante de Planck, n#” est le tenseur métrique
Nno=1n"=-1, ny=n"=1 (i=123), nu=n""=0 (u#v), (1.24)

et p° est la partie temporelle du 4-vecteur impulsion p* = (p°,p) = (ymc,ymv).

Equation de Vlasov relativiste

La fonction de distribution relativiste f(z,x,p) > 0 est définie comme la densité de particules dans
I'espace de phase a six dimensions. Le nombre de particules doit étre conservé, ce qui impose
I’équation de continuité dans I’espace de phase [17] suivante :

of

L 56D+ ) =0 1.25)

Pour un gaz de particules de masse au repos m et de charge électrique g dont le mouvement

relativiste est décrit par les équations suivantes

\'
X=——-, (1.26)

V142
. vxB
p:q(E—i- ) (1.27)
V142

Ces équations donnent x et v en fonction de x et v. En utilisant ces deux dernieres équations, nous

obtenons
of .of .of
LU s 1.28
ar T¥ax TP T (1.28)
c’est-a-dire,
of v Of vxB of
¥ 9 4 (g Y2 |y, (1.29)
at 1+v2 ox ( /1+v2) op

ou les champs E et B obéissent aux équations complétes de Maxwell

47T
o, F* = TN“, (1.30)

O, F* +0,F"* + 0, F* =0, (1.31)
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ol F* est le tenseur électromagnétique et NV est 4-vecteur densité de courant. Le courant et la

densité sont donnés, dans un référentiel arbitraire, par

. vi
N':qf —fd®v, nzf fd3v. (1.32)
Rs \/ 1+V2 RS

L'équation de Vlasov relativiste (1.29) permet de retrouver les lois de conservation du nombre de

particules et du tenseur énergie-impulsion sous leur forme différentielle

IN™ 0 o 0 01,23 (1.33)
== == ) )V == ) ) ) . .
JxH dxH H

- M

Distribution de Maxwell-Juttner

Jittner a étendu la distribution des vitesses classique de Maxwell-Boltzmann pour un gaz en
équilibre thermodynamique au cas relativiste [18, 19]. L'analogue relativiste de la distribution
classique ainsi obtenue fy;;(n, T, p) dépend de cinq parametres, qui décrivent complétement I’état
du gaz al’équilibre, a savoir, la densité propre de particules n, la température absolue T et la partie
spatiale du 4-vecteur impulsion p =ymuv [20, 21] :

n -1,/ 22 2
nT,p)=——————e ¢ VTP /mc 1.34
Jmy(n, T, p) Irekoe ) (1.34)

ou € = kzgT/mc?, vy = 1/4/1—1v?%/c? est le facteur relativiste de Lorentz, et K, est la fonction
de Bessel de seconde espece. Les détails de la normalisation de la fonction de distribution de

Maxwell-Jittner sont récapitulés dans 'annexe C.




CHAPITRE

2

OSCILLATIONS NON LINEAIRES DANS UN PLASMA
RELATIVISTE A DEUX FLUIDES

2.1 Présentation physique du probleme

L'analyse de I'existence des ondes solitaires électrostatiques dans des plasmas relativistes a deux
composantes a suscité un grand intérét durant ces dernieres années et a fait 'objet de nombreuses
études [22]-[31]. En effet, depuis le travail original de Das et Paul [22] sur I'existence de modes
acoustiques ioniques de faibles amplitudes dans un plasma faiblement relativiste composé d’élec-
trons chauds sans masses et d’ions froids, des sujets semblables dans des plasmas relativistes a
plusieurs composantes ont été étudiés par beaucoup d’auteurs. Par exemple, les effets de la tem-
pérature des ions et de 'inertie des électrons sur les ondes solitaires acoustiques ioniques ont été
étudiés dans le cas de 'amplitude faiblement non linéaire, en dérivant des équations de type K-dV,
et également dans le cas de large amplitude, en employant ’analyse du potentiel de Sagdeev ou
I'approche de la dynamique des gaz. Des méthodes similaires ont été employées pour des plas-
mas relativistes a plusieurs composantes, en présence d’électrons chauds et non thermiques et
ont prédit I'existence d’ondes solitaires acoustiques électroniques. Cependant, dans la plupart de

ces études, les auteurs utilisent des modeles mathématiques dans lesquels les effets relativistes ne

15
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sont que partiellement considérés. En effet, dans ces études antérieures les effets relativistes sont
habituellement pris en compte en substituant, dans '’équation d’Euler, la quantité de mouve-
ment classique d’'une particule fluide mu par son analogue relativiste ymu, oy =1/4/1—u?/c?
est le facteur de Lorentz. L'analogue relativiste de I'’équation du mouvement ainsi obtenue est
généralement différente de celle dérivée directement de la formulation covariante, qui exprime
la conservation du tenseur d’énergie-impulsion et du nombre de particules et qui est indépen-
dante de la vitesse et de la température de I'élément fluide. En outre, les calculs analytiques dans
ces études sont généralement effectués dans la limite faiblement relativiste o1 y est remplacé par
1+ u?/2c?. Lapproximation faiblement relativiste elle-méme est un outil commode et peut étre
raffinée, plus exactement, en incluant dans |'expression de y les ordres supérieurs, par exemple en
prenant y ~ 1 +u?/2¢? 4 3u*/8¢*. Cependant, les approximations dans la plupart des ces études
sont plutdt appliquées partiellement et d’'une maniére incohérente, vu qu’elles tiennent compte
des effets relativistes uniquement dans 1'équation du mouvement. A I'exception de quelques tra-
vaux, ces études ignorent complétement la relativité dans I’équation de continuité (ce qui est équi-
valent a prendre y = 1). Cette analyse contradictoire menerait inévitablement a des résultats er-
ronés et incorrects méme dans la limite faiblement relativiste. La méme contradiction se produit
également pour 'équation de Poisson, dans laquelle la densité de charge contractée devrait étre
employée. Ainsi, une analyse basée sur un systeme d’équations complet dans lequel les effets rela-
tivistes sont pris en compte d'une maniere cohérente est nécessaire. Dans une étude récente, Lie
et Choi [32, 33] ont employé un ensemble d’équations d’hydrodynamique complétement relati-
viste pour étudier I'existence des ondes acoustiques ioniques dans un plasma compléetement re-
lativiste a deux fluides, composé d’électrons et d’ions, en s’appuyant sur ’analyse du potentiel de
Sagdeev. Dans la théorie de Sagdeev, employée dans la référence [32] et aussi bien dans d’autres
études [26]-[31], il est indispensable, pour une investigation analytique complete, de connaitre
la forme explicite du pseudo-potentiel en fonction du potentiel électrostatique. Cependant, en
raison de la complexité mathématique des expressions impliquées dans I'analyse et c’est géné-
ralement le cas, des hypotheses restrictives devraient étre imposées. Récemment, une approche
alternative, pour analyser I'existence des ondes électrostatique solitaires de larges amplitudes, a
été développée dans le cadre de la théorie de la dynamique des gaz [34]-[37]. Cette nouvelle ap-
proche est fondamentalement équivalente a I’analyse du potentiel de Sagdeev, mais au lieu de

chercher une forme explicite du pseudo-potentiel en fonction du potentiel électrostatique en in-
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tégrant les équations de base du modele, elle s’appuie sur les lois de conservation obtenues a
partir des intégrales premieres des équations de base pour élucider les contraintes qui limitent
'existence d’ondes solitaires.

Lorganisation de ce chapitre est comme suit : dans la premiére partie, nous présenterons |’en-
semble des équations de base de I'hydrodynamique relativiste qui décrit la dynamique de notre
plasma complétement relativiste, composé de deux fluides de particules de charge positive ¢
et de charge négative ¢g_. Puis, nous utiliserons cet ensemble d’équations afin d’obtenir les inté-
grales premieres de |'énergie et de I'impulsion pour chaque espece de particules contenues dans
notre plasma. Celles-ci seront employées afin d’exprimer le pseudo-potentiel en termes des vi-
tesses fluides de chaque espéce. Ensuite, en tirant profit de quelques propriétés de 'approche de
la dynamique, des conditions d’existence de solitons seront obtenues et ceci sans avoir recours a
la dépendance explicite du pseudo-potentiel du potentiel électrostatique. En fin, nous étudierons
les propriétés de I'onde acoustique ionique dans le cas d'un plasma relativiste composé d’ions
froids et d’électrons chauds. Dans la deuxieme partie, nous nous intéresserons a la dynamique
des structures non linéaires localisées de faible amplitude dans un plasma relativiste composé de
deux fluides en dérivant une équation de type Korteweg-de Vries modifiée par la technique de

la perturbation reductive.

2.2 Equations de base et formulation

Considérons un plasma relativiste composé de deux fluides de particules de charge positive g, =
+Ze et de charge négative g = —Ze, Z étant le nombre de charges et dont le mouvement a une
dimension, s’effectue suivant la direction des x. Par conséquent, tous les parametres du plasma, a
savoir la densité, la pression, ...etc devraient changer uniquement le long de cette derniere. Nous
supposons également que le plasma est exempt du champ magnétique et que le seul champ qui
subsiste est le champ électrostatique. La dynamique d’un tel systéme est décrite par I’ensemble

des équations de I'’hyrodynamique relativiste suivant

dyn Jdynu

—0, 2.1
37 + P 0 2.1)
1 (Jhru dhyu 1 dp ¢
1 —9P__,°® 2.2
02( ot Tu ox )+7’nax Tox (22)

o (p o (p)_
6t(n“)+u8x(n“)_0’ 23)
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ol h est'enthalpie par particule donnée par

h= mc2+LB, (2.4)
a—1n

n est la densité propre de particules, m la masse au repos, u la vitesse du fluide, p la pression,

a l'indice polytropique qui est égale a 4/3 pour un fluide ultra-relativiste et a 5/3 dans la limite

classique, g la charge électrique, y est le facteur de Lorentz

r=1/v1-u?/c? (2.5)
et ¢ estle potentiel électrostatique qui devrait satisfaire 'équation de Poisson relativiste

d2¢
52 =—47szziqm"j» (2.6)

ol la sommation porte sur toutes les especes de particule contenues dans le plasma. Il convient de
noter que les équations (2.1)-(2.5) sont valables pour chaque espece contenue dans notre modeéle
de plasma. Toutefois, par souci de simplification de notation, I'indice « j » sera omis. Notons aussi

que I'’équation (2.4) est obtenue en supposant une équation d’état relativiste de la forme

e= nmcz—l—L, 2.7
a—1

ol e représente la densité d’énergie interne du plasma. Supposons maintenant qu'une onde élec-
trostatique puisse se propager avec une vitesse —u, dans le référentiel propre du plasma, c.-a-d. le
référentiel ou le plasma est au repos a x = —oo. Nous cherchons une solution stationnaire localisée

des équations (2.1) —(2.3) et (2.6) dans le repére propre de 'onde. Ainsi, nous allons avoir

orp
5 =0 (2.8)

Jhyp 1 dp a¢
—9P__,°® 2.9
P ox +rn ox qax (29

o (p B
a (ﬁ) =0, (2.10)

ol f3 est la vitesse du fluide normalisée par rapport a la vitesse de la lumiére, c.-a-d. f = u/c. En
utilisant les équations (2.8) et (2.10), aprés quelques substitutions et réarrangements, I’équation
(2.9) peut étre réécrite de la sorte

1%
a(hy_|.q¢):(), (2.11)
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Ainsi, les équations (2.8), (2.10), et (2.11) peuvent étre intégrées pour donner respectivement

ny B = noyoPo, (2.12)
P _Po 2.13)
n¢ ng‘

m
o=—"e (2.14)
q

ol 'expression de € est donnée par

ezyc2(1+i P )—y0c2(1+ ¢ Mo ) (2.15)

a—1nmc? a—1nomc?

I'indice « 0 » se réfere aux valeurs des parametres du plasma au point initial, tandis que ¢ est
supposé égal zéro a x = —oo. Notons que me représente la variation de I'énergie des particules
du fluide a partir du point initial. Par conséquent, I’équation (2.14), valable pour chaque espece
de particules présente dans notre plasma, assure la conservation de I'énergie totale de chaque
espece. Nous pouvons formellement résoudre les équations (2.12) et (2.14) et exprimer 8 et n en
termes de ¢, de sorte que le second membre de 'équation (2.6) puisse étre exprimé en termes de

¢. Ainsi, '’équation (2.6) peut étre réécrite sous cette forme

d*¢ _ 3V(g)
—_ , 2.1
dx? o¢ (2.16)
ol le potentiel de Sagdeev V(¢) est donné par
V(¢)=4ﬂijJTjnjd¢- (2.17)

j=%
2.3 Analyse du pseudo-potentiel

Dans cette section, nous allons chercher a établir une expression analytique du potentiel de Sagdeev
en effectuant I'intégration par rapport a ¢ du produit y;n; figurant au second membre de I'équa-

tion (2.15). Pour en arriver, nous allons introduire une nouvelle variable définie par

usyB=p/v1-p% (2.18)

qui peut étre vue comme étant I'analogue relativiste de la vitesse classique de la particule fluide,
puisque muc représente la quantité de mouvement relativiste de celle-ci. En utilisant les équa-

tions (2.12) et (2.13), nous pouvons réécrire ’expression de €, donnée par 1’équation (2.15), de
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cette maniere

c?
c2+i] -1y, (2.19)
a— m

e=\Vut+1

ol ¢y est la vitesse du son classique a I'infini,

1

c2 a—1
02+%01(@) ]—\/uﬁﬂ

a u

apo
mngy

Co0 = (2.20)

La vitesse du son dans un milieu correspond a la vitesse de propagation d’'une onde de pression.

Elle est définie localement comme suit

1 (0
c=—(22) (2.21)
: m a n o=cte
ou la dérivée est effectuée le long d'une ligne adiabatique. Cette derniere est reliée a c,o via la
relation suivante
a—1

a n
= 2P 2 (—) . (2.22)

mn Ny

En utilisant les équations (2.12) et (2.14), 'intégrale dans 1’équation (2.17) peut étre mise sous la

forme suivante
1 3 € j
B; 0 B;

En dérivant I'expression de €, donnée par I'équation (2.19), par rapport a 3, substituant le résultat

m.
frj"jd¢:_#70noﬁo dp;. (2.23)
i

dansl’équation précédente, intégrant par rapporta 3 et en tenant compte de la quasi-neutralité de
la charge et du courant de charge a I'état initial, nous obtenons I'expression du pseudo-potentiel

V(¢) qui peut étre écrite comme suit

V(¢)=—47‘cn0y02mjﬂj, (2.24)
j==%
ol
2 (o (u2 a—1 c? a—1
= 2y 0 [ Z2) [= — 2 S0 ) 2.25
i =PBo |uc +a—1(u) (,uo-'_a.uo)l ﬁoluoc +a_1(,uo+ a,uo) ( )

sachant que la constante d’intégration avait été choisie de telle sorte qu’'a x = —oo, V = 0. L'inté-
grale premiere de I'équation ( 2.16) s’écrit

109\ _
E(a) = —=V(9),

= 47'[710‘}’02 m;Il;. (2.26)
j=%
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En principe, moyennant certaines approximations, nous pouvons toujours inverser 1’'équation
(2.19) et exprimer u en fonction de ¢, puis substituer le résultat dans 1'expression du pseudo-
potentiel V. Léquation ainsi obtenue devient formellement analogue a I'équation du mouvement
d’une particule chargée soumise a un champ de forces créé par un potentiel V(¢), ol les roles du
temps et de la position sont jouées par x et ¢ respectivement. L'analyse basée sur cette analogie

est connue comme I'analyse du pseudo-potentiel ou de potentiel de Sagdeev.

2.4 Conditions d’existence de solitons

Comme nous 'avons déja mentionné, I'inversion de I'’équation (2.19) établie en se basant sur
I'analyse du potentiel de Sagdeev s’avere en général une tache tres ardue a mesure qu’elle im-
plique des puissances en fraction. Récemment, Mckenzie, en utilisant les propriétés fonction-
nelles des équations (2.19) et (2.25), a développé une approche alternative dans le cadre de la
dynamique des gaz afin d’étudier !'existence d’ondes solitaires dans un plasma non-relativiste a
deux composantes [34]. En principe cette approche est analogue a celle que nous venons d’utili-
ser, mais au lieu de chercher a inverser I'équation (2.19) et exprimer u en fonction de ¢, puis le
substituer dans I’équation (2.25), elle s’appuie sur ces deux dernieres équations pour élucider les
contraintes qui limitent I'existence d’ondes solitaire dans un tel plasma. Dans ce qui suit, nous
allons tirer profit de certaines propriétés de cette approche afin d’examiner de pres les conditions
d’existence d'une solution en onde solitaire dans un plasma complétement relativiste a deux com-

posantes. Celles-ci peuvent alors étre énoncées comme suit :

(a) V() =0;

(b) 2V(0)/d¢ = 0;

(c) 0%2V(0)/2¢? < 0;

(d) ilexiste ¢ = @, tel que V(¢pey) = 0.

Notons que la condition (a) est automatiquement satisfaite du fait des conditions initiales impo-
sées. En comparant maintenant les deux équations (2.6) et (2.16), nous remarquons que J V/d ¢
est égale a 4 multiplié par la densité de charge. Hors la quasi-neutralité de la densité de charge
est toujours maintenue dans un plasma a 'infini, ce qui garantit par conséquent la condition (b),
V’(0) = 0. Avant de pouvoir confronter le pseudo-potentiel V(¢) au reste des conditions d’exis-

tence déja mentionnées, il nous est nécessaire d’'introduire la vitesse du son relativiste définie
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dans la théorie de la dynamique des gaz relativistes par [14]

2
o2 =c? (%) , (2.27)
o=cte

ol e, p, et o sont respectivement la densité d’énergie interne, la pression et ’entropie. L'expression
de cr en fonction de la vitesse du son classique c; est donnée par (voir I’annexe B pour les détails

de la dérivation)
) c*(a—1)c?

co=———""—, 2.28
B e a—1)+c? (2.28)

En utilisant cette derniere expression, nous pouvons exprimer d €/0 u comme suit

0¢ _ gl o of L _ 1 \]o6 (2P
8,u_ [c cs(ﬁ2 a—l)]_[a’(vﬁ 1]. (2.29)

Notons, par analogie au cas classique [34], que le point sonique apparait lorsque la vitesse d’écou-

lement de I'espéce considérée est égale a la vitesse relativiste du son. Encore, nous pouvons voir,
a partir de I’équation (2.29), que le signe de de¢/0du a l'infini peut étre soit positif ou négatif selon
si M, > 1 (région supersonique) ou M, < 1 (région subsonique) respectivement, ou le nombre de
Mach relativiste M, est donné par

2By ul

M? = = —. 2.30
0Tz T (250

La dérivation de I'équation (2.24) par rapport a ¢ nous donne

ov oll; 5,u]
£:—4ﬂnoy02m]a‘u FrS (2.31)

j==%
D’autre part, en partant de I'expression de II, c.-a-d. I'’équation (2.25), nous pouvons aisément

monter que
Oll _ Py de

ou Bou

En substituant ce dernier résultat dans I’équation (2.31) et en tenant compte des équations (2.12)

(2.32)

et (2.14), celle-ci devient

ov

1 de; 0 ;
3(,1) 47moy(,[302m] a2 o) 47'cn0,uozﬂ. (2.33)

o9 =B

En utilisant les équations (2.33) et (2.14), la dérivée seconde de V par rapport a ¢ s’écrit

o2V @B e\
=4 L {m=—L] . 2.34
ErE “”0“02 3 m; £ (2.34)

j== Vi
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Ainsi, la condition (c) se traduit par

o2V Bo D€ -
=4nny— Y q*| m;j=— <0. (2.35)
9 ¢*lg=o0 us ]_Zi g ( ! O Wi luj=po
Pour des plasmas a deux composantes, cette condition peut étre réécrite sous la forme suivante
Jde, - de_ -
my +m_ | — <0, (2.36)
O Uy lpte=pao O u-=po

ou m, (m_) représente la masse au repos des particules de charge positive g, (g-). Par consé-
quent, les deux especes contenues dans notre plasma ne peuvent pas étre simultanément super-
soniques (M, > 1) ou subsonique (M, < 1), autrement la derniere condition ne sera pas satisfaite.
Par ailleurs, le théoreme de Rolle [38] stipule que la dérivée d'une fonction continue a au moins
un zéro entre deux zéros consécutifs de la fonction. Ainsi, si les conditions V(0) =0 et V(¢¢q) sont
vérifiées, il existerait au moins un point ¢ = ¢, entre ¢ =0 et ¢ = @q tel que 0 V(¢.n)/0 ¢=0.
Puisque 0 V/0 ¢ est proportionnel a la densité de charge, il existe donc au moins un autre point,
mis a part I'infini, ot1 1a densité de charge est nulle. Par conséquent, dans le cas d'un plasma a deux
composantes, la vitesse fluide de chaque espece en ce point doit étre la méme. Ceci signifie que
les deux espéces de particules doivent simultanément s’accélérer ou bien se ralentir du moment

qu’elles démarrent avec la méme vitesse au point initial. Ce qui peut étre traduit par la relation

(Gl ) (G
O Uy le=pao u_

Alors nous pouvons avoir soit (I) My > 1 et M_y < 1 ou bien (II) Mo < 1 et M_, > 1. Ainsi, en

suivante

) <0. (2.37)
H—=Ho

utilisant I’équation (2.37), la condition (c), donnée par I’équation (2.36), devient équivalente a

Je_
m_ —_—
H=Ho Ju—

Je,

> 0. (2.38)
9+

p-=tto

my

Dans le cas d'un plasma composé d’électrons et d’'ions avec T, > T;, la condition du soliton (c), en

utilisant I’équation (2.29), sera donnée par

2Q2 2 2 2RQ2 2
By > Crig Vi <€ B5 < Croo (2.39)

ol V4, qui peut étre vue comme étant la vitesse acoustique relativiste, est définie comme

(2.40)

2 2
m;c;. mecC
UAE(mic§i+mecfe)/( S se 1.

2 2
Chri Cre
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Notons que la condition du soliton donnée par I’équation (2.39) est formellement équivalente a la
condition trouvée dans la référence [36] dans le cadre non-relativiste.

Pour qu’'une onde solitaire puisse se propager dans un plasma a deux composantes, les conditions
discutées ci-dessus doivent étre complétées par une autre condition, la condition (d), qui exige
la présence d'un point d’équilibre ¢, de sorte que V(¢.;) = 0. Le point d’équilibre peut étre dé-

terminé en cherchant une solution simultanée (u., u-) des deux équations suivantes : I’équation

hodographe,
D mjei(u)=0, (2.41)
j=*

et '’équation d’équilibre,
D m () =0. (2.42)
j==

La résolution d’'un tel systeme s’avere tres difficile compte tenu de la complexité des expressions
analytiques de € et [1. Cependant, sous certaines hypotheses restrictives, des expressions approxi-
matives des équations (2.19) et (2.25) peuvent étre obtenues. Ce qui suit est un exemple o1 I'inver-

sion de I'’équation (2.19) est possible.

2.5 Potentiel solitaire pour un plasma relativiste composé d’ions

froids et d’électrons chauds

Considérons maintenant le cas d'un plasma composé d’électrons chauds et d’ions froids tels que
T, ~0, et ¢ >ca-1). (2.43)

La vitesse relativiste des ions, u;, ainsi que celle des électrons, u., peuvent étre approchées respec-

2e¢
Ui~ Uo 1-— W’ (2.44)

a—1 e¢p V-
e N 1+ — .
K MO( a kBTeo)

tivement par

(2.45)

ou Ty, représente la température des électrons a I'infini et kp étant la constante de Boltzmann. En

substituant ces dernieres dans les expressions de I1; et II, données respectivement par

I1; &~ Boc?(ui — o), (2.46)

ksT, @
Hewﬁﬂ[(@) —1], (2.47)
,UO me ,ue
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nous obtenons, en utilisant I’équation (2.24), I'expression du pseudo-potentiel V en termes de ¢

2eq }

22R2
m;c ‘)foﬁo

-1 a/(a—1)
—47tn0kBTo@l(1+a 9 ) —1|. (248

V(gp)=—4nnom;c’y;p; l 1—

a kBﬂ)e

I1 convient d’introduire les parameétres normalisés ®, ¢, et X définis respectivement par les rela-
tions suivantes : ® = e¢ /(m;c?), € = kpT,o/mic?, et X = x/Ap, ot Ap = y/ m;c?/4mnye? étant la

longueur de Debye. L'équation de Poisson devient

) oV(®)
axt~ 09 249
ou /(a—1)
[ 2® a—1)\*e !
V(®)=—7y2B2 | /11— -1 1-[14+4—— ) 2.50
(@) roﬁol Y%ﬁoz +¢ ( + a 8) l ( )

Il est aisé de vérifier a partir de I’expression du pseudo-potentiel obtenue que V(®) et dV/d® =0
sont nuls en ® = 0. Pour qu'une onde solitaire puisse se propager, le pseudo-potentiel V doit en
sus satisfaire les conditions d’existence suivantes : d?V/d®?|s—¢ < 0 et V(®.) > 0, ou1 ®. est défini
comme [®. = y3/2/2] de telle sorte que pour une valeur donnée de ® dans l'intervalle [0, ] la
racine carrée qui figure dans I’équation (2.50) soit un réel. Ces deux dernieres conditions peuvent

étre données explicitement sous cette forme

r2BZ—ae >0, (2.51)

raBz+e [1- (14+22) "] >0, (2.52)

a

Notons que la condition (2.51) correspond exactement a celle que nous avons dérivée directe-
ment de 'analyse des conditions d’existence d’ondes solitaires, c.-a-d. la condition (2.39). En ef-
fet, compte tenu des hypotheses (2.43) et en utilisant les équations (2.27) et (2.40), nous allons
avoir : ¢;; ~ ¢, ~ 0, ¢k, ~ ¢, et vi, ~ aec?/(1+ ae), de sorte que la substitution de ces der-
nieres dans (2.39) donnera exactement la condition (2.51). Par ailleurs, du fait de la complexité
des inégalités (2.51) et (2.52), I'investigation analytique de ces dernieres est trés difficile a envi-
sager; c’est la raison pour laquelle nous allons se contenter de faire une étude graphique. Ainsi,
la figure (2.7) nous montre la région dans le plan (S, ¢) dans laquelle les deux dernieres condi-
tions sont satisfaites pour @ = 4/3. La courbe continue représente la limite de la condition (2.51),

c.-a-d., d?V/d®?*|s— < 0, et la courbe discontinue correspond a la limite de la condition (2.52),
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c.-a-d., V(®.) > 0. Ainsi, la zone délimitée par les deux courbes représente la région d’existence
d’ondes solitaires ou les deux conditions sont vérifiées simultanément. Les figures (2.1) et (2.3)
indiquent la formation d’'une structure acoustique ionique solitaire de compression, dont I’exis-
tence est confirmée par le profil en forme de puits du pseudo-potentiel qui leur sont associés (fi-
gures (2.2) et (2.4) respectivement) et révelent que les propriétés de cette onde acoustique ionique
solitaire dépendent étroitement du parametre relativiste ¢, ainsi que de la vitesse 8, des deux es-
peces contenues dans le plasma a l'infini. En effet, a mesure que les effets relativistes augmentent,
I’amplitude du soliton augmente et sa forme devient de plus en plus cornue, ce qui entraine en
conséquence une diminution de sa largeur. le profil des densités ionique et électronique (figures
(2.5) et (2.6) respectivement) montre une accumulation des ions et un appauvrissement électro-

nique dans la région de localisation du soliton.
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Figure 2.1 — Potentiel électrostatique soli- Figure 2.2 - Potentiel de Sagdeev V(®)
taire ® associé a I’'onde acoustique pour dif- associé au soliton de la figure (2.1) pour
férentes valeurs du parametre relativiste &, différentes valeurs de ¢.

avec By =0.15et a =4/3.
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Figure 2.3 — Potentiel électrostatique soli- Figure 2.4 — Potentiel de Sagdeev V(®)
taire ® associé a I'onde acoustique pour dif- associé au soliton de la figure (2.3) pour
férentes valeurs de 3y, avec ¢ =0.014 et a = différentes valeurs de f,.

4/3.
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Figure 2.5 — Profil spatial de la densité io-
nique pour différentes valeurs du parametre
relativiste €, avec B, =0.15 et a =4/3.
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Figure 2.7 - La région d’existence de solitons dans le plan (f,, ) pour a =4/3.

Figure 2.6 — Profil spatial de la densité élec-
tronique pour différentes valeurs du para-
metre relativiste €, avec f, =0.15 et @ =4/3.




2.6. EQUATION DE KORTEWEG-DE VRIES DANS UN PLASMA RELATIVISTE A DEUX FLUIDES 29

2.6 Equation de Korteweg-de Vries dans un plasma relativiste d

deux fluides

Dans le but d’étudier la dynamique des structures non linéaires localisées de faibles amplitudes
dans un plasmarelativiste composé de deux fluides de particules de charge positive g. =+Ze etde
charge négative q_ = —Ze, Z étant le nombre de charges, nous allons établir a partir des équations
(2.1)-(2.3) et (2.6) 'analogue relativiste de I’équation classique de Korteweg-de Vries (K-dV) en

utilisant la technique de la perturbation reductive standard via le changement de variables suivant
E=e?(x— V1), T =€%%, (2.53)

ol € est toujours un parametre d’expansion infinitésimal mesurant la faiblesse de I'amplitude ou
de la dispersion et V la vitesse de phase de I'onde solitaire dans le référentiel du laboratoire. Dans

ce nouveau systeme de coordonnées, les équations (2.1)-(2.3) et (2.6) deviennent

d d d
rn_ .o, ornh _

€ Ep cv oc c oc =0, (2.54)
ohyp JhyB ¢ Op _ 8_¢

€ 37 +c(f—v) B +yn5§_ qcag, (2.55)
o (p a2 (P)_

€5- (F) +c(B - U)3_§ (F) =0, (2.56)
82

€ ‘f :—4”2%'71”1» (2.57)
& =

ouf=u/cetv="V/c. Ledéveloppement en série de puissance de € des variables n, 3, p et ¢,

autour de leur valeurs d’équilibre, s’écrit

(n\ (n(o)\ [n(O)n(l)\ (n(O)n(Z)\

(0) (F;10Y) ©R2)
g = 4 + P €+ P e+ - (2.58)
p p(O) p(O)p(l) p(O)p(Z)

@) \o) Le¥ ) e¥)

ol 'exposant « (0) » se rapporte a la valeur de la variable a I'état initial (lorsque & — —o0) et

¢© étant nul. A P'ordre le plus faible en ¢, les équations (2.54)-(2.56) sont triviales (c.-a-d. 0=0)

et!’équation (2.57) donne

D qn®y©=o, (2.59)
j=t
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r@=1/4/1-p07,

L'équation (2.59) implique la neutralité de la densité de charge dans le référentiel du laboratoire a
I'infini. Il est physiquement raisonnable de supposer la neutralité de la densité de charge propre (la
densité de charge dans le repére propre dans lequel (¥ = 0) a I'infini. Ainsi, en plus de la relation

(2.59), nous avons également

D qn® =0, (2.60)

==+

qui, dans le cas d'un plasma constitué de deux fluides chargés, se réduit a
n®=n", (2.61)

ou l'indice + (—) indique les particules de charge positive (les particules de charge négative). En

tenant compte de cette derniere égalité, I’équation (2.59) nous donne
0 = o), (2.62)

Il est remarquable que, pour satisfaire la condition de neutralité de la charge a I'infini, non seule-
ment les densités de particules de chaque espece devraient étre égales, mais également leurs vi-
tesses d’écoulement. Cela est dii au fait que la densité de charge dans le référentiel du laboratoire
dépend de la vitesse d’écoulement en raison de la contraction de Lorentz, qui se manifeste par la
présence du facteur relativiste y dans I’équation de Poisson. En outre, notons que la densité du
courant a I'infini, ¢ ) _ = qn 7B, compte tenu des équations (2.61) et (2.62), est égale a zéro.

Alordre suivant, nous obtenons le systéme d’équations suivant

A =0, (2.63)
0) |0 0
(B =v)Rys + W}?;g = —qc,b;g ) (2.64)
py —anly =0, (2.65)
D qnK =o. (2.66)
j=t

o, dans cette nouvelle notation introduite pour des raisons de simplification, x;, et x;,, se réferent

respectivement a dx/dy et 02x/0y?. Les expressions de yV, Ky, A;, Ry, h® et h™V) sont respective-
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ment données par

= 7,(0)3/5(0)/5(1), (2.67)

K = yOn®4,0 (2.68)

A = ?,(0)/5(1)4_(/5(0)_1,)[(1’ (2.69)

R = KOy’ g0 phymgO) (2.70)

WO = mety L (2.71)
a—1

I Egiwm_nml (2.72)

ou la température T de chaque espece a l'infini est définie comme suit

_ap®
=0 (2.73)
Lintégration des équations (2.65) et (2.63), en imposant des conditions aux limites appropriées

(p =nW = B0 =0lorsque & = —00), nous donne

pV = aqn®, (2.74)

0)2(1 _ R0

o (2.75)

En utilisant les équations (2.72) — (2.75), Ry peut étre réécrit ainsi

(0) ©—-1T
_ 03 |0 OB (1)
R] = ')/ I’l v — [J’(O) ﬁ .

(2.76)

En substituant maintenant I’expression de R; dans ’équation (2.64), et aprés intégration par rap-

port a £ avec un choix adéquat des conditions aux limites, nous obtenons

q(0—v)
y O [RO(BO — )2 — T(1 — fOv)?]

En utilisons les équations (2.67) et (2.75), 'équation (2.66) peut étre mise sous la forme suivante

Y =— pW. 2.77)

70y (0)
W _

5oy E gpY=o. (2.78)
j=*

Ainsi, dans le cas d'un plasma a deux composantes, nous avons
B =pw, (2.79)
et par conséquent, a partir de I'équation (2.75),

n®=n". (2.80)
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A partir de I'équation (2.67), nous pouvons aisément montrer que

(rBc)V =y OpWc 4 yMgO
=% g, (2.81)
Ainsi, en utilisant les équations (2.79) et (2.80), nous avons
> alnype)V =o. (2.82)
j:i
Par conséquent, la densité de courant ainsi que la densité de charge sont nulles jusqu’au premier
ordre en € dans notre modeéle de plasma relativiste a deux fluides.
Afin de trouver une expression pour la vitesse de phase de I'onde v en fonction des parametres
déja connus, nous utilisons les équations (2.75) et (2.77) dans 'équation (2.66), une relation de

dispersion est ainsi obtenue
1 1
©)¢g(0) 2 (0) 2+ ©)z(0) 2 0)7,)2 =0.
KO(BO — vl — (1 - BOVE  hO(BO — v}t — T_(1- O0)

Pour résoudre cette derniere équation, il convient de définir une nouvelle variable s via la relation

(2.83)

suivante

BO—v=s(1-B). (2.84)

En substituant celle-ci dans I’équation (2.83), nous obtenons une solution de la forme

[T.+T
s=+ m (2.85)
+ —

et par conséquent, en utilisant (2.84), la vitesse de phase de 'onde s’écrit

ﬁ(o) —s
T 1-spO"

Notons, a partir des équations (2.85) et (2.86), qu’il existe deux modes acoustiques non linéaires

v (2.86)

de faible amplitudes dans un plasma relativiste a deux fluides correspondant aux deux valeurs de
S.

ATordre deux en ¢, nous obtenons le systéme d’équations suivant

Ki;r + cEps + cApys =0, (2.87)
cT (K
1) 0) _ _ Mo (2 ()
Ryr+ ¢ Ry +c(B™ — V)R el (T(O) p.: — P ) =—qc¢.;, (2.88)
n(l)pg) — apmn%) — anf? + p;(? =0, (2.89)

]
— o P = qnO(K;+7Vn), (2.90)
=t
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ou =, 1@, K5, A, et R, sont donnés respectivement par

EZ — Klﬁ(l) + (ﬁ(o) — U)n(l)/}f(l), (2.91)
1
@ _ L03p0pr02 (05 02y (1)2
- + =71 +2 : 2.92
1 rBOBY + oy (1 +2")p (2.92)
K, = 7’(0)71(2)+T(2), (2.93)
Ay = 7,(0)[3(2)_,_(/5(0)_,,)[(2’ (2.94)
et
Ry = hOYOB® +(hOyW 4 hOyOYBD + (RO 4 By + py D)0, (2.95)
avec
1
n? = (a=2)Tn™" + Tn®. (2.96)

Lintégration directe de I'équation (2.89) par rapport a £, sachant que pY) = an¥), nous donne

1
p? = Sala-1n" +an®. (2.97)

En utilisant maintenant les équations (2.75), (2.86), et (2.91)-(2.97), les équations (2.87) et (2.88)

peuvent étre intégrées pour donner

(0)
T s s¢ @ _
P+ 1— Sﬁ(O)ﬁ + rO(1— 3/5(0))” =0, (2.98)
et
0) ¢ ,(0)
SY ch ) cT 2 — 0, (2.99)

1—sp0 + YO0 —sp0)"
respectivement, ol

(0)3 ZSﬁ(O) -2 + 52 (1)2

P s(1-spO) ’

ook 2

1
s ot d€+567/

BV 1 gep®.

Q=—y®’ TP 1 f B 1 03 h9s?(2spO% +1)+ T(a—2—25?)

s ot d§+§c7’ s?(1—spO)

A partir des équations (2.98)-(2.99), 8@ et n® peuvent étre exprimées, respectivement, en fonction
de W et ¢® comme suit

1-spO@
cyO(hOsz —T)

n® — r@0 —sp©)
c(h®s2—T)

(PT —Qs), (2.100)

(Q-sh®P). (2.101)
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Notons qu’'a I'ordre deux en €, contrairement aux ordres inférieurs, S et n®® sont différents et
dépendent de I'espece contenue dans le plasma. En utilisant les équations (2.75), (2.86), et (2.93),
la somme qui figure dans I'équation (2.90) peut étre réécrite et mise sous la forme suivante

Z gnO (K, +7VnM)=

j==%

Z gn Oy n® 4 y0° g0 gy 4 %(2 sBO? 20 4 3)7,(0)52 gn®BW?. (2.102)

j=t j=t
Etant donné que [3’(1)2 = ﬁ(l) BV et n® = n® = n©, nous avons Y n®pBW?* = 0. Ainsi

que B = gt O = no), 4 = 0. Ainsi,
I’équation (2.90) devient

1 9%2¢W
CArm 0&?

_ Z gn Oy On® 4y 0° g0 gy (2.103)
j==*

En substituant les expressions de §® et n'®, données par les équations (2.100) et (2.101) respecti-

vement, dans I’équation (2.103), nous obtenons

1 92¢W
e W LR e f —d€+ZC B, (2.104
an 0¢ =t j=*
ol
2
_ 10 gPnOsp -1y
Cp=— e , (2.105)
B 7,(0)56,,1(0)(5/5(0)_1)2 © ©
C,=-2 CS(T— s2h) (sh -Tp ), (2.106)
et
_ CI”(O)Y(O)S 27,002 R(0)2 | .2 (0)
Cﬁ:m[s h2s“ B +s*+sp™ —3)—

T(3s3B© — 2% + 2520 — s¢BO + o — 2)] . (2.107)

La sommation sur toutes les espéces contenues dans le plasma permet de simplifier les termes de

sommation de I'’équation (2.104). Ainsi, nous avons

D Cy=0, (2.108)

Z | Zen O O 1)t )

3s?+a+1), 2.109
2 (T, —s7h,) (—3s“+a+1) ( )

(2.110)

Sc.= ,Zen? 7O (s —1) (hy +h_)
~ ’ c (T —s2hy) ’
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ol a est définie comme

__ o Ty +a 1
a=——" "= (2.111)
T, +T.
Notons I'emploi, ci-dessus, de la relation suivante :
1 1 hi+h_
- _ (2.112)

T,—s2h, T —sh. h.T,—h,T
Celle-ci peut étre tirée directement de I'équation (2.85). Finalement, en dérivant les deux membres
de 'équation (2.104) par rapport a £, apres avoir substitué les sommes données par les équations
(2.108)-(2.110) et en utilisant ’équation (2.77), nous obtenons I'équation de type Korteweg-de
Vries de la forme [39]
W 2 p? 230

A B _o, 2113
ot 4ot TP e (2.113)

ol A et B sont donnés par
1 Ze (T, +T)(1+a—3s?)

4= ) 2.114
4O (m T —m_T,)(1—sB®) cs (2.114)
1 c5s5(m_T, —m,T.)?
S et ) (2.115)
B 72¢2 n® yO* (1= spOY (T, + T.)
et dont la solution stationnaire localisée est donnée par
) — Denep2 [ £~ UT
P= Psech (T) (2.116)

oul’amplitude ¢)£,11) etlalargeur w sont données respectivement par, ¢£,11) =3U/2Aetw =+/—4B/U.
Notons que I'équation de Korteweg-de Vries ainsi obtenue est un résultat exact dans le sens
qu’aucune approximation autre que la méthode de la perturbation reductive n’est employée dans
la dérivation. Une des caractéristiques de ’équation (2.113), contrairement aux autres études faites
dans le méme cadre, est qu’elle est exprimée en termes de facteur de Lorentz. Par conséquent,
elle est valable pour des valeurs arbitraires de la vitesse et de la température de chaque espece. Il
convient aussi de noter que la validité de I'équation K-dV obtenue n’est pas restreinte au plasma
composé d’électrons et d’ions ou de positrons, mais également a n'importe quel type de plasma a

deux fluides.

2.7 Equation de Korteweg-de Vries modifiée dans un plasma re-

lativiste & deux fluides

Dans la section précédente, nous avons établi I'analogue relativiste de I’équation K-dV classique

en employant la technique de la perturbation reductive standard. Celle-ci décrit I’évolution des
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structures non linéaires localisées de faibles amplitudes, mais finies, dans un plasma a deux fluides
completement relativiste. Hors, si nous examinons de pres I'’équation K-dV obtenue, nous pou-
vons constater que pour une certaine valeur critique du parametre @ (@ ~ 3s? — 1), le terme non
linéaire quadratique devient extrémement faible et la solution de I'équation K-dV ne sera pas de
type soliton. Il s’agit, en fait, d'une singularité que la technique de la perturbation reductive stan-
dard employée ne peut pas éliminer. Cela implique que nous devons chercher une autre équation
appropriée pour décrire I’évolution du systéme au voisinage de ce point critique, en incluant les
effets non linéaires d’ordre supérieur, qui sont également importants dans la présente étude, en

introduisant un autre type d’expansion via ce nouveau changement de variables,
E=€e(x—Vt), T=€%, (2.117)

ou € est un parametre d’expansion infinitésimal mesurant la faiblesse de I'amplitude et V la vi-
tesse de phase de I'onde solitaire dans le référentiel du laboratoire. Les variables étirées (£, 7) in-
troduites sont généralement utilisées pour I’étude de la dynamique des structures non linéaires
localisées, de faibles amplitudes a double couches (weak double-layers solitons) et des ondes de
choc [40, 41].

Dans ce nouveau systeme de coordonnées, les équations (2.1)-(2.3) et (2.6) s’écrivent

,orn . orn 3yn/5:

aT —cv 2% +c oz 0, (2.118)
ohrp omp  cop__ 90
ar ——+c(f-v) Gz +rn3€_ qcag, (2.119)
% 0
62% (%)-I—C([J’—v)a—g(p)—o, (2.120)
5§2 :_4”267171”]’ (2.121)

Les variables n, 8, p et ¢ sont alors développées en séries de puissances de € autour de leurs va-
leurs d’équilibres (voir le développement en série de puissances (2.58)). A 'ordre zéro et un en ¢,
nous obtenons les mémes équations que précédemment (voir la section 2.6). A 'ordre deux en €,

en utilisant le systeme d’équations (2.58) dans (2.118)-(2.121), nous obtenons le systeme d’équa-
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tions suivant

CEpe + CAyr =0, (2.122)
T (K
Wp 0 _ ¢ Lo @) @)
cBVRys+c(B V)R D) (yw)p;g p;g)— qco.:, (2.123)
n(”pm apV (1) an(z)+p(f)— (2.124)
an@’(K2 +yWpM) =0, (2.125)

j=%
ol les expressions de Z,, Ay, K3, Ko, YV, v, Ry, Ry, p, p®@ et h® sont les mémes que celles trou-
vées dans la section précédente. En utilisant ces dernieres, I'intégration des équations (2.122) et

(2.123) nous donne respectivement

1% e s¢ @ _
P+ 1_8[3(0)/5 o= s)" =0, (2.126)
S')/( )Ch(o) @ I @ _
1550 P o s =0, (2.127)
avec
0) — 2
p= lcr(oﬁuﬁm{
2 s(1—spO)
et

1 ()3h(°)sz(2s[3’(°)2+1)+T(a 2—2s2)
s2(1—sp®)

ol s représente la vitesse acoustique dont I’expression est donnée par I’équation (2.85). Rappelons

0= ﬁ(”2+qc¢)(z),

aussi que la vitesse de phase v et la vitesse d’écoulement de I’élément fluide a I'équilibre S© sont
reliées par la loi relativiste de I'addition des vitesses comme suit

ﬁ(o) —s

eyl (2.128)

A partir des équations (2.126) et (2.127), les expressions de 8@ et n®®, en fonction de B et ¢p@
sont données respectivement par
1—-spO©

/5(2) =
C}’(O)(h(o)sz — T)

n® = r@O(1—sp©)
c(h®s2—T)

(PT—Qs), (2.129)
(Q—sn®P). (2.130)

En substituant les expressions de yV, nV, v et v, données respectivement par les équations

(2.67),(2.75), (2.92) et (2.128), la somme qui figure dans I"équation (2.125) peut étre réécrite et mise
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sous la forme suivante

Z gn (K, +yMnM)=

j=%
3 1 2 5 2
anw)(yw)n(zury(m ﬁ(o)/j(Z)HZ(zSﬁ(O) —2B0 4 5)y© an(mﬁm =0. (2.131)
j==% j=%

Etant donné que 8% = ) = B et ¥ = n'Y = nO, alors Zj:iqn(o)ﬁ“)z = 0. Ainsi, nous allons

avoir

an(o)(Kz +y0pM) = anm)(r(mnm +y©°gOgERY =, (2.132)
j==% j==%

A partir des équations (2.129) et (2.130), nous pouvons expriméer 32 en fonction de n® de la

sorte
S o, SB9-1
}/(0) cYy

[5(2) —

Par conséquent, I'équation de Poisson al'ordre 2 en € peut étre mise sous la forme suivante

(2.133)

Z gn (K, + YD nW) = nOy0(1 4+ 7,(0)2/5(0))2: gn® + 7,(0)~°’n(0)/50z gb=0. (2.134)
j::t j==% j==%
Comme )’ ot gb = 0, du moment que b dépend uniquement de V) et sachant que /3’9) = il),

nous allons avoir

D qn® =0, (2.135)
j==%
qui implique
n®=n®, (2.136)

et par conséquent, en utilisant ’équation (2.133),
B®=pe. (2.137)
ATordre 3 en €, nous obtenons le systéme d’équations suivant

Ki;r + ¢cE3: +Az: =0, (2.138)

Rl;r + Cﬁ(l)RZ;S + Cﬁ(z)Rl;i + C(ﬁ(o) - V)R3;§+

cT (L2 oy Ki 5 (3 @)
—pP. ——=p +Pp. =—qco.;’, 2.139
ay® (7’(0)2 Pz 70 Pz TP qce; ( )
ala—1)(a—2
p,(g) _ anfg) _ % n(l)ané) —a(a—1) (,7’(1)”(2)).r =0, (2.140)

1

4_¢;é)§ :an(m (K3 +yWp@ +7(2)n(1)) , (2.141)

e
j=%
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ou
Ky =7On® 4 4® (2.142)
A3=}’(O)ﬁ(3)+(/5(0)— )Ks, (2.143)
L,= Tm K+ Y(O)Z( nW? 4 n@®)— 7,(0)7,(2), (2.144)
s =KifP+(r"n + k)W + (B — v)(nVy® +1n®), (2.145)
3 0)3 2(0) 2(3 0)° 2)2\p() a2 7(0)7 02y p(0) p(1)3
=y ORI +r (1 +2)BVEY + —=(3+28 BB (2.146)
et

Ry = hOy06) 4 (Oy1) | )y 052 4 (pO @) 4 py0

h(Z)Y(O))ﬁ(l) +(h(0)r(3) + h(l)y(z) + h(z))’(l) + h(S)Y(O))ﬁ(O)’ (2.147)

avec

1
W=7 [n®+(a@-1)nWn?®+ g(az —5a+6)n1*|. (2.148)

Lintégration de I'équation (2.140) donne

a(a—1)a—2) (3

5 +a(a—1)nWn®. (2.149)

p® =an® +

En utilisant maintenant les équations (2.75), (2.128), et (2.142)-(2.149), les équations (2.138) et
(2.139) peuvent étre respectivement intégrées pour donner

y(0) scC
(3) - (3) —
M+ /3(0 ——B — 5" =0, (2.150)
0 0
M m+an _o
]_ — Sﬂ(o) ‘}/(0)(1 — sﬁ(o)) ’

ol les expressions de M et N sont données par

(2.151)

2 2
M:_y(0)31_5ﬁ(0) 5/5(1)d€+ J,(0)52/3(0) st+ (20" —1)s* - 4ﬁ(0)52+28ﬁ(1)3+
o s ot 2 s3(1—spO)
0)g2_2
035" 2BOS =25 by pe) 516y
s—spm PP 215
et
N 03 TBY— hOs 8/5(1)d§+1 (0)5Qh(0)52+§T/5(1)3+
=— —cy VY
r s ot 2T s3(1—spO)

03 P9s32sBO+1)+ T(a —2—25?)
cy

S2(1—sp) BUBP +qce®, (2.153)
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respectivement, avec

0 =352 +1)+280s, (2.154)

a
{=-3s"—12B0s% —35s2 —4B0Vs 42+ §(6s2 +689s —1)—a?/3. (2.155)

La résolution des deux équations (2.150) et (2.151) permet d’exprimer S©® et n® en termes de g1,

B, et ¢ de la manieére suivante

@ _ _ 1=sBY
p = c,,m)(h(msz_T)(MT—Ns), (2.156)

n® = rO(1-sBO) (
c(h©®s2—T)

N— sh(O)M) . (2.157)

Ainsi, la somme qui figure dans 'équation (2.141), en utilisant les équations (2.67), (2.75), (2.128)

et (2.146), peut étre réécrite et mise sous la forme suivante

an(o) (K3+y(”n(2)+y(z)n(1)) _

j=+

Z gn Oy O(n® 4402 gO gAY 4 Z gn® f(n, n@ W B2 (2.158)

j=* j=*
Comme les quantités d’ordre inférieur sont identiques pour les deux especes de particules consi-
dérées ici, la deuxieme somme apparaissant dans le coté droit de la derniere équation va s’annuler
de telle sorte que I’équation (2.141) se réduit a

1 9290
4 &2

_ Z gnOyO(n® 402 g0 gAY, (2.159)
j==*

Maintenant, en substituant les expressions de §® et n®, données par les équations (2.156) et
(2.157) respectivement, dans la derniere équation et apres quelques réarrangements, I’équation
du Poisson, jusqu’au troisiéme ordre en €, peut étre réécrite et mise sous la forme suivante

2 4H(1)
i aaqu Zc ¢(~°”+Zc d§+Zc p’ +ZC pUBY, (2.160)

ol, apres avoir effectué la sommation sur toutes les especes de particules contenues dans notre
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plasma, les facteurs de sommation ci-dessus seront données explicitement par

1 1
Cp =22y nO(s g0 — 1) + , 2.161
Z ¢ 7 (sp ) T.—s?h, T —s?h_ ( )
j==%
2Zen®y0°(s O —1)3(h, + h_
2.Ce= P ; [t he) (2.162)
= c(T,. —s%hy)
Zen©yO(T, + T.) —
Cp= (@1-6ps—6s1)+), 2.163
; vl U ) (2.163)
ZeyOnO> (T, + T )1 —sB®) ,_
Cpp = a+1-3s?), 2.164
o BB s2(hys2—T,) ( ) ( )
@ et 2 sont respectivement définis comme
_ oy +a T
a=———, (2.165)
T, +T.
— AT +a?T
2E++—— (2.166)
T.+T.

Notons I’emploi, ci-dessus, des notations h;,a;,T;, ...etc, au lieu de h(l.o), a(l.o),]}(o), ...etc. En tenant
compte maintenant de la relation (2.112) et du fait que @ ~ 352 — 1 (hypothese du départ), I'équa-

tion de Poisson, en gardant uniquement les facteurs non nuls, devient
1 920M oBW
-y [
41 0&2 = ot

Finalement, en dérivant les deux membres de I'équation (2.167) par rapport a &, apres avoir sub-

ds+> CppY”, (2.167)
j==%

stitué les deux derniere expressions et en utilisant les équations (2.77) et (2.85) combinées avec la
relation suivante

hiT-—h_T,=(m.T-—m_T,)c? (2.168)

nous obtenons I'équation de Korteweg-de Vries modifiée (mK-dV) de la forme

oW 20 W 3¢
—— +Ap" +B =0, 2.169
ot ¢ 1733 0&3 ( )
ou les constantes A et B sont données par
Z2e?(T .+ T.)? —
- (I +T) (155* - 1252 +1-2), (2.170)
4s3c3(m T-—m_T,)?

sScS(m, T-—m_T,)?

B=-— ,
8122e2n Oy} (s fO — 1Y4( T + T_)?

(2.171)
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et dont la solution est une onde solitaire de type kink, pourvu que le terme non linéaire A soit

strictement positif, donnée par [voir la référence [42] pour plus de détails]

E-Ur
w )’

¢V =+¢" tanh ( (2.172)

ou ¢£,? et w représentent respectivement 'amplitude et la largeur de I'onde solitaire. Leurs expres-

3U
o[22 2.173
P 1 (2.173)
—2B
W= —, (2.174)
U

ol U représente la vitesse de I'onde. Afin d’avoir un apercu sur la maniere dont 'amplitude et la

sions sont données respectivement par

largeur de I'onde solitaire varient en fonction d'un parametre donné, nous allons considérer le cas
d’un plasma relativiste composé d’électrons de charge g- = —e et d’ions de charge g, = +e. Cela
revient en fait a remplacer, dans les expressionsde Aet B, T, T_, my, m_ et Z par T;, T,, m;, m,
et 1 respectivement. Dans ce contexte, 'amplitude et la largeur de 'onde peuvent étre mises sous

la forme suivante

3o _ 2
(I)(n:\/ 120s%(e —p/u) (2.175)

" N (e+pra5st—12s2+1-a2)

W s'(e—p/py 2.176)
O (1~ spOYI(e+p) '

tandis que s et @? seront donnés par

s—_ £tp (2.177)
~ Vi+p/lai-D+ut+e/(a.—1) '
—  d’p+ate
i Lt (2.178)
pte

N . . N .z 1 z .
ot nous avons introduit les parameétres normalisés @), W, ¢, u, et p donnés respectivement

par : @) = epV)/mic?, W = w/\/m,-cz/47'ce2n(°), e=T,/mic’, u=m;/m,, 9 =Ujc, et p =
T;/m;c?. Nous analysons maintenant numériquement les caractéristiques (la largeur et I'ampli-
tude) de I'onde solitaire de type kink dont la variation en fonction du parametre relativiste £ pour
différentes valeurs de p est récapitulée sur les figures (2.8) et (2.9). Les résultats obtenus montrent
que les parametres relativistes ¢ et p influencent considérablement la forme et le comportement

de I'onde solitaire de type kink qui peut se propager dans un tel plasma. La figure (2.8) montre que
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Figure 2.8 — Variation de I'amplitude (D(,L) en
fonction de ¢ pour différentes valeurs de p
avec fp=0.1,9=0.3, u=1836eta; = a, =
4/3.

Figure 2.9 — Variation de la largeur W en
fonction de p pour différentes valeurs de ¢
avec 3y =0.1,9=0.3,u=1836eta; =a, =
4/3.

I'amplitude de 'onde ®!") croit rapidement a mesure que les électrons deviennent de plus en plus

énergétique (c.-a-d., lorsque le caractere relativiste des électrons devient important). Par ailleurs,

I'augmentation de p fournit qualitativement les mémes résultats mais avec un léger décalage de

I'amplitude de 'onde solitaire vers des valeurs plus petites. La figure (2.9) montre que pour des

valeurs relativement faibles de (¢ < 0.25), le soliton subit un élargissement. En revanche, au dela

d’une certaine valeur critique du parametre relativiste ., (extremum local), la largeur du soliton

de type kink subit une légere compression. Ce dernier phénomene (compression du soliton) de-

vient moins prononcé et moins sensible a mesure que le caractere relativiste des ions croit dans le

plasma.




CHAPITRE

3

ONDES ACOUSTIQUES IONIQUES DANS UN PLASMA
RELATIVISTE COMPOSE D’IONS, D’ELECTRONS ET DE
POSITRONS

3.1 Présentation physique du probleme

Les plasmas a deux composantes formés d’électrons et de positrons sont plutot tres répandus
dans la nature. Ils représentent un nouvel état de la matiere avec des propriétés thermodyna-
miques particuliéres et radicalement différentes de celles des plasmas habituels d’électrons et
d’ions. De tels plasmas ont été observés dans les régions polaires des étoiles a neutrons, dans la
magnétosphere des pulsars, dans les noyaux actifs de galaxies, et méme dans le plasma d’érup-
tion dans la chromosphere solaire [43]-[47]. Il y a beaucoup de faits indiquant que notre univers
était un plasma chaud d’électrons et de positrons pendant les premieres minutes de son exis-
tence [48, 49]. Récemment, des observations du satellite ASCA! ont révélé I'existence d’une frac-
tion d’ions dans presque tous les plasmas astrophysiques d’électrons et de positrons [50]. La pré-
sence d’ions conduit a 'apparition de plusieurs modes de vibration de basses fréquences qui ne

peuvent pas se propager dans les plasmas d’électrons-positrons (e-p). Nombreux sont les auteurs

1. Satellite d’observation dans le domaine des rayons X.

44
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qui ont étudié les différents phénomenes de propagation d’ondes linéaires et non linéaires dans
des plasmas d’électrons-positrons-ions au cours de la derniére décennie [51]-[62]. Cependant,
la plupart de ces investigations sont confinées a des plasmas non-relativistes. Mais lorsque la vi-
tesse électronique ou ionique (u, ;) se rapproche de la vitesse de la lumiere, les effets relativistes
peuvent modifier sensiblement le comportement des solitons [63]-[65]. Les plasmas relativistes
sont présents dans une variété d’environnements spatiaux et de laboratoire, a savoir, en interac-
tion plasma-laser [8], dans la couche limite magnétosphérique terrestre [7], dans les ceintures de
radiations de Van Allen [9], etc. Des jets d’ions avec des énergies de 0.1 a 100 MeV sont fréquem-
ment observés dans I’atmosphere solaire et I'espace interstellaire. Comme les plasmas d’électrons
et de positrons avec des ions chargés positivement possédant des vitesses relativistes sont fré-
quemment observés dans les milieux astrophysiques et I’espace, il est alors nécessaire d’étudier
les propriétés des ondes solitaires acoustiques ioniques dans un tel plasma.

Dans une étude récente, Lie et Choi [32] ont employé un ensemble d’équations de I'’hydrody-
namique complétement relativiste pour étudier 'existence des ondes acoustiques ioniques dans
un plasma a deux fluides, composé d’électrons et d’ions relativistes. L'objectif de ce chapitre est
d’étendre ce modele a un plasma relativiste a plusieurs composantes constitué d’électrons, de
positrons, et d’'ions et, en s’appuyant sur I'analyse du pseudo-potentiel, étudier les propriétés de

I'onde acoustique ionique qui peut s’y propager.

3.2 Equations de base et formulation

Considérons un plasma relativiste, non collisionnel et non magnétisé, a plusieurs fluides, consti-
tué d’ions, d’électrons et de positrons. Le traitement fluide est justifié lorsque I'interaction entre les
différentes espéces de particules présentent dans le plasma est faible, de sorte qu'on peut décrire
séparément le mouvement de chaque type de particules. Les équations qui expriment la conserva-
tion du nombre de particules et du tenseur énergie-impulsion d'un fluide parfait a une dimension,
s’écrivent
8% + 0 yn u_
(3hyu 3hyu)+i3_p_ o¢

=0, (3.1

=—q—, 3.2
ox yn ox qax 5-2)

1

c2

0 P\ _

a— (F) + ua (W) = 0, (3.3)
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ol ¢, qui représente le potentiel électrostatique, devrait satisfaire I'’équation de Poisson relativiste

az¢
dx2 :—47Tj:iZquj’}’jnj, (34)

ou l'indice « j » se réfere aux différentes especes de particules présentes dans notre plasma, n la
densité propre de particules, u la vitesse fluide, p la pression, y le facteur relativiste, h = w/n 'en-
thalpie par particule [voir 'annexe A pour la définition de w], a I'indice polytropique, m la masse
au repos de la particule fluide et g la charge électrique. Il convient de noter que I'’ensemble des
équations (3.1)-(3.4) sont tout a fait différentes des équations utilisées dans la plupart des études
antérieures sur les ondes acoustiques ioniques.

Dans le but d’étudier les propriétés de I'onde acoustique ionique de large amplitude, nous sui-
vrons la méme procédure que dans le cas non-relativiste en introduisant un nouveau systeme de
coordonnées (&, 7) se déplacant le long de I’axe des x avec une vitesse constante V par rapport au
référentiel du laboratoire. Les deux systemes de coordonnées sont reliés par la transformation de

Lorentz suivante

o1 (2,0 s
ot 1—Vv2/c? ot ot )’ '
o__ 1 (2 va s
ox [1-v2/c2 \9& c?o7 ) )

Ainsi, dans ce nouveau systéme de coordonnées, le systeme d’équations (3.1)-(3.4), en supposant

que J; =0 (solutions stationnaires), devient alors

G
5z [rn(B—v)] =0, 3.7
ohyf 0hyB  10p 3¢
“Uoe P or tinarT 9%e e
0
(B - V)a_g (%) =0, (3.9)
d2
d;z’ = —4n(1—- uz);qjyjnj, (3.10)

ou f# et v se réferent a u/c et V/c respectivement. Lintégration directe de 1'équation (3.9), pour
B —v #0, nous donne

% = const, 3.11)

qui est la relation adiabatique de n et p. En utilisant cette derniere relation, nous pouvons montrer

qu’apres quelques manipulations algébriques, les deux derniers termes figurant dans le c6té droit
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de ’équation (3.8) peuvent étre combinés pour donner Jd hy/d¢&. Ainsi, 'équation (3.8) peut étre
mise sous la forme suivante

0
a_g [hy(1-Bv)+q¢p]=0. (3.12)

Nous pouvons formellement résoudre les équations (3.7), (3.11), et (3.12), et exprimer f et n en
fonction de ¢, de sorte que le terme de gauche figurant dans I’équation de Poisson puisse étre

exprimé en fonction de ¢. Ainsi, 'équation (3.10) peut étre réécrite sous la forme suivante

ALY .
dgz a¢ ’ .
ou le potentiel de Sagdeev V(¢ ) est définie de la sorte
V(¢):4n(1—v2)2qjjyjnjd¢. (3.14)
J

Dans ce qui suit, nous chercherons a résoudre I’ensemble des équations (3.7), (3.11) et (3.12) et
a exprimer 7 et n en termes de ¢, puis effectuer 'intégration de I’équation (3.14) afin de trouver

I'expression du pseudo-potentiel V dépendant seulement du potentiel électrostatique ¢.

3.3 Analyse du pseudo-potentiel

3.3.1 Contribution ionique

Comme dans le cas non-relativiste, nous supposons que les ions sont froids, ce qui peut étre tra-
duit en régime relativiste par kzT; < m;c?. Ainsi, étant donné que 'agitation thermique des ions
est négligeable, la densité d’énergie interne de ces derniers se réduit uniquement a leur densité

d’énergie au repos. Par conséquent, I'’enthalpie par ion h; peut étre approximée par
h;~m;c?. (3.15)

En tenant compte de ceci et en intégrant I'’équation (3.7), nous obtenons

_ YoiMoi(V — Boi)
vini= T e (3.16)
et
ep
Vi(l—ﬁiU)ZToi(l—ﬁOiV)—W, (3.17)
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ou les constantes d’intégration avaient été choisies de telle sorte qu’a I'infini (§ = —00), ¢ = 0,
Bi = Poi, Yi =70i €t n; = ny;. En résolvant maintenant I’équation (3.17) par rapport a I'inconnue f;

et en substituant le résultat ainsi obtenu dans I’équation (3.16), nous obtenons

ying = Yoinoi(Boi — V) (vi X ) ’ (3.18)

1—v? [y2+v2—1
ou
e
=7y0i(1 —Poiv)— . 3.19
X =70i(1—Poiv) — (3.19)

En fin, en substituant le résultat précédent dans I'équation (3.14) et en I'intégrant par rapporta ¢,

la contribution ionique a I'expression du pseudo-potentiel V sera donnée par

eg

[/i(i)(¢):4ﬂn0imicz(v_ﬂ0i) |:— 2l):l:( x2+l}2—1—’}’0i|/30i—l)|):| , (3.20)

m;c
sachant qu’'une condition aux limites appropriée aux solutions localisées a été imposée (14”(¢ =
0)=0). Il convient de noter que notre modele de plasma admet deux modes acoustiques ioniques

de larges amplitudes, selon que la vitesse de phase de I'onde v soit supérieure ou inférieure a la

vitesse ionique a l'infini 3;y, un mode rapide (v > ;o) et un mode lent (v < ;).

3.3.2 Contributions électronique et positronique

Pour les électrons et les positrons, nous supposons qu’ils sont tellement chauds que leurs énergies
au repos deviennent tres négligeables devant leurs énergies thermique respectives, autrement dit
m.c* < kT, ,. Ainsi, en négligeant I'énergie au repos dans I'expression de I'enthalpie par parti-

cule (A.23), nous pouvons réécrire I'équation (3.12) comme suit

0
a—g(ailgy(l—[a’v)—i-qu)zo, (3.21)

ou la charge électrique g = —e (4e) dans le cas des électrons (des positrons). Nous supposons en
plus que les électrons et les positrons se déplacent avec une vitesse uniforme moyenne égale a la
vitesse des ions a I'infini, de sorte que le courant électrique, qui peut causer un champ électroma-
gnétique, est négligeable a I'infini. Ainsi, en utilisant la relation adiabatique (3.11) dans I’équation

(3.21), nous obtenons apres intégration,

1/(a-1)
—1 1 e
¢ ) , (3.22)

a
Nep=n 1+
op et ( a 11— Bov) k5T,
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ou By = Boi = Poe = Pop €t Yo ="Y0i = Toe = Yop- Nous avons aussi introduit la température des élec-
trons T, (des positrons 7,) par le biais de I'équation d’état d'un gaz parfait poe,0p = Roe,0pkp T p- 1
est remarquable de noter que, sachant que (1+ x/z)* — exp(x) quand z — oo, la densité électro-
nique (ou positronique) donnée par I’équation (3.22) tend vers une maxwellienne classique, dans

la limite non-relativiste ou a — 1, By — 0, et v — 0, c.-a-d.,

ep
n n e + , 3.23
ep = Moeop Xp( kBTe,p) (5:29)

En substituant maintenant les expressions de n, et de n,, dans I'équation (3.14), nous obtenons la

contribution électronique et positronique a I’expression du pseudo-potentiel V,

a/a—1
a—1 ep
VP () =4Tng, 0,(1 — v2)Y2(1 — kpT,, |1—| 1+ , 3.24

sachant que la constance d’intégration a été choisie de sorte que V(¢?) =0 au point ¢ = 0.

3.3.3 Solitons et conditions d’existence

En multipliant maintenant ’équation (3.13) par d ¢ /d &, intégrant une fois, imposant les condi-
tions aux limites propres aux solutions localisées (¢ — 0, d¢/d& — 0, lorsque & — +00), tenant
compte de la condition de quasi-neutralité de la charge a I'équilibre, f = n¢./n¢; =1+ ng,/no;, et
en tenant compte des différentes contributions intervenant dans I’expression du pseudo-potentiel,

nous obtenons la quadrature suivante :

%(%)Zﬂé(qﬁ):& (3.25)
ou
) i a—1 e¢ a/(a-1)
Vi(@)=4mnoiyy(1—v) 1~ Pov)ks T f ll B (1 + ayo(l1—pov) ks Te) i
2 2 a—1 e a/(a—1)
Amnoiy 1= v )1 = fov)eaTo(f — 1) ll_ (1_ a1~ o) kBTp) ’

e
4rtng;m;c*yo(v —Bo) | — ¢

ep \°
St (ro(l—/o’ov)—mcz) +v2=1=7rolv—[Fol|. (3.26)

m;c ;

L'équation (3.25) peut étre percue comme étant I’équation du mouvement d'une pseudo-particule

de masse unité, de position ¢ et de vitesse d ¢ /d &, oscillant dans un potentiel V4(¢). Il convient
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d’introduire les parametres normalisés @, ¢, o et X définis respectivement par les relations sui-
vantes: ®=e¢/(m;c?), e = kT, /m;c?, 0 =T,/T, et X=&E/Ap, ou Ap = y/ m;c?/4nnye?® étant la
longueur de Debye ionique. Ainsi, I’équation de Poisson adimensionnelle s’écrit

d*e V(%)
dx: 00

) (3.27)

avec

a—1 a/(a—1)
) ¥

V(@) =74(1 = v*)(1 = Bov)e f [1 - (1+m‘1’

a—1)o a/(a=1)
o))

201 — p2)(1 — Lir- T aeva(l1=Bav)
vl =)A= Fov)(f Dll (1 agyo(l—Pov)

ro(v —Bo) [—vcl)i V(o1 = fov) = @)+ v2— 1~ yolv —/50|] . (3.28)

Pour qu'une onde solitaire puisse se propager dans unait plasma, il faut que le pseudo-potentiel
V4(®) satisfasse les conditions d’existence suivantes : V(0) =0, V/9®|o—g =0, 2V /0 ®?|p—g < 0,
et V(®.) > 0, ou . = 7o(1 — Bov) — m est défini de telle sorte que pour une valeur de ®
dans l'intervalle [0, ®.] la racine carrée dans I’équation (3.28) soit un réel. Il est aisé de vérifier a
partir de I’équation (3.28) que les deux premiéres conditions sont satisfaites pour la branche V; si
PBo > v et pour la branche V_ si y < v. Les conditions 92V /0 ®?|—¢ < 0 et V(®.) > 0 peuvent étre,

respectivement, réécrites plus explicitement comme suit

(Bo—vY (f+(f—Do)—ae(l—pZ)1—Pov)>0, (3.29)
a—1 a/(a—1)
) n

201 _ 1,2\(1 - deve(l — Bo1)
ro(1—v7)(1 ﬁov)gfll (1+a€)’o(1—/50”)¢c

a—1)o a/(a=1)
( ) ) N

B aeyo(l—Bov) ¢
vo(v — o) [~v®P. £ —7olv — Bol] >0. (3.30)

re1—v*)(1 _ﬁol/)g(f— 1) ll — (1

En raison de la complexité de ces deux dernieres inégalités, pour étre manipulées analytiquement,
nous allons avoir recours a une investigation graphique en tracant la région d’existence de solitons
dansle plan (B, €) pour les deux branches V; et . comme le montre les figures (3.1) et (3.2) respec-
tivement. La figure (3.1) nous montre donc la région d’existence, délimitée par les deux courbes en
trait continu et discontinu, ou les conditions données par les équations (3.29) et (3.30) sont simul-

tanément vérifiées lorsque B, > v (la branche supérieure), alors que la figure (3.2) nous montre la
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région d’existence lorsque 3, < v (la branche inférieure). A partir de la figure (3.1), nous pouvons
constater que pour des points (B, €) tres proches de la courbe en pointillé, qui vérifiée I’équation
02V [0®%|p—9 = 0, le puit du pseudo-potentiel devrait étre moins profond en raison des petites
valeurs de 92V /0 ®?|p—. Ceci est bien démontré dans la figure (3.4), qui montre d’ailleurs qu’a me-
sure que 3, augmente, donc a mesure que f3, s'éloigne de la courbe en pointillé, la profondeur du
puit de pseudo-potentiel augmente, ce qui entraine une augmentation de I’amplitude du soliton
associé comme l'indique d’ailleurs la figure (3.3). Par ailleurs, a partir de la figure (3.2) qui montre
la région d’existence de solitons pour la branche V., nous pouvons constater qu’a mesure que f
croit, la profondeur du puit de pseudo-potentiel devrait décroitre, et par conséquent I’amplitude
du soliton associé devrait diminuer a mesure que 3, augmente. Ce que nous pouvons constater
effectivement a partir des figures (3.5) et (3.6) respectivement.

Nous nous intéressons maintenant a la variation de I'onde solitaire, ainsi que celle du pseudo-
potentiel qui lui est associé, avec la variation du parametre relativiste € = kg T,/m;c? (la valeur
€ =0.025 correspond a k3 T, ~ 48m,c?, ou d'une maniere équivalente a T, ~ 2.8 x 10'!). Les figures
(3.7) et (3.9) révelent que les propriétés de I'onde acoustique solitaire dépendent sensiblement
de la température électronique T,. En effet, une petite augmentation de 7, (les électrons et les
positrons (7, = T, /o) deviennent plus chauds et donc plus relativistes) entraine une diminution
de 'amplitude du soliton et une augmentation de sa largeur. Ainsi, nous pouvons constater que
plus les effets relativistes deviennent dominants dans notre plasma, plus aplatie sera la forme de
I’'onde solitaire qui s’y propage. Nous arrivons a la méme conclusion en analysant directement les
courbes (3.1) et (3.2) par rapport a ¢. En effet, en partant d'un point (f, €) appartenant a 'une des
branches supérieure ou inférieure dans la région d’existence, 'augmentation de &, pour une valeur
de B, fixe, conduit a des valeurs de 92V /0 ®?|s—, de plus en plus petites, du moment qu’'on s’ap-
proche davantage de la courbe en pointillé pour laquelle 02V /0 ®?|4—¢ = 0. Ainsi, une augmenta-
tion de ¢ entraine une diminution de la largeur du puit du pseudo-potentiel (figures (3.8) et (3.10)),
et par conséquent une forme de I’onde acoustique solitaire moins prononcée, a mesure que nous
augmentons la température des électrons et ceci indépendamment du choix de la valeur de .
Par ailleurs, la dépendance de I'onde acoustique solitaire, ainsi que celle du pseudo-potentiel qui
lui est associée, du rapport des densités f = n.o/n;y est récapitulée sur les figures (3.11) et (3.12)
respectivement pour la branche supérieure (y— v > 0), et sur les figures (3.13) et (3.14) respective-

ment pour la branche inférieure () — v < 0). Les résultats montrent que 'amplitude et la largeur
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de I'onde acoustique solitaire sont considérablement influencés par le rapport des densités f. En
effet, une augmentation de f (en fait un appauvrissement ionique) entraine une augmentation
de 'amplitude du soliton et une légere diminution de sa largeur pouvant donner ainsi lieu a ’ap-
parition de solitons de type cornu. Le profil des densités de particules (les figures (3.15) et (3.16))
montre une accumulation des ions, plus importante que celle des électrons, ainsi qu'une déplé-

tion positronique dans la région de localisation du soliton.
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Figure 3.1 - Larégion d’existence de solitons
dans le plan (B, €) pour la branche §, > v,
aveco=1.2, f=15eta=4/3.
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Figure 3.3 — Potentiel électrostatique soli-
taire ® associé a I’onde acoustique ionique
pour différentes valeurs de f,, avec &€ =
0.025,v=0.1,0=1.2, f=15eta=4/3.
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Figure 3.2 - Larégion d’existence de solitons
dans le plan (f, €) pour la branche f, < v,
aveco =1.2, f=15eta=4/3.
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Figure 3.4 - Potentiel de Sagdeev V. (®)
associé au soliton de la figure (3.3) pour
différentes valeurs de f3.




3.3. ANALYSE DU PSEUDO-POTENTIEL 54
14 10° 0l 10
1.2F -0.2
-0.4
1 3
0.8F A
g -0.8
o6} S |
-1.2F ""a‘
0.4F kY
~1ab[ B, = 0.050 ,
0.2f _
ehl= B, = 0.053
——B,=0055 .
0 . A . -18 2 2
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 03 o 02 04 06 08 1 12 14
X ()] x10~°
Figure 3.5 — Potentiel électrostatique soli- Figure 3.6 — Potentiel de Sagdeev V.(®)
taire ® associé a I'onde acoustique ionique associé au soliton de la figure (3.5) pour
pour différentes valeurs de f,, avec ¢ = différentes valeurs de f;.
0.0015,v=0.1,0 =12, f=15eta=4/3.
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Figure 3.7 — Potentiel électrostatique soli-
taire ® associé a I’onde acoustique ionique
pour différentes valeurs du parametre rela-
tiviste ¢, avec By = 0.3, v = 0.1, 0 = 1.2,
f=15eta=4/3.
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Figure 3.8 — Potentiel de Sagdeev V. (®)
associé au soliton de la figure (3.7) pour
différentes valeurs du parametre relativiste
£.
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Figure 3.9 — Potentiel électrostatique soli- Figure 3.10 — Potentiel de Sagdeev V.(®)
taire ® associé a I'onde acousthue ionique associé au soliton de la ﬁgure (39) pour
pour différentes valeurs du parametre rela- différentes valeurs du parametre relativiste
tiviste ¢, avec ffp = 0.05, v = 0.1, o0 = 1.2, c.
f=15eta=4/3.
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Figure 3.11 — Potentiel électrostatique soli- Figure 3.12 — Potentiel de Sagdeev Vi(®)
taire ® associé a I'onde acoustique ionique associé au soliton de la figure (3.11) pour
pour différentes valeurs de f, avec € =0.025, différentes valeurs de f.

Po=03,v=01,0=12eta=4/3.
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Figure 3.13 — Potentiel électrostatique soli-
taire ® associé a 'onde acoustique ionique
pour différentes valeurs de f, avec ¢ =
0.0015, By =0.05,v=0.1,0 =1.2eta=4/3.

Figure 3.15 — Profil spatial des densités élec-
tronique, ionique et positronique, avec € =
0.025, By =03, v=0.1,0=12, f=15et
a=4/3.
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Figure 3.14 - Potentiel de Sagdeev V. (®)
associé au soliton de la figure (3.13) pour
différentes valeurs de f.
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Figure 3.16 — Profil spatial des densités élec-
tronique, ionique et positronique, avec € =
0.0015, Bp=0.05,v=0.1,0 =12, f=1.5et
a=4/3.




CHAPITRE

4

ONDES ACOUSTIQUES POUSSIEREUSES DANS UN PLASMA
POUSSIEREUX A CHARGE VARIABLE EN PRESENCE
D’ELECTRONS ET D’IONS RELATIVISTES

4.1 Présentation physique du probléeme

Un plasma poussiéreux (aussi appelé « plasma complexe »), est, comme son nom l'indique, un
plasma qui contient des grains de poussiére dont la taille peut varier du nanometre au millimetre
[66]-[71]. Cette espece chargée supplémentaire rend le systéeme encore plus compliqué qu'un
plasma ordinaire. Ils peuvent étre constitués de divers matériaux (silicium, carbone, glace, po-
lymere, ...etc) et étre de forme variées (sphérique, structure fractale, ...etc). Au cours des ces der-
nieres années, les plasmas poussiéreux ont suscité un large et profond regain d’intérét a cause de
leur role, parfois prépondérant, dans certaines applications technologiques, spatiales et astrophy-
siques. Les plasmas poussiéreux sont présents dans différentes parties de notre systeme solaire, a
savoir, le milieu interplanétaire, les nuages interstellaires, les queues et les chevelures des cometes,
les nuages interstellaires, les anneaux planétaires, 'ionosphere et la magnétosphere terrestres, etc.
IlIs sont aussi présents dans les dispositifs de laboratoires et les procédés industriels [72]. Les gaz

d’échappement d'une fusée, la lumiere zodiacale, la tropospheére arctique, la mésospheére polaire,
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la flamme d’une chandelle, ...etc, sont autant d’autres exemples de plasmas poussiéreux. La pré-
sence de la poussiere dans le plasma implique de nouveaux phénomenes tels que la fluctuation de
la charge électrique, I’appauvrissement électronique, la dissipation anormale de |'énergie, des ho-
mogénéités, des instabilités, ...etc. Ces grains de poussiere massifs et hautement chargés peuvent
modifier sensiblement les propriétés intrinséques du plasma traditionnel a deux composantes.
Les oscillations non linéaires associées a un tel plasma devraient donc étre sensiblement diffé-
rentes de celles qui peuvent se propager dans un plasma ordinaire, car la présence des grains de
poussiére chargées peut avoir une forte influence sur les caractéristiques des modes habituels du
plasma [73]-[77].

Dans le présent chapitre nous nous intéresserons a I’étude des ondes acoustiques poussiéreuses
de larges amplitudes dans un plasma poussiéreux a charge variable en présence d’ions et d’élec-
trons relativistes. Nous établirons d’abord une généralisation des courants électronique et ionique
classiques en régime relativiste en s’appuyant sur le modele standard de la sonde électrostatique,
puis nous exprimerons le potentiel électrostatique non linéaire en fonction de la charge du grain
pour ainsi étudier I'influence des effets relativistes sur cette derniere [78]. Ensuite, nous passerons
a I’étude de I'onde acoustique poussiéreuse dans un plasma complexe composé d’ions et d’élec-
trons maxwelliens relativistes et d'un faisceau froid de grains de poussiere par intégration de la
dynamique des grains de poussiere et la variation self-consistante de la charge des grains, en ti-
rant profit des courants électronique et ionique déja calculés [79]. L'accent sera mis sur I'influence
des effets relativistes sur les propriétés de I'onde acoustique poussiéreuse solitaire non linéaire de

large amplitude.

4.2 Charge théorique d’un grain de poussiéere

Un parametre fondamental dans 'étude des plasmas poussiéreux est la charge électrique des
grains de poussiere. Cette charge notée g, est déduite du potentiel de surface de la poussiere noté
¢4, par la relation suivante

qa=Cqg, 4.1)

ou C estla capacitance effective du grain. Le potentiel ¢, est défini relativement au potentiel local.

Dans le cas d'une poussiere sphérique de rayon r,; la capacitance est définie par

T'a
C:I‘d (1+ )zrd, (4.2)
ADe
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ol Ape est la longueur de Debye électronique. Le potentiel de surface de la poussiere, dépend des
espeéces présentes dans le plasma. En effet, tout objet plongé dans un plasma acquiert un potentiel
pour lequel la somme des flux de particules chargées arrivant a sa surface est égale a zéro. Dans un
plasma, les particules chargées sont les ions et les électrons, si bien que I’on doit avoir a la surface
de la poussiere, un courant d’électrons égal au courant d’ions (en valeur absolue). Nous allons
dans ce qui suit voir comment calculer les courants collectés par une poussiére sphérique isolée,
dans le cadre du modele standard de la sonde électrostatique ou modele OLM (Orbit-Limited

Motion) [70].

4.3 Courants de charge électronique et ionique relativistes

Les courants obéissant au modele OLM sont définis comme étant les courants maximum (fonctions
du potentiel de surface de la sonde) qui peuvent étre collectés par une sphere parfaitement absor-
bante dans un plasma non collisionnel, stationnaire et isotropique. Afin de calculer ces courants, il
faut déterminer les conditions de capture des ions et des électrons par le grain de poussiere extre-
mement lourd portant une charge négative locale g,(x, t) et ayant une masse m . Pour cela nous
devons tenir compte du comportement d'une particule incidente au voisinage d'un grain de pous-
siere en fonction de sa trajectoire en introduisant une distance b, que nous appelons d’ailleurs
parametre d’'impact, en deca de laquelle la particule incidente va heurter la poussiere et va ainsi
contribuer au courant collecté. Au-dela de cette distance, il va transférer seulement une partie de
sa quantité de mouvement par diffusion sur le grain de poussiére. Le parametre b est obtenu en
utilisant les lois de conservation de I'énergie et du moment cinétique relativistes respectivement

2q;iqa

> (4.3)
ram;c

=i+
uib; =ujpra, (4.4)

ou u; =(p;j/m;jc) estla vitesse relativiste de I'espece « j » dans le plasma, u;, est la vitesse relati-
viste de I'espece s au moment de I'impact avec la surface du grain de poussiére (en r4), m; et g;
sont la masse au repos et la charge électrique de I'espece « j », respectivement. En éliminant u;,
entre (4.3) et (4.4) nous obtenons I’expression suivante pour b

20
b*=r; (1—M), 4.5)

2
rdmjujc‘2
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La section efficace de collection, définie par : a]”.’ = 1tb?, traduisant le domaine a I'intérieur duquel

une particule incidente doit se trouver pour étre collectée par le grain, s’écrit alors

240
of(qa,u)=mr; (I—L‘jz). (4.6)
ram;u;c

Le courant microscopique de charge d'une espece relativiste « j » est obtenu en moyennant U;i

sur la fonction de distribution des vitesses des particules de I’espece considérée comme suit

a’u; d
Ii=q,; ———u; 0%(qa, 1) (), 4.7)
i=dj j‘J/] ,u?+1 Mj O i\Ga,lUj Fmr(u;

ou f;(u;) estla fonction de distribution de Maxwell-Jittner de'espece j supposée al’équilibre

thermodynamique. Son expression est la suivante [voir I'annexe C pour plus de détails]

njom;c?/T; m;c? > q;
= exp | ———/1+us——o(x) |, (4.8)
Ty y) 41K, (mjcz/Tj) p( T; Hi quj( )

J

ou njo(j = e, i) est la densité propre de I'espece « j » a I'équilibre et K, est la fonction de Bessel

de seconde espece. Lexpression du courant de charge électronique sera donnée par

21 T +00
m.c?/T, 3d 2e
I, = —enrine U /;) J dgoJ sinfdo wan (1+ ¢2d2)
4nKy(m.c?/T.) J, 0 o 1+ 122 meu?c
m,c? e
xexp | —— \/1+,u2-|——¢ ,
T, 1,
(T./m.c?) T 2eqq
= —2 2 + 1_
eﬂrdneoKz(Tdmecz) m, c? m,c?

m,c? 2eqy ep
x — 1— — |, 4.9
exp ( T, mecz) exp( T, 4.9)

ol Umin = v/ —2e¢ 4/ T, est la vitesse minimale que devra acquérir un électron a 'infini pour pou-
voir parvenir a la surface du grain avec une vitesse nulle. En procédant de la méme maniere, 1'ex-

pression du courant de charge ionique sera donnée par

. 2 T; 27 T +00 3d 2
I; = enring Umi ¢’/ 1) J d(pJ sianOJ Hae (4 ¢Pa )
0 0 0

AT Ky(m;c?/T;) T4\ mptc?
2
xexp(—m:;f \/1+H2—?)’
(T;/m;c?) T; eda m;c? ep
= 2enrn; 1— 204 — _E9). 4.10
a0 T me) \me2 1 )PP\ T )P (.10

Il convient d’introduire les parametres normalisés : o = T;/T,, u = m;/m,, € = T,/m;c?, ® est

le potentiel électrostatique normalisé par rapport a T;/e, et Q, est la charge électrique du grain
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normalisée par rapport a r; 1, /e. Ainsi, les expressions des courants relativistes électrostatique et

ionique peuvent étre réécrites respectivement de la sorte

— 2 ,LL(‘: _ —2 ®
Ie = —Zeﬂrdneom (‘U6‘+ \/1—2H€Qd) e \/1 HEQd/HEeU , (4.11)
ge
I = 2enr’njy————(0e+1-Qu/0)e V%e®, 4.12
i a'vio Kz(l/O'E)( Qd/ ) ( )

Dans la limite classique, c.-a-d. lorsque I'énergie d’agitation thermique est négligeable devant
I'énergie au repos de la méme espece, autrement dit : ue < 1 et o¢ < 1, nous pourrons faire
les approximations suivantes :

1-2ueQq ~ 1 —ueQyq, (4.13)

En substituant ces dernieres dans les expressions des courants électronique et ionique relativistes,
et en négligeant tous les termes proportionnels a ¢2, nous retombons exactement sur les expres-
sions des courants électronique et ionique classiques, bien connues dans la littérature des plasmas

complexes [70], données respectivement par

1/2
c ) exp(Qg)exp(oc®), (4.14)

8
I, — —emnrs’neg
Tme

i

1/2
I, — eﬂrdznio( ) (1—-Qg4/0)exp(—®), (4.15)

i
ou njo(j = e, i) représente icila densité de particules classique de I'espece « j » al’équilibre. Dans la
théorie de la sonde électrostatique, la charge du grain de poussiere (assimilé donc a une sonde im-
mergée dans un plasma) provient essentiellement de la collecte des électrons et des ions présents
dans le plasma. Ces derniers viennent se greffer sur la surface du grain. Par conséquent, la charge

électrique du grain de poussiére g, est calculée de maniére self-consistante a partir de I’équation

d
Ly 4.16)
dx

ou I, et I; sont les courants microscopiques électronique et ionique, respectivement. Cependant
avant d’aller plus loin, notons d’abord que le temps caractéristique du mouvement d'un grain,
dont les dimension sont de I'ordre d’'un micron, est de 'ordre de quelques dizaines de milli-
secondes alors que son temps de charge est typiquement de 'ordre de 10-8s. Le déplacement du

grain, durant le temps de charge du grain, est par conséquent négligeable devant I’échelle spatiale
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de notre probleme. Il s’ensuit que le processus de charge peut étre traité comme un phénomene

local et le terme convectif dans I’équation (4.16) peut étre négligé pour ainsi obtenir

I, +1;~0. (4.17)

En substituant les expressions des courants dans (4.17), et en tenant compte de la condition de

quasi-neutralité de la charge a I'équilibre (® = 0) donnée par

f‘::
Neo

a )\ K(1/ue) )\ oe+1-Quo/o

Mo _ (.U) (Kz(l/aé‘)) (,us+ v 1_2H€Qdo) exp(1/0¢)

X exp (—\/ 1-— Zusto/us) , (4.18)

nous obtenons la relation suivante

(02 +0 —Qa) (pe +/T—202Qa)
(02 +0 —Quo) (,ue +4/1— ZueQd)

ol Qg est la charge du grain a I'équilibre. En guise de comparaison, la variation de la charge du

(14+0)®=In +y/1-2ueQs —\/1—2ueQqy,  (4.19)

grain Q, en fonction du potentiel non linéaire ® pour différentes valeurs de ¢ =0.001, 0.01, et 0.1
est récapitulée sur la figure (4.1). Les parametres suivants Qg9 = —0.3, u = 1836, et ¢ = 0.1 ont
été choisis. Les résultats montrent qu'une augmentation du potentiel non linéaire menerait a une

augmentation de la valeur de la charge négative du grain. Notons aussi qu’a mesure que les effets

----- €=0.1
------ £=0.01
—£=0.001

10 15 20 25 30
(]

Figure 4.1 — Variation de la charge du grain pour différentes valeurs de ¢ avec o = 0.1, Q0 = —0.3
et u=1836.
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relativistes croient dans le plasma, il devient évident que certaines des valeurs négatives de Qg
ne peuvent jamais étre réalisées du fait que de tres grandes valeurs du potentiel non linéaire sont
exigés et par conséquent, des effets non linéaires importants peuvent rentrer en jeu. Ceci peut étre

attribué a I'appauvrissement des particules de la poussiere dans notre plasma.

4.4 Potentiel solitaire dans un plasma poussiéreux a charge va-

riable en présence d’ions et d’électrons relativistes

Nous nous intéressons maintenant aux effets de la fluctuation de la charge du grain, dus a la col-
lecte des ions et des électrons relativistes, sur les ondes solitaires acoustiques poussiéreuses en
tenant compte du terme convectif de I’équation (4.16). Pour cela, considérons le cas d'un fais-
ceau froid de grains de poussiere que I'on peut décrire grace a la fonction de distribution suivante
[80, 81]

1%
falx,va)= ndoﬁido5(vd0 — i), (4.20)

ol 'expression de la vitesse perturbée du grain 7, s’écrit

2 ?
UVg=vg | 1— 5 J qdd¢ . (4.21)
mgy UdO 0

En intégrant la fonction de distribution précédente sur tout I'espace des vitesses, nous obtenons

Ny Vao 1
Ny=—=—7=—7—, (4.22)
Ndo Va /1—-py
ol les expressions de p et y sont données respectivement par
2140 Te2
=— (4.23)
mgev;,
[}
X =J Qad®. (4.24)
0

L'équation de Poisson qui décrit I’évolution spatiale du potentiel électrostatique dans un plasma
poussiéreux composé d’électrons relativistes, d’ions relativistes, et de grains de poussiere vus comme
étant un fluide classique, s’écrit

dz¢
dx?

=—4r ZC]j’}’jnj+qdnd » (4.25)

j=e,i
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ol j = e, i indique respectivement les électrons et les ions, g, = —e et g; = +e sont des charges
électriques, ¢ le potentiel électrostatique, y; le facteur relativiste de Lorentz, n; la densité propre
mesurée dans le référentiel propre des particules de I'espece « j », tandis que nq représente la den-
sité classique des grains de poussiere mesurée dans le référentiel du laboratoire. Notons que cette
derniere équation découle directement de I'’équation de Poisson relativiste (A.30) en supposant
que les grains sont immobiles, c.-a-d. en posant y; = 1. Supposons, en sus, que les électrons et les
ions, dans une échelle de temps liée a la dynamique des grains de poussiere extrémement lente,
sont en équilibre thermodynamique dans le référentiel du laboratoire et leurs densités relatives n;
obéissent a la distribution de Maxwell-Jittner [voir 'annexe C pour plus de détails]

n; = njo€xp (—%), (4.26)
T; et njo sont respectivement la température et la densité propre aI’équilibre (¢ = 0) des particules
d’espéce « j ». Cependant, selon la théorie de la relativité restreinte, la densité de charge d’'une
espece « j » dans le référentiel propre n; se déplacant a la vitesse moyenne u; par rapport au
référentiel du laboratoire, du fait de la contraction des longueurs dans la direction du mouvement,
est reliée a la densité de charge relative mesurée dans le référentiel du laboratoire n; juste par le

facteur relativiste de Lorentz y; de la sorte
nj=7inj (4.27)

ouy;=1/4/1- u]2 /c?. Ainsi, compte tenu de la condition de quasi-neutralité de la charge a I'équi-
libre dans le référentiel propre du plasma a I'infini donnée par f = Z;on4qo/ 1.0+ 1, 'équation de

Poisson peut alors étre réécrite sous la forme adimensionnelle suivante

ae Qa
e =Nem N =D LN (4.28)

ou N, = exp(o®), N; = exp(—9®), et o = T;/T,. La densité relative N; (j = 7, e,d indique respec-
tivement les électrons, les ions, et les grains de poussiere), la charge Q, des grains de poussiere,
le potentiel électrostatique ®, et la variable spatiale X sont respectivement normalisés par o,
raT,/e, T;/e, et Apm = (T;/4mn.0e?)'/2. Les équations sont complétées par I'équation d’évolution
de la charge des grains de poussiére dans le cas stationnaire (7,dq,/dx = I, + I;), cette derniére
traduit le principe de conservation de la charge électrique. I, et I; représentent respectivement les

courants de charge électronique et ionique maxwelliens relativistes que nous avons déja calculés
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dans la section précédente. Donc I’équation de la charge peut étre mise sous une forme adimen-

sionnelle comme suit,

% = kNd{ —N LE) (ue+ V1 —ZueQd) exp (\/ 1 —ZueQd/,ue)

‘K (1/ue
N2V (e t1-Quio)exp(-1/ )}, @29
f /oo o€ a/0)exp oe)t, (4.
avec Dy
2ne0e?rio? /
m;v3,c

ATéquilibre (& = 0), 'équation (4.29) requiert ;

+4/1-2
f= (g) (KZ(UGS)) (M MEQdO) exp(1/oe)exp (—,/1 —2y3Qd0/ug)_ (4.31)

Ky(1/ue) oe+1-Qquo/0

Dans la simulation numérique qui va suivre, les valeurs de f et k seront déduites de leurs expres-
sions respectives tandis que les autres parametres sont supposés a priori connus. Les équations
(4.24), (4.28) et (4.29) sont intégrées numériquement en faisant appel a un schéma d’intégration
numérique adéquat. Les figures (4.3) et (4.4) montrent que la variation spatiale de ® pour diffé-
rentes valeurs du rapport de températures o exhibe un profil spatialement localisé. Les résultats
révelent que I'écart entre les deux températures, ionique et électronique, affecte d'une maniere si-
gnificative le profil spatial de 'onde acoustique poussiéreuse a charge variable. En effet, 'augmen-
tation de I'agitation thermique des électrons entraine une augmentation de I'amplitude du soliton
et une légere diminution de sa largeur, et celui-ci est d’autant prononcé pour des petites valeurs
du parametre relativiste €. Par ailleurs, la figure (4.2) indique qu’a mesure que les effets relativistes
augmentent, I’amplitude du soliton augmente, sa largeur diminue et le profil de I'onde solitaire
devient plus cornu. En conséquence, les effets relativiste modifient sensiblement les structures
solitaires qui peuvent se propager dans un tel plasma. D’autre part, I'influence du rapport des
températures ionique et électronique o devient pratiquement insignifiant quand les effets relati-

vistes deviennent dominants.
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Figure 4.2 — Variation de la charge du grain pour différentes valeurs de € avec o = 0.1, u = 1836,
nio=10cm=3, Qu0=—-0.6, r; =0.34um, my =102m;, et v =85cms'.
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Figure 4.3 — Potentiel électrostatique soli-
taire ® de 'onde acoustique poussiéreuse
pour différentes valeurs de o = 0.84 (f =
1.70), 0.87 (f = 1.72), et 0.9 (f = 1.75), avec
€ = 0.02. Les valeurs des autres parametres
sont celles utilisées pour la figure (4.2).
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Figure 4.4 — Potentiel électrostatique soli-
taire ® de 'onde acoustique poussiéreuse
pour différentes valeurs de o = 0.84 (f =
1.18), 0.87 (f = 1.20), et 0.9 (f = 1.22), avec
€ = 0.03. Les valeurs des autres parametres
sont celles utilisées pour la figure (4.2).
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Pour conclure, le présent mémoire a porté sur I’étude des structures non linéaires spatialement
localisées (solitons) dans différents types de plasmas relativistes.

Le premier chapitre a été dédié au rappel des propriétés des plasmas en général et un apercu
sur les plasmas relativistes, ainsi que les différentes approches mathématiques employées pour
décrire leur dynamique en particulier.

Dans le deuxieme et le troisieme chapitre, nous avons utilisé I’ensemble des équations de base
de 'hydrodynamique relativiste exprimant la conservation de 1'énergie et I'impulsion du fluide.
Cette approche a la particularité d’étre completement cohérente avec le principe de la relativité
restreinte, et représente ainsi un ensemble covariant plus général d’équations décrivant la dyna-
mique d'un plasmas relativiste.

Le deuxieme chapitre a été dédié al’étude des oscillations non linéaires de faibles et de larges am-
plitudes dans un plasma relativiste a deux fluides. Ce chapitre comprend deux parties, la premiere
concerne le traitement large amplitude et la seconde concerne le traitement faible amplitude.
Dans le traitement large amplitude, ’analyse du pseudo-potentiel a été employée. Nos résultats
ont révélé que des ondes électrostatiques solitaires stationnaires de larges amplitudes peuvent se
propager dans un plasma relativiste a deux fluides, chose prohibée dans le cas d'un plasma non-
relativiste, et dont le comportement et la forme dépendent étroitement du caractere relativiste du

plasma. Dans le traitement faible amplitude, une équation de type K-dV (mK-dV), gouvernant la
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dynamique des ondes solitaires de faibles amplitudes, mais finies, a été dérivée. Une des caracté-
ristiques de cette derniere équation, contrairement aux autres études faites dans le méme cadre,
est qu’elle est exprimée en termes de facteur de Lorentz et aucune restriction n’a été imposée au
magnitude des températures de chaque espéce. Par conséquent, elle est valable pour des valeurs
arbitraires de la vitesse et de la température de chaque espece. Celle-ci admet une solution en
onde solitaire de type kink. Les résultats obtenus ont révélé que, selon le caractere relativiste des
électrons, les structures non linéaires localisées peuvent subir soit un élargissement ou bien une
compression, et que ce dernier phénomene (compression du soliton) devient moins prononcé et
moins sensible a mesure que le caractere relativiste des ions croit dans le plasma.

Le troisieme chapitre a été dédié a I'étude des ondes acoustiques ioniques dans un plasma re-
lativiste constitué d’ions, d’électrons et de positrons. Cette étude a été motivée, d'une part, par
le fait que les plasmas d’électrons et de positrons avec des ions chargés positivement possédant
des vitesses relativistes sont fréquemment observés dans les milieux astrophysiques et ’espace, et
d’autre part, par le fait qu’aucune étude, sur les oscillations non linéaires dans un plasma relati-
viste a plusieurs composantes, antérieure rigoureuse se basant sur un systeme d’équations cohé-
rent et completement relativiste n’a été faite. En effet, dans la plupart de ces études, les effets rela-
tivistes ne sont que partiellement considérés, et habituellement pris en compte uniquement dans
I’équation du mouvement en ignorant completement la relativité dans I'’équation de continuité ou
dans I’équation de Poisson. Dans le but d’étudier les propriétés des ondes acoustiques ioniques
de larges amplitudes dans un plasma relativiste a plusieurs fluides, composé d’ions, d’électrons et
de positrons, dont la dynamique est gouvernée par un systeme covariant d’équations d’hydrody-
namique relativiste, I’analyse de potentiel de Sagdeev a été utilisée. Nous avons montré que notre
modele de plasma admis deux modes acoustiques ioniques de larges amplitudes, selon si la vi-
tesse de phase de I'onde v soit supérieure ou inférieure a la vitesse ionique a I'infini ;. Le profil
des ces structures solitaires est affecté d’'une maniére significative par le caractere relativiste du
plasma de sorte que plus les effets relativistes deviennent importants, plus aplatie sera la forme de
I’'onde solitaire qui s’y propage.

Le dernier chapitre a été dédié a I'analyse et I’existence de certaines structures cohérentes (soli-
tons) de larges amplitudes, associées a un plasma complexe a charge variable en présence d’ions
et d’électrons relativistes. Les courants de charge ionique et électronique relativistes appropriés,

établis dans le cadre du modele standard de la sonde électrostatique (OLM), ont été utilisés. Nos
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résultats ont montré que, dans un tel plasma, des ondes acoustiques poussiéreuses spatialement
localisées de raréfaction peuvent exister et dont les caractéristiques (la largeur et 'amplitude) dé-
pendent étroitement de I'aspect relativiste du milieu, ainsi que du rapport entre les deux tempé-
ratures ionique et électronique. En particulier, il convient de noter que plus le caractére relativiste
du plasma devient dominant plus cornu soit le profil de I'onde solitaire. En effet, 'augmentation
de l'agitation thermique des électrons entraine une augmentation de 'amplitude du soliton et
une légere diminution de sa largeur, et celui-ci est d’autant prononcé pour des petites valeurs du
parametre relativiste €. D’autre part, I'effet du rapport des températures devient pratiquement in-
signifiant quand les effets relativistes deviennent dominants.

Les perspectives de ce présent mémoire sont nombreuses, nous nous proposons a l’avenir d’étendre
I'étude faite dans le deuxieme et le troisieme chapitre a des plasmas relativistes de fluides impar-
faits ou visqueux en tenant compte des différents phénomenes de dissipation (a savoir, la visco-
sité, le transfert de chaleur, ...) d'une part, et de considérer le champ magnétique ou le champ de
gravitation d’autre part. Concernant le dernier chapitre, nous nous proposons de faire intervenir
les différents processus de charge (a savoir, I'émission secondaire des électrons, I'’émission photo-

électrique, ...) qui contribuent a la charge du grain de poussiere en régime relativiste.




ANNEXE

A

DERIVATION DES EQUATIONS DE BASE DE
L’'HYDRODYNAMIQUE RELATIVISTE

A.1 Equations de base

La dynamique d’'un fluide relativiste chargé est gouvernée par deux équations, I'équation de la

conservation du tenseur énergie-impulsion [14, 15]

a, T = %Fw N, (A.1)

et]’équation de la conservation du nombre de particules,
oN"=0 (A.2)

ol NY = nU" estle 4-vecteur flux de particules, n estla densité de particules propre, et U" =7(u, ¢)

est le 4-vecteur vitesse. Le tenseur énergie-impulsion T%# est donné par
T = pn + =y uP (A3)
=pn o , .

ou p estla pression hydrostatique, e est la densité d’énergie, et w = p + e est la densité de chaleur.

Le tenseur électromagnétique F satisfait les équations de Maxwell
4

7T
oF" = D q.N, (A.4)
a
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ollla sommation porte sur toutes les espéces de particules contenues dans le fluide. En substituant
I'expression du tenseur énergie-impulsion (A.3) dans I’équation (A.1) et en utilisant '’équation de

continuité (A.2), 'équation (A.1) peut étre mise sous la forme suivante

oHp+nU"0, (%U") :ﬂnF’”UV. (A.5)
nc c

Il convient de séparer cette derniere équation en deux équations, une est tri-dimensionnelle et
I'autre scalaire. L'équation tri-dimensionnelle est obtenue en remplacant y par i ; ce qui donne,
apres avoir réarrangé les différents termes, I’équivalent relativiste de I’équation d’Euler décrivant

la dynamique d’'un fluide relativiste soumit a I'action d'un champ électromagnétique externe

O pu L (w )+1 P 4B+ tuxn (A.6)
—tui— || —=srui|+—=—= +—(u i |- .
ot ax; | \(ne2™) T ny ox; T\=Te l

L'équation scalaire est obtenue en contractant les deux membres de I'équation (A.5) par U, ; on

aura ainsi
q

U d,p +nU,U" 3, (%U“) =Inpry,u,. (A7)

A partir de la condition de normalisation du 4-vecteur U", i.e. U, U* = —c2, on peut écrire
U,o,U" =0. (A.8)
En utilisant cette derniere relation et une propriétés des tenseurs antisymétriques, I’équation (A.7)

—nU* [p Oy (l) + 04 (5)] =0. (A.9)
n n

En utilisant la deuxieme loi de la thermodynamique

devient

Tdozpd(l)+d(i), (A.10)
n n

ou T est la température et o est 'entropie par particule. On peut maintenant réécrire 1'équation
(A.9) sous la forme suivante

nTU*d,0 =0, (A.11)

ou bien

Jg,oc+uVo =0, (A.12)

qui est une équation d’énergie traduisant le fait que 1'écoulement est adiabatique le long de la

trajectoire de la particule de fluide. Les équations fondamentales de '’hydrodynamique relativiste
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sont ainsi « '’équation de continuité » (A.2), « 'équation d’Euler relativiste » (A.6), « I'équation

d’énergie » (A.12), combinées avec les équations d’état qui donneront o, T, et e en termes de 7 et

p.

A.2 Equations d’état

Afin d’avoir une idée de la forme possible des équations d’état, considérons un fluide composé de
particules ponctuelles sans structure interne de masse au repos m et qui interagissent via seule-
ment des collisions localisées dans I'espace. Dans ce cas, on peut montrer que le tenseur énergie-

impulsion s’écrit

PP
TH — ; %NN &3(x—xy). (A.13)

Dans le repere propre, T#" aura une forme isotrope

( p 0 0 O \
0 p 0 0
™ = (A.14)
00 p O
L0 0 0 e
ainsi la pression p et la densité d’énergie e seront données dans le repére propre par
I . 1 p?
= - ) Ti=2% H5¥%x—xy), A.15
p o= 3 ; . ; 0 0= xn) (A.15)
e = T"=) Ey5’(x—xy), (A.16)
N
alors que la densité de particules propre est donnée par
n 2253(X—XN). (A.17)
N
Il s’ensuit qu’en général
e
0<p<=. (A.18)
Pour un gaz froid non-relativiste, on peut toujours faire I'approximation
p2
Ey~mc?+ -2, (A.19)
2m
de sorte que I'équation (A.16) donne
3

eznmcz+5p (A.20)
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Pour un gaz chaud ultra-relativiste, on a
En~|pn|> mc?, (A.21)

et’équation (A.16) donne

e~3p>nmc’. (A.22)

Les deux équations (A.20) et (A.22) peuvent étre rassemblées dans une seule équation d’état de la
forme

1
2
= cc+——np, A.23
e=nm 1p ( )

ol a est la constante adiabatique qui peut prendre deux valeurs : 4/3 pour un gaz ultra-relativiste

et 5/3 pour un gaz non-relativiste. Ainsi, 'équation (A.9) peut étre réécrite sous la forme suivante

n uv 9 (p)—o (A.24)
a—1_ 3dx"\n2) '

En comparant cette derniére avec I’équation (A.11), on peut exprimer I’entropie par particule o,

etla température T en fonction de la pression p, et de la densité de particules propre n, de la sorte

o= kﬁ, et T=Cn"?, (A.25)
na

ou k et C sont des constantes. Considérons maintenant le cas d'un plasma contenant deux fluides
de particules chargées de charge g; et de masse au repos m; (électrons et ions par exemple). Sup-
posons que le mouvement s’effectue a une dimension suivant la direction des x. En absence du
champ magnétique (B =0), les équations (A.2), (A.6), et (A.24) qui décrivent la dynamique d’un tel

systéeme peuvent étre réécrites respectivement de cette maniere

oyinj  Orinjuj _

) A2
ot ox (A.26)
1 (Ohjyu;  Ohjyiu; 1 dp; ¢

= : =—q; =+, A2
c? ( ot U ox +yjnj ox ry (A-27)
2 [ pj 2 | pi

— | — i— | — | =0, A.28
a()a( o

ou « j » dénote I'espece de particules considérée, et h; est'enthalpie par particule donnée par

a. .
hy=d =mc+—2 P (A.29)
n;j aj—lnj
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et ¢ est le potentiel électrostatique qui devrait satisfaire I’équation de Poisson relativiste déduite

de I'équation (A.4) en posant u =0,

d2¢
= —4n;qm n; (A.30)

ol la sommation porte sur toutes les especes de particules « j » contenues dans le plasma.




ANNEXE

B

L’EXPRESSION DE LA VITESSE DU SON RELATIVISTE

La vitesse du son relativiste est définie dans la théorie de la dynamique des gaz relativistes par [14]

op
2
c (_86)0’ (B.1)

ou e, p, et o représentent respectivement la densité d’énergie interne, la pression, et 'entropie.

2
CR

Réécrivons cette derniére de cette maniere

0 d
¢ =c? (%) (a—ﬁ) . (B.2)

A partir de la premiéere loi de la thermodynamique

Td d(l)+ d(e) Cdp+Ld (B.3)
o= — — == —de, .
PEL) TP\ p p P )

dp) 1
() -

ol h est'enthalpie par particule dont I’expression est la suivante

nous avons

th;—e, (B.5)
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p = mn étant la densité de masse. En s’appuyant sur ces deux relations de thermodynamique

de=pdh+hdp—dp, (B.6)
oh oh

dh=—dp+—dp, B.7
op p—i—ap p (B.7)

Tdo=|—-—1d —dp. B.8
o (6;9 ) p+ap P (B.8)

Ainsi, nous aurons

(d_l?) ___p(9n/op) (B.9)
o P

dp (0h/op) -1
En substituant les équations (B.9) et (B.4) dans I’équation ( B.2), nous obtenons I'expression de la

vitesse du son relativiste

2 __ . P(9h/9p)
"7 n(p (@h/ap) - 1)

En utilisant maintenant 1’'équation d’état polytropique, donnée par 'équation (A.23), reliant la

Cc

(B.10)

densité d’énergie interne, la pression, et la densité de masse, I’expression finale de cg sera donnée

par
c?(a—1)c?
2 s

ch=—""-"—"—"—", B.11

B e a—1)+c? (B.1D)

oo . .
ou c¢¢ =ap/p estlavitesse du son classique.
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C

DISTRIBUTION DE MAXWELL-JUTTNER

C.1 Normalisation

Considérons un gaz relativiste dont les particules ont la masse au repos m et la charge électrique
q. Toutes les équations qui suivent peuvent étre facilement adaptées aux cas d'un mélange de plu-
sieurs especes de particules, par exemple un plasma composés d’ions et d’électrons. La fonction
de distribution dans I'espace de phase (u,x) d'un tel gaz a été établie pour la premiére fois par

Jittner [18, 19]
fas(u,x)=Aexp [—8_1\/1+u2—1€¢(x)] , (C.1)

ol A est la constante de normalisation, ¢ est le potentiel électrostatique, ¢, u, et k sont donnés

respectivement par

kgT p q
=—, =— K= , (C.2)
mc? u mc kgT
avec kp estla constante de Boltzman, T est la température du gaz, c est la vitesse de la lumiere et

p est 'impulsion relativiste ayant la forme suivante

1
p=rmuv, Y= B=-. (C.3)
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La fonction de distribution des vitesses a I’équilibre (¢p = 0) f](\ﬁ),)](u) est normalisée par rapport a la

densité de particules propre a I’équilibre en évaluant I'intégrale suivante
ng= f folw) d°u, (C.4)
ou, d'une maniere équivalente,
no :47rAfoo,u2 exp [—s‘l\/r,uz] du. (C.5)
0

Introduisons ce nouveau changement de variables

s2=u*+1 = sds=udu

(C.6)
Uu:0—+o00 = s:1—+o00
En substituant tout ¢ca dans I’équation (C.5), celle-ci devient
n0=47'cAJOOs (s2—1)% exp(—s/e)ds (C.7)
1
Notons que -
J s(s2=1"Y%2ds= % (s> —1)*2, (C.8)
cela permet I'intégration par partile de I'équation (C.7). Il en résulte
no= 47-[:;48 Joo(s2 —1)%2 exp(—s/e) ds. (C.9)
1
Nous rappelons la forme intégrale de la fonction de Bessel modifiée K, (z) [82]
K,(z)= % fo(zz — 1) WD emEt gy (C.10)
[ %e(v+%)>0, |argz|<g ]

Dans la limite ol z — £00, la valeur asymptotique de K, (z) est donnée par

Ku(2)~ 4| — e~ I (C.11)
viZ 2ze 2z ’

En utilisant (C.10) dans (C.9), nous obtenons I'expression de la constante de normalisation A en
fonction de la densité de particules propre a I’équilibre n, et de la fonction de Bessel de seconde

espece K, ainsi
Ny
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Ainsi, la distribution maxwellienne relativiste ot de Maxwell-Jittner se sera donnée par [20, 21]

exp [—8_1\/ 14+ u?— qu(x)] ) (C.13)

et la densité qui lui correspondant, mesurée dans un référentiel arbitraire,

fM](‘u’x) - 47T8K2(8_1)

n=noexp (—k¢). (C.14)
La densité de particules propre n est définie ainsi [83]

(C.15)

”:f ﬂ Sy, x).
La densité de particules propre est un invariant relativiste indépendante de la vitesse du repére
auquel elle se réfere et tend vers n dans le cas limite d'une distribution froide de particules. Le
rapport de la densité de particules propre, 7, sur n est

n_ K™

- = m (C.16)
Linégalité K;(¢7!) < K»(e7!) implique que la densité de particules propre est toujours inférieure a
la densité de particules relative pour la distribution Maxwell-Jittner. Le rapport Ki(¢71)/Ky(e71)
tend vers 1 dans la limite classique, c’est-a-dire quand ¢ — 0, et tend vers £/2 dans la limite ultra-

relativiste, c’est-a-dire quand £ > 1.

C.2 Limite non-relativiste

En utilisant (C.3), nous pouvons montrer que

gz _ 1
1-2 1-8%

1+u*=1+ (C.17)
qui, dans la limite non-relativiste, donne

1+u® ~ 1+p°
pto~ B

2
V1+tp? ~ ,/1+ﬁ2z1+% (C.18)

et permet ainsi d’écrire f, en utilisant (C.11), de la sorte

3/2 9
O pocd | 2 exp | -2 | . (C.19)
/ 2rks T 2kpT
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Dans la méme limite, nous avons
d3u—— et N — N, (C.20)

et par conséquent f](\,ol)](u)d Su — 1(\,0,)B(v)d3v, ol I(\,O,)B(v) représente la distribution des vitesses de

Maxwell-Boltzman classique al’équilibre et dont I’expression est la suivante :

O(v)=n m_\*" exp |— my” (C.21)
MptPI= Mo\ 5 0T Pl kT | '
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