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Chapitre 0

Introduction

Dans ce travail, nous proposons I’étude de la stabilisation polyndémiale de ’équa-
tion des ondes, posée dans différents domaines avec des conditions aux limites de
type Ventcel sur une partie de la frontiére et de type Dirichlet sur la partie restante
(parties A et B du chapitre2). Par contre, dans le chapitre3, on s’est limité a des

conditions aux limites de type Ventcel uniquement.

Les conditions aux limites de type Ventcel sont caractérisées par la présence d’opé-
rateurs différentiels tangentiels du méme ordre que l'opérateur principal. Elles sont
justifiées par des méthodes asymptotiques et apparaissent dans les problémes de mé-
canique (cf.[14]), de processus de diffusion (cf.[13, 24]) et dans certains phénoménes

ondulatoires (cf.|7, 8, 9, 15, 16]).

Plusieurs techniques ont été développées pour montrer la convergence polyndémiale
de différents problémes d’évolutions. Parmi celles ci on peut citer : la méthode d’es-
timation de 'énergie combinée avec la technique des multiplicateurs [19, 22|, la mé-
thode des bases de Riez utilisée dans [17, 26|, une inégalité de 1’énergie établie dans
[?7] et généralisée dans [2| et [11] et enfin, nous terminons par signaler une méthode

faisant intervenir I'analyse de Fourier, basée sur 'inégalité d'Ingham donnée dans [3].
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Monsieur le professeur A.Heminna a montré dans ses travaux [8, 9| que le feed-
back naturel utilisé dans notre systéme n’assure pas une dissipation suffisante de

I’énergie pour permettre sa décroissance exponentielle.

L’objectif de ce travail,(composé de trois parties), est de montrer que notre pro-
bléeme admet une décroissance polynomiale en utilisant une méthode basée sur I’
analyse de Fourier combinée avec 'inégalité d’Ingham et la technique des multipli-

cateurs.
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Ce travail est subdivisé en trois chapitres :

0.1 Chapitre [

Dans le 1°" chapitre, nous allons présenter quelques résultats récents de la sta-
bilité polynomiale associés a des problémes d’évolutions.
Nous pensons que ces résultats nous permettent de mieux saisir la problématique

de notre probléme principal.

0.2 Chapitre 11

Dans ce chapitre, nous rentrons dans le vif du sujet a savoir : ’étude de la stabilité
polynomiale du probléme de Venctel pour I’équation des ondes posé dans un ouvert
borné de IR?.

e Nous supposons dans la 1™ partie de ce chapitre que le sous ensemble I'; sur lequel
porte le feedback est composé d’un seul coté.
e Dans la 2¢ partie, nous montrons que notre probléme admet une décroissance

polynomiale dans le cas ou la frontiére I'; est composée de deux cotés paralléles.

0.3 Chapitre [11]

Dans ce chapitre, nous abordons le méme probléme sous une autre forme Autre-
ment dit : Nous étendons I'étude développée dans le 2° chapitre au cas d’un disque
et, on démontre que I’énergie des solutions exprimées en coordonnées polaires admet

une décroissance polynomiale en se servant cette fois ci des fonctions de Bessel.
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Les trois chapitres sont présentés comme suit :

On a réserveé le 1° chapitre a I'essentiel qui a été traité dans ce domaine par les
différents auteurs.
Nous pouvons consulter ces travaux en [2],[4] et [18] etc.
Chapitre /1 :
Partie A :
Dans cette partie on montre, pour un certain choix spécifique de la frontiére I'; sur
laquelle porte le feedback, que le probléme de Ventcel donné ci-dessous admet une
décroissance polynomiale -

Plus précisément : Nous considérons le probléme aux limites suivant :

(

Uy — Au =0 dans Q0 x IR™,

) ou— ANpu+u, =0 sur I'y x IR™, 0
u=20 sur T'o x IRT,

\ u(+,0) =ug, u(+,0) = uy dans Q,

Ou 2 = (0,1)% est un ouvert borné de I R?* de frontiére I telle que :
r=T,uUly,

[ ={(l,y):0<y<1}et Tg=00\I;.

A désigne le Laplacien tangentiel, (cf. [24]).

La 1"¢ section de cette partie est consacrée a ’étude de I'existence et 'unicité de la
solution en utilisant la théorie des semi groupes (cf. [5]).

Dans la 2°¢ section, on considére le model 1 — d suivant :

;

UEtL) —uby) + Lu®) =0 dans (0,1),Vt > 0,
uh(0,t) =0, Vi > 0, o)
WP (1,1 = —L2aB (1, 1) — ulP(1,1), Vvt > 0,

u®(-,0) = uf?, uf” (-, 0) = uf”, dans (0,1)
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ou L est un parameétre réel positif supérieur a 2.

Dans le but de montrer que 1’énergie de ce probléme vérifie :

EL(t) < C(L)e “PEL(0). (3)

on utilise la démarche suivante :
On écrit u® sous la forme :

u(L):y—i—w

oil y est solution du méme probléme que u%) mais sans dissipation, w est le reste.

On vérifie aisément que y et w sont respectivement solutions de :

(

Yit — Ypz + L2y = 0 dans (0,1),Vt > 0,
y(0,1) =0, Vi > 0,
(4)
y.(1,t) = —L%y(1,1), vt > 0,
|y 0) = w” y(,0) =i, dans (0,1)
Wyt — Way + L2w =0 dans (0,1),Vt > 0,
w(0,t) =0, vt > 0,
< (L) (5)
we(1,t) = —L*w(1,t) — v, (1,1), vt >0,
w(+,0) = 0,w(-,0) = 0. dans (0,1)

\

Pour le 1¢ probléme (4), on montre que les valeurs propres (\,), assocées a

lopérateur positif auto adjoint Ay défini par :
Apv = —v,, + L?v, Vv € D(AL).

ou

D(AL) = {v e H*(0,1) : v(0) = 0 et v,(1) = —L*v(1)},

vérifient la condition :

T
A — A > ——, Vke N. 6
k+1 k_4L\/§ (6)

La condition (6) est d’une importance capitale pour pouvoir appliquer l'inégalité

d’Ingham [10] (voir aussi [6]).
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Cette derniére inégalité nous permet d’en déduire en utilisant la théorie spectrale

I’estimation de I'énergie :

E,(0) < 0,1 / (0(1,0))?) dt. (7)

C5 est une constante positive .

Pour le second (5); on montre par la technique des multiplicateurs 'inégalité :

/T wy(1,8)*dt < C(T* +T +1) /T wy (1, )2 dt. (8)

pour T > 0 fixé.

En combinant les deux inégalités (7) et (8) et les arguments donnés dans la preuve
du théoréme 3.3 de |21], on obtient I'estimation (3) de la stabilité exponentielle.
En injectant ensuite linégalité a%e™® < ¢, x > 0, dans (3) ol ¢, est une

constante positive et £ € IN* | on obtient :

Cklﬁk Ok

B (t) < 01— CFiF E(0) = —IE,(0), L=l

Enfin, 'analyse de Fourier nous permet de déduire, pour des données initiales véri-
fiant ug € H**1(Q) tel que ugr, € H¥*HTy) et uwy € H*(Q), k € IN*( cf[2] et

[12] ), estimation de convergence polynomiale :

C
E(t) < tkE(’“ (0), (9)
ou
EM(0) < [luolFses1 gy + e [ Frskery) + 1l
Partie B :

Nous reprenons dans cette partie le probléme de Ventcel (1).

On considére le cas général o :

I={(1,y):0<y<1}U{(0,y): 0<y <1}

7
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En adoptant le méme principe utilisé dans la partie A, on montre dans la 2¢ section

de celle ci que les valeurs propres (A,), associées au probléme :

/

Yt — You + L2y =0 dans (0,1),Vt > 0,
y(0,t) = L%y0,1), vVt > 0,
(0,2) 0,1) (10)
y.(1,8) = —L%y(1,1), Vi >0,
| 40 =uy” (- 0) =i, dans (0,1)
vérifient la condition :
2
)\k—i-l_)\kz ’}/ZM, Vk € IN. (11)
8L
Cette derniére inégalité est alors utilisée pour montrer I'estimation :
T
E,(0) < C/ (e (1, 1) + (9:(0,8))2)dt, VT > 16LV2. (12)
0

ou C' est une constante positive.

Puis, on montre une estimation sur w solution du probléme restant a savoir :

;

Wit — Way + L*w =0 dans (0,1),Vt > 0,
w,(0,1) = L2w(0,t) + (0, 1), vt >0,
wa(1,t) = —L2w(1,t) — u¥(1,1), Vvt >0,
w(-,0) = 0,w(-,0) =0, dans (0, 1)

\

en procédant de la maniére suivante : On écrit maintenant w sous la forme :
wW=2z+v

ou z (respectivement v) est solution du méme probléme que w mais avec dissipation
en 1 uniquement (respectivement en 0 uniquement ).

On obtient alors les deux problémes suivants :

)
2t — Zge + L?2 =0, dans (0,1), Vt >0,

2:(0,t) = L*2(0, 1), vt > 0,
(13)
2o(1,t) = —L2?2(1,t) — ky(t), Vt > 0,

\ 2(-,0) =0, z(-,0)=0. dans (0,1)
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et
(
Vg — Vg + L2 =0, dans (0,1), V¢ >0,
v,(0,t) = L?v(0,t) + ko(t), YVt > 0, 14)
v.(1,t) = —L*v(1, ), vt > 0,
\ v(-,0) =0, v(-,0)=0, dans (0,1)
ou
uP(1,t) si 0<t<T
ka(t) =
0 ailleurs,
et
ugL)(O,t) si 0<t<T
ka(t) =
0 ailleurs.
En utilisant la technique des multiplicateurs, on montre que :
T / T
/ (22(1,t) + 22(0,))dt < C(T* + T + 1)/ (™ (1,1))2 dt (15)
0 0
et
T ) T
/ (B(L1) + 02(0,6)) dt < C'(T* + T + 1)/ W00 dt (16)
0 0
Par suite, il est évident qu’en combinant (15) et (16) on obtient 'estimation sur
w suivante :

/T(w3(1,t)+w$(o,t>>dt < 0(T2+T+1)/T((U§L>(1,t))2+(u§L>(o,t)>2)dt (17)

Les inégalités (12) et (17) permettent de déduire l'existence de deux constantes

positives C et C5 indépendantes de L telles que :
EL(t) < Cre" 3B (0). (18)

En utilisant 'analyse de Fourier et 'estimation (18), on obtient le résultat fonda-
mental de la stabilité polynomiale suivant :
E™M(0), (19)
ou
k 2 2 2
E( )(0) < HUOHH%’CH(Q) + |’u0HFlHH%k+1(F1) + HUIHH%k(Q), YVt > 0,

9
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pour des données initiales suffisamment réguliéres i.e.

(ug,u1) € HEM1(Q) x HZH(Q) vérifiant ugp, € H21(IY), j=1,2.(cE [2] ).

Remarque 0.1. Dans la partie B, on a obtenu la méme stabilisation, avec des

données initiales moins réguliéres.

Chapitre /11 :
Etude du probleme de Ventcel pour l’équation des ondes posée dans un disque :

On se donne un ouvert  borné de IR? de frontiére I' de classe C? tel que :
Q={recIR*0<|z| <1}

I['={ze€lIR?/|z| =1}

On considére le probléme :

uy — Au =0 dans Q xIR"
dyu — Apu+uy =0 sur ['x IR (20)
u(-,0) = u’, (-,0) = ul dans

Dans la 1™ section de ce chapitre, on rappelle quelques notions élémentaires sur les
fonctions de Bessel. Nous abordons également le probléme des zéros de Bessel qui

sont, d’un intérét capital dans la 3¢ section.

En se basant sur les travaux de M.Abramowitz [1] et GN .Watson [25]|, on montre
que tous les zéros des fonctions de Bessel sont entrelacés et, on termine cette partie
par quelques résultats essentiels sur le comportement asymptotique de ces valeurs.
Dans la 2° section, nous montrons que le probléme est bien posé et, on s’intéressera
a la formulation de celui ci en coordonnées polaires en écrivant :

u = 2 :u(2n)€z2n9

KEZ

10
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ror TE)T r2 062

On u®) est le coefficient de Fourier de u.

On obtient le probléme & une dimension suivant :

—
=

=

Ju

ulf) — L(r2)2u® 4 By — o dans  (0,1) x R*

r2

Zu® (1) + (k)2u® (1) + W(1)=0 s I'xR*
0

(21)
u™(0) = sur IRT
u(k) ('7 0) = u(()k)a uwgk) ('7 O) = ugk) dans (07 1)
\
Ouk=2k,ke”Z
Par la suite , on montre que I’énergie du probléme (21) définie par :
Lt oou® k2 k2
_ = R (k)2 (k) R (k) 2
Bilt) = 5 [ (G P+ @ rar + SOME @2

vérifie :

Maintenant , pour démontrer la stabilité exponentielle du probléme (21), on consi-

dére les deux problémes suivants :

;

Yot — 7%2(7“%)234 + (’:—fy =0 dans  (0,1) x R*
9(1) = —(k)2y(1 sur I'x Rt
24(1) = —(k)2y(1) -
y(0) =0 sur  IRT

L Yy ('7 0) = Uék)a Yt ('7 0) = ugk) dans (07 ]-)

(
wy — H(r2)%w+ (f—fw =0 dans  (0,1) x Rt
w1y = —(k)2w(1) — (1 sur I'x RT

) 50 = ) - o) "
w(0) =0 sur  IR"
lU(,O) =0, wy (70) =0 dans (071>

\

Pour le probléme (23) , on introduit 'opérateur positif, autoadjoint a résolvante

compacte Ay, défini sur L?((0,1)) par :



Introduction

et de domaine :
D(Ag) = {v e H*(0,1) : v(0) =0 et v,(1) = —k*v(1)}
Puis , on associe le probléme aux valeurs propres suivant, :

%—i—%%—f—i—()\z—ﬁ)(pzo

or(1) = —k*¢(1) (25)
p(0) =0

En utilisant les conditions aux limites on obtient :

e Les fonctions propres :p, (1) = apJx(A, (1)), n > 0 qui sont solutions du probléme

(25).

e [’équation caractéristique :

L) 1
RN

ALk#0
ou Jj est la fonction de Bessel de 1™ espéce d’ordre k.

En utilisant la formule de Green et les propriétés des zéros de Bessel, on montre

que les valeurs propres (\,), de U'opérateur Ay, vérifient les deux conditions :
e N2>k Vn>0.

e |l existe une constante ¢ > 0 tel que :
Atl —Ap>c¢, Vn € IN, (26)

A ce stade, on peut utiliser I'inégalité d’Ingham ( cf. [10]) pour en déduire I'estima-

tion de I’énergie suivante :

B0 < e [ o) (27)

L’estimation suivante sur w solution du probléme (24) :
T T
/ (Wi(1,))dt < C(T* + T + 1)/ (' (1,1))?)dt (28)
0 0

12
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est démontrée en utilisant la technique des multiplicateurs en coordonnées polaires.
Par combinaison des deux estimations (27) et (28) et avec la méme méthode utilisée

dans le chapitre précédent on montre que :

Ei(t) < Cre” 2" E,(0) (29)

Enfin, L’inégalité (29), Panalyse de Fourier et les techniques utilisées dans [2] et [20]
nous permettent de déduire le résultat de la stabilité polynomiale suivant :

Pour tout m € IN*, il existe une constante C,, > 0 telle que pour toute donnée
initiale (ugp,u1) € H™M(Q) x H™(Q) vérifiant ug;r € H™HT), Dénergie de la

solution u du probléme (20) vérifie

E(t) < t%ﬂg:w Ex(0), ¥t > 0, (30)

13
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Chapitre 1

Rappel sur quelques travaux réalisés
dans le domaine de la stabilité

polynoémiale

Dans ce chapitre, on désigne par H un espace de Hilbert muni de la norme |||| 5

et par H™ () lespace de Sobolev usuel défini par :
H™(Q) = {u € L*(Q); D’u € L*(Q), p € INY, |p| <m}

muni de la norme :

fulla = 3 |D7uf* o’

Q
[p|<m

ot © un ouvert de IR
On utilise la notation :

A:DA CH—H

pour tout opérateur linéaire A de domaine D(A) défini sur H.

Soit A : D(A) C H — H le générateur infinitésimal d’'un Cj semi groupe noté
S(t) = et sur H.

La fonction U(t) = S(t)x est continue pour tout = dans H et, elle est de classe
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C1([0, 00|, H) pour tout x dans D(A) (cf.[7]).

Siz € D(A), U est solution du probléme de Cauchy suivant :

U(t) = AU(t), t >0
U)==z

La solution faible du probléme (1.1) est définie par :

De plus, pour tout n € IN on a (cf.|2]) :
z € D(A") = UM (t) = e A"z = AmeMz,

et

n 1
2]l peany = (l2]7 + [ A"2]|F)?

1.1 Définitions

1.1.1 Stabilisation exponentielle

Le probléme (1.1) est dit exponentiellement stable s’il existe deux constantes

positives M et « telles que :
IUr < Me™||lzllg,t>0

pour tout x dans H .

1.1.2 Stabilisation forte

Le probléme (1.1) est dit fortement stable si :
Limi— i o(S(t)x) =0 Y € H
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Remarque 1.1. Sl existe une fonction positive f(t) avec Limy_oo(f(t)) = 0 telle
que :

I UDa < ft)zllpny Vore D(A), t>0

On dit que la solution du probléme (1.1) décroit et le tauz de décroissance est d’ordre

f(t) , pour tout x dans D(A) (cf.[6]).

Remarque 1.2. La décroissance est dite de type polyomial si f(t) = tlk, k>0.

1.2 Quelques travaux réalisés dans le domaine de la
stabilité polynoémiale

On reprend le probléme (1.1).
e Dans [2|, F.Alabeau, P.Cannarsa et V.Komornik ont démontré dans le théoréme

4-2 que si A est un opérateur linéaire, autoadjoint vérifiant :
(Az,z) > w||z||* Yo € D(A), w>0

Alors, pour toute donnée initiale vy € D(A™), n > 1, I’énergie de la solution du

probléme (1.1) satisfait :
B(u(t)) < 72 E@ (ug), vt >0

ol ¢, est une constante positive et £ (ug) est I'énergie d’ordre plus élevé (voir [2]).
En utilisant ensuite les résultats de ce théoréme, les auteurs ont montré que le

systéme couplé :

Uy — Au+u+aov=0 dans Qx IR
vy — Av+av =0 dans QxIR" (1.2)
u=v=>0 sur 00 x IRT
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avec a un parameétre non nul, vérifie I'estimation de la convergence polyndmiale

suivante :

/Q(|ut|2 T lof? + [Vl + |VoP?) da
< E_Z(HU(OMGJHH(Q) + [0 (O) 110
+ w0l () + 1ve(0)l[im ()
pour toute donnée initiale Uy = (u(0),v(0),u(0), v:(0)) telle que :

(1(0),v(0),1u,(0),v,(0)) € H"™(Q) x H"™(Q) x H"(Q) x H"(Q)

et pour tout n > 1
Ce travail est enrichi par plusieurs propositions selon I'opérateur différentiel utilisé

suivi par des exemples.

e Cependant ; A. Batkai et K. J. Engel ont établi dans [4] une estimation de conver-

gence polynomiale de la forme :
1
I|1S(t)z|| < Ct—ﬂHAaxH Ve € D(A%), t>0 (1.3)

pour des constantes « et 3 positives .

Une telle estimation est généralement obtenue si le spectre de I'opérateur non borné
A admet des valeurs propres proches de I’axe imaginaire +ioo.
Cette méthode a été appliquée sur des systémes couplés de 1’équation des ondes en

utilisant les arguments données dans le théoréme 4.5 page 1435 et la proposition 3.1

page 1428 (ctf.([4])).

e On suppose maintenant que 'opérateur linéaire A vérifie :
(Hy) : A est le générateur d’'un C° semi groupe S(t) = e sur H,

(H) :iIR(o(A) =0, 0(A) désigne le spectre de I'opérateur A.
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(Hj) : supwzléﬂ(iﬁ —A) Y <Mpourl>0et 3elR.

Afin d’étudier le taux de décroissance pour des solutions fortement stables (et non
pas exponentiellement stables ) de problémes évolutifs, Liu et Rao ont démontré
sous les trois hypothéses Hy, Hy et Hj ci-dessus, 'estimation suivante :

Int &
l

e 2lln < Cu(==) T (Int) 2] peary (1.4)

pour toute donnée initiale x € D(A¥), ot k € IN* et C} > 0.

L’ estimation (1.4) est donnée dans le théoreme 2.1 page 632 de [6]

Ce théoréme a été appliqué dans |6] sur trois systémes fortement stables pour estimer
le taux de décroissance f(t). Il s’agit d’ un systéme de 1’ élasticité en une dimension,
I’équation des ondes en deux dimension et sur un systéme couplé onde-chaleur en
dimension n.

Les auteurs Liu et Rao ont affirmé dans ce travail que I'estimation (1.4) n’est pas
optimale, par contre ils ont signalé que les résultats de convergence obtenus pour

des systémes hybrides [9] et [8] sont meilleurs (décroissance d’ordre polynéomial (t—l%—))

Notons enfin, que des estimations analogues ont été obtenues dans des travaux ré-
cents par différents auteurs, chacun dans un domaine particulier a savoir :

— Les travaux de A. Alabau - Boussuira (cf.[3|) pour des systémes hyperboliques et
évolutifs couplés.

— Le travail de J. Rivera et R. Racke [10] pour un systéme de I’élasticité en deux
dimension.

— Celui de Lebeau et E. Zuazua [5] pour montrer la décroissance polynomiale d’un
systéme linéaire de la termoélasticité en trois dimensions.

— Les travaux de E. Zuazua et X. Zhang [11]| réalisés sur des systémes couplés

hyperboliques et évolutifs en une dimension.
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Chapitre 2

Stabilisation polynomiale de
I’équation des ondes avec conditions

aux limites de type Ventcel

Résumé. On considére I’équation des ondes posée dans un carré de I R? avec des
conditions aux limites de type Ventcel sur une partie de la frontiére et des conditions
de Dirichlet homogenes sur la partie restante.

e Dans la partie A de ce chapitre, nous supposons que le sous ensemble I'; sur lequel
porte le feedback est composé d’un seul coté .

e Dans la partie B, I'; est composé de deux cotés paralléles.

Monsieur A. Heminna a montré dans [7] que ce probléme n’est pas exponentielle-
ment stable.

Dans ce travail, nous nous intéressons a la stabilité polynomiale |?, 15| du probléme
de Ventcel en se servant de la stabilité exponentielle d’'un model 1 — d.

Ce dernier résultat est obtenu en utilisant 1’ analyse de Fourier combinée avec I'in-

égalité d’Ingham |6, 9] et la technique des multiplicateurs.
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2.1 Le probléme

Soit 2 = (0,1)? un ouvert borné de I R? de frontiére I avec I' = Ty U Ty, ot Ty
et I'y sont de mesure positive.

On considére le probléme :

¢

Uy — Au =0 dans Q x IRT,
d,u — Apu+u;, =0 sur I'y x IRT,
(2.1)
u=0 sur Ty x IR,
u(.,0) =ug, ut(.,0) =wuy dans §2,
\

Arp désigne le Laplacien tangentiel [14] sur I'y. Dans notre cas Ap = 0y, O,u = O,u
u=u(z,y,t) ou (x,y) € Q,t € IR" et v désigne le vecteur normal unité extérieur
a

Afin d’établir 'existence et l'unicité de la solution de ce probléme on introduit
I’espace :

V={veH (Q):vr,=0,vr, € Hj )}
muni de la norme :
|3 :/ IVu|? dx—l—/ |Vrul? dT (2.2)
Q r
ou Vr désigne le gradient tangentiel. On pose :
H =V xL*(Q)

H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire <, >y défini par :

< (U,, U) ) (fa g) >H= (VU, Vf)LQ(Q) + (VTU7 va)LQ(I‘l) + (Uv g)LQ(Q) ) (23)
pour lequel on associe la norme : || - ||z =< -,- > 1"

On désigne par I'yy, £ € {1,2,3,4} , les intersections de I'; avec les quatre bords
de Q. Alors pour u € V, Ap(u/T1,) est bien défini dans H~Y(I'y,) = (H}(T'y))" .
Notons en outre que pour u € V tel que Au € L?*(Q), par le théoréme de Gris-
vard [5] d,u € (H2(Ty,)) pour tout ¢ € {1,2,3,4}, donc d,u € H'(Ty,) car
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(H2 (') € H' ()

On peut considérer maintenant I’opérateur non borné A défini sur H par :
A(u,v) = (v, Au)

de domaine :

D(A)={(u,v) eV xV, Aue L*(Q) : du— Aru+v =0 sur I'y, ¢ € {1,2,3,4}}

L’énergie de la solution du probléme (2.1) est définie par :
1
E(t) = B(u, w)(t) = 5l (w, w) (8) |7 (2.4)

En intégrant par partie , on vérifie que pour (u°,u') € D (A) on a :

d
—FE(t) = — 24r 2.
FE0==] lu (2.5)

Théoréme 2.1. 1/ Soit (u’,u') € H ;

le probleme (2.1) admet une unique solution faible :

(u,v) € C([]0,00[, H )

2/ Soit (u’,u') € D(A);

le probleme (2.1) admet une unique solution forte :

(u,v) € C([0,00[,D(A))N C" ([0,00[, H ).

Preuve :

Il suffit de montrer que A est maximal dissipatif, (voir [7, 8]).
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Remarque 2.1. Monsieur A. Heminna a montré dans [7, 8] que le feedback naturel
n’assure pas une dissipation suffisante de l’énergie pour permettre sa décroissance
exponentielle méme dans le cas ou la partie I'y est composée de deux cotés paralléles.
Plus précisément auteur a montré que si

I''={(1,y): 0 <y <1} U{(x,1) : 0 < & < 1} lopérateur A associé au probléme
(2.1) admet des valeurs propres a parties réelles négatives, qui sont aussi proches
que ’on veut de l'aze imaginaire.

Notre objectif est de montrer, pour deux choiz de la frontiere I'y et pour des données
initiales suffisamment réguliéres ( cf. [2] et [1]), que la solution du probléeme (2.1)

admet une décroissance polynémiale.

2.2 Partie A :Controle sur un coté du bord

Dans cette partie, on considére le cas particulier ou :

I={(1y):0<y<1}

2.2.1 Stabilisation exponentielle d’un model 1-d avec un pa-

ramétre.

Le développement partiel de la solution u de (2.1) en série de Fourier donne :
u(e,y,1) = 3wl (o, 1) sin(imy), (26)
=1
Ot ul™ (x,t) sont les coefficients de Fourier de u vérifiant 'équation des ondes & une

dimension dans (0, 1) suivante , avec dissipation en =z =1 .

ul? —ul + L2u® =0 dans (0,1),¥¢ > 0,

uP(0,t) = 0, vt >0,
(2.7)
uP(1,4) = —L2u®(1,¢) — P (1,1), V>0,

s
S
—
]
N—
I
S—
G
S
—~
]
N~—
I

ugL) dans (0, 1),
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ot L = Im est un paramétre réel > 2 et up(z,y) = > o (lﬂ)( ) sin(lmy),

ui(@,y) = S0, ul' (@) sin(lry),

Le systéme (2.7) a été étudié dans [10] .

On introduit I'énergie de la solution u%) du probléme (2.7) :

B0 = 5 [ (@0 + P 0 + 0 (.0 do + - @P(1,0)*

Lemme 2.1. Pour toute solution réguliere u® du systéeme (2.7) on a :

EL(t) = —(uf (1,1))?

Preuve :

Soit u'™) une solution réguliére du probléme (2.7); on a :
d(EpL(t !
A st( - / (Do (P =D+ P da L (g™ (1, £)u™ (1,1))
0
1 1
= / (0, (P ui™ ) da + / uP (—ulB) 4+ L2 o) de + L2 (ul” (1, O)uP (1, 1))
0 0
= ul (1, 0w (1,0) + L (u” (1, )u (1, 1)

En utilisant les conditions aux limites du probléme (2.7), on obtient :

d(EL(t))

_ (L) 2
L~ P )

. Le systéme (2.7) est exponentiellement stable d’aprés [10], mais sa décroissance

exponentielle dépend de la constante L. Il existe donc deux constantes positives

C(L) et w(L) telles que :
EL(t) < C(L)e B EL(0). (2.8)

Dans le but d’étudier la stabilité exponentielle du probléme (2.7) tout en respectant
sa dépendance par rapport au paramétre L (pour L suffisament grand ), on procéde
de la maniére suivante :

On écrit u®) solution du probléme (2.7) sous la forme :
ut =y +w
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ot y est solution du méme probléme que u®) mais sans dissipation, w est le reste.

Elles sont respectivement solutions des deux problémes :

(

Yt — Yau + Ly =0 dans (0,1),Vt > 0,
(0, 1) = 0, Vit > 0,
0.9 (2.9)
y.(1,t) = —L%y(1,t), vt >0,
| 9(,0) = ug”,4:(-,0) = wy"”,  dans (0,1)
)
Wy — Wey + L2w =0 dans (0,1),Vt > 0,
w(0,t) = 0, Vit > 0,
{ (2.10)
wa(1,t) = —L2w(1,t) — ul™ (1,1), vt > 0,
w(-,0) =0,w(-,0) =0, dans (0,1)

\

On étudie les deux problémes séparément :
L’é¢tude du probléme (2.9) est liée a celle de 'opérateur Ay, défini sur I'espace L*(0, 1)
par :

Apv = —vg + L*v, Yo € D(AL).

et de domaine :

D(Ap) = {v € H*(0,1) : v(0) = 0 et v,(1) = —L?v(1)},

Proposition 2.1. L’opérateur Ay, est un opérateur positif, autoadjoint sur L*(0,1).

De plus la résolvante Ry(AyL) est compacte , YV € p(Ap).

Preuve : On note (.) le produit scalaire de L*(0,1).

e Aj est positif :
1
Vv e D(Ap), (Ap(v),v) = / (—0ppv + L*v)v) dx
o 1
= / (—Oppvv) dz +/ L*v* dx
0

0
1 1
= —'Ux(l)v(l)—l—/ (8xv)2dx+/ L** dx
0 0

1 1
= L*v(1)? +/ (0,0)? dx + / L*v*dr >0
0 0
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Et
(AL(v),v) =0<=v=0

e Montrons que Ay, est autoadjoint :

En se servant de la méthode utilisée dans [4] on définit :
D(A*L) = {U S L2(07 1)/30 > O,VU € D<AL)7 ’(U7ALU)| < C”U’HLZ(OJ)}

et
Vo € D(A]),Yu € D(AyL), (Ajv,u) = (v, ALu).

Tout d’abord , nous commencons par démontrer que :
D(Ar) C D(AL) et AL pia,) = AL
Soit v € D(AyL).
1 1
Vu € D(AL), (v, Apu) = / V(—0pzut) dx—l—/ L*uv dx
01 ’ 1
= / 0,00, udr — uz(1)v(1) +/ L?uv dx
0 0

= vgc(l)u(l)—i—/o u(—ﬁmv)dx—um(l)v(l)qL/o L*uv dx

Comme

v.(1) = —L*v(1)
et

uy(1) = —L*u(1)
Alors :

1
(v, Apu) = / u(—0,av) + LPuv dr = (Apv,u)
0

On en déduit que :
veD(A}) et Ajv=Apv

Montrons ensuite que : D(A%) C D(AyL) . Pour cela , on munit espace H(0,1) du

produit scalaire :
1
(u6)1 = [ w6+ w0 + L2ug) do + L2u(1)o(1)
0
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qui défini une norme équivalente a la norme usuelle.
On en déduit que :

Pour tout f € L?*(0,1), il existe un unique v € H'(0,1) tel que :
Vo € H'(0,1), (u,d) = /01 fodx
En prenant ¢ € D(0,1), on obtient :
Uy = U+ L*u— f  dans D (0,1)

On au € H*0,1),
u+Apu=f (2.11)

et
/Ol(uz + Updp + LPud)dr + L*u(1)é(1) = /01 fodr Vo€ HY0,1)
En intégrant par parties on obtient :
[t 2w ol + oty = [ sode v e B0
Comme u + L*u — uy, = f, il reste
(s (1) + L2u(1))$(1) — us(0)$(0) =0 Vo € H'(0,1)

Ce qui donne

u,(0) = 0 et u, (1) = —L*u(1)

Comme

u € H?(0,1) alors u € D(Ap)

Maintenant, on considére v € D(A%) . 1l existe w € L*(0,1) tel que :

1 1
‘V’gbGD(AL),/O ALgbvda::/o wao dx

Soit u la solution de (2.11) avec : f = v+ w. Alors, w = —v+u+ Apu et

/OIALCbUde:/OI(U—U)¢d$+/01ALU¢d£E=/Ol(u—v)¢dx+/oluAL¢dx
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D’ou
1
¥ € D(AL), [ (Auo+)(w—u)ds =0
0
En prenant ¢ solution de (2.11) avec f = v — u on obtient :

v=udouve D(AL) et D(A}) C D(AyL)

D’ou Ay, est autoadjoint .

e Montrons que Ay, est a résolvante compacte :

SiA=-—1-L2, alors:

ou
(M =A),0) = a5y L2y~ L2 g0~ oy~ L (D)2, € D(Ay)

ou
< —(llullfz, + II%Iliz(m) + L*(u(1))?), u e D(Ap)
D’ot on voit que :

ou
AT = Ap)ull7z01y > l[ullZ200) + Ha_a:”%%o,n + L*(u(1))?, ue D(AyL)

Ceci entraine que X € p(Ar) et que Ry\(Ar) = (A — Ar)~! est compacte

Le spectre de Dopérateur Ay, est caractérisé par le théoréme suivant :

Théoréme 2.2. Les valeurs propres A de Ar, sont simples, strictement supérieures

a L? et vérifient I’équation transcendante :
pcos i = —L*sin (2.12)

avec pn = /A2 — L2. Notons (A2)k>0 la suite des valeurs propres de Ay, classées dans
I’ ordre croissant.

Les fonctions propres normalisées associées sont données par :
() = ay sin(pgx), Vo € (0, 1), (2.13)
ot i = \/A; — L? et (ay)r>0 est une suite réelle telle que :

ap — V2 quand k — oo. (2.14)
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et ,

2
on(1)] = %,Vk € IN. (2.15)

Finalement , les valeurs propres (M) vérifient la condition :

2
Nest — Ay > 7T8—\£,Vk € IN. (2.16)

Preuve :
e Nous montrons d’abord que : \? > L2

Par la formule de Green , on remarque que pour tout v dans D(Ay) on a :

S ALY @)o(@)de = [} (~ve + Lv)o(z)de
= [} () + (~vv [§) + [ LP0?(x)da
= [N(0e)? + L2 (x))da — va(1)u(1)

Les conditions aux limites du probléme (2.9) montrent que :

1 1 1
/ (Apv)(z)v(x) de = / (vp(7)* + L*v(z)?) do + L*v(1)* > LQ/ v(x)? du,
0 0 0
Ce qui implique que :
N> L2

Maintenant , il est facile de vérifier que si A2 = L?. alors la seule solution du probléme

aux valeurs propres :

—Pee + L2 = N2¢  dans (0,1),
(0) =0, (2.17)
pa(1) = —L%p(1).

est ¢ = 0, ce qui est impossible . Par conséquent \*> = L? ne peut pas étre une

valeur propre de Aj.
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De la 1"¢ équation du probléme (2.17), on en déduit qu’il existe a et 3 € IR tels
que :
¢(x) = asin(uz) + 0 cos(uz),
avec 1 = V2 — L2,
La 1™ condition au bord : ¢(0) = 0 montre que S = 0 et de la 2° condition, on

obtient :

2

apicos i = — L asin pu.

Par conséquent , une solution non triviale ¢ existe si et seulement si (2.12) a lieu.

La forme des fonctions propres

() = ay sin(upx), Vo € (0,1),
découle aussi de cette considération .

L’équation (2.12) est équivalente a :

tan pu = B
L?’

Les racines de cette équation sont simples et vérifient :

g+k7r<,uk < (k+1)m,Vk € IN. (2.18)

De I'hypothése de normalisation :

1
/ or(z)?dr =1
0

1 in(2
ai (5 - —sm( Mk)) =1.

2X2/Lk

On obtient :

Comme p — oo quand k — oo alors :
ar — V2 quand k — oo.

Notons que :
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or(1) = ay sin pug.

En utilisant la relation sin® ju;, + cos? ju,, = 1 et Péquation caractéristique (2.12), on
écrit :
4

L
sin? (1 + —5) = 1,
25

Comme pup > 1, Vk € IN, on obtient :
1 < sin? (1 4+ LY),

ce qui prouve (2.15).
Et enfin, la condition (2.16) découle de I'inégalité (2.18).

En effet :De puy = /A2 — L? | on obtient :

A1 — Ay = \/ﬂiﬂ‘*’lﬂ_ v#i+L2

_ Pip1—Hi
Vi F L i+ L2
_ Hk+1tHE
= (Hk+1 — Mk
( ) Vit L2 i+ L2
En utilisant 1’ estimation (2.18) on obtient :
T
S e (2.19)
Ce qui implique que :
thE
)\k Y > T Hi+1
+1 k2
2 \/“i+1+L2+\/“i+L2
HE
_ 1+él~c+1
2K 2
I kg
Hr+1 Fet1 Pet1
s
2 2r 2 = u? 2
I+t G+ L
Hre+1 He+1  Hr41
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Comme 141 > i on obtient :

s 1 s 1
4 14 B AL Jh+

2
Hiy1

N1 — A\ >

Comme pgq > 1 et L > 1 alors
/2
A1 — > —— VkeIN.
k+1 k2 QL €

Ce qui termine la preuve du théoréme 2.2 B
Dans le paragraphe suivant , on donne une inégalité équivalente a l'inégalité
d’Ingham [9] (voir aussi [6]), ou les constantes de l'équivalence dépendent de la

condition (2.16).

Lemme 2.2. Soient (v,,),n € Z une suite de nombres réels et un réel positif v tels
que la condition

Upni1 —VUp >, VneJz,
a lieu .
Alors , il existe deuzr constantes positives ¢ et C' | indépendantes de ~y telles que pour
toute fonction f de la forme :

f() =) ane™,

nez

avec a, € C, on a :

c 2 /4”7r 2 C 2
- Ay, S t dtg Ap| -
VE |an| ; | f(2)] —75 |an|

nez nez

Preuve

Posons a = % et U, = av,, on remarque que la condition en v est équivalente a
Upy1—Up > 2, VYneZ

Par conséquent , I'inégalité d’Ingham standard [9] montre qu’il existe deux constantes
positives ¢, C telles que pour toute fonction g de la forme :
g(S) _ Zaneiﬂns’
nez
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on a

™

l9(s)Pds < C Y Janl’.

nez

ey lanl s/

2
nez 0

et le résultat du lemme 2.2 est alors prouvé en utilisant le changement de variable

t=as.

Remarque 2.2. Afin d’établir le résultat (2.8 ) de la stabilité exponentielle du pro-
bleme 1 —d, on aura besoin de deux théorémes : le premier donne une estimation sur
Uénergie E,(t) de la solution y du probléme (2.9) et le second donne une majoration

sur w solution du probleme (2.10) .

Théoréme 2.3. Soit E,(t) l’énergie de la solution y du probléme (2.9) définie par :

1 2

B0) = 5 | (a0 + o)+ (lant)) o+ (0001,

Alors , il existe une constante C positive , indépendante de L, telle que : Pour tout
T > 16L+/2, on a
T
E,(0) < Cy L / (i (1,4))2) dt. (2.20)
0

N.B : L'énergie E), est constante : I, (t) = 0 , pour toute solution réguliére .

Preuve : Les résultats donnés dans la preuve de ce théoréeme sont standards
voir Lions et Magenes [11] ou Komornik [10] pages 7-10.

La théorie spectrale permet d’écrire la solution y de (2.9) sous la forme :

sin(tAg)
)o@

y(@,t) = Z(%k cos(tAr) + Yix

k>0

O yox (resp. y1x ) sont les coefficients de Fourier de u(()L) (resp.ugL)) ,le:

L L
Ué )= Zkzo Yorpr et “g ) = Zkzo Y1kPk

On a:

ye(1,t) = Z<_y0k sin(tA\x) + y1k%))\k¢k(1)

k>0
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De la condition (2.16) et le lemme 2.2, on obtient :

4m

LS 2ol + s Plon(DIE < C / (1, 6)2 dt,
k=0

ou ('3 est une constante positive independante de L.

En utilisant ensuite 'estimation (2.15), on en déduit que

4n

SOl + o) < G2 [ (1o e

k=0 0

On conclut finalement par I'identité (cf .[11, 10]) :
D Ol el = g’ 122+ 11”1,
k=0 P

oil || - || est la norme de L?(0,1), et la propriété :

1
HUHQD(AlL/Z) e ||A}//2U”2 — (ALU,U> = /0 (Ux(x)2 + L2U<x>2) dx + L2'U<1>27

ot (+,-) désigne le produit scalaire de L?(0,1). Comme u(()L) = 4o(.,0), ugL) =y(.,0)

alors

[e'e) 1

SO O2lyosl? + o ?) = / (92,00 + Ly (2, 0)%) + u(, 0)2) dz +
— 0

k=0

Lz(y<170>2) = 2Ey(0)7
d’ou 'existence d’une constante C' > 0, indépendante de L, telle que :

4m

E,(0) < Cy I? / " (1 )2 e

0

Pour tout 7" > 47” on a:

E,(0) < Cy I / (n(1,0)?) dt

Ce qui termine la preuve du théoréme 2.3 B

Le théoréme suivant donne une majoration sur w solution du probléeme (2.10).

40



Stabilisation polyndmiale

Théoréme 2.4. Il existe une constante C indépendante de L et T > 0 tels que la

solution w de (2.10) satisfait :
T T
/ w(1,8)%dt < C(T* +T + 1)/ WP 02dt. VT >0
0 0

Preuve : Pour T > 0 fixé, on considére z solution de

;

2t — 2w + LP2 =0 dans (0,1),Vt > 0,
2(0,¢) =0, Vi > 0,
z(1,t) = —L?2(1,t) — k(t), Vt >0,

2(-,0) = 0, 2,(-,0) = 0,

ou

u(1,t) si0<t<T,
k(t) =

0 sinon .

(2.21)

(2.22)

Comme z — w satisfait équation (z — w)y + Ap(z —w) = 0 sur (0,7) avec des

données initiales nulles et une condition au bord homogéne sur (0,7"), alors z = w

sur (0,1) x (0,7).

Nous utilisons maintenant la technique des multiplicateurs, (cf. [10]). On multi-

plie la premiére équation du probléme (2.22) par z(27 —t)z, et on intégre le résultat

dans @ = (0,1) x (0,27 , il vient :

0= / (24 — 2ew + L?2)(x(2T — t)2,) dxdt
Q

Posons

I, = / 232 (2T — t)z, dadt
Q
I, = / — 242 (2T — t) 2, dxdt
Q

Iy = / L?22(2T — t)z, dadt
Q

En intégrant par parties , on obtient pour des solutions réguliéres :
I, = / (Op(z0x (2T — t)zy) + w2420 — (2T — t) 242 2) dxdt
Q
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Or
1 2 1 2
—~a(2T — Oz = —50:(€(2T = 0)27) + 5 (2T — )3

D’ou :

I, = /8t(ztx(2T—t)zx)d:vdt—|—/xztzz dxdt
Q Q

1 1
- = / Op(x(2T — t)27) dxdt + = / (2T — t)2? dxdt
2 Jq 2 Jq

1 [ 1
= /:Uztzxdycdt——/ (2T—t)zt2(1,t))dt+—/(2T—t)zt2d:vdt
Q 2 Jo 2 Q

1 1
I, = —/ —8x(x(2T—t)z§)dxdt+—/(QT—t)zgdxdt
2 /o 2 Jq
1 2T 1
= __/ (2T—t)z§(1,t))dt+—/(2T—t)z§dxdt
2/ 2Jq

1 1
L= 5 [ Poer -0 s -5 [ @1 - 012 dede
2 Jo 2 Jq

e 1
= —/ (2T—t)L222(1,t))dt——/(2T—t)L222d9§dt
2 /o 2 Jo

En tenant compte des calculs effectués sur Iy ,I5 et I3, on obtient :

1
0 = 5/(z;Jrzf—L2z2)(2T—t) dxdt
Q

+ / Tzg 2z dadt
Q

- % /OZT(LQZ(L 1) — 2 (1,8)% — z(1,1)*) (2T — t) dt.

Cette identité est équivalente a

1 [ 1
—/ 2(1L, 22T —t)dt = —/(z§+z§—L222)(2T—t)dxdt
2 Jo 2 Jo

+ /xzxztdxdt

Q
1 o 2 2 2
+ 5 [ (BP0~ z(1,0°)@T — 1) dt.
0
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire :

> 2
|/xztzz dxdt| < |/ 22, dxdt| < (/ PR dxdt) </ 22 dmdt)
Q Q Q Q
3 3]
( / 22 d:rdt) ( / 22 d:vdt) < - / (22 4 22) dxdt
Q Q 2 Jq

On en déduit que :

Comme

1 2T , .
5/0 (L0227 — 1) di < C(T+1)/Q(zx+zt)dxdt (2.23)
%/0 (L22(1, 1) — (1, 0)2)(2T — 1) dt,

ou C' est une constante positive indépendante de L et T > 0.

Rappelons que :
2.(1,t) = —L?2(1,t) — k()

Par conséquent :
L22(1,t)*—2,(1,6)* = L*2(1,1)*—(L*2(1, 1) +k(t))* = (L2 —L*)2(1,4)*=2L%2(1, ) k(t)—k(t)*.

Pour e >0 on a:

L?2(1,1)% — 2,(1,8)* < (L* — L* + eL*)2(1,1)* + (% — 1)k(t).

On fixe alors € > 0 tel que :

L? — LY+ €el* <0,VL > 2,
Pour ce choix de € , on obtient :
L?2(1,6)% — 2,(1,t)* < Ck(t)*.

En injectant cette derniére estimation dans (2.23) ,il vient :

%/OQTZt(l’tV(QT—t) dt < C(T+1>/Q(22+zt2)da:dt+0/: k()2 (2T —t) dt. (2.24)
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On définit 'énergie de z solution du probléme (2.22) par :

B0 = 5 [ ((ealant)+ el ) + (o, 0)) o + (0.1

En intégrant par partie , on obtient pour des solutions réguliéres :
1
E() - / (zat20 + L2202 + 2n2) do + L1, 8)2(L, 1)
0
1
= / (0u(2:22) — 20200 + LP202 + 2y2) d + L?2(1,1)2(1, 1)
0

1
= / 2e(200 — Zow + L22) do + [2p24)5 + LP(2:(1,1)2(1,2)
0

= 2.(1,t)2(1,t) + L*(2(1,1)2(1,1))

Les conditions aux limites du probléme (2.22) donnent :

E.(t) = (—=L*2(1,t) — k(t))z/(1,t)
+ LP2z(1,t)2(1,t)

= —k(t)z(1,1),

d’ou :
EL(t) = —2(1, k().

En intégrant ce résultat entre 0 et s et en utilisant le fait que £,(0) = 0 , on

obtient :
E.(s) = /S E.L(t)dt = — /S zi(1,t)k(t) dt.

On intégre ensuite cette identité entre 0 et 27" et on utilise le théoréme de Fubini ,

on arrive a :

/:T E.(s)ds = — /:T /0 z(1, t)k(t) dt ds = — /jT z(L)k(t)(2T —t) dt.
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Et pour tout € > 0, on écrit :

2T 2T 1 2T
/ E.(s)ds < e/ (10227 — ) di + —/ k(D22 — t) dt.
0 0 € Jo

o7
/(zi + 27) dwdt < 2/ E.(s)ds
Q 0

Cette derniére inégalité dans (2.24) donne :

%/Zth(Lt)Z@T—t)dt < C(T+1)26/2th(1,t)2(2T—t)dt (2.25)
+ C(TQ—:U/:Tk(t)Q(ZT—t)dt

+ C/Tk(t)Q(QT—t)dt.

On choisit € tel que C(T + 1)2¢ = ;11, on obtient :

i/oﬂzt(l,w?(z:r—t)dt < C(T+1)2/02Tk;(t)2(2T—t)dt+C’/OTk(t)2(2T—t)dt

2T
< 80(T+1)2T/ k()2 dt.
0

Comme 2T —t > T sur (0,T) et z = w sur (0,1) x (0,7") alors :
T [T T [T
T [ = 5 [ e
4 Jo 4 Jo
1

1 /0 (2T — t)(22(1,t))dt

<

< i/o (2T — t)(22(1,t))dt

2T

< 8CT(T+1)2/ K2 (t)dt,
0

On utilise finalement la définition de k() on obtient le résultat (2.21) donné par le
théoréeme (2.4) B

Théoréme 2.5. Il existe deux constantes positives Cy, Cy indépendantes de L telles
que

EL(t) < Cre ®'EL(0), Wi 0. (2.26)
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Preuve

De ul) = y + w , on remarque que EL(0) = E,(0) et grace au théoréme (2.3) nous
obtenons :

T

Er(0) < 02L3/ v, (1,1)2dt.

0
pour 7" > CyL. En utilisant P'estimation (2.21) du théoréme 2.4, on obtient pour
T > ClL .

T
E.(0) §03L3(T2+T+1)/ WP (1,1)? dt,
0

En prenant 77, := (C; + 1)L , on arrive a :
T
EL(0) < CuL¥(L*+ L + 1)/ uP (1, )2 dt.
0

Le résultat du lemme 2.1 permet d’écrire :
EL(Ty) < EL(0) < CuL*(L* + L+ 1)(EL(0) — EL(Ty)),

Ce qui donne finalement :
Er(Tr) < v Er(0),

N _ C4L3(L?+L+1)
OU VL = 15,521 L+1)

[(m — 1)Ty, mTy), pour m = 1,2.., On obtient :

< 1. En appliquant cette argument (cf. [12]) sur

EL(mTL) S ’}/LEL«m — 1)TL) ..... S ’YZLEL(O), m = 1, 2.
Ce qui donne :
Ep(mTy) < e “r™rp (0), m=1,2.

avec wL:%IH%.

Pour t positif , il existe m = 1, 2.. tel que :
(m — 1)TL <t <mTy

En utilisant la décroissance de I’énergie £, on conclut que :
1

Ei(t) < Ep((m —1)Ty) < e7etm=VIL g (0) < —e ' E(0),
YL

De plus v, et wy vérifient les équivalences : v, ~ 1 — % et wr ~ 75 -
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Remarque 2.3. Vu que le probléeme (2.7) est un probléme a une dimension ( dans
Pespace), les valeurs propres associées a l'opérateur Ay sont caractérisées par le
théoreme 2.2. C’est pourquoi l'analyse de Fourier (cf.[16]) conduit a la stabilité ex-

ponentielle de ’énergie Ey.

2.2.2 Stabilisation polynémiale

Dans cette section, nous montrons la stabilité polynomiale du systéme (2.1) dans

le cas particulier ou I'; est composée d'un seul coté . A savoir :
M ={(1,y):0<y<1}.
Rappelons 'expression de u en série de Fourier partiel :
u(z,y) = i u™ (z) sin(Imy), (2.27)
=1

oit ul™ est le coefficient de Fourier de u vérifiant 1’ équation des ondes (2.7) avec
L=In.

L’énergie de ce systéeme est donnée par :

1t 1272
Bu) = 3 [ (7 07+ P, 0+ (™ o, 0)7) o 1,0
0
Comme
1 1 1
/ sin*(lmy) dy = = :/ cos*(lmy) dy

0 2 Jo

On trouve :

E(t) = % > Ei(t).

L’analyse de Fourier , le théoréme 2.5 et les techniques utilisées dans [1, 2] nous per-

mettent de déduire le résultat de la stabilité polynomiale du systéme (2.1) suivant :

Théoréme 2.6. Pour tout k € IN*, il existe une constante positive Cy, telle que pour

toute donnée initiale ug € H**H(Q) telle que uor, € H*(T1) et uy € H*(Q), la
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solution u de (2.1) satisfait :

ka(’“ (0), (2.28)

E(t) <

ot E®(0) < [o|Fsk+1(qy + 110y [ Fswss oy + Ul Fan g

Preuve :

Pour tout k£ € IN*, il existe une constante c, > 0 telle que
2Fe ™ < cg, VYxr > 0.
En injectant cette estimation dans (2.26), on obtient :

le Ck

Ei(t) < o, CFiF = Eir(0) = 1% E1(0).

L’analyse de Fourier nous permet d’écrire :

ZEM _10’“ 1% F,.(0).

=1

D(0) =Y 1% E(0)
=1

Comme (5% < A\ car A2 > [? = (I7)? alors :

Posons :

E®(0) <) A*E(0)
1=1
En utilisant ensuite la propriété (cf.[10]) :
o 1
[vlla = ZAQ loxll7)2
Ou a € IR , H un espace de Hilbert et ,(vg)r>0 sont les coefficients de Fourier de

v, on obtient :

E®M(0) < ||U0||§13k+1(g) + ||U0|F1||§13k+1(1“1) + ||U1||?13k(9)

Cette derniere inégalité peut étre retrouvée en utilisant l'inégalité de Parseval B
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2.3 Partie B :Controéle sur deux cotés paralléles

On reprend la notation utilisée dans la partie A.
Dans cette partie , nous supposons que la frontiére I'; sur laquelle porte le feedback
est composée de deux cotés paralléles i.e.
I ={(1,9):0<y<1}U{0,y): 0<y <1} =T UT? et Ty = IO\T;.

On considére le probléme suivant :

Uy — Au =0 dans Q x RT
o,u — Npu+u =0 sur [y x RT
(2.29)
u=20 sur [gx R*
u (-, 0) =u’ u (-,0) = dans

Rappelons que :
Si (u’,u') € D(A), alors le probléme (2.29) admet une unique solution forte (u,v)

vérifiant :
(u,v) € C([0,00],D(A))N C*([0,00[,H ).

2.3.1 Stabilisation exponentielle d’'un model 1-d avec un pa-

rameétre.

Une démarche analogue a la précédente conduit au probléme a une dimension
suivant , avec dissipation en 1 et en O .
( WP — B 4 (D)2 =0 dans (0,1), Vt > 0,
u$(0,8) = (L)*a™(0, 1) + ui(0,8), Vit > 0,
uS(1,1) = — (LB (1,8) — M (1,1), Vi >0,
ul(-,0) = ug”, 0 (-,0) = ui.

\

(2.30)

Ou L est paramétre > 2 L’énergie de la solution du systéme (2.30) est :

But) = 5 [ (2 a0+ 20 )+ . 0)7) o (D0, 0.0,
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Lemme 2.3. Pour toute solution régulicre u'®) du systéme (2.80) on a :

/

EL(t) = —((u{”(1.4)* + (ui"(0,1))?)

Preuve :

Soit &) une solution réguliére du probléme (2.30); on a :

rx

dt

d(E; (t 1
(Br(t) _ / (0, (WPl D) 4 20 B BN daep L2 (0 (1, )u D (1, £)+ul™ (0, £)u™) (0, )
0

1 1
Z/"@AM“@”Mmﬁ/1#%—%3+ﬁwm+ﬁmﬂmﬁl%%”OJM“NLﬂ+%”®JW@NQﬂ)
0 0

= uP (1, )™ (1, 1) = ulP 0, )ul™ (0, 1) + L2 (u™ (1, ) uP (1,8) + ut™ (0, £)uP(0, 1))

En utilisant les conditions aux limites (2 et 3™¢ équation) du probléme (2.30), il

vient :
d(E (1)

_ (L) 2 (L) 2
= (0P + (w7 (0,0))

Pour montrer que le systéme (2.30) est exponentiellement stable on procéde comme

dans la partie A ; on écrit u® sous la forme :
ul = y+w

ot y est solution du méme probléme que u(%) mais sans dissipation, w est le reste.

Elles sont respectivement solutions de :

(

Yt — Yoo + L?y =0 dans (0,1),Vt > 0,
y-(0,t) = L?y0,t), Vt >0,

(2.31)
y.(1,t) = —L%y(1,¢), Vt >0,
| 9(20) = ug” yi(,0) = ui”,
et )
Wy — Wy + L?w = 0 dans (0,1),Vt >0,
w,(0,t) = L?w(0,t) + ur(0,t), Yt >0,
(0.1) = Pw(0.1) + (0. .

wy(1,t) = —L2w(1,t) — uk(1,t), Vt >0,

w(+,0) = 0,w(-,0) = 0.
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L’étude du probléme (2.31) est liee a celle de lopérateur positif, autoadjoint, a

inverse compact Ay défini sur L?(0,1) par

D(Ap) = {v € H*(0,1) : v,(0) = L*v(0) et v,(1) = —L*v(1)}

et
Apv = —vge + L?v,Yv € D(AL).

Le théoréeme suivant caractérise le spectre de 'opérateur Ay, :

Théoréme 2.7. Les valeurs propres \* de Ay sont strictement supérieures o L? et

vérifient I’équation transcendante :

2uL?

t =

avec |1 = /2 — L2

Les fonctions propres normalisées associées sont données par :

or(z) = ag(sin(upr) + % cos(uxz)), Vo € (0,1),

Ou . = /A2 — L? et ay est une suite de nombres réels tel que :

214
pi + LA+ 2L

L*V2 Ol V2

" — 0 quand k — oo et 72 2 o

2 _
ap =

Q. ~

De plus on a :

a2y 2012
lpe(0)2 = Jpr(D))? = 2LE = k Vk € IN,

LY 2+ LA+ 2L%

0)] = leuD)] > % Wk € IN,
Mt A > oy = V2 ke IN
k+1 k Y= 3L

o1

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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Preuve :
La démonstration se fait en plusieurs étapes.
e On montre que \? > L% :

Par intégration par parties , on remarque que pour tout v dans D(Ar) on a :

JHAw) @v(@)de = [ (~vge + L20)o(z)de
— [0+ (—v 8 + f) Lo (@) de

- fol((vm)2 + L*0%(z))dz — v (1)v(1) + v, (0)v(0)

Les conditions aux limites du probléme (2.31) montrent que :

1 1 1
/ (Apv)(z)v(x)dx = / (ve)? + L**(x))dx + L**(1) + L*v*(0) > LQ/ (v)?dx
0 0 0
Ce qui implique que :
N> L2
Maintenant , on considére le probléme aux valeurs propres suivant :

— e + L0 = N2 dans (0,1),
0e(1) = —L?%p(1) (2.39)
2(0) = L¢(0)

e Les fonctions propres :

La premiére équation de (2.39) montre qu’il existe a et 3 € IR tels que :
(%) = asin(z) + f cos(uz)

avec [t = V2 — L2,
Comme
pa(w) = prevcos(ua) — psin ()

la 2¢™€ condition aux limites donne alors :

0.(0) = L3 = ap

52



Stabilisation polyndmiale

soit :
Qfh
/8 = —

Ce qui permet d’écrire :

o(r) =« (sin(,u x) + % cos( x)) :

Si pn =0 alors ¢ = 0, ce qui est impossible. Donc \*> = L? ne peut pas étre une valeur propre de Ay.
e Equation caractéristique :

De la condition ¢, (1) = —L?p(1) on obtient :

povcos(p) — pBsin(p) = —L*(asin p + Beosp)

Ce qui donne :
ap+ L?3 _ sinp

= = tan
ap— L2a cosp a
En utilisant le fait que : 5 = 75 , on obtient :
2ulL?
tan() =

Les racines de cette équation sont simples et vérifient :

kr <, <kr+Z, si > L2

km— % <y <km, si 0 < p, < L2

e Montrons que oy ~ Li—f — 0 quand k£ — o0

De I'hypothése de normalisation :

on obtient :
2

1
/ azlsin®(uer) + % cos®(upx) + %(Sin@ukx))]dx =1
0

En utilisant les formules trigonométriques :

1 — cos(2ugr)

sin®(ppx) = 5
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et
1 + cos(2ugz)

cos? (ppx) = 5

on obtient :

1 2 2

1 cos(2urx
O%b/°(___ (25 )+ Me | Mk
0

2 2 2[4 T 9fA cos(2upx) + i sin(2ugx))dr = 1

L2

En calculant les intégrales on trouve :

Ol + 2+ o + (e — 7) s — 5 cos(2hu)]

2,,2 .
= Sfl + 14+ (2 2) ™2 — L cos(2u)
= 1.
Sachant que
. 2 2_ 14 4,18 _gu2 LA
sin(u)| = 25 cos(u)] = | El, cos(2pe) = M
. 4,UkL2(M%—L4> 4MkL2(Mi_L4) i (241)
sin(2u) = (i) tan(2) = e
on obtient :
214
2
= 2.42
Comme pp — oo quand k — oo, alors
GlE 4
214 ’
Ce qui implique que :
L*V2
Q ~ \/_—>0 quand k — oo.
M
Comme pp > 1 et L > 1, alors
appr 1 (g - DLY— (pp +2L%) N
LA 214 204 (p2 + L* + 2L2) D
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N > (4pf — 1V)L? — (ui +2L%) = pi(AL* — 1) —=3L* > 4L* =1 -3L*=L* -1 >0

D’ou

e Estimation de ¢ (0) et @r(1). On a :

Ak lk

ee(l) = agsin(ug) + 555 cos(pu),

= cos puy(ay tan puy, + “55%)

Qg
LZ

or(0) =

En utilisant les relations (2.41) et (2.42) on obtient :

2,2 2:“’2
0)) = e = L _ .
O = P = S = e

Comme i, > 1 et L? > 1 alors
er(0)] = |er(l)] > .

e Estimation de A\py1 — Mg

De pu, = v/A7 — L? , on obtient :
Mert — M = [y + L2 — /pp + L2

Foa1—Hi
N RV

P11tk
2 2
ViR i+ L

= (Mk+1 - ,uk)

En utilisant les estimations (2.40) on obtient :

Mokl — Mk =

NN
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De (2.43) il vient :

+iuk
)\k _)\ > T HE+1
+1 E =
N
HE
_ 7 Hé&ﬂ
-2 r 2
1+42 4 ko L2
41 Fre+1  Pk+1
> I= <
- 2 L2 #% L2
I+—5—+ o=+
41 P41 Pkt
Comme g1 > g on obtient :
T 1 T 1
Mgl — A > — = = —
L1+ -k A+
Hyiaq L Hiy1
Comme pup > 1 et L > 1 alors
T

Mpr1 — A > ———
k41 k= NG
Ce qui prouve l'estimation (3.31) H
La proposition suivante donne une estimation sur l’énergie E,(t) de la solution y

du probleme (2.51).

Proposition 2.2. : Soit E,(t) [’énergie de la solution y du probléme (2.31) définie
par :

B0) = 5 | (o )+ Pl ) + (e t)) do+ (001 OF + (0.0)°),

avec E?;(t) = 0 pour toute solution réguliére .

1l existe une constante C > 0, indépendante de L, telle que :

E,(0) < C’/T((yt(l,t))2+ (y:(0,t)2)dt, YT > 16LV2. (2.44)
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Preuve de la proposition 2.2 :

La théorie spectrale permet d’écrire la solution y de (2.31) sous la forme :

y(@,t) = (yor cos(tAe) + yix Sini\i)\k) Jer(x)

k>0

O yox (resp. y1x ) sont les coefficients de Fourier de u(()L) (resp.ugL)) ,le:

L L
ué )= k>0 Yortpr et “g ) = > k>0 Y1k Pk

On a:
. cos(tA
ye(1,t) = Z<_y0k sin(tAg) + y1k¥))\k¢k(1)
k
k>0
et
) cos(tA
ui(0,8) = Y (—yorsin(tAe) + ylkM))‘kSOk(o)
k>0 Ak

De l'inégalité du lemme 2.2 et Pestimaton (2.38) on en déduit qu’il existe deux

constantes C] > 0 et C, > 0, indépendantes de L, telles que :

S 4m

C 2]

S Ot + (P < [ (1P
7 o 0

et

4n

Ch & el
72 Z(Ai|yozcl2 + y1e*) ek (0)* < / (0, 1) | dt,
k=0 0

Comme |y (1)]* = |¢(0)]* > 577, alors :

4r

T
%mmﬂmmsaﬁ/\quw

NE

k=0 0
et
o] 4m
:
Z%Mﬁﬂmﬁé%ﬁ/\MMW%
k=0 0
d’ou :

4am

oo C >
SOl + ) < 20 [ (L OP + (0. D) .
k=0 0
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ou ('3 est une constante positive indépendante de L.

On conclut finalement par I'identitée (cf |11, 10]) :

L L
D> ORlyorl* + ) = g1 o) + 1”1
k=0

et la propriété :

1
012, o2, = 14 0] = (Az0,v) = / (02 (&) + L20(2)?) da+L(0(1)*+0(0)), Vo € D(AL)

ol || - || est la norme de L?(0,1) . Comme ult) = Yo , ulP) = y(.,0) alors
0 1
o'} 1
SOl + o) = | (2,0 + Ly(,002) + .07 da +
k=0 0

L2(y<170>2+y<070>2) = 2Ey(0>’

d’ou 'existence d’une constante C' > 0, indépendante de L, telle que :

4

E,(0) < C L} / T (L) + (5:(0,1))?)

Pour tout T > 47“ =16Lv2on a :

E,(0) < Cy / (e (1) + (e (0,0))%) dt

Ce qui achéve la démonstration de la proposition 2.2 :

On donne une majoration sur w

Proposition 2.3. : Il existe une constante positive C' telle que ;

Pour tout T > 0 la solution w du probléme (2.32) satisfait :
T T
| i uo.0) @ < c@ T [P 007+ 0,02 (249
0 0

Preuve : On écrit la solution w solution du probléme (2.32) sous la forme
w = z+v ol z (respectivement v) est solution du méme probléme que w mais avec
dissipation en 1 uniquement (respectivement en 0 uniquement ) .
Il vient alors :
2t — Zge + L2 =0, dans (0,1), Vt >0,
2:(0,t) = L*2(0,t) Vt > 0,
(2.46)
z(1,t) = —L?2(1,t) — ki (¢), Vt > 0,
2(-,0) =0, z(-,0)=0.
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et
(
Vg — Vg + L2 =0, dans (0,1), V¢ >0,
v:(0,1) = L20(0,t) + ko(t), Vit >0,
(0,1) (0,%) + ka2(2) (2.47)
v.(1,t) = —L*v(1,t), ¥t > 0,
| v(-,0) =0, v(-,0) =0,
ol
uP(1,t) si 0<t<T
ki(t) =
0 ailleurs,
et
ugL)(O,t) si 0<t<T
ko(t) =

0 ailleurs.
La démonstration de la proposition (2.3) est basée sur les deux lemmes suivants :

Lemme 2.4. Il existe une constante positive C' telle que pour tout T > 0 la solution

z du probléeme (2.46) satisfait :

T T
/ (2(1,8) + 2(0,0)) dt < C(T> + T + 1)/ (W (1,1))2 dt (2.48)
0 0
Preuve :
On applique la technique des multiplicateurs, [10]. On multiplie la premiére équation

du probléme (2.46) par (z — 1)(2T —t)z, et on intégre le résultat dans @ = (0,1) x

(0,2T) , on obtient pour des solutions réguliéres :

0 = [la=er-naz d—5 [T -0l - 122

1
+ /(:v —1/2)22, dadt + 3 / (2T — t)[2} + 22 — L*2?] dtdw
Q Q

- % /:TW —1/2)(22 = L2222 — t) dt.

Cette identité est équivalente a
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1

0 = / (z — 1/2) 22, dzdt + 5 / (2T — t)[27 + 22 — L2 dtdx
Q Q

2T

(2T — t)(22(1,t) + 22(0,t))dt + i /2T(2T —t)[L*2%(1,t) — 22(1,t)] dt

e N

o\wo\.>
5

(2T — t)[L*2%(0,t) — 22(0,t)] dt

_|_

Ce qui implique :

1

4 /02T(2T —OE LY +Z0,0)d = [ (@ —1/2)zz drdt

P

1
+ 5 / (2T — t)[27 + 22 — L*2°] dtdx
Q
L 2 2 2
+ (2T — t)[L72°(1,t) — zZ(1,t)] dt
0
e 2 2 2
+ (2T — t)[L°2°(0,t) — 22(0,t)] dt.
0
On a
2:(0,t) = L*2(0, 1),
d’ou :

L?2%(0,t) — 22(0,t) = L?2%(0,t) — L*2*(0,1)
= (L*— LYH2*(0,1)

<0, VL>2.

D’aprés I'inégalité de Cauchy on a :

/(x —1/2)2z2, dedt < C/ (22 + 22) dtdz,
Q Q

ce qui donne :

1 /QT(2T C)(22(1,8) + 22(0, 8))dt < C(T + 1) / (22 + 22) dtde (2.49)
0 Q

] =

1

1/0 (2T — )[1222(1,1) — 22(1, 1)) dt,
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On rappelle que :
2e(1,t) = —L?2(1,t) — ky(2).

Par conséquent :

LP22(1,t) — 22(1,t) = L?2%(1,t) — (L*2(1,t) + ky(t))?

= (L* — LYH2%(1,t) — 2L22(1, ks (t) — ki(t)

Pour e >0 on a:
1
12L22(1, 1)k, (t)] < eL*2*(1,t) + —ki(t)
€

d’ou

L?2(1,1)% — 2,(1,8)* < (L* — L* + eL*)2(1,1)* + (% — k()2

On fixe € > 0 tel que :
L*—L*+el* <0, VL > 2.

On obtient alors :
L?2(1,1)? — 2,(1,1)% < Cky(t)% (2.50)
En injectant l'estimation (2.50) dans (2.49) on obtient :

1 T 2 2 2 2
Z/0 (2T — )(22(1, 1) + (O,t))dth(TJrl)/Q(zt +22)dtdr (2.51)

C /QT(QT — t)k2(t) dt,

L’énergie de z est définie par :

P = 5 [ (olen ) + Z2((@ 0F + (o)) do + (L0 + (0.0)2)
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Une intégration par partie pour des solutions réguliéres , nous permet d’écrire :

E.(t) = /1 221 — Zgw + L?2) dx
+ [zez) + LA (2(1,1)2(1, 1) 4 2(0,1)2(0, 1))
= 2z.(1,8)z(1,t) — 2,(0,1)2(0,¢)

4 L2(z(1,0)2(1, 1) + 2(0,8)2(0, 1)

Les conditions aux limites du probléme (2.46) nous donnent :

E.(t) = (=L*2(1,t) — k1(t))z:(1,t) — L*2(0,)2/(0, 1)
+ L?z(1,4)2(1,t) + L?2(0,)2(0,t)

= —ki(t)z(1,1),

d’ou :
E(t) = —ki(t)z(1,1) (2.52)

En intégrant ce résultat entre 0 et S, on obtient :

/

E.(S) — B.(0) = /OSEZ(t) dt — —/OS ()1, 1) dt.

On utilise le fait que :E£,(0) = 0, on intégre entre 0 et 27" puis on utilise le théoréme

de Fubini; on arrive a :

2T 2T S
/ E.(S)ds = —/ / zi(1, )k (t)dt ds,
0 o Jo
2T

= _/ (2T — )2, (1, 1) k1 (t)dL,

Pour € > 0, on a :

/2T E.(S)ds < 6/2T 2Z2(1,8)(2T — t) dt + 4i /QT k2 (t)(2T — t)dt. (2.53)

€
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On a aussi :
2T

/(zt2 + 22) dtdr < 2/ E.(S)ds
Q

0

En injectant cette derniére inégalité dans (2.51), on obtient :

%/:T(QT—t)(zf(l,t)+zt2(0,t))dt < C(T+1)/02TEZ(S)ds

+ /2T E2(t)(2T — t)dt.

On utilise ensuite (2.53), il vient :

i/ﬁzT(QT—t)(ztz(l,t)+z,:2(0,t))dt < C(T+1)6/02th2(1,t)(2T—t)dt

+ 41—60(7’ +1) / Y Rmer - v
+ /2T E2()(2T — t)dt.

En choisissant € tel que C(T + 1)e = %, on obtient :

é/OQT(QT —t)(z7(L,t) + 27 (0,8))dt < CO(T + 1) /jT k(1) (2T — t)dt

+ /ZT E2(t)(2T — t)dt.,

Comme T < 2T —t < 27T sur [0,7], alors :

2T

g/OT(zf(Lt) +27(0,1))dt < CT(T + 1)2/0 k2 (t)dt,

ou encore :

[[cunezona < oo [ Boa

On utilise pour terminer la définition de k() qui nous donne :

/T(zfu, )+ 22(0,0)dt < C(T* + T +1) /T(U§L>(1, £)2 dt,

pour une constante C' > 0.
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Lemme 2.5. Il existe une constante positive C' telle que ; Pour toutT' > 0 la solution

v du probléme (2.47) satisfait :
T T
/ﬁwﬂLﬂ+wﬂQﬂﬁﬁ§CUﬂ+T+4X/(@”@JD%t (2.54)
0 0

Preuve :
On procéde de la méme maniére que dans le lemme précédent avec le méme multi-

plicateur ; on obtient 'identité :

1 2T
B / (2T — t)(v7(1,t) +vi(0,¢))dt = /(:v — 1/2)vv, dxdt
0 Q
+ %/ (2T — t)[v? +v2 — L*?] dtdx
Q

2T
+ i/ (2T — t)[L*v*(1,t) — v2(1, )] dt
1 02T
+ Z/ (2T — t)[L**(0,t) — v2(0,1)] dt
0
Comme :
L2U2<17t) - ,0926(1715) = L2,02(17t) - (_(LQU(Lt))Q
= (L2 o L4)U2(17t>
< 0,
et
/(x —1/2)vv, dedt < C/ (v + v2) dtdx
Q Q
alors :

i/OQT(2T—1t)(v,?(1,1t)+v,?((),1t))cht§ C(T+1)/Q(v§+v§) dtdz (2.55)

iA(ﬂ—ﬂWﬁ&ﬂ—ﬁ@Mﬁ,

Rappelons que :
v.(0,t) = L*v(0,1) + ko(t)

Par conséquent :
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L202(0,) —v2(0,t) = L20(0,) — (L20(0,%) + ka(t))?

= (L* — L**(0,t) — 2L%0(0, t)ky(t) — k3(t)

Pour e >0 on a:
1
12L20(0, ) ks(t)| < eL%(0,1) + ~k3(t),
€

d’ou

L*v(0,1)* — v,(0,)* < (L — L* + eL")v(0,1)* + (1 — 1)Ky ().

€

En fixant € > 0 tel que :
L —L'+el* <0, VL > 2,

on obtient :

L*0(0,1)* — v,(0,1)* < Chy(t)*. (2.56)

En combinant (2.55) et (2.56), il vient :
1 /27
Z/ (2T — t)(v}(1,t) +v7(0,¢))dt < O(T + 1) / (v + v2)dtdr (2.57)
0 Q

C / 2T(zT — t)k3(t) dt,

L’énergie de v solution du probléme (2.47) est définie par :

B0) = 5 [ (oo )+ ol ) + (s t)) do+ (0L OF + (00.0)%),

En utilisant une intégration par partie ainsi que les conditions aux limites du pro-

bléme (2.47), on obtient pour des solutions réguliéres :

/

EL(t) = —ks()0,(0,1) (2.58)
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On intégre le résultat (2.58) entre 0 et S puis entre 0 et 27" et on utilise le théoréme

de Fubini on obtient :

2T 2T S
/ Eu(S)ds = —/ /vt(O,t)kz(t)dtds,
0 0 0
2T

= _/ (2T — t)v,(0, ) ko (t)dt,

Pour e >0on a:

/2T E,(S)ds < ¢ /2T v2(0,1)(2T — t) dt + % /2T k3(t)(2T — t)dt. (2.59)

On a aussi :
2T
/(vf +v?) dtdr < 2/ E,(S)ds.
Q 0
En injectant cette derniére estimation dans (2.57) et en utilisant (2.59) on obtient :

}L/OQT@T — O/ (1,1) +0/(0,))dt < C(T + 1)6/02T v2(0,4)(2T — t) dt

+ %C(T+ 1)/2T k3(t)(2T — t)dt

+ C/QTkg(t)@T—t)dt.

1

Comme dans le lemme 2.4 , on choisit € tel que : C(T' + 1)e = 3 ; il vient :

é/OQT(zT—ﬂ(v?(Lt)+v§<0,t))dt < C’(T+1)2/02Tk§(t)(2T—t)dt

2T
+ C/ k3(t)(2T — t)dt,
0

Comme T < 2T —t < 2T sur [0,77], alors :

2T

g/OT(vf(l,t)Jrvf(O,t))dtg CT<T+1)2/0 K2(1)dt.

Finalement la définition de ky(t) donne :

/T(vfu, £+ 02(0,8)) dt < C(T? + T 4 1) /T(uff)(o, )2 dt,
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pour une constante C' > 0

Démonstration de la proposition 2.3 :

En combinant les estimations (2.48) et (2.54) , on obtient :

/T(z§<1,t)+v§(1,t)+z§(o, H+v2(0,1)) dt < C'(T*+T+1) /T((u§”(1,t))2+<u§”(o,t))2) dt

Comme
wtz(Lt) - (Zt(17t) + Ut(17t>)2 < 2{2152(1,15) + U?(lvt)}
et
w?(0,1) = (2(0,1) +v,(0,1))? < 2{22(0,t) +v2(0,1)}
Alors :

T T
/(w§(1,t)+w§(o,t))dtg0(T2+T+1)/ W2(0,8) + u2(1, 1) dt,
0 0

on C=2C", C' >0

Théoréme 2.8. : Stabilisation exponentielle du probléme 1 — d

1l existe deux constantes positives C et Cy indépendantes de L telles que :
C.
Er(t) < Cie 3'EL(0),  Vt>0 (2.60)

Preuve :
De ul) = y+w , il vient EL(0) = E,(0); grace a la proposition (2.2) nous obtenons :
T
B,(0) = E(0) £ C | (1, + 5(0.07) .
0

pour T > 16Lv/2.
Comme

ye(1, 1) = ulP (1, 1) — wy(1,8)

et

y(0,1) = ut™(0, 1) — w,(0, 1)

67



Stabilisation polyndmiale

Alors
yi(1,t) < 2{uf(1,t) + wi(1,1)}

v (0,8) < 2{ui(0,1) + wi(0,1)}.
En utilisant ensuite 'estimation (2.45) de la proposition (2.3) on obtient :
T
EL(0) < C(T* + T + 1) / (2(1,8) + u2(0, 1)) dt,
0
pour T > 16L+/2 ; en prenant T;, = (16L+/2 + 1) on obtient :
17,
FL(0) < C(L+ L + 1)/ (W2(1,4) +12(0, 1)) dt.
0
Le résultat du lemme 2.3 nous permet de déduire :
Er(Tr) < Er(0) < C(L* + L+ 1)(EL(0) — EL(T1)),

ol encore :

EL(Tr)(1+ C(L*+ L+1)) < C(L* + L+ 1)EL(0)

Ce qui donne finalement :

Er(Ty) <~LEL(0),

avec vy = CL>+L+1) 3 En utilisant les arguments données dans la preuve du théo-

1+C(L24+L+1

réme 3.3 de [12] , il vient alors :

1
Ep(t) < —e “H'Er(0),

YL

avec szﬁln% . YL et wy, vérifient : VLwl—% et wLN%

2.3.2 Stabilisation polyndémiale

Dans cette section on montre la stabilité polynémiale du systéme (2.29) dans le

cas général ou la frontiére I'y qui porte le controle est définie par :

M={(1,y): 0<y<1}U{(0,y): 0 <y < 1}.
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L’expression de u par Fourier partiel s’écrit :
u(e,y,t) = > ul(z,t)sin(lry)
1=1

ot u'™ est le coefficient de Fourier de u vérifiant le systéme (2.30) avec L = .

On rappelle que I'énergie E, de la solution u™) du probléme (2.30) est donnée par :

En(t) = % /0 (W (@, 1)) + B2 (@ (2, 0))* + (0 (2,0))?) do +

2,2
5 (u(lﬂ)(la t)Q + u(lﬂ-) (Oa t)Q) 5

On a (voir paritie A ) :
1 oo
= 2O Bult)
I=1

En utilisant ’analyse de Fourier et le théoréme précédent on obtient , pour des
données initiales suffsamment réguliéres [1, 2| le résultat fondamental donné par le

théoréme suivant :

Théoréme 2.9. Pour tout k € IN*,il existe une constante Cy > 0 telle que pour
toute donnée initiale (ug,u1) € H2F1(Q)x H2%(Q) vérifiant Ugps € H3 T, =

1,2, Uénergie de la solution u du probleme (2.29) vérifie

Cr
BE(t) < — = **E.(0), Vt >0, (2.61)
=1
ol
ZlnglW < ||uO||2 3k+1( + ||UO|F1||2 3k+1 + ||U1||2 )
Preuve :

Pour tout k£ € IN™*, il existe une constante ¢, > 0 telle que
2he ™ < cx, Vx> 0.

En injectant cette estimation dans (2.60) on obitent :

l3k Ck

Ep(t) < Cy= cF tkEm(m — B (0), Vit > 0,
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d’on
B(t) =Y Bu(t) < £ Y 1P Ein(0), Yt > 0.
=1 =1

En utilisant finalement les résultats donnés dans [10] , on obtient :

3k 2 2 2
ZZI:Z Elw(()) < HUOHH%kJrl(Q) + ||UO|I‘1HH%1C+1(F1) + Hulank(Q)u

ce qui termine la démonstration du théoréme (2.9) W

2.4 Comparaison

Dans la partie B, on a obtenu la méme stabilisation, avec des données initiales
moins réguliéres.
L’utilisation du parameétre L dans le model 1-d nous a aidé a préciser le domaine

des données initiales du probléme principal.
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2.5 Bibliographie

71



Bibliographie

[1]

2]

13l

4]

6]

7]

18]

19]

F. Alabau, P. Cannarsa and V. Komornik,Indirect internal stabilization of

weakly coupled evolution equations , J.Evol. Equ. 2, 127-150 (2002)

A. Batkai K. J Engel ,Polynomial stability of operator semigroups
Math.Nachr.279, NO. 13-14,1425-1440 (2006)

H. Brezis, Opérateurs mazximaux monotones et semi -groupes de contraction dans

les espaces de Hilbert , North Holland, Amsterdam (1973)

P. Cannarsa, Persistent regional null controllability for a class of degenerate
parabolic equations , CMMUNICATIONS ON PURE AND APPLIED ANA-
LYSIS, Volume 3, Num 4 pp 607-635 , 2004

P.Grisvard, FElliptic Problems in nonsmooth domains, Monographs and Studies

in Mathematics , 24 Pitman , Boston -London -Melbourne,1985

A. Haraux. Séries lacunaires et controle semi-interne des vibrations d’une

plaque rectangulaire. J. Math. Pures Appl. IX. Sér. 68(4) :457-465, 1989.

A. Heminna. Stabilisation frontiere de problémes de Ventcel. ESAIM Control

Optim. Calc. Var., 5 :591-622 (electronic), 2000.

A. Heminna, Stabilisation de problemes de Ventcel , C.R. Acad.Sci.Paris, 328,
série T (1999) 1171-1174

Ingham. Some trigonometrical inequalities with applications in the theory of

series. Math. Z. 41 :367-369, 1936.

72



Stabilisation polyndmiale

[10] V. Komornik. Ezact controllability and stabilization, the multiplier method, vo-

lume 36 of RMA. Masson, Paris, 1994.

[11] J. L Lions et E. Magenes Problémes aux limites non homogeénes et applications,

[-II1, Dunod , Paris , 1968- 1970. Masson, Paris, 1994.

[12| S. Nicaise. Stability and controllability of an abstract evolution equation of hy-
perbolic type and concrete applications. Rendiconti di Matematica Serie VII

23 :83-116, 2003.

[13] J. E. M. Rivera and R. Racke , Polynomial stability in two - dimensional magneto

-elasticity, IMA J .Appl. Math .66 (2001) 269-283

[14] A.D. Ventcel. On boundary conditions for multi-dimensional diffusion processes.

Theor. Probability Appl. 4 :164-177, 1959.

[15] X. Zhang and E. Zuazua. Polynomial decay and control of a 1-d hyperbolic-
parabolic coupled system. J. Differential Equations 204 :380-438, 2004.

[16] X. Zhang and E. Zuazua. decay of the solutions of the system of thermoelasticity
of type III . Commun. Contemp. Math ., 5(2003) , 25 - 83

73



Chapitre 3

Etude de la stabilisation polynémiale
du probléme de Ventcel pour
I’équation des ondes posée dans un

disque

Résumé . Ce travail traite le probléme de la stabilisation polynomiale [8, 14| de
I’équation des ondes posée dans un disque avec des conditions aux limites de type
Ventcel -

L’étude de ce dernier nécessite quelques notions et résultats préliminaires concernant
les fonctions de Bessel [1, 13| -

Nous commencons par présenter ces fonctions , donner quelques propriétés et nous
abordons en particulier , le probléme des zéros de Bessel qui s’avérent importants
dans la suite de ce chapitre -

Ce probléme sera formulé en coordonnées polaires . En se servant ensuite de la théorie
spectrale et la technique des multiplicateurs on montre la stabilité exponentielle d’un
model & une dimension - Quelle sera donc I'effet d’une telle stabilisation (stabilisation

partielle) sur le comportement des solutions a 'infini ? La réponse est donnée dans
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le présent travail est que I’énergie des solutions suffisamment réguliéres décroit au

sens polynomial a l'infini -
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3.1 Fonctions de Bessel

3.1.1 Equations et fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel découvertes par le mathématicien suisse Daniel Bernouilli,
portent le nom de Friedrich Bessel et sont les solutions y de I’équation différentielle

de Bessel :

Cette équation est équivalente & :

dy 1ldy

—_— [e— 2 — — pr—
P + (m Jy =10 (3.1)

ou k est un nombre réel ou complexe -
Il existe deux sortes de fonctions de Bessel [13] :

e Les fonctions de Bessel d’ordre k de 17 espéce notées Ji. qui sont définies en 0 :

By = (Y p,(‘—”),<§> (32)

ok +p

e Les fonctions de Bessel du second espéce Yy, définies par :

(cosmv)d,(z) — J_,(2)

Yi(w) = Lim,—i( sin(mv)

) (3-3)

Les solutions Y} ne sont pas définies en 0 , et on a (cf.[13]) :
Lim, oYi(x) = —c0 (3.4)

La forme générale des solutions de (3.1) s’écrit :

y(z) = AJy(mz) + BYy(mx) (3.5)
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Cas d’un disque

3.1.2 Quelques propriétés des fonctions de Bessel de
1" espéce
Les fonctions de Bessel d’ordre négatif

Les fonctions de Bessel d’ordre négatif sont définies par :

J_i(x) = (=DFJe(z), k>0

Dérivées des fonctions de Bessel Ji(z)

d . ok

%[x Je(mx)] = ma”®Jy_q(mx)
" _ —k
@[x Je(max)] = —ma ™" Jy1 (mx)

%[Jk(mx)] = —mJy1(mz) + SJk(mx)

Développement en séries de puissance des fonctions de Bessel

(5)" S G V6
Ji(r) = m“ + ; pl(k+1)....(k+ P))

Approximation asymptotique des fonctions de Bessel(z — o)

Jk(x)
~ V(D)0 - 4k _21!(;%’2 =3 o )eos(a — kD)
(4k? — 12)

— ....)sin(x — T k:z)]

- 4 2

118%

Des deux derniéres séries , on conclut que :

e Pour z grand (au voisinage de co) , on peut approcher Ji(x) d’aprés [1] par :
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Jp(x) =~ \/gcos(ac — g(k + %)) (3.9)

e Pour k fixé et x au voisinage de 0, Ji(x) peut étre approchée [13| par :

1

Intégrale de Bessel

Les fonctions de Bessel peuvent étre aussi exprimer en fonctions d’intégrale
(cf.[13]) :
1 ™
Jp(z) = —/ cos(kO — xsinf)db (3.11)
0

3.1.3 Zéros de Bessel

On note jx 1, j.a, -....les zéros positifs de Ji(x) , fonctions de Bessel d’ordre k de

17¢ espéce .

Proposition 3.1. : Si ji1, jko, ... (respectivement jri11, jrt12, ----) sont les zéros

positifs de Ji(x) (resp Jpi1(x)). Alors pour k> —1 on a :

0< jk,l < jk+171 < jk72 < jk+1,2 < jk73 < i (3.12)

Ce résultat est souvent exprimé par Uexpression : " les zéros de Ji(x) sont en-

trelacés avec ceux de Jy41(z)" (cf. [13]).

Preuve
Pour montrer le résultat (3.12) , on utilise les formules de dérivation (3.6) et (3.7)

pour m =1

%[x_k(]k(x)] = —2 " Jpp1(2) (3.13)
L[ @) = (o) (3.14)
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L’équation (3.13) montre qu’ entre deux zéros consécutifs de z7*Jy.(z) , il existe
au moins un zéro de z*J, (), de méme 'équation (3.14) montre que lorsqu’on
se place entre deux zéros consécutifs de 2**1J,,1(x) , il y a au moins un zéro de

* 1 T () . Le résultat (3.12) devient donc évident .

Le théoréme suivant donne une caractérisation des zéros de Bessel , valable pour

1.

toutes les solutions de (3.1) tel que k soit un réel et k* >  :

Théoréme 3.1. Soient ji; et jiiy1 deux zéros consécutifs de Jy(x) solution de

premiére espéce de (3.1) .Alors :

T , , T
W 21 < Jkitl — Jki <
1—

L) V(1=

)
Jki+1

(3.15)

On voit que I'écart tend vers 7 quand ji,; tend vers oo

La démonstration de ce théoréme est donnée dans [1] .

Propriétés des zéros de Bessel

e Formule asymptotique : De l'expression (3.10) , on en déduit que :
x = 0 est un zéro d’ordre k . Les zéros suivants; © = ji.1,7%,2---.-Jk,i.....sont simples

distincts et pour ¢ grand , on peut approcher le ¢ zéro par la formule asymptotique :

it s D), P21 (3.16)
e En admettant que tout les zéros sont simples (Si Ji,(x) = 0 alors J,(z) # 0) il ne
peut y avoir de zéro commun a Ji(z) et Jiy1(z).
Par récurrence , il est clair que tous les zéros de toutes les fonctions de Bessl sont
entrelacés .

e Si k est réel et k> —1, les zéros des fonctions de Bessel sont tous réels (cf. [13]).
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3.2 Existence et unicité de la solution

Soit Q = {z € IR? 0 < |z| < 1} le disque de ZR? de frontiére I tel que :
I'={z € IR?/|z| =1}

On considére le probléme :

Uy — Au =10 dans QO xZIR*
du — Apu+uy =0 sur ['xIRT (3.17)
u(,0) =1’ u(-,0) =u' dans

Ar désigne le Laplacien tangentiel,(cf. [10])
On introduit 1’éspace :
V={veH (Q):vreH (T)}
muni de la norme :
loll? = / Vol dm+/|va2 ar
Q r
On pose :
H =V xL*(Q)
H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire <, >y défini par :

< (U, U) , (f, g) >g= (VU, Vf)Lz(Q) + (VTU, VTf)LQ(F) + (U, g)Lz(Q) s (318)

auquel est associée la norme :|| - ||g =< -, >}1{2.

I'énergie de la solution du probléme (3.17) est définie par :

1

E(t) = 5”

(w, ) (1) |17 (3.19)

On suppose que (u’,u') € H . I'unique solution u du probléme (3.17) vérifie :
(u,ue) € C([0,00[,V x L* ().

On définit sur H , 'opérateur non borné A par :

A(u,v) = (v, Au)

de domaine D (A) = {(u,v) € V x V, Au e L*(Q) : d,u — Apu+v =0 sur I'}
Si (u®,u') € D(A) alors , (u,u;) € C(]0,00[,D(A))N C* ([0,00[,H ).
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3.3 Formulation du probléme

On considére maintenant I’expression suivante des solutions particuliéres u du
probléme (3.17) :
u = Z u(2n) (T, t)€i2/£9

KEZ

ou u®) est le coefficient de Fourier de w .

Le laplacien en coordonnées polaires s’écrit :

10, 0 1 0°
A=)t e

On a donc :

Z (2x) _i2k6

KEZ
et
19, 0 (2k)> .
g _— J— (2"3 _ (21€ i2K60
~ n;((r@r(r&r)u ) 2 " ))e

La 1™ équation du probléme (3.17) est donc équivalente & :

(2K) 1 0 2 2k (2/{')2 2Kk) __
ug " — ﬁ(TE) u®) 4 Tu( ) =0 dans  (0,1)
Comme :
ou
61/ = 5. F7
w/r (9r/
\Y% = (—sind cos@)—u
TU/F - 9 (99
et
0%*u
ATU/F = w/r

On obtient alors sur I' :

9 | | o
Ou — Apu+uy = Z Eu(z")(l)eﬁ”e + (26)%u (1) 4 u§2 )(1)612H0 =0
KEZ
D’ou :
0

8—u(2”)(1) + (26)%u®9(1) + ug%)(l) =0, sur T
-
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Ce qui nous permet de déduire le model 1 — d suivant :

P

ulf) = L2y 4 B2y 0 = g dans  (0,1) x R*
Zu® (1) + (k)2u®(1) + (1) =0 sur IR
0 sur IR"

(3.20)

u(k) ('7 O) = u[()k)> ng) ('7 O) = ugk) dans (0, 1)

Ou on a posé k = 2k

La condition au bord "u®(0) = 0" est justifie plus loin.

3.4 Stabilisation exponentielle d’'un model & une di-
mension .

On reprend le probléme (3.20) ci-dessus :

L’énergie de la solution de ce probléme est donnée par :

1 oy k) 2 2
Bult) =5 [ (O + S+ @+ SO@2 @2

En effet , en considérant une solution forte , en multipliant la 1" équation du

probléme (3.20) par u; et en intégrant dans (0, 1) on obtient :

2 2,

L d k2 Lo ou® ou . ou
| PP v+ [T+ S g ar

'1d = L1 9
0= [ 5l + S rar - [ Pulu rdr
0 0

1 d o )y K (k)\2 du™) (k)71 /1 rd ou®
=5 [ Gl SO~ S+ [ R ar
ou®) ,  k?

o)+ g ) rdr —ulP (1) (1)

or r2

1y (k) E2
| R+ G4 S P e+ R 1)
0

1 k) 2 2
Dz By R K d w2
|G+ (GG + SO v+ 5 20 0)
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En intégrant ensuite le dernier résultat entre 0 et ¢ , on obtient ’expression (3.21)

de I'énergie .
Lemme 3.1. Pour toute solution réqulicre u*) du systéme (8.20) on a :
E() = (" (1))? (3.22)
k) = ¢ :

Preuve : On utilise la méthode d’intégration par parties et les conditions aux

limites .
On a:
/ L ou® 92y |2
() = R0y ® 4,00 2 () (1
(1) 5 Dot + T2u + uy utt )rdr—l—k’ ( Ju, (1)
Comme :
L ou®) 924,k L 924k 9y k)
or  ordt - /0 Grar "o
L9 ou® Lo ou® gy
= — A d — d
/Outar(r o) 7"+/0 oo T )4
oo, ou® ou®)
[ Tl )%=
1. 0 0 ouk)
_ kL, O\ O\ (k) (k) (1
/Outﬂ(r(?r)(r(?r)u rdr 4+ u, (1) e
Alors :
; ! 12 0 k? ou®)
B = [ g ) + sl ) v+ () ()

1 1 k. 2
— / uF ) - 22,09 + QW] rdr + o (D[ k2u® (1) — (1) + k2u® (1)]
0

r2

Afin de montrer la stabilisation exponentionnelle du probléme (3.20), on écrit

u™® sous la forme : u®) =y + w ol y et w sont respectivement solutions des deux
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problémes :

pu =BG y+ Sy =0 dans (0,1) x R

or
9(1) = — (k)2 sur +
ae (1) = —(k)7y(1) IR (3.23)
y(0) =0 sur IR

L ) ('7 O) - u((Jk)7 Yt ('7 O) - ugk) dans (07 1)

we — Hr2)Pw+w=0  dans  (0,1) x R
w1y = — () 2w(1) — ™ (1 sur IRT
22 (1) = — (k)Pu(1) — (1) o)
w(0) =0 sur  IRT
w(-,0)=0, w (-,0) =0 dans (0,1)
\

e On commence par étudier le probléme (3.23) :
L’étude de ce probléme est liée a celle de 'opérateur positif , autoadjoint a résolvante

compacte Ay, (cf.[8]) défini sur L?((0,1)) par :

1 0
Ap(v) = —ﬁ(Tg

et de domaine :
D(Ay) ={v e H*(0,1) : v(0) = 0 et v,.(1) = —k*v(1)}

Proposition 3.2. :Les valeurs propres \* de Aj sont simples , strictement supé-

rieures a k? et vérifient ’équation transcendante suivante :

Je(A) 1
T Rk

A k#0 (3.25)

ot Ji, est la fonction de Bessel de 1 espéce d’ordre k donnée par (3.2).

Les fonctions propres associées sont données par :
@n(r) = anJi(An(r)), n € IN (3.26)

ot (), est une suite de nombres réels vérifiant :

(3.27)
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et
(3.28)

$

N

v
Sl

Ou C' est une constante positive .

Preuve : La démonstration de la proposition (3.2) se fait en 5 étapes :
e Nous commencons d’abord par montrer que : \? > k? .

Par la formule de Green , on remarque que pour tout v dans D(Ag) on a :

fOI(AkU)UTdT = fol(—%(r%)(r%)v—i-(’:—fv)vrdr
— —fl ar( dr+f1(kzv7“dr

= +fog— rdr+f0 QUrdr

= K (v(1))?+ fol(g—f)Q rdr + fol U:—%2v2 rdr
Ce qui implique que :
fol(AkU)U dr > fol U:—%QUQ(r)rdr > (k)? fol v (r)rdr

car 0 <7 < 1don A\ > k?
e Les Fonctions propres :

Pour A2 > k? , on cherche ¢ solution du probléme :

— L) o+t o= X dans (0,1)
pr(1) = —k%p(1)
p(0) =0

ou encore :
_gjg — 192 4 ’;—290 = \p dans (0,1)
or(1) = —k*p(1)
p(0) =0

Qui peut s’écrire sous la forme :
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Cas d’un disque

E;T;p_l_%g_f_f_()\?_]:_;)@:() dans (0,1)
or(1) = —k*¢(1) (529
p(0) =0

La 17 équation du probléme (3.29) est I’équation différentielle de Bessel (3.1) , dont

la forme générale des solutions est :
o(r) = adi(Ar) + BYi(Ar) (3.30)

ou Ji et Yj sont les solutions de Bessel de 1™ et 2°espéce respectivement données

par (3.2) et (3.3).
Comme la fonction ¢ est continue dans | elle est bornée au voisinage de zéro, d’oil
B=0. Ce qui prouve que les solutions réguliéres u® sont nulles en zéro et justifie

la présence de la condition au bord "u®(0) = 0” dans le model 1-d.

On obtient alors les fonctions propres :

on(r) = apJik(A(1)), n >0

e [’équation caracéristique :

La condition au limite :
er(1) = _k290(1)
combinée avec la relation (3.8), nous permettent d’écrire :
M 1(A) + kJe(A) = k2T (M)
Soit encore :
(* + k) Ju(\) = M (M)

Comme A # 0 ( sinon ¢ = 0 ce qui est impossible ), on obtient :

J(A) A
A

k40

Notons que les racines de cette derniére équation forment les valeurs propres (A, )n>1

de I'opérateur Ay.
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e Montrons que : o, > %

En utilisant les formules (3.11),(3.26) et la relation de normalisation :

1
/ gpi(r) rdr =1
0

1 = folgofl(r)rdr

on obtient :

= a? fo L [} cos(kO — A, (r)sind) dO)? rdr

La formule trigonométrique
cos(a — b) = cosa cosb + sina sinb

nous permet d’écrire :

L [ cos(kO — An(r)sind) do = = [ cos(kf).cos(An(r)sind) do

+2 [ sin(k0).sin(A,(r)sind) d§ < 5={ [ cos*(k0) df + [ cos® (A, (r)sind) d}

+ 5={ [y sin®(k0) d0 + [ sin®(A,(r)sind) d6}

< 2
Comme :
1 = 2f0 2 [ cos(k — A (r)sind) dO)? rdr
< 4.02 fol rdr
= 202,
Alors :
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e Reste & montrer I'estimation (3.28) :
Puisque :
[eulD] 2 |17
Et comme :
Je(An) = 0si A\, =0 ce qui est impossible .
Alors , on peut trouver une constante C' > 0 tel que :

C

en(1)] = 7

Proposition 3.3. Il existe une constante ¢ > 0 tel que :
Atl—Ap>c¢, ¥Yn € IN, (3.31)

Preuve :
e On reprend ’équation caractéristique (3.25) et la formule asymptotique (3.9).

Pour A grand, on écrit :

L) L Vs =F(k+3))
Jepr(N) T \/%cos()\—%(k-i-l-l-%))
o cos(/\—g(k—ﬁ—%))
cos()\—g(k—s—%)—g)
o cos()\—g(k—f—%))
sin()\—%(lﬁ—%))
D’ou :
Je(N) o 7 1 1
Etudions I’équation :
T 1 1
cotg()\ — 5(1{? + 5)) = m
ce qui est équivalent :
Je(N) 1

TN K2+ k
La fonction cotg(A — 3(k + 1)) a pour période 7 .
Observons le graphique " Graphe BZ " qui représente 'intersection des deux courbes

cotg(A = 5(k + 3) et g
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3.5 Graphique
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Les droites "\ = kn” sont des asymptotes pour la fonction cotg(A — Z(k + 3)) .

Etant donnée que cotg(A — Z(k + %)) ~ Jl{j(l)(\l\y on en déduit que Jyyq s’annule

au voisinage de k7 (les asymptotes ) et J, s’annule pour les méme valeurs de
cotg( A — Z(k+3)) .

Comme les valeurs \; sont les points d’intersection entre les deux courbes susmen-
tionnées , on remarque aisément d’aprés le graphique que sur chaque période la
racine \; se trouve entre jii1; €t jriy1 Ol Jrr1, (respectivement ji;i1 ) est la i€
racine de Jyy1(x) (respectivement (i + 1)¢ racine de Ji(x)) .

Ce qui nous permettent d’écrire :
Jer1,0 =0 < Ag < i

Jht11 < A1 < Jre2

jk-i—l,n < >\n < jk,n-i—l
Tkttt < Ang1 < Jkn2
D’ou :
Antl = An > Jrtindl — Jhntl

Pour n grand , on utilise la formule asymptotique (3.16) , il vient alors :

Api— A > mln+14+E b —gn+145 -1

T
> 3

Remarque 3.1. Un simple calcul en utilisant le logiciel Maple ou Mathematica et
la commande BesselJZero[k,n], montre que le minimum des écarts des cinquante

premiéres racines ji, des diz premiéres fonctions Ji(x) est strictement positif.
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Les calculs montrent que l’écart entre deux zéros consécutifs tend vers m .Ce qui se
justifie bien a laide de 'inégalité donnée par le théoréme (3.1) dans la mesure ot

les ji.n tendent vers l'infini.

e Pour les valeurs de A telles que : 0 < A < o0.
Comme les valeurs propres d’un opérateur positif autoadjoint a résolvante compacte

vérifient la suite d’inégalités :
0< )\0 <A < A < /\3....7

il est aisément facile de montrer que ’écart \,,.1 — A\, est strictement positif, ce qui

permet d’ écrire :
>\n+1 - >\n

At = > T

Par conséquent, on peut dire qu'il existe une constante ¢ = inf{7, @} > 0
telle qu’on ait :

)\n+1 - )\n >cC

Ce qui termine la preuve de la proposition 3.3.
Dans le but de montrer la stabilisation exponentielle du probléme (3.20) , on aura
besoin d’une estimation sur I’énergie de y solution du probléme (3.23) et une majo-

ration sur w solution de (3.24)

Proposition 3.4. :
Soit E,(t) lénergie de y solution du probléme (3.23)

B0) = 5| (GDP + 1500 + ) v+ (1))

vérifiant E;(t) = 0. Il existe une constante positive c; indépendante de k telle que :

O <a [ o vrsT (33)

Preuve :

La théorie spectrale permet d’écrire la solution y de (3.23) sous la forme :
sin(t\,,
y(r, t) = Z(yOn COS(t)\n) + yln%)ﬁpn(rr)

n>0
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Ou Yo, (resp. y1, ) sont les coefficients de Fourier de u(()k) (resp.ugk)) ,le:

k k
U’(() )= ZnZO YonPn €t Ug ) = ZnZO Y1nPn

On a:
cos(t\,)

2 (1)

yt(L t) = Z(_y()n Sin(t)\n) + Yin

n>0

De l'inégalité du lemme 2.2 donné dans le chapitre 2 et l'estimaton (3.31) de la

proposition (3.3), on en déduit qu’il existe une constante C" > 0 indépendante de £,

telle que :
C/ 00 4777
— > (Nlyonl* + [yl [en (D < |y (1, )| dt,
c
n=0 0
et comme
C
n 1 2 > =
a2 3
Alors il existe ¢; > 0 tel que :
o0 n
S Ol 4l < er [ 107t
n=0 0
On conclut par I'identité (cf.[7]) :
k k
> O2lyonl® + yaal®) = Nuf” 12, ) + [l
n=0

et la propriété :
1,0 k?
HUH;(A}C/Q) = |yA11€/2U||2 = (Ayv,v) :/0 {(ﬁ(ra)v)ﬁ_ﬁqﬂ}rdr—i—k;?(v(l))?’ Vv € D(Ag)

oil || - || est la norme de L?(0,1) .
Ce qui donne finalement :

47

T
BO<a [ oy vr>1T
0

Proposition 3.5. :

Pour tout T > 0 la solution w du probléme (3.24) vérifie lestimation suivante :

/T(w,?(l,t)) dt <CO(T? +T+1) /T(ug’“)(l,t))2 dt (3.34)

ou C désigne une constante positive.
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Preuve

On reprend le probléme en w :

wy — 52w+ w =0 dans  (0,1) x IR*
(1) = —(k)?w(1) — H(t sur IR
or (1) = = (k)*w(1) — H(?) (3.35)
w(0) =0 sur  IRY
| w (0) =0, w (0)=0 dans (0,1)
avec :
ugk)(l,t) si 0<t<T
H(t) =

0 ailleurs,
On utilise la technique des multiplicateurs [7]. On multiplie la premiére équation du

probléme (3.35) par r3(2T — t)w, et on intégre le résultat dans Q = (0,1) x (0,27

on obtient pour des solutions réguliéres :

3 L0 3
0 = /Q[wtt(r (2T — t)w,)] dtdr%—/[—(—(ra) w)(r’ (2T — t)w,)] dt dr

Q@
@w r3(2T — t)w,)] dt dr
v [ ICmeter —wo
Posons :
I = wu(r*(2T — t)w,)
I = ~((r ) (P (2T — b))
et
I3 = (U;—zw)(r?’@T — t)w,)
On a
L = 3w (r®(2T — t)w,))
— werd (2T — t)wy, + rw,w,
Or:

1 3
wer (2T — t)wy, = §8T((2T —t)rw?) — 57’2(2T — t)w;
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Cas d’un disque

D’ou :
L = 0wr(2T — ) — ;a (2T — #)r*u?)

+ gr2(2T — t)w? + rw,w;
Pour : [, = —=1(2T — ¢)[Z (r29)r3(w,)] on écrit :

J, w, 4 0 3

E(TW)T wy = 8r[<er)T w,]

3riw? — rw,r® 7, —(w,)

Comme

0 0 0

_ 32 _ _ 2 3 3.2 v 3
Wt (w,) 8r[(rwr)r wy| + 4row? + raT (w,)row,
Alors :
1
— 3 — _= 3 2

o (wy) Zar[(er)r wy] + 2r°w

Ce qui implique que :
9 3 10 4 o 3,2
8T(Twr)r w, = 55[(7" w:)] —rw
D’ou :
I = —%(QT —t)- ! [;[(r4w2)] — 2r’w?]

1 10
— (9T — = — 4 2 22T_ 2
Ler -t Lpg « rer - s

ol Oy o s 2 Lo o
= 2(2T t)ar[r riw?] + r? (2T — t)w? 2(2T t)rew
B 1 0 1 9 9

= 2(2T t)ﬁr [rw?] + 2(2T t)rew

Calcul de I3 :

—) = (k)*r (2T — t)ww,
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Comme :
ow, 10, 5 1,
G = gl m g
Alors :
k? d 2 1 2 2

En tenant compte des calculs effectués sur I , I, et I3 on peut écrire :

0 = /Q(at(wtr?’(QT—t)wr)dtdr—%/Q@r((QT—t)T?’th)dtdr

+ §/ r((2T—t)wt2)rdrdt—|—/(r2wrwt)rdrdt
2 Jq Q
1

O3 9 1 9 a9
2/Q(QT t)ar[r wr]drdt+2/Q(2T t)ar(k rw?) dr dt

1 1
- —/ k2(2T—t)w2d7’dt+—/(2T—t)rwfrdrdt
2 Jg 2 Jo
O encore :
3 2 1 2 2
0 = — [ r(2T —t)(w; + zw;))rdrdt+ [ (rrw.w)rdrdt
2 J, 3 0
1

1
— —/ k2(2T—t)w2drdt——/ or((2T — t)r*w?) dt dr
2 Jq 2 Jq

1 0 1 0
- = OT — )= I[r3w?] dr dt _/QT__2 Y dr d
2/( ) 71[7“1,07“] r +2 ( t) T(k‘rw) 7 dt

Par l'inégalité de Cauchy Schwarz , on en déduit que :
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0 < C(T—i—l)/[w?%—wf]rdrdt
Q

1 2T 1 2T
— 5/ (2T—t)wt2(1,t)dt—§/ (2T — t)w?(1,t) dt
0 0

1 2T
+ 5/ (2T — t)k*w?(1,t) dt
0

Ce qui donne finalement, :

1 2T
5/0 (2T — t)w?(1,t) dt (3.36)
<C(T+1) / [wi + w]r dr dt,
Q
1 2T
+3 / (2T — t)[F*w?(1,t) — w2(1,t)] dt,
0

En rappelant que :

we(1,8) = —(k)2w(1,t) — H(t)

11 vient alors :

Kw(1,) — w(1,t) = Kwi(Lt) — ((k)2w(l,t) + H(t))?

= (K* — kYHw?(1,t) — 2k*w(1,t)H (t) — H*(t)
Pour € > 0, on écrit :
2K2w (1, ) H(8)] < ekbu?(1,1) + 2 H2(1)
€

et on a:

Kw?(1,1) — w?(1,t) < (k2 — k* + ek )w?(1, 1) + (% —1)H2(t)
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Cas d’un disque

En fixant alors € > 0 tel que :
(K> — k' +ek*) <0, VE*> > 2

On obtient :
Ew?(1,t) —wi(1,t) < CH?(t)

En utilisant cette derniére estimation dans (3.36), on obtient :

1 2T
5/0 (T — Hyw(1,1) dtSC(T%—l)/Q[wijwf]rdrdt (3.37)

+C / 2T(2T —t)H*(t) dt,

On définit 1’énergie de w par :

Bt = 3| (00 + B + w0 e + (i)
R s r? ! '
En utilisant la méthode d’intégration par parties , on trouve :

E,(t) = —w(1,1)H(t)

On intégre cette identité entre 0 et s sachant que E,(0) = 0, on obtient :

/

Fu(s) = / B () dt = —/ wy(1, ) H () dt
0 0
On intégre ensuite entre 0 et 27" et , en utilisant le théoréme de Fubini on obtient :
2T 2 s 2T
/ E,(s)ds = —/ / E, () dtds:—/ wy(1,t)H()(2T —t) dt
0 o Jo 0
On a:
2T 2T
/ E,(s)ds < e/ (2T — t)wi(1,t) dt (3.38)
0 0
1 27
—|——/ H*(t)(2T —t)dt pour € >0,
€Jo

et
27
/[wt2 +w?r drdt < C’/ Ey(s)ds
Q 0
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Cas d’un disque

En injectant cette derniére estimation dans (3.37), on obtient :

%/OQT(QT—t)wf(l,t) dt < C(T+1)/02TEw(s) ds (3.39)

1 2T
+§/ (2T — t)H?(t) dt,
0

(3.38) dans (3.39) donne :

1 2T 2T
5/0 (2T — tywi(1,t)dt < C(T+1)e/0 (2T — t)w?(1,t) dt

+ %C(T +1) /2T(2T — t)H?(t) dt + 0/2T(2T —t)H?(t) dt

On choisit € tel que : eC(T + 1) = % , on obtient :

1 2T 2T
Z/ (2T — t)yw?(1,t) dt < 4C(T + 1)2T/ H?(t) dt
0 0

Comme T < 2T —t < 2T, sur [0,T]
Alors :

T T T 2T
—/ w?(1,t)dt < —/ w?(1,t) dt
4 0 4 0

27
< OT(T +1)? H?(t) dt
0
Pour terminer , on utilise la définition de H(t) qui nous donne :
T
C(T* +T + 1)/ (WP(1,1))?
0

Théoréme 3.2. [l existe deux constantes positives Cy et Cy indépendantes de k

telles que :

Ek (t) < 016702 tEk(O)

Preuve :

De u®) =y + w on remarque que :
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Et en utilisant la proposition 3.4 , on obtient :
T
E,(0) = E,(0) < cl/ y2(1,t) dt
0

et comme :

Alors :

(L) = () (1,8) —wi(1,1))?
= (u™)2(1,) — 20" (1, t)w,(1,) + w}(1,t)

< of (") (L 1) + wf(1,1)}

Avec la proposition 3.5 , on obtient :

T
EL(0) < C(T*+ T + 1)/ WM (1,6)% dt

0

Pour T'> T | on choisit T} = (= + 1)

On arrive a :
T

E5,(0) go”(w2+w+1)/ uM(1,1)2 dt
0

ol encore

T
E,(0) gc// WM (1, 6)% dt
0

Le résultat (3.22) du lemme 3.1 , nous permet de déduire :
Ey(Th) < Ex(0) < C'(By(0) — Ex(Th))

Ce qui donne :

EL(T)(1 +C) < Coy(k* + k + 1) E(0)

Soit :
BT < - B0
W) = e B
Posons :
Cl
71_1+C’_C1
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En utilisant les arguments données dans la preuve du théoréme 3.3 de [9] , il vient

alors :
Ek(t) S —e_thk(O)
a!
avec
1 l 1
w= —In—
T m
Comme :
' 1 1
[ =n(l+ =)~ —
Alors
1 1
= — ~C
w 4 +1 C/ 2

¢
Et le théoréeme 3.2 est alors démontré.
Remarque 3.2. Le résultat du théoréme 3.2 nous permet de contréler la convergence
polynomiale des solutions particulieres données en fonction de exp(2ik8) du probléeme

de Ventcel principal posé dans un disque .

3.6 Stabilisation polynémiale

Cette section traite le probléme de la stabilisation polynomiale du probléme de
Ventcel principal posé dans un disque .
On rappelle le développement de u en série de Fourier Bessel :
u = Z u(?n) eiZNG
KEZ
L'énergie Ej de la solution u® du probléme (3.20) est donnée par :
k2

L g™ 2 . . ,
Bult) = 5 [ (G + )+ (e + 5 V(1)

Le résultat de la stabilité exponentielle du probléme (3.20), 'analyse de Fourier
et les techniques utilisées dans |2] et |8] nous permettent de déduire le résultat de la

stabilité polynémiale du probléme (3.17) suivant :
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Théoréme 3.3. Pour tout m € IN*,il existe une constante C,, > 0 telle que
pour toute donnée initiale (ug, u1) € H™(Q) x H™(Q) vérifiant uyr € H™(T) ,

Uénergie des solutions particuliéres u du probléme (3.17) vérifie

Crn
E() < -2 3 Eu(0), Vi >0, (3.40)
ot
Z E3,(0) < [luollzgmer (@) + l[worl[Frme oy + 1wl Frm @)

Preuve : On procéde comme dans le chapitre 2.

Pour tout m € IN*, il existe une constante ¢, > 0 telle que

et <¢p,, Vr > 0.

En injectant cette estimation dans I'inégalité du théoréme (3.2) on obitent :

Eu(t) < Ci=2" B (0) = S B (0), Vi > 0,
cym tm
d’ou
o Cm o0
E(t) = ,{:EOO By (t) < m Kzgoo Ex(0), ¥Vt > 0.

En utilisant finalement 1’énégalité de PARSEVAL on obtient :

o0

Z Ex(0) < HuOH%{mH(Q) + ”UO\FH%mH(rl) + Hulleqm(Q)-

KR=—00

ce qui termine la démonstration du théoréme (3.3) .

Comparaison avec les résultats obtenus dans le chapitre 2 :

Les données initiales sont moins réguliéres par rapport a celles utilisées dans les parties A et B .
Pour m =1, le systéme (3.17) est stabilisé pour des données initiales vérifiant :

(ug, ur) € H*(Q) x H'(Q) tel que ug;r € H*(T).

Lorsque les données initiales sont suffisamment réquliéres , on obtient un taux de décroissance

polynomiale d’ordre plus élevé donné par Uestimation (3.40).
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Conclusion

e L’approche proposée dans les parties A et B (chapitre 2) pour démontrer la
stabilité exponentielle du model 1 — d permet d’obtenir la dépendance explicite des
constantes par rapport a L qui permet a son tour de préciser le domaine des données

initiales vérifiant I'estimation de la stabilité polynomiale .

e Dans le cas d’un disque, pour des problémes techniques de calculs, on a contro-
ler des solutions particuliéres exprimées en fonction de exp(2ikd). Nous pensons que

la méthode des bases de Riez utilisée dans |2, 4] donne des résultats plus performants.

e [estimation de convergence polyndmiale démontrée dans le cas d'un disque cor-
respond a celle obtenue par F.Alabeau , P.Cannarsa et V.Komornik dans [1]. On

peut donc penser a améliorer ce résultat en utilisant I'approche présentée dans [1].

e [l me parait impossible d’appliquer I'analyse de Fourier utilisée dans ce travail
sur I’équation des ondes posée dans un ouvert de I R"™ avec des conditions aux li-
mites de type Ventcel . Il serait peut étre possible d’utiliser la caractérisation de

stabilité polynomiale de Liu et Rao donnée dans [3].
e [analyse de Fourier Bessel utilisée dans le 3° chapitre pose probléme dans le

cas d'une couronne. Une voie possible serait de démontrer la stabilité exponentielle

du model & une dimension en utilisant d’autres méthodes.
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