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   Résumé 
 
    Dans ce travail, que nous présentons sous forme de mémoire, nous étudions la stabilisation de quelques 
problèmes en viscoélasticité.  Nous considérons la première équation du problème (P) avec des conditions 
aux limites et initiales et nous étudions l’existence et l’unicité de la solution. Nous rappelons les résultats 
de l’étude du comportement asymptotique de la solution et nous développons le cas où  a=0. Ensuite nous  
considérons l'équation des ondes à travers un domaine  de R³ de frontière composée de deux parties 
disjointes, avec des conditions de type Cauchy Ventcel. On s’intéresse à l’étude  du comportement 
asymptotique de la solution du problème suivant : 

 
Plusieurs cas ont été étudiés. Le premier cas correspond à une dissipation linéaire dans le domaine et sur la 
frontière (a=1, b=0 et c=1), le deuxième cas correspond à une dissipation linéaire et une dissipation faible 
dans le domaine (a=1, b=1 et c=0) et enfin le troisième cas ou on ne considère qu’une dissipation faible 
dans le domaine qui est représentée par un terme mémoire. On montre dans les trois cas que la solution 
décroît exponentiellement vers zéro quand le temps tend vers l’infini pourvu que la  fonction de relaxation 
h soit décroissante. Le troisième cas signifie qu’avec seulement une dissipation faible représentée par un 
terme mémoire, on peut conduire le système vers le repos ou bien l’état d’équilibre. 

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE POUR UN 
PROBLEME EN VISCOELASTICITE 



I. INTRODUCTION

Dans ce travail, que nous présentons sous forme de mémoire de magistère, nous

étudions la stabilisation de quelques problèmes en viscoélasticité. On considère l�équation

des ondes à travers un domaine 
 de R3 de frontière � = �1 [ �2 où �1 \ �2 = ?;avec des

conditions de type Cauchy Ventcel. Ce problème a été étudié par [11] où l�auteur a étudie

le comportement asymptotique de l�énergie associée à la solution du problème semilinéaire

dissipatif de Cauchy-Ventcel suivant:

(P1)

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

utt ��u+ f(u) + a(x)ut = 0 dans 
� R+;

vtt +
@u

@�
��T v + g(v) + b(x)vt = 0 sur �1 � R+;

uj� = v

(u(0); v(0)) = (u0; v0)

(ut(0); vt(0)) = (u1; v1) dans 
� �:

u = 0 sur �0:

Cette equation modelise les vibrations asymptotiques d�un corps élastique avec un raidis-

seur mince sur le bord. Sous certaines hypothèses sur les fonctions a; b; f et g; il a été

démontré que la solution décroit exponentiellement vers zéro lorsque le temps tends vers

l�in�ni. Dans notre travail on considère le problème (P1) avec plusieures variantes des

fonctions a; b; f et g

Dans le deuxième chapitre, on rappelle quelques notions et dé�nitions d�analyse fonc-

tionnelles nécessaire pour notre étude.

Dans le troisième chapitre on rappelle les résultats du travail [10] concernant le prob-

lème d�une seule équation à savoir la première avec f (u) remplacé par un terme mémoire
tZ
0

h (t� s)�u (s) ds et a � 1 , on démontre sous certaines hypothèses que le problème

admet une seule solution. Le cas a � 0 a été développé, plus précisément on montre qu�en

l�absence de dissipation interne, la dissipation faîble représentée par le terme mémoire con-
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duit le système vers le repos.

Dans les chapitres quatre, cinq et six suivants, on considère le problème suivant:

(P2)

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

utt ��u+ a(x)ut + b(x)
tZ
0

h (t� s)�u (s) ds = 0 dans 
� R+;

vtt +
@u

@�
��T v + c (x) vt = 0 sur �� R+;

uj� = v

(u(0); v(0)) = (u0; v0)

(ut(0); vt(0)) = (u1; v1) 0 dans 
� �:

où plusieurs cas seront étudiés.

Le quatrième chapitre est consacré à l�étude du problème (P2) dans le ces où a � 1;

c � 1 et b � 0: On démontre que l�énergie classique dé�nie par:

E (t) =
1

2

Z



jutj2 dx+
1

2

Z



jruj2 dx+ 1
2

Z
�1

jutj2 d� +
1

2

Z
�1

jrTuj2 d�

est décroissante et véri�e E (t) � E (0) lorsque E (0) > 0

Le cinquième chapitre est consacré à l�étude de la stabilisation du problème (P2) dans

le cas a � 1; c � 0 et b � 1;on démontre que l�énergie classique dé�nit ci dessus décroit

exponentiellement vers zéro lorsque le temps vers l�in�ni sous l�hypothèse suivante sur le

noyau:

h0 (t) � ��h (t) ; 8t � 0

Dans le sixième chapitre, on étudie le problème (P2) dans le cas ou on a une dissipation

faible interne c�est à dire le cas : a � 0; c � 0 et b � 1 on démontre que l�énergie clas-

sique dé�nit ci dessus décroit exponentiellement vers zéro lorsque le temps vers l�in�ni. En

d�autre termes, la dissipation faîble représentée par le terme mémoire est su¢ sante pour

stabiliser le système.
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II. PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre consacré aux rappels, nous avons regroupé les notions essentielles d�analyse

fonctionnelle nécessaire à la compréhension des énoncés et démonstrations des problèmes

qui forment le thème de ce mémoire. De même que les résultats fondamentaux, qui con-

cernent la topologie faible, les espaces Lp (
), les espaces de Sobolev, les applications de

dualité, les opérateurs de pénalisation et d�autres théorèmes classiques. Ces notions et ces

résultats représentent un outil important pour notreétude
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III. EQUATION DES ONDES AVEC UN TERME NON LOCAL EN

TEMPS ET UNE DISSIPATION INTERNE FAIBLE

3.1 Introduction

Dans ce travail on s�intéresse à l�étude du comportement asymptotique d�une équation

intégro-di¤érentielle. On montrera que l�énergie du système décroit exponentiellement vers

zéro, quand le temps tend vers l�in�ni, en présence d�une dissipation linéaire, pourvu que

le noyau dans le terme mémoire est aussi exponentiellement décroissant. De nouvelles

hypothèses seront considérées. Nous considérerons le problème de l�équation des ondes

suivante avec un terme non local en temps et une dissipation interne faible.

(P1)

8>>>><>>>>:
utt + ut = �u�

tR
0

h(t� s)�u(s)ds; dans 
� R+

u = 0; sur �� R+
u(x; 0) = u0(x); ut(x; 0) = u1(x); dans 


où 
 est un domaine borné dansRn de frontière régulière � = @
. Les fonctions u0(x) et

u1(x) sont des données initiales et la fonction de relaxation h(t) sera �xée plus loin.

Ce problème modélise certains phénomènes en viscoélasticité, (voir [15] � [3] pour la dis-

cussion de l�origine de ces modèles).. Dans tous ces travaux l�hypothèse suivante sur le

terme noyau

h
0
(t) � ��h(t); 8t � 0

a été imposée.

Dans ce travail on donnera un taux de convergence explicite pour la solution du problème

(P1) : C�est l�objectif de ce chapitre. On montrera que la solution est exponentièllement

asymptotiquement stable pourvu que le noyau qui apparait dans le terme mémoire soit

aussi exponentiellement décroissant vers zéro. De plus, nous remplaçons l�hypothèse ci-

dessus qui est fréquemment utilisée par les conditions

h
0
(t) � 0 et e�th(t) 2 L1(0;1); pour un certain � > 0:
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Aucune autre condition sur la dérivée de h(t) n�a été supposée. Dans ce travail nous

démontrons l�existence, l�unicité et la régularité de la solution et nous étudierons le cas où

a = 0 ou nous développerons les caluls pour montrer que l�énergie associée est exponen-

tiellement décroissante. Ce qui signi�e que la dissipation faîble représentée par le terme

mémoire est su¢ sante pour mener le système vers le repos

3.2 Existence et Unicité:

Théorème 1:

Supposons que la fonction h est continue et que (u0; u1) 2 H1
0 (
)� L2(
):

Alors le problème (1) admet une solution unique telle que

u 2 L1(0;1;H1
0 (
)); ut 2 L1(0;1;L2(
)); utt 2 L2(0;1;L2(
)):

Preuve: Dans cette section, on montre l�existence et l�unicité de la solution du problème

(1) ; en utilisant la méthode de Galerkin

3.3 Comportement asymptotique

Nous supposons que le noyau h(t) est une fonction de C1(R+;R+) qui satisfait à :

(A1) h
0
(t) � 0 pour tout t 2 R+;

(A2) 1�
1R
0

h(s)ds = 1� h = l > 0;

(A3) e�th(t) 2 L1(R+) pour � > 0:

Ensuite , on dé�nit l�énergie classique associée à (1) par:

E(t) =
1

2

Z



�
jutj2 + jruj2

�
dx:

Théorème 2:

Si les hypothèses (A1) � (A3) sont satisfaites, alors l�énergie associée à (P1) décroit de

façon exponentielle vers zéro, c�est à dire, il existe deux constantes positives C et � > 0
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telles que

E(t) � Ce��t; t � 0:

Preuve:

La di¤érentiation de E(t) par rapport à la variable t donne

dE(t)

dt
= �

Z



jutj2 dx+
Z



rut
tZ
0

h(t� s)ru(s)dsdx:

Nous dé�nissons l�énergie modi�ée

e(t) :=
1

2

Z



jutj2 dx+
1

2

0@1� tZ
0

h(s)ds

1AZ



jruj2 dx+ 1
2
(h�ru)(t);

De (2) et (3) on obtient,

de

dt
= �

Z



jutj2 dx�
1

2
h(t)

Z



jruj2 dx+ 1
2
(h

0�ru)(t):

Remarquons que de l�hypothèse (A1) on a

de

dt
� 0; t � 0

De plus, de la dé�nition de e(t) et (h�ru)(t) et de l�hypothèse (A2), on montre qu� il

existe une constante M > 0 telle que:

E(t) �Me(t); t � 0:
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Ensuite, on introduit les fonctionnelles

�(t) =
R



utudx

	(t) =
R



tR
0

H�(t� s) jru(s)j2 dsdx

H�(t) = e
��t

+1R
t

h(s)e�sds où � > 0

V (t) = e(t) + "�(t) + �	(t)

avec 0 < " < 1 et � > 0.qui seront choisis par la suite. On véri�e que

dV (t)

dt
� �(1� ")

R



jutj2 dx�
�
"

2
� �

�
+1R
0

h(s)e�sds

�� R



jruj2 dx

+
1

2
(h

0�ru)(t)� "�(t)� ��	(t)�
�
� � "(1� l)

2

�R



tR
0

h(t� s) jru(s)j2 dsdx:

Si on choisit � tel que
+1Z
0

h(s)e�sds <
1

1� l

alors, on peut choisir � tel que

"(1� l)
2

< � <
"

2

0@ +1Z
0

h(s)e�sds

1A�1 :
et on montre l�inégalité suivante:

dV (t)

dt
� �

�
"

2
� �

�
+1R
0

h(s)e�sds

�
� 2(1� l)�

� R



jruj2 dx

�(1� ")
R



jutj2 dx� "�(t)� ��	(t)� �(h�ru)(t)

�
�
� � "(1� l)

2
� 2�

�R



tR
0

h(t� s) jru(s)j2 dsdx:

Finalement, nous choisissons � su¢ samment petite telle que le coe¢ cient entre crochet

soit positif. Par conséquent, il existe une constante positive � > 0 telle que

dV (t)

dt
� ��V (t); t � 0:
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On en déduit que

V (t) � V (0)e��t; t � 0:

De la dé�nition de V (t) et de e(t) , on conclut l�assertion du Théorème 1.1. La preuve est

ainsi achevée.

3.4 Le cas a = 0 : (absence de dissipation)

Si h satisfait à la condition supplémentaire
���h0(t)��� e�t 2 L1(0;1) pour certaines

valeurs de � > 0 , alors il est possible de démontrer la décroissance exponentielle de

l�énergie sans la dissipation interne qui est le cas a = 0: La situation est plus intéréssante

que le premier cas étudié à partir du moment que seule la dissipation faîble présenteé par le

terme mémoire intervient. On aurait montré que le terme mémoire tout seul est su¢ sant

pour conduire le système vers l�équilibre de manière exponentielle. La démonstration

ressemble à celle faite dans le théorème précédent, il su¢ t de montrer comment compenser

le terme �
R

 jutj

2 dx dans (2) qu�on perdra en choisissant a = 0: Pour arriver à cette �n

premièrement on introduit les fonctionnelles

�(t) :=
R



utudx

�(t) := �
Z


ut
R t
0 h(t� s) (u(t)� u(s)) dsdx

L (t) := e (t) + "�(t) + ��(t)

	(t) =

Z



tZ
0

H�(t� s) jru(s)j2 dsdx

où

H�(t) = e
��t

+1Z
t

h(s)e�sds

et on montre le résultat suivant:

Proposition 3: Il existe deux constantes positives �1 et �2 telles que

�1e (t) � L (t) � �2e (t) tout t � 0
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On pose

V (t) = e(t) + "�(t) + ��(t)

W (t) = V (t) + ��(t) = e(t) + "�(t) + �	(t) + ��(t) + ��(t)

où

�(t) =

Z



Z t

0

~H�(t� s) jru(s)j2 dsdx

avec

~H�(t) = e
��t
Z +1

t

��h0(s)�� e�sds:
On montre le résultat suivant:

Proposition 4: Il existe des constantes positives �1,.�2.. telles que

�1 [E (t) + h�ru (t)] �W (t) � �2 [E (t) + h�ru (t) + �(t)]

pour tout t � 0

Pour la décroissance de l�énergie calculons

dW

dt
=
de

dt
+ "

d�

dt
+ �

d	

dt
+ �

d�

dt
+ �

d�

dt

On montre que

dW

dt
� �

�Z t

0
h(s)ds� "� ��3

�Z



jutj2 dx�
�
1

2
h(t) +

"

2
� (1� l) �1� � � ~H�(0)

�Z



jruj2 dx� �� (t)� ��	(t)

�
�
�� h
4�1

� �h
�
h�ru (t)�

�
Cph (0)

4�3
� 1
2

�
h0�ru (t) + �h�ru (t)� �h�ru (t)

�

24�Z



tZ
0

jh0(t� s)j jru(s)j2 dsdx� "1
2

�Z t

0
h (s) ds

�Z



tZ
0

h(t� s) jru(s)j2 dsdx� �
R



tR
0

h(t� s) jru(s)j2 dsdx:

35
et en utilisant l�inégalité suivante

(h�ru)(t) � 2(1� l)
Z



jruj2 dx+ 2
Z



tZ
0

h(t� s) jru(s)j2 dsdx
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On trouve

dW

dt
� � (h0 � "� ��3)

Z



jutj2 dx�
�"
2
� (1� l) �1� � � ~H�(0)� 2�(1� l)

�Z



jruj2 dx� �� (t)� ��	(t)

�
�
�� � h

4�1
� �h

�
h�ru (t)�

24�� � "h
2
� 2�

�Z



tZ
0

h(t� s) jru(s)j2 dsdx

35

Pour �1 =
1

4
, � =

�

4h
; 2� +

"h

2
= � " <

h0
4
; �3 < min

�
4

2Cph (0)
;
h0
2�

�
; nous avons

2�(1� l) < "

16
; � <

"

16 ~H�(0)
et �1 <

"

8� (1� l)

dW

dt
� �h0

2

Z



jutj2 dx�
"

2

Z



jruj2 dx� �� (t)� ��	(t)� �
2
h�ru (t)

on en déduit qu�il existe une constante C1 = min (h0; "; �; ��; �) > 0 telle que:

dW (t)

dt
� �C1

0@1
2

Z



jutj2 dx+
1

2

Z



jruj2 dx+ � (t) + �	(t) + 1
2
h�ru (t)

1A
� �C1

�
E (t) +

1

2
(h�ru)(t) + �(t)

�
� �C1

�2
W (t)

Ce qui démontre que W (t) � Ce�
C1
�2
t et par la suite E (t) � E (0) e��t avec � > 0:
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IV. EQUATION DES ONDES AVEC DES CONDITIONS de TYPE CAUCHY

VENTCEL

4.1 Introduction

On considére le domaine suivant : @
 = �0 [ �1 ou �0 \ �1 = ?

posons �0 = �0 � ]0;1[ et �1 = �1 � ]0;1[ et �0 [ �1 = �

Soit le systeme suivant :

utt ��u+ a (x)ut + b (x)
tZ
0

h (t� s)�u (s) ds = 0 sur 
� ]0;1[

vtt ��T v +
@u

@�
+ c (x) vt = 0 sur �1 = �1 � ]0;1[

uj� = v

u = 0 sur �0 = �0 � ]0;1[

u (0; x) = u0 (x) ut (0; x) = u1 (x)

v (0; x) = v0 (x) vt (0; x) = v1 (x)

l�énergie classique associeé est

E (t; u; v) =
1

2

Z



jutj2 dx+
1

2

Z



jruj2 dx+ 1
2

Z
�1

jutj2 d� +
1

2

Z
�1

jrTuj2 d�

Dans cette partie nous supposons que a (x) � 1 , b (x) � 0 et c (x) = 1 soit

utt ��u+ ut = 0 sur 
� ]0;1[

vtt ��T v +
@u

@�
+ vt = 0 sur �1 = �1 � ]0;1[

uj� = v

u = 0 sur �0 = �0 � ]0;1[

u (0; x) = u0 (x) ut (0; x) = u1 (x)

v (0; x) = v0 (x) vt (0; x) = v1 (x)
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On multiplie la première équation du problème (3) par ut et on integre sur 
 , il vient :

(utt; ut)0;
 � (�u; ut)0;
 + (ut; ut)0;
 = 0
1
2

d

dt

Z



jutj2 dx+
1

2

d

dt

Z



jruj2 dx+
Z



jutj2 dx�
Z
�1

@u

@�
vtd� = 0

d

dt

8<:12
Z



jutj2 dx+
1

2

Z



jruj2 dx

9=;+
Z



jutj2 dx�
Z
�1

@u

@�
vtd� = 0

mais
@u

@�
= �vtt +�T v � vt sur �1 et uj� = v ; utj� = vt En posant

E (t) =
1

2

Z



jutj2 dx+
1

2

Z



jruj2 dx+ 1
2

Z
�1

jvtj2 d� +
1

2

Z
�1

jrT vj2 d�

on remarque que
dE

dt
= �

Z



jutj2 dx�
Z
�1

jvtj2 d�

Si on suppose de plus que E (0) > 0;il s�ensuit que

E (t) � E (0) 8t > 0

ce qui montre que l�énergie associée au problème () est décroissante.
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V. EQUATION DES ONDES AVEC DES CONDITIONS de TYPE CAUCHY

VENTCEL

Dans cette partie nous considérons le problème (P ) avec les conditions suivantes:

a (x) � 1

et c (x) = 0

b 2 D (
) et véri�ant b � 1 sur 


Une dissipation interne et une dissipation interne faible (représentée par un terme mémoire)

utt ��u+ ut + b (x)
tZ
0

h (t� s)�u (s) ds = 0 dans 
� ]0;1[

vtt +
@u

@�
��T v = 0 sur �1 = �1 � ]0;1[

uj� = v

u = 0 sur �0 = �0 � ]0;1[

(u (0) ; v (0)) = (u0; v0) et (ut (0) ; vt (0)) = (u1; v1)

Premier cas: la fonction de relaxation h (t) véri�e les hypothéses suivantes :

(A1) h0(t) � �
h (t)

(A2) e�th(t) 2 L1(0;1) pour tout � > 0

(A3) 0 <

tZ
0

h (s) ds < 1 pour tout t > 0

On pose

E (t) =
1

2

Z



jutj2 dx+
1

2

Z



jruj2 dx+ 1
2

Z
�1

jvtj2 d� +
1

2

Z
�1

jrT vj2 d�

on peut écrire

dE

dt
= �

Z



jutj2 dx+
Z
!

rut (t)
tZ
0

h (t� s)ru (s) dsdx
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on remarque que le dernier terme ne garde pas de signe constant. On dé�nit l�énergie

modi�ée en posant

e (t) = E (t) +
1

2
(h�ru (t))� 1

2
(

tZ
0

h (s) ds)

Z



jru (t)j2 dx

e (t) =
1

2

Z



jutj2 dx+
1

2

Z



jruj2 dx+ 1
2
h�ru (t)� 1

2
(

tZ
0

h (s) ds)

Z



jru (t)j2 dx

+
1

2

Z
�1

jvtj2 d� +
1

2

Z
�1

jrT vj2 d�

d�où la dérivée de l�énergie modi�ée par rapport au temps:

de

dt
= �

Z



jutj2 dx+
1

2
h0�ru (t)� h (t)

2

Z



jru (t)j2 dx

Comme h0 � 0; on en déduit que
d

dt
e (t) � 0 et l�énergie est décroissante si de plus

E (0) > 0; on a E (t) �Me (0) :: De plus on démontre le résultat suivant:

Proposition: S�il existe un nombre t0 > 0 tel que h (t) � m > 0, on a

E (t) � Ce�t pour tout t � t0

Preuve: On écrit la dérivée de l�énergie modi�ée sous la forme

de

dt
= �1

2

Z



jutj2 dx�
1

2

Z



jutj2 dx+
1

2

�
h0�ru (t)

�
�h (t)

4

Z



jru (t)j2 dx�h (t)
4

Z



jru (t)j2 dx

On montre que:

de

dt
� �min

�

;
m

2
;
m

4

�
266664
1

2

Z



jutj2 dx+
1

2

Z
�1

jutj2 d� +
1

2
h�ru (t) + 1

2

Z



jru (t)j2 dx

+
1

2

Z



jru (t)j2 dx+ 1
2

Z
�1

jrTu (t)j2 d�

377775
de

dt
� �Ce (t)

14



Ce qui signi�e que l�énergie décroit exponentiellement avec une dissipation linéaire sur le

domaine 
 et une dissipation faîble représentée par un terme mémoire sur le domaine 
:

Deuxième cas: On supposera dans ce cas que la fonction de relaxation h (t) véri�e les

hypothéses suivantes :

(A1) h0(t) � 0

(A2) e�th(t) 2 L1(0;1) pour tout � > 0

(A3) 0 <

tZ
0

h (s) ds < 1 pour tout t > 0

Ensuite, on introduit les fonctionnelles suivantes:

�1 (t) =

Z



utudx : �2 (t) =

Z
�1

vtvd�

	1 (t) =

Z



tZ
0

H� (t� s) jru (s)j2 dsdx ; 	2 (t) =
Z
�1

tZ
0

H� (t� s) jrT v (s)j2 dsd�

avec H� (t) = e��t
1Z
t

h (s) e�sds; � > 0

et on pose:

V (t) = e (t) + "� (t) + �	(t)

avec � (t) = �1 (t) + �2 (t)

et 	(t) = 	1 (t) + 	2 (t)

Proposition 4: Il existe des constantes positives�,�.. telles que

� [E (t) + h�ru (t)] � V (t) � � [E (t) + h�ru (t) + 	(t)]

pour tout t � 0

Pour la décroissance de l�énergie, on calcule les dérivées des fonctionnelles e (t) ; � (t) ; 	(t) ; V (t) ;

et on étudiera la décroissante de l�énergie, pour cela estimons la dérivée par rapport au

15



temps de la fonctionnelle V:: on écrit

d

dt
V (t) =

d

dt
e (t) + "

d

dt
� (t) + �

d

dt
	(t)

d

dt
V (t) � �

�
1

2
� 3"
2

�Z



jutj2 dx�
�
1

2
� 2"

�Z
�1

jvtj2 d�

�

24"� � +1Z
0

h (s) e�sds

35Z
�1

jrT vj2 d�

�

24"
2
� "Cp

2
+
h (t)

2
� �

0@+1Z
0

h (s) e�sds

1A� 2(1� l)�
35Z



jruj2 dx

���	(t)� �h�ru (t)�
�
� � "h

2
� 2�

�Z



tZ
0

h (t� s) jru (s)j2 dsdx

Pour " < min

 
1

6
;

s
4h (0)

4Cp � 1

!
;
"h

2
< � <

"

4l
avec l =

+1Z
0

h (s) e�sds et h =

+1Z
0

h (s) e�sds,

il existe une constante C2 > 0 telle que

d

dt
V (t) � �C2

241
2

Z



jutj2 dx+
1

2

Z



jruj2 dx+ 1
2

Z
�1

jvtj2 d� +
1

2

Z
�1

jrT vj2 d� +	(t) + h�ru (t)

35
on en déduit d�après la proposition (4) que

dV (t)

dt
� �C2

0@1
2

Z



jutj2 dx+
1

2

Z



jruj2 dx+ 1
2

Z
�1

jvtj2 d� +
1

2

Z
�1

jrT vj2 d� +	(t) + h�ru (t)

1A
� �C2

�
E (t) +

1

2
(h�ru)(t) + 	(t)

�
� �C2

�
V (t)

Ce qui démontre que V (t) � Ce�
C2
�
t et par la suite E (t) � E (0) e��t avec � > 0; ce qui

signi�e que l�énergie associée est exponentiellement décroissante lorsque le temps tend vers

l�in�ni
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VI. EQUATION DES ONDES AVEC DES CONDITIONS de TYPE

CAUCHY VENTCEL

6.1 Introduction:

Dans cette partie nous considérons le problème (P2) avec les conditions suivantes:

a (x) � 0

et c (x) = 0

b 2 D (
) et véri�ant b � 1 sur 


Dans ce cas on ne considère qu�une seule dissipation interne faîble sur une partie du domaine

représentée par un terme mémoire.

utt ��u+ b (x)
tZ
0

h (t� s)�u (s) ds = 0 dans 
� ]0;1[

vtt +
@u

@�
��T v = 0 sur �1 = �1 � ]0;1[

uj� = v

u = 0 sur �0 = �0 � ]0;1[

(u (0) ; v (0)) = (u0; v0) et (ut (0) ; vt (0)) = (u1; v1)

On supposera que la fonction de relaxation h (t) véri�e les hypothéses suivantes :

(A1) h0(t) � �
h (t)

(A2) e�th(t) 2 L1(0;1) pour tout � > 0

(A3) 0 <

tZ
0

h (s) ds < 1 pour tout t > 0

On pose

E (t) =
1

2

Z



jutj2 dx+
1

2

Z



jruj2 dx+ 1
2

Z
�1

jvtj2 d� +
1

2

Z
�1

jrT vj2 d�

17



6.2 Comportement asymptotique

On pose

E (t; u; v) =
1

2

Z



jutj2 dx+
1

2

Z



jruj2 dx+ 1
2

Z
�1

jutj2 d� +
1

2

Z
�1

jrTuj2 d�

et on a

dE

dt
= +

Z



rut (t)
tZ
0

h (t� s)ru (s) dsdx

On remarque que le terme de droite de cette égalité ne garde pas de signe constant. On

introduit l�opérateur suivant:

(h�ru (t)) =
Z



tZ
0

h (t� s) jru (t)�ru (s)j2 dsdx

Un simple calcul permet d�écrire,

dE

dt
= � d

dt

8<:12h�ru (t)� 12(
tZ
0

h (s) ds)

Z



jru (t)j2 dx

9=;+ 12h0�ru (t)� h (t)2
Z



jru (t)j2 dx

On dé�nit l�énergie modi�ée en posant

e (t) = E (t) +
1

2
(h�ru (t))� 1

2
(

tZ
0

h (s) ds)

Z



jru (t)j2 dx

e (t) =
1

2

Z



jutj2 dx+
1

2

Z



jruj2 dx+ 1
2
h�ru (t)� 1

2
(

tZ
0

h (s) ds)

Z



jru (t)j2 dx

+
1

2

Z
�1

jvtj2 d� +
1

2

Z
�1

jrT vj2 d�

d�où la dérivée de l�énergie modi�ée par rapport au temps:

de

dt
= +

1

2
h0�ru (t)� h (t)

2

Z



jru (t)j2 dx
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Comme h0 � 0; on en déduit que
d

dt
e (t) � 0 et l�énergie est décroissante si de plus

E (0) > 0; on a E (t) � Me (0) ::Pour connaitre le taux de décroissance de l�énergie ? De

plus on démontre le résultat suivant:

Proposition: S�il existe un nombre t0 > 0 tel que h (t) � m > 0, on a

E (t) � Ce�t pour tout t � t0

19



VII. CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons montré que la dissipation faible produite par le terme mé-

moire seul est su¢ sante pour qu�on ait décroissance exponentielle et ramener le système

vers l�état d�équilibre. Ceci est rendu possible par les nouvelles fonctionnelles que nous

avons introduit. On projete de généraliser ces travaux au cas ou le noyau h n�est pas

nécésseraiement décroissant c�est à dire véri�ant les conditions suivantes:

h0(t) + 
h(t) � 0 pour tout t � 0

et �
h0(t) + 
h(t)

�
e�t 2 L1(0;1) pour un certain � > 0:
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