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Introduction

Introduction
La physique des plasmas [1] est l�étude des états ionisés de la matière. Les plasmas

se produisent quand la matière est chau¤ée à une température plus grande que 104 degrés

Celsius. On dit souvent que 99% de la matière visible de l�univers est à l�état plasma,

c�est-à-dire, sous la forme d�un gaz électrisé où les atomes sont dissociés en ions positifs et

en électrons. On rencontre les plasmas dans les étoiles, les ceintures de Van Allen, le vent

solaire et dans l�atmosphère où le plasma se manifeste par la lueur des aurores boréales.

D�autre part, dans notre vie quotidienne, les plasmas sont rencontrés sous la forme d�un

gaz conducteur à l�intérieur des tubes �uorescents ou dans les néons. Il semblerait que nous

vivons dans le 1% restant de l�univers et ceci peut être exprimé par l�équation de Saha. Celle

ci indique que la quantité d�ionisation à prévoir dans un gaz en équilibre thermodynamique

est donné par
ni
nn
� 2:4� 1021T

3=2

ni
e
� Ui
kBT

ou ni et nn sont, respectivement, la densité (nombre de particules par unité de volume)

des atomes ionisés et des atomes neutres, T est la température du gaz en degrés Kelvin

(K), kB est la constante de Boltzmann et Ui est l�énergie d�ionisation du gaz, c�est à dire,

l�énergie requise pour arracher les électrons de l�atome neutre. Pour l�air à la température

ambiante, nous avons nn = 3�1025m�3, T � 300K et Ui = 14:5eV (pour l�azote), l�ionisation
partielle ni=nn � 10�122 prévue par l�équation de Saha est négligeable. Avec l�augmentation
de la température, le plasma devient entièrement ionisé et c�est pour cette raison que les

plasmas existent dans les corps célestes avec des températures de plusieurs millions de

degrés. Cependant, tout gaz ionisé n�est forcement pas à l�état plasma car n�importe quel

gaz possède toujours un certain degré d�ionisation. Une dé�nition correcte de l�état plasma

peut s�énoncer comme suit: un plasma est un gaz quasi- neutre, composé de particules

chargées et de particules neutres qui exhibent un comportement collectif. La neutralité

des charges libres implique l�équilibre entre ces charges (autant de charge négative que de

charge positive). Le comportement collectif dans un plasma est la réaction d�ensemble

de ce système - lors d�une perturbation intérieur ou extérieur- qui tend instantanément à

réorganiser les particules pour maintenir la condition de la neutralité des charges électriques.

La physique des plasmas implique le concours de plusieurs domaines scienti�ques tels que

la chimie, la physique de la matière condensée, la biologie moléculaire, la dynamique des

�uides...etc. Le but de la physique des plasmas est de décrire les processus élémentaires

dans la matière ionisée. Celle ci est fondée selon des principes bien connus au niveau
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Introduction

microscopique. La description des plasmas comporte typiquement l�utilisation des équations

de Maxwell pour les champs électromagnétiques, les équations de Liouville ou de Boltzmann

pour modeler la dynamique des électrons et des ions. Des approximations plus simples

basées sur la description �uide pour les électrons et les ions sont également employées.

Les plasmas sont le siège d�interactions des particules chargées qui les composent avec les

champs électromagnétiques, de densités de charges et de courants liés à ces particules.

Un certain nombre d�avancées importantes dans la compréhension de ces phénomènes ont

été faites. Cependant, nous sommes loin de pouvoir faire des prévisions quantitatives du

comportement du plasma. Le dé� intellectuel en physique des plasmas est de comprendre le

comportement macroscopique complexe des plasmas et de trouver les principes qui régissent

leur comportement microscopique, tout en donnant le lien qui prévaut entre les deux niveaux

de comportement. Le développement de la physique des plasmas durant les trois dernières

décennies est dû à di¤érentes applications telles que la fusion thermonucléaire ou la science

de l�espace.

Au cours de ces deux dernières décades, une attention particulière a été accordée à la

généralisation non extensive de l�entropie de Boltzmann, Gibbs et Shannon (BGS), reconnue

d�abord par Renyi [2] et proposée bien plus tard par Tsallis [3]. Cette généralisation est

due au fait qu�il est maintenant admis que le formalisme BGS ne décrit pas correctement

les systèmes dont les interactions sont de longue portée. Pour cela, Tsallis a proposé une

nouvelle forme d�entropie appelée alors la q-entropie. L�une des propriétés les plus remar-

quables du formalisme non extensif réside dans le fait que la fonction de distribution qui

maximise la q-entropie est de nature non Maxwellienne. L�entropie de Tsallis a été util-

isée avec un grand succès en physique des plasma [4]-[16] et a même servi comme assise

théorique pour les fonctions de distribution de type kappa (fonctions de distributions qui

décrivent les particules suprathermiques). Il a été montré que ce type de distribution est

une conséquence de l�entropie généralisée de Tsallis [3].

Le but du présent mémoire de Magister consiste à revisiter les modes acoustique non

linéaires dans le contexte du formalisme non extensif. Nous nous sommes particulièrement

intéressés aux conditions d�existence et de réalisation des modes acoustiques solitaires. Ces

structures qui peuvent être perçues comme «les modes normaux non linéaires» d�un plasma

sont alors étudiées grâce à la méthode bien connue de Sagdeev [17] ou méthode du pseudo-

potentiel (amplitude arbitraire), à la technique de la perturbation réductive de Washimi et

Taniuti [18] (amplitude faible mais �nie) et à l�approche dynamique des gaz. L�accent sera
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Introduction

alors mis sur l�in�uence inhérente à la dynamique des électrons non extensifs sur de tels

systèmes. Le présent mémoire de Magister est composé de cinq chapitres.

Dans le premier chapitre, nous dé�nirons les concepts de base d�un plasma et introduirons

les équations de base du modèle �uide standard que nous aurons à utiliser dans di¤érentes

parties de ce mémoire. Nous donnerons ensuite des rappels sur l�équation di¤érentielle non

linéaire classique de Korteweg- de Vries (K- dV) et sur le système d�équations Vlassov- Pois-

son. Nous décrirons leurs propriétés et insisterons sur les phénomènes qui les caractérisent.

Nous terminerons ce chapitre par des dé�nitions sur la statistique non extensive.

Le deuxième chapitre sera consacré à la généralisation du modèle bien connu (devenu,

depuis, un modèle presque à caractère pédagogique) de l�onde acoustique ionique dans un

plasma contenant des électrons non extensifs. Le modèle �uide sera utilisé pour étudier le

comportement non linéaire de l�onde acoustique ionique solitaire associée à notre modèle de

plasma. En régime faiblement non linéaire, nous établirons des équations de type Korteweg-

de Vries (KdV), Korteweg- de Vries modi�ée (MKdV) et Korteweg- de Vries généralisée

(GKdV).

Dans le troisième chapitre de ce mémoire, nous reprendrons l�étude de l�onde acous-

tique ionique d�amplitude arbitraire dans un plasma composé d�une seule espèce d�ions et

d�électrons non extensifs en utilisant l�approche de la dynamique des gaz pour les ions et

une méthode mathématique di¤érente pour décrire le pseudo- potentiel de Sagdeev. Celle

ci, appelée méthode de Bernoulli, nous permettra de mettre en évidence l�existences de dif-

férents modes d�oscillations et d�étudier l�évolution du nombre de Mach critique en fonction

du paramètre non extensif.

Au cours de quatrième chapitre, nous nous intéresserons à l�onde acoustique électronique

(oscillation de Langmuir). Le plasma sera composé d�électrons froids, d�électrons chauds

non extensifs et d�ions immobiles ne participant qu�à la neutralité de la charge électrique

du plasma de base. Nous montrerons alors qu�à cause de la déviation des électrons de leur

équilibre thermodynamique Maxwellien, les ondes acoustiques électroniques solitaires peu-

vent exhiber un comportement aussi bien compressif (potentiel électrostatique positif) que

raréfactif (potentiel électrostatique négatif). Nous rechercherons alors dans quelle mesure

et sous quelles conditions la non extensivité des électrons peut-elle a¤ecter et modi�er le

mode acoustique électronique.

Le cinquième et dernier chapitre constituera une généralisation du phénomène de piégeage

des particules (ici des électrons) dans le contexte de la nouvelle statistique de Tsallis. Nous

nous inspirerons des célèbres travaux de H. Schamel pour établir une fonction de distribu-
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tion des électrons piégés non extensifs que nous appliquerons de manière succincte à l�onde

acoustique ionique.

Nous terminerons notre manuscrit par une conclusion et une présentation succincte de

nos perspectives.
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1

Introduction à la physique des

plasmas

1.1 Dé�nition et terminologie

1.1.1 Équilibre thermodynamique

Un gaz est en état d�équilibre thermodynamique lorsque les électrons et les ions sont

décrits par la même distribution (distribution Maxwellienne) et caractérisée par les mêmes

paramètres. Dans ce cas, le milieu est en équilibre avec son environnement et rayonne et

absorbe l�énergie avec le même taux. Son spectre de radiation est alors similaire à celui du

corps noir. Il arrive parfois que les ions et les électrons ne soient pas à la même température

et sont donc hors équilibre thermodynamique avec leur environnement.

1.1.2 Longueur de Debye

De manière générale, le potentiel électrostatique créé par une particule chargée et isolée est

donné par (1=4�"0 ! 1)

� = q=r (1.1)

Dans un plasma, la situation est di¤érente car une charge test q attire les charges de signe

opposé qui tentent d�ecranter le potentiel qu�elle crée au sein du plasma et qui est donné

par[1]

� =
q

r
exp(� r

�D
) (1.2)
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1.1. Dé�nition et terminologie

où �D est appelé longueur de Debye. Pour un plasma à deux composantes (électrons et

protons), cette longueur de Debye vaut

�D =

r
kBT

8�ne2
= 4:9

r
T

n
(1.3)

n représente la densité électronique (ou ionique) exprimée en cm�3, T est la température

en degré Kelvin, et kB la constante de Boltzmann (1:38 � 10�16ergs/K). Notons qu�il est de
tradition en physique des plasmas d�exprimer la température en unité d�énergie et de faire

donc abstraction de la constante kB. La longueur de Debye mesure en fait le rayon de la

sphère d�in�uence de la charge test dans le plasma.

1.1.3 Fonction de distribution des vitesses

Considérons un ensemble de particules dont la distribution des vitesses est décrite par

f (v, r, t). La quantité fdvdr représente le nombre de particules dont le vecteur vitesse

et le vecteur position sont compris, respectivement, entre v et v+dv et r et r+dr. La

densité des particules (ou nombre de particules par unité de volume) est alors donnée par

n (r) =

Z
f (v, r, t)dv (1.4)

D�après le théorème H de Boltzmann, sous l�action de collisions binaires, la distribution des

vitesses la plus probable à laquelle doit obéir un gaz idéal, est la distribution de Maxwell

dé�nie par [1]

nf(v) = n
� m

2�kT

�3=2
e�mv

2=2kBT (1.5)

où m est la masse de la particule considérée (électron ou ion) et T sa température cinétique.

Bien que la distribution de Maxwell soit di¢ cile à réaliser dans les plasmas de laboratoire

à cause des interactions entre particules et de l�interaction plasma- paroi, il est parfois

plus simple de supposer que le plasma est décrit (approximativement) par une distribution

des vitesses Maxwellienne. Sinon, on sera amenés à procéder à l�intégration numérique

d�équations cinétiques (équation de Vlasov, de Boltzmann ou de Fokker- Planck) souvent

très complexes.
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1.2. Eléments de la théorie du plasma

1.1.4 Fréquence plasma

A cause de la nature des forces qui s�exercent entre les particules chargées du plasma (force

de longue portée), ce dernier se comporte comme un système d�oscillateurs couplés avec une

fréquence caractéristique appelée fréquence plasma !p et dé�nie par

!p = 2�fp =

�
4�ne2

m

�1=2
rad � s�1 (1.6)

1.1.5 Ondes dans les plasmas

Le plasma peut être le siège d�un grand nombre d�oscillations. Ces ondes, linéaires ou non

linéaires, peuvent se propager dans ce milieu. L�aspect linéaire provient d�un certain nombre

d�approximations faites dans le cas d�ondes de faible amplitude. Ces ondes peuvent être soit

de nature électrostatique ou électromagnétique. Leurs fréquences dépendent des particules

chargées (électron ou ion) auxquelles ces oscillations sont associées. On parlera d�ondes de

hautes fréquences (par rapport aux fréquences plasma) dans le cas des électrons et de basse

fréquence dans le cas des ions.

1.2 Eléments de la théorie du plasma

1.2.1 Le modèle �uide du plasma

Une simple description de la majeur partie des phénomènes observés dans les plasmas peut

être obtenue grâce au modèle dit �uide. Dans ce modèle, le caractère individuel des partic-

ules ainsi que la nature microscopique des processus sont occultés. Ne subsistent alors que

les grandeurs macroscopiques (vitesse moyenne, densité de particules, �ux de particules...)

obtenues à partir des moments de la fonction de distribution des vitesses (la densité est le

moment d�ordre zéro, la vitesse moyenne est un moment d�ordre un...etc). Les particules

d�une même espèce (les électrons par exemple) sont alors supposées se déplacer avec la même

vitesse �uide (leur vitesse moyenne) et avoir la même densité numérique. Ce modèle reste

valable aussi longtemps que le nombre de particules mises en jeu est important. Cependant,

il ne peut décrire certains processus microscopiques tels le phénomène d�amortissement Lan-

dau qui dépend des détails de la fonction de distribution des vitesses. Nous allons dans ce

qui suit rappeler de manière succincte les équations de base du modèle �uide.
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1.2. Eléments de la théorie du plasma

Equation de continuité

La conservation de la matière exige que le nombre totale de particules N contenues dans un

volume V ne change que s�il y a un �ux net de particules traversant la surface S qui entoure

ce volume. Cette conservation se traduit par l�équation dite de continuité suivante

@n

@t
+r � (nu) = 0 (1.7)

où n = N=V et u le vecteur vitesse moyenne de l�espèce de particules considérée.

Équation du mouvement d�un �uide

L�équation du mouvement d�une particule de masse m et de charge q, soumise à l�action

d�un champ électrique E et d�un champ magnétique B, est donnée par

m
dv

dt
= q(E+ v �B) (1.8)

L�équation du mouvement d�un élément �uide est alors donnée par

nsms
dus
dt

= nsqs(E+ us�B) (1.9)

où us est la vitesse �uide des particules d�espèce s. Pour rendre compte du caractère �uide

de l�équation du mouvement, il est de coutume de calculer la force par unité de volume.

Notons que dans l�équation de mouvement précédente, nous pouvons toujours tenir compte

de l�action d�autres forces telles celle due à un gradient de pression, le poids de l�élément

�uide, la force ponderomotive...etc.

Équation d�état

Les équations de continuité et du mouvement font parties d�une hiérarchie in�nie, car le

terme d�ordre inférieur fait intervenir un terme d�ordre supérieur. Un tel modèle admet un

système d�équations �ni quand on impose une relation de fermeture. Pour cela, on peut

utiliser l�équation d�état thermodynamique qui relie la densité numérique n et la pression p

dé�nie par

p = Cn


où C est une constante et 
 = Cp=Cv le rapport des chaleurs spéci�ques. Dans le cas où le

plasma peut être assimilé à un gaz parfait, nous avons

p = nkBT
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1.2. Eléments de la théorie du plasma

Equation de Poisson

Un plasma contient des charges dont les mouvements induisent des courants et des champs

électromagnétiques. Il est dont tout à fait naturel que le modèle �uide soit couplé aux

équations de Maxwell

r � E = �
"0

(1.10)

r� E = �@B
@t

(1.11)

r �B = 0

r�B =�0(j+"0
@E

@t
)

où � et j représentent, respectivement, les densités de charges et de courant. La première

équation est l�une des équations les plus importantes de la physique des plasmas. Elle peut

être réécrite sous la forme suivante

�' = � �
"0

mieux connue sous le nom d�équation de Poisson, où � est le potentiel électrostatique et

� =
P
s

nsqs la charge par unité de volume.

1.2.2 Théorie cinétique du plasma

La base de la théorie de la physique des plasmas est la théorie cinétique. Dans cette théorie,

on dé�nit une fonction f(r;v; t) telle que f(r;v; t)drdv représente le nombre probable de

particules (d�une espèce donnée) dans le volume élémentaire drdv, autour du point (r;v)

dans l�espace de phase, à l�instant t, où r = (x; y; z) est le vecteur position et v = (vx; vy;

vz) le vecteur vitesse. La densité numérique ou nombre de particules (électrons ou ions) par

unité de volume d�une espèce donnée, est alors dé�nie par

n(r; t) =

Z
f(r;v; t)dv (1.12)
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1.2. Eléments de la théorie du plasma

Équations de la théorie cinétique

L�équation fondamentale qui régit l�évolution, dans l�espace des phases, de la fonction de

distribution fs est l�équation de Boltzmann donnée par

@fs
@t
+ v �rrfs +

F

ms

� @fs
@v

=

�
@fs
@t

�
c

(1.13)

où F représente la résultante de toutes les forces qui s�exercent sur la particule d�espèce s,�
@fs
@t

�
c
est le terme de collision et

rr = x̂
@

@x
+ ŷ

@

@y
+ ẑ

@

@z
@

@v
= x̂

@

@vx
+ ŷ

@

@vy
+ ẑ

@

@vz
(1.14)

En réalité, l�équation de Boltzmann n�est autre que la dérivée totale df(r;v;t)
dt

. Cette dérivée

totale peut être perçue comme le taux de changement vu dans un repère se déplaçant avec

les particules, la di¤érence est que nous devons maintenant considérer des particules se

déplaçant dans un espace (r;v) à six dimensions. En l�absence de collisions, l�équation de

Boltzmann se réduit à l�équation dite de Vlasov. Dans un plasma su¢ samment chaud, les

collisions peuvent être négligées. Si, en outre, la force F est purement électromagnétique,

l�équation précédente peut être réécrite sous la forme

@fs
@t
+ v �rrfs +

qs
ms

(E+ v �B) � @fs
@v

= 0 (1.15)

appelée équation de Vlasov. C�est généralement l�équation la plus étudiée dans la théorie

cinétique. Notons au passage qu�en présence de collisions entre particules chargées et par-

ticules neutres, le terme collisionnel (@f=@t)c, peut être approché par�
@fs
@t

�
c

=
fn � fs
�

(1.16)

appelé terme de collision de Kroock. � représente le taux de collision. Dans l�approximation

électrostatique, la force F qui s�exerce sur une particule de charge qs est donnée par

F = �qsr� (1.17)

où � est le potentiel moyen donné par (systèmes MKSA et CGS)

�r2� =

P
s qs
R
fs(r;v; t)dv

�0
= 4�

X
s

qs

Z
fs(r;v; t)dv (1.18)
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1.3. Équation de Korteweg- de Vries

La sommation porte sur toutes les espèces de particules présentes dans le plasma. Le

caractère non linéaire du troisième terme de l�équation de Vlassov est manifeste. Il fait

intervenir la force électrostatique, elle même fonction de fs.

1.3 Équation de Korteweg- de Vries

La non linéarité et la dispersion sont les propriétés caractéristiques les plus importantes

d�un plasma. C�est pourquoi, nous allons introduire et discuter une équation di¤érentielle

partielle (EDP) non linéaire classique, connue sous le nom d�équation de Korteweg- de Vries

(KdV). Celle-ci apparaît dans une variété de situations physiques et est donnée par [17]

@U

@�
+ aU

@U

@�
+ b

@3U

@�3
= 0 (1.19)

où � et � sont des variables indépendantes, a et b des constantes réelles non nulles et U

une grandeur caractéristique du plasma (densité, potentiel, vitesse �uide...etc). L�équation

(1.19) est à la fois non linéaire et dispersive, le terme convectif U@U=@� traduit la non

linéarité tandis que @3U=@�3 re�ète la dispersion. Historiquement, l�équation (1.19) fut

établie par Korteweg et de Vries en relation avec un problème d�ondes de surface dans

un canal d�eau à profondeur �nie. Plus tard, Gardner et Morikawa [19] établirent une

équation analogue à partir d�un modèle hydro- magnétique de plasma froid pour décrire le

comportement de perturbations se propageant perpendiculairement à un champ magnétique

avec une vitesse proche de celle d�Alfven. D�autres auteurs montrèrent que (1.19) pouvait

aussi bien décrire la propagation unidimensionnelle d�ondes acoustiques dans les cristaux

que fournir une description faiblement non linéaire de perturbations sonores se propageant

à une vitesse voisine de celle du son [18]. Et c�est à partir de là et dans un e¤ort de

généralisation que Su et Gardner [20] montèrent que (1.19) pouvait s�appliquer à une large

classe de systèmes dispersifs et faiblement non linéaires à l�instar de l�équation de Burgers

dans les milieux dissipatifs et faiblement non linéaires. L�équation (1.19) peut être réécrite

sous la forme généralement rencontrée dans la littérature

@U

@�
+ U

@U

@�
+
@3U

@�3
= 0 (1.20)

moyennant les changements de variables � ! �b1=3 et U ! U=ab�1=3. Notons que pour

des ondes acoustiques ioniques se propageant avec une vitesse proche de celle du son, le

terme U@U=@� de l�équation (1.20) provient du terme non linéaire convectif vi � rvi de
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1.3. Équation de Korteweg- de Vries

l�équation de mouvement des ions. Remarquons que si le terme dispersif @3U=@�3 est omis

dans l�équation (1.20), alors l�équation @U=@� + U@U=@� = 0 admettra comme solution

U(�; �) = U(� � U(�; �); 0) (1.21)

Celle- ci indique que toute perturbation initiale se déformera de manière continue dans les

régions où @U(�; 0)=@� < 0 et éventuellement deviendra physiquement inacceptable. En

réalité, le terme dispersif de l�équation (1.20) limite et prévient cette déformation illimitée.

Avant d�aller plus loin, il convient de discuter les solutions solitaires de l�équation (1.20).

A ce propos, moyennant le changement de variable � = � � c� où c est une constante,
l�équation (1.20) peut être deux fois intégrée pour obtenir�

dU(�)

d�

�2
=
1

3
U2(�)[3c� U(�)] (1.22)

où les conditions aux limites U(�)! 0, dU(�)=d�! 0 et d2U(�)=d�2 ! 0 lorsque j�j ! 1
ont été utilisées. L�équation (1.22) peut alors être intégrée pour donner

U(� � c�) = 3cSech2
hp
c=2(� � c�)

i
(1.23)

Dans l�équation (1.23), la hauteur, la largeur et la vitesse du pulse sont proportionnelles à

c, c�1=2 et c respectivement. De nombreuses études numériques [21] de l�équation (1.20)

indiquent que les solutions en ondes solitaires (soliton) données par (1.23) jouent un rôle

intrinsèque dans l�évolution temporelle du système pour une variété de conditions initiales.

Pour des données initiales localisées, un nombre �ni de solitons émergent avec di¤érentes

hauteurs 3c1, 3c2 . . . etc., chaque soliton se propageant vers la droite. Ces solitons inter-

agissent en préservant leurs identités. Lorsque � ! 1, les solitons se réarrangent dans
l�ordre des hauteurs croissantes (le plus grand soliton se trouvant alors à l�extrême droite).

L�investigation expérimentale des propriétés de la solution en onde solitaire de l�équation

(1.20) a été réalisée par Ikezi et al. [22], [23]. Ils ont alors rapporté l�existence d�un

désaccord entre l�observation expérimentale et la description théorique basée sur une im-

age simpli�ée du soliton de Korteweg de Vries. Plus tard, certains auteurs ont tenté de

réduire cet écart en prospectant l�e¤et d�une température ionique �nie [24] et l�e¤et des

grandes amplitudes [25]. Un soliton résulte de l�équilibre de deux e¤ets : la non linéarité

et la dispersion [26]. La non linéarité en couplant di¤érents modes (!1; k1), (!2; k2) donne

naissance à d�autres modes d�ordre supérieur (!1+!2; k1+ k2). Ce processus donne lieu au

phénomène bien connu de la déformation de l�onde (wave steepening) : le bord d�attaque

de l�onde se déforme à mesure que la perturbation se déplace. Au cas où elle ne serait
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1.4. Quelque notions sur la statistique non extensive

pas stoppée par un quelconque autre phénomène physique, cette déformation donne lieu au

déferlement de l�onde : en une position x donnée, l�amplitude de l�onde prend di¤érentes

valeurs, une situation qui est non physique. La dispersion est justement l�un des phénomènes

qui préviennent le déferlement et l�empêchent de se produire. Considérons deux modes nor-

maux quelconques du plasma, (!1; k1), (!2; k2). Ces deux modes, par dé�nition, satisfont

la relation de dispersion D(!1;2; K1;2) = 0. A cause de la dispersion, l�onde de battement

(the beat wave) (!1 + !2; k1 + k2) peut ne pas satisfaire la relation de dispersion D(!1;2;

K1;2) 6= 0 et donc ne constituera pas un mode normal du système. Le couplage non linéaire
à des ordres supérieurs est alors stoppé. La non linéarité et la dispersion sont donc les ingré-

dients nécessaires pour l�obtention de solutions solitaires dans le cas d�une onde non linéaire.

Cependant, quoique la plupart des ondes dans les plasmas présentent de la dispersion et

que le plasma lui-même se comporte comme un milieu non linéaire, seulement un nombre

restreint d�ondes est connu pour admettre des solutions en soliton. Les ondes acoustiques

ioniques exhibent de telles solutions localisées et ont été largement investies tant sur le plan

théorique qu�expérimentale. D�ailleurs la redécouverte de l�équation de Korteweg- de Vries

pour ce type d�onde dans les plasmas a été l�un des résultats les plus marquants [27].

1.4 Quelque notions sur la statistique non extensive

On sait que malgré son grand succès, la mécanique statistique de Boltzmann-Gibbs n�est

pas réellement universelle. Une classe des ensembles physiques impliquant des interactions

à longue portée ou des structures multi-fractales peuvent à peine être traitées dans le cadre

de la mécanique statistique traditionnelle. Une généralisation non extensive récente de

la théorie de Boltzmann-Gibbs (BG), désignée sous le nom de mécanique statistique non

extensive, permet d�analyser de tels systèmes. Ce renouveau dans les bases de la mécanique

statistique a été lancé par la proposition de Tsallis d�une entropie non extensive en 1988 [2].

Plus tard il s�est avéré qu�une thermodynamique généralisée con�rmée peut être construite

sur la base de l�entropie de Tsallis, et depuis, nous avons été témoins d�une profusion des

recherches à ce sujet.

La mécanique statistique non extensive est un domaine toujours en rapide développe-

ment, même au niveau fondamental. Cependant, quelques structures remarquables et une

variété d�applications intéressantes ont déjà fait leur apparition. Par conséquent, il semble

tout à fait opportun de rappeler brièvement ces développements. Que pouvons-nous dire

au sujet de la mécanique statistique de BG et de la thermodynamique standard? Une croy-
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1.4. Quelque notions sur la statistique non extensive

ance existe, parmi un bon nombre de physiciens aussi bien que parmi d�autres scienti�ques,

que ces deux formalismes reliés ensemble soient éternels, omniprésents et universels. Après

la grande réussite des applications de la thermodynamique standard et après le raccorde-

ment de Boltzmann de l�entropie macroscopique de Clausius à la théorie des probabilités,

la statistique de BG est considérée comme étant l�un des piliers de la science moderne.

Avant d�entrer dans le formalisme thermodynamique statistique non extensif, mention-

nons certaines anomalies thermodynamiques. Il est de nos jours bien connu qu�il existe

une variété de systèmes physiques pour lesquels la statistique de BG ne peut être appliquée

(ferromagnétisme, turbulence bidimensionnelle d�un plasma d�électrons, di¤usion anormale

de Levy, systèmes granulaires, thermalisation anormale de phonon- électron, neutrinos so-

laires, vitesses particulières des galaxies...etc). Certains de ces exemples semblent être hors

du domaine de validité du formalisme standard, d�autres sont considérés comme exemples

de controverse.

1.4.1 Formalisme

Entropie

L�information détaillée sur le système mécanique microscopique est donnée par la fonc-

tion entropie. C�est par elle que le raccordement de la thermodynamique aux lois macro-

scopiques sera établi. Cette fonction particulière est déterminée par un type spéci�é (ou la

géométrie) de l�occupation de l�espace des phases (l�espace de Hilbert ou l�espace analogue).

La géométrie de cette structure dépend non seulement de la dynamique microscopique à

laquelle le système obéit, mais également aux conditions initiales auxquels le système est

placé à t = 0. En terme familier, nous pouvons réaliser la détermination microscopique

de la dynamique du système, tandis que les conditions initiales déterminent la région dans

laquelle elle peut se réaliser. Ce point de vue est conforme à la perspective d�Einstein sur

la mécanique statistique classique, et particulièrement avec sa critique [28], [29] du célèbre

principe de Boltzmann

S = k logW (1.24)

Cependant, le problème est que, jusqu�ici, il n�y a aucune façon systématique pour déter-

miner de façon unique la fonction de l�entropie. On s�attend à ce que l�optimisation (maximi-

sation) de cette entropie et sous des contraintes physiquement appropriées fournisse la dis-

tribution correcte de probabilité pour les états microscopiques de l�état stationnaire macro-
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1.4. Quelque notions sur la statistique non extensive

scopique du système. Boltzmann, puis Gibbs, ont proposé la forme célèbre de la base de la

mécanique statistique standard. Cette forme (dans sa version discrète) est exprimée par la

formule de Shannon

SBG = �k
wX
i=1

pi ln pi avec
wX
i=1

pi = 1 (1.25)

Quand les états microscopiques sont équiprobables (c.-à-d., pi = 1=W , 8i), l�entropie (1.25)
prend son maximum représenté par l�équation.(1.24). La forme (1.25) a été utilisée avec

grand succès. La généralisation de la statistique de BG inspirée par les multi- fractales a

été donnée par Tsallis [3] sous la forme suivante

Sq =

1�
wX
i=1

pqi

q � 1 (q 2 R) (1.26)

Avec pqi = pie
(q�1) ln pi � pi[1 + (q � 1) ln pi]. Pour des raisons de simplicité, nous avons

choisi k = 1. On véri�e que dans la limite q ! 1, Sq se réduit à SBG. La forme de

l�entropie Sq (1.26) est non négative et prend un extremum quand les états microscopiques

sont équiprobables (pi = 1=W;8i), donnée par

Sq =
W 1�q � 1
1� q (1.27)

où W 1�q =
wX
i=1

pqi . Sq prend son maximum pour q > 0 et minimum pour q < 0. Si A et B

sont deux systèmes indépendants, alors la probabilité pour que A et B soient dans le même

état microscopique est pA+Bij = pAi p
B
j (8 i; j) , impliquant que l�entropie correspondante

véri�e l�égalité suivante

Sq(A+B) = Sq(A) + Sq(B) + (1� q)Sq(A)Sq(B) (1.28)

L�entropie Sq est dite sub-extensive pour q > 1 et super-extensive pour q < 1 et se réduit à

SBG dans la limite q ! 1.

1.4.2 La forme entropique d�équiprobabilité

Équations di¤érentielles ordinaires

Considérons l�équation di¤érentielle suivante

dy

dx
= yq (1.29)
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1.4. Quelque notions sur la statistique non extensive

avec la condition initiale y(x = 0) = 1. La solution générale de l�équation di¤érentielle

(1.29) est donnée par

yq(x) = [1 + (1� q)x]
1

1�q ; (1.30)

Cette solution est noté exq (q exponentielle, avec e
x
1 = ex) et dont les variations sont

représentées sur la �gure 1

Figure 1: Fonction q� exponentielle pour des valeurs typiques de q. Pour q > 1, cette
fonction est dé�nie dans l�intervalle [-1, (q � 1)�1 ], et diverge lorsque x! (q � 1)�1:
Pour q < 1, cette fonction est dé�nie sur tous les x, mais est nul pour x < �(1� q)�1:
Dans la limite x! 0, exq � 1 + x(8q). Cette �gure a été reproduite à partir du livre: M.
Gell-Mann et C. Tsallis, "Nonextensive Entropy- Interdisciplinary Applications" (Oxford,

University Press, 2004), p. 6.

Sa fonction inverse est donnée par

y =
x1�q � 1
1� q � lnq x (1.31)

noté lnq x avec ln1 x = ln x et qui satisfait à la propriété de la pseudo additivité suivante

lnq(xAxB) = lnq(xA) + lnq(xB) + (1� q) lnq(xA) lnq(xB) (1.32)

En identi�ant l�équation (1.31) avec l�équation (1.27), l�entropie de Tsallis peut être général-

isée à la forme suivante
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1.4. Quelque notions sur la statistique non extensive

Sq = lnqW (1.33)

Rappelons que les cas q ! �1 et q = 0 �gurent parmi les cas possibles.

Additivité

Soit un système composé de sous-ensembles A (avec WA possibilités) et B (avec WB pos-

sibilités), dont les probabilités communes sont pA+Bij (i = 1; 2; :::;WA; j = 1; 2; :::;WB) : On

dé�nit la probabilité marginale

pAi �
PwB

j=1 p
A+B
ij (1.34)

avec
PwA

i=1 p
A
i = 1, et

pBj �
PwA

i=1 p
A+B
ij (1.35)

avec
PwB

j=1 p
B
j = 1. En général, p

A
i p

B
j 6= pA+Bij , sinon A et B seraient indépendants au sens

de la probabilité. Dans l�autre cas, ils sont dépendants ou corrélés. Soient

Sq(A) � Sq(fpAi g) (1.36)

et

Sq(B) � Sq(fpBi g) (1.37)

On peut alors dé�nir l�entropie conditionnelle p(A=B) et p(B=A) si et seulement si A et B

sont indépendants. En posant Sq(A=B) = Sq(A) et Sq(B=A) = Sq(B), on peut démontrer

que [30], [31] Sq(A+B) � Sq
��
pA+Bij

	�
, en générale satisfait à

Sq(A+B) = fSq(A) + Sq(A=B) + (1� q)Sq(A)Sq(B=A) (1.38)

= Sq(B) + Sq(B=A) + (1� q)Sq(B)Sq(A=B)g

Quand A et B sont indépendants, cette dernière équation nous donne l�équation (1.28)

précédente. Les diverses caractérisations de S que nous avons présentées devraient fournir

une intuition raisonnable de son contenu physique et mathématique.

1.4.3 Mécanique statistique non extensive et thermodynamique

La détermination de la distribution la plus probable dans le cadre de la statistique classique,

repose sur le fait que le système est en contact avec un thermostat, à savoir l�ensemble

canonique et la considération des contraintes suivantes
wX
i=1

pi = 1 (1.39)
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Pw
i=1 piEi = U (1.40)

où fEig est l�énergie de l�état i que peut occuper le système, U est l�énergie interne du

système possédant une valeur �xe et �nie. Ainsi l�optimisation de l�entropie SBG

SBG = k
X

pi ln pi (1.41)

conduit à l�expression de la distribution la plus probable

pi = e
��"i=ZBG (1.42)

ZBG =

wX
l

e��"l (1.43)

Dans la statistique non extensive, la détermination de la distribution la plus probable du

système repose sur une nouvelle dé�nition de l�énergie interne du système qui dépend du

paramètre non extensif q Pw
i=1 piEi = Uq (1.44)

où Ei est l�énergie de l�état i du système et Uq son énergie interne. Par contre, la contrainte

(1.39) reste inchangée. Dans le but d�optimiser l�entropie

Sq =

1�
wX
i=1

pqi

q � 1 (q 2 R) (1.45)

on introduit les facteurs de Lagrange � et � et la fonction

�q =
Sq
k
+ �

wX
i=1

pi � ��(q � 1)
wX
i=1

piEi (1.46)

Cette fonction possède un extremum déterminé à partir de @�q=@pi = 0, 8i. On obtient
alors

pi =
[1� �(q � 1)Ei]1=(q�1)

Zq
(1.47)

avec

Zq =

wX
l=1

[1� �(q � 1)El]1=(q�1) (1.48)

Ainsi, la fonction de distribution stationnaire (méta- équilibre) est la fonction q� exponen-
tielle (exq ). Cependant, la contrainte (1.39) n�est pas adéquate pour des situations anor-

males telles que la symétrie de Lévy (la super di¤usion). En e¤et, la contrainte normale

pour un tel problème, en principe, devrait �xer
R
dx x2pq(x) (rappelons que la symétrie
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impose
R
dx xpq(x) = 0 ), mais qui diverge pour l�optimisation de pq ( qui s�avère être

e��x
2

q ). Il a été remarqué qu�un autre choix de pqi peut être utilisé dans la contrainte en

�xant
Pw

i=1 p
q
iEi. Ce choix [32]-[35] a simultanément résolu les deux di¢ cultés mention-

nées:
R1
�1dx x

2[pq(x)]
q. Cependant, de nouvelles di¢ cultés mathématiques émergent avec

ce choix de la contrainte. Celles ci sont principalement: (1) La non invariance de la distrib-

ution meta- équilibre par le changement de niveau zéro pour les énergies fEig, (2)
Pw

i=1 p
q
i

di¤ère généralement de l�unité, (3) Les hypothèses pA+Bij = pAi p
B
j et E

A+B
ij = EAi + E

B
j ne

donnent pas UA+Bq = UAq +U
B
q . Au vu de ces di¢ cultés mathématiques, il est devenu inac-

ceptable que la contrainte appliquée à une constante ne puisse pas reproduire cette même

constante. Ceci a naturellement conduit à donner une formulation dé�nitive de la théorie,

introduite en 1998 [36] et qui est actuellement utilisée. La contrainte (1.40) se généralise

comme suit

hHiq =
Pw

i=1 p
q
iEiPw

j=1 p
q
j

= Uq (1.49)

Cette forme de contrainte de l�énergie s�est avérée appropriée pour lever les trois di¢ cultés

qui subsistent simultanément.

En théorie cinétique des gaz, la distribution la plus probable est remplacée par une

fonction de distribution des vitesses. Dans sa version la plus classique, cette fonction est

la fonction de distribution des vitesses de Maxwell- Boltzmann qui caractérise l�équilibre

thermodynamique. La détermination de cette distribution repose sur le fait que les trois

composantes de la vitesse ne sont pas corrélées. Cependant, cette propriété ne tient pas dans

les systèmes dotés d�interactions à longue portée comme le cas d�un plasma. A�n d�établir

l�expression de la fonction de distribution des vitesses en tenant compte des corrélations

entre les di¤érentes composantes, on utilise le formalisme non extensif. Pour simpli�er le

problème, considérons le cas à deux dimensions

F
�q

v2x + v
2
y

�
d2v = eq(f

q�1(vx) lnq f(vx) + f
q�1(vy) lnq f(vy))dvxdvy (1.50)

où

eq(f) = [1 + (1� q)f ]1=(q�1) (1.51)

lnq(f) =
f 1�q � 1
1� q (1.52)
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On véri�e aisément que eq(lnq(f)) = lnq(eqf) = f et d
dx
lnq(f) = f

�q df
dx
. En dérivant lnq(F )

par rapport a vx, nous obtenons

@ lnq(F )

@x
=
@(eq(f

q�1(vx) lnq f(vx) + f
q�1(vy) lnq f(vy)))

vx
(1.53)

ou de façon équivalente,

vx
�

F
0
(�)

F q(�)
=

@

@vx
ff q�1(vx) lnq f(vx)g (1.54)

avec � =
p
v2x + v

2
y. En introduisant la notation abrégée suivante

�(�) =
1

�

F
0
(�)

F q(�)
(1.55)

nous réécrivons l�équation (1.54) comme suit

�(�) =
1

vx
ff q�1(vx) lnq f(vx)g =

1

vy
ff q�1(vy) lnq f(vy)g (1.56)

On peut choisir �(�) = �m
, où m représente la masse de la particule et 
 une constante

arbitraire. Bien entendu, l�introduction de m à cet endroit est dictée uniquement par la

connaissance de la limite Maxwellienne. En utilisant la transformation suivante(1.52)

f q�1(vx) lnq f(vx) = lnq� f(vx) (1.57)

où q� = 2� q, nous avons
lnq� f(vx) = �

m


2
v2x + lnq� A (1.58)

En faisant agir la q- exponentielle des deux côtés de l�équation (1.58), il s�ensuit que

f(vx) = [1 + (1� q�)(�
m


2
v2x + lnq� A)]

1=(1�q�) (1.59)

En dé�nissant le paramètre � comme suit

� =



1 + (1� q�) lnq� A
=




A1�q�
(1.60)

nous obtenons l�expression générale de la fonction de distribution des vitesses largement

utilisée en physique des plasmas

f(vx) = Aq

�
1� (q � 1)�mv

2
x

2

� 1
q�1

(1.61)

où Aq est la constante de normalisation donnée par

Aq =

�
1 + q

2

�
�( 1

q�1 +
1
2
)

�( 1
q�1)

r
m(q � 1)
2�kT

(1.62)
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1.4.4 Application

Nous présentons une liste non exhaustive des applications ou des connexions à la mécanique

statistique non extensive qui ont été étudiées dans la littérature. Chaque cas mérite, cepen-

dant, une analyse séparée. En astrophysique et dans la cosmologie, les connexions ont été

établies avec les modèles polytropiques et d�autres modèles des systèmes autogravitants. En

physique des hautes énergies, des connexions ont été établies avec la distribution des impul-

sions transversales dans les jets des hadrons produits par annihilation électron-positron avec

de fortes collisions des noyaux. En chimie la loi d�Arrhenius a été généralisée à la di¤usion

anormale.

Pour clore ce chapitre, notons que plusieurs questions restent jusqu�à présent sans

réponse et font actuellement l�objet d�une intense investigation [37], [38].
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2

Onde acoustique ionique solitaire

associée à un plasma contenant des

électrons non extensifs

2.0.5 Présentation physique du problème

Le mode acoustique ionique est l�un des modes normaux (ou propres) du plasma. Il a

fait l�objet d�une vaste investigation sur le plan théorique et expérimental [4]. La théorie

non linéaire pour ce type d�onde a été développée pour la première fois par Sagdeev [39].

Ce dernier a montré que sa dynamique est analogue à celle d�un oscillateur harmonique.

Il a été alors établi que l�onde acoustique ionique pouvait exister aussi bien sous forme

d�ondes périodiques ou d�ondes localisées. La première observation expérimentale de l�onde

acoustique ionique solitaire a été réalisée par Ikezi [22] qui a d�ailleurs rapporté l�existence

d�un écart entre les observations expérimentales et les résultats prévus par l�équation K- dV.

Dans le but de réduire cet écart, plusieurs modèles ont alors été proposés pour tenir compte

soit de l�e¤et de la température �nie des ions [40], [41], soit d�une population d�électrons

piégés [42], [28] , soit des ordres supérieurs de la non linéarité [43].

Au cours des dernières années, une grande attention a été prêtée à la mécanique sta-

tistique non extensive basée sur les déviations de la mesure entropique de Boltzmann-

Gibbs-Shannon (BGS). Une généralisation non extensive appropriée de l�entropie BGS pour

l�équilibre statistique a été d�abord reconnue par Renyi [2] et subséquemment proposée par

Tsallis [3]. Elle prolonge convenablement l�additivité standard des entropies au cas non

linéaire et non extensif où un paramètre particulier, l�indice entropique q, caractérise le

degré de non extensivité du système considéré (q = 1 correspond à la statistique extensive
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standard BGS). Cette entropie non additive a été utilisée avec succès dans un large éventail

de phénomènes caractérisés par la non extensivité [44]-[50]. Il est admis que la distribution

de Maxwell issue de la statistique de Boltzmann-Gibbs est universellement valable pour les

systèmes macroscopiques en équilibre. Cependant, pour les systèmes dont l�interaction est à

longue portée, tels les systèmes gravitationnels et les plasmas, où les états stationnaires hors

équilibre existent, la distribution Maxwellienne pourrait être inadéquate pour décrire de tels

états. D�ailleurs, récemment et en raison d�un défaut de fondement théorique de la fonction

de distribution suprathermique ou kappa (elle ne peut être établie de manière formelle), une

approche non extensive a été suggérée [51]-[53]. Il a été démontré que des distributions

très proches des distributions de type kappa sont la conséquence de l�entropie généralisée.

Notons au passage que de nombreux travaux théoriques se sont intéressés récemment aux

e¤ets des particules suprathermiques sur di¤érents types de processus collectifs linéaires et

non linéaires dans les plasmas [54]-[67]. Les résultats d�une expérience de propagation

d�ondes électrostatiques planes dans un plasma thermique non collisionnel, sont en faveur

d�une classe de distributions de Tsallis dont le paramètre non extensif q est plus petit que

l�unité [4]. Des expressions analytiques pour l�onde non amortie et amortie (amortissement

Landau) ont été établies dans le contexte de la statistique non extensive de Tsallis. Un bon

accord avec les données expérimentales a été atteint [4]. Par conséquent, il nous semble

opportun d�étudier, dans ce chapitre, les ondes acoustiques ioniques solitaires non linéaires

dans le contexte de la nouvelle statistique de Tsallis. En fait, notre étude complète les

récents travaux de Dubinova et Dubinov [68].

2.0.6 Equations de base du modèle

Considérons un plasma non collisionnel et non magnétisé, composé d�ions froids et d�électrons

non extensifs de densité ni et ne, respectivement. En l�absence de toute perturbation, la

condition de quasi- neutralité de la charge requiert ne0 = ni0. La propagation unidimen-

sionnelle de l�onde acoustique ionique dans un tel plasma est alors gouvernée par le système

d�équations �uides suivant

@ni
@t

+
@ (nivi)

@x
= 0 (2.1)

mi

�
@vi
@t
+ vi

@vi
@x

�
= �e@'

@x
(2.2)

@2'

@x2
= �4�e (ni � ne) (2.3)
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où ' est le potentiel électrostatique et le reste des variables a déjà été dé�ni. Pour mod-

éliser l�e¤et des électrons non extensifs, nous nous référons à la fonction de distribution

unidimensionnelle donnée par [69] (obtenue en maximisant l�entropie de Tsallis)

fe(vx) = Cq

�
1� (q � 1)

�
mev

2
x

2Te
� e'
Te

��1=(q�1)
(2.4)

où Cq est la constante de normalisation et est donnée par

Cq =

8><>:
neo

�( 1
1�q )

�( 1
1�q�

1
2
)

q
me(1�q)
2�Te

pour � 1 < q < 1

neo
�
1+q
2

� �( 1
q�1+

1
2
)

�( 1
q�1 )

q
me(q�1)
2�Te

pour q > 1
(2.5)

q est le paramètre non extensif et � la fonction gamma standard. Notons que pour q < �1,
la distribution (2.4) est non normalisable. Dans la limite q ! 1, la fonction de distribution

des vitesses (2.4) se réduit à la fonction de distribution des vitesses bien connue de Maxwell-

Boltzmann, donnée par

fe(vx) =
ne0

(2�Te=me)
1=2
exp

�
�v

2
x � 2e'=me

2Te=me

�
(2.6)

Il est important de mentionner que pour q > 1, la fonction de distribution des vitesses (2.4)

exhibe une coupure thermique donnée par

vmax =

s
2Te

me(q � 1)
+
2e'

me

(2.7)

La densité numérique des électrons est obtenue en intégrant fe(vx) sur le domaine des

vitesses correspondantes, à savoir

ne(') =

R +1
�1 fe(vx)dvx pour � 1 < q < 1R +vmax
�vmax fe(vx)dvx pour q > 1

(2.8)

Nous obtenons alors la densité numérique suivante

ne(') = ne0

�
1� (q � 1) e'

kTe

�1=(q�1)+1=2
(2.9)

En adoptant le système de normalisation suivant Nj=i;e = nj=nj0, X = x=�De, Vi = vi=Cs,

� = e'=Te, T = !pit, où �De = (Te=4�ne0e
2)

1
2 est la longueur de Debye électronique,

!pi = (4�ne0e
2=mi)

1
2 la pulsation propre des ions et Cs = !pi�De la vitesse acoustique, les

équations (2.1),(2.2) et (2.3) peuvent être réécrites sous la forme

@Ni
@T

+
@ (NiVi)

@X
= 0 (2.10)
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@Vi
@T

+ Vi
@Vi
@X

= � @�
@X

(2.11)

@2�

@X2
= Ne �Ni (2.12)

avec

Ne = [1 + (q � 1)�]
1

q�1+
1
2 (2.13)

Pour étudier les ondes acoustiques ioniques solitaires d�amplitude arbitraire et indépendantes

du temps, les équations (2.10) - (2.12) sont réécrites en introduisant la variable � = X�MT ,
où M est appelé nombre de Mach (vitesse du soliton /Cs). En imposant des conditions aux

limites appropriées aux solutions localisées (� ! 0, Vi ! 0, Ni ! 1 lorsque � ! �1 ),

nous obtenons

Ni =
1p

1� 2�=M2
(2.14)

En portant la relation (2.14) dans l�équation de Poisson (2.12), en multipliant chaque mem-

bre de l�équation résultante par d�=d�, en intégrant une fois par rapport à � et en imposant

les conditions aux limites appropriées aux solutions localisées (� ! 0, d�=d� ! 0 lorsque

� ! �1), nous obtenons la quadrature suivante

1

2

�
d�

d�

�2
+ V (�) = 0 (2.15)

où

V (�) = �M2

(
�1 +

r
1� 2�

M2

)
� 2

3q � 1

n
�1 + [1 + (q � 1)�]

1
q�1+

3
2

o
(2.16)

Le potentiel V (�) est dit potentiel de Sagdeev ou pseudo- potentiel. L�équation (2.15) peut

être interprétée comme étant l�équation du mouvement d�une pseudo- particule de position

�, de vitesse d�=d� et de masse unité, oscillant dans un potentiel V (�). Il est claire que

V (�) = dV (�)=d� = 0 en � = 0. Dans le but de satisfaire les conditions d�existence d�une

solution solitaire de l�onde acoustique ionique, le pseudo- potentiel V (�) doit satisfaire les

conditions suivantes: (i) [d2V (�)=d�2]�=0 < 0 (on dit alors que le point �xe à l�origine est

instable); (ii) V (�) admet un extremum �m (un maximum ou un minimum) non nul tel

que V (�m) � 0; (iii) V (�) < 0 lorsque � varie de 0 à �m: La deuxième condition signi�e
simplement qu�une quasi-particule d�énergie totale nulle sera ré�échie à la position � = �m.
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La troisième condition signi�e que la quasi-particule e¤ectue des oscillations entre 0 et �m

dans le puits de potentiel V (�). La condition (i) impose au nombre de Mach de satisfaire

M2 >
2

q + 1
(2.17)

Il s�ensuit que pour q > 1 (�1 < q < 1), la limite inférieure Mmin = [2=(q + 1)]
1=2 est plus

petite (plus grande) que sa contrepartie Maxwellienne, Mmin = 1, indiquant la possibilité

d�existence de solitons subsoniques (voir �gure 2). La condition (i) est nécessaire mais

non su¢ sante pour délimiter tout le domaine des nombres Mach admissibles. La limite

supérieure de M peut être en fait déterminée à partir de la condition V (�c) � 0, où

�c=M2=2 est la valeur maximale de � pour laquelle la densité des ions froids Ni reste

réelle. Nous obtenons alors

M2 +
2

3q � 1

(
�1 +

�
1 + (q � 1)M

2

2

� 3q�1
2(q�1)

)
� 0 (2.18)

En utilisant l�équation transcendantale précédente, on peut voir que pour q < 1 (Fig.3) ou

q > 1 (Fig.4), la limite supérieure Mmax diminue à mesure que les électrons s�éloignent de

leur équilibre thermodynamique.

2.0.7 Résultats numériques

Nous procédons maintenant à la présentation de nos résultats numériques. L�équation

(2.15) est alors intégrée grâce à un schéma numérique propre aux problèmes à valeurs ini-

tiales. Pour amorcer l�intégration, les conditions initiales suivantes �0 = �(� = 0) = 0

et E0 = �(d�=d�)(� = 0) = 10�10 ont été choisies. A titre comparatif, nous avons tracé

la variation spatiale de � pour di¤érentes valeurs du paramètre non extensif q (Fig. 5).

Les paramètres suivants q = 2:2, 2:3, et 2:4, avec M = 0:8 ont été choisis de sorte que les

conditions (2.17) et (2.18) sont satisfaites. Le potentiel électrostatique exhibe une structure

solitaire localisée en régime subsonique comme l�atteste le potentiel associé (Fig. 6). A

mesure que le paramètre q augmente (le caractère non extensif du plasma devient impor-

tant) l�amplitude du soliton augmente alors que sa largeur se rétrécit, c.-à-d., l�augmentation

des valeurs de q rend la structure plus pointue. Par conséquent, des solitons acoustiques

ioniques cornues peuvent apparaître lorsque les électrons s�éloignent de leur équilibre ther-

modynamique de Maxwell-Boltzmann. Le cas 0 < q < 1 (Fig. 7) avec M = 1:3 fournit

qualitativement les mêmes résultats mais avec un décalage net de l�amplitude du soliton
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vers des valeurs plus élevées. La densité des électrons (Fig. 8) adopte le même pro�l local-

isé. Cette localisation (accumulation) provoquée par un équilibre des forces électrostatiques

agissant sur les électrons est moins e¤ective pour des valeurs plus petites de l�indice q (no-

tons que nous traitons le cas 0 < q < 1). Il s�avère que la non extensivité contribue à la

diminution de Ne dans le région de la localisation des solitons (Fig. 8), expulsant localement

les électrons hors de cette région. Considérons maintenant le cas �1 < q < 0. Nos résultats
indiquent que notre modèle de plasma ne peut admettre que des ondes acoustiques ion-

iques solitaires de type raréfactif requérant des valeurs du nombre de Mach M relativement

élevées (à comparer avec les résultats de la �gure 2). Ces résultats sont tracés sur la �gure

9 pour di¤érentes valeurs du paramètre non extensif q = �0:78, �0:74, �0:70 et M = 3:2.

A mesure que la non extensivité électronique devient importante (q ! �1), la structure
raréfactive devient plus profonde alors que sa largeur augmente légèrement, à l�inverse du

cas étudié pour q > 0.
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Figure 2: Variation de la limite inférieure Mmin du nombre de Mach en fonction du

paramètre non extensif q.
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Figure 3: Variation de la limite supérieure Mmax du nombre de Mach en fonction du

paramètre non extensif q, 0 � q � 0:999.
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Figure 4: Variation de la limite supérieure Mmax des valeurs du nombre de Mach

permises en fonction de q, 1:05 � q � 7.
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Figure 5: Potentiel électrostatique solitaire � associé à l�onde acoustique ionique pour

di¤érentes valeurs de q, avec M = 0:8.
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Figure 6: Potentiel de Sagdeev V (�) associé à la structure localisée de la �gure 5.
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Figure 7: Potentiel électrostatique solitaire � associé à l�onde acoustique ionique pour

di¤érentes valeurs de q, avec M = 1:3:
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Figure 8: Pro�l spatial de la densité des électrons Ne pour di¤érentes valeurs de q, avec

M = 1:3.
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Figure 9: Potentiel électrostatique solitaire raréfactif � associé à l�onde acoustique

ionique pour di¤érentes valeurs de q, avec M = 3:2.

2.0.8 Analyse faiblement non linéaire

Dans la limite des faibles amplitudes (� << 1), la solution solitaire localisée de l�équation

(2.15) peut être obtenue de manière explicite en e¤ectuant un développement en séries de
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puissances de V (�). Nous obtenons alors

V (�) ' A1� + A2�2 + A3�3 + 0(�4) (2.19)

avec

A1 = 0

A2 =
1

2M2
� q + 1

4
(2.20)

A3 =
q2 � 2q � 3

24
+

1

2M4

La solution de l�équation (2.15) est alors donnée par

�(�) = �m sec h
2(�=�) (2.21)

où �m = �A2=A3 et � = (�2=A2)1=2 représentent, respectivement, l�amplitude et la largeur
du soliton. Par conséquent, la solution faiblement non linéaire (2.21) ne peut exister que

si A2 < 0 ou M2 > 2=(q + 1). Cette structure sera de nature compressive si A3 > 0 ou

M4(q2� 2q�3)+12 > 0. Ceci veut dire que (en référence au signe du polynôme q2�2q�3)

(
M4 < � 12

q2� 2q�3 pour � 1 < q < 3
M4 > � 12

q2� 2q�3 pour q > 3:

2.0.9 Equation de Korteweg- de Vries (K- dV)

Dans le but d�étudier la dynamique des ondes acoustiques ioniques solitaires de faible ampli-

tude (� < M2=2), nous établissons à partir des équations (2.10), (2.11) et (2.12) l�équation

classique de Korteweg-de Vries (K-dV) en utilisant la technique de la perturbation réductive,

basée sur le changement de variable suivant [18]

� = �1=2(X � v0T ) et � = �3=2T (2.22)

où � est un paramètre mesurant la faiblesse de l�amplitude ou de la dispersion et v0 la vitesse

de phase linéaire. Les variables Ni, Vi et � sont alors développées en séries de puissances

de � autour de leurs valeurs d�équilibres

� = ��(1) + �2�(2) + ::: (2.23)

Vi = �V
(1)
i
+ �2V (2)

i
+ ::: (2.24)

Ni = 1 + �N
(1)
i
+ �2N (2)

i
+ ::: (2.25)
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A l�ordre le plus faible en �, les équations (2.10), (2.11) et (2.12) donnent, N (1)
i = �(1)=v20,

V
(1)
i = �(1)=v0 et v20 = 2=(q+1). A l�ordre supérieur, nous obtenons les équations suivantes

@N
(1)
i

@�
� v0

@N
(2)
i

@�
+
@V

(2)
i

@�
+
@

@�
(N

(1)
i V

(1)
i ) = 0 (2.26)

@V
(1)
i

@�
� v0

@V
(2)
i

@�
+
@�(2)

@�
+ V

(1)
i

@V
(1)
i

@�
= 0 (2.27)

@2�(1)

@�2
= �N (2)

i +

�
1 +

(q � 1)
2

�
�(2) +

�
1 +

(q � 1)
2

��
1� (q � 1)

2

�
(�(1))2

2
(2.28)

En exprimant N (2)
i et �(2) à partir de l�équation (2.28) et en injectant le résultat dans

l�équation combinée des équations (2.26) et (2.27), nous obtenons

@�(1)

@�
+ A�(1)

@�(1)

@�
+
1

2
B
@3�(1)

@�3
= 0 (2.29)

où

A =
3

2v0
� v

3
0

2

�
1� (q � 1)

2

4

�

B = v30

et dont la solution stationnaire et localisée est donnée par

�(1) = �m sech
2

�
(� � u0�)

�

�
(2.30)

�m = 3u0=A et � =
p
2B=u0 représentent, respectivement, l�amplitude et la largeur du

soliton et u0 est la vitesse du soliton normalisée. A partir de la solution (2.30), il est évident

que l�onde acoustique ionique solitaire (faiblement non linéaire) est compressive si A > 0

et raréfactive si A < 0. Notons que les solutions faiblement non linéaires conservent, de

manière générale, certaines de leurs propriétés lorsque la non linéarité devient importante.

Quand q ! 1, l�équation (2.29) se réduit à l�équation K- dV classique de l�onde acoustique

ionique dans un plasma comportant des ions froids et des électrons Maxwellien.

2.0.10 Equation de Korteweg- de Vries modi�ée (MK- dV)

Avant de procéder à l�établissement de l�équation MK- dV, une analyse de la solution

solitaire précédente est important. En e¤et, pour une valeur particulière ou critique du
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2. Onde acoustique ionique solitaire associée à un plasma contenant des électrons non
extensifs

paramètre q (q = 1=2), le coe¢ cient A s�annule et dans ce cas l�amplitude de la solution sta-

tionnaire devient singulière (tend vers l�in�ni), ce qui rend l�analyse précédente inadéquate

pour décrire le comportement de l�onde acoustique ionique. Un nouveau traitement est alors

nécessaire pour établir l�équation d�évolution de l�onde acoustique ionique faiblement non

linéaire. Pour cela, introduisons le changement de variables suivant

� = �3T (2.31)

� = �(X � v0T ) (2.32)

Nous utiliserons le même développement en séries de puissances (2.23), (2.24) et (2.25). A

l�ordre le plus petit en �, le système d�équations (2.10), (2.11) et (2.12) donnent N (1)
i =

�(1)=v20, V
(1)
i = �(1)=v0 et v20 = 2=(q + 1). A l�ordre �

2, nous obtenons

�v0
@N

(2)
i

@�
+
@V

(2)
i

@�
+
@

@�
(N

(1)
i V

(1)
i ) = 0 (2.33)

�v0
@V

(2)
i

@�
+
@�(2)

@�
+ V

(1)
i

@V
(1)
i

@�
= 0 (2.34)

N
(2)
i =

�
1 +

(q � 1)
2

�
�(2) +

�
1 +

(q � 1)
2

��
1� (q � 1)

2

�
(�(1))2

2
(2.35)

Compte tenu des conditions aux limites V (1;2)i = N
(1;2)
i = �(2) = 0 quand j�j ! 1, le

système d�équations (2.33), (2.34), (2.35) conduit à la relation suivante�
3

v40
� 1 + (q � 1)

2

4

�
�(2) = 0 (2.36)

A l�ordre �3, nous avons les relations suivantes

@N
(1)
i

@�
� v0

@N
(3)
i

@�
+
@V

(3)
i

@�
+
@(N

(1)
i V

(2)
i )

@�
+
@(V

(1)
i N

(2)
i )

@�
= 0 (2.37)

@V
(1)
i

@�
� v0

@V
(3)
i

@�
+
@�(3)

@�
+
@(V

(2)
i V

(1)
i )

@�
= 0 (2.38)

@2�(1)

@�2
= �

�
N
(3)
i �

�
1 +

(q � 1)
2

�
�(3) �

�
1� (q � 1)

2

4

�
(�(1)�(2))

�
�
1� (q � 1)

2

4

��
1� 3(q � 1)

2

�
(�(1))3

6

�
(2.39)
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à partir desquelles nous établissons

@3�(1)

@�3
=

(
2

v0

@N
(1)
i

@�
+
@(N

(1)
i N

(2)
i )

@�
+
2

v0

@(N
(1)
i V

(2)
i )

@�
�
�
1� (q � 1)

2

4

�
@(�(1)�(2)

@�

�
�
1� (q � 1)

2

4

��
1� 3(q � 1)

2

�
(�(1))2

2

@�(1)

@�

�
(2.40)

D�après les équations (2.33) et (2.34), nous avons

@(N
(1)
i N

(2)
i )

@�
=
1

v40

@(�(1)�(2))

@�
+
1

v20

�
1

2
� (q � 1)

2

4

�
@(�(1))3

@�
(2.41)

2

v0

@(N
(1)
i V

(2)
i )

@�
=
@(N

(1)
i )

3

@�
+
2

v40

@(�(1)�(2) )

@�
(2.42)

En injectant les équations (2.41) et (2.42) dans l�équation (2.40) et en faisant appel à la

condition (2.36), nous obtenons

@�(1)

@�
+ C(�(1))2

@�(1)

@�
+
1

2
B
@3�(1)

@�3
= 0 (2.43)

où

C =
3

2v20

�
1

2
� (q � 1)

2

4

�
+
3v0
2
� 3

2v20

�
1� (q � 1)

2

4

��
1

2
� 3(q � 1)

2

�

B = v30

L�équation (2.43) est dite équation modi�ée de Korteweg- de Vries (MK- dV) et admet, en

régime, stationnaire une solution de la forme

�(1) = �m sech

�
� � u0�
�

�
(2.44)

où �m = �
p
6 (u0=C), � =

p
B=2u0 et u0 représentent, respectivement, l�amplitude, la

largeur et la vitesse du soliton.

2.0.11 Equation de Korteweg- de Vries généralisée (GK- dV)

Dans les deux sections précédentes, nous avons montré l�inadéquation de l�équation de type

K- dV pour une valeur singulière de q. En cette valeur particulière, le potentiel électrosta-

tique de l�onde acoustique ionique est décrit par une équation de type MK- dV. On montre

dans cette section que l�évolution de l�onde acoustique ionique peut être décrite par une
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équation de type Korteweg- de Vries généralisé (GK- dV) qui recouvre les équations de type

K- dV et mK- dV. En utilisant le changement de variable précédent (2.31), (2.32) et avant

d�aller plus loin, il est important d�analyser le terme de droite de l�équation de Poisson

suivant

�N (2)
i +N (2)

e = �1
2

�
3

v40
�
�
1� (q � 1)

2

4

��
(�(1))2 (2.45)

Quand q est loin de sa valeur critique, le coe¢ cient de (�(1))2 est supposé d�ordre �. Comme

(�(1))2 est d�ordre �2, la contribution du terme précédent est donc d�ordre �3 dans l�équation

de Poisson (2.39) qui peut donc s�écrire sous la forme

@2�(1)

@�2
= �N (2)

i +N (2)
e �N (3)

i +N (3)
e (2.46)

Exprimons alors �N (3)
i +N

(3)
e en fonction des autres termes de l�équation (2.46) et injectons

le résultat dans l�équation qui résulte de la combinaison des équations (2.37) et (2.38). En

négligeant la contribution des termes d�ordre supérieur à celui de �3, nous obtenons

@�(1)

@�
+ C(�(1))2

@�(1)

@�
+ A�(1)

@�(1)

@�
+
1

2
B
@3�(1)

@�3
= 0 (2.47)

où

C =
3

2v20

�
1

2
� (q � 1)

2

4

�
+
3v0
2
� 3

2v20

�
1� (q � 1)

2

4

��
1

2
� 3(q � 1)

2

�
(2.48)

B = v30 (2.49)

A =
3

2v0
� v

3
0

2

�
1� (q � 1)

2

4

�
(2.50)

et dont la solution stationnaire est donnée par

�(1) = 6
�u0
A

� 1

1 + (1 + 4Cu0
BA
)1=2 cosh

�q
2u0
B
(� � u0�)

� (2.51)

L�équation GK- dV (2.47) est plus générale que l�équation K- dV et mK- dV et peut servir

comme équation d�évolution pour le potentiel électrostatique spécialement au voisinage de

la valeur critique de q. Le terme non linéaire de l�équation d�évolution (2.47) peut être

considéré comme une passerelle entre les termes non linéaires des équations K- dV et mK-

dV.
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3

Approche dynamique des gaz de

l�onde acoustique ionique dans un

plasma non extensif

3.1 Présentation physique du problème

L�onde acoustique ionique est l�un des modes de base susceptible de se propager dans un

plasma. Ce mode a fait l�objet d�une vaste investigation tant sur le plan expérimental

que théorique. Plusieurs modèles théoriques ont été élaborés parmi lesquels nous citons

l�approche perturbative qui tient compte de l�aspect faiblement non linéaire et dispersif

du plasma conduisant à des équations de type K- dV ou K- dV modi�é. Une approche

plus exacte repose sur la prise en compte complète de l�aspect non linéaire et dispersif du

plasma. Historiquement, le premier travail pionnier sur l�onde acoustique ionique est du à

R. Z. Sagdeev [70]. Ce dernier a établi une équation de conservation de l�énergie analogue

à celle d�un oscillateur en mécanique classique. Il a montré que l�onde acoustique ionique

peut se propager sous la forme d�un soliton si le nombre de Mach M véri�e la condition

1 < M < 1:58 (M = vitesse du soliton/ vitesse acoustique). Depuis, l�accent à été mis sur

d�autres modèles beaucoup plus évolués pour rapprocher au mieux le modèle de Sagdeev des

résultats expérimentaux. Ces modèles tiennent compte des e¤ets de la température des ions,

des équations d�état des espèces de particules du plasma, de la présence de deux espèces ion-

iques, de l�e¤et de l�inertie de l�électron....etc. Cependant, ces modèles introduisent plus de

complexités algébriques et deviennent moins tractables analytiquement, ce qui rend l�analyse

plus di¢ cile, voir impossible dans certains cas de �gures. C�est pourquoi, d�autres approches
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3.2. Modèle théorique et équations de base

ont vu le jour à l�instar de celle dite approche dynamique des gaz[71]-[72]. Récemment in-

troduite par McKenzie [73]-[75], elle repose essentiellement sur la résolution de l�équation

du mouvement, réduite à une équation de type Bernoulli et qui nous permet de choisir la

branche physique reliant la densité au potentiel électrostatique. L�équation de Poisson sera

exprimée soit en terme de vitesse, soit en terme de densité [76]-[79]. On se propose, dans

ce chapitre, d�étudier l�onde acoustique ionique en faisant appel à cette approche. Nous

supposerons des électrons non extensifs décrits par une fonction de distribution de Tsallis et

des ions �uides adiabatiques décrits par une équation d�état reliant la pression à la densité.

L�e¤et du paramètre non extensif q des électrons et de l�indice adiabatique 
 des ions sur

l�amplitude du soliton acoustique ionique sera étudié.

3.2 Modèle théorique et équations de base

Considérons un plasma non collisionnel, composé d�électrons non extensifs (de masse me, de

charge électrique e < 0 et de température T0e) et d�une seule espèce d�ions �uides (de masse

mi, de charge électrique �e > 0 et la température Ti0). Les électrons sont supposés suivre
la loi de distribution de Tsallis caractérisée par le paramètre non extensif q. La condition

de quasi-neutralité de la charge est donnée par ne0 = ni0 = n0. La dynamique de l�onde

acoustique ionique est alors régie par des équations similaires à celles du chapitre précédent

avec, cependant, un terme supplémentaire (dans l�équation de mouvement des ions) dû au

gradient de pression et une notation di¤érente pour la charge électrique de l�électron (notée

e < 0 pour pouvoir nous situer par rapport à des travaux antérieurs). Ces équations sont

données par

@ni
@t

+
@ (nivi)

@x
= 0 (3.1)

mi

�
@vi
@t
+ vi

@vi
@x

�
= e

@'

@x
� 1

ni

@Pi
@x

(3.2)

@2'

@x2
= 4�e (ni � ne) (3.3)

où Pi représente la pression cinétique des ions assimilés à un gaz et les autres variables

ont déjà été dé�nies. Le système (3.1)-(3.3) est complété par l�équation d�état adiabatique

suivante
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3.3. Solution stationnaire

Pi = Ti0n0(ni=n0)

 (3.4)

La densité électronique est donnée par

ne = ne0

�
1� (q � 1) e'

Te0

� 1
q�1+

1
2

(3.5)

En adoptant le système de variables adimensionnelles suivant: Ni;e = ni;e=n0, X = x=�D,

Vi = vi=!pi�D, � = e'=Te0 et T = !pit, où �D = (Te0=4�n0e2)
1
2 est la longueur de Debye et

!pi = (4�n0e
2=mi)

1
2 la fréquence plasma ionique, les équations (3.1)-(3.3) deviennent

@Ni
@t

+
@ (NiVi)

@X
= 0 (3.6)

�
@Vi
@T

+ Vi
@Vi
@X

�
=
@�

@X
� �

(
 � 1)
@N
�1

i

@X
(3.7)

@2�

@X2
= Ni � [1� (q � 1)�]

1
q�1+

1
2 (3.8)

avec

� = 

Ti0
Te0

(3.9)

3.3 Solution stationnaire

Dans le but d�analyser les propriétés de l�onde acoustique ionique d�amplitude arbitraire

susceptible de se propager dans notre modèle de plasma, on introduit le changement de

variable suivant � = X �MT . Le système d�équations di¤érentielles aux dérivées partielles
(3.6)-(3.8) se réduit au système d�équations di¤érentielles ordinaires suivantes

�MdNi
d�

+
d(NiVi)

d�
= 0 (3.10)

�MdVi
d�
+ Vi

dVi
d�

=
d�

d�
� �

(
 � 1)
dN
�1

i

d�
(3.11)

d2�

d�2
= Ni � [1� (q � 1)�]

1
q�1+

1
2 (3.12)

En intégrant l�équation de continuité (3.10) et en supposant Ni ! 1 lorsque Vi ! 0, nous

obtenons
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3.3. Solution stationnaire

Ni =
M

M � Vi
(3.13)

Il est important de noter que dans le repère lié à l�onde, le plasma non perturbé se déplace à

une vitesse�M . Par conséquent, il est plus raisonnable à première vue d�utiliser la condition
limNi = 1
Vi!�M

(voir, à titre d�exemple, [80]). Cependant, pour le plasma non perturbé qui

n�est pas en mouvement dans le référentiel du laboratoire, il est plus correct d�employer la

condition limNi = 1
Vi!0

(voir [70]-[71]). En utilisant l�équation (3.13), la vitesse Vi peut être

écrite sous la forme

Vi =M(1� 1=Ni) (3.14)

En tenant compte des conditions aux limites limNi = 1 et
Vi!0

lim� = 0
Vi!0

, l�intégration de l�équation

du mouvement (3.11) aboutit à

�MVi +
V 2i
2
= � +

�

(
 � 1)(1�N

�1
i ) (3.15)

Dans la méthode du pseudo- potentiel ou de Sagdeev, la densité Ni ou la vitesse Vi sont

habituellement exprimées en fonction du potentiel électrostatique �. Cependant et au vu

de l�équation ( 3.15), il est quasi- impossible d�exprimer cette dépendance pour une valeur

donné de 
. Par contre, dans l�approche dynamique des gaz, la substitution de l�équation

(3.14) dans (3.15) permet d�écrire le potentiel électrostatique sous la forme

� =
�

(
 � 1)(N

�1
i � 1) + M

2

2
(
1

N2
i

� 1) (3.16)

Il est important de noter que le plasma loin de toute perturbation (� = 0) véri�e la neutralité

de charge Ne = Ni = 1. L�équation (3.16) présente deux solutions dont l�une est purement

mathématique (ne passe pas par le point de neutralité) et l�autre physique (passe par le point

de neutralité). Les �gures 10a et 10b montrent la variation du potentiel électrostatique �

en fonction de la densité ionique Ni. On peut remarquer l�existence d�un minimum �min

déduit à partir de

d�

dNi
= �M

2 � �N
+1
i

N3
i

= 0 (3.17)

et qui admet comme solution

Ni = (M
2=�)

1

+1 (3.18)

Ce minimum est donné par
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3.3. Solution stationnaire

�min =
�

(
 � 1)

�
(
M2

�
)

�1

+1 � 1

�
+
M2

2

�
(
M2

�
)
�2

+1 � 1

�
(3.19)

Pour Ni = (M2=�)
1


+1 , la dérivée seconde du potentiel

d2�=dN2
i = (
 + 1)M

2=N4
i > 0 (3.20)

est positive. A partir de l�équation (3.18) et pourM <
p
� , on peut conclure que la branche

physique passant par le point de neutralité (Ni = 1) est celle à allure croissante à partir de

�min (�gure 10a). Par contre pour M >
p
� (�gure 10b), la branche physique est celle à

allure décroissante jusqu�à �min.
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3.3. Solution stationnaire
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Figure 10a: Variation du potentiel électrostatique � en fonction de la densité ionique Ni,

avec � = 1, 
 = 3 et M = 0:5.
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Figure 10b: Variation du potentiel électrostatique � en fonction de la densité ionique Ni,

avec � = 1, 
 = 3 et M = 1:5.
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3.3. Solution stationnaire

En faisant intervenir la dérivée par rapport à la densité Ni, nous obtenons à partir de

l�équation de Poisson (3.12)

d2�

d�2
=
d�

dNi

d2Ni

d�2
+
d2�

dN2
i

�
dNi
d�

�2
(3.21)

avec
d2�

dN2
i

=
3M2 + (
 � 2)�N
+1

i

N4
i

(3.22)

En utilisant les expressions (3.16), (3.17) et (3.22), l�équation de Poisson se réduit à une

équation di¤érentielle non linéaire de second ordre par rapport à Ni de la forme

�M
2 � �N
+1

i

N3
i

�
d2Ni

d�2

�
+
3M2 + (
 � 2)�N
+1

i

N4
i

�
dNi
d�

�2
= Ni �

�
1� (q � 1)

�
�

(
 � 1)(N

�1
i � 1) + M

2

2
(
1

N2
i

� 1)
�� 1

q�1+
1
2

(3.23)

En introduisant le changement Z(Ni) = dNi=d�, l�équation di¤érentielle (3.23) se réécrit

sous une forme dite de Bernoulli [81]:

dZ

dNi
+
g(Ni)

f1(Ni)
Z =

f2(Ni)

f1(Ni)

1

Z
(3.24)

avec

f1(Ni) = �M
2 � �N
+1

i

N3
i

f2(Ni) = Ni �
�
1� (q � 1)

�
�

(
 � 1)(N

�1
i � 1) + M

2

2
(
1

N2
i

� 1)
�� 1

q�1+
1
2

(3.25)

g(Ni) =
3M2 + (
 � 2)�N
+1

i

N4
i

L�équation di¤érentielle (3.24) est un cas particulier de l�équation di¤érentielle de Bernoulli

[81] (n = �1 ). La solution générale s�écrit sous la forme

Z2 =

�
C1 + 2

Z
exp

�
2

Z
g(Ni)

f1(Ni)
d Ni

�
f2(Ni)

f1(Ni)
d Ni

�
exp

�
�2
Z
g(Ni)

f1(Ni)
d Ni

�
(3.26)

où C1 est une constante d�intégration déterminée à partir des conditions initiales. Dans

notre cas et à partir de la condition Z(1) = 0, nous obtenons C1 = 0. Sachant que g(Ni) =

df1=dNi, l�équation (3.26) se réduit à l�expression suivante

Z2 =
1

f1(Ni)2

�
2

Z
f1(Ni)f2(Ni)dNi

�
(3.27)
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3.3. Solution stationnaire

En remplaçant f1(Ni) et f2(Ni) par leurs expressions respectives, nous obtenons

Z2 =
N6
i�

�M2 + �N
+1
i

�2 �2Z �M2 + �N
+1
i

N3
i

(3.28) 
Ni �

�
1� (q � 1)

�
�

(
 � 1)(N

�1
i � 1) + M

2

2
(
1

N2
i

� 1)
�� 1

q�1+
1
2

!
dNi

)

L�intégration de l�équation de Bernoulli (3.28) nous permet d�obtenir l�expression exacte de

Ni (�) à partir de la forme implicite suivante

� + C2 =

Z
Z (Ni) dNi (3.29)

où C2 est une constante d�intégration. La forme implicite (3.29) et l�équation (3.27) forment

une solution exacte du problème non linéaire de l�onde acoustique ionique. L�équation (3.23)

peut d�ailleurs se réécrire sous la forme quadratique suivante (qui nous rappelle à bien des

égards celle de Sagdeev)
1

2

�
dNi
d�

�2
+ U(Ni) = 0 (3.30)

où U(Ni) est dit (cette fois ci) pseudo- potentiel de Bernoulli et est donné par

U(Ni) = �
1

f1(Ni)2

Z
f1(Ni)f2(Ni)dNi (3.31)

L�équation (3.30) décrit la dynamique d�une pseudo- particule de masse unité, de pseudo-

coordonnée Ni, ayant une pseudo- vitesse dNi=d� et plongée dans un potentiel U . Ce

dernier véri�e la condition U(1) = 0 et est donné par

U(Ni) =
�N6

i�
�M2 + �N
+1

i

�2 �Z �M2 + �N
+1
i

N3
i

(3.32) 
Ni �

�
1� (q � 1)

�
�

(
 � 1)(N

�1
i � 1) + M

2

2
(
1

N2
i

� 1)
�� 1

q�1+
1
2

dNi

!)

A�n de délimiter le domaine d�existence des solutions solitaires de l�équation (3.30), il est

important d�analyser U(Ni). Mais comme ce dernier ne possède pas de forme exacte (autre

que la forme intégrale précédente), il sera étudié conjointement avec Ni solution numérique

de l�équation di¤érentielle (3.23).
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3.4 Résultats numériques et discussion

A�n d�étudier les propriétés de l�onde acoustique ionique susceptible de se propager dans

notre modèle de plasma, nous avons procédé à une intégration numérique de l�équation

(3.23) pour déterminer le pro�le de la densité ionique, le potentiel étant déterminé à partir de

l�équation (3.16) et les pro�les des températures Ti et Te déduits à partir de Ti = (�=
)N

�1
i

et Te = N
�1
e . En régime subsonique (M < 1), �, Ni et Ne exhibent un comportement oscil-

latoire, périodique et non symétrique (par rapport à �) comme l�attestent, respectivement,

les �gures 11, 12 et 13. L�amplitude de la �uctuation augmente à mesure que les électrons

s�écartent de leur équilibre thermodynamique Maxwellien. Notons que ces structures réap-

paraissent dans le cas M > 1 et �1 < q < 1. En régime supersonique (M > 1) et pour

q > 1, le potentiel électrostatique exhibe un pro�l solitaire raréfactif (Fig. 14) se traduisant

par une compression dans le pro�les de la densité électronique (Fig. 15) et ionique (Fig. 16).

L�allure en forme de puits (Fig. 17) du pseudo- potentiel de Bernoulli con�rme la nature

solitaire des structures précédentes. Les températures électronique (Fig. 18) et ionique (Fig.

19) adoptent le même pro�l solitaire et augmentent à mesure que les électrons dévient de

leur équilibre Maxwellien. Dans le cas 0 < q < 1, apparaît une structure à deux niveaux for-

mée d�un soliton compressif et d�une double- couches raréfactive (Fig. 20) comme l�atteste

le pseudo�potentiel associé (Fig. 21). A mesure que q ! 1 (équilibre Maxwellien) la double

structure disparaît alors que le soliton compressif persiste. La �gure 22 montre la variation

du nombre de Mach maximal Mcr pour lequel les structures solitaires existent. Ces valeurs

sont déterminées à partir de la condition U(Nimax) > 0. Pour q � 1, 
 = 5=3 et � � 0, nous
avons Mcr ' 1:58 (cas proche de celui des électrons Maxwelliens). Mcr augmente et devient

plus grand que son analogue Maxwellien pour les grandes valeurs de q > 1.
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Figure 11: Pro�le oscillatoire du potentiel électrostatique �(�) pour di¤érentes valeurs

du paramètre non extensif q, avec 
 = 5=3, � = 0:01 et M = 0:75.
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Figure 12: Pro�le oscillatoire de la densité ionique Ni(�) pour les mêmes paramètres que

la �gure 11.
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Figure 13: Pro�le oscillatoire de la densité électronique Ne(�) pour les mêmes paramètres

que la �gure 11.
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Figure 14: Pro�le solitaire du potentiel électrostatique �(�) associé à l�onde acoustique

ionique pour di¤érentes valeurs du paramètre non extensif, avec 
 = 5=3, � = 0:01 et

M = 1:2.
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Figure 15: Pro�le spatial de la densité électronique Ne(�) pour les mêmes paramètres que

ceux de la �gure 14.

8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
1

1.5

2

2.5

ξ

N
i

q=1.1
q=1.2
q=1.3

Figure 16: Pro�le spatial de la densité ionique Ni(�) pour les mêmes paramètres que

ceux de la �gure 14.
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Figure 17: Pseudo potentiel U(Ni) associé au soliton de la �gure 16 pour les memes

parametres de la �gure 14.

10 15 20 25 30
6

6.5

7

7.5

8

8.5

9

9.5

10

10.5
x 10 ­3

ξ

T i

q=1.1
q=1.2
q=1.3

Figure 18: Pro�le spatial de la température ionique Ti(�) pour les mêmes paramètres que

ceux de la �gure 14.
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Figure 19: Pro�le spatial de la température électronique Te(�) pour les mêmes

paramètres que ceux de la �gure 14.
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Figure 20: Structure à deux niveaux indiquant la coexistence d�un soliton compressif et

d�une double- couches raréfactive, avec M = 1:2:
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Figure 21: Potentiel de Bernoulli U (Ni) associé à la structure à deux niveaux de la

�gure 20.
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Figure 22: Tracé de Mcr, avec 
 = 5=3.
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4

Onde acoustique électronique solitaire

associée à un plasma contenant des

électrons non extensifs

4.0.1 Présentation physique du problème

L�onde acoustique électronique est l�un des processus collectifs les plus importants d�un

plasma. Cette onde est, en comparaison avec les oscillations plasma ioniques, une onde

de haute fréquence. Elle se développe dans les plasmas ayant, en plus des ions chargés

positivement, deux populations d�électrons avec des températures nettement di¤érentes

(disparates) [82]-[84]. Les électrons relativement froids oscillent sur un fond thermalisé

d�électrons chauds non inertiels fournissant la force de rappel (rappelons qu�à l�instar du

mouvement d�un ressort, les ingrédients d�une oscillation sont l�inertie et les forces de rap-

pel). L�onde acoustique électronique peut également exister dans les plasmas dont les ions

sont plus chauds que les électrons [85]. Durant la dernière décade, les ondes acoustiques

électroniques ont fait l�objet d�une intense investigation. Elles ont été proposées pour ex-

pliquer les observations spatiales d�ondes solitaires à potentiel positif [86] ou à potentiel

négatif [87]. Des tentatives ont été faites pour expliquer le bruit électrostatique à large

bande (une activité commune du plasma dans la couche limite de la région magnetotail

terrestre) comme étant des structures solitaires acoustiques électroniques avec un potentiel

négatif dans un plasma à deux températures électroniques [88]. Plus récemment, Verheest

et al. [89] ont montré que l�inclusion de l�inertie des électrons chauds peut donner naissance

à des solitons acoustiques électroniques de type compressif et rendre l�analyse beaucoup plus

complexe [90]. Notons qu�au cours de ces dernières années de nombreux travaux ont traité
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d�un aspect ou d�un autre concernant les ondes acoustiques électroniques (nous ne citons

qu�un nombre représentatif) [91]-[93]. Cependant, la majeure partie de ces travaux fait

appel à la statistique extensive (Boltzmann-Gibbs-Shannon) (BGS). Motivés par nos résul-

tats sur les ondes acoustiques ioniques, on se propose dans le présent chapitre de revisiter

les ondes acoustiques électroniques dans le cadre de la statistique de Tsallis. Nous inspirant

des travaux précédents, notre modèle de plasma sera composé d�ions immobiles, d�électrons

froids �uides et d�électrons chauds non extensifs.

4.0.2 Équations de base du modèle

Considérons un plasma non collisionnel et non magnétisé composé d�électrons froids �uides,

d�électrons chauds non extensifs et d�ions stationnaires (jouant le rôle d�un fond neutralisant)

de densités, respectives, nc, ne et ni. En l�absence de toute perturbation, la condition de

quasi- neutralité de la charge requiert nc0 + ne0 = ni0 ou � = ne0=nc0 = ni0=nc0 � 1. La
dynamique de l�onde acoustique électronique unidimensionnelle associée à un tel modèle de

plasma est gouvernée par les équations adimensionnelles suivantes

@Nc
@T

+
@ (NcVc)

@X
= 0 (4.1)

�
@Uc
@T

+ Uc
@Uc
@X

�
= �

@�

@X
(4.2)

@2�

@X2
=
1

�
Nc +Ne � (1 +

1

�
) (4.3)

où j = c, e, i représente, respectivement, les électrons froids, les électrons non extensifs et

les ions stationnaires. e est la charge élémentaire, mj la masse et Tj la température de la

particule d�espèce j. Le potentiel électrostatique �, la vitesse �uide de l�électron froid Uc et

les densités de particules Nj sont normalisés, respectivement, par Te=e, Ce = (Te=�me)
1=2

et nj0. Le temps T et la variable d�espace X sont en unités de la période plasma électronique

!�1pc = (me=4�nc0e
2)1=2 et du rayon de Debye �De = (Te=4�ne0e2)1=2. Ne est la densité des

électrons non extensifs chauds et est donnée par [10], [69]

Ne = ne=ne0 =

�
1 + (q � 1) e'

kTe

�1=(q�1)+1=2
(4.4)

Pour étudier les ondes acoustiques électroniques solitaires d�amplitude arbitraire et in-

dépendantes du temps, les équations (4.1) - (4.3) sont réécrites en introduisant la variable
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� = X � MT , où M est le nombre de Mach (vitesse du soliton =Cs). En imposant des

conditions aux limites appropriées aux solutions localisées (�! 0, Vc ! 0, Nc ! 1 lorsque

� ! �1 ), nous obtenons à partir des équations (4.1) et (4.2)

Nc =
Mp

M2 + 2��
(4.5)

En portant la relation (4.5) dans l�équation de Poisson (4.3), en multipliant chaque membre

de l�équation résultante par d�=d�, en intégrant une fois par rapport à � et en imposant

les conditions aux limites appropriées aux solutions localisées (� ! 0, d�=d� ! 0 lorsque

� ! �1), nous obtenons la quadrature suivante

1

2

�
d�

d�

�2
+ V (�) = 0 (4.6)

où V (�) est le potentiel de Sagdeev [39] et est donné par

V (�) =
M2

�2

�
1�

p
1 + 2��=M2

�
+(1+1=�)�� 2

3q � 1

�
�1 + [1 + (q � 1)�]

1
q�1+

3
2

�
(4.7)

4.0.3 Résultats numériques et discussion

En procédant de la même manière que précédemment, il est possible de délimiter le domaine

des nombres de Mach admissibles. La condition [d2V=d�2]�=0 < 0 pour l�existence des ondes

acoustiques électroniques solitaires se traduit par

M2 >
2

q + 1
(4.8)

Par conséquent, la limite inférieure Mmin est donnée par

Mmin =

r
2

q + 1
(4.9)

Il s�ensuit que pour q > 1 (�1 < q < 1), la limite inférieure Mmin = [2=(q + 1)]
1=2 est plus

petite (plus grande) que son analogue Maxwellienne (q ! 1), Mmin = 1, indiquant ainsi la

possibilité d�existence de solitons acoustiques électroniques de type subsonique (M < 1).

La limite supérieure de M peut être déterminée à partir de la condition V (�c) � 0, où

�c = �M2
max=2� est la valeur minimale de � pour laquelle la densité des électrons froids Nc

est réelle. Nous obtenons alors l�équation transcendantale suivante

V (�c) =
M2
max

�2
� (1 + 1=�)M

2
max

2�
� 2

3q � 1

 
�1 +

�
1� (q � 1)M

2
max

2�

� 1
q�1+

3
2

!
� 0 (4.10)
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Notons que pour une distribution électronique de type Maxwell- Boltzmann (q ! 1),

l�équation précédente (4.10) se réduit à

1 +
M2
max

2�2
(1� �)� exp�

�
M2
max

2�

�
� 0: (4.11)

Commençons par étudier d�abord l�e¤et de la fraction relative des particules � = ne0=nc0 sur

le domaine des nombres de Mach admissibles (Mmin < M < Mmax). Nous avons constaté

que pour q = 0:5 et � = 2, 4, 10 et 50, les solitons acoustiques électroniques peuvent exister,

respectivement, dans les gammes 1:15 < M < 3:3, 1:15 < M < 2:7, 1:15 < M < 2:4

et 1:15 < M < 2:3. Il s�avère donc que le domaine des nombres de Mach admissibles se

rétrécit à mesure que le nombre relatif d�électrons non extensifs augmente. Pour une valeur

constante de � = 50, la �gure 23 indique que les limites supérieureMmax et inférieureMmin,

sont décalées vers les valeurs inférieures quand les électrons évoluent en direction de leur

équilibre thermodynamique (q ! 1). Le processus de "Maxwellisation" de la composante

non extensive ne favorise donc pas la propagation des ondes acoustiques électroniques. Nous

avons tracé la variation spatiale de � pour di¤érentes valeurs du paramètre non extensif

q = 0:3, 0:5 et 0:7 (Fig. 24). Le potentiel électrostatique exhibe un pro�l spatialement

localisé en régime supersonique comme l�atteste d�ailleurs la structure en forme de puits du

potentiel de Sagdeev (Fig. 25). De plus, nos résultats numériques révèlent qu�à mesure que

le paramètre q diminue (le caractère non extensif du plasma devient important), l�amplitude

du soliton diminue alors que sa largeur augmente, contrairement aux e¤ets suprathermiques

qui rendent la structure solitaire plus pointue [94]. Ceci peut être attribué au fait que les

électrons sont localement expulsés (Fig. 26) et poussés hors de la région de localisation

du soliton à mesure que les électrons chauds et non extensifs évoluent vers leur équilibre

thermodynamique (q ! 1). Le cas �1 < q < 0 (Figs. 27 et 28), avec M = 4:5 et � = 2,

fournit qualitativement les mêmes résultats. Notons que nos résultats peuvent être utiles

dans la compréhension des structures non linéaires localisées dans di¤érentes régions de la

magnétosphère [95].

58



4. Onde acoustique électronique solitaire associée à un plasma contenant des électrons non
extensifs

­1 ­0 .8 ­0 .6 ­0 .4 ­0 .2 0 0 .2 0 .4 0 .6 0 .8 1
0

2

4

6

8

10

12

14

q

M

M
m a x

M
m in

Figure 23: Variation du domaine des nombres de Mach admissibles [Mmin, Mmax] en

fonction du paramètre non extensif q, avec � = 50.
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Figure 24: Potentiel électrostatique solitaire � associé à l�onde acoustique électronique

pour di¤érentes valeurs du paramètre q > 0, avec M = 4:5 et � = 2.
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Figure 25: Potentiel de Sagdeev V (�) pour di¤érentes valeurs du paramètre non

extensif, avec M = 2 et � = 2.
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Figure 26: Pro�l spatial de la densité des électrons Ne pour di¤érentes valeurs du

paramètre non extensif, avec � = 2 et M = 4:5.
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Figure 27: Potentiel électrostatique solitaire � associé à l�onde acoustique électronique

pour di¤érentes valeurs du paramètre non extensif q < 0, avec M = 4:5 et � = 2.
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Figure 28: Potentiel de Sagdeev V (�) pour di¤érentes valeurs du paramètre q < 0 avec

M = 4:5 et � = 2:

Dans la limite des faibles amplitudes (� << 1), la solution solitaire localisée de l�équation

(4.6) peut être obtenue de manière explicite en e¤ectuant un développement en séries de

puissances de V (�). Nous obtenons alors

V (�) = A2�
2 + A3�

3 + 0(�4) (4.12)
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où

A2 =
1

2M2
� 1
2
(
q + 1

2
) (4.13)

A3 = �
1

8
� q

12
+
q2

24
� �

2M4
(4.14)

En e¤ectuant les étapes nécessaires pour résoudre l�équation (4.6), nous obtenons

�(�) = �m sech(
�� �0
�

) (4.15)

avec

�m = �A2=A3 et � = (�2=A2)1=2 (4.16)

La solution (4.15) représentes l�onde acoustique électronique solitaire stationnaire de faible

amplitude à condition que A2 < 0 ou M2 > 2=(q + 1). Si maintenant nous poussons le

développement jusqu�à l�ordre 4, à savoir

V (�) = A2�
2 + A3�

3 + A4�
4 + 0(�5) (4.17)

avec

A4 =
5�2

8M6
� q3

64
+
11q2

192
� q

192
� 5

64
(4.18)

il devient possible d�envisager une solution en double- couches (de faible amplitude) de (4.6).

Celle- ci existe seulement si les conditions suivantes sont satisfaites:(i) V (0) = V (�m) = 0;

(ii) (dV=d�)�=0 = (dV=d�)�=�m = 0; et (d
2V=d�2)�=0;�m < 0, où 0 et �m sont deux points

extrêmes de V (�). En appliquant les deux premières conditions aux limites, nous obtenons

2�m = �A3=A4 (4.19)

V (�) peut alors être réécrit sous la forme

V (�) = A4�
2(�m � �)2 (4.20)

La solution en double- couches de (4.6) est alors donnée par

�(�) =
�m
2
[1� tanh(2�=�)] (4.21)

où � =
p
(�8=A4)= j�mj représente la largeur de la double- couche à condition que

A4 < 0 ou M6 >
(120�2 � q � 3q2)

15� 11q2 (4.22)

Il est évident que le domaine des nombres de Mach M admissibles dépend rigoureusement

des paramètres du plasma, en particulier, de degré de non extensivité des électrons.
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5

In�uence du piégeage non extensif sur

les solitons acoustiques ioniques

5.1 Introduction

Le piégeage des particules[96]-[100] est un phénomène commun aussi bien dans les plasmas

de l�espace que dans ceux des laboratoires. Le piégeage veut dire qu�une partie des partic-

ules du plasma est con�née dans une région �nie de l�espace des phases. C�est un e¤et non

linéaire qu�on ne peut, par conséquent, décrire au moyen de la théorie linéaire. Le concept

de la théorie linéaire des ondes basée sur la prescription de Landau ou de van Kampen

(utilisant la théorie de Vlasov) devient complètement inapplicable pour la propagation des

modes en présence de particules résonantes avec des vitesses de phase proches du domaine

thermique. La présence de telles particules non isothermiques peut modi�er de manière sig-

ni�cative les caractéristiques de propagation d�une onde. La première méthode analytique

de construction des structures d�équilibre en présence de particules piégées, a été donnée

par Bernstein, Greene et Kruskal (BGK)[101]. Plus tard et pour lever les di¢ cultés de la

méthode BGK, Schamel a développé une méthode di¤érente de construction de solutions

d�équilibre, appelée méthode du pseudo- potentiel[25], [42], [102]-[104]. Les travaux de

Schamel et les publications subséquentes ont alors imprimé un grand essor à la théorie des

trous ou vortex dans l�espace des phases. Plus récemment, certains travaux théoriques se

sont intéressés à l�in�uence du piégeage non-Maxwellien sur di¤érents types de processus

linéaires et non linéaires dans les plasmas[102]-[107]. Motivés par leurs résultats et con-

clusions, on se propose dans le présent chapitre de revisiter le piégeage électronique dans le

contexte théorique de la statistique de Tsallis[3] (Tsallis q-entropy). Rappelons que cette
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dernière a été utilisée avec succès en physique des plasmas[4]-[12]. Nous nous inspirerons

de la méthode de Schamel[25], [42], [102]-[106] de construction des solutions d�équilibre.

Celle ci est aussi générale que la méthode BGK et permet l�incorporation de distributions

plus physique. Cette méthode, appelée méthode du pseudo-potentiel, décrit les solutions de

l�équation cinétique de Vlasov en termes de constantes du mouvement et permet d�obtenir

le potentiel self- consistent en résolvant l�équation de Poisson.

5.2 Modèle théorique

Nous allons nous intéresser aux ondes acoustiques ioniques solitaires d�amplitude arbitraire

(sans approximation) dans un plasma comprenant des électrons piégés non extensifs. Ces

derniers sont modelés par la fonction de distribution de type- Schamel suivante

fe = fef + fet (5.1)

où

fef (v) = Cq

�
1� (q � 1)

�
mev

2

2Tef
� e�

Tef

��1=(q�1)
pour jvj >

r
2e�

me

(5.2)

fet(v) = Cq

�
1� �(q � 1)

�
mev

2

2Tef
� e�

Tef

��1=(q�1)
pour jvj �

r
2e�

me

(5.3)

et Cq est la constante de normalisation. Ici et dans ce qui suit, j = e, i représente les électrons

et les ions, � est le potentiel électrostatique, qj=e;i = �e sont les charges électriques, Tj les
températures, et mj les masses. L�indice f (t) représente représente la contribution des

électrons libres (piégés). � est un paramètre qui détermine le nombre d�électrons piégés et

est dé�ni comme étant le rapport de la température des électrons libres Tef sur celle des

électrons piégés Tet, i.e., j�j = Tef=Tet. Rappelons que le paramètre q représente le degré de
non extensivité. Notons que pour q < �1, la distribution (5.1) est non normalisable. Dans
le cas limite extensif (q ! 1), la distribution (5.1) se réduit à la distribution bien connue

de Schamel. Notons qu�en fonction du signe (positif ou négatif) de � et de la valeur de q (

q > 1 ou �1 < q < 1), la distribution (5.1) exhibe des coupures thermiques qui, lorsqu�elles
existent, sont résumées comme suit

a- Pour � > 0 et q > 1, (5.2) et (5.3) exhibent des coupures thermiques données,

respectivement, par
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vmax 1 =

s
2Te

me(q � 1)
+
2e�

me

(5.4)

vmax 2 =

s
2Te

me�(q � 1)
+
2e�

me

(5.5)

b- Pour � < 0 et q > 1, (5.2) exhibe une coupure thermique donnée par

vmax 1 =

s
2Te

me(q � 1)
+
2e�

me

(5.6)

c- Pour � < 0 et �1 < q < 1, (5.3) exhibe une coupure thermique donnée par

vmax 2 =

s
2Te

me�(q � 1)
+
2e�

me

(5.7)

Dans ce qui suit et sans perte de généralité, nous considérerons le cas � > 0. En intégrant

fe (v) sur tout l�espace des vitesses

ne(�) =

Z +1

�1
fe(v)dv =

8><>:
R �p2e�=me

�1 fefdv +
Rp2e�=me

�
p
2e�=me
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R +1p
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�
p
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2e�=me
fefdv, for q > 1

(5.8)

nous obtenons
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pour q > 1. La quantité � est la fonction gamma standard, � = e�=Te est le potentiel

électrostatique adimensionnel, et

2F1 (a; b; c; z) =
� (c)

� (b) � (c� b)

1Z
0

tb�1 (1� t)c�b�1 (1� tz)�a dt, Re (c) > Re (b) > 0 (5.11)

représente la fonction hyper- géométrique [108] et Re(x) est la partie réelle de x. Notons

que pour q > 1 et � > 0, jvmax 2j se trouve en dehors de la zone de piégeage jvj �
q

2e�
me
et,

en tant que tel, n�est pas requis dans le calcul de (5.8).

5.3 In�uence du piégeage non extensif sur les solitons

acoustiques ioniques

Examinons maintenant de manière succincte les e¤ets du piégeage non extensif des électrons

sur les ondes acoustiques ioniques solitaires d�amplitude arbitraire. Le plasma est composé

d�ions �uides froids et d�électrons piégés non extensifs de densités ni et ne, respectivement.

A l�équilibre, nous avons ne0 = ni0. La dynamique des oscillations acoustiques ioniques est

alors gouvernée par les équations adimensionnelles suivantes

@Ni
@T

+
@(NiVi)

@X
= 0 (5.12)

@Vi
@T

+ Vi
@Vi
@X

= � @�
@X

(5.13)

@2�

@X2
= Ne �Ni (5.14)

Le potentiel électrostatique �, la vitesse �uide des ions Vi, et les densités numériques des

particules Nj sont normalisés (rendus adimensionnels) par Te=e, Ci = (Te=mi)
1=2, et nj0, re-

spectivement. Les variables temporelle T et d�espace X sont en unités de la période plasma

ionique !�1pi = (mi=4�ne0e
2)1=2 et la longueur de Debye électronique �De = (Te=4�ne0e2)1=2,

respectivement. Dans le but d�étudier les ondes solitaires indépendantes du temps et

d�amplitude arbitraire, nous supposons que toutes les variables dans (5.12)-(5.14) dépendent

seulement d�une seule variable � = X �MT (où � est normalisé par �De et M = vitesse de

l�onde solitaire = Ci). Moyennant les conditions aux limites appropriées suivantes � ! 0,

Vi ! 0, et Ni ! 1 lorsque � ! �1, les équations (5.12) et (5.13) peuvent être intégrées
pour donner
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Ni =

�
1� 2�

M2

��1=2
(5.15)

En substituant Ni à partir de (5.15) dans l�équation de Poisson (5.14), et en multipliant

chaque membre de l�équation résultante par d�=d�, en intégrant une fois et en imposant

les conditions aux limites propres aux solutions localisées � ! 0 and d�=d� ! 0 lorsque

� ! �1, nous obtenons la quadrature
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où V (�) est le potentiel de Sagdeev [39] donné par
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pour q > 1. Les variations de � (obtenues en résolvant (5.16)) pour di¤érentes valeurs du

paramètre non extensif q = 0:4 (trait plein), 0:6 (tirets), et 0:8 (pointillés) sont représentées

sur la �gure 29. Le potentiel électrostatique exhibe des ondes acoustiques ioniques solitaires

localisées comme l�atteste la structure en forme de puits du pseudo-potentiel (Fig.30). Les

paramètres suivants � = 0:02 et M = 1:9 ont été utilisés. Nos résultats montrent que les

caractéristiques spatiales de ces structures localisées sont a¤ectées de manière signi�catives

par les e¤ets non extensifs des électrons. On peut remarquer qu�à mesure que q décroît, c. à.

d, le caractère non extensif du plasma devient plus signi�catif, la largeur du pulse solitaire

augmente tandis que son amplitude diminue. Par conséquent, les e¤ets non extensifs peuvent
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rendre la structure solitaire acoustique ionique moins pointue. Ceci peut être attribué au fait

qu�au fur et à mesure que les électrons évoluent loin du piégeage Maxwellien, les électrons

sont localement expulsés (Fig. 31) et repoussés à l�extérieur de la région de localisation du

soliton. La �gure 32 (à comparer avec les �gures 29 et 30) avecM = 1:3 et � = 1:5, indique

que le cas q > 1 donne des résultats inverses et peut être inattendus: lorsque q augmente,

l�amplitude du soliton augmente alors que sa largeur diminue. En maintenant �xe la valeur

du paramètre non extensif q, les e¤ets du paramètre de piégeage � sur les ondes acoustiques

ioniques solitaires sont alors analysés. Les �gures 32 et 33 révèlent que le piégeage et sa

nature non extensive peuvent agir concurremment pour in�uencer les états des particules

piégées.
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Figure 29: Onde acoustique ionique solitaire � pour di¤érentes valeurs du paramètre non

extensif q, avec � = 0:02 et M = 1:9.
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Figure 30: Pseudo-potentiel associé à la structure localisée de la �gure 29.

69



5.3. In�uence du piégeage non extensif sur les solitons acoustiques ioniques

­15 ­10 ­5 0 5 10 15
1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

ξ

N
e

q=0.4
q=0.6
q=0.8

Figure 31: Pro�le de la densité électronique pour di¤érentes valeurs du paramètre non

extensif q, avec � = 0:02 et M = 1:9.
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Figure 32: Tracé du pseudo-potentiel pour di¤érentes valeurs du paramètre non extensif

q > 1, avec M = 1:3 et � = 1:5.
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Figure 33: Tracé du pseudo-potentiel pour di¤érentes valeurs du paramètre de piégeage

�, avec M = 1:3 et q = 1:9.
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Conclusion

Pour conclure, nous avons revisité les modes acoustiques habituels non linéaire dans le cadre

du nouveau formalisme non extensif de Tsallis. Ce dernier consiste en une généralisation

non extensive de l�entropie de Boltzmann, Gibbs et Shannon (BGS). Cette généralisation a

été rendue nécessaire par le fait qu�il est maintenant admis que le formalisme BGS ne décrit

pas correctement les systèmes dont les interactions sont de longue portée. A ce propos,

nous avons analysé les ondes acoustiques ioniques et électroniques. Nos résultats ont révélé

que la non extensivité peut a¤ecter de manière notable ces deux modes non linéaires. Nous

avons alors généralisé le concept de piégeage des particules et proposé une nouvelle fonction

de distribution des vitesses.

Le premier chapitre de cette thèse a d�abord porté sur la dé�nition des concepts de

base du plasma habituel à deux composantes. Nous avons alors décrit leurs propriétés

intrinsèques et énuméré les di¤érents processus physiques qui les caractérisent. Nous avons

brièvement introduit la statistique non extensive de Tsallis, ses principaux concepts ainsi

que ses applications dans di¤érents domaines de la science.

Dans le second chapitre, nous avons abordé le problème des ondes acoustiques ioniques

solitaires d�amplitude arbitraire dans un plasma à deux composantes avec une distribution

électronique non extensive. Nos résultats ont révélé que la nature et l�amplitude d�une

onde solitaire dans un tel plasma, dépendent sensiblement du paramètre non extensif q. En

particulier, nous avons noté qu�en raison de la composante électronique non extensive, notre

modèle de plasma pouvait admettre aussi bien des solitons acoustiques ioniques compressifs

que des solitons raréfactifs. Pour q > 1(�1 < q < 1), la limite inférieure des nombres de

Mach admissible est plus petite (plus grande) que son analogue Maxwellienne, permettant

ainsi la possibilité d�existence de solitons acoustiques ioniques subsoniques (M < 1). Pour

�1 < q < 0, notre analyse numérique a montré que notre modèle de plasma ne peut admettre
que des structures raréfactives faisant intervenir des nombres de Mach relativement élevés.
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Par ailleurs, nous avons établi les équations classiques de type Korteweg- de Vries, Korteweg-

de Vries modi�é et Korteweg-de Vries généralisé.

Dans le chapitre trois et en guise de complément au chapitre deux, nous avons fait appel

au modèle de la dynamique des gaz pour palier aux insu¢ sances du modèle de Sagdeev

déjà développé dans le chapitre deux. Les équations de base non linéaires sont établies

et résolues exactement grâce à la méthode du pseudo- potentiel de Bernoulli. Ceci nous

a permis de déduire une relation de dispersion de l�onde acoustique ionique acoustique à

partir de laquelle nous avons pu déterminer la vitesse linéaire de l�onde ionique acoustique

de notre modèle de plasma.

Au cours du quatrième chapitre, nous avons abordé le problème des ondes acoustiques

électroniques solitaires d�amplitude arbitraire dans un plasma à trois composantes: des

électrons froids �uides, des électrons chauds non extensifs et des ions stationnaires. A

l�instar des chapitres précédents, nous nous sommes intéressés aux modi�cations que pouvait

introduire la composante non extensive sur ce type d�onde.

Dans le cinquième et dernier chapitre, nous avons revisité le phénomène de piégeage

des particules (des électrons) dans le contexte non extensif de Tsallis en nous inspirant des

travaux pionniers de Schamel. Nous avons proposé une nouvelle fonction de distribution

des électrons dont une fraction est piégée dans le potentiel de l�onde. Celle ci nous a permis

d�établir la densité des électrons piégés et non extensifs. Nous avons alors (et en guise

d�application) étudié l�in�uence de ce type de piégeage sur les ondes acoustiques ioniques

solitaires. Rappelons qu�il est communément admis que les plasmas fortement excités au

moyen de faisceaux de particules, à défaut d�évoluer vers des états turbulents, évoluent le

plus souvent vers des états cohérents avec piégeage de particules. Nos résultats ont alors

révélé que dans un tel plasma, des structures solitaires peuvent exister.

Nous estimons atteints les objectives que nous nous sommes �xés au début de ce travail

de recherche. L�intérêt de nos résultats est à rechercher dans cette quête perpétuelle des

théoriciens à trouver un ajustement acceptable entre les résultats théoriques et expérimen-

taux. La �exibilité fournie par le paramètre non extensif q permet, justement, d�entrevoir

un bon accord entre la théorie et l�expérience.

Les perspectives de la présente thèse (dans la mesure où celles ci sont faisables) sont

nombreuses. On peut, à titre d�exemple, envisager d�étendre notre étude au cas des oscilla-

tions collectives dans un plasma relativiste. D�autres concepts de base classiques pourraient,

en outre, être revisités dans le cadre de cette nouvelle statistique.
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