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Résumé

L’objectif de cette these est I’étude analytique des performances d’un systeme de files
d’attente non markovien avec rappels a serveur non fiable et deux types de clients. Le
systeme contient au moins K clients. Les deux types de clients sont caractérisés par
la propriété qu’'un client qui trouve a son arrivée le serveur occupé ou en panne quitte le
systeme et rappelle ultérieurement a des instants aléatoires. Entre deux rappels successifs,
le client est dit en orbite. Le serveur est sujet a des pannes actives et réparation retar-
dée. A la fin d’une réparation le serveur est immédiatement prét a continuer son service
restant.

En utilisant la méthode de la variable supplémentaire, ce travail établit des formules expli-
cites et exploitables, des fonction génératrices des états du systeme en régime stationnaire
permettant de trouver la décomposition stochastique du modele étudié. Aussi, des résul-
tats numériques sont donnés pour illustrer I'influence des paramétres sur les performances

du systeme.

Mots clés : Deux types de clients, rappel général, panne, délai, réparation, méthode

de variable supplémentaire, décomposition stochastique.



Introduction

A théorie des files d’attente, ou queues est un des outils analytiques les plus puissants
L pour la modélisation de systemes de logistique et de communication. Cette théorie a
pour objet ’étude des systeémes ou des entités, appelées clients qui cherchent a accéder a
des ressources, généralement limitées, afin d’en obtenir un service. La demande concur-
rente d’une méme ressource par plusieurs clients engendre des délais dans la réalisation
des services et la formation de files de clients désireux d’accéder a une ressource indispo-
nible. L’analyse théorique de tels systemes permet d’établir a I'avance les performances
du systeme, d’identifier les élements critiques ou encore d’appréhender les effets d’une

modification des conditions de fonctionnement.

La théorie des files d’attente tire son origine des recherches de I'ingénieur Danois Er-
lang entre 1909 et 1920, c¢’est-a-dire bien avant les années trente quand Feller introduit le
concept de "processus de naissance et de mort”. Ce dernier étudiait le concept de file d’at-
tente des systeémes téléphoniques dans un centre d’appel de Copenhague. Depuis, plusieurs
mathématiciens et informaticiens se sont intéressés aux systemes de files d’attente et ont
développé des modeles mathématiques de cette théorie. Malheureusement, les publications
sur la théorie des files d’attente ont adopté un langage de plus en plus mathématique, ce
qui a freiné son utilisation. Ce ralentissement n’a pas duré longtemps vu que les praticiens
ont commencé a appliquer la théorie des files d’attente a ’évaluation des performances cor-
respondant aux observations réelles. Une évolution rapide de cette théorie a été appliquée
pour I’évaluation des performances des systemes informatiques et des réseaux de commu-
nications [69]. Les chercheurs oeuvrant dans cette branche d’activité ont élaboré plusieurs
nouvelles méthodes qui ont été ensuite appliquées avec succes dans d’autres domaines,

notamment dans le secteur de fabrication et celui de production. Grace a ces développe-
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ments la théorie des files d’attente est aujourd’hui largement utilisée et ses applications

sont multiples.

Cette théorie classique s’est tres vite montrée inefficace face a des systemes réels de plus
en plus complexes. Dés la fin des années 1940, des chercheurs tels que Kosten (1947)[70]
et Wilkinson (1956) [110] ont mis en évidence les limites de la théorie classique des files
d’attente qui ne permettait pas d’expliquer le comportement stochastique des systemes
téléphonique ou les abonnés répétaient leurs appels en recomposant le numéro plusieurs

fois jusqu’a 'obtention de la communication.

Ce phénomene de répétition des appels a poussé certains chercheurs a étendre le modele
d’attente classique a celui dit avec rappels, ces modeles sont caractérisés par le fait que
le client qui arrive et trouve le serveur occupé rejoint une file supplémentaire de clients
appelée "orbite” et réessaye ultérieurement de rejoindre le serveur tout en respectant une
politique de rappels. Si par contre le client arrive et trouve le serveur libre, il est servi et
quitte le systeme. Ces modeles sont d'un usage courant dans la modélisation des systémes
téléphoniques ou un appel trouvant la ligne occupée rappelle ultérieurement apres un
temps aléatoire. Ces modeles s’appliquent aussi dans la modélisation de 'atterrisage des
avoins dans une piste ou un avion ne trouvant pas la piste libre reste en “orbite” un temps
aléatoire jusqu’a ce que la tour de controle lui donne le signal d’atterrissage. Ce type de
modele se rencontre également dans la modélisation de protocoles de communication, tels
que CSMA (Carrier Sense Multiple Access).

Parmi les premiers travaux de recherches sur les files d’attente avec rappels, on trouve
ceux de Kosten (1947)[70], Cohen (1957) [34], Wilkinson (1956)[110] et Riordan (1962).
Plusieurs exemples d’applications réelles de différents domaines ont été citées par Yang
et Templeton (1987)[105]. Les résultats récents sont résumés dans les travaux de Aissani
(1994)[3], Falin et Templeton (1997)[38], Artalejo et Gomez-Corral (2008)[16] et dans les
travaux bibliographiques de Artalejo (1999 et 2010).

Pour le systeme de files d’attente avec rappels il est nécessaire de fixer une politique

de rappels. Beaucoup de systemes d’attente avec rappels fonctionnent sous la politique
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du rappel classique ou l'intervalle entre deux rappels successifs est de distribution expo-
nentielle avec un taux na ou n est le nombre de clients en orbite. Cependant, plusieurs
applications dans les systemes et réseaux de communication montrent I’existence de situa-
tions ou le taux de rappels est indépendant du nombre de clients en orbite, c’est a dire le
taux est (1 — dp,n)v, olt 0; ; est la fonction Kronecker, cette deuxieme politique de rappels
est introduite par Fayolle (1986) [44] sous rappel constant. La troisieme politique est une
combinaison des deux précédentes qui est appelée politique linéaire ( appellée aussi poli-
tique versatile), cette derniere a été introduite par Artalejo et Gomez-Correl (2008)[16],

Kernane et Aissani (2006)[64].

Depuis les travaux de Aissani (1988) [I], Kulkarni et Choi (1990)[71] une attention
considérable a été accordée a l'analyse des systemes avec rappels sujets a des pannes et
réparations. Les interruptions de service menent a la croissance des temps d’attente pour
les clients abonnés au systeme et il résulte I'impatience des clients. Pour la littérature en
rapport voir Aissani (1993)[2], Aissani et Artalejo (1998)[5], Yang et Li (1994)[104], Wang
et Cao (2001) [107], Krishna et al (2002) [72].

D’autre part, Boxma et Cohen (1991)[26] ont étudié une file d’attente M/G/1 avec
rappels ou il y a un nombre fixe de clients permanents présents qui rejoignent la file a
I’achevement de leur service. Ce systeéme avec clients permanents dans le contexte d’essais
répétés a été analysé par Farahmand (1996)[41] du point de vue d’essais répétés classique et
constant, Moreno (2004) [89] a généralisé le deuxieéme cas en considérant une distribution
de service différente pour les deux types de clients et loi de rappels générale pour les clients
transitoires.

Ce travail de these constitue une extension de celui effectué par Moreno.

Parmi les approches permettant d’étudier les systemes de files d’attente avec rappels,
on rencontre celle basées sur la propriété de décomposition stochastique. Le concept général
de cette propriété dans un systeme d’attente M/G/1 avec rappels est défini de la maniére
suivante : le nombre de clients se trouvant dans le systeme a une date aléatoire est distribué
comme la somme de deux variables aléatoires indépendantes ou plus, une de ces variables

représente le nombre de clients se trouvant dans le systeme M/G/1 classique.

10



Introduction

Dans le cas ou le systeme est en régime stationnaire on a la décomposition suivante
pour la fonction génératrice de la distribution stationnaire du nombre de clients dans le

systeme M /G /1 avec rappel
m(z) = Q(2)x(2)

ou Q(z) est la fonction génératrice de la distribution du nombre de clients dans un sys-
téme M/G/1 classique sans rappel (formule de Pollaczek Khintchine) voir section [2.6.2]
X(z) est la fonction génératrice de distribution stationnaire du nombre de clients dans le
systeme étant donné que le serveur est en rappel. Dans notre travail nous avons établi la

décomposition stochastique suivante

m(z) = mo(2)x(2)

ou mp(2) est la fonction génératrice de la distribution du nombre de clients dans le systéme
M/G/1 classique & serveur non fiable sans rappels. x(z) est la fonction génératrice de la
distribution du nombre de clients dans le systeme sachant que le serveur est en rappels ou

occupé par un client permanent.

Dans cette these, nous avons étudié un nouveau modele de files d’attente avec rappels
a serveur non fiable et deux types de clients. Ce travail est une extension des travaux de
Boxma (1991)[26], Farahmand (1996)[41] et Moreno (2004) [89]. Cette theése est structurée
de la maniere suivante :

Le premier chapitre est consacré a un état de l'art de la théorie des files d’attente,
notament avec rappels et pannes.

Dans le deuxieme chapitre, nous rappelons les concepts de bases sur les files d’attente
classiques et files d’attente avec rappels. Ce chapitre sera également consacré a 1’étude
de la file M/G/1 avec rappels, nous donnons la condition d’égordicité , les distributions
stationnaires en terme de fonctions génératrices, la décomposition stochastique du nombre
de clients dans le systeme et quelques autres mesures de performance. Nous achevons ce
chapitre en donnant des exemples réels fondés sur la théorie des files d’attente avec rappels.

Le chapitre 3 est consacré a 1'étude du systeme d’attente M/G/1 avec rappels et
réparations immédiates. Les temps de rappels sont de loi générale.

Dans le chapitre 4, nous étudions le systéme de files d’attente M/G/1 avec rappels

de loi générale, réparations retardées et deux types de clients. En utilisant la méthode de

11
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la variable supplémentaire nous avons obtenu des formules explicites et exploitables des
fonctions génératrices des états du systeme en régime stationnaire permettant de mettre en
évidence la décomposition stochastique du modele étudié. Aussi, des résultats numériques
sont donnés pour illustrer I'influence des parametres sur les performances du systéme.

Le chapitre 5 concerne l'analyse des performances du systéme d’attente M /G /1 avec

rappels, serveur non fiable, deux types de clients et perte.

12



Notes Bibliographiques

L’histoire de la théorie des files d’attente remonte a plus d'un siecle. Selon Bhat [23],
le premier article sur le sujet semble étre le document de Johannsen "Waiting Times and
Number of Calls” (un article publié en 1907 et réimprimé dans Post Office Electrical En-
gineers Journal, London, Octobre, 1910). Le document de Erlang (1909) intitulé "The
Theory of Probabilities and Telephone Conversations” a une importance historique. 20
ans plus tard, les papiers d’Erlang contiennent certaines techniques et concepts les plus
importants dans la théorie des files d’attente, par exemple, la notion de stabilité du sys-
teme et la méthode d’élaboration des équations d’état ou de balance (plus tard appelées

équations Chapman-Kolmogorov).

Molina [88] a publié un article intitulé ”Application of the Theory of Probability to
telephones Trunking Problems”. Un an plus tard, Fry [48] en développant les travaux

antérieurs d’Erlang a publié le livre "Probability and its Engineering Uses”.

Au cours des deux prochaines décennies, plusieurs mathématiciens se sont intéressés
a ces problemes et ont développé des modeles généraux qui pourraient étre utilisées dans

des situations plus complexes.
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Le terme "queueing system” est utilisé pour la premiere fois en 1951 par Kendall dans
son article intitulé ”Some problems in the Theory of Queues” publié dans le journal of the

Royal Statistical Society.

Le méme auteur en 1953 a introduit la notation de files d’attente A\ B\ C et elle a
été étendue par Lee[76].

Finch [45], a étudié leffet de la taille de la salle d’attente sur les mesures de performance
des files d’attente simples. Le premier ouvrage sur la théorie des files d’attente a été publié
en 1958, "queues, inventories, and maintenance” par Morse [90]. Dans la méme année
Haight [52] a introduit le concept de file d’attente groupées et file d’attente paralleles.
White et Christie[108] ont été les premiers a introduire la notion de pannes de serveur. En
1961 John Little[79]a publié la preuve de sa célébre formule appliquée dans la théorie des
files d’atttente appelé Formule de LITTLE.

Depuis, le premier article de Kleinrock (1961)[68] intitulé "Information Flow in large
Communication Nets”. La théorie des files d’attente est devenu une classe importante
pour 'évaluation des performances des réseaux de communication. Depuis, plusieurs types
de systemes ont été étudié et une multitude croissance rapide des publications, y com-
pris; Fishman (1974)[46], Forét, Mani, Richard et Fernando (1975)[47], Leonard (1976),
Stephen (1983)[100], Lazowska, Zahorjan et Sevcik (1986)[74] et (1996)[75] et Walrand
(1988)[106],...etc.

Depuis Skinner (1967)[99], la file M/G/1 a connu un grand essor, ce qui explique son
utilisation par plusieurs auteurs tels que : Jacob et Madhusoodanan (1987)[54], Choi et
Park (1990)[30], Cao (1994)[28], Madan (1994)[82], Atencia, Fortes, Moreno et Sanchez
(2006) [17].

Beja et Teller [22] en 1975 ont étudié des Systemes de files d’attentes markoviennes
a plusieurs types de service. D’autre études relatives a ce modele sont apparues plus
tard, voir Sen et Jain (1990), Madan (1991)[81], Gail, Hantler et Taylor (1992)[49], Whitt
(1999)[109], Hur et Park (1999)[53], ke (2003)[60], Bocharov, Manzo et Pechinkin (2005)[24],
Mishra et yadav (2009)[86].
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Au cours des 30 derniére années, un nombre important d’ouvrages sur 'application de
la théorie des files d’attente ont été publié : Borovkov (1984)[25], Kashyap et Chandhry
(1988)[59], Nelson (1995)[91], Bunday (1996)[27], Gross et Harris (1998)[51], Daigle (2005)[36]
et Mark (2010)[84].

Artalejo (1997)[13] a considéré une file M /G /1 avec rappels constants et politiques de

vacances exhaustive.

Aissani et Artalejo (1998)[5] ont étudié un systeme de file d’attente avec rappels a un

seul serveur et serveur non fiable.

Aissani (2000)[6] a considéré une file d’attente avec rappels constants, arrivées par lots
et vacances exhaustives du serveur. Les temps de service et les périodes de vacances sont
arbitrairement distribués, il a obtenu les fonctions génératrices partielles du nombre de

clients dans le systeme et dans 'orbite en régime stationnaire.

Wang et Cao (2001)[107] ont analysé une file d’attente M/G/1 sous une politique
classique de rappels ou le serveur est soumis a des pannes, le client dont son service
est interrompu ne quitte pas le serveur, il continue le reste de son service juste apres la

réparation. Des mesures de performance du systeme et des indices de fiabilité sont obtenus.

Djellab (2002)[35] a considéré la file M/G/1 avec rappels et serveur non fiable. Elle a
utilisé la propriété de décomposition stochastique pour approximer les performances de ce

modele.

Krishna et al (2002)[72] ont étudié la file d’attente M/G/1 avec rappels constants et
Bernoulli feedback et pannes de serveur. Ils ont obtenu la condition de stabilité de ce

systeme. Diverses mesures de performance sont obtenues.

Almési et al (2005)[10], ont proposé 'utilisation de la méthode MOSEL pour étudier
un systeme d’attente avec un nombre fini de source de clients homogenes et serveur non
fiable. Un an plus tard, Szekli et al (2006)[102] ont considéré le cas d'un systeme d’attente

a un nombre fini de source de clients hétérogenes.
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Wu et al (2005)[111] ont considéré une file d’attente M /G /1 avec rappels a deux orbites,
la premiere orbite avec une discipline FCFS et la seconde est réservée spécifiquement aux
clients dont leurs services sont interrompus. Le temps de réparation et le temps de rappels
de la premiere orbite est de distribution générale tandis que le rappel de la seconde orbite
est de distribution exponentielle. Les clients de la seconde orbite restent persistants jusqu’a

I’aboutissement de leur service.

Atencia et al (2006)[18] ont analysé un systeme avec rappels sujet a des pannes actives
ou le client dont son service est interrompu a la possibilité de rejoindre 1'orbite avec une
probabilité p (client impatient )ou de rester en position de service avec une probabilité
1 — p pour accomplir son service restant (client patient). Deux disciplines pour accéder
au serveur depuis 'orbite sont considérées : rappels classiques et rappels constants. Pour
chaque systéme, différentes caractéristiques ont été évaluées en utilisant la technique de

la variable supplémentaire.

Sherman et Kharoufeh (2006)[98] ont analysé la file d’attente M/M/1 avec rappels
a serveur non fiable avec une orbite a capacité infinie et une file d’attente normale. Les
clients rejoignent 1'orbite si seulement si leur services sont interrompus par des pannes. La
condition de stabilité ainsi que plusieurs résultats de décomposition stochastiques ont été

établiés.

Li et Wang (2006)[78] ont obtenu la condition de stabilité et certaines mesures de fia-
bilité du systeme d’attente M /G /1 avec rappels, service a deux phases, Bernoulli feedback

et serveur non fiable.

Kernane et Aissani (2006)[64] ont étudié la stabilité de files d’attente avec la politique
versatile de rappels. IlIs ont obtenu pour divers modeles de files d’attente avec rappels des

conditions suffissantes de stabilité en utilisant la convergence couplée au sens fort.

Gharbi et Ioualalen (2006)[50] en utilisant la méthode GSPN (Generalized Stochastic
Petri Nets), ils ont donné une analyse détaillée des systémes avec rappels a source finie et

plusieurs serveurs sujets a des pannes et réparations aléatoires.
Mokaddis, Metwally et Zaki (2007)[87] ont étudié une file d’attente M/G/1 avec rap-
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pels, Bernoulli feedback, vacance simple et orbite FFC'F'S ou le serveur est sujet a des
pannes. Le temps de rappel est de distribution arbitraire. Certaines mesures de perfor-

mance sont obtenues.

Kim, Klimenok et Orlovsky (2007)[66] ont considéré une file d’attente BM AP/PH/N
avec rappels a plusieurs serveurs non fiable. Les serveurs sont identiques et indépendants
les uns des autres, les serveurs occupés sont sujets a des pannes et des réparations. Le
flux de pannes est décrit par un processus des arrivées Markovien (MAP), une période de
réparation commence immédiatement, cette période est d'une distribution de type PH. Le
client dont le service a été interrompu rejoint l'orbite avec une probabilité p ou quitte le
systeéme avec une probabilité 1 — p. La condition d’égordicité , la distribution stationnaire,
les principales caractéristiques et performances du systeme ont été obtenues. Des exemples

numeériques illustratifs ont été présentés.

Atencia, Allende et Moreno (2008)[T9] ont considéré une file d’attente M™1/G/1 avec
rappels sujet a des pannes actives ou la durée du rappel est exponentielle et indépendante
du nombre de clients qui demandent un service. Le client dont le service est interrompu
reste en service pour le reprendre apres la réparation. Ils ont étudié le comportement
asymptotique par rapport au taux de rappels et une décomposition stochastique a été
étable.

Aissani (2008)[8] a considéré la file d’attente M/G/1 avec la politique de rappels
constante et vacances du serveur ; les temps de rappels, les temps de service et les temps
de vacances sont distribués arbitrairement. La distribution du nombre de clients dans le
systeme en régime stationnaire est obtenue en terme de fonction génératrice partielle et

une approximation pour une telle distribution est obtenue pour le régime chargé.

Jain et Bhargave (2008)[55] ont étudié la file d’attente avec rappels a serveur non fiable
et deux types de clients (prioritaire et non prioritaire). Les deux types de clients arrivent
en groupe selon un flux Poissonien, la taille est géométriquement distribuée . Les clients
prioritaires qui trouvent le serveur occupé sont mis en file d’attente et sont ensuite servis
conformément avec la discipline FCF'S, par contre les clients non prioritaires quittent

le systéme et réessayent apres un temps aléatoire. Le serveur est sujet a des pannes, les
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temps de réparation et les temps de service sont supposés de loi générale. Ils ont obtenu
la condition de stabilité et en utilisant la technique de la variable supplémentaire, ils

ont obtenu les performances du systéme. La période d’activité du modele GI/GI/1 avec
rappels et serveur non fiable a été examinée par Oukid et Aissani (2009)[95].

Choudhury et Tadj (2009)[31] ont effectué une analyse approfondie pour la file d’attente
M/G/1 a deux phases de service. Ils ont introduit dans ce modele le concept de délai avant
réparation (réparation retardée). Un an plus tard Choudhury et al (2010)[32] ont rajouté

deux nouveaux concepts qui sont le rappel et 'arrivée par groupes.

Kalyanaraman et Seenivasan (2011) [57] ont considéré un systeme de file d’attente
avec rappels a deux serveurs non fiables et pertes des clients. Si un client trouve les deux
serveurs occupés, il quitte le systeme avec la probabilité p et avec la probabilité 1 — p il
entre en orbite. Les serveurs sont sujets a des pannes actives et réparations immédiates.
La stabilité du systeme a été obtenue et quelques résultats numériques sont également

présentés.

Choudhury et Ke (2012)[33] ont traité le comportement de la file M~ /G /1 avec temps

de rappels général, vacances de Bernoulli et serveur non fiable sous le régime stationnaire.
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Chapitre2 : Files d’attente avec rappels

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous commencons par rappeler quelques concepts et outils de base
qui seront utilisés dans la suite de notre thése. Premierement nous donnons une descrip-
tion générale du modele de files d’attente classiques. Ensuite, nous nous intéresserons
particulierement aux files d’attente avec rappels. Par la suite nous présenterons quelques
phénomeénes modélisés par des systemes d’attente avec rappels que nous avons extrait de
l'article de Yang et Templeton [105]

2.2 Processus Stochastique

De nombreux phénomenes aléatoires se manifestent par des évenements survenant un
par un a des instants aléatoires successifs. L’évolution temporelle de tels phénomeénes peut

se modéliser par des processus appelés Processus Stochastiques.

Définition 1. Un processus stochastique peut étre défini comme un ensemble de phéno-
menes produit par le hasard dans le temps, et dont [’évolution peut étre décrite a l’aide de
variables aléatoires.

Mathématiquement, un processus {X;,t € T} est une collection de variables aléatoires
indexée par un paramétre t et définies sur un méme espace de probabilité (0, f, P).

La variable aléatoire X; représente [’état du processus au temps t, ’ensemble de toutes
les valeurs possibles pour cette variable est appelé l'espace des états du processus et sera noté

E. Les processus stochastiques peuvent étre classifiés en se basant sur ces deuxr quantités :
- L’espace d’état E.
- L’indice t désignant le temps, t € T.

2.2.1 Processus de Markov

Un processus stochastique {X;,t > 0} possede la propriété de Markov si pour les

instants 0 <ty <t1 <ta < ...<t, < tpy1 €t les états io,il,ig, ...,infl,i,j & E, on a :
P{th+1 :j | Xto — io,th — il, ...,th71 — in—17XTL — Z} - P{th+1 :] | th - Z}

Cette propriété Markovienne signifie qu’étant donné ’ensemble des états passés et 1'état

présent du systeme, la probabilité d'un état actuel, c’est a dire, I’état courant résume a lui
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seul I'historique de ce systeme et il est susceptible d’influencer son évolution future, nous
parlons dans ce cas de processus sans mémoire.

Les processus de Markov peuvent étre classifiés suivant la nature de 'espace d’état
ainsi que ’éspace des temps sur lequel est défini le parameétre t. Les processus de Markov

forment ces quatres classes :

Nature du Espace d’état

parametre t Discret Continu
Discret Chaine de Markov a temps discret | Processus de Markov a temps discret
Continu Chaine de Markov a temps continu | Processus de Markov a temps continu

TABLE 2.1 — Les différentes classes de processus de Markov.

2.2.2 Processus de Poisson

Le processus ponctuel de Poisson est un processus stochastique qui associe une dis-
tribution de probabilité aux configurations de points sur R,. Ces points modélisent par

exemple ; les instants d’arrivée d’appels dans un central téléphonique.

Définition 2. Un processus aléatoire { Ny, t > 0} a valeurs entiéres (N; € N pour tout t >

0) est un processus de comptage si :
- NO = O,
- Pour tout s <t, Ny < N;;

- pour tout s < t, N, — Ny est le nombre d’occurrences d’un certain évenement dans l’in-

tervalle |s, t].

Définition 3. Un processus aléatoire {Ny,t > 0} est un processus de Poisson si :
- {Ny,t > 0} est un processus de comptage ;

- {Ny,t > 0} est un processus da accroissement indépendants
P{Ny—N; =n, Ny—Ng = m} = P{N,—N; = n}P{N;—Ng = m} pour tout s < t < h,
- {Ny,t > 0} est un processus stationnaire
P{N;;s — Ny =n} = P{N; =n} pour tout s < t,
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- pour tout t > 0, la variable aléatoire Ny suit la loi de Poisson de paramétre At

(A"

¢ pour tout n > 0,
n!

P{Nt = n} =
- {Ny,t > 0} est un processus a événements rares si :

P{N, > 1
lim P{[N, > 0]} =0 et si lim W >11
h~>0+

h0y P{N, =1}

2.3 Files d’attente classiques

2.3.1 Description du modele d’attente classique

Un phénomene d’attente se produit a chaque fois que certaines unités appelée ’clients’
se présentent d'une maniere aléatoire a des stations afin de recevoir un service dont la
durée est généralement aléatoire.

Ce phénomene d’attente peut étre décrit comme un systéme composé d’'un ou plusieurs
serveurs et d’un espace d’attente, de capacité fini ou infini, dans lequel attendent les clients

pas encore servis. Les clients se font servir selon des regles spécifiées et quittent le systeme.

File d'attente
[ ]
Seweur
Arrivée Départ
_— _—>
des clients des clients

syseme d'attente

FIGURE 2.1 — Systeme de file d’attente

Les recherches sur les files d’attente ont débuté avec les travaux d’Erlang (1909) sur les
systemes téléphoniques. Dans ce cas, les appels téléphoniques représentent les clients , et
les durées de communications sont les temps de service. Mais depuis, leur usage est étendue
a d’autres situations pratiques. Les clients peuvent étre des machines, des messages,..., de

meéme que les serveurs peuvent étre des réparateurs, processeurs, etc.
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L’identification des systemes de files d’attente classiques se base principalement sur
trois éléments : le processus stochastique des arrivées, le mécanisme de service et la disci-

pline d’attente.

Processus d’arrivée

Le processus d’arrivée spécifie les instants auxquels les clients arrivent dans le sys-
teme. Souvent dans les systemes d’attente, le processus des arrivées est un processus de
Poisson, ou bien, de maniere équivalente, les temps inter-arrivées suivent une distribution
exponentielle.

Le processus de Poisson peut étre caractérisé de plusieurs manieres différentes. Une

réalisation peut étre spécifiée par une suite croissante de nombres réels positifs,
To=0<T) <Ty <T3 < ...

désignant les instants d’arrivée des évenements (clients).

Soit une suite de variables aléatoire positives A;, A,, As, ... indépendantes et identique-
ment distribuées, on consideére A, = T,, — T,,_1 le temps écoulé entre la (n — 1)%me et
la nme arrivée d’un certain événement, comme par exemple les appels dans un central
téléphonique, atterrissage des avions dans un aéroport, 'occurence d’accidents dans une

entreprise...etc.

Notons par
n
To=0 e T,=> Ax n=12,..
k=1
To=0 T To T3 T T5
O —

FI1GURE 2.2 — Une réalisation d’un processus de Poisson

Alternativement, on peut décrire une réalisation en supposant la variable aléatoire IV,

défini pour tout ¢ > 0 par

Ny =supfn e N, T, <t} = lip,<y

n>1
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Inversement, les T}, se déduisent des IV; par la relation
T, =inf{t >0,N, =n}

La variable aléatoire N; représente le nombre d’éveénement se produisant dans l'intervalle
de temps [0, t].

Le processus de comptage (V;)icr, est un processus de Poisson de parametre A si et
seulement si les variables aléatoires A,, sont indépendantes de méme loi exponentielle £(\)
de fonction de distribution P{A, <z} =1—¢e** 2 >0
La variable aléatoire IV; suit une loi de Poisson de parameéetre At.

(A
P{N; =k} =e uu k!)

Pour tout £ > 0, on définit la variable aléatoire & par
& =le temps qui sépare l'instant ¢ de la prochaine arrivée

Plus précisément, & est donnée par
gt == TNt — t

& est appellée le temps résiduel d’arrivée au temps t. La variable aléatoire & possede la
méme distribution exponentielle de moyenne 1/ si le processus de comptage (N;)ser, est
de Poisson de parametre A. Clest a dire P{§ < 2} = 1 — ¢ z > 0, indépendamment
de t.

Processus de service

Les temps de service nécessaire au traitement des clients sont supposés étre des réalisa-
tions de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. La description du
processus de service revient alors a préciser la loi de probabilité de ces variables aléatoires.
Le nombre de serveurs correspond au nombre maximal de clients pouvant étre traités si-

multanément.
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Capacité du systeme

La capacité d’accueil d’un systeme de files d’attente correspond au nombre maximal
de clients pouvant étre présents dans le systeme a un instant quelconque. Elle est égale a
la somme du nombre de serveurs et du nombre de places d’attente disponibles. Lorsque la
capacité de la file est limitée et qu’un client arrive alors que cette derniere est pleine, le

client est perdu.

Discipline d’attente

La discipline d’attente détermine I'ordre dans lequel les clients sont rangés dans la file

et vy sont retirés pour recevoir un service. Les discipline les plus courantes sont :

- FIFO (first in first out) ou FCFS (first come, first served) ou PAPS(premier arrivé,
premier servi) : ¢’est la discipline dans laquelle les clients sont servis dans leur ordre
d’arrivée. Notons que les disciplines FIFO et FCFS ne sont pas équivalentes lorsque
la file contient plusieurs serveurs. Dans la premiere, le premier client arrivé sera le
premier a quitter la file alors que dans le deuxiéme, il sera le premier a commencer
son service. Rien n’empéche alors qu'un client qui commence son service apres lui,
dans un autre serveur, termine avant lui. En francais, le terme PAPS comporte une
ambiguité, puisqu’il ne peut différencier une file "premier arrivé,premier servi” d’une

file "premier arrivé, premier sorti”.

- LIFO (last in, first out) ou LCFS (last come, first served) ou DAPS (dermier arrivé,
premier servi). Les disciplines LIFO et LCFS ne sont équivalentes que pour une file

monoserveur.

- RANDOM (aléatoire) le prochain client qui sera servi est choisi aléatoirement dans la

file d’attente.

Notation de Kendall

Est une notation qui permet de décrire un systeme d’attente a ’aide de six parametres.
Elle porte le nom du mathématicien David George Kendall, qui I’a introduite en 1953. La

forme générale de cette notation est la suivante : A\ B\ c\ K\ m\ S, ou
- A : distribution d’inter-arrivée.

- B : distribution de service.
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¢ : nombre de serveurs.

K : capacité de la file.

m : population des usagers

S : discipline de service.

Lorsque les trois derniers élements de la notation de Kendall ne sont pas précisés, il est

sous entendu que K = 400, m = 400 et S=FIFO.

2.3.2 Loi de Little

La loi de Little est une relation tres générale qui s’applique a une grande classe de
systemes. Elle ne concerne que le régime stationnaire du systeme. Aucune hypothese sur les
variables aléatoires qui caractérisent le systeme (temps d’interarrivées, temps de service,...)
n’est nécessaire. La seule condition d’application de la loi de Little est que le systeme soit

stable. Elle énonce simplement que :

Le nombre de clients dans le systeme = Taux d’arrivée x temps de réponse moyen

2.4 Analyse mathématique d’un systeme de files d’at-
tente

Dans I'étude mathématique d’un systeme de files d’attente, on s’intéresse généralement
a I’évolution temporelle du processus stochastique {N(t),t > 0}, qui représente le nombre
de clients se trouvant dans le systeme a l'instant ¢.
En fonction des quantités qui définissent le systeme, on cherche a déterminer :
— Les probabilités d’état P,(t) = P(N(t) = n), qui définissent le régime transitoire du
processus stochastique {N(t),t > 0}.
Si on cherche a faire des maths, ’étude du régime transitoire pose de nombreuses
questions mathématiques interessantes.
Le Manager ou praticien, n’est pas intéressé par le régime transitoire, car ce qui
I'interesse c’est d’aboutir a un systeme stable.

— Le régime stationnaire du processus stochastique est défini par :
Tn = tli)m P,(t) = P(N(+o00) =n)=P(N =n), (n=0,1,2,...).

{7 }n>0 est appelée distribution stationnaire du processus {N(t),¢ > 0}.

26



Chapitre2 : Files d’attente avec rappels

2.4.1 Modeles Markoviens

Ces modeles sont caractérisés par le fait que les deux quantités stochastique principales
qui sont les temps des inter-arrivées et la durée de service sont des variables aléatoires
indépendantes exponentiellement distribuées (Modele M/M/c). La propriété d’absence
de mémoire de la loi exponentielle facilite I’étude de ces modeles. L’étude mathématique
de I’évolution temporelle du processus markovien {N(t),t > 0} est complétement définie

grace a la propriété d’absence de mémoire.

2.4.2 Modéeles non Markoviens

Ils sont caractérisés par ’absence de 1’exponentialité pour I'une ou pour les deux prin-
cipales quantités stochastiques : le temps des inter-arrivées et la durée de service. Dans ce
cas I’étude mathématique de tels systeme est tres délicate. On essaye alors de se ramener
a un processus de Markov judicieusement choisi a ’aide de 'une des méthodes d’analyse
suivantes :

Méthode de chaine de Markov induite : C’est la méthode la plus utilisé en littérature
[6], 33], 89], elle a été élaborée par Kendall(1953)[63]. Elle consiste a choisir une séquence
d’instants 1,2, 3, ..., n (deterministes ou aléatoires) telle que la chaine induite {N,,,n > 0},
ou N,, = N(n), soit markovienne et homogene.

Méthode de la variable supplémentaire : Elle consiste a compléter I'information sur
le processus {N(t),t > 0} de telle maniere a lui donner le caractére markovien. Ainsi, on
se ramene a 1’étude du processus {N(t),&;(¢),&2(t), ... }. Les variables &;(t), i € {1,2,...,n}
dites supplémentaires (auxiliaires).

Simulation : C’est une méthode de programmation sur ordinateur. Elle permet d’étudier
des systemes plus complexes, de prévoir leur comportement et de calculer leurs caractéris-
tiques. Les résultats obtenus ne sont qu’approximatifs, et ne peuvent étre utilisés que par

une bonne précision.

2.5 Caractéristiques d’un systeme de files d’attente

Les clients arrivent selon un processus stochastique de taux A, ’espérance de la durée
séparant deux arrivées successives est %

Les clients se font servir suivant un processus stochastique de taux 3. De ce fait, ’espérance
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de la durée de service est %

L’intensité du trafic s’exprime de la maniere suivante.

g

La distribution stationnaire du processus stochastique introduit permet d’obtenir les ca-
ractéristiques d’explotation du systeme, telles que : le temps d’attente d’'un client dans
la file d’attente, le temps de séjour d’un client dans le systeme, le taux d’occupation de
service, la durée de la période d’activité (durée de cycle d’activité) et les mesures de
performance suivante :

L : nombre moyen de clients dans le systéme.

N : nombre moyen de clients dans le file d’attente.

W, : temps moyen, de séjour d'un client dans le systéme.

W : temps moyen d’attente d'un client dans la file d’attente.
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2.6 Files d’attente avec Rappels

Les modeles de files d’attente avec rappels sont caractérisés par la propriété qu'un
client qui arrive trouve le serveur occupée rejoind une file supplémentaire de clients appelée
“orbite” et réessaye ultérieurement de rejoindre le serveur tout en respectant la politique
de rappels. Si par contre le client arrive et trouve le serveur libre il est servi et quitte le
systeme. Dans la littérature des modeles d’attente avec rappels, on trouve trois politiques

de rappels.

Orbite

Serveur

occupé Fappels

Senveur
Arrivees de Departs

|'extérieur

FIGURE 2.3 — Schéma illustatif d’un systeme d’attente avec rappels.

2.6.1 Politiques d’acces au serveur a partir de ’orbite.

Politique de rappels classiques : représente la politique la plus décrite dans la
théorie classique des files d’attente avec rappels, elle est caractérisé par le fait que chaque
source (clients) dans l'orbite rappelle aprés un temps exponentiellement distribué avec un
parametre a;. Donc , il ya une probabilité ja;dt + o(dt) d’'un nouveau rappel dans le pro-
chain intervalle (¢, + dt) sachant que j clients sont en orbite a 'instant ¢. Cette politique
a été motivée par des application dans la modilisation du comportement stochastique des
abonnés dans les réseaux téléphoniques depuis les années 1940.

Politique de rappels constants : a été introduite par Fayolle (1986)[44] dans son mo-

dele de type M/M/1, ou uniquement le client en téte de la file en orbite peut demander
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un service apres un temps de rappels exponentiellement distribué de paramétre as. Dans
ce cas, la probabilité d'un rappel durant (¢,t¢ + dt) sachant que l'orbite est non vide, est
aadt + o(dt).

Politique de rappels linéaires (versatile) : traite les deux cas précédents d’une ma-
niére unifiée, la probabilité d’un rappel durant (¢,t 4 dt) sachant que j clients sont en
orbite a I'instant ¢ est (aa(1 — o) + jou)dt + o(dt).

2.6.2 Systéeme M/G/1 avec rappels

Le modele M/G/1 avec rappels est le modele le plus étudié par les spécialistes et il
existe une littérature abondante sur ses diverses propriétés [1, 6] [7), 8, [13], 311 35 (43, 89, [104].

Soit A le taux du flot poissonnien des appels primaires. La durée de service est de loi
générale, de moyenne +, de distribution B(z), de transformée de Laplace-Stieltjes Ly (s) et
deux premiers moments f31,35. La durée entre deux rappels successifs d’'une méme source
(orbite) est exponentielle de parametre «. La description du systéme est la suivante : on
suppose que a linstant 7;_; le (i — 1)®"¢ appel (client) termine son service (les appels
sont numérotés dans 'ordre de service) et le serveur devient libre, méme s’il y a des clients
dans le systeme, ils ne peuvent pas occuper le service immédiatement, donc 'appel suivant
n’entre en service qu’apres une durée de temps R; (durée de rappel) pendant laquelle le
serveur (canal) est libre, bien qu’en général il y ait des clients qui attendent. A l'instant
G = Tio1 + Ry, le ™ client débute son service pour une durée de temps S;, tous les
appels qui arrivent durant ce temps de service n’influent pas sur le processus. A l'instant
7, = G + S5, le ™ client achéve son service et le serveur devient encore libre et ainsi de

suite.

Variable supplémentaire

Le premier résultat sur le systeme M/G/1 avec rappels en utilisant la méthode de la
variable supplémentaire ( variable auxiliaire), a été obtenu par Keilson et al [61]. Ils ont
obtenu les probabilités d’état et les fonctions génératrices du nombre de clients dans le

systeme. L’état du systéme peut étre décrit par le processus

| N(3), si S(t)=0;
X() —{ (S(#), N(#),£(0)}, si S(t)=1.

30



Chapitre2 : Files d’attente avec rappels

ou, S(t) représente 1'état du serveur, 0 si le serveur est libre ou 1 si le serveur est actif.
Si S(t) = 1 on définit la variable aléatoire £(t) a valeurs dans R*, qui désigne la durée de
service écoulé a l'instant ¢. N(t) représente le nombre de clients dans 1'orbite a I'instant t.
Notons par
Py, (t) = P(S(t) =0,N(t)=n), n>0
et
P(t,z) =P(S{t)=1,N(t) =n,z <&(t) <x+dxr), n>0

Sip= % < 1, le systeme est stable. La fonction génératrice du nombre de clients dans le

systeme est donnée par

(1= kM)A = 2)k(2) 6(2)

=TG- )
(1 =p)(1 = 2)k(2) ¢(2)
k(z)—z (1)
o CX 1= k()
o(z) = exp{ﬂ/o R k:(x)dx}

k(x) = Lp(A — Ax)
kM (1) est la 1 dérivée de k(z) au point o = 1.

_0-p)U-2kE) [ Lokl
m(z) = k(z) —z p{ o} /o $—k(9:)d }

Cette formule, appelée décomposition stochastique, signifie que le nombre de clients

On aura alors

dans un systeme M/G/1 avec rappels est distribué comme une somme de deux variables
aléatoires indépendantes L., et L,.

Si on note L le nombre moyen de clients dans le systéme, alors L = L., + F(L,), ot
L, est la variable aléatoire de fonction génératrice %, qui coinside avec la distribution
conditionnelle du nombre de clients dans 'orbite sachant que le serveur est libre. L.,
représente le nombre moyen de clients dans le systéme M/G/1 classique avec un espace
d’attente.

_ (= pk()(1 = 2)

Cette formule n’est que la formule de Pollaczek-Khintchine pour le nombre de clients
dans le systeme M/G/1 (FIFO,00).

(2.1)
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Mesures de Performance

Ces mesures de performance du systeme M/G/1 avec rappels sont données dans 1’ar-
ticle de Yang et Templeton (1987)[105].

- Nombre moyen de clients dans le systeme :

- N Ap
b=rtoa—p 500

- Nombre moyen de clients dans 'orbite :
_ A2 A
N — P2 1 P
2(1=p)  Bl-p)

- Temps moyen d’attente et le nombre moyen de rappels : Le temps d’attente d’un client

est mesuré a partir du temps d’entré dans le systeme jusqu’au temps du commence-
ment du service. Pour trouver le temps moyen d’attente W, on utilise la formule de
Little L = AW, on obtient
— A
W — B2 i P
21-p)  B(l-0p)
Une fois W obtenu, il est facile de déduire 7, le nombre moyen de rappels par client :
A
B2 4 P
20—p) 1-p

F=pFW =

2.6.3 Files d’attente M[X]/G/l avec rappels et groupes impa-
tients

Le premier modele de rappels avec arrivées en groupes a été étudié par Falin [39],
qui a supposé la régle suivante :S7 le serveur est occupé a l'arrivée d’un groupe, alors la
totalité du groupe rejoint 'orbite et si le serveur est libre, alors un des arrivants commence
son service et le reste rejoint ['orbite. Ce type de modele peut étre utilisé pour évaluer la
performance des réseaux locaux a bus opérant sous le protocoles comme le CSMA (Carrier
Sense Multiple Access). Dans le cas d'un modele de rappels et groupes impatients, a
I’arrivée d’un groupe primaire, si le serveur est occupé, le groupe entre en orbite avec une
probabilité p, sinon il quitte le systeme avec une probabilité 1 — p. Par contre si le serveur
est libre, I'un des clients sera pris en charge par le serveur et le reste du groupe rejoint
I'orbite. Beaucoup de travaux sur rappels et arrivées en groupes ont été étudié par de
nombreux chercheurs,voir[6l, [7], 15 19} [32], 33].
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2.6.4 Modele de systeme fondé sur la théorie de files d’attente
avec rappels

Aujourd’hui il existe une littérature abondante sur les systémes avec rappels ou des
exemples concrets ont été abordés : Yang et Templeton (1987)[105], Falin et Templeton
(1997)[38], Wu et al (2005)[I11]. Nous présentons quelques exemples que nous avons extrait
de Particle [105].

Probléme de réservation

Considérons un restaurant dans lequel la plupart des réservations sont faites par des
appels téléphoniques. Il n’y a qu’une seule ligne qui est consacrée a répondre aux demandes
de réservation. Ainsi, si un client appelle au restaurant et trouve la ligne occupée, il tentera
a nouveau son appel aprés une certaine période de temps aléatoire avec une certaine
probabilité p. En pratique, si p < 1 cet exemple est modélisé par une M/G/1 avec rappels
et perte de clients, si p — 1 il devient une M/G/1 avec rappels et sans perte de client.
L’étude de ce genre de problemes permet de prédire le temps d’attente du client, le nombre

de clients perdus dii a ce blocage.

Réseau locaux CSMA

Le protocole de communication couramment utilisés dans les réseaux locaux de bus
partagés (LAN) est le CSMA non persistant (Carrier Sense Multiple Access). Le réseau
LAN est composé de n stations ou processeurs qui sont connectées entre eux par un bus
unique. Des messages de longueur variable arrivent a la station. A la réception tous les
messages sont divisés en paquets. Si les paquets trouvent le bus libre, 'un des paquets est
transmis par ce bus a sa destination et les autres sont stockés dans le tampon pour une
transmission ultérieur. Sinon tous les flits sont stockés dans le tampon et la station peut
reconsulter le bus a nouveau apres une période aléatoire.

Ce probleme peut étre modélisé comme un systeme d’attente avec rappels a un seul serveur,

qui est le bus, et les tampons des stations représentent 1’orbite.

Systéme informatique a temps réel

Considérons un systeme informatique a temps réel composé de S ports et de M ter-

minaux. Pour qu'un terminal soit connecté a un ordinateur (poste), il faut exactement un
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seul port. Des étudiants arrivent dans un centre de calcul pour utiliser I'ordinateur. Si un
des étudiants trouve un poste libre il 'occupe et envoie un message a un commutateur
pour un accés a un port libre, si la réponse est positive le poste est connecté. Si la réponse
est négative, le message reste en file d’attente jusqu’a ce qu’il y ait un port libre. Si un
étudiant trouve tous les postes occupés, il quitte le systeme et revient ultérieurement apres
un temps aléatoire.

Dans cet exemple, nous avons une file d’attente avec rappels a multi-serveur avec des

position d’attente (si M > S) et une capacité d’orbite infinie.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé et présenté les concepts et techniques de base
de la théorie des files d’attente (classique et avec rappels). Nous avons cité des exemples

concrets qui peuvent étre modélisés par des systemes d’attente avec rappels.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions un modele d’attente avec des temps de rappels de dis-
tribution gérérale. Ce type de modeéles s’inspire de I’observation des phénomenes de rappels
dans des systemes informatiques et de télécommunication, ou les temps de rappels ne sont
plus de distribution exponentielle. Kapyrin [58]en 1977est le premier qui a généralisé la
distribution de temps de rappels. Par la suite de nombreux travaux ont été publié dans ce
contexte voir[17, 33].

En particulier ce chapitre est consacré a I’étude de la file d’attente M /G /1 avec rappels

de loi générale et réparation immédiate.

3.2 Description du modeéle

Nous considérons une file d’attente M/G/1 avec rappels généraux et pannes actives,

les hypotheses suivantes décrivent le modele mathématique.
1. La capacité de 'orbite est infinie.

2. Processus des arrivées.

Les clients arrivent de I'extérieur suivant un flux poissonien de taux A. si un client
trouve le serveur libre a son arrivée, il commence son service immédiatement et
quitte le systeme apres achevement du service. Sinon il rejoint 1'orbite suivant une
discipline F'C'F'S.

La politique d’acces au serveur a partir de 'orbite, est la suivante : seul le client en
téte de file de 'orbite est autorisé a accéder au service. Nous supposons que les les
temps inter-rappels sont régis par une fonction de répartition A(z), de densité a(z)

et de transformée de Laplace-Stieldjes L4(s).

3. Processus de service.
Les temps de service des clients sont indépendants et identiquement distribués avec
une distribution générale B(x), de densité b(z), de transformée de Laplace-Stieldjes

Lp(s) et les deux premiers moments [31,32.

4. Processus de pannes
Nous supposons que le serveur est sujet a des pannes actives et Poissoniennes de

paramétres . Sile serveur tombe en panne, la réparation commence immédiatement.
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La durée de réparation est de distribution C(x), de densité c(z), de transformée de

Laplace-Stieldjes L¢o(s) et les deux premiers moment 71,7s.

Nous supposons que les temps inter-arrivées , les temps de rappels, les temps de service,
les temps de panne et les temps de réparation sont mutuellement indépendants. L’état du

systéme a l'instant ¢ peut étre décrit par le processus stochastique

{X(#),t =0} = {S(), N(t), &(t), & (1), &a(1)}

avec un espace d’état {0,1,2} x N x R3.
S(t) représente ’état du serveur a l'instant .

0, sile serveur est libre;

S(t) =4 1, sile serveur est occupé;

2, sile serveur est en réparation.
N (t) représente le nombre de clients en orbite a 'instant ¢. Si S(t) = 0 et N(t) > 0, alors
&o(t) représente le temps de rappel écoulé. Si S(t) = 1, alors &(t) représente le temps de
service écoulé. Si S(t) = 2, alors & (1) représente le temps de réparation écoulé.

Les taux conditionnels de completion pour les rappels des clients, service des clients et

réparation sont respectivement :

__alz)
1—A(z)’

b(x)

B(z) = 1—73(95)’

a(z) Y(y) =

3.3 Analyse stationnaire du systeme

Nous étudions dans cette section la distribution de systeme en régime stationnaire.

Pour le processus { X (t),t > 0}, nous définissons les densités de probabilités :

Pon(t,z)de = P{N(t) =n,S(t) = 0,2 <& (t) <z +dzr} n>1
P (t,x)de = P{N(t) =n,S(t) =1,z < &) <z+dz} n>0

Py ,(t,x)de = P{N(t) =n,S(t) =2,2 < &(t) <x+dz} n>0
et la probabilité

Foo(t) = P{N(t) = 0,5(t) = 0}
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Nous supposons que la condition de stabilité est vérifiée, dans ce cas on peut écrire :
Py = tlggo Poo(t), Pon(z) = tlgcr)lo Pon(t,x), Pin(z)= tlgcr}o P, (t,x)et Pop(x) = tlgglo Py, (t,x)

En utilisant la technique de la variable supplémentaire, nous obtenons le systeme d’équa-

tions suivants :

APy = /0 B(z)Pro(z)dr n =0 (3.1)
Pour n > 1, nous avons
0
l@x + A+ a(:p)] Pon(z)=0 (32)
0
lax‘i‘/\*‘/ﬁ‘f‘ﬁ(@lpm( ) = AP ( +/ Y) Pon(z,y)dy (3.3)
5 -
[ay £ +9(0) | Pan,9) = \Pa s (2,1) (3.4)
Pour n = 0, nous avons
0 1 oo
[8 + A+ p+ Blx) | Pro(z) = / V() Poo(z, y)dy (3.5)
x | 0
0
[8 + A+ ’Y(y)] Pyo(z,y) =0 (3.6)
Y
Les conditions aux limites
Pon(0) = [ Bla) Praa)dz 0> 1 (3.7)
0
Pin(0 _)\/ Pyl d:v+/ 2)Pypr(z)dzr n>1 (3.8)
Pro(0) = APy + / )Py, (z)dx (3.9)
Py, (2,0) = pPrp(x) n>0 (3.10)

La condition de normalisation

POO + Z /0 Po’n($)d$ =+ Z /0 le(l')dfﬂ
n=1 n=0
+ Z/o /0 Py, (z,y)dedy = 1.
n=0

(3.11)
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3.4 Solution du systeme d’équations

La distribution en régime stationnaire du systéme est décrite par le théoreme suivant

en terme de fonctions génératrices.

Théoreme 3.4.1. Si p < 1, alors

) A=(1 = K(2))
Po(z,x) = La(A)(1 —2)k(z) — 2(1 — k(2)) (3.12)
AB1 (1 + pyr) |
< [1- 2o Atpeanxa
B M1 —2z)La(N)
Pi(z,2) = LaAN) (1 —2)k(2) — 2(1 — k(2)) (3.13)
y [1 - W] (1 = B(x))eap(~G(A(1 - 2))z)
B pA(1 = 2)La(N)
Py(z,2,y) = LaA)(1—2)k(2) — 2(1 — k(2))
(3.14)

« [1 - W] (1— B(x))exp(—GA(1 — 2))z)

x (1 =C(y))exp(=A(1 - 2)y)

ol

G(z) =2+ u(l — Le(x)), k(z) = L(GIA+ \2))

Démonstration. La preuve est basée sur la résolution du systeme d’équations (3.1))-(3.11]).

Définissons les fonctions génératrices suivantes pour |z| <1

Py(z,2) = > Pon(x)2"
n=1

P1(2,$) = Z Pl,n('r)Zn
n=0

Py(z,z) = Z Py (x)2"
n=0

Pi(z) :/0 Pi(z,x)dz, i=0,1,2.
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Multipliant les équations (3.2)-(3.10) par 2™ et sommant par rapport a n de 0 a oo, on

obtient les équations suivantes apres quelques manipulations algébriques :

li + A+ oz(x)} Py(z,2) =0

[8‘1 A1 —2) +p+ 6($)1 Pi(z,z) = /OOO (@) Pao(z, %, y)dy

ML= )90 P ) =0

Py(2,0) = /OOO B(x)Py(z,x)dx — APy

o0 1 o0
Pi(z,0) = )\/ Py(z,z) + ;/ a(z)Py(z,x)dx + APy
0 0

PZ(Z7$70) = ,uPl(z,x)

La solution du systeme d’équation ([3.15))-(3.20|) est donnée par

Py(z,z) = Py(2,0)(1 — A(z))exp(—Ax)
Pi(z,xz) = Pi(2,0)(1 — B(z))exp(—G(A — A\2)x)

By(z, 2, y) = phi(z, 2)(1 = Cly))exp(=A(1 — 2)y)

En substituant les expressions (3.21)), (3.22) dans (3.18)),(3.19) nous obtenons

B )\Zpoo(l - k(Z))

B )\Pgo(]_ — Z)LA()\)
&0 = LN~ 2k — 21— K()

En utilisant la condition de normalisation, nous déterminons la probabilité Py

Py + /OO Py(1, z)dz + /Oo Pi(1,z)dx + /00 [)oo Py(1, z,y)dzdy = 1
0 0 0
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On trouve
AB1(1
Pyp=1- W (3.27)
et alors, le taux d’utilisation du systeme p est donné par
_ ABi(1+ pmn)
La(N)
Ainsi p < 1 est la condition de stabilité du systeme étudié. O]

Le théoreme suivant donne les fonctions génératrices partielles des distributions de

l’état du serveur et de la taille d’orbite.

Théoréme 3.4.2. Sip<1, ona

L )O—kE) [, M)
RE) = TN = k(e) — 20— k() [1 ey 1 (3:28)
LA = 2)k(2) — =(1 — KNGO = 2] o0
o [1_ )\51(1+/Wl>] '
Ls(N)
) = LA = LeO\1 = 211~ k)
LA — 2)k(2) — =(1 = KDIGA - 2] a0

S

Démonstration. En utilisant les résultats du théoreme [3.4.1| et en appliquant la définition

suivantes
Pi(2) :/ P(z,x)dz, i=0,1,2.
0
nous obtenons les résultats du théoreme O

3.5 Mesures de Performance

Notre objectif dans cette section est d’établir des expressions explicites pour quelques
mesures de performance du systeme étudié. Les résultats sont résumés dans les corollaires

suivants.
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Corollaire 3.5.1. Si le systéeme est stable alors,
1. La probabilité que le serveur est libre est : [ =1 — ABy(1 + ).
2. La probabilité que le serveur est occupé est : B = \f3;.

3. La probabilité que le serveur est en réparation est : R = uApB17y1.
Démonstration. Nous avons,
I = lgr%Po(Z) —|—P00, B= ll_r}I%Pl(Z),
R= llgi Py(z),
Nous obtenons les résultats par un calcul direct. O

Considérons maintenant certaines quantités de fiabilité du serveur.

Soit A,(t) la disponibilité instantanée du serveur qui est définie par :
A,(t) = P{le serveur est disponible & l'instant t}

La disponibilité limite du serveur en régime stationnaire est définie par : A, = lim;_,, A(t).

Notons par Fy la fréquence de panne (défaillance) du serveur en régime stationnaire.

Corollaire 3.5.2. Si le systeme est stable, alors
1. La disponibilité limite du serveur est : A, =1 — AB1umn

2. La fréquence de panne du serveur est : Fy = B

Démonstration. Nous obtenons facilement les résultats en considérant les équations sui-

vantes :
Ay = By + lim[Po(2) + P1(2)]

Fy = plim Py(2)

Notons par
(I)(Z) = POO + Po(Z) + Pl(Z) + PQ(Z)

la fonction génératrice du nombre de clients dans l'orbite et par
m(2) = Poo + Po(2) + 2Pi(2) + 2 P3(2)
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la fonction génératrice du nombre de clients dans le systeme.
Nous énoncons le corollaire suivant sans preuve qui est trivial en utilisant le théoreme

2.4.2)

Corollaire 3.5.3. Si le systéme est stable, alors
(La(N) = AB1(L + pm))(A = 2)

) = LI = k() — (1 — k(2)) (3:31)
= (La(A) = ABi(1+ pm))k(2)(1 — 2)
&) = T N = 2)k() — 2(1 = k() (3:32)
le nombre moyen de clients en orbite est donné par
L, = 2081 (1 + py1) (1 = La(N)) + N pyafy + N2Ba(1 + pm)? (3.33)

2(La(N) = ABr(1 + pm1))

et le nombre moyen de clients dans le systeme est donné par

Ls = )‘ﬁ1<1 + /M)/l)
N 2A81(1 + pya)) (1 = La(N) + XN2pyefBi + A2 Ba(1 + pn)? (3.34)
2(La(A) = AB1(1 + pm))
Soit W le temps moyen d’attente dans le systéme en régime stationnaire, en appliquant
la formule de LITTLE nous obtenons
L
Ws = N Br(l+ pm)
L 2610+ pm) (A = La(d) + Meyafhy + ABp(1 + e )?
2(La(A) = AB1(1 + pm))

Une autre mesure de performance intéressante dans le contexte des files d’attente avec

(3.35)

rappels est la moyenne de la période d’activité du systeme. La période d’activité du systeme
L est définie comme étant la période qui débute a l'instant ou un client arrivant trouve
le systeme vide jusqu’a l'instant ou le systeme redevient vide pour une autre fois. Si nous

désignons par Ty la durée de temps pendant laquelle le systéme est dans I’état (0,0) alors

P E(Ty)
0= T 177\
X+ EB(L)
Nous avons E(Ty) = 1, donc
Ly
E(L) = X(POO - 1)
En utilisant I’équation (3.27)), nous obtenons
Bl + pm)

B(L) = La(X) = ABr(1 4 pm)
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3.6 Décomposition Stochastique

La propriété de décomposition stochastique des files d’attente avec rappels indique que
le nombre de clients dans le systeme s’écrit comme somme de deux variables aléatoires
indépondantes ou plus : 'une est le nombre de clients dans le systeme M /G/1 classique
et l'autre est le nombre de clients dans le systeme de la file M/G/1 avec rappels sachant
que le serveur est libre (voir Yang et Templeton (1987)[105]). Aissani et Artalejo [5] ont
établi la propriété de décomposition stochastique d’une file M/G/1 avec rappels, pannes
de durées de réparation générales et politique de rappels linéaire . Pour le modele étudié

nous avons observé la relation suivante entre les fonctions génératrices.

LAl(l)l\rgl_)l 7(z) = 1%°(2)

ou

qui est la fonctions génératrice du nombre de clients dans le systeme M/G/1/00 avec
pannes de serveur. Soit x(z) la fonction génératrice de la distribution conditionnelle du

nombre de clients dans le systeme sachant que le serveur est libre.

_P00+P0(Z):P00+P0(Z)

Z) =
) Poo + Po(1) I
avec I est donné dans le corollaire en utilisant les équations (3.27)et (3.28) nous

obtenons
X(Z) _ [LA<>‘) — )‘51<1 + M71>][k(z) — Z]
(1= AB1 (1 + py)I[La(A) (1 = 2)k(2) — 2(1 = k(2))]
De (13.32) on déduit que 7(2) = 7*°(z)x(z), ce qui confirme que la propriété de décompo-

sition stochastique est valable pour ce modele.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons effectué une étude détaillé du modele M /G /1 avec rappels
de loi générale et réparation immédiate. En utilisant la méthode de la variable supplémen-
taire, nous avons obtenu la condition d’égordicité du systeéme, la distribution du nombre
de clients dans le systéme et dans l'orbite en terme de fonctions génératrices, quelques
mesures de performance et la décomposition stochastique de la variable aléatoire qui re-

présente le nombre de clients dans le systeme.
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Chapitred : M/G/1 avec rappels, clients récurrents, réparations retardées

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous avons introduit deux nouveaux concepts. Le premier appelé
délai, il explique le probléme d’attente pour une intervention (réparation) non négligeable.
Le deuxiéme concept c’est la présence des clients récurrents, I’augmentation du nombre
de ces clients dans le systéme conduit a la non disponibilité du serveur pour répondre au
service des clients transitaires. A partir de ces deux concepts, nous étudions un modele de

files d’attente avec rappels de loi générale, deux types de clients et réparation retardée.

4.2 Notation et Modele Mathématique

Nous considérons une seule file d’attente avec rappels, pannes actives, délais et répa-

rations. Les hypothéeses suivantes décrivent le modele mathématique.
1. La capacité de l'orbite est infinie.

2. La seule file d’attente avec rappels a deux classes de clients :
— Transitaires (appelés également clients ordinaires, transit).
— Un nombre fini fixe K (K > 1) de clients récurrents (appelés également clients

permanents).

3. Processus des clients récurrents.
Il ya un nombre fixe K de clients récurrents dans le systéme. Apres avoir reqgu le
service, les clients récurrents retournent immédiatement a 'orbite conformément a
une discipline FCF'S.
Nous supposons également que seul le client récurrent en téte de file de 1'orbite est
autorisé a accéder au service. Les temps successifs entre tentatives de rappels de tout

client récurrent sont de loi exponentielle de moyenne fixe y~! (rappel constant).

4. Processus des arrivées des clients transitaires.
Les clients transitaires arrivent suivant un flux poissonien de taux A. Si un client
transitaire trouve le serveur libre a son arrivée, il commence son service immeédia-
tement et quitte le systéme apres achévement du service. Sinon il rejoint l'orbite
suivant une discipline FCFS.
Nous supposons que seul le client transitaire en téte de I'orbite est autorisé a accéder

au serveur. Les temps successif d’'inter-rappels de tous les clients transitaires sont
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régis par une fonction de répartition A(z), de densité a(x), et de transformée de
Laplace Stieldjes L(s).
5. Processus de service

Les temps de service des clients transitaires sont indépendants et identiquements dis-
tribués de distribution Bj(z), de densité by(z), de transformée de Laplace Stieldjes
Lp, (s) et f1, le moment d’ordre n.

Les durées de service des clients récurrents sont des variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribués de distribution By(x), de densité by(x), de trans-

formée de Laplace Stieldjes Lp,(s) et fa, le moments d’ordre n.

6. Processus de pannes. Le serveur est sujet a des pannes actives c’est-a-dire que le
serveur tombe en panne si et seulement s’il est en service. Il tombe en panne apres
un temps aléatoire de loi exponentielle de moyenne 1. Lorsque le serveur tombe en
panne il n’est pas immédiatement réparé, il attend un temps appelé délai de distri-
bution D(y), de densité ¢ (y), de transformée de Laplace Lp(s) et les deux premiers
moments @1, ©Ya.

Apres la période de délai, la réparation commence immédiatement. La durée de répa-
ration est de distribution C'(y), de densité c(y), de transformée de Laplace Stieldjes
L.(s) et les deux premiers moments 7y, vo.

Le client dont le service est interrompu reste au service. Une fois le délai et la répa-
ration achevée, le serveur reprend le service du client.

Le serveur n’est pas autorisé a accépter de nouveaux clients jusqu’a ce que le client
en service quitte le systeme.

Le serveur est dit bloqué s’il est occupé, en délai ou en réparation.

L’état du systeme a 'instant ¢t peut étre décrit par le processus de Markov

{X(t)7 t= 0} = {(S(t)a S*(t)7 N<t)7 fo(t)a gl(t)a 52(t>7 53(07 €4<t>)7 t> 0}
S(t) représente 'état du serveur a I'instant t.

S*(t) représente le type de client en service a l'instant ¢.

si le serveur est libre a l'instant ¢ ;

si le serveur est occupé par un client transitaire a l'instant ¢ ;
si le serveur est occupé par un client récurrent a l'insatnt ¢;
si le serveur est en réparation a l'instant t;

si le serveur est en délai a l'instant .

nn
—~
~
N—
I
B W N = O
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S (1) 1, sile serveur est occupé par un client transitaire a 'instant ¢ ;
2, sile serveur est occupé par un client récurrent a l'instant ¢.

N (t) représente le nombre de clients en orbite a I'instant ¢.

ot represente le temps de rappel écoulé d’un client transit a 'instant ¢, si S(t) = 0 et
N(t) >
1(t
2(

3(t) représente le temps de réparation écoulé a l'instant ¢, si S(t) =3

Iy

i

t) représente le temps de service écoulé d'un client récurrent a l'instant ¢, si S(¢) = 2

M

)
)
) >
) représente le temps de service écoulé d'un client transit a 'instant ¢, si S(¢) = 1.
)
)
)

€4(t) représente le temps de delai écoulé a l'instant ¢, si S(t) = 4.
les taux conditionnels de complétion pour les rappels des clients transit, service des clients

transitaires, service des récurrent temps de réparation et délai sont respectivement :
a(z ba(z c(x T
a(r) = = 54()33 Bi(z) = = B1 x), Bo() = 1,2522()1)7 V(z) = % et 0(z) = 1ib(D()x)'

4.3 Analyse stationnaire du systeme

L’objectif de cette section est d’obtenir la distribution stationnaire de I’état du systeéme

du processus {X(t),t > t}. On peut définir les probabilités limites comme suit :

Pon(x)dr = tlLIEOP{S(t) =0,N(t)=n,z <&(t) <z+dx} n>K
P, (x)dr = tlgglo P{S(t)=1,N({t)=nx<&(t) <x+dx} n>K
) =

Py (2)de = tli}m P{S(t) =2,N(t o< &t)<z+dry n>K-—1

P31 (x,y)dedy = tliglo P{S(t) =3,N(t) =n,S*(t) =1,z < &(t) <z +dr,y < &(t) <y+dy}

n>K

Py (. y)dady = lim P{S(t) =3, N(t) = n, 5°(t) = 2, < &(t) < = +da,y < &(t) <y + dy}

n>K-—-1

Py p(z,y)dedy = tlgglo P{S(t) =4,N(t) =n,S*(t) =1,z < &(t) <z +dr,y < &(t) <y+dy}

n>K

Pysp(x,y)dedy = tli)rono P{S({t)=4,N(t) =n,5"(t) =2, < &(t) <z +dr,y < &(t) <y+dy}

n>K-—1
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En utilisant la méthode de la variable supplémentaire, nous obtenons les équations d’état

a l’équilibre.

(A +7)Pox = /0 " Pk ()8 (2)de + /0 " Poger(2)Balz)da (4.1)
88 Pon(x) =—A+7+a(x))Po(x) n>K (4.2)
S Py(e) = Ot A1) Piae) 4+ A0 = 60g) P a(e) & [ Praae o)y n> K
(4.3)
aangm(:L‘) — (At 1+ Bo(@) Pon(@) + AL — 6y se1) Poms () + /O " Pyan(, y)1(y)dy
n>K-1
(4.4)
(%P&Ln(x, Y)=—A+7©)Psin(z,y) + A1 — 0n i) P31n-1(x,y) n>K (4.5)
)

@P3,2,n($, Y) = —AN+v))Paon(z,y) + A1 = 6px—1)Ps2n-1(2,y) n>K-1
(4.6)

0
@P4,1,n($7 y) = —()\ + G(y))P4,1,n(iU, Z/) + )\(1 - 5n,K)P4,1,n71($7 y) n>K (4-7)

0
@P4727n($’ y) = —(A+0(y)) Pron(z,y) + A(1 = 0n k1) Paop—1(z, y) n>K-1
(4.8)
ol
(1, sii=j, ,
0ij = { 0, siit] est la fonction Kronecker.

Ce systeme d’equations sera résolu sous les conditions limites et on obtient le systéme
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d’équations suivant :

Pya(0) = /0 Py o(2)f1(x)da + / Pypr(2)Ba(z)dz 0> K +1 (4.9)
Pun( / Ponsi(2)a(@)dz + A1 — 6, ) /°° Pon(2)de + 8, kAP 0> K
0

(4.10)
PQ,n(()) = "}/(1 — 5n,K71>/0 Po,n+1(x)dx + "}/(Sn,Kflp(],K n Z K-—-1 (411)
P31 (2,0) :/OOP“na: v)0(y)dy n>K (4.12)
Pyon(e / Pion(m,)0y)dy — n>K—1 (4.13)
Pyyn(z ,0) = uPia(z)  n>K (4.14)
Pyon(x,0) = pubPy, () n>K-—1. (4.15)

En outre, I’équation de normalisation :

P0K+Z/ POn dl"i‘Z(/ Pln de"—/ / P31nxy)dxdy

n>K

+/ / P41nxyd:rdy)+ Z </ Py, (z d$+/ / Pyon(z,y)dzdy (4.16)

n>K-—1

+/0 /0 P4,2,n(x7y)dxdy>: 1

4.4 Solution du systeme d’équations

Le théoreme suivant décrit la distribution du systeme en équilibre (état stationnaire)

en terme de fonctions génératrices.

Théoréme 4.4.1. Si A\(1 + upr + py){N+vLa(A+7))B11 +v(1 — La(A + 7)) far } <
(A+7)La(A+7) alors

A+ DA — K1 (2) + (1 — ko(2)) } Py 25+
(1= LaQr + 1) M1 (2) + 7ka(2)}2 — A+ ) {2 — Lalh+7)ka(2)}
x (1— A(x))e—(/\-ﬁ-v)w.

Py(z,x) =

O+ D La + D = 2) + (1 = kal2)} Porc 2
(1= ZaO+ ) N (2) + 7o)} — A+ Dz — LavF 1)k (2))
x (1= Bye))e 000D,

Pi(z,x) =
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YA+ V) LaA+){ki(2) — 2} Pog 2™

PED S LR D) + kG — O+ )z~ a0+ R )
(1 _ BQ( )) —G(A\(1— z)):p
Py (z,2,y) = A+ D LA+ = 2) + (1 = Fal2))} Po "
WY = L)) (2) + vha(2)}e — A+ 1)z — LaOr+ k()
X Lp(A(1 = 2))(1 = By(2))(1 = C(y))e (COI-=A-2w
P32(Z X y) ()\ + 7>LA(A + 7>{k1(2> — Z}POKZK_I
T (1= La(A+ ) { M1 (2) +9k2(2) 2 — (A +9){z = La(A +7)ki(2)}
X nLp(M1 = 2))(1 — Ba(2))(1 — C(y))e” (EAU=2)z+A0=2)y)
Pu(z,z,y) = A+ La+ A = 2) + (1 = ka(2))} Pore 2™
S R P PN B R 9 ) B P ey ERy AP A B
x (1 — D(y))(1 — By(z))e” (EAU=2)e+AU=2)y)
P42(Z,Q3,y> = ’Y()\+7>LA()\+7){I{}1(Z> _Z}POKZKil

(= LaO A ) V() +9Ea(2) b — o+ )z = LaO+ ()}
(1 = By(@))(1 = Dy))e~COU-=D=r-2m)

(1 + ppr 4+ )X+ vLa(A + 7)) (7821 + ABu1)
A+ LaA+9) (1 +5(1 + py + pep1)B21)

Pox =1~

G(x) =24+ p— pLp(x)Le(z)
et
ki(z) = Lp,(GA(1 — x))) i=1,2.

Démonstration. Pour résoudre le systeme d’équations ((4.1))-(4.16))), nous définissons les

fonctions génératrices suivantes pour |z| <1 :

n>K n>K

.1') = Z Pl,n($)2n7 P32(Z x y Z P32n x y)

n>K n>K—1
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Py(z,x) = Z P2,n($)2n> Pu(z,z,y) = Z P4717n(x,y)z”

n>K—1 n>K

P42(vaay) = Z P4,2,n($7y)zn’

n>K—-1
On multiplie les équations (4.2) et (4.9) par z™ et on somme sur n de K + 1 a I'infini,

et en utilisant I’équation 4.1 on obtient :

gEPO(Z,x) = —(A+7+a(@)h(z ) (4.17)

Py(2,0) = /0 T Pz, )8 (@) dr + 2 /0 TPz, ) Ba(w)dr — A+ ) Pox 2. (4.18)

On multiplie les équations (4.3)), (4.5)),(4.7)),(4.10]),(4.12) et (4.14) par 2™ et on somme

pour n > K on aura :

SR = (1= 2) 4t AP+ [ Palerundy  (419)
5 Pu(z,9) = ~(A(1 = 2) +9(0) Pulz2.0) (1.20)

;yPM(z,x,y) — (A1 = 2) + 0(y)) Pua(=, . ) (4.21)

Pi(2,0) = 27! /0 ¥ Py(z, )alz)de + A /0 ¥ Py(z, 2)da + APy 2 (4.22)

Py (z,2,0) = /0 " Pu(z,2,9)0(y)dy (4.23)

Pur(2,2,0) = uPy(z, 7). (4.24)

On multiplie les équations (4.4)),(4.6)),(4.8),(4.11]),(4.13)et (4.15)) par 2™ et en sommant

pour n > K — 1 on trouve :

L Pen) =~ =2+t BB + [ Palenpndy (42)
Pl 9) = ~(A(1 = 2) +9(0) Pl 2.0) (426)

a@yPQ(z,a:, y) = —(A(1—2)+0(y))Pa(z,z,v) (4.27)

Py(2,0) =~z /0 ¥ Polz, 2)dx + 7Py 2 (4.28)

Py(z,7,0) = /0 " Paa(z,9)0(y)dy (4.29)
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Pys(2z,2,0) = uPs(z, x). (4.30)

La solution de chacune des équations suivantes (4.17)),(4.20)),(4.21)),(4.26) et (4.27) est don-

née par :

Py(z,2) = Py(2,0)(1 — A(z))e~ P2 (4.31)
Py (z,x,y) = Pai(z,2,0)(1 — C(y))e M=2W (4.32)
Pu(z,2,y) = Pyu(z,2,0)(1 — D(y))e =2 (4.33)
Pay(2,2,y) = Pay(2,2,0)(1 — C(y))e =W (4.34)
Pi(z,2,y) = Pia(z,2,0)(1 — D(y))e 212 (4.35)

En utilisant I'équation (4.33) dans 1’équation (4.23)) et en combinant avec I’équation

(4.24) on obtient.
Psi(z,2,0) = pPi(z,2) Lp(A(1 — 2)). (4.36)

Remplagant ’équation (4.35) dans I’équation (4.29) et a 'aide de I’équation (4.30)on
obtient.

Pss(z,2,0) = puPs(z,2)Lp(A(1 — 2)). (4.37)
En utilisant les équations (4.32)) et (4.36)), 'équation (4.19) peut s’écrire comme suit.

Pi(z,x) = Py(2,0)(1 — By (:B))e_G(A(l_Z))x. (4.38)

En utilisant les équations (4.34)et (4.37]),’équation (4.25)) peut s’écrire comme suit.

Py(z,2) = Pa(2,0)(1 — By(x))e CAU=2)z, (4.39)

Combinant les équations (4.38]),(4.39) et (4.18) on trouve.

Py(2,0) = Pi(2,0)k1(2) + 2P5(2,0)ka(2) — (A + 7) Porc 2™ (4.40)

Remplagant 1’équation (4.31]) dans I’équation(|4.22]) on obtient.

1— L\
Pl(Z,O) = Z_1P0<Z,O)LA()\—|—’}/)+)\P0(Z,O) )\A_f_ +’Y) —{—)\POKZK. (441)
f)/
Remplagant 1’équation (4.31]) dans (4.28)) on obtient.
1— LA
PQ(Z,O) :’}/Z_IP(](Z,O) A( +7) +’}/P0KZK_1. (442)

A+
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Combinant les équations (4.41)), (4.42)) et (4.40) on obtient.

A+ = k1(2)) + v(1 — ka(2)) } Pogc 251

P = T 0 Dk (3] + k() — O+ )z — Lo+ ) )
Combinant les équations (4.43)),(4.42) et(4.41]) on trouve.
_ A+ LaA+7)AQA = 2) + (L = ko(2))] Poxc 2™
PO = 0 ) (2) + k(o)) — Ok )z — LaOv ke
Py(2,0) = A +VLa(A+9)(Fa(2) — 2)yPor " (4.45)

(1= La(A+ )M (2) + vho(2) e = A+ {2 = La(A + )k (2)}
On remarque que toutes les probabilités du systeme s’écrivent en fonction de Py .

Pour le calcul de Pk, nous utilisons ’équation de normalisation

P0K+/OO Po(l,x)dx+/oo P1(17x)dx+/oo Py(1, z)dx
0 0 0
_|_/0 /0 Pgl(l,x,y)dxdy+/0 /0 Pyo(1, z,y)dzdy

+/0 /0 P41(1,:c,y)dxdy+/0 /0 Py(1,z,y)dzdy = 1

On trouve :

1 AL+ )R (1) + 94 (1) "

A+ Lalh +7) (A + kS (1))

ou, le taux d’utilisation du systeme p est donné par :

S Qe LaQ )R () +9(1) e

A+ ) Lah + ) (A + k8P (1))

Ou k;i(l)(l), i=1,2 sont définis par la 1¢" dérivé de k;(x) appliqué pour z = 1.

B (1) = AU+ + ) Ba
Ainsi p < 1 est la condition d’ergodicité du systeme étudié. O]

Théoreme 4.4.2. Sous la condition de stabilité du systéme, les fonctions génératrices

partielles des distributions de l’état du serveur et de taille d’orbite sont données par

(1= LaA + )AL = ki(2) +9(1 = ko (2)) } Pore 2"
(1= LaA+y){Ma(2) +vk2(2)}2 — (A 7){z = La(A + 1)k (2)}

P()(Z) =
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A+ LA+ )AL = 2) +9(1 = ko ()| Porc 2™

B = L0 ) )+ 2k} — (4 )z — LG+ 1)k (2)]
Pyz) = A+ NLaA + ) (ka(2) = 2)yPoc 2™
(= LA+ D)) (2) £ 2k} 2 — O+ )z — LaOr + ()]

Puce) (\+ LA+ DN = 2) +9(1L = ha2))]Po2"

. (1= La(A +){Mea(z) + vka(2) 2 — A+ 9){z — La(A +7)ka(2)}
1~ ki(2) 1— Lo(A(1—2))

RGN = 2) Q&-@ Lo =2)).

Pro(z) = A+ NLaA+7)(ka(2) — 2)vPorcz™
P U= LaO A+ ) () + ke(2)} = A+ 9){z = La(h + )k (2)}
1 —ko(2) 1—Le(M(1—2)) .

GOO-—2) s LoAd=2).

X p

P = O VLA DA = 2) 491 b))
(1= La(A+9){Mea(z) + vka(2) 2 — A+ 9){z = La(A +7)ki(2)}
1~ ki(2) 1—Lp(A(1—2)
“HEN1—2)  A1l—2)

A+ LaA+ ) (k1 (2) — 2)yPor 2!
(1= La(A + ) Mea(2) +vka(2)}2 — (A +9){z — La(A +7)ki(2) }
L= ho(2) 1—Lp(A(1—2))
GNI—2)  A1—2)

Démonstration. En utilisant les résultats du théoreme [4.4.1] et la définition de la fonction

P42(Z) =

X

génératrice partielle pour chaque état du serveur on obtient les résultats
On a
%uy:/ Py(z, 7)dx (4.48)
0
d’apres le théoréme [4.4.1]
Po(z,x) = Fo(2,0)(1 — A(x))exp(—(A + 7))
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et

o0 _ 1= La(A+7)
1-A M2y = A
J, (= Al e = S

De I’équation (4.48) on a la premiere fonction génératrice

1—La(A+7)
A+

L’expression de Py(z,0) est donnée dans I'équation [4.43]

Py(z) = Py(z,0)

Le reste des fonctions génératrices sont obtenues de la méme maniere en appliquant les

définitions suivantes :

o)

Pl(z):/OOOPl(z,:L’)d:c, Py(z) = / Py(z, 2)dx,

Py (2 //Pglzxy)d:cdy, Pay(z //P32za:yd:cdy,

Py(z / / Py (z,z,y)dxdy and Py(z / / Pys(z,x,y)dxdy.
O

Les fonctions génératrices du nombre de clients transitaires et du nombre de clients en

orbite et dans le systeme sont données dans le corollaire suivant :

Corollaire 4.4.1. Sous la condition de stabilité p <1 on a

1. La fonction génératrice du nombre de clients transitaires en orbite est :

ML= 2) + (1= ()
1= LaO+ I () + ka2l = A ) = LaOh+ D (2]
L A+ La+7)
A

O(z) =

POK

2. La fonction génératrice du nombre de clients en orbite est :

{A2(1 — 2) +v(1 — ka(2)) k1 (2) } 251
(1= La(A +)[Mer(2) +vka(2)]2 = (A +9)[2 = La(A + )k (2)]
» (A+7)La(A+7)
A

d(2) =

POK

3. La fonction génératrice du nombre clients transit dans le systéme est donnée par :

AL = 2) + (1 — ka(2))] k1 (2)
[1— La(A+7)][Me1(2) +vk2(2)]2 = (A7) [z — La(A +7)k1(2)]
" (A+7)La(X+ V)P
)\ 0K

U(z) =
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4. La fonction génératrice du nombre de clients dans le systéme est donnée par :

kr(2){M1 = 2) +v(1 = ka(2)) } 2"
(1= La(A +)I[Mea(2) +vka(2)]2 — (A +7)[z — La(A + )k (2)]
o A+ Y)La(A+79)
)

m(z) =

POK

Démonstration. A présent, il est possible de calculer les fonctions génératrices du nombre
de clients transit et le nombre de clients en orbite.
On note : Ny, N le nombre de clients transit et le nombre de clients en orbite en régime

stationnaire respectivement.

Q(z)=> P(Npr=n)z"=> P(N=n+K)z"

n>0 n>0

= P()K + Z_KP(](Z) —+ i Z_(K_H_l){B(Z) -+ PgZ(Z) + P4Z(Z>}
ML= 2) +9(1— a(2)
[1 = La(A+)][Ak1(2) +vk2(2)]z = (A +7)[2 = La(A + 7)ki(2)]
" A+ ) La(A+7)

Pox (4.49)

®(z)= > P(N=n)"

= Ppgz¥ + Py(z) + Z{PZ(Z) + P3i(2) + Py(2)}

(1= 2) 4 (1 — hae))h ()} 25
1= LaO 4 )V (2) + 7R — 3+ 1)z — Lalr + 1) (2)]
" A+9)La(A+7)
A

Poxc (4.50)

ainsi que les fonctions génératrices du nombre de clients transit et le nombre de clients
dans le systeme.

On note Ly le nombre de clients transit dans le systéme et L le nombre de clients dans le
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systeme.

(AL —2) + (1 — ka(2))]ka (2)
(1= La(A+[Mk1(2) + 7vk2(2)]z = (A +9)[z = La(A + 7)ka(2)]

" (A+7)LAA(A+7) Py (4.51)

m(z) = > P(L=n)z"

= z;(\I'(z)
ki (2){AL — 2) +9(1 — ka(2)) 25
(1= La(A+ 1]k (2) +vk2(2)]z = (A + ) [z = La(A + )k (2)]

L A ’Y)L)\A(A tp (4.52)

]

4.5 Mesures de performance

L’objectif de cette section est de déterminer les caractéristiques du modele étudié. Les

corollaires suivants donnent certaines mesures de performance en régime stationnaire.

Corollaire 4.5.1. — Nombre moyen de clients transit dans [’orbite

A+ yLah+ )k () (A = M (1) + AP () + 9457 (1))]
200 + ) La(A 4+ 7)[A + vk (1)]2 Po

LML= Za A+ )R (D) + k" (1)

A+ LaA+ )+ vk ()] Poxe

— Nombre moyen de clients transit dans le systéme

A+ YLa + ) &S (DA = MY (1)) + M (1) (A + 7457 (1))
2(\ + ) La(A + 1) + kS (1) Po

A= LaQ )R + 9 0]y

A+ Lah+ ) + 7k (D] Poxc

E(Ny) = (

E[Lr] =
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— Nombre moyen de clients dans [’orbite

(A +YLaA + ) &S (D) = MY (1)) + M2 (1) (A + 7457 (1))
20\ + ) La(A + 1) [A + vk (1)]2Pog

AL — La(A+ )V (1) + &0 (0] A+ &8 ()5 (1)

A+ ) La(X +7) [\ + &S (1) Pox A+ k(1)

— Nombre moyen de clients dans le systéme

(A +YLa + ) &S (1) = ALY (1)) + M (1) (A + 7457 (1))
20X+ ) La(A + )\ +vkS” (1)]2Pok

A= La+ )R (1) + k5" (1)

A+ ) La(X + 1)+ kS (1)] Pox

Démonstration. La démonstration de ce corollaire est basée sur quelques manipulations

E[N] =

+K -1

E(L) =

+EV() + K

algébriques et 'application de la régle de I’'Hopital plusieurs fois. Cependant, en dérivant
I'expression (4.49) au point z = 1, on obtient la formule du nombre moyen de clients
transit en orbite. En effet, soient :

(Z) =A1-2)

(
(1= k2(2))
A(z) = (1 = La(A +7))[Mk1(2) + vk2(2)]2 = (A +7)[z = La(A +7)ka(2)]

De plus
I(z) ==\

I"(z)=0

N (z) = k" (2)

N'(z) = kS (2)

A'(z) = (1= La(A + ) [AE (2) + 988D (2))2 + Mer (2) + vha(2)] = (A + 7)1 = La(A + )k (2)]
A"(z2) = (1 = LaA + DO (2) + 7687 ()2 + 20087 (2) + 9887 (2))] + (A + DA (2)La(A + )

On remplace par z = 1 dans les expressions précédentes, on obtient :

I'(1)=0,I"(1) = =\, T"(1) = 0.

A(1) =0, A'(1) = —vk§" (1), A7(1) = =k (1)

A1) =0,A(1) = A+ vLaA + K1) + (1 = Lah + )9k (1) = A+ ) La(A +7)
A"(1) = A+ 7La(A+3)AP (1) + (1= Lah + 7)) 23657 (1) + 3(kP (1) + 2457 (1))]
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Alors I’équation (4.49) devient

T +AR) A+ )La(A+7)
Q(z) = A(z) h\ Pk

et
I"(z) + N'(2))A(z) — (U(z) + A(2))A'(z) (A +7)La(A +7)
A2(z) A

Au point z = 1, on trouve €'(z) = 0/0 qui est une forme indéterminée. Pour cela en

Q/(Z> = ( POK

utilisant la regle de I’Hopital, on obtient :

Q(2) = (I"(2) + A"(2))A(2) — (I'(z) + A(2))A"(z)
2A(2)A'(2)
AT NLa(A+1)
A

POK

On utilise la regle de 'Hopital une deuxieme fois, on aura
0 (z) = { (I"(2) + A"(2))A(z) + (I (2) + A"(2))A'(2)
2[A(2)A(z) + A(2)A”(2)]
(=) + A(2))A"(2) + (T(z) + A(2)) A" (2)] }

2[A'(2)A(2) + A(2)A"(z)]

L
" (A+7) )\AO‘ +7) Pox

et en remplagant z par 1 on trouve

Q1) = (I"(1) + A"(1))A'(1) = (I"(1) + A'(1))A"(1)

2A2(1)
" A4+ v)La(A+7)
A

POK

Finalement, apres quelques manipulations algébriques, on obtient.

A+ YLah+ )k (1) (0 = MY (1)) + M (1) + 7457 (1))]
2(A+ ) La(\ + )N+ vkS” (1)]2Pok

A= LA+ )R (1) + ks (1)

A+ NLa(h+7)[A + &S (1) Pox

o) =

D’ou le résultat recherché.

On a aussi

E[Lr] = zli_rr}l U'(z), FE[N|= lim ®'(z), FE[L]= lim 7'(z)

z—1 z—>1
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Pour obtenir les autres résultats, il suffit de suivre les méme étapes que précédemment
tout en considérant les relations entre les fonctions génératrices tel que :

U(z) = k1(2)Q(2)

m(2) = 250 (2) = 25k (2)Q(2).

O
Corollaire 4.5.2. 1. Le temps moyen d’attente d’un client transit dans ['orbite est
donné par
Wy — A ALaQ )R W = kP (1) + B () + k5" (1))

" 200+ Lar+ 1)+ 9k (1] Pox
= Lad+ )Y () + 947 (1)
A+ 1) La(h+ 7+ 7k (D] Pox

2. Le temps moyen d’attente d’un client transit dans le systéme et donné par

Wy = QLA+ )R = KV (1)) + B () + 7k (1)
) 2\ + ) La(A +7) [\ + kS (1)]2 Pog
L 0= LaQ )R () k)], KV
A+NLaA+ DA+ V)] P A
Démonstration. En appliquant la formule de LITTLE et les résultats du corollaire [4.5.1

on obtient e
WTq = [)\ T] et WTS =

E[Lr]
A

Corollaire 4.5.3. — Le serveur est libre avec la probabilité
_ L= A0+ per + ) B

L+ (L + ppr + pn) Bar
— Le serveur est occupé avec la probabilité

_ ABi1 + VB2
T4+ ~(1 4 ppr + py1)for

— Le serveur est en réparation avec la probabilité

0, = w1 (AB11 + v 521)
1+ ~y(1 4 per + py) B

Qo

@1
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— Le serveur est en delai avec la probabilité

w1 (AB11 + v Pa1)
L+ ~(1+ ppr + py) Bt

Qs =
Démonstration. 11 suffit d’utiliser le théoreme [4.4.2 apres calculs nous obtenons.
Qo= Pox + Bo(1), Q1= Pi(1) + (1), Q2= Psi(1) + P3a(l), Q5= Pu(1)+ Paa(l)

]

4.6 Cas particulier

Nous donnons dans cette section des cas particuliers.

4.6.1 Premier cas : absence du délai

Dans ce cas, le serveur est sujet a des pannes actives et réparations immédiates, Py, =
P42 - O
La condition de stabilité est donnée comme suit :

(14 py)(MBu +vB21) (A +7y)La(A+7)
L+ ~(1+ py1)Bar A+ yLsa(A+7)

Ce résultat est obtenu en remplacant ’équation suivante :
kl(l)(l) = A1+ p)Bi, for i=1,2 (4.53)

dans I'expression de p donné par I’équation (4.47)).

en remplagant (4.53) et ’équation suivante :

EP (1) = pA2y2B8il + A2(1 + p) B, for i=1,2 (4.54)

dans les corollaires (4.5.1)), (4.5.2)) et (4.5.3), nous obtenons les mesures de performance

du systeme M/G/1 avec un serveur non fiable, réparation immédiate et deux types de

clients.
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4.6.2 Deuxieme cas : Absence de pannes

Dans ce cas, le serveur est fiable (u = 0), ce qui donne P3; = Py; = 0 pour i=1,2. Et

nous avons

ki(2) = Lo, (A(1 - 2))

kKD(1) = A8y (4.55)
EP (1) = A28, (4.56)
Dans ce cas la condition de stabilité est obtenue en remplagant I’équation (4.55) dans
I’expression de p donnée dans (4.47)) et on obtient p = (p; + pg)%
N 1 1 kY (1
ol p; = k:% )(1) et po = (1 — k:g )(1))#;1()()1)
Donc la condition de stabilité est la suivante :
A+y)La(A+
p1+p2<( NLaA+7)
A -+ ’)/LA()\ + ’Y)

En utilisant et dans les expressions de Wy, et Wy, données dans le corollaire
3, nous obtenons le temps moyen d’attente d'un client transitaire en orbite et dans le
systéme respectivement. Pour les autres mesures de performance voir ’article de Moreno
(2004)[89].

4.6.3 Troisieme cas : Absence de clients récurrents et absence
de pannes

Dans ce cas, nous avons un systeme de files d’attente M/G/1 avec rappels (7 = 0,u =
0).

La condition de stabilité est donnée par :
ABi <1

Si nous supposons dans ce cas que la distribution de service est exponentielle de parametre
B, alors le systéme devient une file M/M/1 avec rappel, et la condition de stabilité est
donnée par :

<1

| >

63



Chapitred : M/G/1 avec rappels, clients récurrents, réparations retardées

4.7 Décomposition stochastique

Dans cette section, on donne le resultat important concernant la décomposition sto-
chastique de la distribution du nombre de clients dans le systeme en un point arbitraire

en régime stationnaire.

Théoréme 4.7.1. Si p < 1, alors la fonction génératrice du nombre de clients dans le

systeme est donnée par :

m(2) = mo(2)x(2) (4.57)

ot mo(2) est la fonction génératrice de la distribution du nombre de clients dans le systéme

M/G/1 classique a serveur non fiable.

(1 — kP (1)E (2)(1 — 2)
ki(z) — =

et x(z) est la fonction génératrice de la distribution stationnaire du nombre de clients dans

mo(2) =

le systeme étant donné que le serveur est en rappel ou occupé par un client récurrent.

K Py + Po(2) + 2Po(2) + 2P3a(2) + 2Pya(2)

X&) = = TR0 T B+ Pa(l) + Po(l)
_ (ki(2) = 2)[ML = 2) + (1 = ka(2))]"
(1= 2){(1 = La(A + 7)Mo (2) + vha(2)]2 — (A +9)[z = La(h + 1k ()]} (1 = k(1)
QENLA+)
)

4.8 Reésultats Numérique

Dans cette section, l'effet des parameétres du systeme sur les principales mesures de
parformance est représenté graphiquement dans les figures 3.1- 3.6. La distribution de
probabilité des durées de service des clients transit et clients récurrents ainsi que la durée
de réparation sont supposées d'une loi exponentielle avec une moyenne 7 = 2, B9 = 1,
~1 respectivement. Nous supposons également que le temps des inter-arrivée des clients
transit et la durée de délai sont régis par une distribution d’Erlang avec des parametres
(I1 =2,v =1) et (I,n) respectivement. Pour le taux d’arrivée poissonien des clients transit

et le taux de rappel des clients récurrents on les a fixé a A = 0.09, v = 0.5.

64



Chapitred : M/G/1 avec rappels, clients récurrents, réparations retardées

(@) (b)

0.35

03

0.25

0.2

POK

0.15

0.1

0.05

FIGURE 4.1 — Variation de Pyx en fonction de 7.(a)L’effet du parametre [ et (b) L’effet
du parametre p

(©) (d)
0.5 . . . 05 .

1.5

FIGURE 4.2 — Variation de Py en fonction de p.(c) L'effet du parametre [ et (d) L’effet
du parametre 7.

En effet, les valeurs des parametres du systeme sont toutes choisies de maniere a satisfaire
I'état d’égordicité (état stationnaire).

Dans les Figures (4.1)-(4.4) nous avons montré l'influence des deux parametres de la
loi d’Erlang (I,n) et le taux de panne p sur FPyx et E(Nr)

D’apres la Figure (4.1). La probabilité Py croit lorsque la durée moyenne de délai

d’attente diminue (lorsque 1 augmente et [ diminue).
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De la Figure (4.2)on déduit que la probabilité Pyx décroit lorsque le taux de panne
augmente.

La figure (4.3) montre que le nombre moyen de clients transitaires en orbite augmente
a chaque fois que le taux de panne augmente.

La figure (4.4) montre que le nombre moyen de clients transitaires en orbite diminue

a chaque fois que la durée moyenne de délai diminue (lorsque 7 augmente et [ diminue).
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EIN,]

02 022 024 026 028 03

n

FIGURE 4.3 — Variation de E[Nr] en fonction de u.(a) L’effet du parametre n et (b) L’effet

du parametre [.
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10

EIN]

FIGURE 4.4 — Variation de E[Nr] en fonction de 7.(c) L'effet du parametre [ et (d) L’effet

du parametre p.

EIN,]

EIN,]
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POK versus (v,l). E[NT] versus (v,1u).
04, T . B
03 '
. 4
502 =
e w 5
e e
0.1 e
ol e | 0
p) = i .
. 15 2
1 ] 05 . 15
1
m 005 v " 0 05 v

FIGURE 4.5 — Variation de Pyx et E[Nr] en fonction des parametres (v, i)

POK versus (n,u).

E(NT) versus (mn,u).

02 15

n

FIGURE 4.6 — Variation de Pyx et E[Nr] en fonction des parameétres(n, )

4.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le modele M/G/1 avec rappels de loi générale,
réparation retardée et deux types de clients. En utilisant la méthode de la variable sup-
plémentaire nous avons obtenu des formules explicites et exploitables. Nous avons montré

I'influence des parametres sur les mesures de performance dans des graphes illustratifs.
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Chapitre5 :M*1/G/1 avec rappels, clients récurrents, réparations retardées et
pertes

5.1 Introduction

La premiere étude des systemes de files d’attente avec rappels et arrivées groupées
a été proposé par Falin [39], qui a introduit une nouvelle discipline du serveur qui est la
suivante : si un client ou un groupe de clients arrive et trouve le serveur occupé, en pannes,
alors il quitte la zone de service et se joint a un groupe de clients en orbite suivant une
discipline FCFS et répete sa tentative apres un temps aléatoire jusqu’a ce qu’il parvienne
a la zone de service. Ce modele peux étre utilisé pour évalué la performance des réseaux
locaux a bus en utilisant le protocole CSMA.

Dans ce chapitre, nous utilisons cette discipline pour étudier le nouveau modele M /G /1

a serveur non fiable.

5.2 Description du modeéle

Nous considérons un nouveau modele de files d’attente avec rappels, perte des clients,

réparations retardées. Les hypotheses suivantes décrivent le modele mathématique.
1. La capacité de l'orbite et infinie.
2. La seule file d’attente avec rappels a deux types de clients :

— Clients ordinaires (Transit).

— Clients permanents (Récurrent)

3. Processus des clients ordinaires (transit)

Les clients transit arrivent dans le systeme selon un processus de Poisson de taux
A > 0. Les clients arrivent par groupe de taille aléatoire X de distribution P(X =
n) = gn, n > 1 de fonction génératrice g(2) et les deux premies moments gpj, gjg -

Le servive est assuré par un seul serveur. A 'arrivée d’un groupe de transit, si le
serveur est occupé, le groupe entre en orbite avec une probabilité p, sinon il quitte
le systeme sans étre servi avec une probabilité 1 — p. Par contre si le serveur est
libre, I'un des clients sera pris en charge par le serveur et le reste du groupe entre
en orbite suivant une discipline FFC'F'S. On suppose que seul le client transit a la
téte de l'orbite est autorisé a accéder au serveur. Les temps successifs d’inter rappels
de tous les clients transitaires sont régis par une fonction de répartition A(x), de

fonction de densité a(x) et de transformée de Laplace Stieldjes L4(s).
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-Les temps de service des clients transit sont indépendants et identiquement dis-
tribués de distribution Bj(z), de densité b;(z), de transformée de Laplace Stieldjes

Lp, (s) et possédant les deux premies moments (311, f12.

4. Processus des clients permanents
Il y a un nombre fixe K (K > 1) de clients permanents. Apres avoir requ le service,
les clients retournent immédiatement a I’orbite conformément a une discipline FCFS.
Nous supposons également que seul le client permanant en téte de file de 'orbite
est autorisé a accéder au service. les temps successifs entre les tentatives de rap-
pels de tout client permament sont de loi exponentielle de moyenne fixe y~! (rappel

constant).

-Les durées de service successives des clients permanents sont indépendantes et iden-
tiquement distribuées de fonction de répartition By(x), de densité by(z), de transfor-

mée de Laplace Stieldjes Lg,(s) et possédant les deux premieérs moments (a1, [ao.

-Le serveur est sujet a des pannes actives. Il tombe en panne aprés un temps aléatoire
de loi exponentielle de moyenne i

Apres panne, le serveur n’est pas envoyé immédiatement en réparation. le serveur
attend un temps aléatoire (appelé délai) pour étre réparé. Ce temps aléatoire est
de loi générale de fonction de répartition D(x), de densité ¢(x), de transformée de
Laplace Stieldjes Lp(s) et les deux premiers moments p1,p5. Les durées des délais

sont indépendantes et identiquement distribuées.

-Apres I'achévement du délai, la réparation commence immédiatement. Le temps
requis pour sa réparation est une variable aléatoire de distribution C'(z), de densité
c(x), de transformée de Laplace Stieldjes L (s) et les deux premiers moments vq,7s.
Les clients dont le service est interrompu restent au service. Une fois la réparation
achevée le serveur reprend le service du client. Le serveur n’est pas autorisé a accep-
ter de nouveaux clients jusqu’a ce que le client en service quitte le systeme.

Le serveur est dit bloqué s’il est occupé ou en réparation ou en délai. Les durées de

réparations sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées.
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- Les temps successifs des inter-rappels, de service, de réparation, de délai sont

supposés étre mutuellement indépendants.

L’état du systeme a 'instant ¢ peut étre décrit par le processus de Markov suivant.

{X(@),t = 0} = {(S(8), 57(t), N(£), &(t), £1(1), &), &a(t), &5 (1), €a(t)), £ = O}

si le serveur est libre a l'instant ¢ ;

si le serveur est occupé par un client transit a 'instant ¢;

si le serveur est occupé par un client récurrent a l'insatnt ¢ ;
si le serveur est en réparation a l'instant ¢ ;

si le serveur est en délai a I'instant .

S(t) =

AW N = O

S* (1) 1, sile serveur est occupé par un client transit a 'instant ¢ ;
2, sile serveur est occupé par un client récurrent a l'instant ¢.

N(t) représente le nombre de clients en orbite a 'instant ¢.
Si S(t) = 0et N(t) > K, alors &(t) représente le temps de rappel écoulé (the elapsed
retrial time)du client transitaire.
Si S(t) = 1, nous définissons & () comme une durée écoulée du service des clients transi-
taires.
SiS(t) = 2, &(t) représente la durée écoulée du service des clients récurrents.
Si S(t) = 3, nous définissons &3(¢) la durée écoulée de réparation.
Si S(t) =4, &4(t) est la durée écoulée du délai.

Les taux conditionnels de complétion (the conditional completion)(achévement) pour
les rappels des clients transitaires, pour le service des clients transitaires, pour le service

des récurrents, pour les temps de réparation et pour le délai sont respectivement :
a(z ba(z c(x T
oz(x) = 1z 54()33 51( ) - 1= Bl x)’ ﬁQ( ) = 1723(2()1)7 7(x> = % et 9(.73) = 1ib(D()x) :
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5.3 Analyse stationnaire du systeme
Nous définissons les probabilités limites suivantes.

Poxc = Jim P{N(t) = K, S(t) = 0},

Pon(x)de = tligloP{N( )=n,5(t) =0, <&(t) <x+dz} n>K.

P, (x)dx = }H&P{N( )=n,S(t)=1,5"t)=1Lz<&({t) <z+de} n>K.
Py, (x)de = tlirgloP{N( )=n,5(t) =2,5"(t) =2,2 < &) <z +de} n>K-—1.

P31 (2, y)dedy = tliglo P{N(t)=n,S(t) =3,5"(t) =1,z < &(t) <z +dr,y < &(t) <y+dy}
n > K,

Pson(z,y)dzdy = tlggo P{N(t) =n,S(t) =3,5"(t) =2,z < &(t) <z +dr,y < &(t) <y + dy}
n>K-—1,

Pz, y)dedy = tlggo P{N(t) =n,S(t) =4,5"(t) = 1,z < &(t) <z +dr,y < &(t) <y+dy}
n> K,

Pyop(x,y)dedy = tli)rono P{N(t) =n,S(t) =4,5"(t) =2,z < &(t) <z +dr,y < &(t) <y+dy}

n>K-—1,
Les équations d’état a I’équilibre s’écrivent

()\ + ’Y)PO,K = /0 51(1’)P17K(1’) +/0 Bz(l’)PzVK_l(i’)dl’, (51)

0Py,
gx(xﬁ A+7+a(@)Ponlz) =0, n>K+1, (5.2)

a n—K
(55 + A+ 1+ Bu@) Pra(e) = Ap(1 = 0ni) X 95 Prn-4(7) 53
Jj=1 .

+/ P31nxy)dy7 nZKv
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pertes
o n—K+1
(ax+)‘p+ﬂ+62($))P2,n( )_)\p(l_ n,K— 1 Z g]PQn]
(5.4)
+ [T AW Paate iy, 0= K -1,

8 n—K
(87; + A0+ 0(y) Prin(a,y) = (1= 0nx) D giPrin—j(2,y), n>K, (5.5)

j=1

a n—K+1
(@ + AP+ 0() Papn(z,y) = Ap(1 = dng—1) Y giPion—j(z,y), n=K-1, (5.6)
j=1

(9 n—K
(07/ + X+ 7(@)Psaa(z,y) = A(1 — k) D 9iPsin—j(2,y), n>K, (5.7)

j=1

n—K+1

(3,

=1

Pon(0) = /0 " Pun(a) B (x)dx + /0 Y Popr(2)Bo(x)dz, 1> K,

+ Ant1-kPox, n=> K,

Py (0) = (1 — 6n,K71>/0 Poni1(x)de +v0n k-1 Pox, n>K—1,

Pyin(2,0) = pPry(z), n>K,
P4,2n($=0):MP2n( )) 7L>K—1,
Ps1,(2,0) = / Piin(z,y)0(y)dy, n>K,

P3,2,n z, 0 = / P4,2,n xvy>9(y)dy7 n Z K — 17
0

et I’équation de normalisation

P0K+Z/ Ponl(z dx—l—ZZ{/ Prii (2)da

n>K n>K i=1

+/0 /0 P3,¢,n+i—1(x,y)dxdy+/0 /0 P4,i,n+i—1(xay>dxdy} =

74

0
oo+ + (@) Pazn(a,y) = Ap(1 = 0nx-1) D giPsan—j(w,y), n=K -1, (58)

(5.9)

(5.10)

(5.16)
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5.4 Solution du systeme d’équations

Le théoreme suivant décrit la distribution des états du systeme en équilibre en terme

de fonctions génératrices.

Théoréeme 5.4.1. Sous la condition de stabilité nous avons :

A+ = g(2)k1(2)) + v2(1 = ka(2))] Porc 2™
(1= La(A+7)[Ag(2)k1(2) + 27k2(2)] = (A +7)[z = La(A +7)k1(2)]
X (1= A(z))e” e,

Py(z,z) =

A+ NLaA + 9 = 9(2) + (1 = ka(2))] Porc 2™
(1= LaA +7)[Ag(2)k1(2) + 29k2(2)] = (A +7)[2 = La(A + 1)k (2)]
x (1 — By(z))e”¢Orld=gGzD)e

Pi(z,x) =

’Y()\ + V)LA()\ + 7>[k1 (Z> - Z]POKZK_l
(1= Zah + )92k () + 27ka(2)] = A+ )]z = La(A+ ) (2)]
X (1 — By(z))e COw-g(=N)e,

Py(z,x) =

A+ La(A+ )AL = g(2)) + (1 = ka(2)) [ Poxc ™
L= LaA+7)Ag(2)k1(2) + 27k2(2)] = (A +9)[z = La(A + )k (2)]
x (1 — By(x))(1 = C(y))Lp(Ap(1 — g(z)))6—(G(Ap(l—g(z)))x+Ap(1—g(z))y)7

P3,1(Z,5U:?/) = (

YO+ LA+ ) k(=) — 2] P!
= LaO+ PR G) + 29k = 3+ D = LaO+ ki (2]
X (1 = Ba(a))(1 = Cp) Ep(p(1 — g(2))eCOMIstwli=atnm

P3,2(Z, xz, y) = (

A+ NLaA + 1) = 9(2) + (1 = Fa(2)] Porcz"
L= LaA+7)Ag(2)k1(2) + 27k2(2)] = (A +7)[z = La(A + )k (2)]
x (1 — By(z))(1 — D(y))e—(G(z\p(l—9(2)))w+/\p(1—9(2))y)’

P471(z,:c,y) = (

YA+ NLAN+ )k (2) = 2] Pz
L= LaA+ 7)) H(2)Ag(2)k1(2) + 27k2(2)] = (A +7)[2 = La(A + )k (2)]
x (1 — By(x))(1 — D(y))e—(G(/\p(1—9(Z)))Jr+>\p(1—9(2))y)

P4,2(Z,.CE,:I/> = (

_ Apgi[(A +vLa(A +9))(1 = p1) = (Ag1 +7yp2)(1 — La(A +7))]
A+ ) LaA+7)[Agi(L = p)p1 +vp2 + Apgi]

FPox
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ol

G(z) =z+pu— puLp(z)Le(2)
ki(2) = L (G(Ap(1 — g(2)))) i=1,2

Démonstration. Pour résoudre le systéme d’équations (([5.1)-(5.15))), nous définissons les

fonctions génératrices partielles suivantes pour |z| <1 :

) =Y Pon(2)2"; Piz,x) =Y Pia(z)2" Pyzz)= Y. Pyu(z)2"

n>K n>K n>K—1

P4,1(z,x,y) = Z P4,1,n($7y)2n; P42(Z z y Z P42n z ?J)

n>K n>K-1

P371(z,x,y) = Z P3,1,n($ay)zn; Py 2(2 T y Z P32n T y) 9(2) = Zgnzn

n>K n>K—1 n>1
On multiplie les équations (5.2)) et ( . par z" et on somme sur n de K + 1 a l'infini, et

en utilisant I’équation on obtient :

S P,) = (Ot + (@) Po(z, ) (5.17)
Py(2,0) = /0°° Pi(z,2)B(x)dz + /O°° Po(z,2)a(x)dr — XA+ ) Poxc (5.18)

On multiplie les équations ((5.3)),(5.5)),(5.7)),(5.10)),(5.12)) et (5.14]) par 2™ et on somme pour

n > K on aura :

(,ipl(z 2) = —(Ap(1 — g(2)) + p+ Bi(2) Py(2, 2 +/ Y)Psa(z,x,y)dy  (5.19)
(,fya,l(z,m, y) = —Ow(1 = g(2)) + () Pua (2,7, y) (5.20)

o Paalz.9) = ~((1 = 9(2)) + 1(6) Pas (2,29 (521)

2P (z,0) = A\g(z2) /OOO Py(z,x)dx + /OOO Po(z, z)a(z)dr + \g(2) Pog 2™ (5.22)
Pyi(z,2,0) = pPy(z,x) (5.23)

Ps1(z,2,0) = /OOO Py1(z,2,9)0(y)dy (5.24)
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On multiplie les équations (5.4)),(5.6)),(5.8]),(5.11)),(5.13)and (5.15)) par 2™ et en sommant

pour n > K — 1 on trouve :

L Py(z,2) = ~O(1 = g(2)) i+ Bal)Paes2) + [ Pralesmyli)dy (5:29
(,fya,g(z, 2,9) = —(p(1 = g(2)) + 0(y)) Pra(z, 7, 1) (5.26)

(fypg,xz,x, y) = —O(1 = 9(2)) + 1) Poa(z,2.,) (5.27)

2Py(z,0) = 7/000 Py(z, x)dx + yPor 2™ (5.28)

Pyo(z,2,0) = puPs(z, x) (5.29)

Pyalz,2,0) = /0 " Pualz, 2, 9)0(y)dy (5.30)

La solution de chaqu’une des équations suivantes (5.17)),(5.20)),(5.21)),(5.26]) et (5.27) sont

respectivement données par :

Py(z,z) = Py(z,0)(1 — A(z))e~ e (5.31)
P4,1<Za xz, y) = P4,1<27 z, O)(l - D(y)>e_)\ (=g (532)
P371<Z7 x, y) - P371<Z7 x, O)(l - O(y))e—kp(l—g(z))y (533)
P4,2<Z7 z, y) = P4,2<Z7 z, 0)(1 - D(,y))e*)\p(lfg(z))y (534)
Pso(2,2,y) = Psa(z,2,0)(1 — C(y))e P9 (5.35)
En utilisant I’équation (5.32)), (5.24) et (5.23]) on obtient.
P371(Z>x70> :MPI(Z’Z‘)LD()‘])<1 —g(Z))) (536)
I'équation ((5.34)), (5.30)) et ((5.29)on obtient.
Pso(z,2,0) = nPa(z, 2) Lp(Ap(1 — g(2))) (5.37)
En utilisant les équations (5.33)) et ((5.36)), 'équation (5.19) peut s’écrire comme suit.
Pi(z,2) = Pi(2,0)(1 — By(x))e CWpl-9(z))e (5.38)
En utilisant les équations([5.35)) et (5.37)), I’équation ([5.25|) peut s’écrire comme suit.
Py(z,2) = Py(z,0)(1 — By(z))e =gz (5.39)
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Combinant les équations ((5.38)),(5.39) et (5.18]) on trouve

Py(2,0) = Py(2,0)k1(2) + 2Py(2,0)ka(2) — 25N+ 7) Poxc (5.40)

En utilisant I’équation (5.31)), (5.22)), (5.28)) et ((5.40]) on obtient
A+ VA= = 9(2)k1(2) + 72 (1 — ka(2)) } Porc ™

B0 = T G R + 2k @] - 0T — LT Y
En utilisant (5.31)),(5.41)), (5.22)et (5.28) on trouve respectivement
_ A+ NLaX+){AA = g(2) +7(1 — ka(2)) } Por 2
g Sl G S I o 5 S ) Wi ¥ ey Y 5 6 W s Wl
Py(2,0) = A+ NEAAF D k(E) ~ 2H Pz (5.43)

(1= La(A +7)[Ag(2)k1(2) + 27k2(2)] = A+ 9){z — k1(2) La(A +7)}
I’équation ((5.16)) nous donne Fyx qui peut s’écrire sour la forme

Pok=1-p
ol
LA+ NAGipr +apa] + Apgi (1= La(A +7))[Ap1 +9p2 — A1 = g1)]
A+ LaA+9)[Ag1(1 = p)pr +7p2 + Apgi]
(5.44)
D’otu la condition de stabilité est p < 1 m

Remarque 5.4.1. .
- Sip=1 et gy =1, on retrouve les résultats de notre systeme.

- Sip=1,gn =1 et p=0; on retrouve les résultats de P.Moreno (2004)[89].

Théoreme 5.4.2. Sous la condition de stabilité du systéme, les fonctions génératrices
partielles des distributions de probabilité de [’état du serveur et de la taille de 'orbite sont

données par

(L = LaA + A=z = 9(2)k1(2)) + 72(L = ka(2)) Mok 2™

Py(z) = (1 — La(A+7)[Mg(2)k1(2) +v2ka(2)] — A+ ) {z — k1(2) La(A + )} (5.45)
Pi(z) = A+ Lad + )AL — g(2)) + (1 — ka(2))} Poxc 2™
(1= La(A+79)[Ag(2)k1(2) + v2ka(2)] = (A +9){z = k1(2) La(A +7)} (5.46)

1 —ki(2)
G(Ap(1 —g(2)))
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YA+ V) LaA +y){k1(2) = 2} Pog 2™

B(z) T (1= Lah + ) Pg(2)ka(2) + 12ka(2)] = 3+ 1){z = ku(2)La(h +9)} (5.47)
1 — ko(2) '
G(Ap(1 —g(2)))
. A+ 1) LaO+ DA = 9(2) + (1 = a(2)} Porc 2"
S TR G W )Y S(IR() 1] A~ RELOFA] (4
LeOw(l—g(2)  1—ki(2) |
AL (p(1 = g(2)* W(i—g()  GOp(l—g())
) = YO+ LA+ ) {n(2) — 2} Pogesi !
2 =L ) (IR 1206~ Ot )~ REILO A (g g
L1 — g(e))) 2L I L)
' W(i—g(z)  GOp(l—g())
P = A+ D) LaO + DA = 9(2) + (1 — a(2)} Porc 2"
T AL )P G) 12k~ A )G = B ELABH DT (5 50
L 1-h(e) 1= Lo(wl(l-g(2)
GO —g() (1 —g(2)
) = YA+ DA+ ) {n(2) — 2 P!
2T T L0 DG G) 12k~ 3 ) =~ BELBH D] (550

} 1—ky(z) 1—Lpp(l—g(2)))
TGEAp(1—g(2)  Ap(1—g(2))

Démonstration. Ce théoréme est obtenu en utilisant les résultats du théoréme et la

définition des fonctions génératrices suivantes :

o

Py(z) :/0 Py(z,x)dz, Pi(z) :/OOOPl(z,x)dx, Py(z) :/Ooo Py(z,x)dx

Psq(z //Pglzxydxdy Pso(2 //Pg,gza:ydxdy

Pyi(z //Rmz:cydxdy Pyo(z //P“za:ydxdy
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5.5 Mesures de performance

L’objectif de cette section est de déterminer les caractéristiques du modele étudié.

Proposition 5.5.1. Soit Np, Ly, N, L, le nombre de clients transitaires dans [’orbite,
nombre de clients transitaires dans le systeme, nombre de clients dans [’orbite et nombre
de clients dans la systéme respectivement, alors : la fonction génératrice de Ny, Ly, N, L,

est donné par

() = AL =g —2)+ (2 —ki(2) A =p)] + (1 = 2)[1 — ka(2)]
(1= La(A+7)[g(2)k1(2) + 29k2(2)] = (A +7)(2 = La(A +7)ki(2))
A+9LaA+7)

aw(l—g(z)

(z) = A1 = g(2)[k1(2)(1 = 2) + (2 = k1 (2)) (1 = p)] +v(1 = 2)k1(2)[1 = ka(2)]
(1= LaA+ 7)) Ag(2)k1(2) + 27k2(2)] = (A +7) (2 = La(A +7)ka(2))
(/\+'7)LA(>‘+7)P
w(l—g(z) ™

B(2) = Az(1 = g(2)[(1 = 2) + (2 = k1(2)) (1 = p)] + 7(1 = 2)(1 = ka(2)) 1 (2)
(1= La(A+7)[Ag(2)k1(2) + 27k2(2)] = (A +7) (2 = La(A 4+ 7)k1(2))
(A+7)La(A+ )25

Ap(1 —g(2))

FPox

T(z) = AL =gk (2)(1 = 2) + (2 = k1 (2)) (1 = p)] + 71 = 2)k1(2)[1 — ka(2)]
(L= La(A+ 7))[A (2)k1(2) + 27ka(2)] = (A +79)(2 = La(A +7)k1(2))

(A +7)La(A+7)2"
Ap(1 = g(2))

Démonstration.

(5.52)

Fox

Q(2) = B(z"") = Pore + 2 5 {Po(2) + Y_ 2" [Pi(2) + Pui(z) + Ps,(2)]}-

\I/(Z):E(ZLT):POK+Z {P() +ZZ —|—P4Z )+P3’z(z)]}
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T(z) = 25U(2).

Corollaire 5.5.1.

Le nombre moyen de clients transitaires dans [’orbite, Le nombre moyen de clients tran-
sitaires dans le systeme, Nombre moyen de clients dans l'orbite et le nombre moyen de

clients dans la systeme sont respéctivement donnés par

)‘9[21103(1 —P) — V912 + YPagp)

E(Ny) =
(N7) 29111(Agpy(1 = p)p1 + vp2 + Apgpy) (5.53)
(1= La(A+ 7)) (Mg + vps + 2(Agypr +vp2)) + (A +vLa(A+7))ps
2{A +yLa(A+79)(1 = p1) — (Agpy +vp2)(1 = La(A+7))}
2K (g (Mg + vp2) + 9 (Agpps(1 — p) + vpa) — V912102
E(Lr) =

2911 (Mg (1 = p)p1 + vp2 + Apgp)
N Apgni (1 = La(A+ 7)) (Agpg + 2Agmion + 2702 + vpa) + (A +vLa(A+7))ps3)
20+ ) La(A +7)(Agy (1 = p)p1 + vp2 + Apgp)) Pox

(5.54)

2911 (Apgpy +vp2p1) + Mgy (1 = p) (s + 2p1) — Y9102 — gpjpa)
2g{ g (1 = p)p1 + vp2 + Apgpy

n Apgny[(L = La(A+ 7)) 2Agpp1 + 2702 + Agpy) + vpa) + (A +vLa(X + 7)) ps]

20 + ) LaA +V){ g (L = p)p1 + vp2 + Apgpy ok

E(N)= (K —1)+

(5.55)

201911 (Mg + vp2) + 9y (Mg ps(L — p) + vps) — V912102

29111 (Agpy (1 = p)p1 + vp2 + Apgpy)
L Apgm((1 = LaQAd+ 7)) (Agpay + 2Agpon + 290 +9pa) + (A + 7La(A + 7)) ps)
200+ ) La(A +7)(Aguy (1 = p)p1 + vp2 + Apgpy) Pox

BE(L)=K +

(5.56)

Démonstration. On a

E[N;] = lim Q(2), B[Ls] = lim ¥'(z), E[N]= lim &(z), E[L]= lim T'(z)

z—1 z—>1
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avec

p1 = Apgpy(1 + py + péd1) B

p2 = Apgp)(1 + py1 + pé1) P

ps = ki(1)

pa = k3 (1) O

5.6 Mesures de fiabilité

La disponibilité (availability) est définie comme une probabilité A, et la fréquence
d’échec Fy (failure frequency)du serveur sont respectivement donnés dans le théoreme

suivant

Théoréme 5.6.1. Sip <1

_ gl = p) (1 +vB21) + (Mg + vp2) Bui

A,
Mgy (1 —p)p1 +vp2 + Apgpy

(5.57)

_ #Apg (1 — p1)Bar + (Agpy + 7p2)Bui]
Mgy (1 = p)p1 + vp2 + Apgpy

Démonstration. 11 suffit de remplacer (5.45)), (5.46]) et (5.47) dans les équations suivantes

pour obtenir les résultats.

Fy (5.58)

2 o0

A, = Pox + Z/o P(1,z)dr = Pyx + lenl[Po(z) + Pi(2) + Py(2)]
=0
Fy = ,u/o Pl(l,x)dx—i—,u/o Py(1,z)dx

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons analysé un modele d’attente M™X!/G/1 avec rappels,

réparation retardée et deux types de clients.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons effectué une étude analytique des performances du systéme
M /G/1 avec rappels a serveur non fiable, deux types de clients et délai.
Nous avons obtenu les caractéristiques essentielles, telles que : la condition de stabilité,
le nombre moyen de clients dans le systéme, le nombre moyen de clients en orbite, le
temps moyen d’attente des clients dans le systeme ainsi que la décomposition stochastique
du systeme. De plus nous avons montré 'influence de certains parametres sur quelques
mesures de performance par des graphes illustratifs.
Nous envisageons d’analyser d’autres aspects des systemes d’attente avec rappels a service
non fiable et deux types de clients, en ajoutant d’autres parametres tel que : la vacance

de serveur, la perte des clients, des arrivées par groupe.
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Annexe

Transformée de Laplace

lorsque la variable X de fonction de répartition F'(z) est du type continu, sa distribution

peut étre caractérisée par la transformée de Laplace de la densité f(z)
F*(s) = Lx(s) = BE(eX) = / fl@)e > de
0

[1— F*(s)]

/000(1 — F(x))e™dx =
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