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INTRODUCTION



INTRODUCTION

L’intérét pour I’é¢tude des problemes de collision s’est particulicrement
accru ces dernieres années avec le développement des moyens de calcul.

Pour obtenir des solutions des équations de la mécanique quantique, le
formalisme usuel de 1’équation de Schrodinger est insuffisant lorsque le nombre N
de particules qui composent un systéme est supérieur a deux (N > 2). En effet, il est,
par exemple, impossible de décrire a 1’aide d’une seule équation, les différents
comportements que la physique autorise a partir de N=2.

Dans la théorie des collisions, 1’équation de Lippmann-Schwinger est une
équation fondamentale. Cette équation est équivalente a 1’équation de Schrédinger
avec un terme de source associ¢ aux flux de particules de voies d’entrée et de sortie.
Il est connu que, méme avec I’équation de Lippmann-Schwinger des problémes
persistent lors de sa résolution pour des systémes avec un nombre de corps
superieur ou ¢égal a trois [1]. En effet, si pour un probléme a deux corps, il est
toujours possible de trouver une solution unique a cette équation, pour un probléme
a trois corps et plus, la situation est tout autre. Il devient tres difficile, voire
impossible, de solutionner cette équation de maniere exacte.

Pour un nombre de corps N=3, Faddeev [2-5] a établi un cadre formel
adéquat. 11 a proposé des réarrangements de 1’équation de Lippmann-Schwinger
pour surmonter les différentes difficultés comme ’apparition d’une "dangereuse"
fonction delta (due a la présence d’une particule spectatrice) ainsi que la multiplicité
des solutions a la fin alors que le probléme physique ne doit posséder qu’une seule
solution unique. Dans ses réarrangements, Faddeev [2] a bas¢ sa méthode
principalement sur le développement de la fonction d’onde totale du systéme a trois
corps en une somme de trois composantes associées aux différentes partitions
possibles du systeme. Il a aussi introduit les opérateurs de transition et de Green et a
utilisé leurs propriétés. Il est arrivé a la fin a un systéme d’équations des trois

composantes de la fonction d’onde totale qu’il a présenté sous forme matricielle.



La résolution exacte de ce systeme de trois €quations €tant tres difficile, il
¢tait donc nécessaire de faire appel a des méthodes approximatives [6-7]. L’une de
ces méthodes qui nous semble trés appropriée est la théorie du champ moyen
indépendant du temps que I’on notera -TIMF-.

Giraud et collaborateurs[8-14] ont montré que le principe variationnel
permet le calcul de résolvantes et que cette approche TIMF, basée sur ce principe
variationnel facilite les calculs correspondants. Cette théorie microscopique semble
particuliecrement adaptée a 1’¢tude des collisions nucléaires aux ¢énergies
intermédiaires. L’avantage de la TIMF par rapport aux autres approximations c’est
le fait qu’elle satisfasse, tout comme la théorie d’Hartree, a la condition de
réduction de dimension et qu’elle permette d’évaluer les amplitudes de diffusion.
L’utilisation de la TIMF dans différents problémes de collision a mis en évidence sa
contribution a I’amélioration des descriptions et résolutions de ce type de problémes
en physique atomique [15] et physique nucléaire [16-21].

Dans ce travail, nous voulons simplifier les équations de Faddeev pour le
probléme a trois corps c'est-a-dire réduire la dimension de ces équations pour
rendre leur résolution possible numériquement. Il s’agit, tout d’abord, de trouver
une fonctionnelle dont les conditions de stationnarité seraient ces équations de
Faddeev et ensuite introduire les principes de base de la TIMF qui sont :

- prendre une €énergie totale du systéme complexe

- factoriser les fonctions d’essai et de voies sous forme de produits

d’orbitales individuelles.
Ceci nous permettra d’arriver a des solutions approximées beaucoup plus simples a
manier.

Nous avons choisi, dans un premier temps de factoriser nos fonctions d’essai
par rapport a une représentation ou partition. Par la suite, et pour tenir compte de
plus de symétrie dans le probléme, nous avons introduit une représentation
symétrique, plus adaptée aux trois partitions possibles.

Les nombreuses simplifications qu’a engendrés 1’application de 1’approche
-TIMF- pour le probléme a trois corps nous ont encouragés a faire une extension du

domaine de validité de la théorie -TIMF- pour un probléme a quatre corps et plus.



Pour cela, nous sommes partis des €quations des fonctions d’onde obtenues par la
méthode de la matrice des voies couplées pour un probleme a N corps [22-27]. Le
choix de cette méthode a été dicté par les faits que 1’idée de base de cette approche
est la méme que celle de Faddeev (décomposition de la fonction d’onde totale en
une somme de composantes) et que les équations finales obtenues ont la méme
forme que celles de Faddeev.

Le présent travail est découpé en quatre parties :

Dans la premiere partie, nous avons présent¢ un chapitre descriptif du
formalisme de la théorie -TIMF-.

Dans la seconde partie, nous retrouvons les différentes étapes suivies par
Faddeev pour réarranger 1’équation de Lippmann-Schwinger et arriver a un systéme
d’équations de fonctions d’ondes pour un probléme a trois corps.

Dans le chapitre trois, nous présentons la partie essentielle de notre travail, a
savoir I’application de la -TIMF- pour la simplification des équations de Faddeev
pour un probleme a trois corps.

La quatriéme partie est consacrée a I’extension du domaine de validité de la
-TIMF- pour un probléme a quatre corps et plus. Avant d’appliquer notre approche,
nous retrouvons tout d’abord les équations donnant les composantes de la fonction
d’onde totale pour un probléme a quatre corps par la méthode de la matrice des
voies couplées. Nous présentons une geénéralisation de cette méthode pour un
probléme a N corps (N>4) et nous expliquons, enfin, comment la TIMF peut
simplifier ces équations et les rendre utilisables en pratique.

Enfin, nous terminerons notre travail par une conclusion générale et la

présentation de quelques perspectives futures.
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CHAPITRE I

FORMALISME DU CHAMP MOYEN INDEPENDANT
DU TEMPS

I-1 Introduction

Considérons un systéme de N particules dont I’Hamiltonien s'écrit:

H=S1+3y,. (I-1)
i=1 i j

ou t; représente I'énergie cinétique des particules et v, le potentiel d’interaction a

deux corps.

Plusieurs travaux [28-30] ont été consacrés a la diagonalisation de
I'Hamiltonien H. L’ approximation de Hartree-Fock, qui utilise la notion de champ
moyen, a permis la transformation d'une diagonalisation a N corps a N
diagonalisations a un corps.

Dans la théorie des collisions, I'un de ses €éléments clés est I'opérateur de
Green G=(E-H)"'. L'inversion de l'opérateur (E —H) s'avére complexe dans le cas

des systémes ou le nombre de particules N est supérieur ou égal a trois (N > 3). En

effet, le calcul exact est souvent impossible dans ce cas et l'utilisation de théories
approximatives devient nécessaire.

A cet effet, une théorie des collisions indépendante du temps a été
développée par Giraud et ses collaborateurs [8-14]: 11 s’agit de la théorie du champ
moyen indépendant du temps, TIMF, qui est une théorie microscopique non
lin¢aire. Elle s'adapte particuliecrement a 1'¢tude des collisions aux énergies

intermédiaires. Cette théorie repose principalement sur:

1- Une méthode variationnelle pour la détermination de l'amplitude de

collision.



2- Une représentation des états de voies par des paquets d'onde indépendants
du temps. Ce choix facilite, en pratique, les calculs qui peuvent étre faits
avec des fonctions d'ondes de carré sommable.

3- Une énergie totale complexe dans le propagateur G. Ceci le rend borné et
¢vite les problémes de singularités liées a des calculs sur couche, c'est-a-dire
avec une ¢€nergie totale réelle.

4- Un choix des fonctions de voies et des fonctions d'essai sous forme de
produits de fonctions individuelles (ou de déterminant de Slater dans le cas

d'une antisymétrisation).

I-2 Formalisme

L'amplitude de transition, Tif, entre les voies initiale 1 et finale f est définie

comme une limite des éléments de matrice d'un opérateur de transition [31]:

1, = lim( 7] %), 02

ou

T=V+V'GV. I-3)
avec G I’opérateur de Green que I’on prend comme :

G=(E-H)"' (I1-4)
E est D’énergie totale prise complexe avec I' qui représente sa partie imaginaire

que I’on fait tendre vers zéro a la fin des calculs numériques (limite sur couche).

W) et [¥") sont, respectivement, les fonctions d’ondes des voies initiale et finale et

V, V’les potentiels d’interaction correspondant a ces mémes voies, respectivement.



Le développement de 1'élément de matrice de transition 7, , Eq.(I-2), nous

permet de le réécrire, en utilisant I'équation Eq.(I-3), sous la forme d'une somme de

deux termes :

T, =T"" +D. (1-5)

Le premier terme:

" = (¥ V|¥) (I-6)

est le terme de Born et son calcul est simple.

Le second terme :
D=(Y|V'GV|¥) {-7)
représente 1’amplitude de propagation ; son calcul est moins évident et nécessite

plus d’efforts.

En écrivant les fonctions des voies initiale y et finale »' sous la forme

suivante :

[2)=VI¥) . [x) =7, (1-8)

I’équation Eq.(I-7) devient:

D= <)('|G| ;(> . (I-9)

Nous allons montrer, dans ce qui suit, qu'une légere modification des
équations de Hartree-Fock permet de définir une approximation non perturbative

des ¢léments de matrice de G, pris entre des états initial y et final 3'.
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[-2-a Diagonalisation

On considere la fonctionnelle de Rayleigh-Ritz donnée par :
F =(®'|(H-E)|®) , I-10)

ou ®,®' sont des fonctions flexibles et E est un multiplicateur de Lagrange.
On obtient 1'équation de Schrodinger si les conditions de stationnarité de F
par rapport & |®)et par rapport & (®'| (a savoir que 8F/d |@)=0, 0F/o (®|= 0)
sont vérifiées :
0F/o (0|= (H-E) |®) =0, (I-11a)

et

0F/ 8 |®) = (®|(H-E) =0. (I-11b)

Si l'on restreint les fonctions d'essaidet @' a des produits d'orbitales

individuelles [32]:

(@) =]Tl#). (I-12a)

i=1,2,...N
@) =TT|e/), (I-12b)

nous obtenons l'approximation de Hartree : 1'équation de Schrodinger a N corps est

remplacée par un systeme de N équations couplées a un corps.

(7, —t, — 1) ;) =0, (I-13a)
et aussi

<¢i'|(77i - - Iui) =0. (I'l3b)

11



ou les 7, sont les self-énergies de Hartree et les x, les champs moyens self

consistants, qui peuvent se mettre sous la forme suivante:

w(r) = [drv(r - Z')Zw

' (1-14)
%) <(P j ‘(PJ>

ou v est le potentiel local.
I-2-b Inversion

Comme nous l'avons déja dit, il n'est pas ais¢ d'inverser l'opérateur (E-H)
lorsque le nombre N des particules qui composent le systéme en interaction devient
grand (N > 3). Donc pour le calcul de I'amplitude de propagation D, Eq. (I-7), nous
nous proposons de la calculer a l'aide d'une méthode variationnelle. A cet effet,

considérons la fonctionnelle suivante:
F(D,0") = (D7) +(x|®) - (®|(E - H)| D). (I-15)

Remarquons que le troisieme terme de F n'est autre que la fonctionnelle F.
avec E qui représente cette fois une énergie complexe.

Calculons les conditions de stationnarité de F par rapport a |®) et(®'|:

o) = (y|-(®(E-H)= 0, (I-16a)
oF
Ao \x)—(E-H)®) =0 (I-16b)
et nous arrivons a
(E—H)|<D> = |Z>,
et I-17)

12



(@|E )= (¢

b

dont les solutions stationnaires sont :

|®s.) = Glz)

(1-18)

<(D'Sta = <Z'| G .

L'insertion de ces dernieres dans la fonctionnelle F donne I'amplitude de

propagation D :
F(@,9)=(y|G|x)=D. I-19)

Nous pouvons aussi obtenir I’amplitude de propagation D, en considérant

une autre fonctionnelle F’ donnée par:

v (@) |@) _
F'(D,d') = olE ) (1-20)

Cette fonctionnelle F’ présente un intérét supplémentaire par rapport a la
fonctionnelle F car F’est indépendante des normes des fonctions @ et @' .

Considérons les fonctions d'essai @ et ®' ainsi que les états de voies

initiale y et finale ' comme des produits de N orbitales individuelles:

0)=T1p,)
|<I>'>=H,«|(0',~>,
I-21
=112} (2D

|Z'>:Hz‘|){'i>-

13



avec 1=1,2,....N

La fonctionnelle F ,Eq.(I-15), devient alors:

F =1\ | 2.)+11{x\|¢,) - E{@'|®)
(0| @) (I-22)
o oo o))

|
+Zl_<<o'i|t|¢i><<¢,.||¢’>>+i§j<¢',- w'j\V\¢i¢j><

En dérivant F par rapport a |¢,) et par rapport a(¢', |, on arrive & 2N équations a

un corps couplées:
(771' —L— K )| ¢i> = |Zi>a (I-23a)
<¢'i |(77i == /ui) = <Z'i | (1'23b)

ou ¢, représente 1'énergie cinétique individuelle, x, est un champ self consistant et
la self énergie complexe 7, est égale a l'énergie totale E moins les énergies

cinétique (second terme) et potentielle (troisieme terme) des spectateurs:

(0,0 Moo

sz_z@'fW)_ >

2.~ . : : (1-24)
"#’ <(p/‘ ¢J> _];;'j,k;ti<¢J (pj><(0k|(0k>
En posant dans les équations Eqs. (I-23)
h, =t +pu,, (I1-25)

avec h, I'Hamiltonien a une particule , les solutions de ces équations pourront

s'écrire:
|§0i>:gi|){i>9 (I-26a)
et
<¢'i | = <Z',» |gi9 (I-26b)
ou
8 = (77i - hi)_l' (1'27)

~ représente 1'opérateur de Green a un corps.
8

14



Nous nous retrouvons donc avec l'inversion d'un opérateur a un corps, g,, plutot

que l'inversion d'un opérateur, G, a plusieurs corps.
Nous pouvons affirmer, comme nous l'avons fait pour la diagonalisation, que
les équations (I-23) variationnelles et non linéaires sont une généralisation des

équations de Hartree dirigées par des termes de source y, et y',.

Comme les équations de Hartree peuvent étre résolues par itération, on peut penser
que ces equations variationnelles pourront étre résolues aussi par itérations
successives jusqu'a convergence.

Il faut noter que la résolution de ces €quations variationnelles conduit a plusieurs
solutions self consistantes différentes alors que le probléme initial est linéaire et
posséde une seule solution. Il s'agit donc de sélectionner la bonne solution physique.

Pour cela, nous faisons appel a un théoréme asymptotique [33] quand la partie

imaginaire de 1'énergie totale est grande (I' —> =) : lorsquel” — oo, on fait tendre la
fonction d'essai vers la fonction de voie (@) —|yz)) .

Pour la résolution des équations (Eqs. 1-23) self consistantes nous
commencerons donc avec un I' grand et nous prendrons |¢,) =|z,) et (¢"|=(z"].
Lorsque la self consistance est atteinte, les fonctions d'ondes |, )et (¢',| obtenues
seront utilisées comme de nouvelles fonctions de départ avec une valeur de T plus
réduite. Nous diminuons ensuite graduellement la valeur T jusqu'a arriver a la
limite sur couche (I" = 0) ou I'énergie totale E est réelle.

En cas de multiplicité des solutions possibles, une étude plus poussée sera
nécessaire pour isoler la solution physique.

Une fois que les selfs consistances des orbitales individuelles |g,),

¢',) sont
atteintes et la solution physique sélectionnée, leur insertion dans la fonctionnelle F

(ou F*) nous donnera une approximation D de l'amplitude exacte D.
Pour conclure, nous pouvons dire que la —TIMF- posséde une structure
analytique compliquée, mais son utilisation numériquement est techniquement

simple.

15



Plusieurs tests numériques ont montré la validité de la théorie du champ
moyen indépendant du temps. Pour illustrer cela, citons a titre d’exemple,

I’utilisation de la TIMF dans un probléme a trois et a quatre corps [34].

Dans les figures (Fig. I-1, I-2) nous avons le cas du probléme a trois corps
avec un potentiel séparable. Un bon accord global apparait entre I’amplitude exacte
(Fig. I-1) et I’amplitude approximée par la TIMF (Fig. I-2) a ’exception de Re D
pour de grandes valeurs des constantes de couplage négatives ou k; , k, et kj.sont
les vecteurs d’ondes et V|, représente 1’intensité de I’interaction. Dans la figure (I-
3), nous avons le cas du probléme a quatre corps, pour un potentiel séparable ou la
aussi, on observe une adéquation entre I’amplitude exacte et I’amplitude calculée

par la TIMF en fonction des constantes de couplage.

16
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Fig.1-1 : parties réelle et imaginaire de 1’amplitude exacte pour
un probléme a trois corps[34].
Re D
ImD
0.5+ k,=k,=-0.25
k,=0.5
E=0.375+0.5i
: —
0.5 1.0 \

Fig.1-2 : parties réelle et imaginaire de I’amplitude approchée par la TIMF

pour un probléme a trois corps[34].
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Fig I-3 : mod¢le a quatre corps avec un potentiel séparable, I’amplitude exacte
(en trait plein) et I’amplitude approchée par TIMF (en pointillés) [34]
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Chapitre 1

Les équations de Faddeev
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Chapitre I1

LES EQUATIONS DE FADDEEV

II-1 Introduction

Le but de ce travail, comme nous l’avons spécifi¢ dans I’introduction
principale, est la résolution des équations de Faddeev par la théorie du champ
moyen indépendant du temps. Il nous parait indispensable, avant d’entamer cette
résolution, de faire un rappel sur ces équations.

Dans la théorie de diffusion, 1’équation de Lippmann-Schwinger est une

¢quation fondamentale. Elle peut se mettre sous la forme suivante [1] :

Y=y +G VW (11-1)

ou €encore

Y=y+GlVy I1-2)

avec WY qui est la fonction d’onde totale de diffusion, » la fonction d’onde
incidente et V le potentiel total d’interaction. G, et G représentent les opérateurs de

Green qui s’écrivent comme suit :

(I1-3)

20



ou Hest ’Hamiltonien du systéme en interaction, H, la partie cinétique du

systéme et E I’énergie complexe dont la partie imaginaire est infinitésimale.

Pour un probléme a deux corps, une solution de I’équation de Lippmann-
Schwinger Eq.(II-1) peut étre trouvée. Précisons néanmoins que le noyau
K =G,V de cette équation n’est pas de carré sommable. Cependant, une simple

1
manipulation (comme une itération ou une multiplication de I’équation par¥’ ?) peut

rendre ce noyau de carré sommable et la théorie de Fredholm [35] peut alors étre
appliquée et on arrive a une bonne solution de cette équation

Pour un probléme a trois corps et plus, il est connu que des problémes
apparaissent lors de la résolution de I’équation de Lippmann- Schwinger. En effet,
le développement du potentiel en termes d’interaction a deux corps mene a
I’apparition d’une "dangereuse" fonction delta dans 1’espace des impulsions ; En
substituant la fonction d’onde W par son expression dans le second membre de la
relation Eq.(II-1) nous trouvons que le noyau peut s’écrire comme une série de

G,V infinie :

K=GV+GJVGYV +... , (1-4)

qui peut étre schématis¢ par les diagrammes suivants :

Fig.I-1 : Représentation graphique du noyau de I’équation de Lippmann- Schwinger

pour un probléme a trois corps.
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Chaque diagramme montre I’interaction entre deux particules alors que la
troisieme (représentée en gras) n’interagit pas et est considérée comme spectatrice.
C’est justement ce type de particule qui mene, dans les calculs, a ’apparition de la
fonction & .

En plus de I’apparition de la fonction delta, il faut aussi rajouter que, contrairement
au probléme a deux corps, dans le trois corps il n’y a pas de solution unique mais
plutot des solutions multiples.

Pour surmonter ces différentes difficultés, Faddeev [2-5] a proposé un
réarrangement de 1’équation de Lippmann-Schwinger et a pu montrer que le noyau

de I’équation réarrangée devient compact.

II-2 Formalisme général

2-a- Equations de Faddeev en termes d’opérateurs de transitions

L’idée de base de cette methode est d’introduire 1’opérateur de transition et
d’utiliser ses propriétés.

Dans un souci de compréhension, il nous parait nécessaire d’expliciter les
différentes étapes empruntées par Faddeev. Pour cela, considérons un systeme a

trois corps distincts, non relativistes et de masses m,, m, et m, respectivement.

L’Hamiltonien du systéme s’écrit :

H=H,+V (11-5)

ou H, représente 1’opérateur énergie cinétique du systeme et V le potentiel

d’interaction total, qui peut étre développé sous la forme suivante :

V=v,+v,+v, (I11-6)
ou lesv, (i, j=1,2,3 et i+ j)sont des potentiels moyens a deux corps . Par exemple

le potentiel v,, représente I’interaction entre les particules 1 et 2.
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L’opérateur de transition total est défini par la relation suivante [1] :

T(E)=V+VGV (11-7)

et il satisfait aussi a I’équation de Lippmann-Schwinger :

T(E)=V +V G,T(E) (I1-8)

Nous pouvons remarquer que le noyau de cette derniére équation est du méme type
que celui de 1’équation Eq.(II-1). Donc, il présente le méme désavantage. Pour y
palier, Faddeev a décomposé 1’opérateur de transition total T en trois termes

indépendants :
T(E)=T"(E)+T*®(E)+TY(E) (11-9)
Les expressions de ces trois termes sont obtenues en utilisant la définition Eq.(II-8)

de T et en considérant, a chaque fois, les différentes interactions a deux corps

possibles dans le systéme a trois particules. Par exemple, I’opérateur T (E)s’écrit :

TO(E) =v,, +v,,G,T(E), (I1-102)
De méme
TP(E)=v;+v,;G,T(E), (I1-10b)
et
TO(E)=v,+v,G,T(E), (II-10c¢)

ou encore, en généralisant, on arrive a :

TY(E) = v, +v,G,T(E). (II1-11)

avec (i, j, k=123, et i#j#k).

23



Nous pouvons reformuler 7 en fonction des opérateurs de transition a deux corps

T

;o (@ jk=123,¢et i#j#k)en utilisant la définition de T, qui est donnée par [1] :

T,(E) = v, +v,G,T,(E) (I1-12)
et on obtient :
TW(E) = T,(E) + T,(E)G,[T"(E) + T (E)] (11-13)

Cette équation est appelée équation de Faddeev et elle peut étre réécrite
pour chaque terme de T total. Ces trois équations de Faddeev exprimées en termes
d’opérateurs de transition a deux corps et trois corps peuvent étre présentées sous

forme matricielle :

TOE)) (ToE)) (0 To(E) Tn(B) (TV(E)
T(Z)(E) = Tls(E) + Tls(E) 0 Tls(E) Go T(Z)(E) (II'14)
TNE)) \TL(E)) \T,(E) T,(E) 0 T(E)

Cette écriture est avantageuse dans la mesure ou elle permet une meilleure
présentation du probléme et facilite ainsi sa résolution.

Dans cette équation Eq.(I1-14), le produit :

0 Ty(E) T(E)
[K]=|T:(E) 0  T.(E)|G, (II-15)
T,(E) T,(E) 0

est appelé le noyau de Faddeev . Remarquons que ce noyau n’est toujours pas de
carré sommable mais, une itération de cette méme €quation matricielle le rend de

carré sommable. En effet, I’itération de 1’équation Eq.(II-15), nous donne :
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TVE)| (To(E))  (Tu(B) TO(E)

TO(E) | =| T(E) |+[K] 1,(B) |+[&?] 72(E) (I1-16)
TOE) | | T,(E) T,(E) TO(E)
avec
T23G07131 +T23GOT'12 T23G07112 T23G07131
[Kz]: ]731G07112 T31G0T23 + EIGOEZ 7-'31(;07-'23 GO (II-17)
]712G0]—'31 ]—'12G0T23 7—'12G07—'23 +]—'12G0]—'31

le nouveau noyau devient [K 2] et il ne contient que des €léments liés comme par
exemple, K, =T,,G,T,,G,. Ce noyau est compact ou de carré sommable et la

solution de 1’équation Eq.(II-14) devient unique.

2-b- Equations de Faddeev en termes d’opérateurs de Green

Des équations similaires peuvent étre €crites €galement pour 'opérateur de
Green total ainsi que pour les fonctions d'ondes ¥ .
L’équation de Lippmann-Schwinger satisfaite par les opérateurs de Green est
donnée par cette expression [1] :

G=G,+GVG,, (11-18)

ou encore, pour une interaction i, j, par:

G, = G, +G,T;(E)G,. (11-19)
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En suivant le méme ordre d’idée que celui de I’équation Eq.(I1-9), Faddeev[2]

a développé I’opérateur de Green sous la forme suivante :

G=G,+G"Y +G? +G? (I1-20)
avec

G" =G, T"(E)G, , (I1-21)

et k=123.

(k)

En remplagant 7' par son expression (Eq.II-13), nous arrivons a une nouvelle

forme de G :

GY =G, -G, +G,T(E)G” +G"] (11-22)

ou les opérateurs de Green G; sont définis par :

(I1-232)

avece

H,=H,+v; (I1-23b)

L’équation Eq.(II-22) peut étre écrite pour k=123 et i#j#k. Ces trois
équations peuvent se mettre sous une forme matricielle et on obtient ainsi les
équations de Faddeev en fonction des opérateurs de Green et de transition a deux

corps.

G" G23 - Go 0 Tzs (E) Tz3 (E) G"
G? | = Gy =G, |+ G| T (E) 0 T,(E) G*? . (11-24)
G? G12 - Go le(E) le(E) 0 GY
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2-c- Equations de Faddeev en termes de fonctions d’ondes

De la méme maniére, on peut retrouver la fonction d’onde totale ¥ du
systéme a trois particules dont les composantes ¥ “’sont appelées les composantes

de Faddeev . ¥ peut s’écrire :
POE SRR S (I1 -25)

En utilisant les relations qui lient ¥ (k =1,2,3)a G et donnée par I’expression ci

apres[2] :

PO limG(E
e (B (I1-26)

ainsi que I’équation Eq.(II-24), nous arrivons a des équations des ¥ présentées

sous forme matricielle :

po X 0 T,(E) Ty(E) po
YA =10 |+G|T,(E) 0 T, (E)|¥YY? (I1-27)
P 0 TL(E) T,(E) O P

Notons que dans cette écriture Eq.(II-27), la fonction y est prise sous

forme d’une colonne avec juste sa premiere composante car nous avons choisi
comme voie de collision initiale la voie 1 ou la particule 1, considérée comme
particule libre, interagit avec un état li¢ formé par la paire formée par les particules
2et3.
Sachant que [1] :

Gv; =GT;

iy

(11-28)
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Nous pouvons réécrire les équations de Faddeev Eq.(II-27), pour les fonctions

d’ondes ¥ “ sous une nouvelle forme qui sera :

po X 0 Gpvy; Gy yo
A I=10 |+ G, vy, 0 G, vy, @ (I1-29)
e 0 Gy, Gy, 0 g

avee

G,=(E—H,-v,)". G, =(E—H,—v,)" e G,=(E-H,-v,)".

Il s’agit maintenant de résoudre ce type d’équations de Faddeev. Il est
difficile de solutionner ces équations de fagcon exacte lorsque le nombre de
particules N qui composent le systéeme en interaction est supérieur ou égal a trois

(N >3). Donc, des méthodes approximatives s’averent nécessaires.
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Chapitre 111

Résolution des Equations de

Faddeev par la Théorie du Champ
Moyen Independant du Temps
-Probleme a trois Corps-
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CHAPITRE il

RESOLUTION DES EQUATIONS DE FADDEEYV PAR LA
THEORIE DU CHAMP MOYEN INDEPENDANT DU TEMPS
-PROBLEME A TROIS CORPS-

III- 1 Introduction

Différentes approches [6,7] ont déja été utilisées pour la résolution des

équations de Faddeev. Nous nous proposons, dans ce qui va suivre, de présenter les
solutions de ces équations, que nous avons obtenues pour un systéme a trois corps
distincts a 1’aide de I’approche variationnelle TIMF.
L’avantage de lutilisation de la TIMF par rapport aux autres méthodes
approximatives, réside dans la forme simplifiée des solutions que 1’on obtient et
surtout dans la possibilité d’estimer a partir de ces solutions, I’amplitude de
diffusion a I’aide de la relation Eq.(I-15) de la fonctionnelle.

Nous nous proposons donc de trouver une fonctionnelle dont les conditions

de stationnarité sont les équations de Faddeev.

II1-2 Application de la TIMF pour la résolution des équations de Faddeev

Considérons un systeme a trois particules, que 1’on notera 1,2 et 3 de masses

m,,m,et m,respectivement. Nous choisissons pour I’instant de traiter le cas de

/i 14

particules distinctes interagissant via des forces de " courte portée ”. Les cas de
particules identiques, des forces a " longue portée " (particules chargées), des
diffusions inélastiques ainsi que d’autres complications peuvent étre pris en

considération apres s’étre familiarisé avec les nombreux calculs.
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L’Hamiltonien H régissant ce systeéme s’écrit :

H=H;+v,+v,+v, (I1I-1)
ou
H, est toujours 1’opérateur énergie cinétique et le potentiel total est décomposé
en potentiels a deux corps.

Comme nous 1’avons spécifi¢ dans le chapitre préceédent, la fonction d’onde
totale du systéme est décomposée en une somme de composantes ¥“ , avec a qui
représente la  partition  considérée ;o =1(=23) ,2(=31) ,3(=12). Ainsi
pour & =1(=23), nous considérons la particule 1 comme spectatrice libre et 1’état 1i¢
de la cible est représenté pour la paire de particules 2 et 3.

Ces composantes ¥'“ (a =1,2,3), satisfont aux équations de Faddeev :

yo ¥4 0 Gv, Gy \[¥?
Y@l = 10| +|Gy, 0 Gy,||l¥Y? (I1-2)
po 0 Gy, Gy, 0 J|¥?®
ou
1 1

: , v, =v,, (la particule 1 est spectatrice).

E-H, E-H,-v

1 1 . .
G, = = , v, = v, (la particule 2 est spectatrice). 111-3a
T EH, E-H -», » =ws(lap p ) ( )
G, = L. ! v, = v, (la particule 3 est spectatrice)
3 E _ H3 E _ HO _ V3 ’ 3 12 p p .
avec

H=H,+v,, H,=H,+v, et H,=H,+v,. (111-3b)

E est toujours I’énergie du systéme prise complexe.

Remarquons que nous choisissons la voie 1 comme voie d’entrée; la

composante y, est solution de I’équation de Schrodinger satisfaite par la

composante de la fonction d’onde ¥ c'est-a-dire :
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HY" = Ey® (111-4)

I11-3 -1 Choix de la fonctionnelle

Lorsqu’on soustrait a la fonction d’onde ¥ ses termes inhomogenes, on

obtient de nouvelles fonctions qui seront des fonctions d’essai, ainsi :

V=9V _y 0P =¢O et OO =gO (II1-5)

et I’équation Eq.(III-2) prend la nouvelle forme suivante :

o 0 0 Gy, Gy o
o | = |Gyy |+ |Gy, 0 Gy, o (II1-6)
o Gz, Gy, Gy, 0 o

En multipliant chaque ligne « de I’équation précédente par (G,)™', nous obtenons :

E-H, -y -V o 0
-v, E-H, -v, o | =|vy, (I11-7)
-V, -v, FE-H, O VY
Si on pose :
Qv 0
o= p? , o=\ 1 | » (I11-8a)
R Vi)
et
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E-H, -V -V,
M=| -v, E-H, -V, , (ITI-8b)
-V, -v, E-H,

I’équation Eq.(III-7) peut étre formulée comme suit :
M®=c. (111-9)

Nous avons vu dans le chapitre I, que I’amplitude de propagation Eq.(I-9)
est calculée a partir des fonctions d’essai @ et ®'que I’on obtient par les conditions
de stationnarités de la fonctionnelle. Pour cela, considérons la fonctionnelle

suivante :

F(0,0)=(D'|o)+(c'|®) - (D'|M|D) (IT1-10)

Cette fonctionnelle dépend des "vecteurs” de fonctions d’essai @ et ®'qu’il
faudra choisir infiniment flexibles pour se rapprocher au maximum de 1’amplitude
de propagation exacte.

Pour trouver®, il faut résoudre 1’équation Eq.(III-9). Il s’agit donc

d’inverser la matrice M

D=M's. (I11-11)

Cette solution®, un vecteur avec ses trois composantes, nous permettra d’obtenir
I’amplitude de propagation approximée par la TIMF. En effet, I’amplitude de

propagation exacte (terme de Born non compris) s’écrit comme [32] :

D = <;('|(v2 +v3)|‘P —;(> , (I11-12)
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et si I’on tient compte des conditions de remplacement des €quations Eqs.(I11-5),

nous pouvons obtenir I’amplitude approchée par la TIMF :

D={y'| (n+v,) |@), (111-13)
ou encore
o
D= (<Z'|(V2 + v3)><ZY|(V2 + V3)a<Z'|(V2 +v3)) o | (I11-14)
e
En posant :
(o' =(x|(v, +v)(LL1) , (I11-15)

ou y' est la fonction d’onde de la voie finale et en tenant compte des €quations
Eqs.(I11-11,13,15), I’amplitude de propagation s’écrit alors :

D= <o"|M_1 | a> . (ITI-16)

En calculant les conditions de stationnarit¢ de F par rapport a @ et @

nous arrivons a :

o0F

—2 o= {(D|\M = 11I-1
6|CD> <U| < | 0, ( Ta)
o0F

—_= —M|®)=0. III-17b
8<CD'| |O'> | > ( )

qui nous donnent les deux solutions :
@) =M"[o),

et (111-18)
(@)= (.
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Notons, comme nous 1’avons déja expliqué dans le chapitre I, qu’il est aisé de
vérifier que le remplacement de ® et @' par leurs expressions dans la
fonctionnelle, Eq.(III-10), nous donnera bien I’amplitude de propagation D
approchée par la TIMF.

L’inversion de la matrice d’opérateurs M étant un calcul ardu, nous nous
proposons de faciliter I’estimation des fonctions d’essai en les substituant par leurs
composantes et réécrire ainsi de nouvelles conditions de stationnarités simplifiées.
Substituons o,0' et M par leurs expressions dans la relation Eq.(III-10), la

fonctionnelle F s’écrit alors plus explicitement en termes des composantes de @

et @':

F(D,D') = <q)'(2) ‘v2| ;{> + <<I>'(3) ‘V3| ;{> + <;{'|v2 + v3‘ ®(1)> + <;('|(v2 + v3)‘ ®(2)> +
(2|, + )| @) = (@O (E = H)| @)+ +{@ 3| @) + (0| D) + (0P y| D) -
(@@ |(E = H)| @)+ (@@ v, |@D) + (0 |y, @) 1+ (0|1 | @) — (@O |(E — H,)| @),
(I11-19)

Le calcul des conditions de stationnarité de F par rapporta ®,®?,d®

nous donne le systeme d’équations suivantes :

afc;> =0, (@V|E-H) (@, ~(@P, = (7|, +v)),  (1I-192)
8‘i)i)> =0, - <q)v(1) ‘Vl - <<1)v(2) ‘(E ~H,))- <q).(3> ‘v3 _ <;(.|(v2 ), (IT1-19b)
—a‘fpi)> =0, - <q)'<1> ‘Vl — <cpv(z> ‘Vz i <q)v(3) ‘(E ~H,)= <)('|(v2 ). (I11-19¢)

Il est évident que ce systeme posséde une solution unique :

oY== . (I11-20)
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Appelons E' cette fonction commune. Chacune des trois équations, Eqs. (I11-19),

sera résolue si cette fonction =' satisfait a la condition suivante :

(ENE-H) = (|, +v,) (I11-21)

Les variations de F par rapport 3 ®'V ®'®et @' nous donnent :

651).7";) ‘ =—(E-H, )‘ q)(l)> + Vl‘®(2)> + Vl‘ (D(S)> =9, (I11-22a)
o) oot o, ana
G 2 2 |

sl o)) <o anaz

III- 3-2 Factorisation des fonctions d’essai par rapport a une
Représentation du systeme

L’un des principes de base de I’approximation TIMF consiste a prendre les
fonctions d’essai @V, @'V P »'® dP d'® comme des produits d’orbitales
individuelles. De plus, nous choisissons de travailler dans la représentation des

coordonnées de Jacobi(p,7), ces différentes fonctions d’essai s’écrivent alors :

OV (p.7) =9 (P)S,(F), @V (p.F) =9\ (P)S (F),
OV (p,F) =, (P),(F), @ (pF) =9, (P, (), (I1-23)

DV(p,7) = 9 (P)S:(F), @V (B,F) = 95 (P)S (7).

avec les coordonnées de Jacobi pet 7 qui sont schématisées sur la figure suivante :
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1 < c.dm

3
Fig.II1-1 : représentation des coordonnés de Jacobi pour la partition 1.

Nous avons donc factorisé par rapport a une seule représentation. Il serait
utile de remarquer que la factorisation en coordonnés de Jacobi brise la symétrie
entre les particules et cette supposition peut rompre donc 1’é¢galité¢ Eq.(I11-20), entre
OV P etd' . Néanmoins, il est toujours possible d’imposer cette égalité en
posant d’autres hypotheses restrictives.

De méme que pour les fonctions d’essai, nous écrivons le terme de voie

initial » en fonction des coordonnées de Jacobi sous la forme d’un produit d’une

onde plane (¢*”) dont le vecteur d’onde initial est k£ et d’une fonction d’onde liée

&, de la cible c'est-a-dire :

x) =exp (ikp) &,(F). (I11-24a)

(77

et le terme de voie finale y'égal a:
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p.7) = exp (ik' p) &,(F). (I11-24b)

(7

Nous remplagons®®, @'Y ®® ®"» &P &P dans D’expression de la
fonctionnelle 7, Eq.(III-19), par leurs nouvelles formes, Eqs.(III-23), et nous
devons maintenant, réécrire les conditions de stationnarités de la fonctionnelle F
par rapport aux différentes fonctions d’essai ou plus précisément, les variations de
la fonctionnelle par rapport & chaque orbitale individuelle. En effet, en tenant
compte des différentes factorisations des fonctions d’essai Eqs.(I11-23), et de voies
Eqs.(I11-24), les variations de JF doivent se faire par rapport aux orbitales

individuelles.

Par exemple, pour calculer la condition (;T—}-> =0 , il faut tout d’abord substituer
?

dans la fonctionnelle F, Eq.(I11-19),®" par son produit, Eq.(III-23), et ensuite
dériver par rapport a ¢, .

Les termes apparaissant dans F contenant le @ sont :

[<ZV|(V2 +v;)— <(D'(l) ‘(E -H)+ <(D'(2) ‘Vz + <CD'(3) ‘V3]‘q)(l)> = <l€'§b ‘(Vz + V3)| ¢1§1> +
<¢7£ ‘¢1>[_E<§1‘§1> + <é/'1 |(h, + V1)| §1>] + <¢'2 ¢’ |v2| ¢1§1> + <¢v3 g |V3|(01§1>
(IT1-25)

La Condition;—}_> = 0, donnera alors (voir annexe) :
2

<§'1|§1><§0’1 |(771 - hp)_<§'2|§l><¢'2 |U21 _<§'3|§1><¢'3 |U31 = <§b|§1><1€"(5'21+s'31 ) ’

(I11-25a)

avec les définitions suivantes des champs moyens :
U.(B) = (L] 6) [ dF &6 w57, (I11-25b)
Uy() = (§5]6) ' [dF &) Fvy(5.7), (I11-25c)
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Su(P) = (&) | dF &) F (P, (I11-25d)

S (B =(&4) [dF & )G (P vs(B.F) (IT1-25¢)

et I’énergie self consistante:

771 — E _ <é/'l |(hr + Vl )| §1> . (III'ZSD
(1)
ou A, et h, sont les opérateurs €nergie cinétique :
2 2
h=Le p =L (I11-26)
2u' 2u
avec
M (m, +my) = iy (I11-263)
(m, +m, +m,) ’ m, + m,

I est important de remarquer que nous avons transformé et simplifié
I’équation Eq.(III-19a), en une équation a un corps, Eqs.(III-25). Cette équation

est lin¢aire par rapport a <g0'1

(¢,| et (py] et son terme inhomogene est dirigé
par<l€".
Il devient donc plus facile de résoudre cette équation de Faddeev dans les

espaces de p et r.
Nous pouvons de la méme maniére, calculer les conditions de stationnarité

de F par rapport a @108 00,650,805, 0'5,65,6 5

Ainsi, pour =0, nous avons:

o]
<§'1 |§'1 >(771 - hp)|¢1>_<g'1 |g3>u13|(/)3>—<g'1 |g2>u12|(/)2> =0, (I11-27)

avec les champs moyens qui sont :

us(P) = (s\|e:) " [ dF &' ()G, (FIn (7). (I11-27a)
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u,(P) = (g |62) " [dF &' ()G, (Fyn (), (IT1-27b)

et I’énergie self consistante :

¢

(h+v)|)

o ¢
"R

(I11-27¢)

oF .
Pour ——— =0, on arrive a :

<(p{‘(01><é’1"(€1 —h, —v)- <¢2‘¢1><§2 ‘/UZI _<(P;‘(P1><§; ‘ﬂal = <E"¢l><§b |(S'21+S'31 ),

(I111-28)
avec les champs moyens qui sont de la forme :
1,7 = (6| 0) " [dp 0} (B (PIvy(5.7), (I11-282)
10,7 = (6| @) [dp s (D)o (BIv, (5.7, (I11-28b)
s ) = (K|gy) [dpexp(-ik' )p(5)v,(5.7). (I11-28¢)
5,7 = (ko) [dpexp(-ik' 5 (B)vy(5.7), (I11-284)
et I’énergie self consistante
e =E- M . (I11-28 ¢)
oy
et pour AT =0, nous obtenons : ,
<€”'1 |¢’1>(el —h, _V1)| §1>_<¢'1 |¢2>V1|§2>_<¢'1 |¢3>V1|§3> =0. (I11-29)

Pour 8—}-:0, ona:
d¢,)

(G|l =1, - Un) = (€16 Nt~ (€3] G )i U = (& | )F (S, + 1),
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(111-30)

ou 7, estla self énergie :

(¢2]n]¢2)
, =E—— : (I11-30a)
(¢:]¢)

Les champs moyens sont :
Un(P) = (6|6 [dF & )G (5.7, (I11-30D)
U(B) = (4|6) [dr &5 (v (o). (IT1-30c)
Sn(B) = (&]6) " [dF & (RIS, (F) v (5,7, (I1-30d)
Su(B) = (&,]6.) [dF & (P&, (Fvy(B,F). (11-30f)

Pour i =0, on arrive a :
oo
<§2 ‘é’2>(772 - hp - U22)| ¢2> - <C:2 ‘ §1>U21| §01> - <é/2 ‘ é/3>U23|¢3> = <C:z ‘§b>S22‘]€>9

(I11-31)

Les champs moyens sont :
Un(B) = (6|6 [d7 &5 ()& Fwa(poF). (11-31a)
Un(B) = (6] &) [dF &0 (I v,(B.7), (I11-31b)
$n(B) = (5]&) [dF & ()&, (F)v, (5.7 (I1I-31c)

La dérivée de F parrapportad,,ona:

41



<¢2‘¢2><§2 ‘(ez —h, = 1) _<¢;‘¢2><§3' ‘/Jsz _<¢1"¢72><§1"V1 = <l€"§02><‘§b |(S'22+S'32 )

(I11-32)
La self énergie est :
e, =E —M, (111-32a)
<(P2 ‘(P2>
Les champs moyens sont :
16:(7) = (0| 0,) " [dp 6, (D)o, (P)va (. 7). (IT1-32b)
1,(7) = (9] 02 [dB ol (B)es(B)vy(5.7), (I11-32c)
s ()= (F|o,) [dpexp(-ik' B)g,(B) v,(5.7). (I1-32d)
20 ()= (| 0.) [dpexp(ik 5)g,(P) (AP, (111-321)
Pour —’7: =0, nous avons :
o]
<(0; ‘(/’z>(ez —h, - ;Uzz)| §2> - <¢’z ‘¢1>/u21| §1> - <¢’2 ‘¢3>ﬂ23| é/3> = <(02 ‘]€>522| §b>’
(I111-33)
Les champs moyens sont :
105(F) = (p3|0,) [ 4Bl (BIoy(B)va(5.7), (I11-33a)
52()) = (03[R [dpo} (B)exp(ikp)v, (5.7). (IT1-33b)

Pour =0, onarrive a :

6‘| ¢3>

<éq3 |§3><¢v3 |(773 - hp -Uy) - <é”1|4,3><¢'1 |“13 - <§V2|§3><(0'2 |U23 = <§b | §3><E"(S'23+S'33 ).
(I11-34)
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ou la self énergie est:

n =E- M (I11-34a)

(¢5l¢)

Les champs moyens U, ,S',;,S';; sont :

Un(p) = (¢51¢) " [dF &5 (R &, (Fvy(B. ), (I11-34b)
S5 (B) = (&|¢) " [dF & () (Fva(B.7), (IT1-34c)
S5 (B) = (&[6) [dF & (IS, (F)vy(B.F). (I11-34d)

Pour La dérivée de F par rapport a ¢, on obtient:

<§3‘§3>(773 _hp _U33)| (/’3> _<§;‘§1>U31|¢71>_<§;‘§2>U32|§02> = <§;“§b>533‘1€>a

(I11-35)

ou les champs moyens sont :
Us(B) = (6]6) [dF &I Fvy(B.7). (I11-352)
Su(P) =(&| &) [dr &5 (&, Fvy(B.F). (I11-35b)

o0F
Pour —— =0,nous avons:

a¢s)

<§0; ‘ ¢3><é/3 ‘(63 —h, — it53) — <¢1 ‘ ¢3><é/1 ‘VI - <¢2 ‘ (03><é/2 ‘ﬂzs = <l€" ¢3><§b |(S'23+S'33 )>
(I11-36)
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ou la self énergie est :

n
e, =E— ALAGY (I11-36a)

<¢’; ‘(/’3> ’

et les champs moyens sont :

15(F) = (3] @) [dp oy (D)o (PIvi(5.F). (IT1-36b)
s @) = (R0,) " [dpexp(-ik' 5oy (B)v,(5.7). (I1-36c)
s =(Ro,) " [dpexp-ik' By (B)vy(5.7). (IT1-36d)

3

Pour 8_.7-" =0,on arrive a :
3|

<¢;‘¢3>(e3 —h, _ﬂ33)|§3>_<¢;‘¢2>ﬂ32|4/2> _<¢;‘¢1>ﬂ31|é’1> = <¢;‘]€>533|§b>a

(I11-37)
avec .les champs moyens
1, (7) = (0i|02) [dB ol (BYoy(B)vy(B.7). (I11-372)
1,7 = (o3| @) [dB ol (D)o (BIvi(5.7). (IT1-37b)
52(F) = (l[ ) [dp ol (B)expikp)v.(5.F). (I11-37¢)

La aussi, la dimension de 1’équation a diminuée et la résolution en est donc

simplifiée.
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Pour conclure, en ce qui concerne cette premicre partie, nous sommes
arrives a six composantes de @ et @', donc 12 orbitales variationnelles ¢,¢',{ et
¢'. Ceci nous générent six équations a un corps en "ket” et six équations a un corps
en duales. La forme simplifié¢e de ces 12 équations couplées nous permet
maintenant d’envisager une résolution numérique de ces équations.

L’insertion de ces différentes orbitales dans la fonctionnelle F, nous permettra
d’estimer I’amplitude de propagation D.
I1 est toujours possible de réduire ce nombre de 12 €quations variationnelles

en partant d’autres hypotheses physiques.

I11-3-3 Symétrisation entre les voies

Vu la forme de la matrice M d’opérateurs Eq.(III-8b), il nous parait plus
judicieux d’introduire une représentation symétrique, plus adaptée aux trois
partitions possibles. Donc, il s’agit de tenir compte de plus de symétrie dans le
probléme. Pour cela, nous écrivons, cette fois, les différentes composantes des

fonctions d’essai sous la forme suivante :

(P, 1) = 9(5)S (), 'V (5,7) = ¢\ (P (),
q)(z)(ﬁzs?z) =0, (,52)4/2 (’_;2)3 o' (/529772) = §0'2 (ﬁz)é"z (’72): (III'38)
@(3)(/33’,73) = ¢3(/33)é/3(’73)a Q' (:53’773) = (0'3 (/33)443 (’73)

ou p,p,,P5h.7 et 7, sont les coordonnées de Jacobi représentées par les

diagrammes suivants :
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3
I3
A
P2
1 o r 1
e
O ;
3 3
3
Schéma de partition 1 Schéma de partition 2 Schéma de partition 3
La particule 1 est La particule 2 est La particule 3 est
spectatrice. spectatrice. spectatrice.
Fig .I11-2

avec les coordonnées p, et 7 qui se rapportent a la premicre partition de méme p,
et 7, pour la deuxiéme partition ainsi que p;et 7 pour la troisieme partition.
Il est évident qu’un seul "jeu” (p,,7), de ces coordonnées est indépendant puisqu’il

est toujours possible de les écrire les uns en fonction des autres. En effet, nous

avons :

Py =ap, +br, p=a'p+b'n

h=cp,+dr, K=c'py+d'n,

0, =a'p,+b'r, 0, = ap, + br,,

1?2 _»pl _»l ’iZ €3 _»3 (III'39a)
K=c'p+d'n, 1, = Cp; +dr,

p; = ap, +br, p;=a'p,+b'r,

1 =cpy +dr, n=cp,+drn.
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avece

a:—l,b=—é,c=1,d=_l,
2 4 2

a'= —l, b'= l, c'=-1,d'= _l-
2 2 2

(I11-39b)

Nous remplagons oV 0" 0% 0@ P @ dans I’expression de la

fonctionnelle F , Eq.(ITI-19) par leurs nouvelles formes Eq.(I11-38) .

Recalculons les conditions de stationnarités deF par rapport a ¢.,¢',¢,,¢",

0,,0,,5,,¢,0;,,¢',6,,{"5, nous avons .

Pourﬁ =0, on obtient :
)

<§1‘§1><¢1‘(51 _hpl)_A21(151)_A'31(/51) = 0,(p) +03,(5),

ou ¢, estlaself énergie qui s’écrit :

(¢1|, +v)]¢)
(¢1]¢))

& =

b

et AL, (9), Ay (P),0,,(0,),05(p,) sontles champs moyens données par :

Ao(B) = [dF 9, (a py+b'R)ES (¢ By +d'F) vy (e py +d' 7S (7).
A (B) = [dF ] (ap, +bR)S, (cpy +di)vy(ep, +dR S, (7),
o (P) = [ dr exp(=ik' B) & (7)v,(c' B, +d'F) &, (),

o(P) = [ dF exp(=ik' B) & (F)vy(cp, +dR) &, (7).
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La dérivée de F par rapport a ¢, donne :
<é/1"é/1>(‘91 _hp1 )|¢1>_A12(/_51) _A13(/31) =0,

Les champs moyens sont :

Ap(p) = Idﬁ STy (a' B+ DRI (¢ +d'T),

As(B) = [di &I (s (ap, + IS (cp, + dF).

PourE =0, on obtient:

d<)

(2|2 )(< (e = By =v) = Qs (7))~ Q,, (7) = 70, (F) + 73, (7),
La self énergie est :

<(01' ‘hpl|¢l>

(oile)

e, =E—

Nous obtenons les champs moyens de la forme :

Q) = [dp, @} (@' B, + D'FNE, (€ By +d'F)v, (e B +d'F)p (),
Q. (7) = [ dp, @3 (apy + bR (cp, + dF) vy(cpy +dr oy (),
2,(7) = [ dp, exp(=ik' B) & (F)vs(c' B+ d')pi(5),

73,(7) = [ dp, exp(=ik' 5) & (F) vs(cp, + dF) p,())-
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(111-41)

(I11-41a)

(I11-41b)

(111-42)

(111-42a)

(IT11-42b)

(IT1-42¢)

(I11-42d)

(IT1-42f)



: o0F
Nous avons aussi pour =0

o |

(@1|o )@ —h, =)&)~ Q) - Q) = 0,

ou Q,,Q,, sontles champs moyens :

Q,(%) = (7)) [ dpg (B b + BN, (¢ by +d'F),

Q7)) = () [ dp, )" () py(ap, + B)S (¢, + dF),

La conditiona—}- =0, donne :
d¢,)

<§2‘§2><(/72 ‘(‘92 —h,) —Ny(Py) = Ny (5,) = 05, (5,) + 03y (Py),

ou I’énergie self consistante est :

(¢2|(h, +v)]S2)
(¢:]¢)

&, =L —

et les champs moyens sont :

Ap(B,) = [ dF, @' (ap, +bR) &) (e, + dF)v (B, + dr) &, (7),
Ny (By) = [ dF, @ (@' By + b)Y (€ +d'R)vs(c' By +d'B) S, (7),
0(Py) = [ diyexpl-ik (B, + bR)|E, (¢, + di) v, (5) ().

012 (5,) = [ dF, expl- ik (ap, +B7) &, (¢, + dF)vy( By + d'R)&,(F).
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(111-43a)

(111-43b)
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Pourﬁ =0, nous avons :
oo

(&3] )@ = )| 02) = Asi(B) = Ay () = 03, (),
ou les champs moyens sont :

As(By) = [d7, & (v, () gy (ap, + bF)E (e, + ),
A(By) = [d7, &I, (B) (@ By + DR (€ py +d'E),

0 (B2) = [d7, 63 (F)v, ) explik (ap, +b7) [, (e, + ).

Pour oF =0, on obtient :

d¢2)

(]2 )& |(es = h, =v) = QL (5) - Q4 () = Ty () + 7 (),

ou I’énergie self consistante est :

<¢£ ‘hpz ¢2>
<(0; ‘(/72> ’

e, =FE—
et les champs moyens sont :

Q,,(7) = [dp, ¢ (ap, + 1)\ (cp, +dR)vi(cp, +d7) 9, (),
Q%) = [dp, ;' (', + DR (€ By +d'B)vy (€ B, +d'E) 0, (5)),
7n(B) = [ dp, expl- iK' (ap, + B)] £ (cB, + AR, (R 0,(5,),

T(®) = [dp, expl- ik (ap, +b7) & (¢, + dF) vy (€ B, + ') 02().
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(111-45)

(111-452)

(I11-45b)

(111-45¢)

(111-46)

(I11-46a)

(IT1-46b)

(I11-46¢)

(I11-46d)

(111-46f)



en dérivant F par rapport a £,,on obtient:
(0,02 )(es = B, =v,)| &) = () = Qs () = 7, (5,
ou Les champs moyens sont :

0,1(5) = vaG2) [ B 05(Py) 0@ + BN (e + ),
() = v, () [ 4B, 05 (By) 0,(@ B + DR, (C 5+ d'R),

1 (®) = 1,(5) [ B, 93(B,) explik (ap, +b7) |, (¢, + ).
Pourﬁ =0, nous avons :
<§3 ‘§3><¢3 ‘(‘93 —h, )= A (By) = Nsy(By) = 053 (P3) + 053 (By),

La self énergie est :

(&3], +v)]¢5)

& =E- ,
(¢]¢4)

9

Les champs moyens sont :

No(By) = [ dF, 0, (ap, + D), (cpy + dR) v, (P, + dR) & (7o),

Ki(By) = [di @ (@', + DRV ( By + )€ By + ') &4 (),

Gy5(By) = [ dF,expl- ik (@' By + DR &, (¢!, + d'E) v,y + ) (7).

035 (By) = [diyexpl-ik'(a' By + D7) &, (¢ 5y + A B, (R).

Pour E =0, on arrive a:
ol
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(I11-47)

(111-472)

(I11-47b)

(I11-47¢)

(111-48)

(111-48a)

(I11-48b)

(I11-48¢)

(IT1-48d)
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<§3‘§3>(53 _hp3)

(/’3> =751 (;) = Ny (3) = 035(93),
Les champs moyens sont :

Ay(By) = [di & (v i(d By + DS (¢! By +d'F),
Ay (p3) = _[d’_”; ;;(1%)113(173)?2(61/53 +b1,)S, (cpy +dry),

035 (By) = [ dF, &5 vy () explik (@' B, + D) [, (¢!, +d'F).
La dérivée de F par rapport a £, nous donne :

(@] @) ([0 = B, =) = Q) = Qs () = Ty () + T (),

ou e, est la self énergie :

o = _<§0;‘hp3 ¢’3>
’ <¢;‘¢3> ’

et Q,,0,,,7,,,75,,s0nt les champs moyens :

Q13(’73) = Jdlbz. ¢7£*(a':53 +b'7§)§£*(0',53 +d'R)v(c' py +d'R) ¢, (p5),
Q%) = [dp, 7 (apy + F)E, (P + dF) v, (cpy + d7) y(5y),
757 = [dp, expl- ik (a' By + D7) | (€' By +d'7)v, (e, + dR) 0y (By),

7(5) = [dpyexpl-ik (a' B, + BE) & (€ By +d'E) v, 7)oy ().

'

enfin pour % =0, on obtient :
3

52

(111-49)

(111-492)

(I11-49b)

(111-49¢)

(111-50)

(111-50a)

(I11-50D)

(I11-50¢)

(I11-50d)
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<¢; ‘(03 >(e3 - hrs e )| §3> = Q4 (7)) = Qy (1) = 735(R), (IT1-51)

Les champs moyens sont :

Q, (1) =v, (%)Id/@ 05 (55) 9, (ap; + i )E, (cps; +d7), (III-51a)
Qy,(7) = V3(’_’;)J.dﬁ3 9, () ¢ (@' Py +D'R)S (' py +d'F), (III-51b)
t3(7) = V3(’73)Id/33 5 () exp ﬂ;(a'/_% + b"é)] & (c'py+d'F). (ITI-51¢)

Cette version est plus symétrique que celle présentée dans la, partie I11-3-1.
Elle correspond a I’utilisation simultanée de tous les ” jeux” des coordonnés de
Jacobi et permet aussi, comme pour le premier cas, de simplifier les €équations de

Faddeev en les transformant en des équations a un corps.
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Chapitre IV

Généralisation de [ Application de
la Théorie du Champ Moyen
Indépendant du Temps

~Probleme a Quatre Corps et Plus-
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CHAPITRE 1V

GENERALISATION DE L’APPLICATION DE LA THEORIE
DU CHAMP MOYEN INDEPENDANT DU TEMPS
-PROBLEME A QUATRE CORPS ET PLUS-

IV-1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons constat¢ que l’application de la
théorie du champ moyen indépendant du temps a permis de simplifier énormément
la présentation des équations de Faddeev et donc leur résolution..

Dans le but d’étendre le champ d’application de la théorie TIMF, nous nous
sommes intéressés au probléme a N corps , N étant quelconque et supérieur a trois.
Dans un souci pédagogique et pour faciliter le suivi des différentes étapes
considérées dans cette généralisation, nous nous proposons, tout d’abord de
présenter le cas a 4 corps ou nous pouvons lister assez rapidement les différentes

partitions possibles

IV-2 Probléme a quatre corps

Considérons un systéme a quatre particules distinctes (1, 2,3 et 4). Nous ne
retiendrons dans cette étude que les partitions a deux "fragments " (il n’est pas
exclu de compléter ce travail par la considération d’autres partitions a trois
fragments ou plus).

Pour chaque partitioner, nous définissons les opérateurs V7, (potentiel

externe), V“ (potentiel interne), H, etG, .
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Par exemple, pour la partition « =1 correspondant a I’interaction de deux groupes
de particules (1,2) avec (3,4), nous avons V, =v, +v, +v,, +v,, , V' =v,+v,,,
H =H,+V' et G=(E-H,)".

Pour ce probléme a quatre corps, nous avons répertorié sept partitions
possibles a deux groupes selon cette expression :

n=2""-1 ou N est le nombre de particules

Les sept partitions possibles sont données comme suit :

a =1 Correspondant a I’interaction (1,2) avec (3,4)
a=2 " " (1,3) avec (2,4)
a=3 " " (1,4) avec (2,3)
a=4 " " 1 avec (2,3,4)
a=5 " " 2 avec (1,3,4)
a=6 " " 3 avec (1,2,4)
a=17 " " 4 avec (1,2,3)

Nous choisissons, comme dans les deux précédents chapitres, pour voie d’entrée la

voie 1.

Nous pouvons, a titre d’exemple, schématiser deux partitions :

Fig. IV-1 : Deux partitions différentes pour un systéme a quatre particules.
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IV-2-1 Méthode de la matrice des voies couplées

L’une des méthodes qui traite ce probléme a quatre corps et qui permet
d’arriver a des équations dont la forme est similaire a celle des équations de
Faddeev, présentées dans le chapitre II Eq.(I1-29), est 1a méthode de la "Matrice des
Voies Couplées" de Kouri, Levin et Tobocman ou encore méthode (KLT) [22-27]

La méthode - KLT - est particuliérement utilisée pour le traitement des
processus de collision avec une multiplicit¢ de voies. Cette méthode se base
principalement sur deux points essentiels, qui sont 1’écriture de la fonction d’onde
total ¥ du systeme comme une somme de composantes associées aux différentes

partitions possibles « . Donc la fonction d’onde totale W s’écrit :

Y=Y, av-1)

ou les composantes W'* satisfont a I’équation suivante[23] :

(E-H )Y =>W, V3" (IV-2)
B

Le second point essentiel est I’introduction du coefficient W,, qui prend différentes

valeurs [24] & savoir :

Wa,a+1 = 1’
Waﬂ(a:ﬂ,ﬁ¢a+l,ﬂ¢a) = 09 (IV'3)
w,=1,

n

avec a,f=12,.n—1. et n le nombre total de partitions possibles.

Les composantes ¥ satisfont aussi ’équation intégrale de Lippmann-Schwinger

et s’écrivent [24]:

YO = g+ G W,V (IV-4)
B
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Dans notre cas, k£ =1 car nous nous placons dans la voie 1.
En tenant compte des sept partitions possibles pour le probléme a quatre corps et en
accord avec la méthode - KLT- Eqs.(IV-3,4) , les composantes de la fonction

d’onde totale se mettent sous la forme matricielle suivante :

) (x 0 GV, 0 0 0 yw®
e 0 0 0 GV, 0 0 |v®
e 0 0 0 0 GJ, 0 0 |yvY
@ l=l0ol+| 0 0 0 0 GV, 0 0 [w® Iv-5)
PO 10 o 0 0 0 GV 0 |¥®
Po) 0 0 0 0 0 0 0 GV, |v®
¢?) o) g, o 0o 0 0 0 0 \p?

IV-3 Généralisation au probléme a N corps et application de la TIMF

S’il ’on considere un probléme a N corps et donc n partitions possibles a

deux "fragments", nous pouvons obtenir ce jeu d’équations :

yo Z o GV, 0 .. 0 0 yo
e 0 0 0 G, 0 0 y
¥ 0 0 0 0 .. 0 0 ye
=| |+ (IV-6)
poh 0 0 0 0 GV, | v
po 0) GV, 0 0 0 po

n

Notons que cette matrice est cyclique et que sa structure est paradiagonale avec les

opérateurs GV, ., et opérateur final G,V .

En réitérant les mémes étapes que celles suivies dans le chapitre III, a savoir

prendre les composantes des fonctions d’essai sous la forme suivante :

®V = g0 _ 7 ,(D(Z) —y® ,(I)(3) — \{1(3)’“.,@(”) = \P("), Iv-7)

58



Le systeme d’équations Eq.(IV-6) devient :

o 0 0 GV, 0
o> 0 0 0 G
o 0 0 0 0
= +
o 0 0 0 0
o | \GVy) GV, 0o 0

et en multipliant chaque ligne o par (E—-H,) ou

E-H, -V, 0 0

0 E-H, -V, 0

0 0 0 0

0 0 0 E-H,
—V, 0 0 0

0 0 oV
0 0 ®?
0 0 O
0 Gn—ll/n cD(’l—l)
0 0 CD(")

a

que I’on peut présenter sous une forme compacte.

MDD =0
ou la matrice M est :
E-H, -V, 0
0 E-H, -V,
0 0 0
M =
0
-n

etc , ® quisontdes vecteurs colonnes :
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0 dV
0 o
0 O
— Vn (D(n—l)
E-H,6 )| ©o"
0 0
0 0
0 0
E-H, | -V,
0 E-H

G.', on obtient :

x

(IV-8)

(IV-9)

(IV-10)

(IV-11)



q)(l)
(D(Z)
o= .. : o=| .. (IV-12)
oY 0
o™ x

Remarquons qu’en additionnant toutes les lignes dans le systéme
d’équations Eq.(IV-9), nous retrouvons bien notre équation de départ mais a 1’aide
des fonctions d’essai :

Y(E-H)®"->1V,0" =V (Iv-13)
a=1 p=1
En faisant I’analogie avec les définitions du chapitre 111, Eqs.(III-8a, III-15), nous

écrivons, pour les n partitions possibles, les vecteurs @’ et ¢’ sous les formes

suivantes :

o' VsX's
o' VsX's
o'= . , o'=| .. , (IvV-14)
@Y VsX's
Q' VsX's

pour arriver a ’amplitude de propagation (terme de Born non compris) de la

partition (voie) 1 a la partition (voie) o

D=(x's| Vs(E-H)"| 1), (IV-15)

ou y'sreprésente la fonction d’onde final dans la voie §et y,la fonction d’onde de

la voie initiale.
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Nous pouvons réecrire cette amplitude de propagation D sous la forme suivante :
D= <0"|M’1|0'> . (Iv-16)

qui peut étre trouvée a partir des conditions de stationnarité de la fonctionnelle F

donnée dans le chapitre III par I’équation Eq.(I1II-10) :
F (0,0") = (Do) +(c"| D) —(D'|M|D) (IV-17)

Comme cela a été fait dans le chapitre III, nous partons des mémes
considérations pour les composantes des fonctions d’essai Eqs.(I1I-23), ainsi que
pour les fonctions de voies Eqs.(III-24),a savoir leur factorisation qui est un des
principes de base de la TIMF. Nous calculons toutes les dérivations de la
fonctionnnelle F par rapport aux différentes orbitales individuelles et nous
arriverons a des équations variationnelles en « bra » et en « ket » mais a un corps
dont la résolution est grandement simplifiée. L’insertion de toutes ces orbitales
dans D’expression de la fonctionnnelle nous permettra d’obtenir 1’amplitude de
propagation. Si I’on rajoute le terme de Born a cette amplitude, nous arriverons a

I’amplitude de transition totale du systéme en interaction considérg.
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ANNEXE

On donne dans cette annexe, la méthode de calcul pour la condition de stationnarité
de la fonctionnelle F par rapport a¢,, pour un probléme a trois corps.

De la méme maniére, on retrouve toutes les conditions de stationnarité par rapport a

chaque orbitale variationnelle.

On remplace les expressions de ®,®',0,0' et M dans la fonctionnelle, on obtient :

F(D,D') = <¢2§2‘V2|Z> +<¢;é’3l‘v3|}(> +<Z'|Vz +V3|(01§1>+ </1"|(V2 + V3)|¢72§2>+
<Z'|(V2 +V3)|¢3§3>_<¢£§£‘(E_H1)|¢1§1>++<¢1‘§1“V1|¢2§2>+<¢’1‘§1I‘V1|¢3§3>+<(0'2§2I‘V2|¢1§1>_
<(/’2§2 ‘(E _H2)|(/’24/2>+ <(plzé;‘vz|¢’3é,3>+<¢;§3“V3|¢1é’1> +<¢’;4‘V3|(/’24,2>_<¢;§3“(E_H3)|(/’3§3>~

La condition de stationnarité¢ de JF par rapport a ¢,, nous donne :

57; = (2|s |G = (G |E = b, —h, =] &)+ (@Gl ) + (i ) = 0

Nous avons : | ;(> = |k>| & >,

SRV (1 (RS ) SURVINT (o A Ve
S S N |(E - , _hp)_ S, |8 N9 , -
(ale s~ el

<§3‘§1>< ‘<§3‘V3|§1> :<§b|§l><k,|(<§b|vz|§1> <§b|v3|é/l>)

" ge) Elay &)

En posant les différentes définitions de 1’énergie self consistante et des champs
moyens :

(|, +v)|<)
n=E- ,
(€<
U, = <§£""2|§1> U, - <§3“"3H§1>> s = (& ]¢) s, - (& n[$)
<§2‘§1> <§3‘§1> <§b|§1> <§b|§1>
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Nous pouvons €crire ces expressions sous forme des équations intégrales comme
suit :

Un(p) = (¢516) [ dF &R S Fva(p.F)
Uy (B) = (¢451¢0) " [dF &5 ()& (Favs (5,7
SW(B) =(&|¢) [ dF &EEEM(B.F)

S (B) = (&) [dF & )6 (F)vi(p.F)

Donc I’expression de la condition de stationnarité devient :
<§V1|§1><¢V1 |(771 - hp)_<§'2|§l><¢'2 |U21 _<§'3|§1><¢'3 |U31 = <§b|§1></€"(5'21+5'31 ) ’

Pour un probléme a N corps, on substitue les nouvelles expressions de ©,®',0,0" et
M dans la fonctionnelle  , on arrive ainsi a :

F(@,0") = (0|7, 1)+ (25 V5| @) + (25 7| @) .o (25 7| @) + (5| @) -
(@VE—H)|@V)+ (07| 0®) ~(@P|(E - H,)| @)+ (0@ 1| @) -...-
= o oo )0 - )

Les conditions de stationnarité de cette fonctionnelle par rapport aux fonctions
d’essai, donnent :

oF

Em =0 (25|75 ~(@O[E-H)+ (@7, =0
52i>> =0, {wlrs {0~ {0 |E-H,) =0
5<iin>‘ =0, Vil 2)—(E-H,) ") =0

5<i€n - 0,  —(E-H, )" ")+ o")=0
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