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Résumé

Les travaux présentés dans cette these portent sur trois thémes différents
s'inscrivant dans le domaine des équations aux derivees partielles.

Le premier theme abordé dans cette thése consiste en I'utilisation de la méthode
des inégalités de I'énergie (appelée aussi méthode d’analyse fonctionnelle) pour
I'étude de I’existence et I’unicité de la solution pour deux problemes aux limites.
Le premier est un probleme mixte pour une équation parabolique d’ordre
supérieur avec des conditions intégrales. Le second est un probleme aux limites
pour une équation du quatrieme ordre avec le bilaplacien.

Le deuxiéme theme est consacré a I’étude du comportement asymptotique de
la solution de I’équation des ondes avec un terme non local en temps et une
dissipation interne. On distinguera trois possibilités pour la dissipation et on
montre que sous certaines hypothéses sur le noyau, la solution est
exponentiellement asymptotiquement stable.

Le troisieme theme est divisé en deux parties :

Dans la premiére partie , on étudie le systeme de Stokes qui modélise en
premiére approximation les écoulements stationnaires lents de fluides visqueux
dans le demi espace. La méthode utilisée est basée sur I’ utilisation des espaces de
Sobolev avec poids. Ces espaces permettent de donner une description du
comportement a l'infini qui n'est pas possible avec les espaces de Sobolev
classiques. Nous montrons que le probleme de Stokes admet en plus d’une
formulation bien posée en termes de vorticité et potentiel vecteur, une deuxiéme
formulation du méme probleme.

Dans la deuxieme partie, nous étudions quelques propriétés de régularité de la
solution d'un systeme d'équations de Navier-Stokes dans un domaine arbitraire de
R3. Plus précisément, nous démontrons qu’aprés une légere perturbation du
second membre, I’équation de Navier-Stokes admet une solution réguliere.
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PREAMBULE

Les travaux présentés dans cette thése portent sur trois themes différents
s'inscrivant dans le domaine des équations aux dérivées partielles.

Nous avons précédé le developpement de chaque contribution par une
"Introduction™ que le lecteur pourra trouver parfois un peu longue. Nous
avons juge utile de donner pour chaque probleme un bref apercu sur les
principaux travaux réalisés jusque la sur le sujet et citer les principales
méthodes utilisées. Ceci permettra une meilleure évaluation des travaux
que nous présentons dans cette these. Plusieurs définitions et notions sont
utilisées, Une longue liste des références plus ou moins en liaison avec nos
préoccupations se trouve a la fin de chague theme. Nous devons
reconnaitre, cependant, que la liste dressée est loin d'étre compléte.

THEME N°1:

Le premier theme abordé dans cette thése consiste en I'utilisation de la
méthode des inégalités de I'énergie pour I'étude de deux problémes aux
limites. Cette méthode, appelée aussi méthode d'analyse fonctionnelle, est
basée sur les idées de J. Leray et L. Garding [11] et est présentée sous
forme d'une méthode pour l'étude des problemes aux limites liés aux
équations elliptiques. par A.A. Dezin [9],[5] [6] [8] pour les équations
paraboliques [3] [5] [22] pour les équations mixtes. La modélisation
mathématique des problemes mixtes avec conditions intégrales est
rencontrée en théorie de transmission de chaleur, en théorie de dynamique
des populations, en métallurgie, etc.

Dans ce travail, on s'intéresse a une équation parabolique d'ordre
supérieur avec des conditions intégrales. Les problemes d'évolution avec
des conditions intégrales ont été soigneusement étudiés durant ces trente
derniéres années.
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Ces études ont été surtout menées par Cannon et ses coauteurs [7] et
d'autres chercheurs (voir références dans [3]). Samarskii a aussi attiré
I'attention sur l'importance de ce type de problemes [18] . Un modéle
mathématique avec condition non locale, a été proposé dans les travaux de
Shi et Shilor [21] dans le cas de la thermoelasticité. Plusieurs méthodes ont
été utilisées pour I'étude des problémes d'évolution faisant intervenir des
conditions intégrales. En utilisant la méthode du potentiel, Cannon [7] et
Kamynin [16] ont par exemple, prouvé I'existence et l'unicité de la solution
a l'aide d'une équation intégrale (un systéeme d'équations intégrales). La
méthode de Fourrier a été utilisée dans lonkin [13]-[15] et la méthode des
inégalités d'énergie a eté utilisée dans Bouziani et Benouar [5] , Bouziani
[6], Benouar et Yurchuk [3] , Kartynnik [17] et Yurchuk [22].

Dans ce premier theme, on étudie deux problemes aux limites:

1) Un probléme mixte pour une équation parabolique d'ordre supérieur
avec une condition aux limites de type intégrale.

2) Un probleme aux limites pour une équation du quatrieme ordre en
temps avec le bilaplacien.

L'idée principale est celle utilisée dans les travaux de Petrovski, Leray et
Garding. Elle consiste a éecrire le probléeme posé sous forme d'une équation
opérationnelle du type

Au= @, ueD(A) (@D)]

ou l'opeérateur A est considére d'un espace de Banach B dans un espace de
Hilbert F convenablement choisi. On établit une estimation a priori pour
I'opérateur L, ensuite on démontre la densité de I'ensemble des valeurs de
cet opérateur dans l'espace F. Plus précisément, on suivra le schéma
suivant:

On établit une estimation du type:

Jully < €eull @

qui est obtenue en multipliant I'équation considérée par un opérateur
intégro-différentiel Muw . Ensuite on montre que I'opérateur L de B dans F
admet une fermeture L .

La solution de I'équation opérationnelle

Lu =0 , UED(E)

©)
sera appeléee solution forte du probléme considéré.
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ii) Par passage a la limite, I’estimation (2) sera prolongéea L , Clesta
dire

ule <cl Lu e 4)

Ainsi on déduit l'unicité de la solution de I'équation (3) , I'égalité des
ensembles R (L )et R (L) etaussil'inversibilité de I'opérateur L .
L'inverse (f)] étant défini sur I'ensemble des valeurs de R (L) de

l'opérateur L, la derniére étape consiste a établir la densité de I'ensemble
R(A) dans F et par suite I'existence de la solution du probléme (2) .

THEME N°2

Le deuxieme theme est consacré a I'étude de I'équation des ondes avec
un terme non local en temps et une dissipation interne. Dans cette partie, on
étudie le comportement asymptotique de la solution d'une équation intégro-
differentielle.

On considére le probleme suivant

;';jutt +9U,)=Du- Otk(t- S)u,(s,x)ds,..dans.W ,+¥ [

L7 = 0t sur...G P+¥| )
..ﬁ

ou W est un domaine borné de R". Ce probleme modélise certains
phénomenes en viscoélasticité et dans d'autres domaines (voir [16], par
exemple). Dans [1] M. Aassila et M.M Cavalcanti ont étudié le
comportement asymptotique de la solution via I'énergie associée au
probleme (5), définie par:

1 21 2
£@) =~ @ + 3> we)] ®
Ou u(t) est lasolution faible du probléeme (5) telle que:

uz CR.H, (W) 1 C(R, ;L2 (W)



Ils ont montré que £(t) tend vers 0, lorsque ¢ tend vers +oo, pour toute
solution faible « vérifiant (7) sous les hypothéses suivantes:
1) La dissipation g est une fonction qui verifie

C |Ix|£ |g(x)|£ C,|x|7, pourtout |[x]* 1 et (n- 2)g® 2n, g2 2
2) Le noyau est une fonction A:R, ® R,, bornée, de classe C?, qui
veérifie

(A1) - 0”‘ n(s)ds =1,

(A2) h'@E)£ - hA(t), "3 0, h>0
Dans ce travail on s'intéresse d'abord au probleme (5) avec comme
dissipation  g(u,)= au, sous les mémes hypothéses que celles de [1].

Nous montrons que la solution est exponentiellement asymptotiquement
stable, pourvu que le noyau qui apparait dans le terme mémoire Vvérifie la
condition (A2) (i.e. : la solution décroit exponentiellement vers zéro
lorsque le temps tend vers l'infini).

Une nouvelle fonctionnelle de Lyapounov V(£) a été établie et nous

montrons que
E@)ECe ™, t30 et b>0

Dans le deuxiéme chapitre , nous considérons le probléeme (5) avec comme
terme de dissipation g(v,) = au, et nous améliorons le résultat précédent en

utilisant une fonctionnelle de Lyapounov différente. Nous montrons que la
solution décroit exponentiellement vers zéro quand le temps tend vers
I'infini, dans le cas ou

h'(t)+ gh(t)® 0 pour tout £3 0.

Nous supposerons seulement que
[A'@E) + gh®)]e* & L(0,+¥) pour a>0

Il est clair que la fonction A n'est plus forcément décroissante
exponentiellement. Cette fonction peut prendre des valeurs négatives; elle
peut osciller. La dissipation interne joue un role important dans la conduite
exponentielle du systéeme vers le repos.

Enfin, dans le troisieme chapitre, nous considérons le probleme (5) sans
I'amortissement faible v, (g ¢ 0). Nous montrons que la dissipation faible

produite par le terme intégral seul est suffisante pour conduire
exponentiellement le systéeme vers le repos.



THEME N°3

Dans ce theme, nous étudions dans un premier chapitre, le systéme de
Stokes dans le demi espace R". Le probléme de Stokes modélise en
premiere approximation des écoulements stationnaires lents de fluides
visqueux dans le demi espace R". , n 3 3. En considérant u le champ
de vitesse du fluide et p la pression, on aboutit au systéme suivant:

EDu+ op=Faiii dans...R".
(S) FVUZ oo dans...R"+
o sur....R™'

Ce probleme a été abondamment étudié lorsqu'il est posé sur un ouvert
borné avec une condition aux limites sur le bord du domaine. Les espaces
de Sobolev classiques fournissent, dans ce cas, un cadre adéquat pour une
étude complete, comme le montre L. Cattaglia dans l'article [14], consacré
a ce sujet. Lorsque le domaine n'est pas borné, les espaces de Sobolev
classiques sont en revanche souvent inadaptés. C'est le cas, par exemple
pour un domaine extérieur, I'espace tout entier ou le demi espace auquel
nous nous intéressons ici. Dans de telle géométrie, I'inégalité de Poincare,
fondamentale pour la resolution du probleme de Stokes dans le cas borné,
n'est en effet plus satisfaite. C'est pourquoi il est nécessaire d'introduire
d'autres espaces fonctionnels pour étudier le probléme (S).

La méthode utilisée dans ce travail est complétement différente; elle est
basée sur l'utilisation des espaces de Sobolev avec poids de type

WP W= {ue D'0W; " ENT, 0 E I E m gy s W) )
(1)
ou p>1, a¢Petr@)=\V1+r .

Dans le cas ou n = p (appelé cas critique), on doit introduire un poids
logarithmique " r logr ™

Ces espaces permettent de donner une description du comportement a
I'infini qui n'est pas possible avec les espaces homogeénes. De plus, ils se
sont vraiment montrés adéquats pour la résolution d'une vaste gamme de
problémes elliptiques dans les domaines non bornés: voir A.Kufner [13]
pour I'équation de Laplace dans I'espace tout entier, les domaines extérieurs
et sur le demi espace et V.A Kudratev [12] pour le probleme de Stokes sur
tout l'espace



et dans les domaines extérieurs. Par ailleurs, dans G.P Galdi [6] et
V.Girault et P.A Raviart [9], la théorie des potentiels hydrodynamiques et
les fonctions de Green sont utilisées pour traiter le probleme par une
méthode de transformée de Fourrier, alors qu'ici nous obtenons les
solutions grace au principe de réflexion. La méthode est constructive et
plus facile puisqu'elle donne une description des espaces de nullité des
systemes de Stokes et de I'equation biharmonique et elle méne a une classe
entiere de résultats d'existence, d'unicité et de régularité.

Dans cette partie, nous montrons que le probléme (S) admet en plus une
formulation bien posée en termes de vorticité et potentiel vecteur. Plus
exactement, nous prouvons que l'utilisation adéquate des espace avec poids
permet de décrire la croissance ou la décroissance de fonctions a des
distances éloignées, et méne de facon simple a cette formulation, et ceci
sans manipuler des intégrales singulieres. On utilise les résultats de T.Z
Boulmezaoud [2]-[3] concernant les équations de Laplace, les systemes
Rot - div et les équations de Stokes. Cette partie est composée de cing
sections. Dans la deuxiéme section on rappelle quelques définitions et
propriétés des espaces H,(div,R".) et H (rot, R".) . La section trois est
consacrée a certains résultats de base des potentiels vecteurs. Dans la
section quatre , on donnera une premiére formulation mixte du probleme de
Stokes en termes de potentiel vecteurs et vorticité. Enfin dans la section
cing, on donnera une deuxieme formulation du probleme de Stokes.

Dans le deuxiéme chapitre, nous eétudions quelques propriétés de
régularité de la solution d'un systeme d'équations de Navier-Stokes dans ,
un domaine arbitraire de R3. Nous considérons le systeme suivant:

#,- Dutuou+ op=F,. . .divu=0 @)

Nous enoncerons quelques résultats du probleme linéaire et du cas général.
Nous modifions I'équation de Navier-Stokes (8) en remplacant le terme non
linéaire u., u par le terme régulier (J.u) .o u, ou

-1
JUu = (I + k‘lA%) Uypiovaannnnn, k ¢N

signifie I'approximation de Yoshida de u.



Alors au lieu de I'équation (8), nous obtenons I'équation de Navier-Stokes
approchée suivante:

Nous démontrons plus particulierement que chaque solution faible du
systeme approché (9) est une solution réguliere du systéeme (8) avec un
second membre Iégerement modifié (i.e. : £ sera remplacé par £ + r, ou

I'erreur r, tend vers zéro lorsque & ® +¥ en norme ||||q ... - En d'autres

termes, aprés une légere modification du second membre, le systéeme
d'équations de Navier-Stokes admet une solution réguliere.
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PARTIE A
INTRODUCTION



1) PREAMBULE

Les travaux présentés dans cette thése portent sur trois thémes différents
s’inscrivant dans le domaine des équations aux dérivées partielles.

Nous avons précédé le développement de chaque contribution par une
"Introduction” que le lecteur pourra trouver parfois un peu longue. Nous
avons jugé utile de donner pour chaque probléme un bref apercgu sur les prin-
cipaux travaux réalisés jusque la sur le sujet et citer les principales méthodes
utilisées. Ceci permettra une meilleure évaluation des travaux que nous pré-
sentons dans cette thése. Plusieurs définitions et notions sont utilisées, Une
longue liste des références plus ou moins en liaison avec nos préoccupations
se trouve a la fin de chaque théme. Nous devons reconnaitre, cependant, que
la liste dressée est loin d’étre compléte.

2) PRESENTATION DES THEMES DE
RECHERCHES

2.1) Théme Nei.

Le premier théme abordé dans cette these consiste en 1'utilisation de
la méthode des inégalités de I’énergie pour 1’étude de deux problémes aux
limites. Cette méthode, appelée aussi méthode d’analyse fonctionnelle, est
basée sur les idées de J. Leray et L. Garding [11] et est présentée sous forme
d’une méthode pour I'étude des problémes aux limites liés aux équations
elliptiques. par A.A. Dezin [9],[5] [6] [8] pour les équations paraboliques
3] [5] [22] pour les équations mixtes. La modélisation mathématique des pro-
blémes mixtes avec conditions intégrales est rencontrée en théorie de trans-
mission de chaleur, en théorie de dynamique des populations, en métallurgie,
etc....

Dans ce travail, on s’intéresse a une équation parabolique d’ordre su-
périeur avec des conditions intégrales. Les problémes d’évolution avec des
conditions intégrales ont été soigneusement étudiés durant ces trente der-
niéres années.



Ces études ont été surtout menées par Cannon et ses co-auteurs [7] et
d’autres chercheurs (voir références dans [3]). Samarskii a aussi attiré 'atten-
tion sur I'importance de ce type de problémes [18] . Un modeéle mathématique
avec condition non locale, a été proposé dans les travaux de Shi et Shilor [21]
dans le cas de la thermoelasticité. Plusieurs méthodes ont été utilisées pour
I’étude des problémes d’évolution faisant intervenir des conditions intégrales.
En utilisant la méthode du potentiel, Cannon [7] et Kamynin [16] ont par
exemple, prouvé ’existence et I'unicité de la solution a 'aide d’une équation
intégrale (un systéme d’équations intégrales). La méthode de Fourier a été
utilisée dans Ionkin [13] — [15] et la méthode des inégalités d’énergie a été
utilisée dans Bouziani et Benouar [5] , Bouziani [6], Benouar et Yurchuk [3]
, Kartynnik [17] et Yurchuk [22].

Dans ce premier théme, on étudie deux problémes aux limites :

1) Un probléme mixte pour une équation parabolique d’ordre supérieur avec
une condition aux limites de type intégrale.

2) Un probléme aux limites pour une équation du quatriéme ordre en temps
avec le bilaplacien.

L’idée principale est celle utilisée dans les travaux de Petrovski, Leray et
Garding. Elle consiste & écrire le probléme posé sous forme d’une équation
opérationnelle du type

Lu=F weD(L) (1)

ou 'opérateur L est considéré d’un espace de Banach B dans un espace de

Hilbert F' convenablement choisi. On établit une estimation a priori pour

lopérateur L, ensuite on démontre la densité de I’ensemble des valeurs de

cet opérateur dans ’espace F. Plus précisément, on suivra le shéma suivant :
i) On établit une estimation du type :

lull p < Cl| Lull 5 (2)

qui est obtenue en multipliant I’équation considérée par un opérateur intégro-
différentiel Mw . Ensuite on montre que 'opérateur £ de B dans F' admet

une fermeture £. La solution de I’équation opérationnelle

Lu=F ueD(L) (3)

sera appelée solution forte du probléme considéré.



ii) Par passage a la limite, I’éstimation (2) sera prolongée a c , C'est a dire

fuly < ¢/ 2 (1)

F

Ainsi on déduit l'unicité de la solution de l’équation (3) , I'égalité des en-

sembles R(L) et R(L) et aussi 'inversibilité de 'opérateur L.

— 1 —
L’inverse (E) étant défini sur 'ensemble des valeurs de R(L) de 'opé-

rateur E, la derniére étape consiste a établir la densité de I’ensemble R(L)
dans F' et par suite l'existence de la solution du probléme (2) .

2.2) Théme N

Le deuxiéme théme est consacré a I’étude de ’équation des ondes avec un
terme non local en temps et une dissipation interne. Dans cette partie, on
étudie le comportement asymptotique de la solution d’une équation intégro-
différentielle.

On considére le probléme suivant :

g + g(ug) = Au — fot k(t — s)us(s,z)ds, dans  Qx]0,00[
u =0, sur Y =TI'x]0, 00| (5)
u(0) = o, ut(0) =uy, dans €

ou {2 est un domaine borné de R™ . Ce probléme modélise certains phéno-
menes en viscoélasticité et dans d’autres domaines (voir [16], par exemple).
Dans [1] M. Aassila et M.M Cavalcanti ont étudié le comportement asymp-
totique de la solution via 1’énergie associée au probléme (5), définie par :

B(t) = 3 [ @) + 5 [ Vu(t)|? (©

ot u(t) est la solution faible du probléme (5) telle que :
ue C(Ry; Hy () NC(Ry; L2 () (7)

Ils ont montré que E(t) tend vers 0, lorsque ¢ tend vers 400, pour toute
solution faible u vérifiant (7) sous les hypothéses suivantes :
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1) La dissipation g est une fonction qui vérifie
C1lz| < |g(x)] < Cylz|*, pour tout |z|>1 et (n—2)g>2n,q>2

2) Le noyau est une fonction h : R, — R, bornée, de classe C?, qui
vérifie .
(Al) 1— [h(s)ds=1>0,
0
(A2) H(t) < —nh(t), Yt>0, n>0
Dans ce travail on s’intéresse d’abord au probléme (5) avec comme dissipation
g(uy) = auy sous les mémes hypotheéses que celles de [1]. Nous montrons que
la solution est exponentiellement asymptotiquement stable, pourvu que le
noyau qui apparait dans le terme mémoire vérifie la condition (A2) (ie :
la solution décroit exponentiellement vers zéro lorsque le temps tend vers
I'infini).
Une nouvelle fonctionnelle de Lyapounov V' (t) a été établie et nous mon-

trons que
Et)y<Ce™, t>0 etfB>0

Dans le deuxiéme chapitre , nous considérons le probléme (5) avec comme
terme de dissipation g(u;) = au; et nous améliorons le résultat précédent
en utilisant une fonctionnelle de Lyapounov différente. Nous montrons que la
solution décroit exponentiellement vers zéro quand le temps tend vers I'infini,
dans le cas ou

h'(t) +~h(t) >0 pour tout ¢ > 0.

Nous supposerons seulement que
W (t) +~h(t)| e € LY(0,00)  pour a > 0

Il est clair que la fonction h n’est plus forcément décroissante exponentielle-
ment. Cette fonction peut prendre des valeurs négatives; elle peut osciller.
La disipation interne joue un role important dans la conduite exponentielle
du systeme vers le repos.

Enfin, dans le troisiéme chapitre, nous considérons le probléme (5) sans
Pamortissement faible u; (¢ = 0). Nous montrons que la dissipation faible
produite par le terme intégral seul est suffisante pour conduire exponentiél-
lement le systéme vers le repos.



2.3) Théme N-3

Dans ce théme, nous étudions dans un premier chapitre, le systeme de
Stokes dans le demi espace R’}
Le probléme de Stokes modélise en premiére approximation des écoulements
stationnaires lents de fluides visqueux dans le demi espace R} , n > 2 . En
considérant u le champ de vitesse du fluide et p la pression, on aboutit au
systeme suivant :

—Au+Vp=f dans R?
(9) diva = g dans R7
u=g sur Rv!

Ce probléme a été abondamment étudié lorsqu’il est posé sur un ouvert borné
avec une condition aux limites sur le bord du domaine. Les espaces de So-
bolev classiques fournissent, dans ce cas, un cadre adéquat pour une étude
complete, comme le montre L. Cattaglia dans 'article [14], consacré a ce
sujet. Lorsque le domaine n’est pas borné, les espaces de Sobolev classiques
sont en revanche souvent inadaptés. C’est le cas, par exemple pour un do-
maine extérieur, ’espace tout entier ou le demi espace auquel nous nous
intéressons ici. Dans de telles géométries, I'inégalité de Poincaré, fondamen-
tale pour la résolution du probléme de Stokes dans le cas borné, n’est en effet
plus satisfaite. C’est pourquoi il est nécessaire d’introduire d’autres espaces
fonctionnels pour étudier le probléeme (5).

La méthode utilisée dans ce travail est complétement différente ; elle est
basée sur 'utilisation des espaces de Sobolev avec poids de type

WP (Q)={ueD (Q); VAeN", 0< |\ <m, p* ™ Mo*u e Lr(Q)}
1)

oup>1l,a€eR etp(r)=v1+r2.

Dans le cas ou n = p (appelé cas critique), on doit introduire un poids

logarithmique "plog p"

Ces espaces permettent de donner une description du comportement a I'infini

qui n’est pas possible avec les espaces homogeénes. De plus, ils se sont vrai-

ment montrés adéquats pour la résolution d’une vaste gamme de problémes

elliptiques dans les domaines non bornés : voir A.Kufner [13] pour I’équation

de Laplace dans 'espace tout entier, les domaines extérieurs et sur le demi

espace et V.A Kudratev [12] pour le probléme de Stokes sur tout I’espace et
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dans les domaines extérieurs. Par ailleurs, dans G.P Galdi [6] et V.Girault et
P.A Raviart [9], la théorie des potentiels hydrodynamiques et les fonctions
de Green sont utilisées pour traiter le probléme par une méthode de trans-
formée de Fourier, alors qu’ici nous obtenons les solutions grace au principe
de réflexion. La méthode est constructive et plus facile puisqu’elle donne
une description des espaces de nullité des systémes de Stokes et de I'équa-
tion biharmonique et elle mene a une classe entiere de résultats d’existence,
d’unicité et de régularité.

Dans cette partie, nous montrons que le probléme (S) admet en plus
une formulation bien posée en termes de vorticité et potentiel vecteur. Plus
exactement, nous prouvons que 'utilisation adéquate des espace avec poids
permet de décrire la croissance ou la décroissance de fonctions a des distances
éloignées, et meéne de facon simple a cette formulation, et ceci sans manipuler
des intégrales singuliéres.On utilise les résultats de T.Z Boulmezaoud [2]-[3]
concernant les équations de Laplace, les systémes Rot-div et les équations
de Stokes. Cette partie est composée de cinq sections. Dans la deuxiéme sec-
tion on rappelle quelques définitions et propriétés des éspaces Hy, (div, Ri)
et Hy (rot,Rﬁ) . La section trois est consacrée a certains résultats de base
des potentiels vecteurs. Dans la section quatre , on donnera une premiére
formulation mixte du probléme de Stokes en termes de potentiel vecteurs et
vorticité. Enfin dans la section cing, on donnera une deuxiéme formulation
du probléme de Stokes.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions quelques propriétés de régu-
larité de la solution d’un systéme d’équations de Navier-Stokes dans €2, un
domaine arbitraire de R3. Nous considérons le systéme suivant :

w,—Au+uVu+Vp=f; divu=0 (8)
u,, =0, u0)=mug

Nous énoncerons quelques résultats du probléme linéaire et du cas général.

Nous modifions ’équation de Navier Stokes (8) en remplagant le terme non
linéaire u.Vu par le terme régulier (Jyu).Vu , ou

Jpu = (1 + k;—lAé)l u, keN

signifie 'approximation de Yoshida de u.
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Alors au lieu de 1’équation (8), nous obtenons 1’équation de Navier Stokes
approchée suivante :

{ut—Au+(Jku).Vu+Vp:f; divu=0 ()
u,, =0, u0)=ug

Nous démontrons plus particulierement que chaque solution faible du systéme
approché (9) est une solution réguliere du systéme (8) avec un second membre
légérement modifié ( i.e : f sera remplacé par f + rp ) ou 'erreur r; tend
vers zéro lorsque k — +oo en norme |||, .- . En d’autres termes, apres une
légére modification du second membre, le systéme d’équations de Navier-
Stokes admet une solution réguliere.
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PARTIE B
INEGALITE DIENERGIE

Les résultats de ce théme ont fait I’'objet de deux publications :

1) S. MESLOUB, R. MEZHOUDI and M. MEDJDEN. « A mixed pro-
blem for a parabolic equation of higher order with integral conditions »

Bulletin of the Polish Academy of Sciences Mathematics, Vol.50, N°3,
2002

2) M\.MEDJDEN, S. MESLOUB. On an initial boundary value problem
for a fourth order composite equation with bilaplacian »

Georgian Mathematical Journal. Volume 11, N°2, 2004.
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1) EQUATION PARABOLIQUE D’'ORDRE
SUPERIEUR

1.1) Introduction

Dans cette partie, on étudie un probléme mixte avec condition intégrale
pour une équation parabolique d’ordre supérieur. L’existence et 'unicité de
la solution forte est établie grace aux estimations a priori (dites inégalités
d’énergie) ainsi qu’a la densité de 'image de I'opérateur associé au probléme
donné.

Soit Q7 = Q2 x (0,T) avec T' > 0 et Q = (0,1).

On considére le probléeme :

Lu =+ (1)) Gt = f(,1), (2,0) € Qr, (1)

hu = u(x,0) = ¢(z), 0<z<l, (2)
(P) u(0,t) =0, 0<t<T, (3)

I

[ zFu(z, t)dx =0, 0<t<T, E=0,2m—1, (4)

0

ou la fonction «(t) vérifie les conditions suivantes :
a(t) = co, au(t) <, (5)

ici les constantes cq et ¢; sont positives .

Les fonctions f(x,t) et ¢(z) sont données. Précisément on étudie une
équation parabolique d’ordre supérieur en dimension une avec des conditions
intégrales. Les problemes d’évolution avec conditions intégrales ont été soi-
gneusement étudiés durant les trente derniéres années. L’importance de ce
type de probléme a été mentionné par Samarskii [18] . Le modéle mathéma-
tique avec des conditions non locales a été décrit par Shi and Shilor [21] dans
le contexte de la thermoelasticité.

Plusieurs auteurs se sont intéréssés aux problémes d’évolution avec condi-
tions intégrales; ils ont utilisé la méthode du potentiel (voir par exemple
Cannon [7] — [8] et Kamynin [16]). Ils ont montré I'existence et 1'unicité de
la solution en utilisant des équations intégrales.
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Il y a aussi la méthode de Fourier qui a été utilisée par Ionkin [13]—[15] et
enfin la méthode de I'inégalité d’énergie a été utilisé par Bouziani et Benouar
[5], Bouziani [6], Benouar et Yurchuk [22], Kartynnik [17] et Yurchuk [22].
La méthode dans [22] est nouvelle, auteur a établi 'existence d’une solution
forte du probléme dans des espaces & poids du probléme

u = (afz, hus), = f(2,1), (z,1) € Qr,
u(z,0) = ¢(x), 0<z<l,
u(0,t) =0, 0<t<T,

I
Ju(z,t)de =0 0<t<T,
0

sous certaines conditions sur les données.

L’objectif principal est de montrer 'existence, I'unicité et la dépendance
continue des données du probléme posé. On établit une estimation & priori
pour les solutions du probléme (1) — (4), ensuite on montre que 'image de
lopérateur L = (L, ¢;), correspondant au probléme, est dense. L’opérateur
L est défini de E vers F. L’espace de Banach E contient ’ensemble des
fonctions u(z,t) € L?(Qr) ayant une norme finie

l
lulz = (ST u(w, )" dr, (6)
0

sup
0<7<T

ST est définie par

Tm—1

r X1
STu = // ..... / w1, )dE,,_1dTm_1....dxedxy, M >1
0 0 0

et satisfaisant les conditions (3) et (4); 'espace de Hilbert F' contient I’en-
semble des valeurs des fonctions vectorielles F = (f, ) de norme finie

l

172 = / fPdudt + / (87 ) de. (7)
Q

0

On suppose que la fonction ¢ satisfait les conditions de la forme (3) et (4) :

l

/a:kgo(x)dx =0, k=0,2m—1, (8)
0
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(0) = 0. (9)

1.2) Estimation a priori et ses conséquences

Théoréme 1.1 :
Si u est un élément E et si la fonction o satisfait la condition (5), Alors

lull g < Cl[Lull g (10)

o, C' est une constante positive indépendante de la solution u donnée par

l4m
C = max {22—7”, 1} )
Preuve :

On utilise les notations suivantes :

2m+1u

D(L) = {u € B xS un, S, ST 5y € L2(Q)}

Mu = (=1)"37"u,

on considére le produit scalaire dans L*(Q7), de I'équation (1) et de I'opé-
rateur intégro-différentiel Mu, on Q™ = (0,1) x (0,7) et 0 < 7 < T, on
obtient

(Lu, Mu)regry = (=1)™ (us, S3"u) 12(qr) + (a(t)S3 U,W)mm (11)

En intégrant par parties le membre de droite de (11), et en utlisant les condi-
tions (2) — (4), on obtient

I I
1 1
(—=1)™(ug, 2™ u)12(gry = 5/ u(z, 7))*dr — 5/ (12)
0 0

~om a2m+1u 1 )
(32 u,a(t)W)Lz(QT) =3 a(t)u”(l,t)dt. (13)
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En substituant (12) et (13) dans (11), on trouve

T l
1 1
_/a(t)qf(l t) dt+§/ u(z,7))dr = (Lu, Mu)rzgry +

DO | —

2
0 0

for
(14)

Pour estimer le premier terme de la partie de droite de (14), on a besoin du
lemme suivant :

Lemme 1.2 :
Pour tout m € N*, on a

m, (|2 m—
||%:v UHL?(O,Z) — ||C\ 1uHL2(O,l) . (15)
Preuve :
L’inégalité de Cauchy Schwarz implique que
T !
@rap = | [ortucod| s [ (@0 tuen) de
0 0
Par conséquent,
l ) !
(R UHL2 0,) Sbf £, 1)) df'bfxdx
= ISP ullrag,
Lemme 1.3 :
Pour tout m € N*, on a :
lZm 9
1S uHL2 00 = om HUHL2(0,1) : (16)

Remarque 1.4 :

Les inégalités (15) et (16) ont lieu si, a la place de lintervalle (0,1), on
avait un domaine borné Q dans R™. I suffit de remplacer le nombre | par
mes(Q)  (mesure de Q) dans (15) et (16).
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Par application de 'inégalité de Cauchy Schwarz (16), le premier terme
du membre de droite de (14) peut étre estimé comme suit :

4m 1
(Lu, M) p2gry < Sam i /(%?ufdxdt—l— 3 /(Eu)dedt. (17)
QT QT

En substituant (17) dans (14) et en utilisant (5), on obtient :

T l
Co [w*(l, t)dt + [(STu(x,7))*dx

0 0 (18)
<Oy
QT

l
[ (Lu)?dzdt + [ (STu)?dzdt + [ (%?gp)?dx]
Q" 0
ou
Ch = max {1,1*" /2>

Pour éliminer le second terme dans le membre de droite de (18), on utilise le
lemme suivant

Lemme 1.5 :
Supposons que les fonctions f;(1) (i = 1,2,3) ne sont pas négatives sur
(0,7), fi(1) et fa(T) sont des fonctions intégrables, et f3(T) est non
décroissante sur (0,T). Alors de l'inégalité

Srfi+ fo(1) < f3(1) + €S2 fo,

on en déduit
S, f1 + fo() <exp(er) - f3(7),

ou

Sfi= [fde (i=1.2)
0

La preuve de ce lemme est similaire & celle du Lemme 7.1 dans [6].
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Si maintenant, on supprime le premier terme dans le membre de gauche de
I'inégalité (18) et en utilisant le lemme (1.5), on obtient :

l l
/ (S™u(z, 7))2dx < CpeCT / (Lu)2dzdt + / Smo)dz | . (19)
0 Q 0

Le membre de droite de (19) ne dépend pas de 7, et en remplagant le membre
de gauche par sa borne supérieure par rapport a 7 de 0 a 7', on obtient alors
(10), ot C' = (Cpe®T) 2

Soit L la fermeture de I'opérateur L, et D(L) son domaine de définition.

Proposition 1.6 :

L’opérateur L de l’espace E vers F' admet une fermeture.
Preuve :
Pour la preuve il suffit de voir [2].
Puisque les points du graphe de 'opérateur L sont limites de suites de points
du graphe de l'opérateur L, on peut généraliser (10) et 'appliquer aux solu-
tions fortes par passage a la limite.

Corollaire 1.7 :

Sous les conditions (5), il existe une constante positive c, indépendante de la
solution u, telle que :

|lull, < C HquF Yu € D(L). (20)

R(L) et R(L) désignent I’ensemble des valeurs prises par L et L, respective-
ment. L’inégalité (20) implique le corollaire suivant :

Corollaire 1.8 :

L’image R(L) est fermée dans l'espace F, R(L) = R(L) et o= L1, ou
L= est l'extension de L™ par continuité de R(L) vers R(L).

Définition 1.9 :
La solution de [’équation opérationnelle

Lu=F

est appelée solution forte du probléme (1) — (4).
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1.3) Existence et unicité

Théoréme 1.10 :
Si les conditions du Théoréme 1.1 sont satisfaites, alors, pour tout F =
(f, ) € F, il existe une unique solution forte u € E

w=L 'F=L1F du probléme (1) — (4).

Preuve :

D’apres le corollaire 1.7, on sait que, si une solution forte du probléme (1)—(4)
existe, elle est unique et elle dépend continuement de F. Et du corollaire 1.8,
on en déduit que pour montrer que le probléme (1) — (4) admet une solution
forte pour un élément arbitraire F = (f, ¢) € F, il suffit de montrer ’égalité
R(L) = F. Pour cela , on a besoin du résultat suivant :

Lemme 1.11 :

Supposons que les conditions du Théoréme 1.1 soient vérifiées, et soit Do(L)
lensemble des fonctions u € D(L) qui s’annulent sur un voisinage de t = 0.
Si pour g € L%(Q) on a pour tout u € Do(L),

(Euag)LQ(Q) = 07 (21)

alors la fonction g s’annule presque partout dans ().

Preuve :

Supposons que (21) est vérifiée pour tout u € Dy(L). On peut alors exprimer
(21) sous une autre forme . Premiérement, définissons la fonction ¢ par la
formule

o(z,t) = /g(x,s)ds (22)

et considérons 9(32™u) /0t la solution de 1'équation

T
alt) (32™u), - / 0 (S2)ods = (. 1) (23)
t
Soit .
2m
Q2my, — sf(\sm w), dt s<t<T (24)
0<t<s
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De (22) et (23), nous obtenons la relation suivante
g(x,t) = —(a(t)I2™uy); — 2y, (25)
On a le résultat suivant :

Lemme 1.12 :

Supposons que les conditions du lemme précedent soient vérifiées.

Alors les dérivées par rapport & t jusqu’au second ordre de la fonction 7™ u
définie par (23) et (24) appartiennent a L*(Qs), ot Qs = (0,1) x (S,T).
Preuve :

En vertu de l'inégalité (16) et des conditions (5), on déduit que ;3™ u,
€ LA(Q.).

Il nous reste a prouver que ()32 uy; € L2(Qy).

Pour ceci, on utilise les opérateurs t-médians (dites opérateurs de régularisa-
tion) p. de la forme

1T
s—t
—- d
(p.h 5/cu h(z, s)ds,
0

+oo

otw € CP(0,T), w(t) >0, et [ w(t)dt=1.

(\2m

Appliquons les opérateurs p_ et 0/0t a 'équation (23), on obtient

at) 5083y = —ap. S uy + 500
+ 2 [ape(“imu - psag2mut] (26)
—Epsfasgimusds
t
De (26), on en déduit que :
0 , Cx 2
HOé(t)E[)E\S ut”LQ Q) = 4Hatpg¢HL2 +4||atp5 ut||L2(Q)
2
+4 %paf%%imusds (27)
L2(Q)

(\2m x2m

+||6t QPS5 Ut — PSS, Ut Hiﬁ(Q)
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En tenant compte des conditions (5), du Lemme 1.3 et en utilisant les pro-
priétés de p, introduites dans [11], I'inégalité (27) permet d’écrire

2

o) oo S| <k {HutHia(Q) +| 2o, } ,
L2(Q) L2(Q)
ou
k = max (201 oam )
Comme p_h — h dans L?*(Q), et la norme de «(t )6@ u; dans L?(Q) est

e—0
bornée, on conclut que a(t)gp. 32 u, € L*(Q). Ceci achéve la preuve du
Lemmel.12.

Pour terminer la preuve du lemme 1.11, on remplace g(z,t) dans (21) par sa
représentation (25), On a

— (uy, (a%?!”ut)t)p(@) — (u, at%‘i’"w)m(@ +
H(=1)mH (a5, (aS2mu), )
H(=1)™ (0t Sy

=0

L*(Q) (28)
L2(Q)

En intégrant par parties chaque terme de (28) on trouve

l

m

— (e, (Oé%gmut)t)[,z = fa My (z, 8))*dx
iy (29)
—l—( D fozt(% ug)*dxdt
QS
et
- (ut,at%imut)p(@) = (-1t /at(%zlutfdxdt (30)
Qs
d’ou

_1\m+1 92mtly, c2m _
( ]') ( Bm2m+17<a‘yx Ut)t>L2(Q) - ( ) f
= (=)™ | aoyuzudrdt
o (31)

T
+(—§) fa2u2
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m+1 82m+1u oa2m m—+1
(—1) o, 3wy =(-1) aouupdrdt. (32)
Oz L2(Q)

Qs
En combinant les équalités (28) — (32), on trouve
I T
/a(s)(%;”ut(x,s))de+/o¢2u?(l,t)dt = 3/at(%?ut)2dxdt. (33)
0 s Qs

En éliminant le second terme dans le membre de gauche de 1'égalité (33), et
en utilisant les conditions (5), on obtient :

l
/ Qe s)do < [(Q7udadt. (34)
0 Qs

Si on note le terme "

alors on a

intégral" dans le membre de droite de (34) par ((s),

< 25(s),

ds Co

et par conséquent,

d

- (3(5)6%5) <o0. (35)

En intégrant 'inégalité (35) sur Uintervalle (s,T’) et en tenant compte
que S(T) = 0, on obtient I'inégalité
g (S)B%s <0,

a partir de laquelle, nous déduisons que g = 0 presque partout sur Qr_s.
En procédant de la méme maniére un nombre fini de fois, on montre que
g = 0 presque partout sur (). Ce qui achéve la preuve du lemmel.11.

Pour terminer la preuve du Théoréme 1.10, on suppose que pour un élément
G = (g,90) € R(L)*, telle que

(Lu, 9)r2(q) + (ShHu, 7' go) 20, = 0 (36)
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alors on doit avoir G = 0. Si on pose u € Dy(L) dans (36), nous avons

(E'LL, g)LZ(Q) =0, u e D(L) (37)

En appliquant le Lemme 1.11 & (37), nous déduisons que g = 0. Donc (36)
prend la forme

(S lu, S5 go)r2(00) = 0 u € D(L). (38)

T

Mais, puisque l'image de 'opérateur trace ¢ est dense dans un espace de
Hilbert ayant pour norme

. 1/2

alors on en déduit que go = 0. Et par conséquent G = 0, et le Théoréme
1.10 s’en déduit.
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2) PROBLEME AUX LIMITES POUR UNE
EQUATION D’ORDRE QUATRE AVEC LE
BILAPLACIEN

2.1) Introduction

Dans cette partie, on considére un probléme aux limites pour une équation
d’ordre quatre en temps avec le bilaplacien. Nous démontrons I’existence et
I"unicité d’une solution généralisée. Les démonstrations sont essentiellement
basées sur les inégalités d’énergie pour 'opérateur correspondant au probleme
traité.

Soit 2 un domaine borné de R" avec une frontiére suffisamment réguliére
' = 09Q. Nous désignerons par x = (x1,2s,...,7,) le point générique de
I’espace euclidien R".

Dans le cylindre,
Qr =02 x(0,7)

nous considérons 1’équation aux dérivées partielles d’ordre quatre suivante :

o*u
Eu:w—AQu:f(m,t), (1)

ou A est 'opérateur de Laplace.
L’équation (1) est complétée par les conditions initiales,

u(x,0) =0

u(z,0) =0 (2)

Utt(ﬂ?, 0) =0
la condition finale,

u(z,T) =0, (3)
et les conditions aux limites

ou
uls 7 s =0, (4)
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ou S =0 x (0,T) désigne la surface latérale du cylindre Qr, et v est le
vecteur normal extérieur unité.

Remarque 2.1 :

La répartition des conditions aux limites correspond bien a la théorie gé-
nérale des probléemes auxr limites pour les équations aux dérivées partiélle.
En effet, une condition est donnée sur toute la frontiére du domaine Qr, et
les autres conditions sont celles associées a l'opérateur hyperbolique implicite
dans U'équation (1) , car l’équation (1) peut étre écrite sous la forme :

02 02
Lu = (@_A) (@—i—A)u:f(x,t).

L’équation (1) est d'un type non classique, elle peut étre vue comme une
équation de type composite, puisque c’est une combinaison d'un opérateur
hyperbolique et d’un opérateur elliptique. Elle est trés proche des équations
de type composite qui ont été introduites par Hadamard [12]. Des problémes
de ce type d’équation composés avec 'opérateur de Laplace en deux dimen-
sions ont été étudiés dans Hadamard [12]. D’autres auteurs comme Sjostrand
([19] et [20]) , Eskin [10], Berkin [4] ont étudié, a I’aide d’autres méthodes, des
équations de ce type dans des ensembles ouverts avec des géométries simples
( rectangle, carré, disque,....) dans R?. Notre travail est un prolongement de
celui de Benouar ([1] - [2]), ou 'auteur a étudié un probléme aux limites pour
une classe d’équations de type composite avec une caractéristique réelle dans
un domaine borné dans R", pour n’importe quelle géométrie avec un bord
régulier par morceaux.

Motivés par les considérations précédentes, nous utilisons dans ce travail,
une méthode d’analyse fonctionnelle basée sur des inégalités d’énergie du
probléme direct et de son dual, selon un schéma proposé par Dezin [9]. Nous
démontrons l'existence et 1'unicité de la solution généralisée du probleme
(1) — (4), dans le domaine borné Q7 . En paralléle avec le probléme (1) — (4)
nous considérons son probléme dual. Nous notons par L£* I'opérateur dual
formel de l'opérateur £, pour le produit scalaire de Ly(Q7) par la relation

(Lu, )00, = (u, L) 0, POUr tout u et v € 03’4(QT), (5)

ol (., .)o.0r est le produit scalaire dans Ly(Qr), et Cy™*(Qr) est le sous espace
de C**(Q7) qui satisfait les conditions (2) — (4).
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Pour cela nous consideérons 1’équation

* 84U 2
Ev:w—Av:g(a:,t), sur Qr. (6)

Le probléme dual consiste a résoudre 1’équation (6) dans le cylindre @7, pour
la fonction v, qui satisfait la condition initiale

v(z,0) =0, (7)
et les conditions finales
v(x,T) =v(x,T) = vy(z,T) =0, (8)
et les conditions aux limites
ov
= |o =0. 9
v |s By |S ( )

Nous remarquons que le probléme (1) — (4) est autoadjoint. Pour cela il
suffit d’obtenir une estimation & priori pour la solution du probléme direct
(1) — (4), & partir de laquelle se déduit immédiatement I’existence et 'unicité
de la solution .
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2.2) FEspaces Fonctionnels associés

On note par D(L) = Hé ’4(QT), le domaine de définition de 'opérateur L,
qui est un sous espace de l'espace de Sobolev H**(Qr), formé des fonctions
u € H¥(Qr) qui satisfont les conditions (2) et (4). On note aussi D(L*) le
domaine de définition de I'opérateur L£* par

D(L*) = Hy"(Qr)
ie : les éléments v € H**(Qr), qui satisfont les conditions (7) — (9).

On désigne par E la fermeture de I’ensemble C’é *(Qr) pour la norme

2 2 2 2 2
[ulle = llunz, Dlloq, + [1Aul, )., + lule, T)loq + lluz, T)loq -

Soit Ejy le sous espace de F/, dont les éléments satisfont les conditions

ulog, =0
@| —0 (10)
0y s

ou QT désigne la partie supérieure du cylindre. et 0Qr = SUQ U QT.

Soit F' 'espace dual de E pour la forme bilinéaire canonique

L u,v>, pouru € F, et ve Ey,

qui est le prolongement par continuité de la forme bilinéaire (u, U)OQ, ol
u € Ly(Qr) et v e Ep.

Définition 2.2 :
La solution du probléme (1)—(4) sera considérée comme la solution de l’équa-
tion opérationnelle,

Lu=f ,ue DL). (11)

et la solution du probléme (6) — (9) sera considérée comme la solution de
[’équation opérationnelle.

Lv=yg ,veDL. (12)
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Pour résoudre 1’équation (11) pour tout f € F, on utilise la méthode
classique (voir [8] ), qui consiste & construire une extension L de l'opéra-
teur £, dont I'image R(L) coincide avec l’espace F, ie : L est surjective, et
par conséquent inversible. Pour cela, on considére 'application définie sur
H{*(Qr) comme suit :

v — D(u,v) = (u, L v)p g, pour tout v € D(L"). (13)

Une fonction u € Hy*(Qr), sera alors considérée comme un élément de
cette extension, qui est dans D(L) si I'application (13) est une fonctionnelle
linéaire continue sur 1'espace Hy*(Qr), qui est dense dans I'espace Ey muni
de la topologie induite de F, i.e. pour la norme usuelle de ’espace E. Par
conséquent la fonctionnelle ®(u,v) admet un prolongement continu, notée
par le méme symbole sur tout 'espace E. D’aprés le Théoreme de Riesz sur
la représentation des fonctionnelles linéaires dans les espaces de Hilbert, il
existe un élément unique noté Lu € F tel que

O (u,v) =< Lu,v > pour tout u € D(L) et tout v € Ey.

Nous définissons la norme de Lu dans I’ par la formule :

|[®(u, v)|

[Lullp = sup
g 0]l 2

Ve HAA(Qr)

Par analogie avec la forme bilinéaire
U(u,v) = (Lu,v)og, pourtout u e D(L), (14)

nous construisons le prolongement L* de 'opérateur L*. Une fonction v de
Ey sera considérée comme un élément de D(L*) si lapplication u —
W(u,v) est une fonctionnelle linéaire continue sur Hy*(Qr) qui est dense
dans FEjy. Par conséquent la fonctionnelle ¥(u,v) admet un prolongement
continu sur Ej tout entier. Par la suite, il existe un unique élément L*v € F
tel que :

U(u,v) =< u, L*v > pour tout v € D(L") et tout u € E . (15)

Il est évident que les opérateurs L et L* ainsi construits sont des prolonge-
ments de £ et L* respectivement.
La solution de I’équation opérationnelle
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Lu = f, (16)

est appelée solution généralisée du probléeme (1)—(4), et la solution de I’équa-
tion opérationnelle
L*v =g, (17)

est appelée solution généralisée du probléme dual (6) — (9).
2.3) Inégalités d’énergie

La résolution des problémes (1) — (4) et (6) — (9) sous la formulation
faible est basée sur des estimations a priori ou bien des inégalités d’énergie
pour les opérateurs L et L*.

Théoréme 2.3 :
Lorsque la solution du probléme (1) — (4) existe, elle satisfait les estimations
a priori
lullg < ClLullp  VYue D(L), (18)
ol < C*IL*0|, Vv e D(LY), (19)

o, C' et C* sont des constantes positives indépendantes de u et v respecti-
vement.

Preuve :

On commence par établir I'estimation (18) pour des fonctions v € D(L),
i.e : des fonctions suffisamment réguliéres. Dans ce cas, on obtient la forme
bilinéaire & partir de

O(u,v) = (Lu,v)o,gr, Yu € D(L). (197
Il n’y a pas de méthode générale pour construire ’opérateur de multiplication

Nu, Popérateur qui nous permet d’obtenir 'inégalité d’énergie (18).
Dans ’égalité (19') on pose

Nu:v(x,t):(t—T)%—u. (20)

Nous écrivons ®(u,v) sous une forme plus simple. Utilisons les conditions
(2) — (4), et le fait que le poids (t — T') dégénere sur QT ensuite avec I'aide
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des intégrations par parties, on évalue chaque intégrale composant ®(u,v).
On obtient

ou
T_
(Lu( )at)OQ (Lu,u)g g
Oy Ou du
=2 [(t-T —2 [(t=T)Au=
QfT(t )5t g dwdt f (t udwdt (21)
4
-2 f g4udxdt—|—2 f A?u.udxdt

QT

Evaluons les intégrales du membre de droite de (21) on trouve :

2
93u Ou

84u du 0%u

QT T T

-2 [(t- T)A%g—udacdt

:—2fdiv{ )VAua—}dxdt—{—th— VAuVa dxdt

Or 0 ot
. ou Ju
:2fmu@—jmuv& Mﬁ—2ft— )Au. A dudt (23)
= — f T)(Au)?| dzedt + [ |Au| dxdt.
Qr
= ]Au\ dxdt.
Qr
Ou Pu du
o [ 2Y —o [ 22 24
T 4ud:cdt 55 D dxdt, (24)
Qr Qr
Q/Azu.udmdt: 2/|Au|2dxdt. (25)
Qr
En combinant les égalités (22) — (25) et (21), nous déduisons que :
82'& 2 2
2 (Lu, Nu)y g, = Tl dxdt +3 [ |Aul|” dxdt. (26)

Qr

Et en appliquant l'inégalité de Cauchy au membre de gauche de (26), on
obtient
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B
2(£u(t—7§—g> —2(Lu,u)y g,
oull? %/ o (27)
<[] ze,+ @ e,
07QT
Il est évident que
lu(, Dllog < lullg o, + w0, (28)

Remarquons que (28) est aussi vérifiée pour w(.,T")

1 2 1 2 1 2
Sl Dl < 5 lally g, + 5 Nuall o (29)

En combinant (26)-(28), on obtient

2 2 2 2
1A} g + llually g + s DI + e T
2 2 2
<A (Il g + lwlly g, + €0l g, )
ou
A =2max(1 + 77, 2).

On éliminera les deux premiers termes de droite dans (30) en utilisant le
lemme suivant.

Lemme 2.4( Lemme de Gronwall) :
Si hi(t), i = 1,2,3 sont des fonctions non négatives sur l'intervalle [0,T],
hi(t) et ho(t) sont intégrables et hs(t) est non décroissante , telles que :

/hl(t)dt + ha(t) < hs(t) + O/h2(t)dt,

alors,
.

/m@ﬁ+@@gémﬂy

Pour la preuve de ce lemme Voir ( [7] ).
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Pour terminer la démontration du Théoréme 3.1, appliquons le lemme 3.2
pour aboutir a :

2 2 2 2 2
Julf, = 180l g, + el o, + - ) + e T
< CllEulfq, < O 1Lul;

ot C' = VM2,

2.4) Résolution du probleme

Théoréme 2.5 :

Pour toute fonction f € F (resp. g € F) il existe une et une seule solution
du probléeme (1) — (4) (respectivement (6) — (9).
Preuve :
L’inégalité (18) assure 'unicité de la solution faible du probléme (1) — (4),
puisque le probléeme homogene associé admet seulement la solution triviale.
Elle assure aussi la fermeture dans F' de I’ensemble image R(L) de I'opérateur
L. Montrons ceci. En effet, soit { f;}, une suite "fondamentale " dans F' telle
que fr € R(L) . Donc a toute fonction fj correspond une solution uy, € D(L)
de I’équation

Luj = fr, k€ IN.

De I'inégalité (18), on en déduit que la suite {uy}, satisfait a

”um - unHE <c HL(um - un)HF
= c||Lum — Luy|| »

= |[fm = fo)ll ¢

< ce

Donc {uy}, est une suite de Cauchy dans E. et comme E est fermé , la
suite {uy}, converge vers un élément u € E. D’autre part, pour tout k €
N la fonctionnelle v — ®(uy,v) est continue dans F' . Ce qui implique
la continuité dans F' de la fonctionnelle v —— ®(u, v), qui permet de définir
I’élément f par

Lu= f (f= Lim fy)

k— 400

Alors f € R(L), et donc R(L) est fermé dans F. Pour terminer la dé-
monstration du Théoréme 4.1, il reste & montrer la densité de ’ensemble des
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éléments Lu dans F) lorsque u parcourt D(L). En effet , soit v € D(L*) tel
que
< Lu,v >=0,Yu € D(L)

Or pour v € D(L) et v e D(L*), on a, a partir de (5)
(u, Lv)o.gr =0

Donc 'inégalité (19) implique que v = 0 dans Ly(Q7) et aussi dans F lorsque
u parcourt ’ensemble D(L). Ainsi nous obtenons la densité de I’ensemble des
éléments Lu dans F. La preuve de la seconde partie du Théoréme pour le
probléme dual (6) — (9) est faite de la méme maniére.
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PARTIE C
COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

Les résultats de ce théme ont été soumis & la revue « Journal of Applied
Mathematics and Computation :

1) M. MEDJDEN, N. TATAR. « On the Wave Equation with a Temporal
Non-local term and a Weak internal Dissipation »

2) M.MEDJDEN, N. TATAR. « Asymptotic Behavior for a Viscoelastic
Problem with not necessarily decreasing kernel » to appear in « Applied
Mathematical and Computation »
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1) EQUATION DES ONDES AVEC UN TERME
NON AL EN TEMPS ET UNE DISSI-
PETI(%TQC > v 55

INTERNE FAIBLE

1.1) Introduction

Dans ce travail on s’intéresse a I’étude du comportement asymptotique
d’une équation intégro-différentielle. On montrera que 1’énergie du systéme
décroit exponentiellement vers zéro, quand le temps tend vers l'infini, en
présence d’une dissipation linéaire, pourvu que le noyau dans le terme mé-
moire est aussi exponentiellement décroissant. De nouvelles hypothéses seront
considérées.

Nous considérerons le probléme de ’équation des ondes suivante avec un
terme non local en temps et une dissipation interne faible.

¢
U + up = Au— [ h(t — s)Au(s)ds, dans QxR

0
u =0, sur I'x Ry (1)
U((E, O) - Ug(fl?), Ut(IB, 0) = ul(x)a dans €

ou {2 est un domaine borné dansR" de frontiére réguliere I' = 0. Les fonc-
tions ug(x) et uy(z) sont des données initiales et la fonction de relaxation
h(t) sera fixée plus loin.

Ce probléme modélise certains phénomenes en viscoélasticité, (voir [15] —
[3] pour la discussion de l'origine de ces modeles). Des problémes similaires
et aussi des versions non linéaires ont été discutés par plusieurs auteurs (voir
1], [2], [3], [5], [15], [16]). Pour des problémes similaires avec des noyaux
singuliers intégrables et non intégrables, le lecteur pourra aussi consulter
4], 6], [7], 8], [9], [10], [13], [14]. Dans [1], le probléme a été considéré
sur un domaine étoilé avec une dissipation non linéaire g(u;). D’autre part,
le taux de convergence vers zéro n’a pas été trouvé. Dans tous ces travaux
I’hypotheése suivante sur le terme noyau
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h(t) < —nh(t), Vt >0

a été imposée.

Dans ce travail on donnera un taux de convergence explicite pour la so-
lution du probléme (1). C’est I'objectif de ce chapitre. On montrera que la
solution est exponentiellement asymptotiquement stable pourvu que le noyau
qui apparait dans le terme mémoire soit aussi exponentiellement décroissant
vers zéro. De plus, nous remplacons 'hypotheése ci-dessus qui est fréquem-
ment utilisée par les conditions

W (t) <0 eteh(t) € L*0,00), pour un certain o > 0.

Aucune autre condition sur la dérivée de h(t) n’a été supposée. Notre
méthode a deux avantages : Elle est simple (aucune machinerie lourde n’est
nécessaire) et ¢a couvre un certain nombre de noyaux qui n’ont pas été traités
précédemment (par exemple les noyaux constants sur des sous-intervalles).
A cette fin, une nouvelle fonctionnelle de type Lyapounov a été établie. En
effet, nous modifierons ’énergie associée au systéme en ajoutant un terme
convenablement choisi, ce qui nous permet d’éliminer certains termes indési-
rables.

Pour le probléme de 'existence, I'unicité et la régularité, le lecteur peut
consulter les travaux susmentionnés et aussi [12]. Il existe une solution unique
qui est suffisamment réguliere pour justifier nos calculs. L’hypotheése faite sur
le terme noyau h(t) n’est pas nécessaire pour montrer l'existence, 1'unicité
ou la dépendance continue. Dans cette partie on se concentre seulement sur
la question du comportement asymptotique.
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1.2) Comportement asymptotique

Dans cette section, nous présentons et nous démontrons nos résultats.
Premiérement nous supposons que le noyau ii(t) est une fonction de C*(R,, R, )
qui satisfait & :

(A1) (t) 0 pour tout teR,,
(A2) — [h(s)ds =1>0,
0
(A3) e“h(t) € L'(Ry) pour  « > 0.

Ensuite , on définit énergie classique associée a (1) par :

/ |ut|2 + |Vu|2) dx
Q

l\DI»—t

Théoréme 1.1 :
Si les hypothéses (A1) —(A3) sont satisfaites, alors I’énergie de (1) décroit de
fagon exponentielle vers zéro, c’est a dire, il existe deux constantes positives
C et >0 telles que

E(t) < Ce P t>0.

Preuve :

La différentiation de E(t) par rapport a la variable ¢ donne

= —/\Ut!2d:c+/Vut/th(t—S)VU(S)defE- (2)

(hOVu)( //h (t — s) |Vu(t) — Vu(s)|* dsdz,

0

Posons,
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il est facile de voir que

%di(hmw) _ —fVutfh (t — 8)Vu(s)dsda + = (h OVu)(t)

1d

M{(Ih )fqul da:}——h f|Vu| da.

Alors, définissons

e(t) = %/\utlzdaﬂ—l—% (1/h(s)ds) /]Vu|2dx+%(hDVu)(t),

De (2) et (3) on obtient,

(3)

¢ (1) = —/!ut|2dx— %h(t)/|Vu\2da:+%(h/DVu)(t). (@)

Q

Remarquons que de 'hypothése (A1) on a

De plus, de la définition de e(t) et (hROVu)(t) et de 'hypotheése (A2), il existe
une constante M > 0
telle que

E(t) < Me(t),  t>0. (5)

Ensuite, on introduit les deux fonctionnelles

O(t) = / wudz

Q

://Hat—s Vu(s)? dsde

et
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ou
+oo

Ho(t) = e~ / h(s)e*ds

et « est défini comme dans (A3).
En utilisant I’équation (1) de notre probléme, nous obtenons

4o (t)
Cdt

t
= [|w > dz — [wudr — [ |Vul>dz + [ Vu [ h(t — s)Vu(s)dsdz.
Q Q 0 Q 0

= f\ut|2 dzr + [ uudz
Q Q

Il est clair que,

l\DIr—t

fVujh(t—s)Vu Ydsdr < = [|Vul* do + = f(fht—sVu()d)de

f] ul? da:—i——fht—sdsffht—s ) |Vu(s)|? dsdx
29
¢
1f|Vu| d:v—l—l—ffht—s ) [Vu(s)| dsda.
Q 2 a0

\)

Par conséquent,

de(t) < [ |u)?dz — [wudr — [ |Vul? dx
Q Q

]t . (6)
({’ ul* dz + 1Tls{bfh(t — ) |Vu(s)| dsdz.

l\DIP—‘&.

En dérivant la fonctionnelle W(t) par rapport a t et en utilisant la formule
de Leibnitz, on trouve,

d\z—f) _ +/Ooh(s)efws /|vu|2d:c—//th(t—s)\vu(s>\2dsdx—a\y(t).

(7)

On introduit maintenant la fonctionnelle
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V(t) =e(t) +eP(t) + n¥(t)

avec 0 <e <letn>0.
Des relations ci-dessus (4), (6) et (7) on vérifie que

Vi) = € (t) +e@(1) + 0¥ (1)
< — [ de — = (t)f|Vu| de + = (h OVu)( +€f|ut| dx
c(1—1)

[\]

ffh (t — s) |Vu(s)|]? dsdx

—¢ [wudr — ¢ [ |Vaul® dx+§f|Vu| dx +
Q Q QO

+1n (J;fooh(s)eo‘sds> ({ \Vu|? do — ng{ 6; h(t — ) |Vu(s)|* dsdz — an¥(t)

v’ t)g—(l—e)({|ut|2dx— E (f h(s O‘Sds) [ Vul* do
(

t)—(n (1_l>§£0ftht—s \Vu(s)|* dsd.
(8)

Si on choisit a tel que
+oo

1
h O[Sd -
/ (s)e S <17
0

alors, on peut choisir 7 tel que

+o00o -1

1-1
o 5 )<7]<g /h(s)easds

0

t
Par conséquent, les coefficients de [ |Vu|®dz et [ [h(t — s) |Vu(s)|* dsdx
0 Q0

dans (8) sont négatifs. Ajoutons et soustrayons le terme u(hCVu)(t) au
membre de droite de (8), ensuite utilisons ’estimation
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t

(hOVu)(t) = g{ bf h(t — s) |[Vu(t) — Vu(s)|? dsdz
<201 —1) [ |Vul|*dx + 2ff“h(t — ) |Vu(s)|* dsda

on trouve

3

V'(t) < - [5 — ( [ h(s wds) —2(1 —l)u] ({\Vufdx
—(1—¢) [ w|* dv — c®(t) — an¥(t) — p(hOVu)(t)

- (77— 8(12_” —2u> g{jh (t — s)|Vu(s)|” dsdz.

Finalement, nous choisissons p suffisamment petite telle que le coefficient
entre crochet soit positif. Par conséquent, il existe une constante positive
£ > 0 telle que

On en déduit que
V(t) <V(0)e ™, t>0.

De la définition de V (t) et de e(t) , on conclut 'assertion du Théoréme
1.1. La preuve est ainsi achevée.
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2) COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE POUR

UN PROBLEME DE VISCOELASTICITE AVEC
UN NOYAU PAS NECESSAIREMENT
DECROISSANT

Dans ce chapitre nous considérons un probléme qui modélise un phéno-
meéne en viscoélasticité. Nous démontrons une décroissance exponentielle des
solutions sous des hypothéses plus faibles que celles fréquemment utilisées
dans la littérature. En particulier, les noyaux que nous considérons ici ne
sont pas nécéssairement exponentiellement décroissants ni méme décroissant
vers zéro comme ils étaient avant. Les résultats présents améliorent aussi
notre travail précédent ainsi que ceux d’autres auteurs.

2.1) Introduction

On considére le probléme suivant :

t
uy + auy = Au— [ h(t — s)Au(s)ds, dans O x R,
‘ (1)

u =0, sur I' x R
U(I’,O) :Uo(l'), Ut(l’,O) :U1($), dans (2

ou () est un domaine borné dans R" & frontiere I' = 002 réguliére. Les
fonctions wug(z) et up(z) sont des données initiales, a est une constante non-
négative et la fonction de relaxation h(t) sera précisée par la suite.

Ce genre de probléme apparait naturellemnet en viscoelasticité et dans
d’autres domaines d’application (voir [16] par exemple). Le terme intégral
exprime le fait que les contraintes dépendent & tout moment, non seulement
de la valeur instantanée, mais de toute I’histoire passée des contraintes que le
matériau a subies. Ce probléme linéaire et quelques versions non linéaires de
ce probléme ont été étudiés par plusieurs auteurs, voir [5], [16], [2], [3], [17], [1],
et aussi les références [16] [3] (pour des profils). Le lecteur pourra consulter
les références [9], [14], [4], [6], [7], [8], [15], [11], pour des problémes
similaires avec des noyaux singuliers intégrables et non intégrables.

Il a été montré que ces problémes sont bien posés; des résultats de régu-
larité et comportement asymptotique ont été démontrés. Les taux de conver-
gence ont été trouvés; plus précisement , il a été démontré que les solutions
décroissent vers zéro exponentiellement (polynomialement) si les noyaux h
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étaient aussi a décroissance exponentielle ( polynomiale) vers zéro (méme
quand a = 0 ). Cependant, dans tous les travaux précédents, on supposait la
condition suivante sur le noyau ( non négatif) :

W (t) < —~h(t), Vi >0

pour un certain y > 0.

Dans [10], les auteurs ont démontré un résultat de décroissance exponen-
tielle quand le temps tend vers l'infini. Ils ont remplacé cette condition par
K (t) <0 et e®h(t) € L'(0,00) pour un certain a > 0. Aucune autre condi-
tion sur A'(t) n’a été faite. Le résultat a été obtenu a I'aide d’une nouvelle
fonctionnelle de type Lyapounov.

Dans cette étude, nous améliorons ce résultat, en utilisant une fonction-
nelle différente et des estimations différentes. Nous montrons que les solutions
décroissent exponentiellement vers zéro quand le temps tend vers I'infini dans
le cas

K (t) +~h(t) >0 pour tout t > 0

et
[h/ (t) + vh(t)] e € L'(0,00)  pour un certain a > 0.

Il est clair par conséquent que nous permettons a b’ (t) de prendre des valeurs
positives c’est a dire que notre noyau h(t) peut osciller. La dissipation interne
présente dans 1’équation joue un role important dans la conduite exponen-
tielle du systéme vers le repos.

Cependant cet amortissement n’est pas nécessaire. En effet, dans notre
second résultat, nous montrons que la dissipation faible produite par le terme
mémoire seul est suffisante pour stabiliser exponentiellement le systéme. Ceci
est rendu possible par les nouvelles fonctionnelles que nous introduisons. Nous
présentons ces deux résultats ici pour des raisons de comparaison et afin
d’avoir une idée sur le prix payé lorsqu’on supprime la dissipation interne.

Pour les questions d’existence et de régularité, nous renvoyons le lecteur
aux résultats mentionnés précédemment et a [13]. En particulier nous avons
le résultat suivant :
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Théoréme2.1 :
On suppose que h est une fonction continue et (ug,u;) € H}(Q) x L*(Q).
Alors il eziste une solution unique du probléme (1) telle que :

u € L0, 00; Hy(Q)), us € L°(0,00; L*(2)), uy € L*(0, 00; L*(€2)).

En fait on peut avoir plus de régularité en remplagant le terme au, par
g (us), ot g est une fonction de classe C! et que les données initiales sont
dans H2(Q2) N HL(Q) x HY(Q).

L’hypothése sur h(t) que nous avons remplacé n’est pas nécessaire pour
la démonstration de 'existence et de la dépendance continue par rapport
aux données. Dans la section suivante nous considérons le cas a > 0. Nous
préparons certains outils nécessaires pour la démonstration de notre premier
résultat et ensuite nous formulons et prouvons notre premier Théoréme.

La section 3 concerne un résultat sans ’amortissement interne - c’est a
dire le cas a = 0.

2.2) Comportement asymptotique

Dans cette section nous présentons et nous démontrons nos résultats.
"Sans perdre de généralité", nous supposons que a = 1. Nous supposons que
le noyau h(t) est une fonction de C*(R,,Ry) qui satisfait aux hypotheses
suivantes :

—3

(A1) [ h(s)ds <1
(A2) R'(t)+~h(t) >0 et e [h'(t) +yh(t)] € LY(R:) pour a,v > 0.

~Oo

Nous notons par [, [, l,, I, et h les expressions suivantes.
i(t) = (t) +7h(t)
[ 1(s)ds
ot
(t) )
la(s)ds

h(s)ds

S~
S
I

>
I

S
Il
o ge—8 % OH
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Ensuite , nous définissons 1'énergie classique associée a (1) par :

E(t) = %/ (|Ut|2 + |Vu|2) dx

Q

Par différentiation, nous obtenons

¢
_/|u,5|2 dx+/Vut/h(t—s)Vu(s)dsdx.
Q Q 0

Il est clair que la dérivée de I’énergie classique est de signe non défini, cepen-
dant , en posant :

(hOVu)( // (t — s) [Vu(t) — Vu(s)|? dsdz,

on peut vérifier que :

L vy :—fVutfht—sVu( Ydsdz + = (hDVu)()

2dt
1 d ¢ 1
+tom [ h(s) f\Vu\ dr p — —h f\Vu| dr.

0

On peut facilement voir que

jt{ [ ug? dz + = (1—fh ds)(jl"|Vu| dr + - (hDVU)( )}
— [l dm—ﬁh()S{IVUI do -+ S(KOVu)(?).

Il s’ensuit qu’en définissant I’énergie modifiée par :

t
1 1 1
— §/|ut]2da:—|—§ 1 —/h(s)ds /|Vu]2da:—|—§(hDVu)(t), (3)
Q 0 Q
on trouve :

e(t)=— / |ug| do — %h(t) / \Vul? dz + %(h/DVU)(t). (4)
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Dans les études précédentes, on supposait que A'(t) < 0. Par conséquent, &
partir de (4), nous voyons facilement que ¢'(t) < 0. Ceci entraine que

e(t) <e(0) pourtout t>0

Dans notre cas, nous ne supposons pas que k' (t) < 0. En fait nous permettons
a la fonction h(t) d’osciller.
Afin de démontrer notre résultat, nous avons besoin d’introduire les fonction-
nelles auxiliaires suivantes :

(1) = / wudz (5)

Q
et .
U(t) := //La(t — 5) |Vu(t) — Vu(s)|” dsdz =: (L,OVu)(t) (6)
Q0
Lo(t) :=e / lo(s)ds = e / [(s)e™**ds (7)

et [(t) est définie dans (2). De plus, nous considérons la fonctionnelle

t

V(t) :=e(t) +eP(t) + n¥(t) —n <0f La(s)ds) S{ \Vu(t)]? da

’ (8)
+2n [ Vu(t) [ Lo(t — s)Vu(s)dsdx

pour certaines constantes positives € et 17 qui seront déterminées par la
suite.
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Proposition 2.2 :
Il existe des constantes positives €y , 1o , &1 et &, telles que :

%(hDVU)(t) +EE() S V() < &EQR) + () + (hVu)(E) - (9)

pour tout 0 <e <eg, et 0<n<my.
Preuve :

Nous commengons par montrer le cdté gauche dans l'inégalité (9). Pour
la fonctionnelle ®(t) , il est clair que :

d(t) < %/\utl2dw+%/]Vu(t)\2dx (10)
Q Q

ot (), est la constante de Poincaré. Le dernier terme dans (8) peut étre estimé
par :

Vul(t )jLa(t — s)Vu(s)dsdx

t

Vu(t OfLa (t = 8) [(Vu(s) = Vu(t)) + Vu(t)] dsdz

IN P

t

J
(jals¢)gwm |dx+fVu ) [ La(t — 5) [(Vu(s) — Vu(t))] dsdx
< (51 +£"La s)ds> [ [Vu(t)? dr + 5= (Oft La(s)ds) U (t)

[e=]

Pour un certain §; > 0. Notons qu’a partir de (2) et (7) , nous avons

t +o00o _

/%@@gl/u$WM:“.

(07
0 0

Par conséquent,
t 3 i}
_ < = ? = :
/Vu(t)/La(t s)Vu(s)dsdr < (51+ a) /|Vu(t)| dx Aod, (t)
o 0 “
(11)

50



En vertu de (10) et (11), nous obtenons a partir de (8).

VO zelt) o (1 55 ) W0 - 5 [l do

— [?ml £Cy } [ Vu(t)[ da.
2 Ja

En utilisant la définition (3) de e(t), nous obtenons

Vi 2 (1= g5 ) W0+ 5 [l e+ S0V 0)

2
1 3nly,
+ {5(1 —h) ”

—g]ﬂVU )|? da.

Il est clair que, si nous choisissons

6 = ly/a, n < (1_—7L)04/20l71 et
e <min {1, (1—h)/2C,},
nous aurons

Vi) > € E(1) + %(hDVu)(t)

pour une certaine constante & .
D’autre part, en tenant compte de (10) et (11) (avec §; = 1/2 ) dans (8),
nous aboutissons a

V(t) < 1;€£|ut|2dx—|— B +%+n (1+%>} [ Vu(t) dx
+500v00 0 (142) W),

ce qui implique que
V(t) <& (E(t) + () + (hOVu)(t))
pour une certaine constante positive £,, et cela acheve la démonstration.

Nous sommes maintenant en mesure de poser et de démontrer notre pre-
mier résultat.

Théoréme 2.3 :
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Supposons que les hypothéses (A1) et (A2) sont satisfaites, et que les don-
nées initiales (ug,up) vérifient linégalité E(0) > 0 et I, est défini comme
ci-dessus. Alors Uénergie classique E(t) associée & l'équation (1) décroit
exponentiéllement vers zéro : il existe deux constantes positives C' et 5 > 0

telles que
E(t) < Ce ™™ t>0.

Preuve :
La différentiation de (5) et (6) le long de la solution de (1) , donne

doft) _ [ ) da + [ uguda
dt Q Q
¢
= [|uw > dz — [wudr — [ |Vul>de + [ Vu [ h(t — s)Vu(s)dsdz
Q Q Q Q 0
(12)
et
%f) = —a¥(t) — (IBVu)(t)
¢ ¢
+2 <fLa )fVu )WV (t)de — 2 [ Vu(t) [ Lo(t — s)Vu(s)dsdz.
0 Q 0
(13)

Remarquons que
¢ ¢
[ Vu(t) [ Lo(t — s)Vu(s)dsdx = dt fVu ) | Lo(t — $)Vu(s)dsdx
Q 0 0
t
(0) f|Vu| dx+afVu ) | La(t — s)Vu(s)dsdx
0

¢
+ [ Vu(t) [ 1t — s)Vu(s)dsdz.
Q 0

(14)
En utilisant (14) dans (13), nous voyons que

jt { <Oft La(s)ds) S{ Vul® de + Zg{vu(t) J‘La(t — 8)Vu(s)dsda

= —aW(t) — (I0Vu)(t) + 2L (0) [ |Vu|* dz — Ly (t) f \Vul|? da

¢ ¢
—2a [ Vu(t) [ Lo(t — s)Vu(s)dsde — 2 [ Vu(t) [ 1(t — s)Vu(s)dsdz.
Q 0 ! 0
(15)
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Maintenant en différentiant la fonctionnelle V' (¢) (voir (8) ) par rapport au
temps , nous obtenons

AV(t) _ de(t) | _d®(t)

dt dt dt

t t
+77i [\I’(t) - (f La(s)ds> [1Vul?dz +2 [ Vu(t) [ La(t — s)Vu(s)dsdz
dt 0 0 Q 0
(16)
En tenant compte de (4), (12) et (15) dans (16), nous obtenons
av(t
% < —(1-¢) f lue|> dx — (e — 2nLa(0) + nLa (1)) [ |Vul® da
Q
(h OVu)(t) — 5futud:z +€fVufh (t — s)Vu(s)dsdx — an¥(t)
(17)

—n(IOVu)(t) — 2nafVu (t) fLa (t — s)Vu(s)dsdx
0
¢
—2n [ Vu(t) [1(t — s)Vu(s)dsdx.
Q 0

Notons qu’a partir de (2) et (7), nous avons L, ( fl s)ds = I,.

Par la suite, nous utilisons l'estimation (11) et des estimations similaires
pour le cinquiéme terme du membre de droite de la relation (17), précisement

fVufth(t — s)Vu(s)dsdr < <52 +fth ds) [ |Vu(®)|? dx

¢ (18)
+5; (bfh ) (hOVu)(t),
et
[ Vu ftl t — s)Vu(s)dsdr < (53 + jl(s)ds> / IVu(t)|? da
? " 0 Q (19)

o ( Oftl(s)ds) (OVu)(t),

pour certaines constantes d, et d3. En ce qui concerne le quatriéme terme
nous adoptons I’estimation

/utudx <y / || da + 4%0 / \Vu(t)|*dz, 64> 0. (20)
4
Q 0

Q
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En utilisant (18) — (20) dans (17), nous trouvons

la
——= < —(1—e—¢dy) f|ut\ dx + 5 (hDVu)()+77a(2a5 —1)\Il(t)
1
e— —L — (84 h) — 2nad; — 6nl, —27}53}f|Vu (t)|? da

! eh
—n(1—— (O —(hd
0(1- 55 ) (OO0 + 5 0OV,
(21)
Ici nous avons utilisé le fait que

“+o00 “+o00

[ = /l(s)ds < /l(s)easds =l,.

0 0

Et comme &' (t) = I(t) — vh(t), nous déduisons de (21) que

W) 01448 ) [ el dar + L (lDVu)(t)—%(hDVu)(t)

{ ( —h — 6y — 4%4) — 2nady — 6nl, —277(53] [ IVu(t) da

—na ( 5o ) T(t) + r{i(nmm)( ) =7 <1 - 2%3) (IOVu)(2).

De maniére équivalente,
av(t 7
% <—[1—e(1+d4)] [ |ug|* dac — [n (1 — ﬁ) — —} (IOVu)(t)
Q

— [5( —h — 6y — %) — 2nady — 6nl, — 277(531 [ Vu(t)? dz (22)
4
| _
2

{7 ;;] (hOVu)(t) — (1 - 2251) ().

o4



Finalement, nous choisissons

(51:l_a/06

g = (1—B)/4
63 =1

9y =0C,/(1—h)
n=1

. , 1—h 1—h
= Imin =
21-h+C) 4

- h
Alors, si, de plus, nous suppososns que [, < 0 e, nous déduisons de (22)

que
%ﬂ < —Cy (B(t) + ¥ (t) + (hDVu)(1))

pour une certaine constante positive Cf.
En vertu de la proposition (1) ( le membre de droite de I'inégalité) , nous
trouvons

vt = O
“at < —gv(t)
= —BV(t), t>0

et finalement nous déduisons que

V(t) < V(0)e ™ t>0.

Notons que par ’hypothése E(0) > 0 faite dans le précédent Théoréme, nous
avons V' (0) > 0. Ensuite, de la proposition 2.2 ( le membre de gauche de
I'inégalité ), nous concluons 'assertion du Théoréme a savoir :

E(t) < we*m, t>0,
&1

ce qui achéve la démonstration.
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3) LE CAS a=0

Dans cette section, nous considérons le cas a = 0, c’est a dire que nous
étudions le probléme (1) sans amortissement (faible) u,;. Nous montrerons
que la dissipation faible produite par le terme intégral seul est suffisante pour
conduire exponentiellement le systéme vers ’état de repos (ou d’équilibre).

Ici nous considérons la fonctionnelle

W(t) =V(t)+ XO(t) + ul'(t) (23)
ou V() est comme dans (8),
t
o) - / ” / h(t — s) (uls) — u(t)) dsdz (24)
Q 0
et
//Ha (t — s) |Vu(s)|? dsda (25)
Q0
avec
+o00
H,(t) = e / h(s)e“ds.
t
_ +00
Notons par h, = [ h(s)e®*ds. Pour démontrer notre deuxiéme résultat,

0
nous avons besoin de la proposition suivante :
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Proposition 3.1 :
Il existe des constantes positives €g , 1y , Ao , &3 et &, telles que :

&3 (E(t) + (hOVu)(t)) < W(t) < & (E(t) +¥(t) + (hOVu)(t) + T'(t))

pour tout 0 < e <egp,0<n<n, et 0 <A< Ag.
Preuve :
Le membre de gauche de (9) et estimation

O(t) < /ﬁ/|ut| dx + Z h(hDVu)( t), k1 >0

Q

impliquent que

ACffﬁ(hmvu) (1)

W(t) > & E(t) — Amg{ ue|* d
+ul(t) + %(hDVu)(t).

D’apres la définition de E(t), on peut écrire
& 2 & 2
W) > (= —Xer | [ |w] de+ = [ |Vul]"de
2 Q 2.9

1 AGh
2 4/61

) (hOVu)(t) + ul'(t).

En choisissant k1 = )\Cpﬁ et \? < zélﬁ’ nous obtenons lle membre de
P

gauche de I'inégalité de la proposition. Pour I'autre inégalité, il suffit d’écrire
que

W(t) <& (B ()+\I’() (ROVu)(2))
+3 [l do 4 25OV + 1),

ce qui termine la démonstration.
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Théoréme 3.2 :
Supposons que les hypothéses (A1) et (A2) sont satisfaites et que les données
initiales (ug,uq) vérifient l'inégalité E(0) > 0. Supposons de plus que les
quantités h, et l, sont suffisamment petites .

Alors l’énergie classique E(t) de (1) décroit exponentiéllement vers zéro,
c’est a dire qu’ il existe deux constantes positives C' et [ telles que

E(t)<Ce™P,  t>0.

Preuve :
Dans le cas (a = 0), nous avons

/ 1 1,
e(t) = —§h(t) / \Vu|? dz + Q(h OVu)(t), (26)
et
P
dd_ff) = [|u*dz + [ ugudz
. . / (27)
= [|w|*dz — [|Vul*dz + [ Vu [ h(t — s)Vu(s)dsdz.
Q 0 Q0
Par conséquent, de (15), (16), (26) et (27) nous voyons que :
dv(t
% = €f ug|* d — (2 + 3R(t) + nLa(t) — 20La(0)) [ |Vul? dz
Q
t
(h OVu)( +€fVufh (t — s)Vu(s)dsdx — an¥(t)
0
(28)

¢
—n(({OVu)(t) — 2nafVu ) J La(t — s)Vu(s)dsdx
0
¢
=2n [ Vu(t) [1(t — s)Vu(s)dsdx.
Q 0

Une différentiation de l’expression dans (24) et (25) par rapport a ¢ donne

4o (t)
Cdt

+f(fht—sVu )(Oftht—s (8)—Vu(t))ds)dx (29)
+futfh (t — s) (u(s) — (t))dsdx—(fh )S{|ut|2d1‘

= — fVufth t —s) (Vu(s) — Vu(t)) dsdzx
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et

) = —al'(t // (t — s) |[Vu(s)|* dsdz + hq /]Vu ) dz,  (30)

respectivement. En tenant compte de (28) — (30) dans la dérivée de W ()
(voir (23), nous trouvons

W'(t)=— ()\Ofth(s)ds — 5) f{ |ue| de + LW'DOVu)(t) — an¥(t)
—apl(t) — (€ + nLa(t) — 2nLa(0) + () Vu(t) — pha) S{ \Vu(t)| d

+)\({ (j h(t — S)Vu(s)ds) <Ofth(t — 5) (Vu(s) — Vu(t)) ds> da
[ Vu f h(t — 5) (Vu(s) — Vu(t)) dsdz — n(I0OVu)(t)
—2:a f Vul(t bfLa (t — 8)Vu(s)dsdr + S{ Vu Of h(t — 8)Vu(s)dsde
—277({ Vu(t sz (t — s)Vu(s)dsdx + )\g{ut Of B (t —s) (u(s) — u(t)) dsdx
—,ufjt"h t—s) [Vu(s)|* dsdz.

Nous :dco)ptons les estimations

fVufh (t — s)Vu(s)dsdx < 62f|Vu )|? da

t
<fh ds)ffht—s]Vu( )| dsdz, 65 > 0
s, J

({Vufh(t— s) (Vu(s) — Vu(t)) dsdx < (55f \Vu(t)? d

h
+5 (OVu) (1), 85> 0

et

0

(j}‘ ( Oft h(t — s)Vu(s)ds) ( ft h(t — s) (Vu(s) — Vau(t)) ds) dx
<

KJQ(J; <bf h(t — s)Vu(s)ds) dx + %(hDVU)(t), kg > 0.

R2
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En vertu de ces estimations, des relations (11)et (19), nous pouvons écrire

, ¢ Iy
W(t)g—()\fhs s—5>f|ut| de + 5 (hDVu)()—an(1—2a5 )\If(t)
1
— (e — €0y — 6nly — 2nady — 2nd3 — phy —)\55)f]Vu )|? da

n <1 - 2%3) (IOVu)() + 5 ( 515 é) (AOVu)(t) — apl'(1)

h t
+( + Arigh — u) [ [ h(t —s)|Vu(s)]* dsdx

+)\S{ut of B (t —s) (u(s) — u(t)) dsdz.

(31)
En posant
(51 = Za/a
(52 — 1/2
53:[
55 = 8/6)\
Ko = 6/)\

et en remplagant h'(t) par [(t) — vh(t) dans (31), nous trouvons

W (t) < — <Ag‘h(s)ds - 5) / g |? daz — 777\11( ) — 1(n — 1)(IOVu)(t)
T\*h
2¢e

<,u— %) fjh t—s)|Vu(s )|2dsdx+/\§[ut0ftl(t— s) (u(s) — u(t)) dsdx

—)\’yg{utbfh (t — ) (u(s) — u(t)) dsdz.

— (5 = 10nls — pha) f Vu(s)|* dz — 3 (7 — ) (hOVu)(t) — apl(t)

Nous supposons que t >ty > 0 et donc
t to
/h(s)ds > /h(s)ds =: hyg
0 0

Ensuite a ’'aide de ’estimation

/w/W—$W@—Mm

30,1
4hy

= (I0Vu)(t)
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/ut / h(t — s) (u(s) — u(t)) dsdx < ;L—,(;/|Ut|2 dx + 3zg§h(hDVU)(t)

nous obtenons

W(t) < — (% _ e) [ fuef? e — () - 4 (n . 322’;’)[_) (IOV)(t)

Q
TN°h  3\y2C,h
—~ O
< o e ) (hROVu)(t)

(t — s) |Vu(s)|? dsdz.

— (E — 1091, — M%) [ Vu(s)|? dz —
3 Q

1
2
—oul(0) = (=) [ |

ho . 1 Y
A= —minq ——, —
h 3C,y 63

>

En posant

£ = )\ho/G B
3NC,1
=9 P
T
_ Aho(9RZ,+1)
N 36h,,

Il apparait que si on suppose h, < 1/3 et I, < £/60n, nous aboutisons &
I’estimation suivante :

W'(t) < —Cy (E(t) + (hOVu)(t) + U(t) + T(t))

pour une certaine constante positive C5. Du membre de droite de la relation
dans la proposition 3 , nous trouvons
) Co
Wi(t) < —g—W(t) =: —BW(t).

4

Il est clair que, W(0) = V(0) > 0. Et donc,
W(t) <W(0)e P t >ty >0.

L’autre inégalité dans la proposition 2.3 donne

W(0
E(t) < Le—ﬁf, t>ty >0,
3
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Ce qui achéve la démonstration.
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PARTIE D
BEUX]KHHWULMHONSIHJPROBLEME

STOKES

Les résultats de ce chapitre ont été soumis a la revue Mathematical me-
thods in the Applied sciences :

T.Z BOULMEZAOUD, M. MEDJDEN : « Vorticity-Vector Potential
Formulations of the Stokes Equations in the Half-Space »
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FORMULATION DE TYPE VORTICITE et
POTENTIEL VECTEUR DU PROBLEME DE
STOKES

1) INTRODUCTION :

On propose deux formulations de type vorticité et potentiel vecteurs du
probléme de Stokes dans le demi espace de R3. Les espaces de Sobolev avec
poids sont utilisés pour décrire le comportement des fonctions a I’infini.

Soient
R} = {(z1, 22, 23) € R, 23 > 0}

le demi espace supérieur de R? et
Y= {x= (21,29, 73) €ER®* 125=0}

sa frontieére.
Dans cette partie, on considére le probléme de Stokes dans Ri

—vAu+Vp="f dans R3
(Py) diva =h dans R?
u=g sur by

ou f et g sont des fonctions données.

Le probléme de Stokes dans des domaines non bornés de ’espace a été
étudié par plusieurs auteurs, spécialement lorsque c’est un domaine extérieur
a un obstacle borné (voir [5], [6], [7], [8], [11]).

Dans [2] Pauteur traite le probleme (P;) dans le demi espace de R™ avec des
espaces a poids spécifiques. Les résultats exposé dans [2] par Boulmezaoud
sont d’ordre général car ils couvrent une classe trés large de voisinages a
I'infini. Le but principal de cette partie est de montrer que le probléme (P;)
admet bien une formulation en termes de vorticité - potentiel vecteurs, plus
exactement, on montre une utilisation adéquate des espaces & poids pour
décrire la croissance ou la décroissance des fonctions a des distances tres
grandes , ce qui nous amene facilement vers une formulation variationnelle du
probléme de Stokes en termes de vorticité et potentiel vecteur. Les résultats
trouvés dans [2] et [3] concernent ’équation de Laplace, le systéme rot-div et
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I’équation de Stokes qui sont utilisés dans ce travail. Nous rappellerons les
principaux résultats dans [2] et [3] qui seront utile pour notre étude.

Ce travail est divisé en cing parties : dans les parties 2 et 3, on rap-
pelle quelques propriétés des espaces de Sobolev & poids et certains résultats
concernant le potentiel vecteurs et la vorticité dans le demi espace. La qua-
triéme partie est consacrée a la premiére formulation du probléme de Stokes
(P1) en termes de potentiel vecteurs et vorticité. La seconde formulation est
donnée dans la cinquieme partie.

2) ESPACE DE SOBOLEV A POIDS :

Soit N I’ensemble des entiers naturels et Z ’ensemble des entiers relatifs.
Soit € un ensemble ouvert de R3. Nous désignerons par D () I'espace des
fonctions C'*° & support compact dans Q, et par D’ (Q2) Pespace des distribu-
tions sur €2..

Soit x = (z1, %9, x3) le point générique de R?, et r = /2 + 23 + 22 la
distance a 'origine, nous considérons le poids suivant :

p(r) =+v1+4r2
Le nombre 1 dans le poids est ajouté seulement pour que la multiplication

avec toute puissance de p n’ait aucune influence a ’origine.

Pour tout muti-indice ;1 de N3, on notera par 9*u 'opérateur différentiel
d’ordre p défini par :

oHiuy

Z;

1=1,2,3

Pour tous entiers m € N et k € Z, nous définissons ’espace de Sobolev a
poids W)™ () par :

{ue D (Q); YueN 0< |yl <m, pF=mom e L?(Q)}

qui est un espace de Hilbert si on le munit du produit scalaire

(e = 3 [ ol v,

[u]<m "
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et de la norme correspondante :

N|=

[l ey = ZO "p(r)(m‘_m%)a#“”;(m )
=

ou [|.[|g2(q) est la norme standard dans L2 (9).
En plus, on donne la semi-norme

N

|U|W1T(Q) = Z "p<r)(lu|—m+k)3uuHi2(Q)
wl=m

et (-, )y (q) la forme bilinéaire correspondante.On a W) =L?(Q).

Nous posons B
D) = {¢,; »e€ DR}

et nous définissons 'espace W™ () comme la fermeture de D(2) dans Des-
pace W™ (Q2) . L’espace dual de W} (€2) est noté par W_," (), il est équipé
de la norme duale et on notera par (.,.) la dualité entre ces deux espaces.

Dans toute la suite, {2 désignera le demi-espace

R? = {(21, 20, 23) = (¢/,23) € R®, 25 >0}

Le lecteur peut consulter [12],[13],[10] et [3] pour plus de détails sur ces
espaces.

Notons que les proriétés locales de W (R3 ) coincident avec celles des espaces
de Sobolev classiques . L’espace W (R?%) est égal topologiquement et algé-
briquement & 'espace des restrictions de fonctions W;"(R?) au demi espace
R?, et on a le résultat suivant :
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Lemme 1 :
1l existe un opérateur linéaire continu

P WPRS) — W ()

De plus, pour tout p € N, avec || < m, il existe une constante C > 0 telle
que :

o900 Pu ) < (BP0 € W)

Pour tout entier £ € N, P, désignera ’espace des fonctions polynomiales
de degré total inférieur ou égal & k et par P2 le sous espace des polynomes
harmoniques.

On notera P, = {0} si k£ <0.

Rappelons quelques propriétés de W/ (R?%) dues a Hanouzet [10]
1) - L’espace D (Ei) est dense dans W/ (R?).
2) - Pour tout u € N3, avec || < m I'application

Wi (R) — W (R

p— 0"

est continue.
3) - Les inclusions

WiMRY) — W HR) — ... — WP, (R%)

sont vérifiées algébriquement et topologiquement.
4) - Pour tout n € Z, alors on a l'implication suivante

N
n<m—k—§:>73nCW,T(]Rﬂf)

5) - Pour tout u € N? et tout o € R, il existe une constante positive
C =C(p, ) > 0 telle que :
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0% < Cp

et on montre que ’application
w WP(RY) — pu e Wi, (RY)
est un isomorphisme.

Pour définir les traces des fonctions de W, (IR} ) Hanouzet [10] a généralisé
la définition des espaces IW;(R3) pour les valeurs réelles de s, de la maniére
suivante :

Pour o € ]0, 1], W§(R?) est défini par :

oy (1€ DR pru e L (R),
0 N 0+°° 172 ([os Ju(x + te;) — u(x)|? dz) dt < +oo; Vi=1,2,3}

qui est un espace de Banach pour une norme appropriée.

Pour tout nombre réel s > 0, nous définissons W (R?) par

We(R?) = {u e Wl

s5—|s]

(RY)/ *ue W (R?), VAN avec |A = [s]}
Pour tout nombre réel k et s >0, 1'espace W;(R?) est défini par

Wi (R?) = {u e D'(R?) / p*u e W§(R?)}

Enfin pour tout nombre réel k£ < 0 et s < 0, W;(R?) est 'espace dual de
W2 (R?).

On a le Théoréme de trace suivant :
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Théoréme 1 :
Soient m > 1 wun entier et k un nombre réel.
1l existe une application linéaire et continue v = (70,71, ...,’ym_l) appelée

m—1
application trace, de l'espace W"(R%) wvers H W, - 2(2) telle que
7=0
1) pour tout u € D(RQ,
m—1
yu = (u(x’,O), 88_53“(}(/’0)’ o %u(x'ﬁ))
2) v est surjective
3) 771(0) = W(RY)
Dn plus on a la formule de Green :
Jry u a fRs ax, Vi=1,2
v
ng u@xg ng vdx—i— Jgo w(X/,0)v(x’, 0)dx/,

pour toute fonction u € WHRY) et ve Wi (RY),

ou (x/,0) = (1, x9,0), dx = dz1draodrs et dx' = dxidxs

3) PROPRIETES DE ’OPERATEUR DI-
VERGENCE :

Pour tout vecteur u = (uq, ug, uz), on définit la divergence de u par

8’&1 i 8U2 i 8U3
83:1 8;1:2 8.(537

divu =

et pour tout réel k, on définit les espaces & poids suivants :

Hy, (div;R?) = {u € D'(R%)% p(r)u € L*(R%)?, p(r)**'divau € L*(R})},

ce sont des espaces de Hilbert lorsqu’on les munit du produit scalaire
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(11, V)Hk<div;Ri) = (p(r>kuap(r)kV)L2(Ri) + (p(r)kdivu,p(r)kdivv)LQ(Ri)

et de la norme correspondante

i, (i) = (0"l + 10 dival s )

0

La fermeture de D(R%)? dans 'espace Hy, (div; R%) est notée par Hy, (div;R%) .
On notera par H:kl; (dz’v;Ri) son espace dual; c’est un espace de distribu-
tions, et on a le résultat suivant :

Lemme 2 : .
Pour tout réel k, D(R})? est dense dans Hy (div; R3)

Le résultat suivant concerne la trace normale des fonctions de ’espace
Hy, (div; R3) sur le bord ¥ = R2.

Proposition 1 :
Soit k un nombre réel, I’application

6]\[ u—— u.e :Ug(l'l,xg,())

3’13:0

définie sur D(Ei)‘?’ se prolonge par continuité en une application linéaire
_1
continue notée encore par dy, de l’espace Hy, (dz’v; Ri) dans W, *(X) (espace
1
dual de W2 (X)).

De plus on a la formule de Green suivante :

, Yu e H, (div;Ri) , Vo € Wik(Ri)

=0

(u, Vi) + (divu, p) = — (u.es, gp)zg

Preuve : . .
Soit u € D(R’,)? et ¢ € D(R’), nous avons,

(u, V) + (divu, ) = —/ . uzdrydxy

RZ
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comme D(Ri) est dense dans W2, (R3), I'égalité précédente reste vraie pour
tout ¢ € W1, (R3). On a donc

=3
/]R2 @.Ugdl‘ldpr < Hu|’H;€<diU;Ri) . ||QOHW£,C(R1) ,\V/u GD(R+)3 et VSO € Wik(Ri)

D’autre part 'application

1
Yo:u€ W (RY) — ue = uz(z1, 72,0) € Wj;f (R?)

3 z3=0

est surjective. On a donc :

/ U3Md.’lﬂ'1d$2
R2

L’application

w313 +3 (o3
< Ol et Il 5 g Y0 EDED? et W € WIE(RY),

— 1
Iy:u € D(Ri)3 — uey = u(r1,79,0) € W, *(R?)

x3=0

est continue dans Hy, (div; R3). De la densité de D(Ei):3 dans Hy, (div; RY)
on en déduit que dy se prolonge par continuité en une application linéaire

1
continue ( encore notée par dy ) de Hy, (div;RY) vers W, *(R?). dy est
I'opérateur trace normale.

On démontre dans Boulmezaoud ([3] corollaire2) que I’application

1
oy :u € H, (div;Ri) — uz(r1,22,0) € W 2(R2)
est surjective.

En particulier si u est une fonction de W} (R3) et si Au € WP ,(R3)
(pF1u € L%(R3)), alors la dérivée normale

_1
est complétement définie, appartient a W, ?(R?) et on la formule de Green :

-,V
83737

(Vu, Vo) + (Au,v) = — < Ou >’ , Y€ Wik(]Ri’r)

x3=0
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On a la caractérisation du noyau 0 .

Proposition 2 :
On a

= {u = (u1,u2,u3) € Hy (div; R%) / us (x1,22,0) = 0}

Preuve : .
Il est clair que Hj, (div;IR) C ker(dy).
Réciproquement, soit | € (ker(dy))" avec

(LLuy=0, VYue D(R?)?
il existe un élément £ € ker(dy) tel que
(Lu) = (p"L, pu) + (P div L, p*divu), Vu € ker(dy)
au sens des distributions 1’élément £ vérifie
p*L =V (p*T2divl) .

De plus p**2divC € W', (R3). Par application de la formule de Green, on
obtient :

() = (L) — (V (o4 2diuc) ) — (' divt mes), =0

pour tout u € ker(dy).
0
Donc D(R%)? est dense dans ker(dy) et ker(dy) C Hy, (div;RY) .

Par la suite Ay, ( respectivement N;) désigne I'espace des polyndémes harmo-
niques de degré total < k pair (respectivement impair) par rapport a la
variable 3.

Lorsque k < —1 , on pose A, = N, = {0} .

Les résultats suivants concernant 1’opérateur de Laplace avec les conditions
de Dirichlet et de Neumann sur le bord ¥ ( ou bien sur z3 = 0 ), le lecteur
peut se referer a [3] pour la démonstration.
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Proposition 3 : (Le probléme de Dirichlet)

Soit k un entier . Alors, pour chaque couple (f,g) € W, '(R%) XW;/Q(Z),
le probléme

{ Au=f dans R 3)

u=g sur X

admet une solution dans W(RY) si et seulement si f et g vérifient

0
Vg € Ay, <f, Q> - / g($1,$2)-8—q(331,$2)d$1d1’2 = 0.
by T3

Lorsqu’elle existe , la solution est unique a un élément prés de A_p_;.
De plus, si on a

(f,9) € WX RE) x WIiVA(2)

avec m > 0 un entier,
alors u € ijkl (R3) (et dépend continuement de f et g par rapport a la
norme quotient), On a :

lullymsa gty < C {1 o) + 19l |

Proposition 4 : (Probléme de Neumann)

Soit k un entier, alors pour tout couple (f,g) € W2, (R3) X Wk_lﬂ(E), le
probléme

%u = f dans R3 ,
= g sur by (4)
8.’173

admet une solution dans Wi(R?Y) si et seulement si f et g vérifient

Ve N, [ f(@hafalde +(g.0)5 =0
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Lorsqu’elle existe, la solution est unique a un élément prés de [’ensemble
N_,_1. D’autre part, si

(f.9) € WM RE) x Wi (%)

avec m > 1 un entier, alors u € W'H(RY) (et dépend continuement de f

et g par rapport & la norme quotient). On a :
il ety < C {1 hwmcpany + I9lyrmssragsy |

Proposition 5 : (2], [3])
Soit m > 1 et k> 1 deux entiers. Pour tout h € W' }(R3) et tout

Wm+k (X)3, le probléme
divu=h dans R? (5)
u=4g sur X

admet au moins une solution u € W,»  (R3)? si et seulement les conditions
sutvantes sont satisfaites

/R3 h(m)dx—l—/zg.egd:v’ =0 (6)

Dans ce cas, u peut étre sélectionné telle que

"u”W$+k(R < C{llgll w5y + ”hHWT’::;klO(Ri)L (7)

m+k: (

ot C' > 0 est une constante qui dépend seulement de m et k.
Preuve : voir démonstration dans Boulmezaoud [3]..
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4) PROPRIETES DE ’OPERATEUR
ROTATIONNEL :

Pour tout champ de vecteurs u = (uy,ug, u3), nous définissons le rota-
tionnel de u par

rotu — 8U3 _ 8U2 8u1 _ 8U3 8u2 . 8U1
N 8:(:2 8x3’ 8373 (93:1 ’ 8.1’1 8372

et on définit ’espace suivant :

Hy (rot; RY) = {u e D'(R2)? p(r)fu € L*(R3)?, p(r)*rotu € L*(R3)}

qui est un espace de Hilbert lorsqu’on le munit de la norme suivante :
_ ko112 k+1 2 2
[l rorey) = (10" 0lagus) + 10" rotuloes )

0
La fermeture de D(R%)? dans espace Hy, (rot; R?) est notée par Hy(rot; R3).
On notera par H:,i (?"ot;]Ri) son espace dual; c’est un espace de distribu-
tions. On a le résultat suivant :

Proposition 6 :

Pour tout entier k dans Z, D(ﬁi)?’ est dense dans Hy (rot;R%)

Preuve :

La preuve est similaire a celle donnée par Hanouzet [10], ou il montre que
D(R?) est dense dans 1W;"(R?). Donnons maintenant une caractérisation des
traces tangentielles d’une fonction de I'espace Hj, (rot; Ri) )

Proposition 7 :

. . L o —3

Soit k un entier, L’application d7 : a1 — u A €3]15m0 définie sur D(R)?
xrg3=

se prolonge par continuité en une application linéaire continue notée encore

_1
par O, de l'espace Hj, (rot;]Ri) vers W, 2(R%). On a la formule de Green
sutvante :
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Vu € Hy (rot; RY) , Ve € W (R3)?; (rotu, p)—(u, rote) = — (67, P seo >

Le noyau de é7 est donné par :

[¢]

H, (rot;Ri) =kerdr = {u € H, (rot;Ri) ; uA.e3 =0 sur a3 = 0}
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5) RESULTATS SUR LE POTENTIEL
VECTEUR

Considérons ’espace :

X(RE) = {p € WP, (RD)% phrot o € LA(RY)?, phdivp € LA(RY)}

C’est un espace de Hilbert lorsqu’on le munit du produit scalaire approprié
et de la norme correspondante

1
||‘P||Xk(R 3y = (Hp ‘10“12(11@1) + Hpkdw""”;(n@i) + HpkrOt‘PH;(Ri)) ’
Considérons aussi le sous espace de X} (R?)

X/ (RY) ={p € Xu(RY); pe;=0 sur z3=0}
XV(RY) ={p € XiRY); oxe;=0 sur a3 =0}

Dans [3] (Corollaire 8 et 10 ), on montre que

Xy (RY) = We(RY)?, Xy (RY) — Wi (RY)?

Il s’ensuit en particulier que la norme ||. |1 (gs y5 est bien définie sur les deux
K (K3

espaces X}V (R%) et X[ (R?) et est équivalente a la norme ||.|| Xu(®) -

Maintenant, pour chaque entier k , on notera par G¢* (resp. H-) I'espace
des fonctions ¢ € X% (R3) (resp. ¢ € X7, (R?%)) vérifiant

rotp =0 dans Ri
div =0 dans R?%

On sait d’apres ( [3] , [5]) que

G ={Ve, qeA}}
HA={Vq, qeN,}
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Par la suite, pour chaque ¢ € X% (R%), on désigne par Ay¢p , la projection
orthogonale de ¢ sur G par rapport au produit scalaire de (.,.) XN (RY)"

C’est aussi la projection orthogonale par rapport au produit scalaire a poids
(- )wo,  (m2ys dans L%
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Proposition 8 :
L’espace X} (R3) s’injecte continuement dans WH(R3)?. En plus, il existe
une constante C' qui dépend seulement de k telle que :

D=

lellwars) < (”Pkdw QOH%F(]Ri) + ||Pkr0t<P||i2(Ri)3 + ”Pk_lA—kSOH%%Ri)?))

pour toute fonction @ € X} (R?).

Pour la preuve, le lecteur pourra consulter [3]
Notons que lorsque £ = —1, nous avons

A2 = AR = {q(z) = cx3, c € R}

et
G2 =G = {v(z) =ces, c € R}

Il s’en suit que pour tout ¢ € XY (R3), on a

fRi p L. esdx
fRi p~idx

2
4 ™
dr =
/Rsp YT

+

A1Q0 = eé3.

Puisque :

on en déduit : 5
AISO = —2(/ p74cp.63dl‘>€3.
v Ri

de la proposition 8 on montre que la semi-norme

N

P — <Hp1dz’v 90||i2(Ri) + Hp’lrotgoHiQ(Ri) + (/]R3 p4cp.egdx)2>

+
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est une norme sur X% (R?) équivalente a la norme ||| X_1(R2)

On a besoin des deux propositions suivantes qui assurent I’existence du poten-
tiel vecteur de composante normale nulle ou bien de composante tangentielle
(voir [3] pour une version plus générale).

Proposition 9 :

Sotent k < 2 et m > 0 deuz entiers . Soit v.€ W (R})? si m > 1 (et
v € Hy(div,R%) st m =0) telle que divv =0,

alors, il existe une unique fonction ¢ € Wﬁ:kl(RiP JH?, dépendant conti-
nuement de u telle que

rotp =wv dans ]Ri
dive =0 dans R
p.e3 =0 sur Dy

Preuve : Voir [3] Théoréme25

Proposition 10 :
Sotent k < 2 et m > 0 deux entiers, et soit v.e W (R3)3 sim>1 (et
v € Hy(div,R%) si m =0 ) une fonction telle que

divv =0 dans  R3
v.es =0 sur X

Alors il existe une unique fonction ¢ € W;"H(R3)3/G2, dépendant
continuement de v telle que

3
rqt p=" dans IR3+
dive =0 dans  R7
w.Ne3=0 sur Y

Preuve : Voir [3] Théoreme24
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6) PREMIERE FORMULATION MIXTE :

Soit k un entier. Considérons dans une premiére étape le systéme non
homogene (P;) avec

FeW R, he WORE) et g W,*(%)?

Alors d’aprés la proposition 5, on peut introduire un champ de vecteurs
up € W(RR?) solution du probléme

divug = h dans R}
U =g sur b))

ou les fonctions h et g vérifient la condition de compatibilité (6) lorsque
k> 1.
En conséquence on supposera pour simplifier que h =0 et g = 0.

Par la suite , on aboutit au probléeme de Stokes homogéne suivant :

Trouwver u € Wi (R3)? et p € WQ(R?) solution de

—vAu+Vp=f dans R
() divu =0 dans R
u=0 sur X

ot f e W, (R3)3, he WOR3) et ge WD)

Le probléme bien posé, la régularité et le noyau du probléme (FP») ont
été traité dans [3] pour plusieurs types de comportements au voisinage de
I'infini. Ici notre attention est focalisée sur la formulation de ce probléme
en termes de vorticité et de potentiel vecteurs. Une telle formulation semble
bien posée au sens de Babuska-Brezzi seulement dans le cas intermédiaire
k = 0, pour lequel il ya une dualité entre le comportements au voisinage de
I'infini de la vorticité et du potentiel vecteur. Notons aussi que le probléme
(P,) admet aussi une formulation mixte directe en termes de vitesse et de
pression lorsque k& = 0 (voir [2]). Dans la suite, nous considérons le probléme
(P,) lorsque k = 0.

82



Commencons par le lemme suivant.

Lemme 3 :
Soit f € Hy'(div; RY).

Alors,
rot f € H, '(rot; Ri)
et
[x0t £ | 111 ror,; ) < ||f||H;1(div;Ri) (8)
Preuve :

o

Rappelons que D(R%)? est dense dans H_, ((rot; R%)) . Soit ¢ € D(R%)? ,
alors roty € [3,1 (rot; RY) et

Irotepll , (aiv; ) = lIrote]lwo, )

Au sens des distributions, on peut écrire
(rotf, ©) ps).pmy) = E 10U, mn ) i (i m)

Il s’en suit que ,

(0. @)1 < I s m Iroteplly oo

< ||f||H;1(dw;Ri)”SoHﬁlﬁ(mt; B2)

ce qui achéve la démonstration.

Maintenant, supposons que u € Wy (R3)? est solution de (P2).
On associe a u deux champs de vecteurs de la maniére suivante .
- La vorticité de u est le champ de vecteur de L*(R?)? donné par

w = rot u. 9)

- Le potentiel vecteur de u est 'unique champ de vecteurs ¢ € X (R?)
vérifiant
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rotp =u dans R3
dive =0 dans R3 (10)

L dr =0
fRi o

L’existence et 'unicité de ¢ est assurée par la proposition 10.
Les fonctions vectorielles ¢ et w sont reliées par I'identité

rot totp =w dans R? (11)

Considérons maintenant les deux espaces

X = {n € Ho(div;R?Y); rot rotn € H{l(rot;Ri)}

M = {cp e XM (R3); fRi p~Yp.esdr = O}
équippés de leurs normes naturelles. Notons l'injection suivante :
M—H _,(rot;R?).

On peut maintenant énoncer le résultat suivant.
Proposition 11 :
Supposons que f € Hy *(div; R3) (— Wy (R2)3), et soit (u,p) € Wy (R3)3x

L*(R%) la solution du probléme (P,).
Alors, le couple (w,p) appartient & X x M et est solution du probléme

VneX, [ wndr— (rotrotn, ) — 0 [ps divn.diveds =0
T T
(Ps) Vv e M, (rotrotw,v) +0 fRidiv w.divvdr = v~ (rot f, v)

pour tout nombre réel o .
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Preuve :
On a par définition ¢ € M. On remarque que

divw = 0 dans R}
w.e3 = divp(u X e3) =0 sur X

et
rot rot w = —rot (Au) = v 'rot f

et donc, w € X d’apres le lemme 3. La deuxiéme égalité du probleme (Ps)
se déduit facilement & partir de la derniére égalité. La premiére égalité se

déduit directement de (11) et de l'injection M—H _5(rot; R3).
Le probléme (P3) peut étre écrit sous une formulation abstraite de la
forme :

trouver w € X, @ € M telles que:

(P3) vn € X, a(w,n) = bs(n, ¢)
Vv e M, bs(w, v) = ((v)

ou

a(w,n) = fRi w.ndx
bs(n, p) = (rot rot ¢, m ) + 5fRidiv p.divndz
{(v) =12 fRif.rot vdr

T v

Théoréme 2 :

Supposons que 6 > 0. Alors , le probléme (Ps) admet une et une seule solution
(w,p) € X x M.
De plus on a,

~1
|wllx < C15, ”fHH;l(dm;Ri)

_ 12
Il xe) < CoBo I o 12)

ot By =vmin(1,6), C; >0 et Cy >0 sont deux constantes ne dépendant
pas de f, v et ).
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Preuve :
La preuve du Théoréme 2 est basée sur le Théoréme de Babuska-Brezzi (voir
[1], [4] ou bien [9] . Premiérement, on considére 1’espace

Vi={neX; bs(nwv)=0}

Lemme 4 :
Supposons que & # 0. Alors , une fonction vectorielle n € L? (Ri)g appar-
tient a Vs st et seulement si

rot rotn =0 dans R?
divn =0 dans R?%

Preuve :
Soit m € Vs et posons v = Vh avec h € W2,(R3) une solution du probléme

Ah = p*divny  dans  R3
h=0 sur  R?

Ce probléme admet une unique solution . Il s’en suit que

bs(m,0) = 6 [ ¢ |divn* di =0
RS

Et donc divny = 0. D’autre part, pour tout v € D (Ri)3 on a
bs(n,v) = (rot rot n,v) =0

ce qui montre que rot rot n = 0 dans D’ (Ri) . Ceci achéve la démonstration
du lemme 4.
On conclut a partir du Lemme 4 que

2 2
a(m,m) = nlla(zg) = lnlx
pour tout € Vs . On conclut que a(.,.) est Vj -elliptique.

Il reste a montrer la condition inf-sup pour bs(., .).
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Lemme 5 : ( condition inf-sup)

Supposons 6 > 0,

Alors, il existe une constante > 0 ne dépendant pas de 0 et des fonctions
n et v , telle que :

. bé("?:")
inf sup
veM pex [[mllx ||V||X§1(Ri)

> fmin(1, ) (13)

Preuve :
Soit v € M et soit ¢ € W(R%) une solution de I'équation de Laplace

Aq = —div(p~?rot v) = =V <pi2> rot v dans R3 (e WP(RY)
q=20 sur X
D’aprés la proposition 3, ¢ existe et satisfait a
”quwg(m) S HP*37‘0tU”W§(Ri) N HV”xg(Ri)
Considérons aussi la fonction § € W 3(R3) solution de

A = p~idivv dans R} (e W {(R3?)
aa—g =0 sur X

En vertu de la proposition4 , on voit que f existe et est unique et satisfait a
H@vaf(Ri) S ’\P_2divv\|w{)(R3+) S HVfo_Vl(Ri)

D’apres la propoition 9 il existe un unique champ de vecteurs wo € Wi (R3)?
solution du probléme

rot wo = p_’rot v + Vg dans R3 € WP(R?Y)
div wo = 0 dans  R?%
wp.es3 =0 sur X

On prend n = wq + V0. 1l est clair que  appartient & X et

bs(n,v) :/‘plrot V}de—iré/ ‘p’ldz’v v’ dz
R3

3
R+
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Ici, on a utilisé I'identité

/rot v.Vqdr =0

3
Ry

L’inégalité (13) se déduit de la propoition 8. Ceci achéve aussi la démonstra-
tion du Théoreme 2 et du lemme 5.
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7) LA SECONDE FORMULATION :

Le but principal dans cette partie est de donner une deuxiéme formulation
du probléme (P,) lorque le membre de droite f est légérement plus régulier.
La premiére étape de cette formulation consiste & introduire deux opéra-
teurs potentiels vecteurs Pp et Py definis de l'espace X[((R3) = {n €
XT(R2); divy =0}, vers WE(R3)? comme suit :

Pr : fait correpondre a chaque n € X[(R3), un seul champ de vecteurs
® c WE(R3)? vérifiant

rot® =7 dans  R?%
div® =0 dans Ri
P.e3=0 sur X

Py fait correpondre a chaque n € Xf o(R%), un seul champ de vecteurs
® cWE(R3) vérifiant

rot® =17 dans R}
div® =0 dans  R?
P xe3=0 sur X

Grace aux propositions 9 et 10, on montre que ces opérateurs linéaires sont
bien définis et sont continus de X{(R3) vers Wy (R3)3.

Considérons maintenant le sous-espace fermé X de X7 (R3) deéfini par
X = {n € X{(R}); (Pr— Py)n=0}.
Il est clair que
X={n=rot® &c I/?/;(Rif NWE(R2)?}
D’un autre coté, on pose
M = {p € M; dive = 0}.

On établit le Théoréme suivant :
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Théoréme 3 :

Supposons que f € WP(R2)? et soit (u,p) € W (R3)?xL*(R3) une solution
du probléeme (Pz).

Alors le couple correpondant (w, @) appartient & Uespace X x M et est
solution du probléme

Vne X, [ wndr — [p, ot n.rot@ds =0,
- ¥ T
(P VveM, [prot wrotvde=v"" [, f.rot vdz.
a ¥

De plus, le probleme ( Py) admet une et une seule solution (w, ) € X x M et

on a : 1
HwHWf(Ri) < av” 1||f||W10(R3_)3 (14)
||90||W11(Ri) < VT ||f||W{)(R1)3

Preuve :

On sait maintenant de [2] (Théoréme 4.1) que u appartient a W7 (R3)?. Et
donc , w = rotu € X puisque Prw = Pyw = u . Le couple (w, ) est
évidemment solution de (Fy) . Le probléme (FPy) est similaire & (P}) avec X
remplacé par X , et M remplacé par M et aussi bs(.,.) remplacé par

bs(n,v) = /rot n rot vdx

3
RJr

On pose

V= {n eX : Zg(n,v) =0 pour tout v e ]/\\4/}
Soit € V et posons ® =Pyn =Prn.

Alors il existe un champ de vecteurs vy € M tel que rot vy = ® et divvy = 0.
Comme vy € M , on trouve

0=bs(n,v) = /rot n ®dr = / | dx
R3

3
R+

Donc 1 =0 et V = {0} . Il s’ensuit que la V -ellipticité de a(.,.) est trivial.
Montrons maintenant que b(.,.) vérifie la condition inf — sup
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Lemme 6 : _
1l existe une constante [ telle que :

b(nav) > E

inf sup
veM ne)?””?”xlT ||V||x1jl(Ri)

Preuve :
Soit v.e M et considérons ® eWE(R3)? solution de I'équation de Laplace

—~A® = pirot v dans R?%
P =0 sur

En posant n, = rot ® ex , on obtient

b(ny,v) = / rot rot ® rot vdx
R
= / [—A® + V (div®)| rot vdx
R
— llo™ ot Ve,
La démonstration du Lemme s’achéve en remarquant que
2 _
[mollxr < C |p~"rot VHL%Ri)

La preuve du Théoréeme 3 et terminée.
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PARTIE E

SYSTEME DIEQUATIONS DE NAVIER—STOKES
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1) INTRODUCTION

Soit 2 C R? un domaine quelconque de R3. On s’intérésse dans cette par-
tie, aux domaines non bornés, 0€2 désigne la frontiére de €2 . Nous considérons
dans 2, le systéme d’équations de Naviers Stokes de la forme :

{ut—Au+uVu+Vp:f; div u =0 (11)
U, =0,  u(0) =ug '

Les fonctions inconnues a savoir le champ de vitesse u = (uq, ug, u3) et la
pression p, décrivent 1’écoulement d’un fluide incompressible soumis a une
force f = (f1, fo, f3) donnée et uy est la vitesse initiale, & travers le domaine

Q=1[0T)xQ ou 0<T <+

Le but est de construire des solutions faibles de (1.1) ayant de nouvelles
propriétés en particuliers celles concernant le comportement asymptotique
de u lorsque t tend vers +oo .

Dans une premiére étape nous rappelons certains résultats concernant le
systéme de Stokes non stationnaire dans un domaine quelconque.

{ut—Au—l—Vp:f; divu =0 (1.2)

U =0, u(0) =wug
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2) NOTATIONS ET RESULTATS
PRINCIPAUX :

On désignera par

(1) = (1,0)a = [ ula)o(a)ds
Q
le produit scalaire dans L%(Q), et on notera W*?(Q) k, p = 1,2,... les
espaces de Sobolev usuels.
Pour g > 1;s>1; 0<T < 400 et X un espace de Banach de norme
|1l » L*(0,7; X) est espace des fonctions u de norme finie :

E]

T
A t/nw&dt
0

Si X = L%(Q), on notera

||U L (0,T;La(Q2)) = ||u||q,s,T

On notera par C§°(€2) l'espace des fonctions réguliéres a support compact
inclu dans € et par (C5°(€2))' I'espace des distributions sur 2. On notera par
[f, 0], la valeur de f € (C5°(9))" au point v.

Soit u € L*(0,7T; X) avec 1 < s < 400; on dira que

0
up = 8_1; e L°(0,T; X)

s’il existe une fonction f € L*(0,7; X) et une fonction ug € X telle que

t
u(t) = up + /f(T)dT pour presque tout t € [0: 7))
0
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Dans ce cas, on redéfinit u sur un sous ensemble de [0,7") de mesure nulle tel
que u soit continue et on pose

u(0) = o,

on dira que v est continue presque partout et on écrit :

uy = f.

En outre, on introduit les notations suivantes :

Coo () ={v e D(Q)* divv =0}

LE(Q) _ C&%(Q)”HQ g L2(Q)3

GQ)={vpeL*(Q)’; pecl*(Q)}

Nous avons la décomposition orthogonale suivante

L*(Q)* =Ly (Q) & G(Q)

C’est a dire que chaque fonction de L?(Q)? peut s’écrire de maniére unique
sous la forme

f=fotvp on foe LiQ) et vpeG(Q)
On définit la projection de Helmotz par
P:L*Q)? — L2(Q)

avec Pf = fo.
Le sous espace Wy () C W2(Q) est défini par :

Wo (@) = T (@)

ou ) ) ,
[ullipre = [Jully + [[7ully
3 3
1
[Vull, = (Z ||nguk||g> = (Vu,Vov)?2
k=1
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L’opérateur de Stokes

avec son domaine D(A) C L2(Q) ou

D(A)={uce Wolf(Q) ; v +— (Vu, Vo) est continue pour la norme ||.||,}

est défini par

(Au,v) = (Vu, Vv), u€ D(A) et ve W 2(Q)

Alors A est un opérateur positif auto-adjoint.

Toutes les propriétés de A qu’on utilisera dans la suite se déduisent a partir
de la représentation spectrale :

“+oo

A= /)\dEA

0

ou E)y est la projection orthogonale dans L2 () en particulier on a besoin de
la résolvante

+o0

(1t Ay = (ul + 4)" = / (4+ NV dE,

les puissances fractionnaires sont définies par :

+00
A% = /deEA

0

ou
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+o00o
D(A%) = ¢ u e LZ(); / Nd||Ey|l3 < +o0 ol —1<a<l

0

Pour les opérateurs

= S E T N (13
A% < tla 0<a<l, t>0 (1.4)
Les opérateurs
Jy, = (I + k1A5>_1, (k € N)

sont appelés approximations de Yoshida, nous les utiliserons comme procé-
dures régularisantes (voir H. Sohr [25] — [26]). Avec ces notations, nous avons
les résultats connus suivants :

[ ell < 1,
v= lim Jyw dans LZ2(Q) pour tout v € L2()

n—-+oo

Sia:%ona

1

D(A%) = Wa(Q) et (Vu, Vo) = (Atu, A%v), uv€ D(A?)

tA

Pour v € L2(Q), I'application ¢ —— e~*v est fortement continue et on a :
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lim He’tAv||2 =0 (1.5)

t—+o00

L’application t — e *v est notée par e 4v. On notera aussi la propriété

d’interpolation obtenue par Friedman [§].

lully, < ellullg, + lull,,) (1.6)

1 1 1
oul<gp<g<qg<+o0, —=a—+(1l—a)—,avec 0 < a < 1.
q do Uil

Définition 1.1 :
Soient ug € L2(2), f = divF avec F € L2 ([0,T); L*(R2)?).

loc
Une fonction mesurable u définie sur [0,T) x 0 est dite solution faible de

(1.1) si elle vérifie :

1) u € Ly ((0,7); L3(2) N L. ([0, T) ; Wy, (2))

2) — (u,v)ar + (Vu, Vo)ar — (uu, Vo)ar = (ug, v(0))o — (F, V)ar,
pour tout v € C§°([0,T);C5% ()

Comme divu = 0, on a alors div(uu) = 2uVu et

(uVu,v)or = (div(uu),v)or = —(uu, Vu)or

Si on suppose qu’une solution faible v de (1.1) vérifie en plus la condition

uu € L2 ([O,T) ;LQ(Q)) ,

loc

alors pour tout 0 < 7" < T on obtient

. 1 o1
(uVu,u)qr = (div(uu),u)or = —(u, §V lu*) o = +(divu, 3 lu[*) a7 = 0

On définit également les opérateurs de projection P et les opérateurs d’ex-
1
tention A2 P de la maniére suivante :
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Pour f € (C3°(R))’, Pf signifie tout simplement la restriction a 5o ()

Pf = f’Cgf‘g(Q)
A":P: D(A:P) — L2(Q)

est définie comme suit, D(A~2 P) contient toutes les fonctions f € (CSO(Q))I
telles que

(f,v) = (Pf,A 2 A%0) = (Pf, A" w)

avec v € C5%, (), w = Az,
Alors w définit une fonction continue en |w||,. Az Pf € L2(Q) est définit
pour f € D(A*%P) par la relation

(Pf, A 3w) = (A2 Pf,w)

On a utilisé le théoréme de représentation de Riesz.

. . . 1 1
Si en particulier f € L*(Q)® et Pf € D(A 2) alors A"2Pf a son sens
naturel et donc

D(A™:P) C (CR(Q))

Dans notre étude on traite seulement le cas T' = +o0 .

On a besoin d’hypothéses spéciales sur f et ug qui nous donnent une dé-
croissance de u dans l’espace et dans le temps. On s’intérésse aux cas ¢ > 1
et p > 1 les plus petits possibles tels que

=

+o00
lull, o = /mwmw < too
0
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Plus ¢ et p sont petits , plus il ya la décroissance forte de u en temps et plus
les résultats sont meilleurs.

1) SYSTEME DESTOKES (Cas linéaire)

Considérons 1’équation

{ut—Au—i-Vp:f; div u =0 (2.1)
U, =0,  u(0) =up '

dans [0,7) x Q,0<T < +oo et 2 C R?.

Définition 2.1 :

Soient ug € L2(Q),1 < s < 400, f=div F avec F € L ([0,T);L*)?%).
Une fonction mesurable u définie sur [0,T) x Q0 est dite solution faible de
(2.1) si elle vérifie :

{ 1) we Ly ([0,7);L7(2) NLj s
(F, V/U)QyT,

loc([o T) ) Wol
2) — (u, v)ar + (Vu, Vo)ar = (ug,v(0))q —

pour tout v € C§° ([0,T);C5% () -

2.2) INEGALITE D’ENERGIE :

Proposition 2.1 :

Soient Q C R3 0 < T < +oo, uy € LA(Q), f =divF (avec F €
L ([0,T);L%Q)°) ) et u une solution faible de I’équation (2.1).

Alors u est déterminée de maniére unique et vérifie :

t

t t
3 100ul3+ [ 19VulE dr = 5 120)uli- [ (827, Vu) drtg [ 2 Julfar
0 0 0
(2.3)
pour presque tout t € [0,T) et pour toute fonction continue ® :[0,T) — R
telle que ®? € L}, ([0, T);R).

loc
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En particulier on a :

t

t

1 1

S I+ [IValiar =3 luoli - [#vwer @)
0 0

pour presque tout t € [0,T) . De plus on a :
2 2 2 2
[ully o + IVUlly o0 < lluolly + 1F1l5 .07 (2.5)

pour tout 0 <T" < T .

Démonstration :
Utilisons 1’égalité suivante :

Vo, = [[4tv

.
Soit v € D(A2) on a

1
2

HVA_%U ‘2 = |lv|l, pourtout wve DA ?),

On en déduit alors que 'opérateur VA~2 et borné et que

HVA*% <1

(avec ||.|| comme norme d’opérateur). Comme
(A™2 PdivF, w)g = (divF, A2 A2v)q = —(F, Vo)q
avec w = A2v ol v € 6% (£2), on en déduit que
(A73 PdivF,w)a| < | Flly Vol = |1l |l
ce qui montre que l'opérateur A~3 PdivF est borné et vérifie :
HA—%PdwFH <1 (2.6)
Soit I’approximation de Yoshida qui consiste a poser
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Uk = Jku,
Uor = JrUp,

Jp = (1+k1A%)1, k€N,
W= w, = (I—i—k:*lA%) v

et on substitue v = Jyw dans (2.2) pour obtenir :

—(uk, wt)Q’T + (Auk, w)Qj = (uok, U)(O))Q + (A%JkA*%PdwF, w)Qj

wp, Aug, A2 JLA2P € L2(0,7"; L2(Q)) pour tout 0 <T < T
et

d 1 1
PP Auy = A2 Jy A2 Pdiv F' pour presque tout ¢t € [0,7") (2.7)

Multiplions (2.7) par ug, intégrons de 0 a ¢ tout en utilisant I'inégalité

. 1 1 1
(A2 PdivF, Abua| < 5 IFI3+ 5 [Vl

on obtient 'estimation

t t
2 2 2 2
|m@m+/wthﬂmm+/wmm
0 0

Pour avoir (2.3) on multiplie (2.7) par ® et on considére le produit scalaire
avec Puy, et on integre de 0 a ¢t. Par passage a la limite lorsque £k — +o0 et
et en utilisant le Théoreme de Lebesgue lors du passage a la limite lorsque
k — —+00, on obtient : (2.3) et (2.4).
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Pour montrer I'unicité , il suffit de considérer le cas ou F' = 0 et ug et de
conclure que u = 0.

Dans ce qui va suivre on donnera une représentation explicite de la solution
faible, une représentation qui nous sera utile pour obtenir certaines propriétés
de la solution du probléme (2.1). Pour cela, on a besoin du résultat suivant :
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Proposition 2.2 :
Soit QCR3 0<T<+00,1<s<oo, feli ([0,T);L2(Q)) et

loc
u:[0,T) — L2(Q)

définie par :
t

u(t) = / -4 f(7)dr 0<t<T (2.8)
0
Alors

ug , Au € L ([0,T);L2(Q))

loc

et u:[0,T) — L2(Q) est fortement continue et vérifie u(0) =0

w+Au=f pp t€[0,T) (2.9)
et
el g7 + 1 Aully v < €l fllgr avee 0 <T"<T et c=c(s) >0
(2.10)
Si de plus on suppose que | fy v < +00, on a alors :
[uelly g + N1 Aully i < €l fll (2.11)

Démonstration :
La démonstration de ces résultats est donnée par P.Canasara et V.Vespri [3],
elle est basée sur les estimations

1
(447 < i >0,

e <1 et [tAet <1, t>0.

On peut aussi traiter le cas ou ug # 0. Ce cas peut étre réduit a u(0) = 0 si
on soustrait a u(t) la fonction

e Mg [0,T) — Li(Q),

Pour réaliser cela, nous devons obtenir des estimations pour les normes de la
forme HAﬁe_’Auonst et He_’Au()”qs_T .. Pour la suite on a besoin aussi du
résultat suivant :
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Proposition 2.3 :
Soit Q CR3 et A lopérateur de Stokes .

1 3 3
J)Si0§a§§et2§q§6a0602a+—:§etuOGD(AO‘),
q
alors ug € L1(Q) et

[uoll, < cllA%uolly ou ¢ =c(a,q) >0 (2.12)

1 6 3 3
2) Si0§0z§§ et g§q§2 avec 2a+§:— et ug € L2(Q) N LY(Q)3,
q
alors ug € D(A™®) et

HA’QUOH2 < c|luoll, ou c¢=c(a,q) >0 (2.13)

Démonstration :
Pour la démonstration (voir Y.Giga et H.Sohr [12] et W.Borchers et T.Miyakawa

1])-

1
1) Considérons I'expression |[uol|, )-1- Pour o = 5 on trouve d’aprés le

1 2
273%

théoréme d’injection de Sobolev (voir Friedman [8]) que
1
luolls < el Vol = ¢ [ A3uo | .

Pour o = 0 on a ||ugl|, = ||A%up||, un argument d’interpolation nous donne
(2.12) (voir Y.Giga et H.Sohr [12] et W.Borchers et T.Miyakawa [1]).
2) (2.13) se déduit de (2.12) par dualité, on a

{(uo,A_O‘UM < ||u0Hq ||A_O‘v

, avecuv e D(A™),

1 1 3 3
ou — + — =1, et en utilisant (2.12) avec 2a + — = 57 on trouve
q g q

HA*C“U

g Sclvlly, et [(uo, A™)| < clluoll, [lv]l,,

et par suite (2.13) est démontrée car A~ est auto-adjoint.

. 1 o 1ae .
Soit 0 <o < 2 la propriété d’interpolation

N

a 1P 1—2a
1A%, < ||Azv|| ol ™, v e D(A

) (2.14)
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se déduit de la représentation spectrale de A et de 'inégalité de Holder et en
combinant avec (2.12), on obtient

2a 1-2a

[uoll, < el[Vuolly™ luolly ™ < e(l[uoll, + [IVuoll,) (2.15)

1 1 1 1 1 1
Pour ug € D(A2),0<a < -,2<¢g<6avec2a(z—z)+(1—2a)- = — et

2 2 3 2 q

3
20+ - = R I'estimation (2.15) est un cas spécial des théorémes d’injection
q

de Sobolev (voir Friedman [8]).

Proposition 2.4 :
Soit QCR3 ,uge D(A™2) ,1<T<o00,1<s<2,2<q<6 et

3 3 2 5
l<p<oo tels que - < — 4+ — < = . alors
27q p 2
1 3 _1
HA2€ uo‘ <c (||uo||2 + HA 2u0H ) (2.16)
2,8;,T 2
et )
e~ a0l < ¢ (ltolly + |44 ) (2.17)

c=c(s,q,p) >0 est une constante.

Démonstration :
(Voir H. Sohr [27])

Le théoréeme suivant décrit complétement la solution faible du systéme
linéaire (2.1) dans le cas s € (1, 2], on en déduit la décroissance forte lorsque
t — 0.

Théoréme2.1 :
Soit Q@ CR® un domaine quelconque, 1 < T < 400, uy € D(A_%), f=
div F' avec
F e L2(0,T;L*(Q)%) N LY(0, T; L*(22)")
Alors la fonction u : [0,T) — L2(Q) définie par :
t
u(t) = e Mg + Az /6_(t_T)AA_;Pf<T)dT7 0<t<T (2.18)

0
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est la seule solution faible de (2.1) pour tout s € (1,2] et posséde les
propriétés sutvantes :

1) (A 2u), Azu € L*(0,T;L2(Q)) pour tout s € (1,2], A 2u est
fortement continue
de [0,T) wvers L2(Q) et vérifie (A2u)(0) = A 2w,

(A"2u), + A2u = A"2Pf pour presque tout t € [0,T) (2.19)
et
H(A_%U)t‘

e

< e (Jhuolly + || 4730 |, + 1F ) (2:20)

2,8,T 2,8;,T

ou ¢ =c(s) >0 est une constante.
2) u e LP(0,T;LY(N)3) pour tout s € (1,2], p > 5,2 < q <6 tel que
3 2

— 4+ — = — 4 — et vérifie l'inégalité suivante :
qg p 2 s
_1
ol < € (lolly + || A~ #u]| + 1717 (2.21)
ou ¢ = c(q,p,s) >0 est une constante, u vérifie aussi
_1
Fellyper < ¢ (ol + [ A3 |+ 1PNy + 1Flag) (222
3 3 2 5
pour tout p > 1,2 < q<6 tel que 5 <-+-<Z 5,'c:c(q,p) >0 est une
q p
constante.
1 1
3) HA’Eu(t) < HA’EuO +||Flly .70 pourtout 0 <t <T etsiT = oo
2 2 o

-0 (2.23)

2

t—00

Lim HA_%u(t)

Remarque :
1) Par interpolation on voit que pour s € (1,2] on a :

1F Nl < € (IF iz + 1 Fllyr ) < o0 (2:24)

2) De (2.13) on trouve que si ug € L2(2) N L5(Q)3 on a uyp € D(A™2) et
.

< ¢ |Juo| s et par conséquent
2
up € L2(Q) NL3(Q)? = ug € D(A2) (2.25)
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Démonstration :

Pour la démonstration du Théoréme 2.1, le lecteur peut consulter H. Sohr
27].

2.3) APPROXIMATION DE IEQUATION

DE
NAVIER-STOKES

On modifie I’équation de Navier Stokes (1.1) en remplagant le terme non
linéaire uVu par le terme régulier

—1
(Jou)Vu ou Jyu = (1 + k—lA%) keN

signifie 'approximation de Yoshida de u .
Alors au lieu de 'équation (1.1) on obtient ’équation de Navier Stokes régu-
larisée (voir H.Sohr [25] — [26])

{ u — Au+ (Jyu)Vu+Vp=f; divu=0

2.26
U, =0,  u(0) =wug (2.26)

Définition 2.2 :
Soient ug € L2(Q), 1 < s < 400, f = divF avec F € L, ([0,T);L*(R2)?).
Une fonction mesurable u définie sur [0,T) x Q est dite solution faible de
(2.26) si elle vérifie :

1) ue L ([0,7);L2() N LE,.([0,T); Wy (2))

2) — (u,v)ar + (Vu, Vo)ar — ((Jrw)u, Vu)or = (ug, v(0))q — (F, Vo)ar,
pour tout v € C§° [0, T); G55, (2) .
Le théoréme suivant montre qu’il existe une seule solution faible u = u; de
(3.1).
Le terme non linéaire (Jiu)Vu satisfait les relations :

(Jpw)Vu = div(Jyu)u avee (Jpu)u = ((Jyw)iu)}

et

((Jru)Vu,u)qr = (div [(Jru)u ] u)a.r
((Jku) Vu)or

—(Jru, 5V |u Far

(le(Jku) L ul*)a.r

2

(2.27)
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Théoréme 2.2 :
Soit Q CR3 un domaine quelconque, soit 0 < T < oo, ug € L2(Q) et f =
divE avec

FeLy ([0,T);L*()%)

loc

Alors pour chaque k € N, le systéme (2.26) admet une seule solution faible

w = uy € L5, ([0, 7) 5 L5(2)) N L5 ([0, T); Wo 7 (2))
Démonstration :
Pour une démonstration plus détaillée le lecteur peut consulter H. Sohr [27].
Donnons un bref apergu, pour cela et pour simplifier, supposons que 0 < T' <
oo et F' € L2(0,T;L?(Q)%). Comme T > 0 est arbitraire I'assertion est vraie
dans le cas général. Pour simplifier on pose [ull; = |lully . + [|Vully o et
on suppose dans un premier temps qu’on a pour chaque k£ € N une solution
faible
w e L(0, T3 L2(Q)) NLA(0, T Wi2(92)

On estime le terme non linéaire (Jyu)u en utilisant 'inégalité de Holder,
(2.12), (2.15) et (1.2) avec ¢, ¢, ¢}, ¢" des constantes positives, on obtient
successivement :

[ (Jru)u 227 = C HJkUH4,8;T ”UH4,§;T’

1
[ rully s < T# [lully et ully sy < ¢ ully
La solution faible u de (2.26) est aussi solution faible de I’équation linéaire
(2.1) si on remplace f = divF par div(F — (Jru)u). Ensuite on applique le
théoreme (2.1) pour le cas linéaire avec f remplacée par div(F — (Jyu)u), on
obtient la représentation (2.18), elle prend la forme

t
(Gu)(t) = e Mg+ Az /e_(t_T)AA_éPdiv(F—(Jku)u)dT, 0<t<T (2.28)

0

Dans la prochaine étape on montre qu’on peut résoudre ’équation u = Gu
dans un espace normé par ||ull, par le théoréeme du point fixe si T' est
suffisamment petit.

On considére maintenant

u € L0, T;L2(Q) NL(0,T; Wy (),
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et on conclut du Théoreme (2.1) que u = Gu est solution faible de (2.1) en
remplagant f par div(F — (Jyu)u) et on applique la proposition (2.1). Si de
plus Gu = u, alors u sera la solution faible cherchée de (2.26).

De (2.5) on en déduit :

2 2 2 2
[llg 0 + [IVtullz o < lluolly + 1E1l5 27 (3.8)

et donc on a :
lu(t)]l, < C, te[0,T]

ot C ne dépend pas de T.
On répéte ce procédé a 'intervalle [T, TI] au lieu de [O, T] et on prolonge u

a [0, Tl] avec

T<T <T
et ainsi de suite j'usqu’a obtenir la solution « du théoréme (2.1), ce qui achéve
la démonstration .

On a besoin d’autres propriétés des solutions u© = uj, du Théoréme 2.2 en
particulier le cas T' = oo . Soit

F e L2(0, 00, L(92).
comme c’est mentionné plus haut v = uy est solution de (2.1) avec F' rem-
placée par F' — (Jiu) u et on applique le lemme 2.1 ( car ||(Jxu) u||yq.p < 00
) et le théoreme 2.1 B
On utilise maintenant (2.29) pour 7' = oo écrite sous la forme

2 2 2 2
HuHZoo;oo + HVUHZZ;OO S HUOH2 + HFH2,2;00 (230)

Par la suite on applique le théoréme (2.1) et estime premiérement le terme
(Jyu) u pour obtenir I'estimation suivante :

2
|y ully 30 < C" (Iltolly + 1Pl 00 ) (2.31)

ou la constante C” ne dépendent pas de k, ug, F, €. On montre aussi que :

llly oo < € (uolly + 1Pl 500 (2:32)
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lwo

avec 2 < g < 6,2 < p < oo avec 2 + :%,alorsonchoisita:%(§—§)

N

q 2 q

tel que ap = 1.

Par la suite 'inégalité est aussi vraie lorsque ¢ = 2, et p = oo, C > 0 ne
dépend pas de k.

Dans la suite on supposera que

up € D (A—%> et FeL?(0,00; L2 (Q)°) NL (0,00 L2 (Q)°) .

et on montre que
[l proo < C (¢ ps 10, F) (2.33)

q,p;00 —

3 2 5

pour tout 2 < ¢ < 6,1 <p<oo,telque2 < -+ -< éetla,constante
q p

C (q, p, ug, F') ne dépend pas de k.

Notons que p = oo est inclu si ¢ = 2.
En particulier soit ¢ = 2 alors (2.33) est vérifiée pour chaque exposant p tel
que 2 < p < 0.
On en déduit
[l e < C (100, F) (234

pour tout 2 < p < 0o avec C (p, ug, F') > 0 ne dépendant pas de k.
Le Théoréme suivant résume les propriétés de la solution faible du systéme

(1.1)

Théoréme 2.3 :
Soit Q@ T R® wun domaine quelconque , supposons que uy € D(A’%) et
f=divF avec F € L?(0,00; L2 (Q)°) N L' (0,00; L2 (2)°") .
Alors il existe une solution faible u de l’équation de Navier Stokes (1.1) telle
que

u:t—u(t), telo,o00)

est faiblement continue dans L2(Q2) et satisfait u(0) = ug et vérifient les
propriétés suivantes :

1)

1 t 1 t
3 IOl + [ ovulldr < 5 louol~ [ (6. Tu)dr +C(6. 0, F)
0 0

(2.35)
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pour tout 0 < t < oo et toute fonction continue ¢ : [0;00) — R pour laquelle
d
il existe un nombre v € (1,00) avec %gb? € L"(0,00,R) et C(¢,up, F) >0

est une constante ne dépendant pas de Q et u ; si ||¢F ||, 5., < 0o il s’ensuit :
2 2 2 2
H¢uH2,oo;oo + ||¢vu”2,2;oo S ”¢(O)U0H2 + H¢FH2,2;00 + 20(¢7 U, F) .

9) (A~bu), , Asu, A"3PuVu , A3 PdivF € L* (0,00; L ()

et on a
(A’%u)t + Aru+ A" 2PuNu=A":Pf pour presque tout t € [0, 00)

et
2

ot

+ ”A%u

< C(¢,ug, F). (2.36)

2,8;00 2,8;00

pour 1 < s < % avec C(¢,ug, F'). > 0 est une constante ne dépendant pas
de u et de ).

3) A"zu : [0;00) — L2 (Q) est fortement continue et on vérifie A~2 PuNu €
LY (0,00; L2 (Q)) et

Lim H(A*%u)t =0 (2.37)

3 3 3 2 5

4) ue L (0,00, L1 (Q)%) pour 2<q<6,1<p< o0 avee 5 <L+ — <3
et on a

||qu,p;oo S C(q7 P, Uo, F) (237)

ou C(q, p,ug, F) > 0 est une constante ne dépendant pas de u et de €.
Démonstration :
pour la démonstration, le lecteur peut consulter H.Sohr [27].
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3) SOLUTIONS REGULIERES DU SYS-
TEME

DE NAVIER-STOKES AVEC ; LEGERE-
MENT

MODIFIE

Soit  un ouvert de R3, 9 désigne la frontiere de Q. v > 0 Dans €
on considére I’équation de Navier-Stokes (1.1) dans le domaine cylindrique
Q=1[0,T)xQ,T >0 et on se propose d’é¢tudier les solutions fortes u de
(1.1), ce sont des solutions u € L* (0,7T; L4(2)?) ayant la propriété suivante :

3 2
4o
q p

2
La quantité — + — joue un role trés important dans la théorie de régularité
de Serrin pour (1.1).
En utilisant la projection

P:L*(Q)* — L2(Q)

de L?(Q)? dans le sous espace L2(Q2) C L?(Q)? des fonctions & divergence
nulle, on peut écrire I'équation (7.2) sous une forme équivalente a une équa-
tion d’évolution dans L2 ().

ut + vAu+ P(uVu) = Pf; u(0) = u, (3.1)

Ici
A:v— Av = P(—Av)

désigne I'opérateur de Stokes.
On peut écrire
Jyu—u = (Jy — J, ' Jp)u
= —k)flA% Jpu

et
(Jyu).Vu) = (Jyu — u) . Vu+ u.Vu

= —% (A%Jku> Vu+u.Vu

115



et le systéme d’équations de Navier-Stokes s’écrit dans L2 () sous la forme :

ug — Au+uVu+Vp=fr; divu=0

Upo = 0, u(O) = Ug (3'3)

qui représente le systéme d’équations de Navier-Stokes (1.1) avec un second
membre légérement modifié, avec

fk = f + 7, keN
1
T = z (A%Jku> Vu
Notre but est de démontrer que
kl_l)r_il_floo Hrkuq,s;T =0 (34)
sous les conditions suivantes :

2
1<qg<2, 1<s<2 et n—|—1<ﬁ+— avec n =3
q s

Si les données f, wug et € satisfont aux hypotheses du Théoréme 3.1, on
obtient le résultat suivant :

Chaque solution du systéme (3.1) est une solution réguliére du systéme
(7.1) avec un second membre légérement perturbé f + 7 ou lerreur 7y, tend
vers zéro lorsque k — +00 en norme |||, .. En d’autre termes, aprés une
modification de la donnée f , le systéme d’équation de Navier-Stokes a une
solution réguliere. Ceci sera précisé dans le Théoréeme (3.1) ci-dessous.

Soit uy € L2(2), 0 < T < +00 et considérons I'opérateur non linéaire

u— uy — VPAu+ Pu.Vu, u € D(up)
ou

D(ug) = {u € L*(0, T; Wy2(Q)) N W>2(Q)*; u, € L*(0,T;L4(Q)), et ug =0}
(3.5)
et le rang (image)

R(up) = {uy — vPAu+ Pu.Vu; telle que u € D(up)} (3.6)
Jusqu’a I’heure actuelle, on ne sait pas dans quelle mesure on a :

R(ug) = L2(0,T; L2(Q))
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ce qui signifie la surjectivité de I'opérateur et qui reste un probléme ouvert
(ie : Pour tout f € L*(0,T;L2(9)), up € L2(Q) le systeme (1.1) admet une
solution u € D(uy) )

Le Théoréme qui suit montre une certaine propriété de densité R(uy) dans
l'espace L?(0,T;L2(2)). H. Sohr dans [28] a démontré cette propriété pour
Ug € Wolf(Q), 0 <T < +00, ie : il a démontré que sous la condition

2
1<qg<2 1<s<2 et n+1<2+—<n—|—2 avec n = 3
q s

la limite suivante
Jim gl =0

On se propose de généraliser son résultat a ug € L2().

Théoréme 3.1 :

Soit © C R3 un domaine quelconque de frontiére régqulicre de classe C? et
soit 0 < T < o0,

3 3 2
1<q<§, 1<s<2 v>2 avec 4< —+ —
q s

et soit, ug € L2(Q) et f € L¥(0,T;L9(N)%) NL2(0, T;L*(2)3),
Alors, pour chaque k € N,

e € L5(0, T; L9(Q)%) N L2(0, T; L*(Q2)? (3.7)
telle que le systéme d’équation de Navier-Stokes
u—Au+uNVNu+Vp=f+ry; u0)=mu (3.8)

admet une seule solution
u=ug € D (up) (3.9)

On trouve que :

C(r, s,v) (’

||rqu,s;T S ko

[woll3 + 1 F 7 (3.10)

ot o= (1-2/v)2/p. Par conséquent

kl—l}foo ||T]€||q,s;T =0
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Démonstration :

L’existence d’une solution faible u = wu, pour chaque k£ € N pour le
systéme approché (2.26). est donnée par le Théoréeme 3.1.
En utilisant (i) on voit que u est la solution faible de 1’équation de Navier
Stokes (1.1) avec pour donnée f, = f + 71 et ug.
Le Théoréeme 3.1 permet de dire que

u € D(ug), u.Vu e L*([0,T);L*(Q)?)
et par conséquent

ry € L2([0,T); L*(Q)°)
fo=f+m € L([0,T); L*(Q)%)

et comme u; € L?([0,T);L2(9)), la fonction u est fortement continue presque
partout sur [0,7)” on en déduit du Théoréme 3.1 la pression p ..

Rappelons que les opérateurs J;, := (I +k1AY 2)_1 introduits par Yosida
( voir H.Sohr [25] — [26]), d’aprés les propriétés des semi groupes e 4 (¢ > 0),
on vérifie facilement que ces opérateurs vérifient

1kl < C
ou C' > 0 est une constante dépendant de €2. et

lim Jyu = v pour tout u € L2 (Q)

k—oo

L’idée de la démonstration est de résoudre I’équation de Navier-Stokes régu-
larisée
ur + vAu+ P((Jyw).Vu) = Pf; u(0) = ug (3.11)

en D’écrivant sous la forme
u + vAu+ P(u.Vu) = Pf + P ((I — Jp)u.Vu); u(0) = ug (3.12)

et de montrer que le terme

g =P ((I — Jp)u.Vu) =ry
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3
tends vers zero lorsque k& — oo dans l'espace L*(0, T; L%(Q)3) avec 4 < — +
q

2
—.car
S

g == P ((I = Jx) u.Vu)
— _(I — (I—i— k‘_lAl/2)71> u.Vu]

= [(k142) " w.vl

= (b +42) 7 420 7]

5 (1 B AY) T A2 ]
= % (A%Jku> Vu

Pour montrer que le terme ry := P ((I — Jx)u.Vu) tend vers zéro lorsque
k — oo dans lespace L*(0,T; L?(2)?) avec 4 < — + = on a besoin des deux
q s

Lemmes suivants :

Lemme 3.1 : 9

3
Soit 1 <qg<2,1<s<2,v>2, tel que 4 < —+ —
q s
Alors

C
Hrk||q7s;T < T2/ (HAI/2UH272;T + ||u||2,oo;T) [Vully op (3.13)

Démonstration :
En utilisant 'inégalité de Holder, on trouve

-1
lgell o < C | (k4 A2 a2 IVl
(G-3) (5-3)
1 1 1 1 1 1
En posant —:=—-— -, —=———etde(3.12) on a:
r q 2 p s 2

iy

3_3 1
‘2 avec 20+ =135 ou f <j

< 0|4 (k+ av2) " a2

3 11 3
.Etcomme26+—:25+3(___) B
r q

3
5 2,ona26+5=3etdonc
3 1
2 q
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1 3
dousi < 5 on ait ¢ < 2 Par ailleurs on a en utilisant (3.13) ,

| e a2y ave|| < cf|ad (5 + a2)7 a2
= C|aie (k + A1) A1/2 I,
(]{7+A1/2) Al/2u

2

< HAU k;+A1/2) Al/Qu 1-vf H(k’+A1/2)71 AL/2y,

2 TP

1

1 — —pvp3 _ 1-vfB\ »

<C (HA» (k + AY?) 1A1/2u e 4y Ay >

2

2 _2
scHA% (k+ AV2) " a7 || 4 a2y a0
2,2 2,00

2
||A1/2u||52 HUHQ ,00

HA1/2UH2 o T llully oo)

- k (1-2/v)2/p

< gz

et donc finallement on obtient :

C

-1
H (k’ -+ A1/2) Al/zu-vu asiT S m (HA1/2UH2,2;T + HuH2,oo;T> HVUHZQ;T

2
nous choisisons vBp =2 ,avecv > 2, p—vfp=p—2et vf = — .1l suffit
p
d’utiliser pour a < % I’estimation

C

k172a

[ e vy

< [[aie= (5 + 427 <

q,8T
pour cela on écrit

=3(0) e

; 2 \v

1 3 1
Soit § = 3 (1 — —) en multipliant par vp, on trouve vpf = % (1 — —) =
q q

2 et par conséquent



De l'inégalité (2.5), on en déduit 'estimation (3.13).

On peut aussi obtenir une majoration du terme [|(Jyu)Vull, ., et par la
suite montrer que (Jyu)Vu tend vers zéro en norme || ., lorsque & tend
vers l'infini. Ceci permet de vérifier que lorsque k tend vers l'infini la solution
du systéme approché uy tend vers la solution du systéme (1.1).

Lemme3.2 :

3 2
Pour 1<qg<2,1<s<2,v>2 tels que 4 < — + —
q s
Alors on a :
C(r,s,v)
|Vl < = (Ilaoll3 + 1F ) (3.14)
2
avec o =—+ — —4
s
Démonstration :

On a a partir de



3 2 3
>

a0l ) 1905
v ||Vu|rm 3l iy + 3 V0l
( DIV ully i + 3l

C(r s, V)
) (||uo||2,2;T + 1Pl r)

IN
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