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Introduction

Il est difficile de comprendre ce que 'on entend par un événement ez-
tréme en 'absence de critere permettant de distinguer entre la normalité et
I’extréme. Pour commencer, il convient de faire abstraction de I'usage cou-
rant de ces expressions telles qu’elles sont utilisées pour décrire la probabilité
d’un événement. Des expressions courantes comme ” ¢’est normal” ou il fal-
lait s’y attendre” ont acquis un sens particulier qui est susceptible de préter
a confusion. Les mathématiciens ont mis au point un outil pour mesurer la
probabilité de réalisation d’événements dus au hasard. Il s’agit de la théo-
rie des probabilités. Les données qui relient cette théorie aux événements
de tous les jours sont issues des statistiques. Ces deux branches des mathé-
matiques, qui constituent la stochastique, ont produit des outils puissants
qui sont non seulement employés dans de nombreux domaines scientifiques,
mais également dans I'assurance et la finance ([1], [30], [18], [7],). La théorie
des valeurs extrémes (TVE) est un de ces outils issus de la stochastique qui
s’attache précisément a décrire les événements rares. Elle trouve des appli-
cations notamment en ingénierie pour calculer la fiabilité, en médecine pour
réaliser des statistiques, dans les sciences de I’environnement, la géologie et
la météorologie ([22], [20]).

Les extrémes ne se prétent pas a la modélisation : par définition, les don-
nées sont rares et les prévisions ou estimations doivent souvent étre établies
a la marge, voire en marge, des données disponibles.

Selon le réassureur zurichois Swiss Re([2]), les catastrophes intervenues
en 1999 ont été responsables de la mort de plus de 105.000 personnes et ont
engendré 28,6 milliards de dollars de sinistres pour les assureurs, un montant
qui n’avait jusqu’ici été dépassé qu’une seule fois. Ces pertes étaient princi-
palement imputables a cing tempétes et a deux tremblements de terre, qui a
eux seuls ont cotté 15,9 milliards de dollars aux compagnies d’assurances.



Les marchés financiers ont connu de nombreux krachs, comme celui de
1929, annonciateur de la grande crise, et celui du "lundi noir” d’octobre 1987.
Plus récemment, le 5 avril, le Nasdaq a perdu plus de 13 % de sa valeur en
une séance, en réaction a la surévaluation du marché causée par I’envolée des
valeurs technologiques. La veille, I'indice avait chuté de 7,64 % et la semaine
précédente de 7,86%.

La nécessité de se doter d’une théorie de gestion du risque pour les événe-
ments extrémes est reconnue depuis longtemps. A la suite de la catastrophe
de 1953 qui a frappé la Hollande et la Zélande(1800 morts), le gouvernement
néerlandais chargea un groupe de scientifiques, de statisticiens et d’ingénieurs
de calculer a quelle hauteur il convenait de construire les nouvelles digues
pour qu’elles puissent résister a un événement qui n’aurait qu’une chance de
se produire en 10.000 ans. Les digues devaient étre d'une hauteur telle que la
probabilité d’une inondation soit extréemement réduite, de 0,0001 en I’espece,
quelle que soit ’année considérée. A partir de tres peu de données disponibles
et apres calcul, ils estimerent que les digues devraient mesurer au moins 5
metres. Cette estimation était fondée sur 'utilisation de techniques statis-
tiques empruntées a la théorie des valeurs extrémes (TVE), qui constitue le
sujet du présent mémoire.

Pour commencer, le premier chapitre contient des rappels sur la statis-
tique d’ordre, qui est trés utiles en théorie des valeurs extrémes ([29]). Nous
décrivons dans le deuxieme chapitre la théorie des valeurs extrémes en carac-
terisant la loi des extrema et les observations qui excedent un seuil fixé et nous
étudions le comportement au niveau des "queues” de certaines distributions
dites Heavy-tailed ([18]). Un troisieme chapitre sera consacré aux techniques
d’estimation des parametres des lois et les quantiles extrémes dans la TVE,
ensuite on abordera dans un quatrieme chapitre, un domaine d’application
de la TVE qui est I'assurance et en particulier la réassurance, on se basera
sur le principe de la prime ajustée ([39]) et son estimation en utilisant la
TVE ([33]). La partie applicative de ce travail fera I'objet du chapitre 5 qui
va comporter une etude simulation et une application au données de 'assu-
rance (Données du Projet d’étude statistique sur la sinistralité automobile
en Algérie, réalisée avec le miniteére des finances, Rapport CNA 1999,/2000).



Chapitre 1

Statistiques d’Ordre

1.1 Statistiques d’odre

L’introduction des statistiques d’ordre est nécessaire dans le cas ou on
s’'intéresse, non pas aux observations d’un échantillon a I’état brute, mais au
comportement des réalisations ordonnées.

1.1.1 Rappels et Définition

Définition 1 Soit une suite de variables aléatoires X1, ..., X,, indépendantes
et identiquement distribuées (i.i.d.). On appelle statistiques d’ordre X(y), ..., X
ces variables aléatoires ordonnées (dans ['ordre croissant):

Xy <o < X

par conséquent Xy = min(Xy,...,X,) et X(,) = max(Xy,...,X,)
Remarque 1 On peut aussi utiliser les notations suivantes pour designer la
ime statistique d’ordre: Xi., ou X

Soit X1, ...,X,, n variables aléatoires de fonction de répartition F' qui admet
une densité f, on cherche maintenant la loi et la densité des statistiques
d’ordre.

Proposition 1 (Densité et loi des statistiques d’ordre) La fonction de
répartition de la 1™ statistique d’ordre peut étre exprimer sous la forme sui-
vante:

Fx, (y) = Plau moins i des X; sonts plus petits ou égauz a y|
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ce qui donne

n

Fx,(y) = P[Xo) <yl = Z(?)[F(y)]l[l — F(y)" (1.1)

si F' est continue, alors

ou
n!

(n— )i — 1)

Proposition 2 (Densité conjointe de deux statistiques d’ordre) la den-
sité conjointe des deux statistiques d’ordre X ;) et Xy avec i < j est donnée
par:

fxo W) = F@IT L= F)" (). (1.2)

n!

fX(i)7X(j) (y,Z) = (Z _ 1),(] i — 1)'(7”& - ])' [F<y>]Z71[F<Z)_F(y)]]ilil[1_F(Z>]nijf(y)f(z)
(1.3)

Proposition 3 (Distribution des k grandes statistiques d’ordre) Pour
k=1,...,n on note Fy,, la distribution de X,. Alors

— Fra(z) = SF OV F (2) Frr(z) ot Fz) =1 — F(x).

r=0
- Si F est continue alors

Fin(z) = / frn(2)dz,

ot frn est la densité de Fy,,, par rapport a F

n!

G @F

fin(x) =

();

Définition 2 (a) On appelle étendue la grandeur E = X,y — X1
(b) On appelle médiane de ’échantillon, la statistique

2

X3 + X+
2

On utilise la médiane pour caractériser l’emplacement de [’échantillon
et ’étendue pour décrire sa dispersion.

Xnt1y  sin est impair
M = {

st n est pair
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(c) On appelle moyenne tronquée d’ordre r, la statistique

1 n—r
Tn r =

' _n—27ﬁz X

i=r+1

Définition 3 la fonction quantile F*~ de la distribution F' est définie par
F7(t)=inf{reR: F(z) >t}, 0<t<Ll
Pour un échantillon X4,...,X, on note la fonction quantile empirique par

F<—
k—1

n

k
Fy(t) = Xg pourl — — <t <1-—

n
pourk=1,...n.

Dans le paragraphe suivant on va présenter un résultat sur la transformation
des quantiles, qui est nécessaire dans la simulation d’échantillon et par suite
dans I'estimation des p-quantiles

Transformation des quantiles

soit X1, ...,X,, une suite de variables aléatoires 7.i.d. de distribution F',
et Uy, ...,U, une suite de variables aléatoires i.i.d. uniformément distribuées
sur [0,1] et notant par Upy,...,Uw) la statistique d’ordre correspondante,
alors

- F=(Uh) <X, (i égal en distribution).
— Pour tout n € N,

(X X)) = (F~(U), ... .F~ (Upm)).

— La variable aléatoire F'(X;) a une distribution uniforme sur [0,1] si et
seulement si F' est une fonction continue.

Estimation du p-quantile

On note z, le quantile de la loi de X;, une estimation du quantile est

donnée par:
X(k+1) si % <p< —k:;l
i’p = { X(k) + X(k;—l—l) . k (14)
2 Py
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1.2 Distribution des extrema dans le cas fini

On va maintenant énoncer quelques résultats concernant les distributions
asymptotiques, qui seront repris dans le chapitre suivant.
On définit les variables aléatoires M,, = max(Xy,...,X,) et m, = min(Xy,...,X,).
Proposition 1 Les fonctions de répartition du mazximum et du minimum
sont données par:

Fu,(z) = {F(x)_}" (1.5)
Fo,(x) = 1-{F(z)}"
En effet, on a
Fy (x)=P(M,<z) = P(X;<z,....X,, <x)
= PX;<x)...P(X,<x)
= {F(=)}"

Le méme résultat pour le minimum se trouve pour F.

Remarque 2 Dans le cas ou les X; ne sont pas identiquement distribuées,
on a de la méme maniére :

n
Fu,(z) = [ [ Fx.(@).
i=1
Remarque 3 Notons que, pour des variables aléatoires suivant une loi F,
la loi du mazximum vérifie la relation suivante:

lim Py, (x) = lim {F(2)}" = { v 1]::8 < (1.7)

n—oo n—oo

Ainsi, lorsque n tend vers linfini. la distribution du maximum est une fonc-
tion qui dégénere et présentera un saut a la valeur minimale x telle que
F(x) = 1. valeur que l’on appelle souvent upper-end point ou right-end point.

1.3 Conclusion

La statistique d’ordre constitue un outil de base dans la théorie des valeurs
extrémes. On va présenter dans le chapitre suivant 1’essentiel de cette théorie,
qui a pour but de caractériser la loi des évenements extrémes, non seulement
le maximum ou le minimum, mais aussi les observations qui excedent un
certain seuil indépendament de la loi initiale des observations.
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Chapitre 2

Théorie Des Valeurs Extrémes

On cherche a décrire le comportement des valeurs extrémes d’un échan-
tillon. C’est-a-dire que I'on veut approcher la loi que suit le maximum ou le
minimum des observations lorsque celles-ci suivent une loi inconnue. Nous sa-
vons que, pour une taille d’échantillons fixée, le maximum des observationsM,,
max (X - -+ X,,) va suivreF" lorsque X; suit la loi F'. Mais pour des échan-
tillons devenant de plus en plus grand, ce résultats n’aura plus beaucoup
de sens car la loi F"dégénere .On veut donc chercher une loi non-dégénérée
pour le maximum de 1’échantillon, convenablement standarisé. La théorie des
valeurs extrémes fournit un cadre probabiliste visant a construire un modele
asymptotique pour les variables aléatoires extrémes.

Le résultat fondamental concernant la distribution limite du maximum
est le théoreme suivant. Il donne une condition nécessaire et suffisante pour
I’existence dune loi limite non-dégénérée.

Théoréme 1 (Théoréme de Fisher-Tippet [19]) S’il existe deuz suites
de constantes (a,)>, et (b,)22, avec a,, > 0,Yn, telles que, pour n — 400

P{(M,, —b,)/a,} — H(x) (2.1)

ou H est une fonction non-dégénérée, alors H est ['une des fonctions sui-
vantes :

Hy(x) = p( exp( x)) —00 < < +00.
O‘ >
Hio(z) =ex ) x>0,a>0. (2.2)
eXp ( )™ x<0,a<0.
Hao7) = x> 0.
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On appelle H, loi Gumbel, H; ,, loi Fréchet et Hy, loi Weibull. Inversement,
chacune de ces trois distributions est la distribution pour le maximum stan-
dardisé (M,, — b,)/a,, d’'un échantillon (Xi,...,X,) et dans ce cas, on a
H = Fx, c’est-a~dire que les observations suivent par exemple une loi H.

o

i — umbet .
i —— Frechet i

ol Welbul!

S

Q i

o

+

o]

N

=)

o ___________

[+

F1G. 2.1 — Densités des valeurs extrémes EMBRECHTS1997]

2.1 Domaines d’attraction

Une question intéressante est de determiner quelles sont les lois F' dont les
maxima suivent asymptotiquement une loi H donnée et comment les suites
a, et b, peuvent-elles étres trouvées.

Le domaine d’attraction d’une loi est une sorte de généralisation du théo-
reme centrale limite, il est défini de la facon suivante:

Définition 4 on appelle domaine d’attraction de H (ou domaine d’at-
traction mazimal) 'ensemble des lois F' pour lesquelles le mazimum norma-
lisé suit la loi H.
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L’inverse de la fonction de hasard h(zx), d’une fonction de répartition F' est
définie par

- 1— F(x)
h(zx) = ————= 2.3
(z) @) (2.3)
on peut choisir alors les constantes a,, et b, telles que
~ 1
an = h(b,) b, =F(1- 5) (2.4)

Définition 1 Une distribution est dite max-stable pour des suites {a,}>2 {,
a, >0 et {b,}5°,, si F"(b, + a,x) = F(x), Vn.

Définition 2 Une distribution est du méme type qu’une distribution des va-
leurs extrémes donnée par (2.2), si et seulement si elle est max-stable.

e}

Pour les trois distributions des valeurs extrémes, les suites (a,)%; et (b,)>2

qui normalisent le maximum sont les suivantes (voir[18]):

Gumbel: a, = 1 ou a,, = constante, b, = logn.
Weibull: a, = n'/* | b, = 0.

Fréchet: a, = n'* , b, = 0.

Domaine d’attraction (H) Gumbel Fréchet | Weibully,
Normale Cauchy | Uniforme
F Exponentielle | Pareto | Weibully,
Lognormale
Gamma
Weibull,,

TAB. 2.1 — Domaines d’attraction
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Paramétrisation v et Loi Généralisée (GEV)

Il existe une autre paramétrisation des distributions des valeurs extréme
permettant de grouper les lois Fréchet et Weibull. On la nomme souvent
paramétrisation 7.

Proposition 1 En considérant la transformation v = 1/« on peut réecrire
les fonctions de (2.2) de la maniére suivante:
Lot Gumbel:

Hy(x) = exp(—e ™) V. (2.5)
Lois Fréchet et Weibull:

(2.6)

(z) = exp(—(1+~z) ) 14~z >0,v#0.
10 sinon.

Proprietés:

1. H, = Hy quand v — 0 (par valeurs positives ou negatives ).
2. H, pour 7 > 0 est la loi Fréchet, tandis que pour v < 0 elle est Weibull.
3. Les densités correspondante sont données par :

ho(z) = exp(—e *)e ™.

H,(z)(1 +vz)~ YY) (14 4x) >0, # 0.
hy(z) = :
0 sinon .
4. h, = hy quand v — 0.
Pour eviter de travailler avec trois distributions limites, on cherche une pa-

rametrisation les regroupant.

Résultat 1 (Distribution GEV) Une caractérisation synthétique des lois
extrémes est la représentation de Jenkinson-Von Mises: Cette représenta-
tion est obtenue en introduisant un parametre de forme (shape parameter) €.
On appelle cette distribution la distribution généralisée des valeurs extrémes
(Generalized Extreme Value GEV), qui a la forme suivante:

Hy () = exp[—{1 + §(—5)} /4. (2.7)

En fait la distribution GEV est H, en introduisant les parametres de position
W et d’échelle o.
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Proprietés:

1. Pour £ — 0, on obtient la loi Gumbel .
2. Pour £ >0 H, ¢, est la loi Fréchet.
3. Pour £ <0 H,,¢, est la loi Weibull.

Un outil essentiel dans la théorie des valeurs extrémes est la représentation
graphique, qui sert a explorer les données et visualiser I'existence ou non des
valeurs extremes. Dans la section suivante on a présenté une synthese des
outils d’exploration graphique.

2.2 Outils statistiques d’exploration

La visualisation des données a une grande importance dans toute etude
statistique, il existe différents outils d’exploration des données dans le cas
extréme, nous presentons dans cette section les méthodes les plus classique
que sont le graphe de la fonction de survie, les graphes de quantiles (ou
de probabilitées), le graphe de la fonction moyenne des dépassements, et
I'estimateur de Hill, etc- - -

2.2.1 Graphe de la fonction de survie

La méthode la plus simple pour visualiser la queue de distribution d’une
situation réelle, est de reporter sur un graphe l'estimateur de sa fonction de
survie. Un estimateur sans biais de la fonction de survie h(s) est donné par
la formule suivante:

. 1 <&
h(s) = E Z 1{Xi>5}
i=1

qui represente la fonction empirique des dépassements, pour plus de détails
voir [18].
2.2.2 Les graphes de quantiles et de probabilitées

Disposant d’observations (X;)i<i<n, on aimerait voir graphiquement si
une distribution donnée (dont on note F' la fonction de repartition) s’ajuste



2.2 Outils statistiques d’exploration

17

bien a cette série. Pour cela on se place sous ’hypothese Hy qu’elles sont
i.i.d. de fonction de répartition F' (inversible). On peut montrer que

7
n+1

ElF(X@)] =

L’idée des graphes de probabilitées (PP-plot) pour la loi F' est de reporter
sur un graphe les points de coordonnées:

(FXo)i i)

Pour les graphes de quantiles (QQ-plot), le principe est identique: on repré-
sente les variations des X(; en fonction des F _l(nil)' L’allure du graphe
indique sur la validité de I’hypothese H: si la courbe a une forme linéaire,
I'hypothese Hy est plausible, et si le graphe devient concave (resp. convexe)
vers la droite, la distribution F attribue trop (resp. pas assez) de poids aux

grandes valeurs(figure 2.2).

10-

Exponential Quantiles
[

1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 35
Ordered Data x10°

F1G. 2.2 — Graphique des quantiles(QQ-plot)



2.3 La Loi des Exces 18

2.2.3 Graphe de la fonction moyenne des dépassements

La fonction moyenne des dépassements (FMD)fournit un moyen efficace
d’exploration des données. Le principe de la méthode de la FMD consiste a
comparer graphiquement la FMD estimée aux FMD théoriques . Disposant
d'un échantillon (X;)1<i<pn, la FMD en un seuil s > 0 est naturellement
estimée par:

" Xz —s5).1x, s
() = 2= = S x>
Zz’:l Lxi>s
La figure (2.3) montre les fonctions moyenne de dépassements théoriques de
quelques loi usuelles (source:[18]). Souvent, la FMD est estimée aux valeurs
X(n—k); k= 1, e n — 1.

Le numérateur s’écrit: Zf:1(X(n—i+1) — X(n—k)) tandis que le dénomina-

teur vaut k. On représente alors les variations de:

. 1<
En,k; = en(X(nfk)) - E Z X(nfiJrl) - X(nfk)

i=1

Dans la section suivante on va s’interesser non pas aux maxima, mais aux
observations qui excedent un certain seuil. Une approximation de la loi des
exes est donnée au moyen de la loi GPD.

2.3 La Loi des Exces

Soit Xy,...,X, des v.a i.i.d de méme loi F' € MDA(H) pour £ € R.
Premierement, on choisit un seuil elevé u et on note

N,=card{i:i=1,....n, X;>u}

le nombre des exces.
Les exces correspondant sont notée par Yi,...,Yy,, la distribution des
exces de X est donné par:

Fu(y) = P(X —u<y/X >u) = P(Y <y/X >u), y=0
la derniere relation peut étre aussi écrite comme

Flu+y) =F(u)F(y) (2.8)
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=7
m
:T Waibull: taw « 1
or legnormal
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%lﬂ_
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fal
bt Waibul-
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0 2 4 8 a 10

Fi1G. 2.3 — Fonction Moyenne des Dépassements Théoriques

Rappelons maintenant la définition de la distribution de Pareto Générali-
sée(GPD) introduite par Pickands(1975)[35].

Définition 1 La lot GPD G, avec les parametres v € R et 0 > 0 est
définie de la maniere suivante:

1—(1+7%)77 siy#0.
Grolz) = x € D(v,0).
e/o sty =0



2.3 La Loi des Exces 20

ot ‘
blve) = { [/8203)0/7/ Z 1 ig
Définition 3 Les Lois Pareto généralisées sont les lois
W(z) =1+logG(x)

ot G(x) est une des lois des Valeurs Eztrémes.

Résultat 1 Les lois Pareto généralisées avec le parameétre o sont:
Exponentielle GP0O

Wo(x)=1—€e"siz>0. (2.9)
Pareto GP1
Wia(z)=1—2"%sixz>1,a>0. (2.10)
Béta GP2
Waa(z)=1—(—2)*si —1<2x<0,a<0. (2.11)

2.3.1 Exemples de distributions Heavy-Tailed

Il existe plusieurs distributions Heavy-Tailed, la table 2.2 donne une liste
non-exhaustive de ces distributions. Toutes ces distributions ont un support

Nom Queue F ou densité Parametres
lognormale | f(z) = 271r<m: e 5" weER, o>0
BUI'I' F(QZ‘) = (ﬁfx"/)a «, Ba 7 > O
Weibull F(r) =e" c>0, 0<vy<1
Loggamma | f(x) = %(ln ) L a, >0

TAB. 2.2 — Exemples de distributions Heavy-Tailed

(0, 4 o0) a lexception de celui de la loggamma qui a un support (1, + 0o)
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2.4 Estimateur de Hill

L’estimateur de Hill est construit de la maniere suivante: On considere
une suite de v.a. i.i.d. (X1,X5,---,X,) de loi commune F, a queue lourde
(Heavy Tailed) telle que: 1 — F(z) = 2~ *L(x),x > 0, L(x) une fonction a
variation lente telle que,

lim L)

AT =1, pour tout A >0 (2.12)

1
Alors si on note 4y, 'estimateur de Hill(Hill, 1975) de —, il a '’expression
a

suivante:

k
R 1
Ve = E ; lOg X(n—i+1) — lOg X(n—k)7 (213)

Théoréme 2 (Hall,1982[24]) On suppose qu il existe deuz constantes stric-
tement positives C' et D telles que

1— F(z) = C2~*(1 + Dz~" 4 o(x™")).

St k,, vérifie
ke — +o0et ky, /0?20 (2.14)

quand n tend vers l'infini, alors 'estimateur de Hill est asymptotiquement,
normal et on a:

1 1

Cet estimateur, le plus utilisé en théorie des valeurs extrémes, a été largement
étudié. Les résultats de consistance sont établis pour v > 0. Sa faible consis-
tance a été établie par Mason (1982), sa forte consistance a été établie en
particulier par Hall et Welsh (1984) et Deheuvels, Haeusler et Mason (1988)
qui pour une suite bien choisie de k,, donnent la vitesse de convergence op-
timale. Resnick et Starica (1995)ont démontré la consistance de l'estimateur
de Hill dans le cas de variables dépendantes. On a aussi défini les conditions
sous lesquelles ’hypothese de normalité asymptotique de cet estimateur est
vérifiée (Hall (1982),Csorgd, Mason (1985), Athreya, Lahiri,Wu (1998), Da-
vis, Resnick (1988b)).

En raison des hypotheses imposées pour obtenir un bon comportement asymp-
totique, I'estimateur de Hill n’est en fait efficace que pour les lois extrémes
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de Fréchet. C’est en cela que réside la grande différence entre les estimateurs
de Pickands (qui sera définit dans la section suivante) et de Hill, méme si
du point de vue de leur construction, leur explication "intuitive” est sensible-
ment la méme. Nous renvoyons aussi a Hauesler et Teugel (1985), Deheuvels,
Haeusler et Mason (1988) et a Bacro, et Brito (1998) qui ont proposé ré-
cemment un estimateur plus général que 'estimateur de Hill avec les mémes
propriétés asymptotiques. Une approche fonctionnelle pour étudier les pro-
priétés de l'estimateur de Hill est considérée par Dekkers et de Hann (1989).

2 T T T T T T T T

L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
k

Fi1Gc. 2.4 — Estimateur de HILL

2.5 Estimateur de Pickands

Il est fondé sur le calcul des quantiles. Cet estimateur a été introduit par
Pickands (1975) et revisité par Drees (1995 ou 1998), Dekkers et al. (1989)
qui ont établi sa faible consistance.

Il est défini de la maniere suivante. Soient (X;,Xs,...,X,) un échantillon
d’'une v.a. de loi F', dont la loi limite du maximum est H.,(x), et désignons par
(X1),X(2), -, X)), lastatistique d’ordre associée. Notons 7, I'estimateur de
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Pickands de . Alors, étant donnée une suite m = m(n), on a:

~ 1 T(n—m+1) — T(n—2m+1
5 = — log (-2 ) — )
log 2 T(n—2m+1) — T(n—4m+1)

(2.15)

Les propriétés asymptotiques de cet estimateur sont les suivantes:

Théoréeme 3 — Sous les hypothéses précédente, si m(n) — oo et
m(n)

— 0 quand n — o0, alors:

Y — v, en probabilté quand n — oo

m g, ml)

— 0 quand
n log logn

— Sous les mémes hypotheses, si

n — oo, alors:
Y — Y, P-S quand n — 00

Sous des hypotheses affectant la fonction F, que nous précisons ci-dessous,
I'estimateur de Pickands admet, asymptotiquement, une distribution nor-

male. Posons: .
1

1—F(x))

existe une fonction a positive telle que, pour x > 0 et v € R,

Hy: Supposons que U(x) = ( ait une dérivée positive et qu’il

. (to)'U (tx) — U (1)
lim
t—0 a,(t)

= logx

Théoreme 4 Pour des v.a. i.i.d. dont la fonction F vérifie I'hypothése H,

,sim = m(n) — oo, avec m(n) = o(75) ou g(t) = 7> (U'(t)/a(t))?,
n — oo, alors

ot

[ = (22" +1)/(2(2* — 1) log 2)*.

Remarques:

— la normalité asymptotique de l'estimateur est obtenue aussi pour des
suites m(n) telles que m(n) — oo avec m(n) = o(log*n) .
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— pour les propriétés asymptotiques de I'estimateur de Pickands nous ren-
voyons & Drees (1995 et 1998).

L’estimateur de Pickands, fondé sur 1'utilisation des quantiles, est général
dans sa conception et peut étre utilisé dans I'estimation des parametres des
trois distributions extrémes. Une généralisation de ’estimateur de Pickands a
ét¢ introduite par Dekkers, Einmahl et de Haan (1989 a et b) . Un estimateur
proche de celui-ci a été proposé par ces auteurs. Sous des conditions de régu-
larité de la loi F', ils obtiennent la normalité asymptotique de cet estimateur.

‘

Xi
= N

T
‘ ?

k

Fi1G. 2.5 — Estimateur de Pickands

Aprés avoir présenté dans ce chapitre 1'essentiel de la théorie des valeurs
extrémes, on va passer maintenat au méthodes d’estimations utilisées dans
cette théorie.
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Chapitre 3

Méthodes d’estimation

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on va présenter les différentes méthodes existantes, pour
I’estimation des quantiles extrémes a partir des données de type Heavy-tailed.
Des exemples courants de distributions Heavy-tailed sont: la loi de Pareto,
Burr, Student t, Loggamma et Fréchet. Ces loi sont utilisées dans divers
domaines pour modéliser des situations réelles, nottament en assurance elles
modélisent les tailles de réclamations (claim sizes) et de pertes (losses), et en
finance elle capture I'effet heavy-tail de certaines quantités telles que le taux
de change(exchange rates) ou les log-rentabilités(log-returns) sur les stocks.

Dans le paragraphe suivant, on va présenter les méthodes d’estimation et
d’inférence les plus utilsées dans la théorie des valeurs extrémes.

3.2 Estimation pour le modele GEV

3.2.1 Meéthode du Maximum de Vraisemblance

Considérons a nouveau la distribution générale des extrémes des maxima
dont I'expression analytique est donnée par le systeme suivant :

exp[—{1+ ()} V] £ #0,1+8(554) > 0.
exp(—e~(5F1)) E=0,2eR.

H,oe(x) = {
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La densité de probabilité s’écrit:

uns(®) = T[4 € LD expl - (14 (T )y

Afin d’estimer les parametres intervenant dans la distribution, nous determi-
nons la fonction vraisemblance comme suit:

n

log L, oe(21,...,2,) = —nlog U—Z[(1+%) log{1+£(xz - M)}_{1+§(xl - M)}fé]

Les équations des derivées sont les suivantes:

5 =T -+ D) gy — (E+ )
=2 {1+ )m—(i)[“rf(y)] (e

b =Xi{— -0+~ 1.7_ <€<“ *”)( >[ FE)

o2

% =1 i-(+ %)(mig—_”)m log[1 +&(*54)| &
_1y BETHNY 4\ g .
e ¢ RN () () i + @ loglL + (2541}

% =+ D) + & logll +¢(552)
—[L e () (5 i + @ loglL +E(7M)]T)-

on arrive donc & une fonction non linéaire ¥(1,0,¢) : R x Ry x R — R3, des
variables i, o et £ dont on doit trouver un zéro . Cette fonction n’est pas préte
analytiquement de donner des zéros; donc on peut procéder par des méthodes
numériques, a savoir la méthode itérative de Newton(ou quasi-newtonienne),
que nous avons utilisé pour résoudre ce probleme.

L’estimateur du maximum de vraisemblance conduit a un estimateur non
biaisé, asymptotiquement normal (Prescott et Walden, 1980, 1983, Tiago de
Oliveira, 1980, Smith, 1985, Hou-gaard, 1986 ou Smith, 1987).

¢
-1
3
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L’algorithme de la méthode est décrit comme suit:
EMVGEV:

1.Poser xy proche du zéro de .
2.Pour £ =0,1,2,...
— calculer ¥(zy) et ¥'(xy), ou ' (xy) est la matrice des dérivées premieres
de chaque composante par rapport a chaque argument.

— Résoudre le systeme linéaire ¢ (zy) Az = —1 (), ou Az, est le vecteur
représentant la différence entre les solutions aux pas k et k£ + 1.

— Poser x11 =z + Axy,
3.S’arréter des que |xpy — x| <€

3.2.2 Meéthode des Moments Pondérés

Vu la complexité de la méthode du maximum de vraisemblance , d’autre
méthodes d’estimation moins complexes peuvent étre aussi utilisés comme la
méthode des moments pondérés, que nous introduisons dans le paragraphe
suivant.

Le principe de cette méthode proche de celui des moments. L’estimation
est réalisée a partir des moments de la variable aléatoire positive X pondérée

par H . (X), avec r un réel positif. Ces moments s’écrivent:

WT(M7U>§) = E[XH;,J,g(X)]

En effet, ces derniers se calculent facilement en remarquant que:

400 “+o00
/ L ()AHT () = [ H (n)rdy

e} —00

af(— £ _ i
H =4 " gl(—logy)™ —1] si&>0
posk u— olog(—logy) sié=0
L’intégrale converge lorsque £ < 1 et £ # 0 et:

o (11,0,8) = m—%u—ru—ou+mm

r—+1
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En alculant les trois premiers moments pondérés (r = 0,1,2):

wolpo€) = = £l = (1 =€)
(o) = 3l = T = (1= 2
alpo) = 3l = F1 = (1= 3

et en inversant le systeme, I'estimateur de £ est determiné numériquement a
partir de cette équation:

3¢ _ 1 _ 3o (p,0,8) — wolp,0,€) (3.1)
26 — 1 2@2(#,0’,5) - @O(Maaag) .

les estimateurs par la méthode des moments pondérés de (u,0) s’écrivent :

5 — _(201-00)é
r1-§(2¢-1) (3.2)

~

= Gy + &1 -T(1 - &)

=

avec I'(z) = 0+°O t*"le~tdt pour tout z > 0. Les moments pondérés sont

estimés par:

1 n
wr(p,0,8) = - ZX@)U(Z) pour r = 0,1, et 2 (3.3)
=1

compte tenu du fait que H,, (X)) < U(i) pouri=1...n.

L’algorithme de la méthode est le suivant:
MOMGEV:

1.Determier la statistique d’ordre (X, ..., X))
2.Estimer les trois moments ponderés selon I'equation (3.3).
3.Determiner &,/1,6 & partir des equtaions (3.1) et (3.2).
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3.3 Estimation pour le modele POT

Ici on considere la loi GPD qui a été introduite par Pickands(1975[35])pour
modéliser les exces au dela d’un seuil, elle a été utiliser pour modéliser les
données obsevées dans différents domaines. Par exemple, Hosking et Wal-
lis (1978[27])’ont utilisé pour modeliser les crues maximales annuelles de
la riviere Nidd en Angleterre; autre exemples de 1'utilsation de la loi GPD
dans l'analyse des valeurs extrémes ont été discuté par Castillo(1994[6]),
Embrechts([18]). Une propriété¢ interessante et utile de la loi GPD est qu’elle
est stable par rapport aux opérations sur les exces au dela d’un seuil. En effet
on a

ProbX—u<az/X >u] = Problu < X <x+u]  F(x+4u;v,0) — F(u;7,0)

Prob[X > u] B 1 — F(u;7,0)

(1= /) = (1= 5+ u)/0)*"
(1 —yu/o)t/
ProblX —u<z/X >ul=1—(1—-~z/(c — ,Yu>>1/”/’

ProbX —u<z/X >u|=

ce qui veut dire que si X ~ GPD(v,0) alors X — u,sachant X > u pour tout
u est une GPD(vy,0 — yu).
Cette propriété implique que si le modele est consistent pour un ensemble
de données avec un seuil fixé, il devra étre consistent pour les données avec
tous les seuils plus elevés. les valeurs suivantes du parametre ~y, ont un interét
particulier:

— Quand v = 0, la loi GPD est une exponentielle de moyenne o.

— Quand v = 1, la loi GPD devient une distribution uniforme U[0,0]

— Quand v < —1/2, Var(X) = co. En effet, le moment d’ordre r existe si

v>—1/r

— Quand v < 0, la loi GPD est une distribution de Pareto.
plusieurs méthodes on été proposé pour 'estimation des parametres (7,0)
de la loi GPD. Pickands(1975 [35], 1984[36] , 1993[37])suggere quelques mé-
thodes pour I'estimation des parametres qui sont combinées avec la procedure
du choix de la valeur seuil définissant les exces. Elles incluent les méthodes
non-paramétriqus, Bayesienne, statistiques d’ordre et d’autres approches.
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3.3.1 La méthode des Moments

les estimateurs des parametres v et o, par la méthode des moments
(MOM) sont donnés par[27]:

’A}/MOM = (.f'Q/S2 — 1)/2, (34)

ovom = T(T?)s° +1)/2, (3.5)
oll T et s% la moyenne et la variance de 1’échantillon respectivement.
L’algorithme de la méthode est le suivant:

MOMGPD:

1.Calculer Z et s? & partir de I’échantillon des exces.
2. Determiner 400 €t aon & partir des relations 3.4 et 3.5

3.3.2 La méthode du Maximum de Vraisemblance

Soit X = (z1,...,x,) un n-échantillon d’une loi GPD G, ,, la fonction

log-vraisemblance associée est donnée par

Y0

log(L(X;7.0)) = —nlog(a) = (1 +7)/7) Y log(1 + yx/0).

=1

ou les estimateurs du Maximum de vraisemblance (¥,6) de (7y,0) sont les
solutions du systeme d’equations suivant:

1 = Z;
— log(1 —) = . 3.6
nz og(l+77) = 7 (3.6)
rvi/o 1
_Zl—kvxa 14y (37)

Ce systeme n’admet pas de solutions explicites, et il est nécessaire d’util-
ser des méthodes numeriques pour calculer les valeurs de 4 et 6. Pour des
échantillons de petite taille, la procédure du maximum de vraisemblance ne
donne pas une estimation précise de (,0), et parfois elle ne conduit a aucune
estimation(Hosking et Wallis 1978[27]).



3.3 Estimation pour le modele POT

31

3.3.3 Meéthode des Moments Pondérés

Les moments pondérés(Probability Weighted Moments PWM) d’une v.a
X de distribution F' sont définis par:

fiprs = E(XPF(X)(1 = F(X))") (3.8)

pour toutes valeurs réelles de p, r et s tel que 'esperance existe. Les mo-
ments pondérés ont été introduit par Greenwood et al(1979[21]). L’approche
des moments pondérés (PWM) apparait comme un outil alternatif pour 1’es-
timation des parametres d'une distribution. En pratique la procédure usuelle
est de fixer p = 1 et choisir r et s des entiers positifs les plus petits possible.
Par conséquent, on prend en considération les moments ji1ps, s = 0,1,--- et
fago, 7= 0,1, .

Dans le cas de la loi GPD et avec la restriction —1/2 < v < 1/2 qui
est imposée essentiellement comme arguments pratiques,Hosking et Wallis
1978[27] ont comparé a partir d'une étude simulation, trois méthodes d’es-
timation (Maximum de vraisemblance(ML),méthode des moments(MOM),
les moments pondérés (PWM). Tous les résultats obtenus sont fortement in-
fluencés par le parametre v, et aucune méthode ne se distingue meilleure
par rapport aux autres, pour un domaine considéré de variation de ~y.leur
principales conclusions sont les suivantes:

1. Le maximum de vraisemblance ne montre son efficacité asymptotique
que pour des échantillons de taille supérieure a 500.

2. La méthode des moments n’est pas fiable pour v < —0.2.
3. La méthode des Moments pondérés est bonne pour —1/2 < v < 0.

En ce qui concerne la loi GPD, les moments pondérés jiy,, ont 'expression
suivante:

/mw=%Bw+lm—v+D—Bw+lw+DL (3.9)

ou B(.,.) est la fonction Beta,B(z,y) = I'(x)['(y)/T'(x + y) .
Les moments 11, existent si

u+1>0, v+1>0, v—y+1>0 (3.10)

Dans les cas particuliers ou r = 0 ou s = 0, les moments pondérés se pre-
sentent sous une forme plus simple

ag
T+s)(1+s—7)

H10s = ( (311)
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“ o T(r + 1)T(1 — )

Hiaro = v D(l4+r—7)
les estimateurs des parametres par la méthodes des moments pondérés PWM
sont:

(3.12)

Ypwar = T/(F —2t) = 2, (3.13)
Gpwnm = 2Tt(T — 2t), (3.14)

ou
n

1
t=—> (1-pu)ew,

n <
=1

P = (0 —0.35)/n, et z(;) est la i statistique d’ordre dans I’échantillon.

Commentaire:

On releve malheureusement que ces méthodes ne sont pas tout le temps
applicables, Pour v < —1, la fonction Vraisemblance peut étre infini, et le
maximum de vraisemblance n’existe pas. En outre, les conditions de régula-
rité de Cramer(voir [5]) ne sont pas vérifiées pour certaines valeurs de . En
plus, pour v > 1/2, la variance Var(X) = oo, et les estimateurs des MOM
et PWM n’existent pas. Méme quand les estimateurs des MOM et PWM
existent, le probleme de consistence avec les valeurs observées de 1’échan-
tillon, c’est-a-dire que, quelques valeurs de I’échantillon peuvent tomber en
dehors du domaine suggéré par les valeurs estimées des parametres: cette si-
tuation se produit quand z(,y > —0o /v, olt x(, est la plus grande statistique
d’ordre dans I’échantillon. Hosking et Wallis (1978[27]) ont donné les raisons
suivantes pour la restriction des valeurs de vy a —1/2 <y < 1/2.

Aprés avoir décrit les principales méthodes utilisées dans ’estimation des
parametres de distributions utilisées dans la théorie des valeurs extrémes, on
va presenter dans la section suivante les trois principales méthodes d’estima-
tion des quantiles extrémes.

3.4 Estimation des quantiles extrémes

Géneralement on distingue trois types de méthodes d’estimation des quan-
tiles extrémes:
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1. La méthode des maximas de blocs .

2. La méthode des exces: POT (Peaks-over-threshold).
3. Les méthodes basées sur les quantiles.

Dans le paragraphe suivant on va présenter la premiere méthode utilisée dans
Iestimation des quantiles extrémes, basée sur la loi GEV.

3.4.1 La méthode des maxima de blocs

La méthode des blocs est la plus ancienne méthode dans les valeurs ex-
tremes. En effet, elle est directement inspirée de la loi limite des maxima

(Fisher et Tippett, 1928), qui est la loi GEV introduite dans le chapitre
précédent:

f = SR L5 > 0,9 20,
el = ep(cep—(22) 4 =0

L’algorithme de la méthode des blocs est le suivant:

Blocm:

1.Diviser I’échantillon (X7, ...,X,) en m blocs de longueur [ (n = ml).
2.Pour chaque bloc calculer le maximum

Ml,j = maX(X(j_l)lH, ce ,Xﬂ).

3.Determiner les estimateurs 4,/1,6 des parametres de la loi GEV a partir de
I’échantillon des maxima de blocs (M1, ..., M ,).

4.Estimer le quantile extréme a ’aide de la formule suivante:

A

N 1
Qo = 0 —

(1= (= log(1 - =))),

> @

La méthode des blocs n’est pas trés efficace, car elle utilise une donnée
seulement, de chaque bloc de longueur [. Cependant elle reste utile pour
'estimation des périodes de retour (return levels) dans le domaine de finance.
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Exemple d’Application en Finance

Dans larticle [28], les auteurs ont analyser les revenus journalier (the
daily returns) du marché Suisse representé par "Credit Suisse General” index
2 pour la periode du 1-01-1969 au 1-12-1999. L’échantillon a été divisé en 31
blocs.

1971 1974 1976 1979 1982 1984 1987 1990 1993 1995 1998

Fic. 3.1 — Minima et maxima annuels des revenus journalier de Credit Suisse
General indez.

0.8

0.6

04r

0.2

0

0 15

Fia. 3.2 — Ajustement GEV de [’échantillon
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Estimation des parametres de la loi GEV a 95%
Borne_inf Estimation Borne_sup
19 0.02 0.2805 0.59
o 1.09 1.3669 1.84
Estimation de R ( GEV reparameterisée ) a 95%
Borne_inf Estimation Borne_sup
R0 5.29 6.9408 11.63

TAB. 3.1 — Estimation des paramétres de la loi GEV et le RY

Les estimateurs du maximum de vraisemblance obtenus sont f = 0.28,
6 = 137 et o1 = 2.65. la figure (3.2), montre le graphe d’ajustement de
I’échantillon par la distribution GEV .

En pratique les quantités d’interét ne sont pas les parametres eux méme,
mais les quantiles, aussi appelés périodes de retour (return levels), de la GEV
estimée. La période de retour R* est le niveau qui sera dépasser une fois sur
des périodes de k années.

1

RF=H! (1-2>).
( k)

o
En prenant par exemple k£ = 10, on obtient R0 =6.94, ce qui signifie que la
perte maximale observée sur une année va dépasser 6.94% sur une période de
10 ans en moyenne. Pour remédier a I'insuffisance de la méthode des maxima
de blocs, en terme de taille d’échantillon, une autre méthode dite "méthode
des exces” ou POT a été developper. Nous présentons cette méthode dans le
paragraphe suivant.

3.4.2 La méthode des exces

Avant d’aborder la méthode des exces en détails, on va présenter une
méthode graphique du choix du nombre des exces k, qui intervient dans
le calcul de plusieurs estimateurs. En effet, il est indispensable de calculer
ces estimateurs sur les vraies queues de distribution. Choisir un & trop élevé
engendre le risque de prendre en compte des valeurs qui ne sont pas extrémes,
a l'inverse, un sous échantillon trop court ne permet pas aux estimateurs
d’atteindre leur niveau de stabilité.
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Choix du nombre des exces

Le principe de cette méthode est basé sur la représentation graphique
de l'estimateur de l'indice des valeurs extrémes ~ en fonction du nombre des
exces k, ensuite de choisir k£ dans la partie ou I'estimateur est stable, la partie
du graphique ou l'estimateur a une allure linéaire( voir figure(3.3).

Hillplot
T

L L L L L L L L L L
(o] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
Order Statistics

Fic. 3.3 — Estimateur de Hill

Déroulement de la méthode

Le théoreme de Pickands sur I'approximation de la loi des exces permet
d’éstimer le quantile ¢, de F' de la maniere suivante

— On choisit un seuil u assez élevé et on ne retient que les k£ observations
supérieures strictement a u les exces associées (z; —u) sont notés y; - - - y

— D’aprés le théoreme de Pickands la loi des y; peut étre approchée pour
u grand par G. Ceci permet d’éstimer les parametres £ et 3 de G en
utilisant les observations y;. Les estimateurs obtenus sont notés £ et (.

— Dans I’équation(4.5) on utilise 'approximation 1 — F'(u) ~ k/n, pour

ecrire: P(X >qa) = (1—F)) F:ugqa —u))
)

1—
~ %(1 o G(qa - uaga
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— L’équation précédente permet déstimer ¢, par

A

Go = u+ 5[1 — (na/k)¢]

s T

3.4.3 Les méthodes basées sur les quantiles
La méthode ET

Breiman et al. ont utilsé 'approximation de Pickands en supposant que
¢ =0, i.e, que F appartient au domaine d’attraction de Gumbel: les lois Nor-
male, exponentielle, Lognormale, gamma, weibull. Breiman et al. ont utilisé
I'approximation ET(Exponential tail):

r—U

P(X>x/X > u) ~exp(— 5y ) pour = > u.
Siu = x(,_), alors pour & > x(,_p)
P(X > 2) & ¥ exp(- T2
x) ~ —exp(——=
- n P A

et g, peut étre approximer par ¢, ~ T(,—k) + A1n(k/na), ou A peut étre esti-
mer par A = (1/k) Zf;ol(x(n_i) — T(n—k)). L'estimateur de g, par la méthode
ET est:

e
—_

k

(i) = Zn-))] In(—=)

A

Go = T(n—k) + [

| =

I
o

La méthode QT

La méthode QT est une généralisation de la méthode ET, présentée aussi
par Breiman et al., ils ont proposé une approximation quadratique de la
queue

T k
- TI*(5) — (o)

k
~ T Alln(—) —1
qa T(n—k) + [n(n) H(OZ)] n

les estimateurs des parmetres A et 7 sont donnés par

A= ’iwlz’(9€(n—i+1) - x(n—k))
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k—1
7= iwy(Tm_it1) — T(n—k))
i=0
ou
SQ — Slui t (]{7 — 1)’&@ — Sl
Wy = ———— et wy; =
! D 2 D

k—1
S; = Zuz pour i = 1,2;
5=0

Finalement I’estimateur de ¢, est:
k
1 207 —1 2

() — ()

N |

n

A

o = Tty + A — In(a)] -

La méthode basée sur I’estimateur de Hill
Cette méthode est trés simple, elle utilise I’hypothese que
1—F(z)=Caz™ ',

donc ¢, peut étre approximer par (C'/a)7. Le parametre v est estimé par ¥

et C est estimé en remplacant x par x(,—x) et 1 — F(z) par 1/n. L’estimation

de ¢, par la méthode Hill est:
k 5

o = x(n—k)(@)

— 1
ujzzjpourj<n,etD:(k:—1)Sg—Sl2
=1

(3.15)



3.5 Conclusion

I’algorithme de la méthode est:
QEHILL

1-Choisir le nombre de valeurs extrémes k.
2-Estimer 'indice v a partir des k plus grandes valeurs.
3- Utiliser la formule 3.15 pour estimer le quantile extréme.

3.5 Conclusion

Ces trois chapitres constituent 'outil pour lequel on c’est basée pour
I’étude de simulation et 'application aux données réelles en assurance au-
tomobile observées sur une période de 10 ans, collecqutées sur le térritoire
national: Voir rapport CNA /Direction des Assurances Ministere des finance
Rapport d’étude 1999/2001 (Boukhetala, Mehassoual). Dans le but d’élabo-
rer un systeme de tarification de prime de réassurance (congernant la caté-
gorie des sinistres dépassant un certain seuil de cout de sinistre), qui fera
I'objet des chapitres 4 et 5 de notre travail.

Dans le chapitre 4 on présente les outils mathématiques et statistiques
nécessaire a la réassurance en relation avec la TVE. Ce qui nous permet
d’utiliser ces outils pour élaborer un systeme de tarification basé sur un es-
timateur de prime asymptotiquement normal, permettant ainsi d’encadrer
cette prime par intervalles de confiance. Le chapitre 5 est une mise en oeuvre
de notre approche théorique ou des études intenses de simulations vont étre
réaliser suivi d’'une application réelle.
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Chapitre 4

Valeurs Extrémes et Assurance

4.1 Introduction

L’essentiel de la théorie classique des valeurs extrémes était connu des
1945. L’ouvrage fondamental de Gumbel, statistics of extremes (1958), en
proposait une synthese complete et des applications a I’hydrologie.

Cet ouvrage fut a l'origine d’avancées majeures en climatologie et en
hydrologie, en particulier pour le probleme de la hauteur des digues fluviales
ou maritimes, en particulier celles des Pays-Bas (De Haan, 1990, Fitting the
arch-enemy with mathematics).

En ce qui concerne 'application de cette théorie a I'assurance, on peut
noter que I'un des theémes retenus pour le collocque Astin de Trieste (1961)
était: La théorie des plus grandes valeurs et son application aux problémes
de l’assurance. Des contributions de Finetti, Franckx, Beard,..., y furent
présentées. Elles abordaient: la ruine d’un assureur touché par un sinistre
exeptionnel, le sinistre maximum sur une série de de périodes, la réassurance
des plus grands sinistres dont le traité ECOMOR/(Tépaut 1950).

Les deux premiers points n’étant pas, a cette époque, d'une actualité bri-
lante, le traité ECOMOR étant un échec commercial, les actuaires praticiens
se désintéresserent, en grande mesure, des valeurs extrémes. Les travaux ac-
tuariels resterent donc cantonnés au cadre académique, jusqu’'au début des
années 1990.

L’accumulation des catastrophes a partir de cette période soumit les pra-
ticiens a l'ardente obligation de réexaminer la théorie des valeurs extrémes,
mieux adaptée, a ’heure actuelle, a leurs préoccupations.
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Il faut noter dans, cette adaptation, la contribution majeure de 'ouvrage
d’Embrechts et al. (1997): Modelling extremal events for insurance and fi-
nance.

On peut observer que les événements naturels ou les risques industriels
n’ont pas le monopole des sinistres extrémes. Ceux-ci sont aussi présents,
relativement, dans les branches Responsabilité Civile (Automobile ou Géné-
rale) qui sont touchées par de trés graves sinistres corporels.

Notre étude consiste a proposer une stratégie de tarification en cas de
I’assurance automobile ou nous disposons d’un échantillon de données repré-
sentant les deux grandes zones de circulation a savoir zone sud et zone nord,
ou il a été observer selon une étude réalisée au département des assurances au
Ministere des Finances que la sinistralité de la zone sud se distingue par des
sinistres de couts élevés, relativement moins fréquents par rapport a I'autre
zone. Nous allons donc montrer que cette sinistralité est de comportement
Heavy-tailed, ce qui a necessiter 1'utilisation d’outils mathématiques et téch-
niques statistiques que nous avons présenter dans les chapitres précedents.

Afin de concevoir un estimateur d’indice de prime tout a fait adéquat
a cette sinistralité, nous nous basons sur le principe de la prime ajustée
introduit par Wang(1996 [39]). cet estimateur d’indice est proposé pour une
tarification de réassurance. Pour mieux comprendre cet aspect de I'assurance.
Nous allons introduire dans le paragraphe suivant un certain nombres de
concepts et définitions .

Définition 1 La réassurance est une opération par laquelle ’assureur par-
tage avec une autre personne (le réassureur), selon des modalités variables,
les conséquences pécuniaires des engagements assumeés envers ses propres
assures.

La réassurance est une téchnique permettant a ’assureur direct de céder a
une autre société, le réassureur, une partie de risques qu’il a souscrits.
L’assureur, pour établir son tarif, a tenu compte du cotit moyen du sinistre
et de sa probabilité de survenance. Aux termes de la loi des grands nombres,
I’écart entre la probabilité théorique et la fréquence réelle est d’autant plus
faible qu'un grand nombre d’opérations sont concernées. La réassurance va
avoir pour objet de réduire les écarts en rendant les risques plus homogenes
ou bien en limitant la charge de sinistres. La partie des risques non cédée est
dénomée conservation ou rétention.
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Les principaux réassureurs mondiaux

Le tableau suivant(4.1) présente les principaux réassureurs mondiaux
Classement 2000 en termes de primes nettes (USD$ M)(Source|[2]).

Compagnie Pays Primes nettes
Munich Re Allemagne 15277
Swiss Re Suisse 14479
Berkshire Hathaway Group USA 8575
Employers Re Group USA 7924
Hannover Re Group Allemagne 4994
Gerling Globale Re Allemagne 4117
Lloyd’s Grande-Bretagne 3953
Allianz Re Allemagne 3727
SCOR France 2810
Zurich RE Suisse 2485
Transatlantic Re USA 1659
AXA Re France 1425
PARTNER Re Bermudes 1380
ST PAUL Re USA 1252
EVEREST Re USA 1219

TAB. 4.1 — Classement des 15 plus importants groupes de Réassurance 2000

4.1.1 Buts de la réassurance
Les buts de la réassurance sont :

— I’homogénéité de la conservation
— la réduction de la prise de risque (partage)
— l'augmentation des capacités de souscription
— la diversification des activités, des branches et des marchés
— l'allégement de la trésorerie:
— dépots primes et sinsitres
— sinistres au comptant
— le développement des outils de gestion:

— statistiques
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— exposition aux risques

— la compensation des écarts de résultats annuels

4.1.2 La réassurance proportionnelle

Définition 2 La réassurance est proportionnelle lorsque le réassureur s’en-
gage a prendre une proportion de tout sinistre a la charge de l’assureur, stric-
tement proportionnelle a la part de la prime originale qu’il a regue de celui-ci,
pour réassurer le risque affecté par le sinistre.

Les différentes formes de réassurance proportionnelle

Au sein de la réassurance proportionnelle, on trouve:

— les traités de réassurance obligatoires en quote-part et en excédents de
sinistres
— les cessions facultatives

Dans un traité en quote-part, l'assureur cede et le réassureur accepte
obligatoirement un pourcentage constant de tous les risques protégés par le
traité et dans la limite de celui-ci.

Dans un traité en excédents de pleins, I’assureur ne réassurera un risque
que si le montant de celui-ci dépasse le montant qu’il souhaite conserver, c¢’est
a dire le plein de conservation.

Dans le cadre des cessions facultatives, la cédante est libre de céder ou de
ne pas céder un risque au réassureur et sa décision est prise individuellement
pour chaque affaire. Le réassureur est libre d’accepter ou de refuser 1'offre
que lui soumet 'assureur.

4.1.3 La réassurance non-proportionnelle

Définition 3 La réassurance non-proportionnelle ne s’intéresse qu’au seul
montant des sinistres, indépendamment de la taille des risques souscrits.

La réassurance non-proportionnelle comprend trois éléments:
— un seuil appelé aussi franchise ou priorité: c’est la limite que s’est fixé
la cédante et qu’elle conserve pour compte propre.
— un montant d’engagement ou portée qui est le montant maximum que
payera le réassureur en cas de mise en jeu de la réassurance. Le plafond
désigne la somme de la priorité et de la portée de toutes les tranches.
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— la tarification (taux de prime) qui correspond a la rémunération regue
par le réassureur en contrepartie du transfert de risque effectué lors de
la prise d’effet de couverture.

Les différentes formes de réassurance non-proportionnelle

La réassurance non-proportionnelle se présente sous trois formes princi-
pales:
— lexcédent de sinistres (excess of loss) par risque et par événement
— lexcédent de perte annuelle (stop loss)
— lexcédent de sinistres cumulés (aggregate excess)
Il existe aussi d’autres formes moins utilisées comme le spread loss,
I’ECOMOR et le Cosima.
L’excédent de sinistre: Dans ce cas, I’assureur conserve sur chaque sinistre
(par risque ou par événement) le montant de la priorité. Le réassureur prendra
en charge I'excédent, avec ou sans limitation. Le réassureur paye

0 si X<r
Y:{X—r si r<X<R (4.1)
R—r si R<X

Ou X est le sinistre, r est la priorité et R est le plafond.
Un excédent de sinistre par risque va avoir pour objectif d’écréter les
sinistres importants provenant de risques individuels importants.

4.1.4 La réassurance financiere

Définition 4 La réassurance financiére est un complément du programme de
réassurance classique grace a des produits impliquant largement la cédante
dans les résultats du traité.

4.2 La tarification en réassurance

4.2.1 La tarification des XL Short Tail

On appelle Short Tail (a déroulement court) une branche d’assurance
dans laquelle les sinistres sont connus tres rapidement apres leur date de
survenance et réglés dans un délai tres court.
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On peut prendre comme exemple le risque incendie ou la connaissance du
sinistre est immédiate lors de la survenance. Le reglement du sinistre se fait
en moyenne 1 an apres la survenance. Plus généralement, c’est le cas de tous
les cas les dommages aux biens.

Il existe différentes méthodes pour réaliser cette tarification:

la méthode du Burning Cost: Elle concerne les tranches XL basses
dites working, qui sont touchées par plusieurs sinistres par an. Le burning
cost est le pourcentage de l'encaissement brut de la cédante absorbé par le
cotit réel des sinistres payés et a payer a la charge du réassureur pendant une
période déterminée

la méthode Pay Back ou Rate on Line (RoL): Elle s’applique sur

les tranches hautes peu ou pas touchées par les sinistres du passé. Le rai-
sonnement économique est: Si un sinistre total travers la tranche, combien
d’années faudra-t-il pour le récupérer?
Elle permet aux réassureurs d’avoir un minimum de prime sur les tranches
hautes des petits portefeuilles mais elle est trop chere pour les petits por-
tefeuilles et elle ne tient compte que des sinistres totaux alors qu’il y a des
sinistres partiels.

la méthode de Pareto: Cette méthode s’applique aux tranches hautes.
Au dela des franchises XS, la sinistralité suit une loi de Pareto. On utilise donc
la statistique du passé, et en particulier, les sinistres revalorisés pour détermi-
ner les parametres de cette loi et coter ainsi les tranches hautes. La premiere
étape consiste a calculer la fonction de distribution de Pareto qui ajuste le
mieux la fonction de distribution empirique. Cette derniere s’illustre par un
graphique qui montre combien de sinistres (en La seconde étape consiste a
calculer la charge XS sur chaque tranche XL en utilisant la relation f 2z avec
f: fréquence selon la loi de Pareto et z cott moyen selon la loi de Pareto.

4.2.2 La tarification des XL Long Tail

On appelle Long Tail (a déroulement long) une branche d’assurance dans
laquelle les sinistres ne sont pas connus immédiatement lors de leur surve-
nance et se reglent lentement.

On peut citer comme exemple la responsabilité civile automobile pour les
corporels graves, la responsabilité civile générale...

Les conséquences sont multiples et notamment :

— la nécessité d’estimer les sinistres survenus mais non encore déclarés
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(IBNR Incurred but not reported) ou insuffisamment provisionnés (IB-
NER Incurred but not enough reported)

— Dapparition de produits financiers non négligeables

— une mauvaise visibilité des résultats

Il existe la aussi différentes méthodes:

la méthode marché: Elle s’applique au risque automobile. Elle consiste
a observer le taux pratiqué par ses concurrents et a l’adopter. Ce raison-
nement repose sur le fait que le risque RC auto est assez semblable d'un
assureur a 'autre et que la tarification des XL dépend principalement de la
priorité et de la portée.

La méthode tarification individuelle: Elle consiste a établir une ta-
rification selon les statistiques déroulées des dix dernieres années:

— calcul des IBNR et des IBNER
— estimation des produits financiers futurs

— estimation de I’évolution future de 'indemnisation des victimes corpo-
relles

L’avantage est que la tarification s’adapte a la sinistralité de chaque porte-
feuille.

la méthode statistique marché: Elle consiste a partir de toutes les
informations primes et sinistres du marché dans les 10 dernieres années avec
le déroulement des sinistres d’appliquer une loi statistique appelée loi de
Poisson-Logweibull. On établit alors une tarification statistique selon les dif-
férents types de clause.

Comme nous l'avons signaler le principe de la prime ajustée est utili-
sée pour determiner un estimateur de prime de réassurance. Ce principe se
présente comme suit:

4.3 Principe de la prime ajustée

4.3.1 Principe de Wang

Définition 1 Une fonction de distorsion g est une fonction g : [0,1] —
[0,1] avec g(0) =0 et g(1) =1

Comme tout principe de chargement de de prime, 'idée des opérateurs de
distorsion est d’imposer une marge de sécurité en augmentant la valeur
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attendue des sinistres. 1'originalité du processus réside dans le traitement
mathématique: il s’agit d’effectuer une distorsion de la loi de probabilité
sous-jacente des sinistres a l'aide d'une fonction g. En assurance dommage,
un risque est une v.a. positive X modélisant un montant cumulé de si-
nistres sur une période donnée. Elle est définie par sa fonction de répartition
Fx(z) = P(X < x).

Alors, la prime pure du contrat associé a cette v.a. vaut l'espérance de
cette derniere, c’est-a-dire la valeur attendue des sinistres, soit:

E[X] = /O+OO Fx(t)dt.

En s’inspirant de cette formule, S.Wang(1996) propose un nouveau pro-
cédé de calcul de primes en appliquant une transformation a la fonction de
survie. Il obtient alors la prime chargée (ou prime ajustée au risque) suivante:

1,0X) = [ a(Fw)i.

pour une fonction de distortion g concave. Une fonction de distortion g est
dite concave, si pour chaque y € [0,1] ils existent des réels a, et b, et une
droite I(x) = ayx + by, tels que [(y) = g(y) et I(x) > g(x) pour tout z € [0,1].
Comme [(y) = ¢g(y) on trouve que

l(z) = ay(x —y)+g(y) . Par conséquent I(z) > g(z) peut étre écrite comme:

g(x) — g(y) < ay(x —y) pour tout z, y € [0,1].

Wang propose d'utiliser la fonction puissance, g(u) = u'/? (p > 1), il en
résulte le principe de PH-transform(Proportional Hazards) définit par:

I, (X) = /000(1 — F(z))"Pdz.

Le parametre p > 1 est appelé coefficient de distorsion ou le coefficient
d’aversion au risque. La prime ajustée pour un seuil elevé v > 0 est
donnée par:

I,(X) = /00(1 — F(z))"?dz. (4.2)

Notant que le seuil u doit étre grand et depend de la taille de I’échantillon
(n > 1). Pour cette raison on va supposer que u = u,, n > 1. Ce qui conduit
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a écrire I1,,(X) comme:

I, (X) = /00(1 — F(z))Yrdz.

Analytiquement il est souvent difficile d’exprimer cet indice par une forme
exacte, Necir et Boukhetala(2004) ont proposé un estimateur asymptotique-
ment convergeant en loi de probabilité, permettant ainsi de définir un inter-
valle de confiance pour I’encadrement de cette prime. Ce qui donne un outil
souple et interactif pour la conception d’un systeme d’aide a la tarification
en réassurance. D’autre part, cet estimateur constitue un schéma numérique
facile a implementer sur ordinateur, avec lequel 1'utilisateur peux réaliser des
scénarios en simulation, qui pourront lui servir comme étape intermédiaire
avant de fixer son systeme tarifaire. Cet estimateur tel qu’il a été congu par
Necir et Boukhetala [33], se présente comme suit:

4.4 Estimation de la Prime Ajustée

Dans cette section on va presenter I'estimateur de la prime ajustée déve-
lopper dans [33].

4.4.1 Approche Non-paramétrique

Soit k = k, une suite d’entier satisfaisant 1 < k < n, k£ — oo et
k/n — 0 tel que u,, = Q(1 — k/n) on

Q(s) =inf{t e R, F(t)>s}, 0<s<1,
est la fonction quantile ou l'inverse généralisée de F', alors II,, (X) s’écrira:

= b — F(2))Y?Pdz.
()= [ F)

Pour tout n > 1, soit X(y),...,X(, la statistique d’ordre de I’échantillon
X1, ..., X, En remplagant Q(1 — k/n) et F(.) par leurs estimateurs appro-
priés, on obtiendra un estimateur de la prime ajustée

I, (X) = / h (1 — F,(x))""dz.

X(n—k)
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ot F,(z) = nleard{X; < x:1 < i < n} pour z € R est la distribution
empirique de ’échantillon X7, ..., X,,. Le quantile empirique correspondant
est défini par

Qn(s) = mf{teR, F,(t) >s}, 0<s<1,
X0 (t—1)/n<s<i/n, i=1,...n,

avec @,(0) = X (1). Observons maintenant que
R k/n
I, (X) = _/ sYPdQ, (1 — s).
0

En intégrant par partie , on trouve

R k/n
fl, (X) = p! / SQL (1 = s)ds — (k/n) P X (s
0

= p! (/ Sl/p_lds) Xn—it1) — (k?/n)l/pX(n*k)
i \J-1/n

) () P

i=1

Ainsi la forme finale de estimateur sera

k .\ 1/p
. 1
1,0 =3 (1) omsen = Xophe p21 (43)

- n
=1

Notons que pour p = 1, la statistique nf[un correspond au traité de Réassu-

rance ECOMOR (excédent du cotit moyen relatif) introduit par Thépaut(1950).

Sous I'hypothese que la queue de distribution 1 — F' est a variation réguliere
du second ordre, avec —1/7 le premier parametre et le deuxieme parmetre
p <0, c’est a dire qu'il existe une fonction A(t) — 0 quand ¢ — 0, de
signe constant, tel que

tliino(A(t))_l{% - :E_W} = —:E_prwp; 1, pour tout z > 0. (4.4)

on va énoncer, le théoreme suivant qui donne la normalité asymptotique de
L, (X)

Théoréme 1 Supposons que (4.4) est vraie et § > 0, et que s/PQ(1—s) —
0 quand s — 0 pour un v —1/2 < 1/p < 1. Soit k = k,, tel que k — oo,
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k/n — 0 et \/k/nA(k/n) — 0 quand n — oo. Alors

~1/pp1/2
Km0 - T, (0} 2 N (0.0%(0),  quand n— .

QL —k/n)
ol A2-A+1
2 [ 0T SeAy, pour 1/p#
o*(pyy) = o
1, pour 1/p =1y

avec A= 1/p—~
Preuve 1 Voir Necir et Boukhetala(2004) [33].

L’algorithme de simulation de l'estimateur est comme suit:
Simulest1:

1-Génerer un échantillon (x4, ...,x,) de la loi d’intérét.
2-Choisir le nombre des exces k. )
3-Utiliser 'équation (4.3) pour déterminer II,(X) en fonction de p.

Alternativement a cette approche non-paramétrique, nous proposons une
approche paramétrique que nous décrivons dans la section suivante.

4.4.2 Approche Paramétrique

Soit X1,X5, ... une suite de risques indépendants et identiquemet distri-
bués, de distribution commune F', telle que

F(z) = cx V$(1 + 27°L(z)), quand & — oo (4.5)

pour £ € (0,1), § > 0, une constante ¢ et L une fonction a variation lente. on
peut écrire la prime ajustée définit dans I’équation(4.2) comme

I,(X) = /00(1 — F(y +u))"/?dx.

on peut montrer que o
Fy +u) = F(u)Fu(y)
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il en découle,
LX) = [ (Fl)Fw)"rdy,
0

L’estiamteur de la prime ajustée s’écrira:
L) = [ (Fl)Fuw) "y, (4.6
0

Un estimateur naturel de F(u) est donné en fonction de la distribution em-
pirique,

= — 1 ¢ N,
A=F(u) = Fn(u) = Ezl{Xpu} =
=1

ou N, est le nombre des exces au dela du seuil v Dans ’autre coté 1’approxi-
mation de la queue des exces par

~

Fu(y) = Ge5(y).
est un résultat direct du théoreme de Pickands (Pickands 1975 [35]). Alors

LX) = A7 [ (G l) . (4.7
0
Ce qui revient a écrire,
ML) =3 [T 4 4ty (45)
0

En faisant apparaitre la densité de la loi GPD, on peut écrire cet estimateur
sous forme d’une esperance.

N - 1 AY 1 1A A Lol
I,(X) = )\1/1’/ S+ LB+ L7 gy (4.9)
o f 5} B
d’ou v
ML(X) = BAVPE((1 +fg)’") (4.10)
. - 1.1
onY ~GPD(B)etr==(-—1)—1
f
Sous la condition que r > —E, on a
. 1
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alors, le domaine de variation de p est

~ 1
{<-<1 (4.11)
p
Ainsi le résultat final sera:
R . 3 1
I,(X) = Av - Bé avec £<-<1 (4.12)
1 p
p

Le théoreme suivant décrit la normalité asymptotique de ﬂu(X )
Théoréme 2 ([34]) Supposons que (4.5) est vraie pour & € (1/2,1) et § > 0,
et que v — 1 0L(x) est une fonction non croissante. Soit u = u, tel que
u — o0 et \/nu°L(u) — 0 quand n — oo. Alors

\/ﬁ(ﬂu(X)_Hu(X)) g./\/((] 2

o11)s uand n — Q.
N2/p1(1 — \) W

(1+£)52<(1/p—1)2+ 1+e 2 +2)
CT-eF\ 1+ " (I-0F (-9

Aprés avoir détailler la construction de notre estimateur, nous présentons
maintenat ’algorithme de simulation de cet estimateur:

Simulest2:

ou

of =

1-Génerer un échantillon (z1,...,x,) de la loi en question.
2-Choisir le nombre des exces N.

3-Estimer les parametres (£,3) de la loi GPD a partir de ’échantillon des

exces.
4-Utiliser I'équation (4.12) pour déterminer II,(X) en fonction de p.

4.5 Conclusion

Les estimateurs de la prime ajustée nous ont permis de concevoir un sys-
teme de tarification en Réassurance, en se basant sur des schémas numériques
appropriés. Ces schémas permettent I'implementation sur ordinateur et des
sorties graphiques facile a 'interpretation par 1'utilisateur, dans les deux as-
pects simulation ou situation réelle. Ces deux aspects sont présentés dans le
chapitre suivant.
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Chapitre 5

Simulation et Application

5.1 Simulation

Dans le but d’étudier le comportement de I’estimateur de la prime ajustée,
on a généré des échantillons de différentes taille issue de lois heavy-tailed et
on a calculé les estimateurs correspondant avec les intervalles de confiance .
Les distributions utilisées dans la simulation sont :

— La distribution de Fréchet(«)
F(z) = exp(—2~)

qui sera simuler par la procédure suivante:

1-générer U de la loi uniforme U 1.
2-calculer X tel que X = (—log(U)) «.

— La distribution de Pareto(«)
Flz)=1—2a2"¢

la procédure de simulation est la suivante:

1-générer U de la loi uniforme U ;).
2-calculer X tel que X = (1 —U) &,
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— La distribution Lognormale de densité

1 _(na—w?
e 202

fx) =

2mox

dont la procédure de simulation est:

1-générer Y de la loi normale A/(0,1).
2-calculer X tel que X = exp(aY + p)).

Ces procédures nous permettent de simuler des échantillons a partir des trois
lois: Fréchet, Pareto, Lognormale, principalement utiliser dans la modelisa-
tion des valeurs extrémes. Dans la section suivante on va présenter les condi-
tions d’application de 'estimateur de la prime ajustée, ainsi que les différents
résultats obtenus par simulation.

5.2 Commentaire et Conditions de Mise en
Oeuvre

L’estimateur de la prime ajustée

N\ /P
IL,, (X) = Z <i) {X(n—i+1) - X(n—i)}a p=1

- n
=1

dépend du nombre des exces k, le parametre de distortion p et la taille de
I’échantillon n. Pour controler ces facteurs on a simulé des échantillons de
tailles différentes, et pour chaque valeur de n on fait varier le nombre d’exces
k et on trace la courbe de 'estimateur de la prime ajustée en fonction de p.
Cependant on remarque que la taille de ’échantillon et le nombre des exces
influent légerement sur le comportement de I'estimateur. Pour cela on c’est
restreint au valeurs suivantes des parametres n et k, la taille de I’échantillon
n = 1000, et le nombre d’exces k = 50. Tandis que pour le parametre p et
pour satisfaire les conditions théoriques on a choisit p tel que:
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- 1<p<1/ysiy <l
-p>1/4siy>1

Les figures (5.1)(5.3)(5.5) résument les résultats des simulations obtenus
pour différentes valeurs du parametre o = 0.25, 0.5, 1, 1.5,.... Pour chaque
valeur de « on calcule 'estimateur de la prime ajustée en fonction de p ainsi
que sa variance.

D’aprés la visualisation graphique, on remarque que pour les valeurs de

a > 1 (y < 1), l'estimateur présente une tendance linéaire. La valeur de la
prime estimée s’éleve dés que la valeur de p s’approche de 1/4,0on remarque
aussi que la prime estimée est bien encadrée par les deux bornes de 'intervalle
de confiance pour les petites valeurs de p et que ’écart devient grand pour
les grandes valeurs de p, ce qui peut étre vu sur le graphe de la variance.
Cette augmentation est plus grande pour les valeurs du parametre « les plus
élevées.
D’autre part, pour les valeurs de @ < 1 la prime estimée croit en fonction
de p jusqu’a atteindre un certain seuil pour devenir constante. On remarque
aussi dans ce cas que la variance est trés petite et elle chute dés les premieres
valeurs de p, ce qui peut étre vu sur le graphe de la prime estimée ou on
remarque que les deux bornes de 'intervalle de confiance sont pratiquement
superposés sur la courbe de la prime estimée.
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Aprés avoir fait une étude simulation sur le comportement de I’estimateur
de la prime ajustée, nous allons maintenant passer a une application sur des
données réelles du domaine de 1’assurance automobile.

5.3 Application au Données de I’ Assurance

5.3.1 Description de 1’échantillon

Dans cette section on présente un exemple des données de 'assurance
automobile. Il correspond a un portefeuille qui comporte 9235 sinistres col-
lectés sur ’échelle nationale, pris sur une période de 10 ans( Voir rapport
CNA /Direction des Assurances Ministere des finance Rapport d’étude 1999,/2001
(Boukhetala, Mehassoual).).

35 T T T T T T T T T

Kok i P ST g
5000 6000 7000 8000 9000 10000

Données

0 1000 2000 3000 4000

F1G. 5.7 — Données Réelles de L’Assurance
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On observe que la plupart des cotits de sinistres sont inférieures a 1 mil-
lion de D.A.. Le montant total des sinistres est égale a 1340,4 million et la
moyenne est 0.145 million. Quelques sinistres excedent 1 million et ont une
importance considérable. Le montant des sinistres qui excedent 1 million(26
sinistres) est 36,7 million, ce qui représente 2.7% du montant total. Cet
exemple montre clairement que la queue de la distribution des sinistres né-
cessite une étude particuliere. D’autre part si 'on examine le QQ-plot des

10f o

Exponential Quantiles
ol
T

| | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 35
Ordered Data ¥ 10°

Fi1G. 5.8 — QQplot contre les quantiles de la loi exponentielle

donées: quantiles de la distribution empirique sur I'axe des x contre les quan-
tiles de la loi exponentielle sur ’axe des y , on remarque que la majorité des
points sont alignés sur la droite sauf pour les derniers points qui s’écartent
en une allure concave, ce qui indique que ces données présentent un compor-
tement heavy tailed.
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5.3.2 Comportement de la Queue
Supposons que X est une v.a. a variation réguliere telle que
F(z) = 27 *Lo(z), Ly € Ro.

Pour determiner «, on utilise 'estimateur de Hill. La figure(5.10) montre
Iestimation de &j, pour différentes valeurs de k entre 15 et 500.
Pour les petites valeurs de k l'estimation est trés instable. En prenant k£ =

. x10°° la fonction densité empirique
T T

x 10

Fic. 5.9 — Densité empirique des données

98, on obtient que 4 = 0.19554, l'intervalle de confiance asymptotique est
[—0.041161 , 0.43224] au niveau de confiance 95% .



5.3 Application au Données de I’Assurance 65
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Fic. 5.10 — Estimation du parameétre de forme en fonction du nombre d’exces

~

k A Borne inf | Borne sup
500 | 0.14211 | 0.042003 | 0.24222
449 | 0.14539 | 0.039445 | 0.25133
399 | 0.16505 | 0.050733 | 0.27936
349 1 0.19173 | 0.0667 0.31676
299 | 0.25229 | 0.11035 0.39424
249 1 0.18594 | 0.038635 | 0.33324
198 | 0.20992 | 0.041388 | 0.37844
148 | 0.21536 | 0.019554 | 0.41116
98 | 0.19554 | -0.041161 | 0.43224
48 | 0.24394 | -0.10797 | 0.59584

15 | 0.1529 | -0.43054 | 0.73633

TAB. 5.1 — Estimation du paramétre de forme «
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5.3.3 Estimation pour le modele GPD

On veut tout d’abord appliquer aux données un modele considérant la dis-
tribution de Pareto généralisée pour les exces au-dela d’un seuil. La premiere
étape est de choisir ce seuil u pour définir ensuite les exces, choix générale-
ment réalisé graphiquement a partir du constat fait par Daragahi-Noubary
(1989) que l'espérance de 'exces est linéaire par rapport au seuil: on choisit
donc un seuil pour lequel la relation entre les exces moyens empiriques et
le seuil est a peu pres linéaire. Les données que I'on appelera exces sont
précisement les différences entre ces observations et le seuil.

s x 10° Fonction Moyenne des dépassements
T T

Mean Excess

Seuil u x 10

Fic. 5.11 — Fonction moyenne des dépassements

On peut justifier graphiquement notre choix du seuil avec le graphe de
la fonction moyenne des dépassements en fonction du seuil v ou le graphe
de Testimateur de Hill: figure(5.12). Pour que le seuil soit considéré comme
acceptable, il faut que la courbe soit linéaire au-dessus du seuil choisi. On
voit que notre choix de u = 685129 environ est tout a fait satisfaisant, car il
est plus élevé que le point stationnaire de la courbe.
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kE Seuil u Estimations(&, &)

15 1126420 (0.1529, 4.6914e+005)
48 859203  (0.2439, 2.7758e+005)
08 699480 (0.1955, 2.3770e+005)
148 627555  (0.2154, 2.0335¢+005)
198 575967  (0.2099, 1.8926e+005)
249 530819  (0.1859, 1.8725¢+005)
299 504517  (0.2523, 1.5636e+005)
349 477423 (0.1917, 1.7096e+005)
309 450000 (0.1650, 1.7495¢+005)
449 425488  (0.1454, 1.7854e+005)
500 406720  (0.1421, 1.7662e+005)

TAB. 5.2 — Estimation des paramétres de la loi GPD

Hillplot

Xi

g

}v——/“/

1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
Order Statistics

Fi1G. 5.12 — Estimateur de Hill
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Une comparaison de de la queue de la distribution empirique avec ’ajus-
tement de la loi GPD confirme que les parametres estimés donnent un bon
modele de la queue,car tous les points sont pratiquement superposés sur la
courbe.
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F1G. 5.13 — Ajustement de l’échantillon des exces par une loi GPD

5.3.4 Estimation de La Prime Ajustée

Rappelons la formule de I'estimateur de la prime ajustée

k .\ 1/p

- 7
1=

D’aprés les résultats obtenus dans les sections précedentes on a trouvé que

I'indice des valeurs extrémes 4 est inférieur a 1, donc il faut choisir le para-

metre p dans I'intervalle [1, %] Le tableau 5.3 résume les résultats obtenus en
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Fi1Gc. 5.14 — Graphe de la queue de la distribution empirique
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= ~

k y min(Il,,)  max(Il,,)
15 0.1529 955.25  1.4354e+005
48 0.24394  2096.8  3.0562¢+005
98 0.19554  3012.3  3.0665e+005
148 0.21536  3903.7  3.5465e+005
198 0.20992 4920 3.3977e+005
249 0.18594  6230.4  3.2901e4-005
299 0.25229  7034.1  3.4704e4-005
349 0.19173 7881 3.3813e+005
399 0.16505  8933.1  3.1403e+4-005
449 0.14539 10017  2.8956e+005
500 0.14211 11279 2.8292e+-005

TAB. 5.3 — Variation de 4 et La prime ajustée en fonction de k

faisant varier le nombre des excés k entre 15 et 500. On remarque que la varia-
tion de 4 devient faible dés qu'on augmente le nombre d’exces. Cependant en
observant le minimum et le maximum de la prime estimée, on remarque qu’il
y a une légere variation en fonction du nombre des exces k, ce qui peut étre vu
sur les graphes représentant la variation de la prime estimée en fonction de p
pour différentes valeurs de k(voir figures(5.16)(5.17)(5.20)).Comme le montre
ces figures une valeur de p proche de 1/4 implique une prime plus élevée. Les
intervalles de confiance a 95% représentés sur les figures en trait pointillé
quantifient l'incertitude de mesure sur l'estimation de la prime ajustée. On
remarque aussi que la variance de I'estimateur augmente pour les valeurs de
p proches de 1/4, ce qui valide les résultats obtenus par simulation.
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5.4 Conclusion

La mise en oeuvre d’un algorithme d’estimation de la prime ajustée avec

intervalles de confiance, qui est une étape nécessaire pour la validation de
I’application de I'estimateur de prime, est un outil simple a comprendre et
a employer pour le développement de systeme de tarification nottament en
réassurance.
La visualisation graphique de la prime estimée encadrée par l'intervalle de
confiance, permet au décideur de choisir la prime estimée adéquate en fixant
les différents parametres qui influent sur la prime, tels que le coéfficient d’aver-
sion au risque p, le nombre d’exces N, la taille de I’échantillon n. Cette prime
estimée sera la base de calcul de la prime commerciale.



Conclusion

La théorie des valeurs extrémes nous permet de donner des résultats
asymptotiques sur le comportement des données "au queues” des distribu-
tions. Les différentes approches proposées ont illustré le comportement des
exces au-dessus d’'un seuil ou dans des régions ou les observations sont rares.
L’application sur des données réelles a confirmé de maniere satisfaisante la
théorie et a illustré certains problemes que I’on peut rencontrer, en particulier
lors de I'estimation.Nous avons présenté dans ce travail une étude simulation
et une application au données réelles de 'estimateur de la prime de risque
ajusté proposé par [33], ainsi qu’une alternative basée sur la méthode POT.
Les événements extrémes ont déja une place prépondérante dans les deux do-
maines que sont la météorologie et la finance. En effet, pour évaluer les pertes
maximales d'une compagnie d’assurance la théorie des valeurs extrémes a des
possibilités de prédictions tout a fait adéquates.

Ainsi, les valeurs extrémes peuvent prétendre a une place importante dans
la carcterisation du comportemnt de processus ayant de grandes probabilités
de krachs.

Cependant la TVE ne résout pas ces difficultés d’une maniere sure et effi-
cace. Elle produit néanmoins de meilleurs résultats que les autres méthodes,
qui manquent pour la plupart, de fondement théorique. La TVE est devenue
un outil utile pour les gestionnaires de risques intégrés. Elle leur fournit des
outils a travers lesquelles ils peuvent observer les événements extrémes avec
une plus grande objectivité. Elle a trouvé et trouve encore de nombreuses
applications et a été étendue a plusieurs domaines. Elle devrait a ’avenir
occuper la méme place dans le quotidien des gestionnaires de risques que les
événements extréemes qu’elle tente d’analyser.



Annexe

Nous présentons dans cette annexe les programmes utilisés dans la simu-
lation.

%fichier :etude.m

clear all close all

hsig=1;

gam=2;

hsigma=1;

/m=0;

n=10000;

%n=9235;

U=rand(1,n);

%Z=randn(1,n) ;
%X=(sig/gam)* (U." (-gam)-1) ; %GPD
X=(-log(U))."(-(1/gam)) ; %Fréchet
%X=U."(-1/gam) ; %Pareto

%X=exp (Z*sigma+m) ;%Lognormale
%Procedure de calcul de Hill
%load Datarc

%X=Data;

hplot(X,’.g”);

X=surecol(X); ordrex=flipud(sort(X)); ordrex=ordrex(ordrex>0);
nnx=length (ordrex) ;

%alpha=0.05;

Jm=n*alpha;

m=50; m=floor(m); loggsx=log(ordrex);
mslgx=cumsum(loggsx)./(1:nnx)’; diffix=mslgx-loggsx; diffsx=[Nal;
diffix(2:nnx)]; taux=diffsx(m); gx=1/taux;
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tauxl=taux;%valeur de 1’estimateur de Hill
#Procedure de calcul de la prime
hgx1=1/(taux-1);
h=200; Z=rand(1,h); p=(gx-1)*Z+1;
%p=(1000-gx1) *Z+gx1;
p=sort(p); for i=1:h prdiffx=0; for j=1:m-1
diffx(j)=ordrex(j)-ordrex(j+1);
prdiffx=prdiffx+(j/nnx) "~ (1/p(i))*diffx(j); end primex(i)=prdiffx;
1d=1/p(i)-taux; if 1d==0
varp(i)=1;
else
varp(i)=(gx/p(i)) "2*(1d*1d-1d+1)/(1d*(1d+1));
pinf (i)= primex(i)-1.96%*sqrt(varp(i))*ordrex(m-1)/((m/n)~(-1/p(i))*sqrt(m));
psup(i)= primex(i)+1.96%sqrt(varp(i))*ordrex(m-1)/((m/n)"(-1/p(i))*sqrt(m));
end

end figure xlabel(’p’); ylabel(’prime estimée’);

legend (’prime’, ’borne inf’,’borne sup’); hold on
plot(primex,’-r’); plot(pinf,’:g’); plot(psup,’:b’); hold off
pinfl=pinf’; psupl=psup’; figure xlabel(’p’); ylabel(’variance’);
legend(’variance’); primexl=primex’; varpl=varp’; plot(varpl,’-m’)
mi=min(primex); ma=max(primex); res=[taux,mi,ma];
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Y%fichier :etude2.m

clear all close all n=1000; N=15; xi=0.25; beta=1e+005;
U=rand(1,n);
X=(beta/xi)*(U.~(-xi)-1);%GPD
plot(X,’.k’) xlabel(’simulated data’,’FontSize’,14); ixi=1/xi;
z=rand(1,1000); p=(ixi-1)*z+1; p=sort(p); for i=1:1000
EP(i)=(N/n)~(1/p(i))*beta/(1/p(i)-xi);
sigma(i)=(1+xi)*beta”2/(1/p(i)-xi) "2+ ((1/p(i)-1)"2/(1+xi)+(1+xi)/(1/p(1)-xi)"2...
-2/ (1/p(1)-xi)+2);
EPS(i)=EP(i)+1.96%sqrt(sigma(i)*(N/n)~(2/p(i)-1)*1-N/n)/sqrt(n);
EPI(i)=EP(i)-1.96%sqrt(sigma(i)*(N/n)~(2/p(i)-1)*1-N/n)/sqrt(n);
end figure plot(EP,’-r’,’MarkerSize’,14);
xlabel(’p’,’FontSize’,14); ylabel (’Estimated
premium’,’FontSize’,14); hold on plot(EPS,’:g’); plot(EPI,’:b’);
for i=1:500 EP1(i)=(N/n)~(1/p(i))*beta/(1/p(i)-xi);
sigmal(i)=(1+xi)*beta~2/(1/p(i)-xi)"2x((1/p(i)-1)"2/(1+xi)+(1+xi)/(1/p(i)-xi)"2...
-2/(1/p(1)-xi)+2);
EPS1(i)=EP1(i)+1.96%sqrt(sigmal(i)*(N/n)"(2/p(i)-1)*1-N/n)/sqrt(n);
EPI1(i)=EP1(i)-1.96%sqrt(sigmal(i)*(N/n)"(2/p(i)-1)*1-N/n)/sqrt(n);
end figure plot(EP1,’-k’,’MarkerSize’,16);
xlabel(’p’,’FontSize’,14); ylabel (’Estimated
premium’,’FontSize’,14); hold on plot(EPS1,’:k’,’MarkerSize’,16);
plot (EPI1,’:k’,’MarkerSize’,16); vp=p(100); for i=100:1000

k=i+1;
EP(i)=(N/1i) "~ (1/vp)*beta/(1/vp-xi);
hsigmal=(1+xi)*beta~2/(1/p-xi) "2x((1/p-1) "2/ (1+xi)+(1+xi)/(1/p-xi) "2-2/(1/p-xi)+2);
hsigma(i)=sigmal*i/((N/1)~(2/p-1)*1-N/i);
EP (k)=(N/k) " (1/vp)*beta/(1/vp-xi); Err(i)=EP(i)-EP(k); end
Err=Err (Err>0); figure plot(Err,’-r’,’MarkerSize’,14);
xlabel(’n’,’FontSize’,14);
ylabel (’\Pi_{n+1}-\Pi_{n}’,’FontSize’,14); figure cdfplot(Err);
title(’Empirical CDF’,’FontSize’,14); xlabel(’x’,’FontSize’,14);
ylabel (’F(x)’,’FontSize’,14); kstest(Err,[],0.05,1)
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function plotfde(x,nbins,alpha,p_est,xmin,xmax,ymin,ymax)

h
b

(=]

hc

D

essine la fonction densité empiriquedu vecteur x

alpha est le niveau de confiance et p_est est le point estimé

C

length(x); minx = min(x); maxx = max(x);

onstruction de 1l’histogramme qui represente la distribution

dans 1’intervalle [min(r_std), max(r_std)]

P
n

= Probabilité de 1’intervalle (=1)

= length(x)

= (maxx - minx) / nbins; % largeur des classes

= minx + d/2 + d * (0:nbins-1); % centres des classes

= hist(x,cc); % effectifs des classes

= ec / n; % frequences relatives

= fr * (1/d); % hauteur rectangle pour loi tronquée (P = 1)

bar(cc,hc,0.8,’b’)

if nargin == % Dessin de 1’interval de confiancede niveau 1-alpha

s = sort(x);
cinf = s(fix(.025%n));
csup = s(£fix(.975%n));
hold on
plot([cinf cinf], [0 0.45%max(hc)],’r’,...
[csup csup], [0 0.45*max(hc)],’r’,...
[p_est p_est], [0 1.20*max(hc)],’r’);
fprintf(° cinf = %6.3f csup = %6.3f’,cinf,csup);

end if nargin == 8, axis([xmin xmax ymin ymax]); end
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