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INTRODUCTION 

           

         Les Tétrafluoroaluminates ...),,,:( 44 NHKRbAAAlF  sont des matériaux de haute 

symétrie présentant un fort caractère bidimensionnel. Les études expérimentales ont révélé 

l’existence d’une grande variété de transitions de phase structurales dans cette famille de composés, 

parmi ces matériaux, 4RbAlF  présente deux transitions de phase de caractère displacif, l’une du 

premier ordre avec chaleur latente de type non ferroïque à CT C
0280

1
= , l’autre du second ordre 

de type ferroélastique à CT C
09

2
= . Ce type des transitions a des applications dans certains 

domaines industriels tel que : l’Electronique (jonction Josephson), Informatique (mémoires),...  

     L’écart de température entre les deux transitions est suffisamment grand CT °=Δ 271  pour 

qu’on s’attende à ce que toute modification des propriétés liées à la première transition à 

CTC
0

1 280=  n’ait que peu d’incidence sur les propriétés au voisinage de la seconde transition 

à CTC
0

2 9= . En particulier, l’étude des propriétés élastiques à la transition structurale d’un 

composé, revient à étudier l’incidence de cette transition sur les coefficients élastiques de ce 

composé. Cependant, l’étude des constantes élastiques de 4RbAlF est motivée par le fait que les 

propriétés élastiques doivent jouer un rôle important à la transition ferroélastique non ferroїque 

notamment, mais également à la transition ferroélastique impropre de 4RbAlF . Dans ce travail, 

nous avons utilisé le modèle de Landau pour interpréter les différentes propriétés élastiques de 

4RbAlF  à la transition structurale, qui est le but de ce mémoire et il nécessite des rappels généraux. 

   Au premier chapitre de ce mémoire, nous avons exposé les propriétés structurales et 

vibrationnelles des différentes phases du composé 4RbAlF  basées sur des résultats expérimentaux 

disponibles.  

  Le chapitre II contient des rappels théoriques de dynamique de réseau, symétrie et théorie des 

groupes (application au composé 4RbAlF ).  

 Au chapitre III,  nous présentons une étude des propriétés élastiques du composé 4RbAlF  au 

voisinage de transitions structurales dans le cadre du modèle de Landau des  transitions de phases, 

ce modèle est utilisé pour prévoir quels sont les constantes élastiques susceptibles d’être affectées à 

la transition. Le comportement élastique au voisinage de la transition non ferroїque et la transition 

ferroélastique impropre de 4RbAlF  est examinée sur la base de ce modèle. 
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I. Structures et transitions de  phases des tétrafluoroaluminates 

  I. 1. Structure Idéale : 

     Les études structurales sur les tétrafluoroaluminates effectuées par Brosset en 1937 [1], ont 

conduit à une structure idéale de motif élémentaire constitué d’un octaèdre ( )6AlF  centré dans une 

maille quadratique dont les sommets sont occupés par des ions alcalins monovalents +A (Figure I - 

1a). Les ions fluors situés suivant l’axe quadratique [001] (noté axF )  appartiennent à un seul 

octaèdre, par contre, chaque ion fluor du plan (001) perpendiculaire à l’axe quadratique (noté eqF ) 

est commun à deux octaèdres, de ce fait, les octaèdres ( )6AlF  sont liés rigidement entre elles 

suivant deux directions perpendiculaires du plan (001) seulement, déconnectés suivant l’axe 

quadratique  [001], conduisant à une structure en couches d’octaèdre séparées par des couches 

d’ions alcalins +A [2], cet arrangement en feuillets d’octaèdres (Figure I - 2) [3] se manifeste à 

l’échelle macroscopique par des propriétés bidimensionnelles marquées. Notons que la structure de 

cette phase prototype dérive de la structure Pérovskite caractérisée pour les composés 3AMF , par des 

octaèdres 6MF  liés par leurs sommets (figure I - 1 b) [4], conduisant à un arrangement 

tridimensionnel qui différencie les Tétrafluoroaluminates des pérovskites. Il convient de noter que 

ce type structural n’est pas limité aux composés de l’aluminium ( Al ) voir tableau (I -1) et que la 

structure idéale n’existe toutefois pas toujours pour chacun des matériaux [2]. 

I. 2. Transitions de phases structurales    

      I. 2.1 Introduction 

      Une transition de phase structurale  est dûe à la variation d’une ou plusieurs grandeurs 

physiques (T, P, …), le composé change sa structure cristalline, ce type de transitions résulte de 

l’instabilité de la structure par rapport à un mode de vibration particulier de la phase de haute 

symétrie : mode mou [5]. 

       Les études sur les tétrafluoroaluminates ( )4AAlF  ont révélé l’existence d’une grande variété 

de transitions de phases structurales dans cette famille de composés [2]. Le comportement en 

fonction de la température de ces matériaux a permis de les classer en  trois catégories ssuivant les 

différents types de transitions de phases observées : 

 1 - Transitions mettant en jeu des rotations d’octaèdres ( )6AlF , dans les composés  

         4RbAlF  et 4TlAlF  

 2 - Transitions par glissement des feuillets d’octaèdre ( )6AlF , dans le composé 4KAlF . 

 3 - Transitions par réorientation des ions 4NH sans mouvement d’octaèdres, dans le     

         composé 44 AlFNH . 
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Tableau  I. 1 : Structures des composés 4AMF  pour des cations trivalents de rayons ioniques 
compris entre ceux de l’Aluminium ( Al ) et du Thallium (Tl ). Les structures dérivées du type 
structural 4TlAlF  sont désignées par la lettre A ,  La lettre B  désigne des structures de type 4KFeF  
et la lettre C correspond à des types structuraux différents des deux précédents, les points 
d’interrogations indiquent qu’un doute subsiste quant au type structural figure  (I – 1a,1b) [2]. 

 
Figure  -  I - 1 

a) Mailles des tétrafluoroaluminates   b) Mailles des fluoropérovskites 
dans leurs structures idéales [4] 
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I. 2.2. Transitions et structures des différentes phases dans le composé ( )4RbAlF       
               
 A haute température, le composé ( )4RbAlF  se cristallise (phase RI ) avec la structure idéale (Fig. I -

1a) de paramètres de maille à 623K  (tableau  I - 2 a) [6]                                                                    

                                            
  Tableau  I. 2a : Paramètres de maille mesurés à 623 K.  

 
et de coordonnées d’atomes dans le groupe d’espace p  mmm4  ( )hD4  tableau (I - 2 b ) [6] 

avec une unité formulaire Z = 1. 

 

 
 
 
 
 
 

 
Tableau  I. 2b : Coordonnées d’atomes dans d’espace de symétrie  P mmm4  

 

A la température CTC °= 2801 , il apparaît une transition de phase structurale du premier ordre : 

phase RII  qui dérive de la phase RI  par rotation des octaèdres 6AlF  d’un angle 0
3 45=ϕ  autour de 

l’axe quadratique [001] (Figure I - 3 a) [3], les paramètres de maille à température ambiante mT   = 

293 K (tableau  I - 3a) [6] :                    

 

 

Fig  - I  - 2  
 

Mise en évidence de la structure en feuillets des 

tétrafluoroaluminates[2] 

)(
0

Aaa III =  )(
0

Ac I  NUCR  PROFR  

3.6586 6.3061 10.75 16.78 

 Site x  y z  
Rb  1( d ) 0.5 0.5 0.5 

Al  1( a ) 0 0 0 

eqF  2 ( f ) 0.5 0 0 

axF  2( g ) 0 0 0.2770 
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                    Tableau  I. 3a : Paramètres de maille mesurés à température ambiante. 

 
De groupe d’espace P 4/mbn  avec unité formulaire 2=Z  dont les  coordonnées d’atomes  
sont données aux tableau (I -3 b)  
 
 

 

 

 

 

 

 

 

Le composé ( )4RbAlF  subit une deuxième transition de phase structurale à 2CT  = 9°C   vers la 

phase RIII  de type ferroélastique impropre, dérive de la phase RII  par deux  rotations 

d’octaèdre 6AlF , d’angle  1ψ   autour de l’axe [100] et d’angle 2ψ  autour de l’axe  [010] (axes 

parallèles aux feuillets) (Figure I - 3a) [6], de paramètres de maille à  

T = 5 K (tableau I - 4a )  [3] : 

 
 

Tableau  I. 4a : Paramètres de maille mesurés à 2CT  = 9°C   
 
 et de coordonnées d’atomes ( tableau  I – 4 b ). La symétrie devient orthorhombique de groupe 

d’espace mmnP ( )13
2hD   avec  Z = 4. On note que la maille reprend  l’orientation de la phase ( )RI , et 

que le volume de la maille cristallographique est doublé à chaque transition (Figure  I – 3 c)  [2]   
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)(
0
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0
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5.1227 6.2815  3.94 9.13 

 Site x  y z  
Rb  2( c) 0 0.5 0.5 

Al  2( a ) 0 0 0 

eqF  4 ( g ) 0.2841 0.5  -  x 0 

axF  4( e ) 0 0 0.2776 

Tableau  I. 3b [6] : Coordonnées d’atomes dans d’espace de symétrie  P 4/mbn 
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Tableau  I. 4b : Coordonnées d’atomes dans d’espace de symétrie Pmmn 

 

On résume cette série de transition à l’aide d’une notation dérivée de celle de Glazer [9]  pour les 

pérovskites comme suit      

     ( ) ( ) ( )R
T

R
T

R IIIPhaseIIPhaseIPhase CC ⎯⎯ →⎯⎯⎯ →⎯ 21  

    ( )000 ,, cba                    ( )+cba ,, 00                      ( )+++ cba pp ,,  

tels que a, b, et c sont les paramètres de maille , l’indice supérieur (0) indique qu’il n’y a pas de 

rotations des octaèdres 6AlF  autour de cet axe, l’indice (+) indique que deux octaèdres successifs 

le long de cet axe tournants dans le même sens, l’indice (-) si les deux octaèdres tournant dans le 

sens opposé et l’indice inférieur (P) introduit par Bulou indique la rotation dans le même sens de 

deux octaèdres consécutifs suivant l’axe [001] [2].           

  On regroupe les principales caractéristiques des transitions de phases structurales du 

composé 4RbAlF dans le tableau (I - 5) [2], et on les schématise sur les Figures (I- 3). 
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→

b
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→

c

→

a
Plan ( )001

Phase  IR    ( )000 cba  

CcT 0

1
280=

Phase  IIR     ( )+cba 00  

CcT 0

2
9=  

3ϕ

3ϕ

Phase  IIIR     ( )+++ cba pp  

2ψ  
2ψ  

1ψ  

T °C 

 

Tableau  I. 5 : Principales caractéristiques des transitions de phases structurales 
                         par  rotation d’octaèdres dans le composé ( )4RbAlF . Les grandeurs : 
                        321 , ϕψψ et  représentent les angles de rotations des octaèdres  

                          respectivement autour des axes [ ]100  , [ ]010  et [ ]001 . 

Figure  -  I - 3a : Représentation schématique des octaèdres   pour les 
différentes  phases de 4RbAlF [3] 
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FIGURE I-3b : Relations entre les paramètres de maille dans le plan des 
                               feuillets pour les trois phases RRR IIIetIII ,   de 4RbAlF  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
I. 3. Propriétés dynamiques de  4RbAlF  [2] 

 I. 3.1. Introduction : 

          Les transitions des phases observées dans ces matériaux peuvent être, pour la plus part, 

associées à la condensation de modes de vibrations de réseau au bord de la première zone de 

Brillouin  (ZB)  de la structure quadratique idéale (phonons mous) en M et en X. 
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  maille élémentaire de la phase RII  [4] 

FIGURE I-3c  
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La connaissance du spectre de phonons de ces composés, est une donnée importante pour la 

compréhension de ces transitions de phases structurales de type displacives. Dans le but de décrire 

la dynamique vibrationnelle (spectre de phonons) des tétrafluoroaluminates,  il convient de se 

référer à la première zone de Brillouin (ZB) de la maille idéale de ces composés (Figure I - 4a et b), 

la figure [a] représente un huitième de la maille réciproque de la première zone de Brillouin, tandis 

que la figure [b] montre la liaison entre les points de symétrie  sur cette partie de la première zone 

de Brillouin de la phase I et selle de la phase II (symbole prime) . 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
Les points et les lignes de symétrie de cette zone présentés sur la figure (I – 4) pour les composés 
dont le groupe d’espace ( )1

44 hDmmmP  sont décris par les vecteurs d’ondes donnés dans le 
tableaux (I – 6a et b).  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        
            a)   Points de symétrie                                                                                                                                       
                                                                                              
                                                                                                          b ) Lignes de symétrie 

Tableau  I. 6 

 
Lignes 

Points 
extrêmes 

→

K  
∑  M;Γ  ( )0μμ  
Δ  X;Γ  ( )00 μ  
Λ  Z;Γ  ( )μ00  
S AZ ;  ( )21μμ  
T AR ;  ( )2121μ

U RZ ;  ( )210 μ  
V AM ;  ( )μ2121

W RX ;  ( )μ210  
Y XM ;  ( )021μ  

points →

K  
Γ  ( )000  

M  ( )02121  

X  ( )0210  

Z  ( )2100  

A  ( )212121  

R  ( )21210  

Figure  I – 4 [2] : a) Représentation  des lignes et points de symétrie d’une 
                                   partie  de la première (ZB) de lamelle idéale 
                              b) Relation entre les points et les lignes de symétrie de la première     

                                 (ZB) de la phase I et ceux de la phase II (symbole prime) 

 

)2100(Z

)0021(X  

A

R  

M  

)0210(X

[ ]a  

', ΓΓ

'X

'; ΓM  

'X

'; MX  

'X  

'X

[ ]b

R  
Γ  



 17

 
I. 3.2. Spectres de phonons et modes mous dans le composé 4RbAlF  
          A partir des relations entre les mailles de chacune des trois phases de 4RbAlF   
(Fig  I - 3b), on présente les relations entre les mailles des  réseaux  réciproques sur la  

(Fig  I - 5) qui nous permettent de déterminer quelles sont les symétries des modes de vibrations 

responsables des transitions dans ce matériau. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    

 

 

 

  On voit d’après cette figure qu’à l’issue de la transition : I R                II  R  les nouveaux nœuds du 

réseau réciproque de la phase II ( )IIΓ  correspondent aux points IM  de la phase I donc la transition 

à CTC
0

1 280= du composé 4RbAlF  provient de la condensation d’un mode de vibration au point M 

de la première zone de Brillouin (ZB) de la phase idéale. Le déplacement de
1eqF suivant (+y) et 

de
2eqF suivant (-x) pendant les rotations d’octaèdres autour de l’axe quadratique correspondent au 

mode propre de vibration de la symétrie M3. La transition à  CTC
0

1 280=  provient donc de la 

condensation du mode de vibration  M3 de la (ZB) de la phase idéale. Les spectres de phonons de 

4RbAlF  dans cette phase ont été déterminés à 400°C par spectroscopie de diffusion neutronique 

dans les plans  ΓMXΓ et ΓXRZΓ de la première (ZB) par A. Bulou [2] et ils sont portés sur la 

Figure (I - 6a). On voit que les modes M3  et 1
3X  qui se condensent respectivement à 

CTC
0280

1
=  et à CTC

09
2
=  ont comme prévu une fréquence peu élevée. Les études en fonction 

 

→
*
IIb  

IIIIII Γ−Γ−Γ

→
*
1b  

→
*
IIIb  

IIIIII MX Γ−−1  

IIIIIIM Γ−Γ−

IIIIII Γ−Γ−Γ  

→

Γ−Γ− IIIIII

III

X

a
2

*

 →
*
IIa  

IIIIII

Ia
Γ−Γ−Γ

→
*  

IIIIIM Γ−Γ−1  

 

 
Figure  I – 5 : Projection dans le plan (001) des réseaux réciproques des mailles de 
chacune des trois phases de 4RbAlF , les deux petits carrés définissent le ¼ des zones 

de Brillouin des mailles des phases .RR IIetI  
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de la température du spectre de diffusions neutroniques des modes 3M  et 1
3X  représentées sur la 

(Fig I -7) montrent que leurs fréquences tendent vers zéro à 21 CC TetT  donc se sont des modes 

mous. Le mode M3 est fortement sur amorti sur une large gamme de température donc il est difficile 

de déterminer sa fréquence avec précision, par contre, les fréquences du mode 1
3X  en fonction de 

la température ont été mesurées par diffusion Raman et représentées sur la figure (I – 8) ,  l’allure 

de cette courbe peut être décrite par une loi, fréquemment observée dans les transitions du second 

ordre de type : 

  ω2 = α (T – TC)  Où α est une constante positive et CT  la température de transition. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Figure  I - 6 [2] : Spectres de vibration de 4RbAlF  (phaseIR)  mesuré à 4000 C  dans : 
b) le  plan ΓΓXRZ  

       

 a) le  plan ΓΓMX  
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Figure I - 7 : Spectres de diffusion de neutrons de 4RbAlF  mesuré à plusieurs températures 
avec un filtre en graphite au point (0  0.5   3) du réseau réciproque à vecteur d’onde constant  

(ki =  2,0 /Angstrom)  pour le phonon 1
3X  [2]. 
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I. 4. Comportement élastique à l’approche de la transition  [8] 
 
                                          Dans ce qui précède, on a observé que les transitions structurales 
du 4RbAlF , qui représentent la famille des composés Tétrafluoroaluminates ( )4AAlF , étant de 
nature displacive (modes mous), alors qu’à l’approche de ces transitions des effets doivent 
apparaître au niveau des propriétés élastiques de ces composés.  
   Les mesures des constantes élastiques effectuées sur monocristaux par diffusion Brillouin et par 

ultrason aux températures pré transitionnelles, sont exprimés par  

référence au système d’axes cristallographiques de la phase idéale, menant au même résultat. On 

constate, d’après les résultats expérimentaux sur des monocristaux de 4RbAlF , que quelques 

constantes élastiques décroissent régulièrement sur une large gamme de température jusqu’à la 

transition, et autres constantes élastiques montrent un très faible abaissement  (l’ordre de 2%) et on 

les considère qu’elles restent insensibles au changement de la structure.  Par contre, le reste des 

coefficients élastiques, ont un comportement normal au cours de descente en température, même au 

très prés de la transition.   

L’objectif principal de ce travail est l’étude théorique du comportement des constantes élastiques du 

composé 4RbAlF  à l’approche des transitions structurales. Pour cela, nous avons choisi la théorie 

de LANDAU comme modèle.  

Ce modèle est basé sur une fonctionnelle, dite énergie libre de Landau du composé étudié, de 

coefficients peuvent être considérés comme des coefficients phénoménologiques, qu’on ajuste à 

partir de certaines données expérimentales.    

       Figure   I – 8: Evolution de ω  en fonction de la température, du phonon 
                         1

3X ( 4RbAlF ).Les cercles clairs représentent le carré de la fréquence [2] . 
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II. A. Dynamique du Réseau 

    II. A. 1. Introduction   

         Les transitions structurales rencontrées dans les tétrafluoroaluminates ont un caractère 

displacif, elles peuvent être attribuées à la condensation d’un mode de vibration dans le réseau 

(mode mou), au cours des transitions de ce type, des effets peuvent apparaître au niveau des 

constantes élastiques. Nous rappelons donc ici, la théorie de la dynamique de réseau suivie d’une 

analyse du mouvement dans un milieu continu. Pour terminer, nous présentons un bref résumé de la 

théorie des groupes utilisée. Comme le corps solide est constitué d’un nombre énorme de particules 

(électrons, noyaux des atomes), la description d’un tel système nécessite des  approximations 

quanto-mécaniques. Compte tenu de leur différence de masse importante, il est possible de 

découpler le mouvement des électrons de celui des noyaux (principe de Born.Oppenheimer) et selon 

le caractère des forces reliant les atomes (ou les ions); les solides sont divisés en deux catégories           

             
            liaison ionique   }   Forces d’interactions coulombiennes à grande distance           

   Cette division utile dans la mesure où elle reflète les types de forces entre les unités structurales 

de base. Le mouvement des atomes joue un rôle fondamental dans la compréhension de nombreuses 

propriétés physiques des cristaux  [10]. Ce mouvement peut être décrit mathématiquement en 

utilisant l’approximation harmonique. Dans les cristaux ioniques, il existe deux contributions à la 

constante de force harmonique, elles proviennent à des forces de répulsion à courte portée entre les 

ions et qui tendent à les ramener à leur position initiale, des forces de coulomb à grande portée 

(interaction des dipôles) qui tendent à écarter les ions hors de cette position d’équilibre. Sous 

certaines conditions, la compétition entre les deux contributions donne une force de rappel nulle et 

qui conduit à une fréquence tendant vers zéro )0( →ω [11]. L’annulation d’une fréquence propre de 

vibration du solide correspond à la disparition de force de rappel à laquelle sont soumis les atomes : 

leurs déplacements ne sont plus amortis, le solide devient "mou", c'est-à-dire instable pour ce 

mode ; il ne peut retrouver la stabilité qu’en passant dans une nouvelle phase [12] et on dit qu’il y a 

une transition de phase. 

   Le but essentiel dans le cadre d’une étude de dynamique de réseauest de déterminer par 

diagonalisation de la matrice dynamique, les fréquences de vibration (valeurs propres de la matrice 

dynamique) et les modes de vibration (vecteurs propres de la matrice dynamique) [2].  Enfin, une 

étude par la théorie des groupes permet de classer les modes de vibration selon leurs symétries et de 

déterminer la forme des vecteurs de polarisation qui ne dépendent que du type de structure du 

solide.   
 

interactiondrayonfaiblede Forces
esMoléculair 

Covalent 
'

⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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  II. A. 2. Equations du mouvement  

Soit un solide constitué de grand nombre (N) de mailles primitives contenant chacune (r) atomes 

(Noyaux) reportés au référentiel (o, x, y, z). On donne la position à l’équilibre du iemek atome 

( rk ,.....,3,2,1= ) dans la iemel maille ( Nl ,...,2,1= ) par le vecteur : 

              ( ) ( )kXlR
l
k

X
→→

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛a                                                               II.A .2 - 1         

  Tel que :     ( ) ii alalalallR =++=
→→→→

332211                                         II.A .2 - 2         

  Avec ia
→

sont les vecteurs de base du réseau direct, et les ( )3,2,1=Ζ∈ il i  caractérisent la maille 

primitive )(l , et ( )kX
→

définissant la position d’équilibre de l’atome ( k ) de masse  km par rapport 

à l’origine de la maille ( l ). Par conséquent, on définit le vecteur déplacement de ces atomes par 

rapport à leur position d’équilibre par :  

                  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛→

l
k

X
l
k

X
l
k

u
rr '                                                                II.A .2 - 3                        

 de composantes ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
l
k

uα  ; ( zyx ,,:α )  [2].  Pour des faibles déplacements des atomes, le 

développement en série de Taylor de l’énergie potentielle du réseau au voisinage de 

l’équilibre 0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
l
k

uα     est donnée par : 

             ∑∑ +⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+=

β
α

βα
βα

α
α α

φφφφ

''

...
2
1

'

'

0

2

0
0

kl
klkl
k

l

k
u

l
k

u
uul

k
u

u
        II.A .2 - 4                              

  où ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 00 l

k
u αφφ  est l’énergie potentielle du cristal à l’équilibre (elle est 

minimale et peut être choisie nulle 0φ = 0) [8]. L’indice (0) signifie que les dérivées sont calculées 

à l’équilibre du cristal. 

 Dans un cristal, le nombre de voisins entourant un atome donné croit proportionnellement au carré 

de la distance, c’est pourquoi on ne peut pas limiter le calcul aux interactions entre proches voisins, 

il convient donc d’écrire l’énergie potentielle dans le cadre de l’approximation harmonique où on se 

limite au terme quadratique pour décrire le mouvement des atomes, ce qui donne  [10] :   
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             ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∑+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

'

'

0
'

'

0
''

2
1

l

k
u

l
k

u
ll

kk
l
k

u
l
k

lk
klkl

βα

β
α

αβα
α

α φφφ                             II.A .2 - 5 

tels que :        
0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
l
k

αφ = 

0
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂

l
k

uα

φ  ;    et   
0

'

'

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

ll

kk
αβφ  =

0
'

'

2

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∂⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂

l

k
u

l
k

u βα

φ . 

Dans cette approximation les forces d’interaction entre atomes sont quasi-classiques données par la 
loi de Hooke [13] : 

                      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
l
k

fα = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

l
k

uαλ                                                                          II.A .2 - 6 

où λ  est la constante de Hooke (constante de force), qui se dérivent du potentiel : 

                                                  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
l
k

f α            =   –   ( )k
luα

φ
∂
∂        

Ce qui donne :    

                         ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
l
k

fα  =  – 
0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
l
k

αφ  –   ∑
β''kl

 
0

'

'

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ll

kk
αβφ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
'

'

l

k
u β

                     II.A .2 - 7 

En comparant l’équation  (II.A .2 - 6) avec (II.A .2 - 7) on obtient : 

1 -    
0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
l
k

αφ  = 0  (puisqu’il dépend des forces s’exerçant sur les noyaux lorsqu’ils occupent  leur 

position d’équilibre) [2].   

2-   la forme du potentiel qui devient :  

                    
2
1

=φ ∑

β
α

''kl
lk

0
'

'

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
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αβφ

⎟
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⎛
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'

l

k
u β                                 II.A .2 - 8 

3- la force à la quelle est soumise l’atome ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
l
k

 dans la direction α    : 

                                ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
l
k

fα   =  – ∑
β''kl
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     Où  
0

'

'
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⎟

⎠
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φ   représente les constantes des forces d’interaction 

(constantes de Hooke) satisfaisant aux conditions suivantes : 

    1-  
0

'

'

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

ll

kk
αβφ  = 

0
'

'

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

ll

kk
βαφ =   

         = 
0

'

'

0 ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

− ll

kk
αβφ = 

0
'

'

0 ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

− ll

kk
αβφ                                                   II.A .2 - 10 

    2 -   0
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L’application de la relation fondamentale de la dynamique nous donne l’équation différentielle qui 

décrit l’état vibratoire de l’atome excité ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
l
k

 dans la direction  α  : 

                km  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
l
k

uα
..

  =     –  ∑
β''kl
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u β                             II.A .2 -12 

              compte tenu de la périodicité du réseau on doit chercher pour le système d’équations 

différentielles linéaires données par (II.A .2 -12) des solutions périodiques de la forme : 

                       ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →
K

l
k

uα    =   
km

1  kAα  
tie ω−

 
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛→→

l
kXKi

e       

En utilisant (II.A - 1) on trouve :  

        ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →
K

l
k

uα =
km

1 kAα )(
→

K ))(( tlRKie ω−
→→

                                  II.A .2 - 13 

  Où  kAα )(
→
K est la composante α  de l’amplitude vibrationnelle de l’atome k , elle ne dépend 

pas de ( )lR
→

, c. a .d : elle est indépendante de la maille l , donc c’est l’amplitude de n’importe quel 

atome du cristal, alors elle représente l’amplitude du mouvement collectif des atomes, et 
→
K  le 

vecteur d’onde réduit de cette vibration est définit par son module :
λ
π2

=K
r

 où λ est la longueur 

d’onde associée à cet état excité. 

 

   II. A. 3. Domaine de variation du vecteur d’onde  
→
K  

On considère le vecteur d’onde : 

                                      
→

'K  =   
→
K +   

→

gK                                                        II.A .3 – 1 

→

gK =  ig →

iG  est un vecteur quelconque du réseau réciproque du cristal, de vecteurs de base 

→

iG ( )3,2,1=i  alors :  

                           
→

'K ( )lR
→

  =  
→
K ( )lR

→
 + π2 m  , Zm∈                                        II.A .3 – 2                    

   Qui donne :  

          
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →
K

l
k

u α
 = 

km
1

 kA α  
( )

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

→→

tlRKi

e

ω'

 =   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →
K

l
k

u α
         II.A .3 – 3 
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Donc 
→

'K et 
→

K sont deux vecteurs d’onde physiquement équivalents, par conséquent, deux 

vecteurs 
→

1K  et 
→

2K  non équivalents ne peuvent se situer que dans l’une des mailles élémentaires du 

réseau réciproque [13].  

          On prend pour maille élémentaire la première zone de Brillouin (ZB) qui reflète 

complètement les propriétés de symétrie du cristal [10]. Il suffit, donc d’étudier la variation de  
→

K dans la première zone de Brillouin défini par : 

                       
ππ
ππ
ππ

≤≤−
≤≤−
≤≤−

33

22

11

aK
aK
aK

                                                                   II.A .3 – 4 

  
  II. A. 4. La matrice dynamique : 

En portant la solution (II.A .3 – 3) dans (II.A .2 -12) on obtient : 

       
2ω kAα )(

→
K = ∑

β''kl '

1

kkmm
0

'

'

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

ll

kk
αβφ

'kA β )(
→

K   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

→→→
)()( ' lRlRKi

e  . 

ou encore :         

                     2ω )(KAk r
β = )(

'

'
KD

k

kk r
∑
β

αβ )(
'

KAk r
β                                            II.A .4 – 1 

avec: 

        
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
= ∑ '

'

' '

' 1)(
ll

kk
mm

KD
l kk

kk
αβαβ φ

r ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

→→→
)()( ' lRlRKi

e                         II.A .4 – 2  

           Ce sont les éléments de la matrice dynamique qui sont indépendants de ( l ) et satisfont aux: 

                 
→

)(
'

* KD
kk
αβ = kkD

'
βα )(

→
K =

'kkD αβ )(
→

− K                                          II.A .4 – 3 

  En remarquant que l’équation (II.A .4 – 1) peut prendre la forme : 

         0)()()(
'

'
'

' 2 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

→→→

∑ KAKKD k

k
kk

kk
β

β
αβαβ δδω                 II.A .4 – 4                   

     Ce système d’équations différentielles linéaires et homogènes admet des solutions non nulles si : 

               [ ] 0)(det '
' 2 =−

→

kk
kk KD δδω αβαβ                                              II.A .4 – 5 

Ce qui conduit à une équation de degré (3r) en ),(2 →
Kω donc pour chaque vecteur 

→
K  il y a  

( r3 ) valeurs pour )(2
→
Kω ,  chacune de ces valeurs )(2

→
Kjω  représente un mode vibratoire j, et la 

relation )(
→

= Kjωω  exprime la loi de dispersion du cristal pour le vecteur d’onde 
→
K . L’ensemble 
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de ces (3r) modes vibratoires )(2
→

Kjω constitue le spectre de vibration du solide. Ce sont les 

valeurs propres (réelles) de la matrice dynamique hérmitique
→

)(
'

KD kk
αβ  correspondant à (3r) 

vecteurs propres. Chaque vecteur propre décrit l’état vibrationnel du mode correspondant [13].  
Le déplacement réel de l’atome  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
l
k  est la superposition des déplacements dus à chacun des  (3rN)  

modes  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →

jK  de la première zone de Brillouin d’où [2]:  

        ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
l
k

uα  = Re
km

1
∑
→

jk

(keα | jK
→

) )( jKA
→  ))(( tlRKi

e jω−
→→

          II.A .4 – 6                      

  tel que : (keα | jK
→

) est la composanteα ),,( zyx=α du vecteur polarisation )( jKe
→→

 de l’atome 

k pour un mode donné )( jK
→

;  l’équation aux valeurs propres (II.A .4 – 5) nous permet de 

déterminer (3r ) vecteurs propres (vecteurs de polarisation)  tels que : 

                ∑= )()(1)( '
2

'
jKkeKDjKke kk

j

rrr
ββαα

ω
                                             II.A .4 – 7 

 

satisfont aux relations :  

—  d’orthogonalité :              ')()( '*
jj

k
jKkejKke δα

α
α =∑

rr
                       II.A .4 – 7a 

— de fermeture :                    ')()( '*
kk

j
jKkejKke δδ βααα =∑

rr
              II.A .4 – 7b 

De plus, l’équation (II.A .4 – 3) montre que : 

                                          )()(* jKkejKke
rv

αα =−                                           II.A .4 – 7c 

ainsi que la transposition du déterminant de cette équation ne modifie pas les valeurs des racines de 

l’équation correspondante d’où : 

                                                    )(2
→

kjω   =  )(2
→

− kjω .                                   II.A .4 – 8 

 Ce qui montre que la fréquence n’est pas affectée par un  renversement du sens de propagation de 

l’onde élastique. 

 
   II. A. 5.   Propriétés du spectre de vibration : 

        II. A. 5.1  Branches acoustiques :  

         Au centre de la première zone de Brillouin le vecteur d’onde de vibration 
→
K  tend vers zero ( 

|
→

K | → 0 ) ce qui conduit à des longueurs d’onde infinies ( ∞→λ ), ainsi que l’équation (II.A .4 – 

3) donne :  
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                               ( ) 00)0(2 =
→

jkej αω                                                              II.A .5 – 1                                        

Puisque 0)0( ≠jkeα  ⇒  0)0( =jω , et on obtient trois branches de fréquences tendant vers zéro 

lorsque |
→

K | → 0, appelées branches acoustiques. La fréquence des phonons acoustiques de vecteur 

d’onde
→
K est liée à la vitesse de propagation du son v(

→

K ) dans la direction
→
K  par la relation [2] : 

                               kKvKj

rrr
)()( =ω                                                              II.A .5 – 2                          

       II. A. 5. 2  Branches optiques : 

Les (3r – 3) autres modes 0)0( ≠jω  lorsque 
→
K  tend vers zéro, sont appelés branches (modes) 

optiques. Compte tenu de la symétrie du réseau cristallin une partie des états vibrationels )0(jω  

sont dégénérés, par conséquent le nombre des branches optiques diminue. A partir de (II.A .4 – 4) 

les déplacements atomiques correspondant aux modes acoustiques 0)0( =jω  sont donnés par : 

       )0(10 ke
ml

k
u

k

r
αα =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →
 

     alors :  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →→
0

l
k

u  = )0(1 →→
ke

m k

 est un vecteur constant.                       II.A .5 – 3 

D’où tous les atomes de la maille )(l se déplacent parallèlement avec la même amplitude, ce qui 

correspond à un déplacement en entier du cristal, c’est la caractéristique d’une onde élastique de 

longueur d’onde infinie [13]. Pour les branches optiques 0)0( ≠jω  les déplacements atomiques (II.A 

- 11) prennent la forme :    

                     
t

eA
ml

k
u jk

k

)0(
)0(10

→
→→ −

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ω
αα   

 Portant ce résultat dans (II.A – 16) on obtient  
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⎜
⎝
⎛→02

jω ∑ ⎟
⎠
⎞
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⎞
⎜
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⎝

⎛

ll
kk

αβφ = 0 

              d’où :                ∑ =
→→

k

k
k Am 0)0(                                                   II.A .5 – 4                               

Cette relation montre l’invariance du centre de masse des mailles primitives. 
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II. B. Milieu continu 

   II. B. 1.   Equation fondamentale de l’élasto-dynamique  

                  Un solide se déforme lorsque il est soumis à des forces extérieurs (elles ne sont pas 

nécessairement mécaniques), s’il reprend sa forme initiale lorsque ces forces sont supprimées, on dit 

qu’il est élastique. Cette propriété du solide se traduit dans un repère de référence ),,,( zyxo   par 

un tenseur [C]  dite l’élasticité [15]. 

    Tant que la longueur des ondes élastiques est grande devant les distances inter-atomiques, tout 

solide homogène est assimilable à un continuum de matière, son état mécanique est décrit par les 

deux tenseurs suivants : 

        II. B.1.1.Tenseurs des déformations :   

C’est un tenseur d’ordre deux qui établit la relation entre effets physiques  et causes (traction
→
F  ) 

défini par la formule donnant chaque composante du tenseur [16] :    

                           ijε =  
2
1  (

j

i
x
u

∂
∂  +

i

j

x
u

∂

∂
)                                                       II.B.1- 1 

           tel que :  ijε  =  ijε           (symétrique)   

 
        II. B.1.2.Tenseur des contraintes :                                                                                                                     

C’est un tenseur d’ordre deux qui établit la relation entre effets physiques (tractions 

  T
r

exercées sur les éléments de surface SΔ par la matière située du côté de ses normales
→
N ) est 

défini par [15]: 

                                       iT    =   jiσ jn                                                              II.B.1- 2 

        tel que :         
)(

lim
0

symétrique
s
F

ijji

k

i
s

ji
k

σσ

σ

=
Δ
Δ

=
→Δ .   

      
Ces deux grandeurs (II.B.1- 1 et II.B.1- 2) qui varient avec le temps et l’espace constituent le 

champ élastique. Sa propagation est régie par les équations de la mécanique. Chaque élément de 

volume du solide ( dV ) infiniment petit de frontière (S) soumis aux deux sortes de forces : 

       

1 - forces volumiques qui s’exercent dans tout le volume du solide, de densité donnée par : 

                                   
dV
FdtMf V
→

→
=),(                                                                II.B.1- 3 2 -  

forces surfaciques qui s’exercent uniquement sur la frontière S du solide de densité surfacique : 
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dS
Fd

tMT S
→

→
=),(                                                                II.B.1- 4            

 Si le solide est rapporté au référentiel galilléen ),,,( 321 xxxo , la relation fondamentale de la 

dynamique donne pour une direction i ),,( 321 xxxi =  :        

            ∫∫ =−−
S

ii
V

i dSTdVfa 0)(ρ   ( ia = 2

2

t
u i

∂

∂
 composante de l’accélération) 

L’utilisation du théorème de Green et l’équation (II.B.1- 2) conduit à : 

                             ρ  2

2

t
u i

∂

∂
  =  

j

ji

x∂
∂ σ

  + if                                                     II.B.1- 5 

C’est l’équation fondamentale de l’élastodynamique des milieux solides continus. 

A l’absence de toute force de volume ( if = 0), cette équation devienne : 

                                  ρ 2

2

t
u i

∂

∂
 =  

j

ij

x∂
∂ σ

                                                             II.B.1- 6 

  En utilisant la loi de proportionnalité entre contraintes élastiques et déformations énoncée par 

Hooke, on trouve :  

                            jiσ ( jiε )  =  lkjiC   klε                                                  II.B.1- 7 

                                     lkjiC   =   0)( =∂

∂
lk

kl

ij
εε

σ
                             II.B.1- 7a 

où lkjiC sont appelées constantes élastiques,  vérifiant les relations :    

          .,, klijCijklCijlkCijklCjiklCijklC ===                        II.B.1- 7b 

Ces coefficients  qui traduisent la relation linéaire entre les tenseurs d’ordre deux ijT et  ijε   sont 

les composantes d’un tenseur d’ordre quatre possédant (34 = 81) composantes appelé tenseur de 

rigidité élastique.  L’écriture de l’équation (II.B.1- 7) en fonction des déplacements (II.B.1- 1) et 

l’utilisation de (II.B.1- 7b) nous donne : 

                              jiσ  =  lkjiC   

l

k

x

u

∂

∂
     (loi de Hooke)                                II.B.1- 8 

La sommation sur les indices répétés dans un même monôme est sous entendue. 

Les relations de symétrie ramènent le nombre de composantes élastiques indépendantes de 81 à 36 

composantes et  pour passer de la notation tensorielle à la notation matricielle de deux indices 

seulement, on repère chaque composante lkjiC (notation tensorielle) par βαC  (notation 

matricielle) tel que [8] : 
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⎩
⎨
⎧

≠+−
=

=
jisiji
jisii

)(9
α                                 II.B.1- 9a 

                           
⎩
⎨
⎧

≠+−
=

=
lksilk
lksik

)(9
β                                II.B.1- 9b 

En reportant (B.1- 8) dans (B.1- 6) on obtient :  

                       ρ
2

2

t
u i

∂
∂   =  lkjiC    

lj

k
xx

u
∂∂

∂ 2
                                               II.B.1- 10 

            C’est l’équation finale du mouvement dans les milieux continus.   

  
   II. B. 2.   Détermination des modes propres  (Equation de Christoffel ) 

 

Admettant que les solutions de (II.B.1- 10) ont la forme d’onde élastique plane : 

  iu   = iu0 )(
→→

−− rKtie ω  = iu0  
)(

v
xn

ti
e

qq−− ω
 ;  (q =1 ,2 ,3)         II.B.2- 1 

            tel que le vecteur d’onde : 
→→

= nK
λ
π2   ( 

→
n : vecteur unitaire  ⊥  au plan  d’onde  ) et v  la 

vitesse de phase.  

En  remplaçant (II.B.1- 1) dans (II.B.1- 10) on trouve :  
 

             ρ  2v  iu0
= lkjiC  lkj unn 0  =  lli u0Γ                               II.B.2- 2 

 

où liΓ est le tenseur de Christoffel d’ordre deux défini par  [8] : 

                                 ilΓ   =  ijklC    knjn      

      ilΓ  = 2
111 nC li  + 2

222 nC li  + 2
333 nC li  + ( lili CC 2112 + ) 21 nn    

                 + ( lili CC 3113 + ) 31nn  + ( lili CC 3223 +  ) 32 nn                          II.B.2- 3 

tel que   :                    illi Γ=Γ    (symétrique). 

Dans l’équation  (II.B.2- 2) on obtient l’équation aux valeurs propres dite de Christoffel : 

                              0)( 02 =−Γ lilil uv δρ                                                          II.B.2- 4         

 Pour une direction donnée cette équation  admet des solutions non triviales si : 

                                                                                       
                  

  0)(det 2 =−Γ ilil v δρ     II.B.2- 5 
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     Chacune des trois racines (valeurs propres) de (II.B.2- 5) représente une vitesse d’onde élastique 

dans le cristal, l’équation (II.B.2- 4) fait correspondre pour chaque vitesse (valeur propre) un 

vecteur propre qui définit la direction du déplacement de la matière (vecteur de polarisation de 

l’onde élastique associée à cette vitesse). Cette situation est illustrée sur la figure (II -1)  [15]. 

 

   II. B. 3.  Relation entre l’énergie libre et les constantes élastiques : 

                  Au cours d’une variation de jidε des déformations, la densité d’énergie potentielle 

élastique par unité de volume du cristal déformé s’écrit : 

                         lklkiip ddufwe εσδ ===                                               II.B.3- 1 

Ainsi que, la variation de l’énergie interne par unité de volume est donnée par [14] :              

                     += dSdU θ lklk dεσ                                                               II.B.3- 2 

 tel que : dSdQ θ=  est la quantité de chaleur par unité de volume reçue par le solide (deuxième 

principe de la thermodynamique pour une transformation réversible); où S  et θ  sont 

respectivement l’entropie par unité de volume du solide et la température absolue donc  

( )lkSfU ε,=   

                      d’où :    
lk

Skl

U σ
ε

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂                                                              II.B.3- 3 

qui donne d’après (II.B.1- 7a) la relation reliant les constantes élastiques lkjic et  l’énergie 

interne  U  :    

→

n  

1
0ur  

2
0ur  

3
0ur  

Figure II – 1 : Les trois vecteurs de polarisations 1
0ur , 2

0ur , 3
0ur  
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                                     =lkjic
Slkji

U
⎟
⎟
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⎞
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⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

εε

2
                                                  II.B.3- 4 

et à partir de la formule générale de l’énergie libre [16]:  

                                      SUF θ−=                                                                 II.B.3- 5 

on obtient la densité d’énergie libre : 

             jiji ddSdF εσθ +−=                        II.B.3- 6 

          d’où :        =θ
lkjic

θ
εε ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

lkkl

F2

                                                      II.B.3- 7 

Alors :                    )(
2
1

lkjilkji dcdSdF εεθ θ+−=                                     II.B.3-8 

qui conduit à :     

             lkjilkjiji cFF εεθεθ θ
2
1)(),( 0 +=    

 où )0,()(0 == jiFF εθθ est l’énergie libre du solide non déformé par unité de volume, 

suivant que le processus de déformation est adiabatique ou isotherme la quantité : 

                        lkjilkjie cF εε
2
1

=                                                           II.B.3-9 

 

est l’énergie potentielle élastique par unité de volume, elle représente l’accroissement de l’énergie 

interne ou de l’énergie libre du cristal ( eji FFFF =Δ=− )(),( 0 θεθ )  par unité de volume  

[15]. 

         Lorsque le cristal présente telle ou telle symétrie, il en résulte l’apparition de dépendance entre 

les différentes constantes élastiques du tenseur [C], de sorte que le nombre des composantes 

indépendantes peut être diminué. Pour la classe ( mmmP /4 )du système quadratique, on oriente 

l’axe 3x   suivant l’axe quadratique et on oriente chacun des deux autres axes 1x  et 2x  

perpendiculairement à un plan des deux plans de symétrie verticaux,  l’énergie libre a l’expression 

suivante (notation tensoriel) [16]: 
        

               
( ) ( )

( ) ( ).22)(
2
1

2
1

2
23

2
131313

2
12121222111122

332233111133
2
333333

2
22

2
1111110

eeceCeeC

eeeeCeCeeCFFFe

++++

++++=−=
 

   

En utilisant les relations de transformation (II.B.1- 9a) et (II.B.1- 9b) reliant la notation tensorielle 

avec la notation matricielle, l’expression de l’énergie libre devient : 
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( ) ( )

( ) ( )2
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2
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2
666

2112323113
2
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2
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2
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22
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2
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2
1

eeCeC

eeCeeeeCeCeeCFe

+++

+++++=
   .         II.B.3-10 

          
On obtient les expressions  de l’énergie élastique des autres systèmes de symétrie par l’utilisation de 

la relation (II.B.3- 9) et le tenseur d’élasticité [C] du système considéré.     

 
II. C.  Symétrie 

   II. C. 1.  Réduction imposée par les éléments de symétrie du cristal sur 

                       le nombre des composantes de la matrice [C] 

   Soient ijklC  les composantes du tenseur [C] traduisant les propriétés élastiques d’un cristal  pour 

une orientation quelconque dans le repère ),,,( 321 xxxo  et '
ijklC les composantes de ce 

tenseur dans le même repère pour une nouvelle orientation du cristal obtenue par l’application d’une 

opération (S). Pour exprimer les composantes '
ijklC en fonction des composantes ijklC , il revient 

au même du point de vue de l’orientation relative du cristal par rapport au repère, d’appliquer une 

opération inverse ( 1−S ) au système d’axes en laissant le cristal immobile. 

Par conséquent, si k
iα  étant les éléments de la matrice de changement de système d’axes 

correspondant à l’opération ( 1−S )  vérifieront :  

                                 
→

'
ie   =     k

iα  
→

ke                                                                   II.C.1- 1                                         

          La relation de transformation d’un tenseur d’ordre quatre dans un changement d’axes sera 

donnée par : 

                  srqp
s
l

r
k

q
j

p
ilkji CC αααα='                                                               II.C.1- 2 

Si (S) est l’une des opérations de la classe de symétrie ponctuelle du cristal, la nouvelle orientation 

du cristal par rapport au repère  ),,,( 321 xxxo  est indiscernable de celle de départ, ceci se traduit 

par la relation d’invariance :  

                                   
'
ijklC   =   ijklC . 

Revenant à l’équation (II.B.1- 7) sous forme condensée :                

                                       εσ C=                                                                              II.C.1- 3 

lors d’un changement d’axes correspondant au changement d’orientation du cristal la relation 

(II.C.1- 3) devient   

                                        ''' εσ C=                                                                        II. C.1- 3a 
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En tenant compte de (II.B.1- 9a et b) reliant les couples (i, j), on écrit les deux tenseurs σ  et ε  sous 

forme matricielle qui se transforment suivant :  

                             σσ σT='       et        εε εT='                                               II.C.1- 4                                         

où σT  et εT les deux matrices de transformation (6x6) des contraintes σ et des déformations ε  

par un changement d’axes défini  par :   

                     lk
l
j

k
iji σαασ ='     et       lk

l
j

k
iji εααε ='                                          II.C.1-5 

L’exploitation de (II.C.1- 3), (II.C.1- 3a) et (II.C.1- 4) conduit à la relation de transformation de la 

matrice de rigidité :  

                          1' −= εσ TCTC                                                                                  II.C.1- 6 

                 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

666564636261

565554535251

464544434241

363534333231

262524232221

161514131211

cccccc
cccccc
cccccc
cccccc
cccccc

cccccc

quetel c                         II.C.1- 7 

Si la matrice α  de l’opération 1−S est connue, l’écriture matricielle des deux relations (II.C.1- 5) 

détermine les deux matrices de transformation εσ TT , .  

 

   II. C. 2.   Application au composé  4RbAlF   ( groupe hD 4 ) 

 On appelle groupe Diédral d’ordre  n  noté nD  , le groupe des rotations d’angle 
n
πϕ =

   autour 

d’un axe d’ordre  n  noté nA et des rotations d’angle πϕ =  autour de m  axes d’ordre deux (axes 

binaires) noté (
}

)'''''(
2

m

A ) perpendiculaires à l’axe  principal nA  :  

        nD   =  { nA  ,  
}

)'''''(
2

m

A  ( m =  ‘ ,’’  ,’’’ , … ) } m est le némero d’axe  binaire. Si on 

ajoute une symétrie hσ  par rapport à un plan horizontal au nD on obtient le Groupe  hnD  : 

           hnD  =  { nA  , hσ ,
}

)'''''(
2

m

A }  [ 18]      

Dans le cas où  4=n   on obtient :    

        hD 4 = { 4A ,  hσ   ,  
}

)'''''(
2

m

A  }     ( m = ’ , ’’  ,’’’ , … )                         II.C.2- 1 
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Les cristaux de système tetragonal possèdent un axe direct d’ordre 4 ( 4A ), symétrie quadratique 

classe  ( 422 mm4 m24 mmm/4 )  où 4A  // 3ox   et ⊥ M , '
2A  // 1ox , la matrice de rotation 

autour de cet axe principal porté par 3ox est :  

                                        =
3,

2
xπα

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

100
001
010

                                                        II.C.2- 2 

de (II.C.2- 2) et (II.C.1- 5) on obtient : 

                        εσT  =  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

100000
001000
010000
000100
000001
000010

                                                      II.C.2- 3 

dont l’inverse est :   

                      1−
εσT    =   

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

100000
001000

010000
000100
000001
000010

                                           II.C.2- 4 

L’exploitation de (II.C.1- 6), (II.C.2- 3), (II.C.2- 4) et la relation d’invariance (II.C.1- 1) conduit à la 

matrice de rigidité des matériaux de symétrie quadratique classes ( ,4,422 mm  

)/4,24 mmmm
−

 : 

                   'C  =  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

66

44

44

331313

131112

131211

00000
00000
00000
000
000
000

c
c

c
ccc
ccc
ccc

                                           II.C.2- 5 
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  II. C. 3.  Matrice de Christoffel des solides dont la symétrie quadratique de    

                               Groupe d’espace hD4              

Les éléments de la matrice de Christoffel pour les cristaux de classes ( ,4,422 mm  

)/4,24 mmmm  du système quadratique pour une direction de propagation quelconque 

),,( 321 nnnn
→

 s’obtient à partir de (II.B.2- 3) par : 

                              2
344

2
266

2
11111 ncncnc ++=Γ  

                              2
344

2
211

2
16622 ncncnc ++=Γ  

                              2
333

2
244

2
14433 ncncnc ++=Γ                                          II.C.3 - 1 

                              32443132 )( nncc +=Γ  

                              31443131 )( nncc +=Γ  

                              21662121 )( nncc +=Γ    

   

  II. C. 4.      Vitesses et polarisations d’ondes élastiques 

                                  dans les cristaux de symétrie hD4  

           Si la direction de propagation 
→
n est repérée par les angles θ  et ϕ  l’équation séculaire 

(II.B.2- 5) n’est analytiquement soluble que pour des directions ou des plans particuliers liés aux 

éléments de symétrie pour lesquels au moins deux des trois éléments non diagonales du tenseur de 

Christoffel ][ liΓ  sont nulles. 

     1 -  direction [001]  )1,0,0( 3 =
→

nn  : 

Si la propagation a lieu le long de 3ox // 4A  (un élément de symétrie) d’après (II.C.3 - 1) le tenseur 

de Christoffel s’écrit explicitement :   

                                                 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Γ

33

44

44

00
00

00

3
c

c

c

x   

et l’équation à valeurs propres (II.B.2- 4) nous fournit :  

      [ ] ρ
44

100
c

vT =                [ ] ρ
44

010
cvT =                    [ ] ρ

44
001

cvL =                    II.C.4 - 1 

  Les deux ondes transversales sont dégénérées et de polarisation quelconques. 
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      2 -  direction [010] )0,1,0( 2 =
→

nn   

Si  
→
n  la direction de propagation a lieu le long de 422 // AAox ⊥ dans le plan hσ , alors le tenseur 

de Christoffel d’après (II.C.3 - 1) est : 

                
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=Γ

44

11

66

00
00
00

2

c
c

c

x    . 

en résulte de (II.B.2- 4) que:     
[ ] [ ]

[ ]⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

==

ρ

ρρ

11
010

44
001

66
100

cv

cvet
c

v

L

TT

          II.C.4 - 2 

      3-  Direction [110]  
→
n  )0,

2
1,

2
1( : 

   Dans cette direction on trouve d’après (II.C.3 - 1) : 

                          [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++

++

=Γ

44

66116612

66126611

110

00
0)()(

0)()(

2
1

c
cccc

cccc

 

de valeurs propres :  443121121266111 ,)(
2
1,)2(

2
1 cccccc =−=++= λλλ    

le vecteur propre correspond à 1λ  :      [ ] ( ) ( ) ( ) ]110[1010
1

10 =⇒=Γ uuu λ  

De même façon on trouve les autres vecteurs propres 

                                   ( ) ( ) ]001[;]011[ 3020 == uu  

qui nous donnent : 

       [ ] ρ2
2 126611

110
ccc

vL ++
=     

2
1211

]011[

cc
vT −

=−     et    [ ] 2
44

001
cvT = .        II.C.4 - 3 

 

Ces résultats correspondent au 4RbAlF  décrit au  chapitre - I - dans la phase RI  (maille idéale). 

Soit '
ijc  les constantes élastiques du composé 4RbAlF dans sa deuxième phase obtenue par une 

rotation de 45° autour de l’axe quadratique [001] par rapport à la maille idéale. Sa symétrie reste 

quadratique de groupe d’espace P mmm/4  ( hD4 ) et d’unité formulaire z = 2. Pour des directions de 

propagations particulières 
→
n  // au vecteur d’onde

→
K , les expressions de la vitesse de propagation 

d’ondes ultrasonores de vecteur d’onde
→
K  polarisées suivant 

→→
)(Ke  en fonction des coefficients 
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élastiques jiC de 4RbAlF  relatifs à la maille idéale [phase RI ] , et jiC ' relatifs à la phase RII  sont 

illustrées dans le tableau (II - 1) [2]. 
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→→→
cba (phase I ) Maille

→→→→→→→→
=+−=+= ccbabbaa IIIIII ,,

Dir. 
→
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Polarisa- 
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2vρ  

 
2vρ  

Polarisa- 

tion )(ke
vr  

Dir. 
→
k  

]010[  
11C  ( 11

'C + 12
'C +2 66

'C )/2 ]110[  

]100[  
66C  ( 11

'C - 12
'C )/2 ]011[
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]010[  

]001[  
44C  44

'C  ]001[  
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   ]110[  

 
      
( 11C + 12C +2 66C )/2

 

11
'C  

 
]100[  

   ]101[
−

 
 

           ( 11C - 12C )/2 
 

               66
'C  

 
]010[  

 
 

]110[  

]001[  
44C  44

'C  ]001[  

 
 
 
 

]010[  

]001[  
33C  33

'C  ]001[  

]100[  
44C  44

'C  ]011[
−

 

 
 
 

]010[  
]010[  44C  44

'C  ]110[  

 
 
 

]010[  

 
Tableau  II – 1 : Vitesse de propagation d’ondes ultrasonores de polarisation et de 
                             direction données en fonction des coefficients élastiques [2].         
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II. D. Théorie des groupes 

  L’étude de la symétrie d’un cristal fournit un moyen important pour décrire ses états et analyser 

ses transitions. Le principe fondamental est de représenter les opérations de symétrie du cristal par 

des opérateurs quantiques commute avec l’hamiltonien du cristal, ceci nécessite un appel aux 

éléments de la théorie des groupes. 

   II. D. 1. Groupe du cristal  

 On appelle Groupe d’espace du cristal  G  l’ensemble infini des opérations de symétrie 

][ tSS m
r

= satisfait aux axiomes de groupes où   

                [ ] ])([ mrSvSSm
rr

+=                                                                          II.D. 1 - 1 

             laissant le cristal invariant [20]. 

        S : une opération de symétrie ponctuelle 

       t
r

 : une opération de translation quelconque 

 [ ]mrr  : translation de réseau 

  [ ]Svr  : translation fractionnaire de réseau, les valeurs non nulles de [ ]Svr  sont associées à des plans 

de glissement ou à des axes hélicoїdaux ; lorsqu’il est possible de choisir une origine telle que pour 

chaque élément du groupe on ait [ ] 0=Svr  le groupe est dit symmorphique. 

 L’action d’une opération de symétrie S m sur l’atome 0k  de la maille 0l  en tenant compte de 

l’équation (II.A.1-3) est définie par :       

                   S m [ ] [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=++⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1

1

0

0

0

0

l
k

rmrSv
l
k

rS
l
k

r rrrrr                                           II.D. 1 - 2                                  

    II. D. 2. Groupe ponctuel du cristal 

         Le groupe ponctuel du cristal G 0 est constitué par l’ensemble fini des opérations de symétrie 

ponctuelles S. L’ordre du groupe G 0 est le nombre des éléments de l’ensemble des opérations de 

symétrie ponctuelles.  

    II. D. 3. Représentation de groupe G 0 

    Si à chaque élément g du groupe G 0, on associe un endomorphisme de l’espace vectoriel des 

états En (une application linéaire de En dans En), donc une transformation linéaire des vecteurs de 

cet espace est définit dans la base  i  > de En par :  

                   i  >  = ∑
k

 D(g) ik  k  >                                                                   II.D. 3 - 1 

où les ( D(g))ik sont les éléments de la matrice D (g) de rangs n qui représente l’opération g ∈  G0 

dans la base  i  >. L’ensemble des matrices D(g) définisse une représentation de G0 si quels que 

soient g1 et g2 appartenant à G0 on a : 

                                                  D(g1) D(g2)  =  D(g1 g2)  . 
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    II. D. 4. Réductibilité 

 La représentation d’un groupe d’ordre g, se composant de matrices D(A1), D(A2),….. , D(Ag) est 

dit réductible en D’ et D’’ lorsqu’on parvient, par un choix convenable du repère, à décomposer 

l’espace de représentation nE  ( base ا un>) en deux sous espaces invariants indépendants '
'n

E ( base ا 

un’ >),  "
"n

E ( base ا un’’ >) telle que les matrices du groupes prennent la forme :  

                     

                  ( ) ( )
( )⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

f

f
f AD

AD
AD

''

'

0

0
               

       On étudie ensuite ( )fAD ' et ( )fAD ''  pour voir si elles sont réductibles à leur tour, en continuant 

ainsi jusqu’à ce que D(Af) soit complètement réduit, lorsqu’il est ainsi on aura une relation entre le 

repère initial{ }i  et le repère final{ }f  telle que iQf =    et :  

( )

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

)(

2

)2(

)1(

1

000

..
..

............................................

..
000

000

S

s

initialf

D

D

D

D

QADQ                                  II.D. 4 - 1 

Où les )(kD  sont eux mêmes des matrices de dimension kd (il y aura g équations  telles que (II.D.5-

2), un de chaque élément de G). Chacune des s représentations irréductibles    est une famille de g 

matrices (une pour chaque élément de G) : 

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g
kkkk ADADADAD ,.....,,, 321  ; sk ,....3,2,1= .                 II.D. 4 - 2 

L’intérêt de la décomposition de la représentation d’un groupe en représentation irréductible qui 

n’est possible que d’une seule manière vient de ce que, seules les représentations irréductibles ont 

une signification physique profonde. En outre, s’il y a  (s) classes d’opérations dans { }fAG0 , il y 

aura exactement s représentations irréductibles  différentes et l’on aura : 

                                         gdddd s =++++ 22
3

2
2

2
1 .....                                          II.D. 4 - 3 

    D’où la forme réduite s’écrit [18] :  
 

               ( ) ( ) ( ) ( )f
S

Sfff ADcADcADcAD )()2(
2

)1(
1 ......⊕⊕⊕=                           II.D. 4 - 4 

 

Les relations d’orthogonalité et de fermeture des représentations irréductibles : 
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( ) ( ) ( )gfddgADAD jijif
j

A
f

i

f

.........2,1;)()( ==∗∑ νβμαμναβ δδδ            II.D. 4 - 5 

( ) ( ) ( )gfAD
g

d
AD

g
d

jif
jj

A
f

ii

f

.........2,1;))(( )()( ==∗∑ νβμαμναβ δδδ          II.D. 4 - 5a 

Montrent que les éléments de matriceμν de la famille ( )j  :  

( ) ,)( 1
)( AD

g
d jj

μν ( ) ,)( 2
)( AD

g
d jj

μν ( ) ,)( 3
)( AD

g
d jj

μν …, ( ))( )(
g

jj AD
g

d
μν .      II.D.4 - 6               

 peuvent se concevoir comme les composantes d’un vecteur à g dimensions qui est orthogonal à tout 

autre vecteur obtenu par un choix différent des νμ, . 

 
   II. D. 5. Les caractères  

        Le problème de trouver toutes les représentations irréductibles ( )iD d’un groupe { }fAG0  est en 

général très ardu. Cependant, pour des applications physiques, il suffit de connaître leurs traces 

[ ( ) ( ) ( ) ( )f
i

f
i ADAtrD ∑= λλ ] qu’on appelle les caractères en théorie des groupes et on les note : 

 

                         ( ) ( ) ( ) ( )f
i

f
i AtrDA =χ .                                                                   II.D.5 -1 

 
la connaissance des caractères d’un élément de chaque classe (s), peuvent construire  le  tableau de 

caractère qui fournit tous les renseignements utiles concernant le groupe. 

 Notons que : 

                                ( )[ ] g
si

i

i =∑
=

=

2

1
1χ                                                                         II.D.5 - 2 

et la dimension de la représentation irréductible (i) id sera déterminée par [21]:                             

                                            ( ) ( ) ( ) i
ii dE == χχ1                                                                  II.D.5 -3 

Il résulte de (II.D.4-2) que les caractères forment aussi un système orthogonal : 

                               ( ) ( ) ( ) ( )∑ =
fA

jif
j

f
i gAA δχχ                                             II.D.5 - 4 

Si on désigne par q à une classe quelconque qc  de 0G  renfermant qn éléments, de caractère ( )i
qχ  

alors (II.D.6 - 4) nous donne :  

                                 ( )
ji

j
q

i
q

s

q
q gn δχχ =∑

=

)(*

1
 

             Alors :   ( )
ji

j
q

qi
q

s

q

q

g
n

g
n

δχχ =∑
=

)(*

1
                                               II.D.5 - 5 
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Les caractères normés ( )j
q

q

g
n

χ  se comportent donc comme les composantes d’un système de 

vecteurs orthonormé (une base) dans l’espace à s dimensions. Comme il y a  s tels vecteurs, le 

nombre d’opérations irréductibles est égal au nombre de classe de groupe 0G . La décomposition des 

caractères ( )( )fADχ des représentations réductibles en caractères des représentations 

irréductibles dans cette base est donnée par : 

                    ( )( ) ( ) ( ) S
Sf cccAD χχχχ +++= ....2

2
1

1                           II.D.5 - 6 

On tire par l’utilisation de (II.D.5-5), l’expression donnant le nombre de fois jc  que le 

caractère ( )jχ (la représentation irréductible j ) figure dans la décomposition de ( )( )fADχ  : 

                   )())((1

)(

*
f

fAD

j
fjj ADADd

g
C ∑= χχ                                            II.D.5 - 7 

   II. D.6. Projecteurs  

Tout vecteur d’état E>∈ψ  admet une projection >sψ  dans le sous espace EEs ⊂  et une 

projection unique >c
sψ  dans son complémentaire ∁ sE  tel que :  

                                                >+>=> s
c
s ψψψ                                       II.D.6 -1 

A tout ket >ψ  correspondra donc un et un seul ket >sψ  et cette correspondance, linéaire, définit  

un  certain opérateur linéaire sP  qui porte le nom d’opérateur de projection ou de projecteur sur le 

sous espace sE , tel que : 

                                >=> ssP ψψ                                                                    II.D.6 - 2 

 

la définition de sP  est [20]:  

                                  )(hermitiquePaaPP
ss asssa
+=><≡≡  

          tel que             01,2 === ssss PouPPP  

En effet, 
saP opérant sur un ket ou un bra assure la projection correspondante dans la 

direction >sa , et l’opérateur projecteur total  

                       )(∑ =><=
s

ssT fermeturederelationIaaP                          II.D.6 - 3 
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II.E. Application au composé 4RbAlF  

    II. E. 1. Recherche des constantes élastiques susceptibles d’être affectées   

                              par transition dans le 4RbAlF                

        II. E. 1.1. Représentation du groupe hD4   

       Le 4RbAlF , dans sa phase I  à haute température présente, une symértie quadratique de groupe 

d’espace hD4 (chapitre I ). Le groupe de symétrie ponctuelle associée aux 16 opérations de 

hD4  (ordre g = 16) est :     

   { }''''''3
4

1
4

'
2

'
2

'
2

'
22

3
4

1
40 ,,,,,,,,,,,,,,, dbdavyvxhbayxz SSiCCCCCCCEG σσσσσ= .  II.E.1 - 1   

  On représente 0G  dans un espace de configuration à 6 dimensions de base canonique 

{ }6...,2,1, => iu i  par les 16 matrices carrées )( fAD  (telque 0GA f ∈ ) données ci –dessous. Ses 

matrices sont  calculées par l’application des deux relations (II.C.1-8) et (II.C.1- 5), où les 8 

premières matrices sont : 
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  puisque les composantes d’un tenseur de rang 2 sont invariantes par l’inversion alors : 

            
""""

2
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2
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2

2
3
4

3
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1
4

1
4

;;;

;;;

dbdbdaavyyvxx

hz

iCiCiCiC
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σσσσ

σ
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====
 

et les 8 dernières matrices étant respectivement analogues : 
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σσσσ

σ

====

====
 

  

    L’ensemble des 16 matrices constitue une représentation matricielle du groupe ponctuel hD4 dans 

l’espace de configuration à 6 dimentions défini par les 6 vecteurs de base { }>iu  notée : 

                Г 4RbAlF ={ }0,)( GAAD ff ∈                                                                   II.E.1 - 2     

Cette représentation est définie par ces caractères ( )f
j A)(χ  invariants dans un changement de base 

regroupés dans le tableau des caractères du groupe ponctuel de la phase quadratique classe 

mmmP /4 (Tableau II – 3). 

 
1
4C  

3
4C  

'
2xC  

'
2yC  

"
2aC  

''
2bC  

1
4S 3

4S  
'
vxσ  

'
vyσ  

"
daσ  

"
dbσhD4  E  

    42C  

zC2  

      
'
22C        

"
22C  

i  

   42S  

hσ

       
'2 vσ         

"2 dσ  

gA1  
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

gA2  
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 

gB1  
1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 

gB2  
1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 

gE  
2 0 0 -2 0 0 0 0 2 0 0 -2 0 0 0 0 

 

Tableau  II – 3 : Caractères des représentations irréductibles du groupe ponctuel  
                              de la phase quadratique classe mmmP /4  . 
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La décomposition de la représentationΓ du groupe hD4 en représentation irréductible 

Гλ, dans l’espace à 6 dimensions, définie par les 6 vecteurs de base { }>iu  est : 

                                                       λ
λ

λ Γ=Γ ∑ c                                              II.E.1 - 3  

Le nombre de fois qu’apparaît la représentation irréductible Гλ dans la representation Г (son 

coéfficient dans la décomposition ) est donné par (II.D. 5 – 4) : 

                        j
j

j
jd

g
c χχ λλ ∑=

1                                                              II.E.1 - 4 

Dans le cas de 4RbAlF ( phase quadratique classe mmmP /4 ) on trouve: 

   2
1

=
gAc      ,  0

2
=

gAc  ;        1
1

=
gBc      ;         1

2
=

gBc     ;       1=
gEc  

Alors la décomposition d’un vecteur d’état de déformation >=> 621 ,...,, eeee  de 4RbAlF sur 

toutes les représentations irréductibles de hD4  conduit au carré symétrisé de la déformation : 

 

           gggg EBBA ⊕⊕⊕=Γ 2112                                                  II.E.1 - 5 

  

  II. E. 2.  Recherche des sous espaces irréductibles : Opérateur de projection 

On cherche les vecteurs propres correspondant à la représentation diagonale du groupe D4h dans 

l’espace de configuration à 6 dimentions (tenseur des déformations de rang 2). Les vecteurs de base 

des sous espaces irréductibles peuvent être determinés à l’aide des équations du § II. D,  on définit 

les  éléments de l’ opérateur de projection par : 

                                         )()()()( RDRD
g

d
P

R

jjj ∑ •= βαβα                                      II.E. 2 - 1 

              j : repère la représentation irréductible (la symétrie). 

          jd  :  dimenssion de la représentation irréductible. 

             g : l’ordre du groupe de symétrie. 

      D (R) : la matrice représentant l’opération de symétrie R. 

)()( RD j∗
βα : élément matriciel conjugé (ligneα , colonneβ ) de la représentation irréductible 

                   ( )RD j)(  de l’opération de symétrie R .               

L’application de l’opérateur de projection )( jP  sur un vecteur général ψ  de l’espace de 

configuration conduit aux vecteurs propres adaptés à la symétrie j.  
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  II. E. 2.1. Vecteurs propres adaptés à la symétrie unidimenssionelle  

                          ggg BBA 211 ,,  de la phase I de 4RbAlF  

Les symétries ggg BBA 211 ,,  ce sont des représentations irréductibles à une dimension ( 1=jd ), 

et d’après le tableau (II – 3), on aura ( ) )()( )()()( RRRD jjj χχβα == ••  ; les caractères sont réels, 

dans ce cas le projecteur correspondant est donné dans la base{ iu } par :  

                   ( ) ( )RDRRDR
g

d
P

R

j

R

jjj ∑∑ == )()()(

16
1)()( χχ                         II.E. 2 - 2 

L’utilisation des 16 matrices de la relation (II.E.1 - 2 ) et de la formule (II.E.2- 2) conduisent aux 

projecteurs de différentes symétries unidimenssionelles du composé 4RbAlF  (phase quadratique 

groupe d’espace hD4 ). 
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1)( 1gBP  ,                                         

                               II.E. 2 – 3                                                             II.E. 2 - 4 
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2
1)( 2 gBP                 II.E. 2 - 5 

Ces projecteurs correspondant aux symétries unidimenssionelles de la phase I  transforment les 

vecteurs { iu }de base la configuration aux vecteurs propres { iw } adaptés à la symétie 

considérée tel que :  

 
>=>+>=
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)( )(
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2
11 wuuuP i

A g
II.E. 2 - 6 

          
.

0
0
0
1
0
0

233
)1(
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⎟
⎟
⎟
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=> wuuP gA                                    II.E. 2 - 7 
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         .6,5,4.0)1(
==> jpouruP j

gA   

On obtient alors, la base de sous espace irréductible de symétrie gA1  formée par les deux  vecteurs 

propres normés :   

                                   ( )211
2

1 uuw +=>   

                                  >= 32 uw  

les déformations correspondantes à la symétrie gA1 sont alors : 

                          
33

2111 )(
2

1

e

eewe

=

+==

ε

ε
 

De la même façon on a : 

              ( ) >=−=>−= 3212
)1(

1
)1(

2
1 wuuuPuP gBgB                             II.E. 2 - 8 

             .6,5,4,30)1(
== jpouruP j

gB  

On obtient aussi le sous espace irréductible de symétrie gB1  de vecteur propre normé :  

                                     ( )213
2

1 uuw −=>  

la déformation correspondante à la symétrie gB1 est : 

  )(
2

1
2133 eewe −==ε  

 

  ainsi que  :  

                 >== 666
)2( wuuP gB                                                                   II.E. 2 - 9 

              .5,4,3,2,10)2(
== jpouruP j

gB  

fournit le sous espace irréductible de symétrie gB 2 de vecteur propre normé : 

                  >=> 66 uw  

la déformation correspondante à la symétrie gB 2 est : 

                666 ewe ==ε  
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 II. E. 2.2. Vecteurs propres adaptés à la symétrie bidimenssionelle gE   

                               de la phase I de 4RbAlF  

La symétrie gE correspond à une représentation irréductible à deux dimensions ( 2=
gEd ) et les 

projecteurs seront donnés par : 

                  )()(
)()(

RDRD
g

d
P

R

gEgEgE ∑ •
= βαβα                                                    II.E. 2 - 10 

Les éléments matriciels conjugés )()( RD gE•
βα de la représentation irréductible gE de l’opération de 

symétrie R se déterminent à partir du tableau des caractères (II - 4) des représentations irréductibles 

à deux dimensions de hD 4 .  

 

R  E  1
4C  

3
4C  zC2  xC2  yC2  aC2  bC2  

 

( )RD gE )(  
1        0 

0        1 

0       -1 

1        0 

0        1 

-1       0

-1       0 

0       -1

1        0 

0       -1

-1       0 

0       -1

0        1 

1        0 

0       -1 

-1       0

 

Tableau  II – 4 : caractères des représentations irréductibles à deux dimensions 
 

  

L’utulisation de la relation (II.E.2 -10) conduit aux projecteurs ci-desous : 
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L’application de ces projecteurs sur un ket d’état >=> ∑
=

i
i

i ua
6

1
ψ  conduit aux vecteurs 

propres adaptés à la symétrie: 
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        >=>=> 44411 wuaP gE
ψ ,                 >−=>−=> 44412 wuaP gE

ψ  

      >=>=> 55522 wuaP gE
ψ ,                   >−=>−=> 55522 wuaP gE

ψ  

Alors, les deux vecteurs propres normés >=> 44 uw , >=> 55 uw constituent la base du 

sous espace irréductible de symétrie gE , correspond aux déformations 54 , ee . 

On aura finalement les vecteus de la  nouvelle base de l’espace de configuration { }iw  adaptés à 

la symétrie hD 4 . 

  Dans cette base, on forme les seuls termes de déformation invariants par la symétrie, à partir du 

carré symétrisé de la déformation (II.E. 1 – 5), et on présente les matrices de régidité C  et de 

l’opérateur total de projection TP  :   
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  II. E. 3. Energie élastique de déformation de 4RbAlF  

L’état de déformation du cristal est décrit par le vecteur >=> 621 ,...,, eeee  dont les 

composantes ii uεε =  dans la base { iu } de l’espace de configuration,  ces composantes 

deviennent ii we ε=  dans le sous espace irréductible de base { iw } des vecteurs propres. 

L’utilisation de  (II.B.3- 9) conduit à l’énergie élastique: 

                                    ∑=
βα

βαβα εε
,2

1 CFe                                             II.E. 3 - 1                                    

Les coeffficients βαC  étant les éléments de la matrice C (dimension  6*6)  des constantes  

élastiques dans la base canonique ( )iu  et βα , sont définies par (II.B.1- 9a et b) . 

Cette énergie élastique étant invariante sous l’action des opérations de symétrie R du groupe G 0 de 

la phase prototype, chaque matrice )(RD  commute avec la matrice C donc il existe une base 

commune de vecteurs  propres des matrices D(R) et C. Les vecteurs propres de C doivent donc être 

recherchés dans les sous espaces propres des matrices D(R) de vecteurs de base iw . 

En introduisant la relation de fermeture i
i

i wwI ∑=  construite à partir de ces vecteurs propres 

orthonormés on obtient :  

   ><><><=><= ∑ εεεε jjii
ji

wwCwwCeF
,2

1
2
1)(  

     Pour les deux vecteurs propres >> 21 wetw  de symétrie gA1 , on a le bloc diagonal 2*2  défini 

par :     

           12111111
_

ccwcwc +=><=                      

           21132112 2 ccwcwc ==><=    

           332233

_
cwcwc =><=  

                            Pour les autres vecteurs propres la diagonalisation on a :         

121133

_

3 ccwcwc −=><=  pour le vecteur propre >3w  de symétrie gB1  

        54444

_

4 ccwcwc ==><=   pour les vecteur propres >4w  et >5w  de symétrie 

gE . 

D’où la nouvelle expression de l’énergie élastique est : 
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=
      

mc est la valeur propre associée au vecteur propre >mw  auquel correspond la déformation 

><= mm we ε  de symétrie mΓ avec ]6,5,4,3[∈m . 

L’énergie élastique s’écrit donc finalement en fonction des déformations sous la forme : 
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ETUDE DES PROPRIETES ELASTIQUES 
DU  COMPOSE  4RbAlF   AU VOISINAGE DE 

TRANSITIONS STRUCTURALES  
DANS LE CADRE DE LA THEORIE DE 

LANDAU 
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 III. 1  Généralité sur la théorie de Landau 
 

    III. 1. 1.  Introduction  

Beaucoup de solides subissent des transitions de phase (chaque phase est stable dans un intervalle 

déterminé de température et de pression) qui sont associées à un changement de structure en 

fonction de la température (ou de la pression), au cours de ces transitions l’arrangement des atomes 

est modifié et est associé à un changement de symétrie du cristal. Cette rupture de symétrie se 

caractérise par le passage d’une phase à haute symétrie à une phase à plus basse symétrie qui est 

provoquée par le déplacement d’atomes du solide (la symétrie a été brisée à la transition) [20]. 

     LANDAU (1937) a associé à ces considérations sur les changements ou les brisures de symétries 

accompagnant un phénomène de transition de phases, la notion de paramètre d’ordre qui est d’une 

façon générale une grandeur physique de caractère extensif ; nulle dans la phase la plus symétrique, 

et non nulle dans la phase la moins symétrique, en fait, les questions de symétrie ont donc une 

grande importance dans l’étude des phénomènes de transitions de phases. A l’aide de cette notion 

on peut distinguer les deux catégories de transitions [P. EHRENFEST (1933) est le premier, à 

montre que l’on pouvait classer les transitions de phases en deux catégories] [8] : 

   
     III. 1. 1. 1. Transitions du premier ordre : 

     

    Transitions sans paramètre d’ordre (transition de type1) pour les quelles les groupes de symétrie 

des deux phases sont tells qu’aucun groupe de symétrie n’est strictement inclus dans l’autre 

(transitions avec chaleur latente). 

   Transitions avec paramètre d’ordre (transition de type 2) pour les quelles on peut définir un 

paramètre d’ordre, et qu’elles sont tells que le groupe de symétrie de la  phase moins symétrique est 

un sous groupe du groupe de la phase la plus symétrique ainsi que le paramètre d’ordre défini, est 

discontinu à la transition. 

Pour ces transitions, il existe des discontinuités des grandeurs physiques reliées à des dérivées 

premières du potentiel thermodynamique. Il existe notamment des discontinuités  d’entropie, d’où 

une chaleur latente avec changement de telle phase.  

 
     III. 1. 1. 2.  Transitions de deuxième ordre : 
        Les transitions de deuxième ordre sont telles que le groupe de symétrie de la  phase moins 

symétrique est un sous groupe du groupe de la phase la plus symétrique et de paramètre 

d’ordre continu à la transition. Pour ces transitions il existe des discontinuités des grandeurs 

physiques reliées à des dérivées secondes du potentiel thermodynamique, les dérivées premières 

étant continues. Il existe par exemple une discontinuité de capacité calorifique (dérivée seconde), 
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une continuité d’entropie (dérivée première). Dans ce cas, on passe continûment, à la transition, 

d’une phase à l’autre sans avoir la possibilité d’observer à l’équilibre les deux phases en présence 

l’une de l’autre. 

 
   III. 1. 2.  Paramètre d’ordre : 

Le paramètre d’ordre est un paramètre physique nécessaire pour décrire l’ordre caractérisant la 

phase la moins symétrique, c’est-à-dire caractérisant la brisure de symétrie par la transition. La 

nature physique du paramètre d’ordre est variable : ce dernier peut-être de nature vectorielle, 

comme dans les ferroélectriques (composantes de la polarisation P
→

), un scalaire comme dans les 

transitions liquide - gaz (nombre de particules par unité de volume), un angle de rotation comme 

dans certaines transitions structurales ferroélastiques des : Pérovskites, Tetrafluoroaluminates, 

etc…. 

    Si le paramètre d’ordre coïncide avec la déformation spontanée la transition de phase est 

ferroélastique normale, par contre, si le paramètre d’ordre ne coïncide pas avec la déformation 

spontanée la transition est ferroélastique impropre [21]. 

 
    III. 1. 3.  Développement de l’énergie libre 

La succession des phases, lorsque la température augmente (ou diminue), se comprend par une 

compétition entre l’énergie interne U qui favorise l’ordre, et l’entropie S qui favorise le désordre, 

dans l’énergie libre F = U – T S,  dont le minimum définit l’équilibre thermodynamique. Landau 

suppose alors que l’énergie libre du système peut s’écrire à partir des propriétés de symétrie de la 

phase haute température comme une fonctionnelle du paramètre d’ordre, cependant les arguments 

de symétrie sont évidemment incapables de nous renseigner sur les coefficients numériques de cette 

fonctionnelle, ceux-ci doivent être considérés comme des coefficients phénoménologiques, on les 

ajuste à partir de certaines données expérimentales et ces valeurs ajustées permettent alors de 

prédire les valeurs de nouvelles grandeurs. L’étude thermodynamique d’une transition de phase, 

consiste à exprimer l’énergie libre, ou, plus généralement, le potentiel thermodynamique du système 

au voisinage de la transition, par un développement limité en fonction du paramètre d’ordre. 

L’expression de l’énergie libre dépend principalement du comportement du paramètre d’ordre sous 

l’effet des opérateurs de symétrie de la phase prototype. 

Le modèle de Landau est fondé sur une discussion des propriétés de symétrie des phases et les 

arguments de symétrie se révèlent puissants pour déduire des propriétés qualitatives importantes des 

phases. Dans l’hypothèse de Landau, les propriétés du système s’obtiennent par minimisation de la 

fonction de l’énergie libre ),,( ηTPF  par rapport au paramètre d’ordre )(Tη qui est solution de 

l’équation de minimisation :   
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η .                                                   III. 1- 1 

 Soit T C la température de transition, on doit avoir : 
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η
.                                                       III. 1- 2 

    

III. 2   Le modèle de LANDAU  

 
     III. 2. 1.  Transitions de phases du second ordre 

Dans le cas d’une transition de phases du deuxième ordre, la variation continue de l’état du système 

au voisinage du point critique permet d’exprimer l’énergie libre par un développement en fonction 

des puissances paires du paramètre d’ordre η  (on suppose que tous les paramètres autres que η  ont 

été éliminés et que l’énergie libre n’est fonction que de P, T,η ) [19] telle que ; 

               42
4

1
2

1),(),,( ηηη BATPFTPF ++=                                              III. 2-1 

Cette expression de l’énergie libre doit être invariante par les opérations de symétrie du groupe de la 

phase de haute température.  

            On représente sur la figure (III -1a) [10] l’allure de la fonction de l’énergie 

libre ),,( ηTPF en fonction du paramètre d’ordre η  pour différentes températures, en remarquant 

que : 

  *      Pour   T  > TC  l’énergie libre est minimale pour 0=η      et   A (T)  >  0 

 **       pour   T  <  TC  l’énergie libre est minimale pour  0≠η       et   A (T)  <  0 

 ***   Pour  T  =  T C,    A (TC)  =  0. 

  Où A (T) le coefficient de 2η  représente la concavité en 0=η  de la fonctionnelle 

),,( ηTPF , et la fonction la plus simple qui satisfait à toutes ces conditions est : 

                    )()( CTTTA −= α  où α  est une constante positive [20]. 

Tous les coefficients des termes d’ordre supérieur sont supposés constants à proximité de la 

transition, seul A varie linéairement en (T – TC) de manière à s’annuler au point critique. 

La variation du paramètre d’ordre dans la phase à basses températures s’obtient à partir de la 

relation d’équilibre : 

                  ( ) 0,,
=

∂

∂

eq

PTF
η

η ,                                                                       III. 2-2 
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qui donne :     

                               03 =+ ηη BA                                                                          III. 2-3                                            

dont les solutions sont pour : 

- T  >  TC    0=η  (Phase à hautes températures HT). 

- T  <  TC    )(2
Ceq TT

BB
A

−=−=
αη , B > 0  (Phase basse température BT).        III. 2-4                                       

On constate que le paramètre d’ordre varie comme ( )TTC −   figure (III - 1 b). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  La condition de stabilité de l’équilibre impose au voisinage de TC que : 

       ( ) .0,,
2

2
≥

∂
∂

eq

PTF
η

η                                                                                             III. 2-5  

Cette inégalité est satisfaite dans les conditions suivantes : 

    *   pour  T   >  TC :     η   =  0 

   alors :     ( )
=

∂
∂

eq

PTF
2

2 ,,
η

η )()( CTTTA −= α  >  0, 

                      Donc α doit être positif si    T  >  TC. 

*  pour  T   <  TC,  on obtient :  

                   ( )
=

∂

∂

eq

PTF
2

2 ,,
η

η A  +  3B η 2  =  –  2A   =   )(2 TTC −α >  0 

La chaleur latente au point de transition est définie par : 

                        STL C Δ=                                                                                            III. 2-6 

 
T < TC 

T = TC 
T > TC 

η  

F ( P , T , η )   

 
T

     0                                                          TC    

η (T)

Figure III - 1a : Variation de l’énergie libre en               Figure III - 1b : Variation du paramètre en 
                            fonction du paramètre d’ordre                                          fonction de la température 
                             pour différentes températures 
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où SΔ est la variation de l’entropie à TC. En négligeant les puissances élevées de  η  on tire de 

l’expression de l’énergie libre : 

 

  S  = – 
PT

TPF
∂

∂ ),,( η  =  –  [
eqT

TPF
∂

∂ ),,( η
  +

eq

TPF
η

η
∂

∂ ),,(
T∂
∂η  ] 

                     =  –  
eqT

TPF
∂

∂ ),,( η   =  –   
T

TPF
∂

∂ ),(0   –   α  / 2    2
eqη                 III. 2-7 

 

On obtient donc  SΔ   =  0  pour  T  =  TC  (absence de chaleur latente à la transition).                  

  Le calcul de la chaleur spécifique à pression constante PP T
STC )(
∂
∂

=   conduit à :  

    –    si    T   >  TC                )
),(

( 2
0

2
0

T
TPF

TCP
∂

∂
−=                                                                III. 2-8 

         –   si    T   <  TC            ]
2

),(
[

2

2
0

2

dT
d

T
TPF

TC eq
P

ηα
+

∂

∂
−=   

                                             
B
TCC PP 2

2
0 α
+= .                                                   III. 2-9 

 

Vu les valeurs : 

           )
),(

( 2
0

2
0

T
TPF

T
T

C C
C

C
P

∂

∂
−=    

           
B
T

T
C

T
C C

C
P

C
P 2

2
0 α

+=   

à la température de transition, on conclu que PC  > 0
PC   c’est-à-dire que la chaleur spécifique croit 

lors d’une transition de deuxième ordre de la phase I en phase II  ( III → ) figure (III-2a). 

Enfin la susceptibilité isotherme Tχ  (ou susceptibilité de  «  haute fréquence ») relative au 

paramètre d’ordre est donnée par : 

 

                     ( χT  ) - 1  =  22 ),,( ηη ∂∂ TPF  =  M  2ω                                       III. 2-10 

où M est la «  masse » de l’oscillateur et 2ω sa fréquence (figure III – 2c). 

                       –  Si   T  >  TC           χT   =  ( )CTT −α
1                                         III. 2-11a 

                       –  Si   T  <  TC           χT   =  ( )CTT −α2
1                                       III. 2-11b 
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La susceptibilité diverge donc à la transition avec un exposant γ   =  -1 (figure III – 2b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    
 
III. 2. 2.  Transitions de phases du premier ordre 

Pour une transition de phase du premier ordre à un seul paramètre d’ordre, il existe deux 

développements  possibles de l’énergie libre ),,( ηTPF . 

      III. 2. 2.1  Le premier type de développement  

Ce type de développement correspond au cas où la symétrie du cristal étudié est compatible avec 

l’existence d’un terme cubique dans le développement de l’énergie libre:                

        ...4
1

3
1)(2

1),(),,( 432 ++++= ηηηη CBTATPFTPF                 III. 2-12 

             Expression dans laquelle  B < 0 et C > 0 sont  des constantes en température 

et )()( CTTTA −= α .                                                                                           III. 2-13 

 L’état d’équilibre stable de système (on se limitera à l’ordre quatre) est défini par les deux 

relations : 

                   =
∂

∂

eq

TPF
η

η),,(    02 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++ ηηη CBA                                  III. 2-14a 

                 ( )
=

∂

∂

eq

PTF
2

2 ,,
η

η
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++ 232 ηη CBA   ≥   0                          III. 2-14b 

dont les solutions sont : 

  

    –  pour    T   >  TC                 η   =  0. 

     –  pour  T   <  TC        ( )
C

CABB
Teq 2

42 −+−
=η      

 TC 

T 

C P (T) 

 TC 

χ (T) 

T 

   ω 2(T) 

     TC 
T 

I II 

Figure III-2a : Variation en 
fonction de la température  
de la chaleur spécifique           

Figure III-2b : Variation en  
fonction de la température 
de  la susceptibilité                  

Figure III-2c : Variation en  
fonction de la température du 
Carré de la fréquence 
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( )

C
CTTBB C

2
42 −−+−

=
α

                         III. 2-15 

 

La discussion de ces relations nous conduit à deux températures remarquables : 

   1)  2TT =  La température au dessous de laquelle la phase à basses températures peut exister, c’est 

à la limite de sa stabilité   

                      

                    
( )( )

0
,,
2

22
2

=
∂

∂

eq

eq TPTF

η

η
                                                           III. 2-16 

qui conduit à :      

                     
C

BTT C α4

2

2 +=                                                        

                    ( )
C
BTeq 22 −=η  

     2) 1TT = La  température à laquelle la phase à haute température et la phase à basse température 

ont la même stabilité : 

 

                      ( ) ( )
eq

THT
eq

TBT
FF

0,2

2

0,2

2

11 =≠
∂

∂
=

∂

∂
ηη

ηη
.                                           III. 2-17      

 

 Le saut du paramètre d’ordre est alors :       

                

                                          ( )
C
BTeq 3

2
1 −=η              avec 

C
BTT
α9

2 2

1 += . 

 
    III. 2. 2. 2  Le deuxième type de développement  
 

Ce deuxième type de développement correspond au cas où la symétrie du cristal n’est pas 

compatible avec l’existence d’un terme cubique dans le développement de l’énergie libre, 

l’introduction de puissances paires du paramètre d’ordre η   d’ordre supérieur à 4, permet alors de 

rendre compte d’un caractère premier ordre [21]. Une étude plus détaillée sera présentée au 

paragraphe § III. 3.3, lors de la transition non ferroïque de 4RbAlF  où la symétrie du cristal et celle 

du paramètre d’ordre imposent au développement de la fonctionnelle de Landau ),,( ηTPF  des 

termes de puissances paires seulement.  
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III. 3. Etude des propriétés élastiques du composé  4RbAlF  au voisinage de 

           transitions structurales dans le cadre du modèle de Landau     

 
    III. 3. 1.  Introduction 
L’étude des propriétés élastiques d’un composé à la transition de phases, revient à déterminer 

l’incidence de cette transition sur ses constantes élastiques.  

                 L’objectif de ce paragraphe est d’analyser complètement le comportement des constantes 

élastiques à la transition structurale de 4RbAlF et établir une base de discussion des résultats 

expérimentaux dans le cadre du modèle de Landau. 

           Comme nous l’avons écrit au chapitre ( I )  la transition 1
4hD  ⎯⎯ →⎯ 1CT

 5
4hD   à  

1CT =  280° C  

de 4RbAlF  résulte de la rotation des octaèdres 6AlF autour de l’axe [ ]001 , elle peut être attribuée à 

la condensation du mode non dégénéré 3M de bord de la première ZB (vecteur 

d’onde )02/12/1(K
r

de symétrie ponctuelle gA 2 ). Les études par diffusion Raman (pourT <
1CT ) 

et par diffusion inélastique de neutron (pourT >
1CT ) montrent que la fréquence de ce mode 

diminue effectivement à l’approche de 
1CT figure  (I – 6a), ce qui exprime un caractère displacif. 

Toutefois, les fréquences mesurées au-dessus de 
1CT  sont toujours très inférieures à celles mesurées 

au-dessous de la transition. 

Par ailleurs, le calcul du spectre de vibrations figure (I – 6a) montre que la branche de phonons de 

symétrie 2V  vecteur d’onde K
→

(1/2 1/2 μ ) allant du mode 3M (μ  = 0) au mode 3A (μ =1/2) est 

complètement plate dans le cadre d’un modèle à ions rigides [2]. L’expression analytique des 

fréquences de ces modes est la même tout au long de la ligne V décrite au tableau (I – 6b), ces 

modes correspondent à des rotations d’octaèdres d’un angle 3ϕ  autour de l’axe [ ]001  sont en phase 

au point M , en opposition de phase au point A . Cependant, seuls le mode 3M  se condensant dans 

le composé 4RbAlF  [2]. L’angle 3ϕ  de rotation d’un octaèdre dans le réseau  autour de l’axe 

quadratique [ ]001  (Figure I -3a) est une variable d’état qui permet de bien décrire la transition et que 

l’on peut choisir comme paramètre d’ordre qui caractérise la première transition non ferroïque de 

4RbAlF  à 1CT . Après la première transition R
T

III C
⎯⎯ →⎯ 1  le 4RbAlF  subit une deuxième 

transition R
T

R IIIII C
⎯⎯ →⎯ 2  à CTC

09
2
=  résulte de deux rotations de l’octaèdre 6AlF dans le 

réseau, une première rotation d’un angle 1ψ  autour de l’axe ]100[ et une seconde rotation d’un 



 62

angle 2ψ  autour de l’axe ]010[  (figure I - 3a), elles peuvent être attribuées à la condensation du 

mode de vibration 3X  deux fois dégénéré relativement à la phase idéale I  (PhaseTHT ) conduisant 

à la structure de la phase IIIR , cette transition se produit à une température 2CT nettement plus 

basse que la température 1CT de la première transition IR - IIR ( CT °=Δ 271 ),  les angles 1ψ  et 2ψ  

sont donc deux variables d’état indépendants de 3ϕ , qui permet de bien décrire la seconde 

transition et qu’on peut les choisis comme composantes d’un paramètre d’ordre η à deux 

dimensions ( θρψ cos1 =   et θρψ sin2 = ) qui caractérise la transition ferroélastique impropre 

de 4RbAlF . Cela nous permet à écrire l’énergie libre relative aux paramètres sous la forme : 

            ),,(),()( 2132131 3333
ψψϕψψϕ XMXM FFFF ++=                          III.3.1-1                                 

  

Les propriétés de symétrie des paramètres d’ordres 3ϕ et ),( 21 ψψη =  sont reportés dans le 

tableau (III-1). 
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 III. 3. 2.   Détermination de l’énergie libre de Landau du composé 4RbAlF  

     L’énergie libre du cristal est invariante par toutes les opérations de symétrie de la phase à hautes 
températures représentées dans le tableau  (II – 3). 
En tenant compte de la symétrie de la phase à haute températures de 4RbAlF et celles des  

paramètres d’ordres tableau (III-1), on obtient les termes invariants formés à partir des puissances 

paires symétrisés de la représentation vectorielle des paramètres d’ordre 3ϕ et ),( 21 ψψη  et celle de 

la déformation. Le calcul du carré et du quatrième degré symétrisé des paramètres d’ordre 3ϕ  et 

),( 21 ψψη nous donne : 
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2
2

2
1

2
2

2

2
3

2112

1

][

ψψψψψψ

ϕ

−+

⊕⊕=

↓↓↓

Γ BBA ggg

                                        III.3.2-1 

      

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
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4
2

4
1

2
2

2
121

4
2

4
1

4
3

2121
4

)(

2][

ψψψψ

ψψψψψψψψψψ

ϕ

−

+−+

↓↓↓↓

⊕⊕⊕=Γ BBAA gggg

            III.3.2-1a 

Ainsi que le résultat de calcul du carré symétrisé de la déformation est :   

 

3

5462121

2

,

][ 2112

e
eeeeeee

gEgBgBgA

−+
↓↓↓↓

⊕⊕⊕=Γ

                      III.3.2-1b 

Les termes invariants d’ordre supérieurs sont obtenus par la même méthode. Cela impose un 

caractère bien déterminé au développement de l’énergie libre de Landau relative aux paramètres 

d’ordres de chaque mode.   

L’énergie libre associée au mode 3M  est : 
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333 ϕδϕγϕβϕαϕ ++++= TPFTPF MM      III.3.2-2                 

L’énergie libre associée au mode 1
3X  est : 
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              tel que :     
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qui conduit facilement à : 
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        III.3.2-3a 

L’énergie libre de couplage des deux modes 3M  et 3X  sera :   

               21
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3133 )()( ψψψψϕμψψϕμ −++=XMF                                III.3.2-4 

Finalement, l’énergie libre du composé 4RbAlF  relative aux paramètres d’ordres, d’après  (III.3.1-1) 

s’écrit : 
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Où encore après le changement des variables :  
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            III.3.2-5a 

 

Les équations d’équilibre thermodynamique : 
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1 =
∂
∂
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 ,      01 =
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    et  01 =
∂
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eq

F
θ

                                       III.3.2-6     
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conduisent aux solutions possibles suivantes :  

      1)   03 =ϕ    et    0=ρ     c’est la phase  idéale I                                         III.3.2-6a     

      2)   03 ≠ϕ    et    0=ρ     c’est la phase IIR                                                      III.3.2-6b     

      3)   03 ≠ϕ    et    0≠ρ     c’est la phase IIIR                                                     III.3.2-6c     

 ce qui montre qu’ au cours de la descente en température  notre composé passe par deux 

transitions, la première transition de la phase  idéale I vers la phase IIR à une température 1CT , et la 

seconde transition de la phase IIR vers la phase IIIR à une température 2CT , ce qui était démontré 

expérimentalement.  

 

    III. 3. 3. Transition non ferroïque de  4RbAlF   (P4/mmm – P4/mbm) 

    En abaissant la température, le composé 4RbAlF  passe par sa première transition 

       phase I ⎯⎯ →⎯ 1CT
 phase IIR à la température 1CT . 

     III. 3. 3.1   Energie libre de Landau de la transition R
T

III C
⎯⎯ →⎯ 1  

        D’après les relations (III.3.2-5), (III.3.2-6a) et (III.3.2-6b), l’énergie libre de Landau de la 

première transition R
T

III C
⎯⎯ →⎯ 1 , limité à l’ordre six s’écrit :     

                     

          )( 31 3 ϕMFF = 6
3

4
3

2
30 6

1
4

1
2

1),( ϕγϕβϕα +++= TPF                      III.3.3-1 

  
pour laquelle )( CTTa −=α où 0>a , ( CT est la température de Curie du matériau), et les 

coefficients γβ , ont une dépendance normale en température. Cependant, on aura une famille de 

courbes de l’énergie libre du cristal à différentes températures figure (III-4). 

   A toutes températures, les états stables ou métastables du cristal sont définis par les relations 

d’équilibre et de stabilité suivantes : 
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3 ϕγϕβα   ≥   0                      III.3.3-2a 

 

Dont les solutions sont :  

- pour   CTT >                       3ϕ   =  0                                                                  III.3.3-2b 
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 - pour   CTT <                    ( )
γ

γαββ
ϕ

2
42

2
3

−+−
=Teq .                           III.3.3-2c 

 
 
 
 
 

Au cours de la diminution de la température et tenant compte des différentes courbes de l’énergie 

libre ),,( 31 ϕTPF figure (III-3), on rencontre deux températures remarquables :  

 

1) la température 2TT = pour laquelle la courbe correspondante possède un point d’inflexion 

remplit la condition : 

                    
( )

0
,,

2
2

3

31
2

=
=∂

∂

TT
PTF

ϕ

ϕ
 

    Qui conduit à :                        
γ

β
a

TT C 4

2

2 +=                                                       III.3.3-3  

   Donc, à cette température il débute l’instabilité de l’équilibre thermodynamique de la phase haute 

température HT du cristal (début d’existence de la phase basse température).  

 

2) La température
1CTT =  où la courbe correspondante montre que la phase à haute température 

(HT) d’énergie )0,,( 31 =ϕTPF et la phase à basse température (BT) d’énergie ),,( 3ϕTPF ont une 

stabilité égale qui est traduit par :  

3ϕ  

),,( 3ϕTPF

2TT >  2TT =  

1CTT =  

)(
13 CTϕ  

Figure III – 3 : Variation de l’énergie libre en fonction du paramètre  

                          d’ordre pour différentes températures                    
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et une énergie égale traduite par :                                                                                   
                          

                   0)0,,(),,(
11

3131 ==−=Δ == CC TTTT
TPFTPFF ϕϕ                                          

 

ce qui conduit à :                     

                                        
γ

β
a

TT CC 16
3 2

1
+=                                                               III.3.3-4 

  donc, le saut  du paramètre d’ordre à l’équilibre est :     

                                 ( ) =1
2

3 Ceq
Tϕ γβ 43−                                                              III.3.3-5 

 On regroupe les principaux résultats sur la figure (III-4). 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
A la température

1CT  la stabilité de l’équilibre thermodynamique du système est donnée par 

l’équation : 

          =
=∂

∂

1

2
3

1
2

CTT

F
ϕ

        α   >  0,  

donc le système a trouvé de nouveau son équilibre stable et la température 
1CT est nécessairement 

une température de transition de phase et que le système passe de phase RI  en phase RII , c’est la 
transition non ferroïque de 4RbAlF . Les caractéristiques de cette transition sont les suivantes : 
 

–  coexistence des deux phases figure (III-4) dans l’intervalle : 

//////////////

//////////////
1CT     2T   lim d’existence phase BT 

Phase BT

Phase HT 

T  
                                CT  
lim d’existence phase  
            HT 

Figure III – 4 : Principaux résultats de la transition 
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                               =ΔT  CTT −2  = 
γ

β
a4

2
                                                         III.3.3-6                                         

les deux phases sont alternativement métastables au voisinage de 
1CT ,  aussi bien pour   les 

valeurs supérieures qu’inférieures à 
1CT .                        

– discontinuité du paramètre d’ordre, qui a subi à la transition un saut de :  

                                 ( )=Δ 1
2

3 Ceq
Tϕ γβ 43− . 

 – existence d’une chaleur latente à la transition qui vaut : 

                                         L = 
γ

β

8

3
1CTa

                                                              III.3.3-7 

 – comportement spécifique de la susceptibilité (associée au paramètre d’ordre 3ϕ ) définie par 

l’expression : 

           ( χT  ) - 1  =  2
331

2 ),,( ϕϕ ∂∂ TPF  =  M  2ω ( M  masse de oscillateur) 

      –  si   T  >  T2       03 =ϕ                 ( )CTTa −== 11 αχ                       III.3.3-8a 

      –  si   T  =  
1CT                                   2316 βγχ =                                        III.3.3-8b 

      –  si   T  <  
1CT        03 ≠ϕ                

1
3

2
3

453
−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++= ϕγϕβαχ         III.3.3-8c 

 

Tous ces caractères sont les caractéristiques d’une transition du premier ordre. Donc la transition 

R
T

III C⎯⎯→⎯ 1  de 4RbAlF  à 
1CT est vraiment une transition du premier ordre. 

 

      III. 3. 3. 2  Domaine de stabilité des deux  phases RI  et RII  de 4RbAlF  

On définit la ligne de transitions du premier ordre par [19] :  

        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
∂
∂

=

0

)0,,(),,(

η

η
F

TPFTPF
    qui conduit à 

   6
3

4
3

2
30 6

1
4

1
2

1),( ϕγϕβϕα +++TPF ),(0 TPF=  

                              04
3

2
33 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++ ϕγϕβαϕ  

dont la solution : 

            2
34

1 βϕα −=  
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   Au voisinage de la ligne de transitions 2
3

2
3 eqϕϕ = , la valeur du paramètre d’ordre à l’équilibre 

(III.3.3-5), donc : 

                        2
16

1 β
γ

α =                                                                                      III.3.3-8d  

En tenant compte de la condition de stabilité des phases (III.3.3-2b) on obtient :  

        pour  T  >  
1CT             03 =ϕ     c’est la phase RI de 4RbAlF  stable si 0>α . 

        pour T  <  
1CT              03 ≠ϕ     c’est la phase RII  de 4RbAlF  stable si :  

           053 4
3

2
3 ≥++ eqeq γϕβϕα   avec )( 1CTTa −=α                                         III.3.3-8e                          

 Selon ces conditions, plusieurs transitions sont alors à envisager suivant les valeurs relatives 

de γβα et, , comme la transition R
T

III C
⎯⎯ →⎯ 1 est du premier ordre la condition 

0
03

4
3

4
<

=∂
∂

ϕϕ
F  [19]  est satisfaite on doit avoir alors 0<β . 

 on représente sur la figure (III-5) et dans le plan ),( αβ  les lignes de la transition séparant les 

domaines de stabilité des deux phases RI et RII du composé 4RbAlF . 

 
 

 
 
 
 
 
 

β  

α  α  

     b)         0<γ , 0<β       a)    0>γ , 0<β  

I
RII

I
RII

β

Figure III – 5 : Lignes des transitions et domaine des phases 
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III. 3.3. 3.  L’étude des propriétés élastiques de 4RbAlF  à la première transition  

                                               

      Pour déterminer les coefficients élastiques du composé étudié ( 4RbAlF ) il faut qu’on tient 

compte de l’énergie élastique eF  du composé  (II.B.3-10) :  

             
)(

2
1

)(
2
1

2
1)(

2
1

3231132112
2
666

2
5

2
444

2
333

2
2

2
111

eeeeCeeCeC

eeCeCeeCF

QQQ

QQQ
e

++++

++++=
 

et de l’énergie de couplage cF , entre les déformations et le paramètre d’ordre 3ϕ , déterminée à 

partir de (III .3.2-1) et de (III.3.2-1b) par: 

                  2
33

2
321 )( ϕϕ eNeeMFc ++=  

L’expression de l’énergie totale du cristal s’écrit alors :     

                      ceMT FFFF ++= 3  

qui donne: 

 

2
33

2
3213231132112

2
666

2
5

2
444

2
333

2
2

2
111

6
3

4
3

2
3

0

)()(
2
1

)(
2
1

2
1)(

2
1

6
1

4
1

2
1

ϕϕ

ϕγϕβϕα

eNeeMeeeeCeeCeC

eeCeCeeCF

FFF

QQQ

QQQ

T

+++++++

+++++++=

−=

  III.3.3-9 

Les Q
jiC  désignent les constantes élastiques dans la phase prototype RI  (absence de transitions), M 

et N mesurent la force de couplage entre les déformations et le paramètre d’ordre. L’application des 

relations d’équilibre du système défini par: 

                               0=
∂
∂

eq
F
η

 ;   0=
∂
∂

eqe
F

i
                                                        III.3.3-10 

Conduisent au système d’équations suivant : 

      0]2)(2[ 321
4
3

2
3 3

=+++++ eNeeMϕγϕβαϕ                                            III.3.3-10a 

       02
313212111 3 =+++ ϕMeCeCeC QQQ                                                                 III.3.3-10b 

       02
313211112 3 =+++ ϕMeCeCeC QQQ                                                                 III.3.3-10c 

       02
3333213113 =+++ ϕNeCeCeC QQQ                                                                 III.3.3-10d 

       0444 =eCQ                                                                                                         III.3.3-10e 

       0544 =eCQ                                                                                                          III.3.3-10f  

       0666 =eCQ                                                                                                                                                            III.3.3-10g   
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dont les solutions sont : 

 

  1° /    Pour 
1CTT >  :    03 =ϕ   la phase RI  (Phase HT du 4RbAlF ) avec 0=ie  

de fréquence (ou susceptibilité Tχ ) obtenue par : 

            )(
0,0

)( 1
3

2

32

2
1

C
i

T TTaM
e

F
−===

==∂

∂
=− αω

ϕϕ
χ                               donc :               

11
)(2

CC TTpourTTa >−=ω                                                    III.3.3-11 

 

2° /  Pour 
1CTT <    03 ≠ϕ  la phase RII  (phase BT du 4RbAlF ) avec 0≠ie , de fréquence (ou 

susceptibilité Tχ ) : 

             4
3

2
32

2
12 53)(

3

ϕγϕβα
ϕ

χω ++=
∂

∂
== − Fe   

                                 4
3

2
3 42 ϕγϕβ +=                                                                          III.3.3-11a 

 

et de déformations spontanées, solutions des équations (III -3-3-10b, c, d, e, f, g) :  

               2
33

2
32

2
1 ,,3 ϕϕϕ HeKeKe SSS ===                                             III.3.3-12 

Avec :  .
)(2)(

)(2
,

)(2)( 2
13121133

121113
2

13121133

3313
QQQQ

QQQ

QQQQ

QQ

CCCC

CCNMC
H

CCCC

CMCN
K

−+

+−
=

−+

−
=                         III .3.3-13 

L’introduction (III.3.3-12) dans (III.3.3-10a) conduit à :  

              0)48()( 4
3

2
1 3 =++++− ϕγϕβ HNMKTTa C .                                              III.3.3-14 

dont la seule racine : 

           )48(
2

)(4
1

2
2
3 NHMKJavec

TTaJJ C
++=

−++−
= β

γ

γ
ϕ  .  

 L’établissement de la grandeur spontanée S
3ϕ  au voisinage du point  de transition

1CT , où 

)(4)(
11

2 TTaJTT CC −>>⇒→ γ  conduit à l’expression du paramètre d’ordre dans la phase à 

basse température: 

                cTThTTb CC
S +−−−≈ 2
3 )()( 11ϕ                                               III.3.3-15 

Quand aux fréquences des modes mous de cette phase sont données par : 

                )2(242 2
3

2
3

4
3

2
3

2 SSSS JJ γϕϕϕγϕω +=+=  .                                    III.3.3-16 

      qui prend la forme : 
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J

BetJAoùTTBTTA CC
γω 22)](1[)(

11
2 ==−−−=   .                     III.3.3-17 

   3. 3. 3. a. Evolution en température du paramètre d’ordre 3ϕ  

En tenant compte des résultats expérimentaux disponibles [6] on aboutit par affinement de la 

relation (III.3.9-15) aux valeurs suivantes : 

                  22412 deg2.2,108.1,1034.23 === −−−− cKhKb  

qui  nous permet de tracer sur la figure (III – 6), l’évolution en température du paramètre 

d’ordre 3ϕ , cette courbe montre clairement que la variation de 3ϕ  en phase III ne dépasse pas 5.3 

%. 

0 100 200 300 400 500 600 700
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

phase IIIR phase IIR
phase IR

TC2

TC1

ϕ 3 (
de

g)

Température (K)

 
Figure III – 6 : Evolution en température du paramètre d’ordre 3ϕ . Les  

                                    croix représentent les valeurs expérimentaux [6]  et la courbe  

                                          en trait plein représentent les valeurs calculées. 

 
 3. 3. 3. b. Evolution en température du carré de la fréquence 

       L’étude de l’évolution de la fréquence du mode 3M  de 4RbAlF  en fonction de la température 

nécessite un ajustement des deux expressions   :                          

                                
11

)(2
CC TTpourTTa >−=ω  
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11

)](1[)( 1
2

CCC TTpourTTBTTA <−−−=ω   

L’affinement par moindres carrés entre 250K et 550K, à l’aide des résultats expérimentaux obtenus 

par un spectromètre DILOR Z 24 [8], conduit aux valeurs des constantes qui nous permet de tracer 

sur la figure (III - 7) la courbe donnant la variation de 2ω en fonction de la température : 

 

   

KTKB

KcmJ
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Kcma

C 8.5551059.0
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1
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γ
                III.3.3-27 
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Figure III – 7 : La variation de 2ω en fonction de la température. Les  

                         croix  présentent les valeurs expérimentaux [8] et la  

                                            courbe en trait plein représentent les valeurs calculées. 

  
 3. 3. 3. c. Evolution des constantes élastiques en fonction de la température  
 

L’expression générale donnant les coefficients élastiques dans le cas d’une énergie libre  à plusieurs 

paramètres d’ordre  ),......,,( 21 NF ηηη est [23,24] : 

    
lk

e
lk

jl

e
lk

lk ikji
ji

Foù
e

F
e

F
ee

FC
ηη

χ
η

χ
η ∂∂

∂
=

∂∂
∂

∂∂
∂

−
∂∂

∂
= −∑

2
1

2

,

22
)( .          III.3.3-18 

Pour une fonctionnelle à un seul paramètre d’ordre cette expression devient : 
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ji e

F
e
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ee
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∂∂
∂

−
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∂
=

η
χ

η

222
                                             III.3.3-18a 

On déduit pour notre énergie totale du cristal (III .3.3-9) les grandeurs suivantes : 

  - Coefficients élastiques de la phase quadratique RI  

                                                  Q
ji

ji
C

ee
F

=
∂∂

∂ 2
 

   - susceptibilité à déformation constante  

               4
3

2
32

2
1 53)(

3

ϕγϕβα
ϕ

χ ++=
∂

∂
=− Fe   

                          4
3

2
3 42 ϕγϕβ +=  

donc les composantes du tenseur de rigidité de 4RbAlF se déterminent par : 

            
j

SS
i

Q
jiji e

F
e

FCC
∂∂

∂
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∂
−=

3

2

2
3

2
33

2

)2(2
1

ϕϕγβϕϕ
  .                 III.3.3-19 

Le calcul des composantes conduit aux résultats reportés dans le tableau (III -2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau III -2 : Les déformations et les constantes 

 élastiques calculées 

 

 
 

Grandeurs 
 

Phase I 
 

Phase RII  
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Les résultats d’étude expérimentale des constantes élastiques de 4RbAlF  [8] ont montrés que la 

composante 11C  est affectée par la transition à 
1CT , mais la composante 33C  n’est pas affectée par 

cette transition,  en conséquence, le coefficient de  couplage N est négligeable et on peut le justifier 

en faisant appel au mécanisme microscopique responsable de la transition. Vu que les valeurs 

mesurées de QC
11

 et QC
33
 sont de toute évidence très supérieures aux valeurs mesurées de QC

21
 et 

QC
31

 (inférieures à 3GPa) [21], ce qui nous permet de déterminer des expressions approchées aux 

grandeurs calculées.  

On doit donc avoir : 

                

              

0
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)(2
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13121133
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                                       III.3.3-20 

          )8(
11

2

QC
MJ −= β                                                                                        III.3.3-21 

D’où 
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ϕ
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                                      III.3.3-22 

Il est clair que le couplage entre la déformation ),,( 321 eee  et le paramètre d’ordre est direct et 

simple où M et N reflètent l’importance de ce couplage.   

 Rappelons que le 4RbAlF est formé d’octaèdres très rigides et la transition considérée provient de la 

rotation de ces octaèdres autour de l’axe quadratique [001]  [2], on montre sur la figure (III - 8) une 

rotation d’un octaèdre 6AlF  dans le plan )001(  autour de l’axe quadratique [001] qui nous permet 

d’établir aisément la relation entre la rotation d’octaèdre 3ϕ  et la contraction μ  pour une maille 

cristalline de 4RbAlF  tel que  

                            )cos1(
22 3
0 ϕμ

−=
a

                                                                           

ce qui conduit à : 

                          
2

2
3

0
ϕ

μ a=    pour les 3ϕ  très faibles. 
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d’où la déformation : 

                      
2

2
3

0

ϕμ
==

a
e                                                                                    III.3.3-23 

c’est une expression qui permet de relier la déformation macroscopique e  au carré du paramètre 

d’ordre 2
3ϕ . 

 

 

 
 

Par ailleurs, cette rotation (paramètre d’ordre) n’est pas susceptible d’induire d’autres déformations, 

car la déformation 3e , par exemple, nécessiterait deux rotations : une autour de l’axe [100]  et l’autre 

autour de l’axe [010], ce qui justifie le fait que le coefficient de couplage N soit nul. Par suite, nous 

omettrons tous les termes relatifs à des couplages avec 6543 ,,, eeee . On conclut de tout cela que la 

composante 11C  du tenseur de rigidité et la fréquence du mode mou 2ω  de 4RbAlF , sont les deux 

seuls grandeurs variées au-dessous de 1CT  température de la première transition.  

Nous avons indiqué dans le chapitre I que le composé 4RbAlF  se dégrade rapidement au-delà  de 

700 K donc, l’impossibilité de déterminer expérimentalement les constantes élastiques de la phase 

3ϕ

2
μ  

2
ν  

a 

b 

Figure III – 8 : Mise en évidence du rôle de la rotation d’un  

                        octaèdre 4AlF  sur la déformation spontanée  

                                        e
b

e
a

e ====
νμ

21 ( 0aba ==  pour 4RbAlF ) 
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quadratique. Toutefois, on peut tenter d’estimer l’ordre de la variation en température de QC
11

. Les 

résultats des études expérimentaux de la pérovskite 3KZnF  montrent que la constantes élastiques 

11C de 3KZnF  est très voisine de celle de notre composé 4RbAlF , la variation au voisinage de la 

température ambiante est  [25] : 

                         1

3

11 .005.0 −−=
Δ

Δ
KGPa

T
C

KZnF

. 

D’autre part, la faible variation de 33C  de 4RbAlF  nous donne [8] : 

                     1

4

33 .002.0 −−=
Δ

Δ
KGPa

T
C

RbAlF

 

On arrive à : 

                     
T

C
C

C

T

C Q

RbALF

Q

Δ

Δ
=

Δ

Δ
33

33

11

4

11   Soit  1

4

11 .003.0 −=
Δ

Δ
KGPa

T

C

RbALF

Q

. C’est le même ordre de 

grandeur que dans le 3KZnF , donc, il parait raisonnable de négliger la variation en température de 

QC
11
 et le considérer constant. Dans l’hypothèse où  le coefficient élastique QC

11
 de la phase 

quadratique (la phase I ), ne dépend pas de la température, l’expression (3-3-12) de la constante 

élastique 11C  après avoir remplacé 
2

3
Sϕ par sa valeur donnée par (3-3-17 c) devient : 

                             
)(2

2

1

2

1111 TTR
MCC

C

Q

−+
−=

γβ
                                         III.3.3-28 

     

  Le développement en série de Taylor de l’expression de la constante élastique 11C au voisinage du 

point de transition 1CT s’écrit  alors sous la forme  

                    ])()(1[ 2
111111 TTVTTPGCC CC

Q −+−−−= .                           III.3.3-29 tel que : 

β

22MG =    
β
γ RP 2

=     2)2(
β
γ RV =  

 

D’après les résultats expérimentaux disponibles [8], nous pouvons estimer la valeur du coefficient 

élastique QC
11
 à 130.5GPa. 
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L’étude de la variation du coefficient élastique 11C  en fonction de la température nécessite un 

affinement par moindres carrés de la relation (III-3-3-29), qui conduit aux valeurs des constantes 

regroupées dans le tableau III-3. 

 
 

1CT (K) 
 

G (GPa) 
 

P ( 1310 −− K ) 
 

V ( 2610 −− K ) 
 

555.8 
 

32.7 
 

4.14 
 

4.6 
 

Tableau III-3 :Valeurs des coefficients calculées par moindres carrés 
 
 
Le graphe sur la figure (III -9) montre l’évolution de 11C  en fonction de la température.  
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Figure III – 9 : Variation en fonction de la température de la constante élastique C11. 
                        Les croix représentent les résultats expérimentaux [8] et la courbe 

                        en trait plein les valeurs calculées dans le cadre de la théorie de Landau 

 
 
 
 



 80

III. 3. 4  Transition ferroélastique impropre de 4RbAlF  

   III. 3. 4.1   Energie libre de Landau de la transition R
T

R IIIII C
⎯⎯ →⎯ 2  

     Rappelons que la transition IIR - IIIR se produit à une température nettement plus basse que la 

première transition IR - IIR ( CT °=Δ 271 ) et que le paramètre d’ordre 3ϕ  varie peu (figure III-6), 

alors on peut considérer 3ϕ comme paramètre d’ordre secondaire et l’assimiler à sa valeur 

moyenne < 3ϕ > et que l’énergie libre )( 33 ϕMF relative à 3ϕ  reste invariante en phase IIIR, 

l’énergie libre de la transition R
T

R IIIII C
⎯⎯ →⎯ 2   s’écrit alors :     
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Ou 1F = )(),( 30 3 ><+ ϕMFTPF        

                4
3212

22
11 )4sin4cos()(

3
ρθϕμθβαρϕμα ><+++><++  

                     6
123 )4cos( ρθα C++ 8

112
2

24 )4cos4cos( ρθθβα C+++              III.3.4-1a                                     

      

Les conditions d’équilibre :  

         01 =
∂
∂

eq

F
ρ

     et      01 =
∂
∂

eq

F
θ

   

 mènent à : 

      [ 2
3212

2
11 )4sin4cos(2)(

3
ρθϕμθβαϕμα ><+++><+      4

123 )4cos(3 ρθα C++  

0])4cos4cos( 6
112

2
24 =+++ ρρθθβα C              III.3.4-2  

                       θϕμ 4cos32 >< 04sin)( 4
112

2
121 =++− θρρβ CC              III.3.4-2a 

dont les solutions : 

     i)  pour   
2CTT >  : 0=ρ    soit la phase IIR  

    ii) pour 
2CTT <  : 

θϕμθβα

ϕμα
ρ

4sin4cos
)(

3212

2
3112

><++

><+−
=                    III.3.4-3 

  avec : 4
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2
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ρρβ

ϕμ
θ

CC
tg

++

><
= il y correspond à la phase IIIR.                III.3.4-3a 
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On note en particulier que si  < 3ϕ >  =  0  (on ignore la première transition) seules des valeurs telles 

que )
4

( πθ n=  sont permises [cette hypothèse, qui consiste à considérer des phases issues de la 

condensation du mode 3X  à partir de la phase idéale I de symétrie mmmP /4  conduirait pour 

2CTT <  aux groupes d’espaces :  

 - bmmP  (phase orthorombique orIII ) dans une maille de paramètres 
→→→
cba ,2,  pour les 

valeurs paires de  n ,...)2,1,0,2( == ppn donc
2
πθ p=  (domaine ferroélastique). 

 -   nmmP /4   (phase tétragonal téIII ) d’une maille de paramètre 
→→→
cba ,2,2  pour 

4
)12( πθ += p  (domaine antiphase)]. 

         Dans un cas tel que celui de 4RbAlF  [la transition IIR - IIIR se produit à une température 

nettement plus basse que la transition IR - IIR ( CT °=Δ 271 ) [8]] il est raisonnable de penser que le 

comportement du cristal à la transition IIR - IIIR est très voisin de celui qu’il présenterait en l’absence 

de la première transition non ferroïque IR - IIR.  Dans le cas où >< 3ϕ = 0, l’énergie libre à 

considérer est :  

))(4124(

)10386())((

))(53())((

)62())(()(

2
2

6
1

6
2

2
111224

4
2

4
111224

8
2

8
111224

2
2

4
1

4
2

2
1123

6
2

6
1123

2
2

2
112

4
2

4
112

2
2

2
1101

ψψψψβα

ψψβαψψβα

ψψψψαψψα

ψψβαψψβαψψα

+−−+

−++++++

+−++++

−++++++=

C

CC

CC

FF

  III.3.4-4   

Où 

1F = 4
12

2
1 )4cos( ρθβαρα ++ 6

123 )4cos( ρθα C++    

         8
112

2
24 )4cos4cos( ρθθβα C+++                                                          III.3.4-4a               
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 III. 3. 4.2   Domaine de stabilité des phases  
    
Les conditions de stabilité de l’équilibre thermodynamique des différentes phases sont obtenues en 

exprimant que la matrice d’éléments ),,(1
2

θρ=
∂∂

∂
qp

qp
F

 est définie positive ce qui se traduit par :                  

   

02
1

2
≥

∂

∂

ρ
F ,      02

1
2

≥
∂

∂

θ
F     et    2

1
2

ρ∂
∂ F

2
1

2

θ∂
∂ F  -    0][ 21

2
≥

∂∂
∂

θρ
F .                           III.3.4-5 

        Pour bien expliquer les domaines de stabilité par la suite, on commence par un développement 

de l’énergie libre limité à l’ordre 4 ( 011212243 ===== CCβαα ).     

Dans ce cas (III.3.4-4a) donne : 

       += 01 FF 4
12

2
1 )4cos( ρθβαρα ++                                                               III.3.4-6                                          

A l’équilibre thermodynamique :  

                 01 =
∂
∂

eq
F
ρ

et      01 =
∂
∂

eq
F
θ

                                                          

On aura : 

 0)4cos( 2
121 =++ ρθβαα  

θβα
α

ρ
4cos12

12
+

−
=⇒ eq                                III.3.4-7                                              

      ⇒= 04sin θ  soit 0=eqθ (la phase orIII en équilibre)                             III.3.4-7a                                           

                                       Ou 
4
πθ =eq   (la phase téIII  en équilibre). 

En un point de la ligne de transition du second ordre 0
02

1
2

=
=∂

∂
ρρ

F  et 04
1

4

=∂

∂
ρρ

F
>0 [26], dans 

notre cas la ligne de transition du deuxième ordre est définie par :   

             01 =α     et      ⇒≥+ 0)4cos( 12 θβα         212 αβα <<−                   III.3.4-7b                                        

et les conditions  de stabilité à partir de (III.3.4-5) sont : 

        [ θβθθβα 4sin24cos)4cos( 2
112 −+ ] >0                                                        III.3.4-7c     

                                                   04cos)( 1 ≤θβ                                                  III.3.4-7d             

004cos01 =>< θθβ doncetsoit , la phase orIII  en équilibre. 

ou 
4

04cos01
πθθβ =<> doncet , la phase téIII  en équilibre.   
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On trouve, sur le domaine de stabilité des phases limité entre les points 21 αβ −=  et 21 αβ +=  une 

transition du second ordre orR IIII ⇔  figure (III-10), ainsi que la phase téIII  n’est jamais stable 

(
4
πθ =  l’équation (III.3.4-7c) conduit à 21 αβ > ) . 

 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           Figure III – 10 : Les lignes de transitions  discontinués et continués sont  

                                       respectivement du second et  premier ordre. Cas ou 

                                       011212243 ===== CCβαα . 

 

Pour lénergie libre développée à l’ordre six ( 011224 === Cβα ) on a : 

    1F  = 0F 4
12

2
1 )4cos( ρθβαρα +++ 6

123 )4cos( ρθα C++                          III.3.4-8 

A l’équilibre thermodynamique :  

0)4cos(3)4cos(20 4
123

2
121

1 =++++⇒=
∂
∂

ρθαρθβαα
ρ

C
eq

F

04sin01 =⇒=
∂

∂
θ

θ eq
F

                                                                                III.3.4-9 

dont les solutions conduisent aux situations suivantes :  

        1) 0=eqθ (la phase orIII en équilibre)       

        2)  
4
πθ =eq   (la phase téIII  en équilibre). 

 

 

téIII  

1β  

1α  

2α  2α−

0,0 23 >>=< αϕ  

orIII  

RI  



 84

La stabilité de l’équilibre thermodynamique en un point de transition exige que 0
04

1
4

>
∂

∂
=ρρ

F  

pour les transitions du second ordre et que 0
04

1
4

<
∂

∂
=ρρ

F  pour les transitions du premier ordre  

[20]. Si la transition est du second ordre, la condition de stabilité s’écrit :  

  0)4cos( 12 ≥+ θβα , puisque 14cos ≤θ   212 αβα +≤≤−⇒                   III.3.4-10 

donc la ligne de cette transition sera définie par : 

     01 =α ,       ],[ 221 ααβ +−∈ .                                                                      III.3.4-10a 

Si la transition est du premier ordre la condition devienne : 

     0)4cos( 12 ≤+ θβα  soit 21 αβ −≤ pour 0=θ (la phase orIII )  

                                       ou 21 αβ +≥  pour 
4
πθ =  (la phase téIII ) 

donc ce cas le domaine de stabilité est étendu sur l’axe 1β , entre les points 21 αβ −=  et  

21 αβ += , lesquels deviennent des points tricritiques on pourrait toujours avoir la transition du 

second ordre orR IIII ⇔ . 

Les conditions de stabilités de l’équilibre  conduisent aux : 

  1- Pour 
2
πθ p= (la phase orIII )  

         0)(15)(6 4
123

2
121 ≥++++ ραρβαα C                                                III.3.4-11         

         02
121 ≤+ ρβ C                                                                                         III.3.4-11a 

     )( 2
121 ρβ C+ 0])(15)(6[ 4

123
2

121 ≤++++ ραρβαα C                          III.3.4-11b 

2-  Pour 
4

)12( πθ += p (la phase téIII ) 

         0)(15)(6 4
123

2
121 ≥−+−+ ραρβαα C                                               III.3.4-12  

           02
121 ≤− ρβ C                                                                                        III.3.4-12a 

         )( 2
121 ρβ C+ 0])(15)(6[ 4

123
2

121 ≥−+−+ ραρβαα C                       III.3.4-12b 

En un point tricritique on a [20] : 

                    0
02

1
2

=
=∂

∂

ρρ

F
,                         0

04
1

4

=
=∂

∂

ρρ

F
 

 qui conduisent aux coordonnées du point tricritique : 
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                  0
4cos 1
2

1 =
−

= α
θ

α
β et                                                                       III.3.4-13 

On aura un point tricritique )0,( 2α−  si
2
πθ p= (la phase orIII  qui est stable pour 21 αβ −≤ , 

012 >C ) et la succession des transition sera : 

                                téorR IIIIIII ⇔⇔                                                       III.3.4-13a                            

et un autre point tricritique )0,( 2α  si 
4

)12( πθ += p (la phase TLT qui est stable pour 21 αβ ≥  et 

012 <C ) et la succession des transition sera : 

                              téorR IIIIIII ⇔⇔                                                         III.3.4-13b 

Les figures (III -11a et b) représentent les diagrammes de phase déterminés à partir du potentiel 

(III.3.4-4) avec .011224 === Cβα  

 
        Figure III – 11 : Les lignes de transitions  discontinués et continués sont  

                                     respectivement du second et  premier ordre avec    

                                     011224 === Cβα . 

 

On remarque que la ligne de transition du premier ordre téor IIIIII ⇔  est distordue, de sorte que 

cette transition est maintenant possible à 1β constante et les successions telles que 

teorR IIIIIII ⇔⇔  ou ortéR IIIIIII ⇔⇔  peuvent être prévues, dépendant du signe de 12C  

figures (III -12a et b).   

Finalement, lorsque le développement est pris jusqu’à l’ordre 8 (III.3.4-4), les conditions de 

l’équilibre thermodynamique s’écrivent : 

1β  
 

 

téIII  orIII  

1α  

2α  2α−  
RI  

téIII   orIII  

  a)   >< 3ϕ  = 0,  02 >α  et 012 >C   b) >< 3ϕ  = 0, 02 >α  et 012 <C  

1β  

1α  

2α  2α−  
RI  
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     1)     
0)4cos(4

)4cos(3)4cos(2
62

1124

4
123

2
121

=++

++++

ρθα

ρθαρθβαα

C

C
         III.3.4-14 

     2)                             0]4cos2[4sin 4
112

2
121 =++ ρθρβθ CC   

dont les solutions conduisent aux situations suivantes :  

         0=eqθ  correspond  à la phase orIII ,  
4
πθ =eq  correspond à la phase téIII   

           et 4
112

2
121

2
4cos

ρ

ρβ
θ

C

C+
−=     ⇒     

4
0 πθ ≤≤ eq     correspond à la phase '

orIII                                                 

les conditions de stabilité des phases conduisent aux relations : 

0)4cos(28)4cos(15)4cos(6 62
1124

4
123

2
121 ≥++++++ ρθαρθαρθβαα CC  

0
4cos

4cos21(2 4
112

2
2

121 ≤
−

−− ρ
θ

θρβ CC                                                            III.3.4-14a          

 Les situations rencontrées sont représentées sur la figure (III – 12), la phase OLT  apparaît 

maintenant comme un état stable, en effet, le développement à l’ordre 8 (III.3.2-3) fournit  trois 

différents invariants d’ordre 8 : 2
2
1

2
2

4
1 ,, IIII  ; susceptible de produire une discrimination entre les 

trois phases de basse symétrie, téor IIIIII ,  et '
orIII .  

     Notons que l’étude expérimentale du composé 4RbAlF  n’a mis en évidence un quelconque 

caractère premier ordre pour la transition R
T

R IIIII C
⎯⎯ →⎯ 2 ,  et que la phase '

orIII  n’a jamais été 

observée, donc il est raisonnable de limiter le développement de l’énergie libre à l’ordre six.  
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Figure III – 12 : Diagramme de phases tel qu’il a été déterminé à partir du 

                             potentiel (III.3.2-2b), les lignes de transitions  discontinués  

                                et continués sont respectivement du second et  premier ordre  

                                                                 avec 011224 ≠≠≠ Cβα  

 

III. 3. 5  Comportement élastique du 4RbAlF à la transition IIR ⎯→⎯  IIIR   

   L’étude de l’incidence de cette transition sur le comportement des constantes élastiques du 

4RbAlF , nécessite l’introduction de l’énergie élastique eF  (II.B.3-10) et de l’énergie de 

couplage cF , entre les déformations et le paramètre d’ordre déterminée à partir de (III.3.2-1a) et de 

(III.3.2-1b) dans l’expression de l’énergie libre de ),( 21 ψψη =  Landau , l’énergie totale du cristal 

limité à l’ordre six s’écrit donc :  
                       

                      ce FFFF ++= 12                                                                                III.3.5-1 

           tel que : 

   1F = )(),( 30 3 ><+ ϕMFTPF +  ))(()( 4
2

4
112

2
2

2
11 ψψβαψψα ++++  

                 
))(53(

))(()62(
2
2

4
1

4
2

2
1123

6
2

6
1123

2
2

2
112

ψψψψα

ψψαψψβα

+−+

+++−+

C

C
 

 

    Où  1F = )(),( 30 3 ><+ ϕMFTPF  22
11 )(

3
ρϕμα ><++  

       4
3212 )4sin4cos( ρθϕμθβα ><+++ 6

123 )4cos( ρθα C++                   III.3.5-2                    

1β  

 

orIII  

1α  

2α  2α−  

RI  

téIII
 

orIII  

  a)   >< 3ϕ  = 0,  02 >α  et 012 >C  

           04 2
1222 >−=Δ Cβα  

 b) >< 3ϕ  = 0, 02 >α  et 012 <C  
         0>Δ  

1β  

1α

2α  
2α−  

RI  

'
orIII  

'
orIII

 
téIII  
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)(

2
1

)(
2
1

2
1)(

2
1

3231132112
2
666

2
5

2
444

2
333

2
2

2
111

eeeeCeeCeC

eeCeCeeCF

QQQ

QQQ
e

++++

++++=
                        III.3.5-2a                         

   
])([)(

)(

6633211
2
2

2
1

3
2

321
2

3

ePePeeP

eNeeMFc

+++++

><++><=

ψψ

ϕϕ
 

          )(2)]([)( 21213
'

2212
2
2

2
1 eePeeP −><+−−+ ψψϕψψ                       III.3.5-2b           

 3
2

321
2

3 )( eNeeMFc ><++><= ϕϕ                        

        
[ ]

[ ])(2cos

)(

212
2

6633211
2

eeP

ePePeeP

−+

++++

θρ

ρ
     

            )(2sin2 21
2

3
'

2 eeP −><+ θρϕ                                                        III.3.5-2c 

 
 III. 3. 5.1  Expressions des constantes élastiques affectées par la transition 
 

Dans le cadre de l’approximation >< 3ϕ  = 0 les relations d’équilibre  

    )2,1(0 ==
∂
∂ j

eq
F

jψ
 et  )6,...,2,1(,0 ==

∂
∂ i

eqe
F

i
  mènent aux équations : 

            
1

2
2

2
1123

4
2123

4
1123

2
212

2
112

2)52(4)52(2

)(6)6(2)(4

αψψαψα

ψαψβαψβα

=−+−+

++−++

CC

C
                                    III.3.5-3 

            
1

2
2

2
1123

4
1123

4
2123

2
112

2
212

2)52(4)52(2

)(6)6(2)(4

αψψαψα

ψαψβαψβα

=−+−+

++−++

CC

C
                                   III.3.5-3a 

D’où :    

 1[α 2
12 )4cos(2 ρθβα ++ 0])4cos(3 4

123 =++ ρρθα C                                      III.3.5-3b                   

                                   2
1313211211 22))(( ρPeCeeCC QQQ −=+++                             III.3.5-3c 

                                                   2
2211112 2cos))(( ρθPeeCC QQ −=−−                    III.3.5-3d 

                                                2
33332113 )( ρPeCeeC QQ −=++                               III.3.5-3e 

                                                                     2
6666 ρPeC Q −=                                III.3.5-3f           

Dont les solutions : 

                
)(6

)(12)(4)(2

123

1231
2

12122
k

k
+

+−+±+−
=

α
ααβαβα

ρ                            III.3.5-4                
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                2
2

13331211

133331
21

2)(

2
ρ

QQQQ

QQ

cccc

cPcP
ee

−+

−
−=+                                                       III.3.5-4a 

                2

1211

2
21

)(
2cos2

ρ
θ

QQ cc
P

ee
+

−=−                                                                         III.3.5-4b                

                2
32

13331211

131211
3

2)(

)(
ρP

cccc

ccc
e

QQQQ

QQQ

−+

−+
−=                                                          III.3.5-4c                

                2

66

6
6 ρQc

P
e −=                                                                                           III.3.5-4d                

                5,4,0 == je j                                                                                         III.3.5-4e                

 

Pour déterminer les constantes élastiques on utilise l’expression [22,23] : 

  
jl

e
lk

lk ikji
ji e

F
e

F
ee

FC
∂∂

∂
∂∂

∂
−

∂∂
∂

= ∑ ψ
χ

ψ

2

,

22
                              III.3.5-5 

            où e
klχ  sont  les composantes de la susceptibilité des paramètres à déformation constante, 

leurs inverses qui sont proportionnelles aux fréquences des modes  de vibrations  sont donné par : 

                   )2,1,()( 2
2

1 ==
∂∂

∂
=− lkMF

kl
lk

e
lk ω

ψψ
χ                                    III.3.5-5a 

Le calcul suivant donne les expressions de la susceptibilité des paramètres à déformation 

constante dans le cas de : 

                         
2
1

1
2

2
1

2
1

11)(
ψψ

χ
∂

∂
=

∂

∂
=− F

e
Fe                                                                  III.3.5-6     

                  2
2

2
1122

4
1123

2
112 )52()(3)[(8 ψψαψαψβα kk −++++=    

                  
]2sin)52(

2
1

cos)(3cos)[(8

2
122

44
123

22
12

θρα

θραθρβα

k

k

−+

+++=
                                   III.3.5-7 

   2
2

1
2

2
2

2
1

22)(
ψψ

χ
∂

∂
=

∂
∂

=− FFe   

                 ])52()(3)[(8 2
2

2
1122

4
2123

2
212 ψψαψαψβα kk −++++=                                                                            

                  
]2sin)52(

2
1

sin)(3sin)[(8

2
122

44
123

22
12

θρα

θραθρβα

k

k

−+

+++=
                                  III.3.5-8 
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21

1
2

21

2
1

12)(
ψψψψ

χ
∂∂

∂
=

∂∂

∂
=− FFe    

   
21

1
2

12

2
1

21)(
ψψψψ

χ
∂∂

∂
=

∂∂

∂
=− FFe  

   =−1
12)( eχ =−1

21)( eχ )])(52(2)3(3[4 2
2

2
11231221 ψψαβαψψ +−+− k  

                                    22
12312 ])52(2)3(3[2sin2 ρραβαθ k−+−=                   III.3.5-9 

Enfin, les modes de vibration des différentes  phases sont : 

Dans la phase RI (Tetragonal haute température)
2CTT >  nous avons 0=ρ  donc : 

                              )(22)()( 211
1

22
1

11 C
ee TTa −=== −− αχχ                              III.3.5-10 

                             0)()( 1
21

1
12 == −− ee χχ                                                             III.3.5-10a                      

.                  

dans la phase orIII , 
2CTT < ,

2
πθ p=  alors :  

    ])(3)[(8)( 4
123

2
12

1
11 ραρβαχ ke +++=−                                                 III.3.5-11 

                  ])(3)[(8 4
1123

2
112 ψαψβα k+++=  

    0)( 1
22 =−eχ                                                                                                   III.3.5-11a 

   0)()( 1
21

1
12 == −− ee χχ                                                                                     III.3.5-11b 

   

dans la phase téIII  ,
2CTT < ,

4
)12( πθ += p , et on aura :  

1
11)( −eχ = 1

22)( −eχ ])232()[(8 4
21232

2
212 ψααψβα k−+++=                          III.3.5-12 

              22
1231212 ])(3)524(2[2 ρραβα kk ++−+=  

=−1
12)( eχ 1

21)( −eχ = ])52(4)3(3[4 2
212312

2
2 ψαβαψ k−+−  

              22
12312 ])52(2)3(3[ ρραβα k−+−=                                                   III.3.5-12a 

 

Pour calculer les expressions des constantes élastiques, on montre facilement que : 

    )6,3,2,1,(,
22

==
∂∂

∂
=

∂∂
∂ jiC

ee
F

ee
F Q

ji
ji

e

ji
   et que :

nm

c

nm e
F

e
F

∂∂

∂
=

∂∂
∂

ψψ

22
                                   

donc les expressions des constantes élastiques dépendants principalement de la forme de l’énergie 

de couplage et l’expression (III.3.5-6) devienne : 
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jl

ce
lk

lk ik

cQ
ji e

F
e

F
CC

ji ∂∂
∂

∂∂

∂
−= ∑ ψ

χ
ψ

2

,

2

                         III.3.5-13 

avec 6,5,4,3,2,1,,)( == jiCTHTC Q
jiji  ce sont les constantes élastiques dans la phase 

quadratique à haute température. Comme dans le développement de l’énergie de couplage cF  à cet 

ordre, aucune des grandeurs 54 , ee n’est couplée aux paramètres d’ordres, on ne doit s’attendre à 

aucune singularité importante de la constante élastique C44 donc : 

                                         QCC 4444 =                                                           III.3.5-13 

Les résultats des calculs des constantes élastiques présentés dans le tableau (III - 4), relatifs à une 

énergie libre limitée à l’ordre quatre ( 011212243 ===== Ckβαα ) et dans l’hypothèse 

où 03 =>< ϕ , montrent qu’à cet ordre de développement les constantes élastiques subissent des 

sauts à 2CTT = , et leurs variations en température à la proche de transition R
T

R IIIII C
⎯⎯ →⎯ 2  reste 

normale, ce qui n’est pas en accord avec les résultats expérimentaux [8] figure (III-13) de 11C et 

33C comme exemples,  pour ce la nous  introduisons dans l’expression de  l’énergie libre des 

termes d’ordres six.  
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( )0,00 21 =≠= ψψθ  ( )0

4 21 ≠== ψψπθ  

 

21 ee +                                                     2

11

12 ρQC
P

−  

 

21 ee −               2

11

22 ρQC
P

−  
 
0 

 

3e                                                  2

33

32 ρQC
P

−  

 

11C  )(4)(2 2
2

2
1

2
2111 PPPPC Q −−+−

γβ
 )(4)(4 2

2
2
1

2
2

2
111 PPPPC Q −−+−

γβ
 

 

22C  )(4)(2 2
2

2
1

2
2111 PPPPC Q −−−−

γβ
 )(4)(4 2

2
2
1

2
2

2
111 PPPPC Q −−+−

γβ
 

 

33C  )21(2 2
333 γβ

+− PC Q           )11(4 2
333 γβ

+− PC Q  

 

1211 CC −  )
2)(

(4 221
21211 γβ

PPP
PCC QQ −

+
−−  

          )11(8 2
21211 γβ

−−− PCC QQ  

 

1211 CC +  )
2)(

(4 121
11211 γβ

PPP
PCC QQ +

−
−+  

           )11(8 2
11211 γβ

+−+ PCC QQ  

 

2211 CC −                             
β

218 PP−
 

 
0 

 

Tableau III – 4 : Expression des déformations et des constantes élastiques  

                          dans le cadre d’un modèle de Landau défini dans le texte. 

             Résultats d’une énergie libre limitée à l’ordre 4. 



 93

 
 

Dans le cadre de développement de l’énergie libre jusqu’ à l’ordre 6, l’application de la relation 
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c

nm e
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e
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ψψ

22
 nous donne : 
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2
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e
F ψ

ψ
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∂∂
∂ ,                                       32

32
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2 P

e
F ψ

ψ
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∂∂
∂  

en utilisant la formule (III.3.5-13), et les résultats de l’inverse de e
klχ  précédemment calculés pour 

2CTT <  dans les deux cas
2
πθ p=  et 

4
)12( πθ += p , on aboutit aux expressions des constantes 

élastiques reportées dans le tableau (III – 5).  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

160 180 200 220 240 260 280 300 320
115

116

117

118

119

120

121

122

123

124

125

126

127

TC2

phase IIIR
phase IIRC

11
(G

P
a)

Température (K)

 

100 150 200 250 300 350

74

76

78

80

82

84

86

88

phase IIIR phase IIR

Tc2

C
 33

 (G
Pa

)

Température (K)

 
Figure III – 13 : Comparaison des résultats expérimentaux [8] de 11C et 33C (en  

                           Croix), avec les valeurs calculées dans le cadre d’un développement 

                           limité à l’ordre 4 (courbe en trait plein). 
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Ces résultats montrent que les expressions des constantes élastiques sont fonction de 2ρ  au 

voisinage de la transition, ceci facilite maintenant la description de la variation en température des 

constantes élastiques. Les études expérimentales de ces constantes élastiques [8] ont révélé que : 

    -  C11,  C33  et  C11- C12  sont très affectées par la transition. 

    -  (C11 + C12 +2C66) est très peu affectée par la transition.  

    -  C66 ne l’étant pas ( QCC 6666 = ). 

     On signale encore que la valeur de l’angleθ , mesurée expérimentalement à 200K, reste petite et 

elle ne dépasse pas les 5° [2]. La solution 0=θ  (phase ORT ) est donc plus proche de la situation 

physique de notre composé que la solution
4
πθ = ( phase )TLT .              

Le fait que 66C  n’est pas affecté par la transition c'est-à-dire que C11 + C12   ne soit que peu affecté 

par la transition, conduit à admettre que 06 =P , et  que 21 PP ≈ . 

Compte tenu de ces considérations on obtient les expressions des constantes élastiques affectées par 

la transition dans la phase orIII ( 0=θ ): 

                                
])(3)[(

2
2

12312

2
1

1111
ραβα k

P
CC Q

+++
−=                                                          III.3.5-15 
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2
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12312

2
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12111211
ραβα k

PCCCC QQ
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12312
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3333
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P
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+++
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    III. 3. 5.2  Evolutions des constantes élastiques en fonction de la température  

Dans le cadre des approximations envisagées et le fait que 2ρ  est proportionnelle à )( 2 TTC −  au 

voisinage de la transition, les expressions des constantes élastiques affectées par la transition 

peuvent se mettre sous la forme : 
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     et QC11 et QC33   sont les constantes élastiques dans la phase quadratique. 

Le développement en série de la relation (III.3.5-18) au voisinage de 2CTT = conduit à l’expression 

finale de 11C  : 

                      ( ) ( ) 121
2

211111 WTTVTTUCC cc
Q −−+−−=              III.3.5-21   

     avec ,3
1

1
B

A
U = 2

1
1

B

A
V =  et

B
A

W 1
1 = . 

D’après les résultats expérimentaux disponibles [8], la valeur estimée pour la constante QC 11 dans la 

phase quadratique sera de l’ordre GPa130  et l’ajustement des paramètres 

,1U ,1V 1W   conduit aux valeurs  

            24
1 7210.4 −−= KGPaU ,         1

1 13.0 −= KGPaV                 GPaW 7.171 =  

qui nous permet de représenter l’évolution en fonction de la température de la constante élastique 

11C  au dessous de la température KTC 2802 =  figure (III – 14). 
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Figure III – 14 : Comparaison des résultats expérimentaux [8] de 11C (en croix), avec les  

                           valeurs calculées au-dessous de 2CT dans le cadre  d’un   

                          développement de l’énergie libre limitée à l’ordre 6 (courbe en trait plein). 
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Ainsi que le développement en série de la relation (III.3.5-19) au voisinage de 2CTT =   conduit à 

l’expression : 

         ( ) ( ) 22
2

2
3

212111211 )( 222 WTTSTTVTTUCCCC Ccc
QQ −−+−−−+−=−        

III.3.5-22          

    avec ,4
2

2
B

A
U =  3

2
2

B

A
V = , 2

2
2

B

A
S =  et

B
A

W 2
2 = . 

Dans le fait que GPaCCC QQQ 130111211 =≈−  en phase quadratique, et à l’aide des valeurs      

           23
2 107.11 −−= KGPaU    1

2 6 −= KGPaV     GPaW 7852 = ,          

obtenues en ajustant les paramètres de l’expression (III.3.5-22) à partir des résultats expérimentaux 

disponibles [8], les variations en  température de la constante élastique ( 1211 CC − ) sont présentées 

sur la figure (III – 15).  
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Figure III – 15 : Evolution en fonction de la température de la constante élastique   

                      1211 CC −   de 4RbAlF . Les croix représentent les résultats expérimentaux. 

                        La courbe en trait plein au-dessous de 2CT représente les valeurs calculées. 
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Finalement, après le développement en série de la relation (III.3.5-20) au voisinage de 2CTT =  

l’expression 33C  sera : 

                ( ) ( ) 323
2

233333 WTTVTTUCC cc
Q −−+−−=                      III.3.5-23   

              Avec ,3
3

3
B

A
U =  2

3
3

B

A
V =  et

B
A

W 3
3 = . 

De la valeur estimée GPaC Q 7.9433 =  dans la phase quadratique, et des valeurs : 

                     24
3 106.2 −−= KGPaU ,   12

3 510.4 −−= KGPaV ,    GPaW 7.103 =   

obtenues par l’ajustement des paramètres de l’expression (III.3.5-20) à partir des résultats 

expérimentaux disponibles [8], les variations de 33C  en fonction de la température sont représentées 

sur la figure (III – 16).  
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Figure III – 16 : Evolution en fonction de la température de la constante 

                                          élastique C 33 4RbAlF . Les croix représentent les résultats  

                                          expérimentaux. La courbe en trait plein au-dessous de  2CT   

                                           représente les valeurs calculées.  
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Il est claire que ces résultats sont en accord avec les résultats expérimentaux [3], et que la loi 

proposée permet de bien décrire le comportement de ces constantes jusque dans le proche voisinage 

de la transition. 

        Le reste des constantes élastiques 44C et 66C  gardent leurs dépendance normale en 

température, qu’elle est généralement linéaire, ses expressions ont donc les formes : 

                            TaCC Q += 4444                                                                          III.3.5-24                                    

                            TbCC Q += 6666                                                                           III.3.5-25                                     

Les valeurs GPaCQ 8.2444 ≈  et GPaCQ 4066 ≈  dans la phase quadratique de RbAlF4 et les 

valeurs des paramètres 13109 −−−= KGPaa et 13104 −−−= KGPab  obtenues par 

l’ajustement des deux relations (III.3.5-24 et 25) à partir des données expérimentales [8], nous 

permet de tracer les variations en température de 44C  et 66C  figures (III–17 et 18).  
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Figure III – 17 : Evolution en fonction de la température de la constante élastique  

                                 C 44 de 4RbAlF . Les croix représentent les résultats expérimentaux. 

              La courbe en trait plein représente les valeurs calculées. 
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Figure III – 18 : Evolution en fonction de la température de la constante élastique  

                                  C 66 de 4RbAlF . Les croix représentent les résultats expérimentaux.  

     La courbe en trait représente les valeurs calculées. 
 

 

Finalement on remarque un bon accord entre les résultats expérimentaux et les valeurs calculées 

dans le cadre du modèle proposé.  
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Conclusion 
 

La théorie de Landau des transitions de phases nous a donc permis d’interpréter les principaux 

comportements des constantes élastiques au voisinage de la transition non ferroique et de la 

transition férroélastique impropre de 4RbAlF . Elle conduit à prévoir que la constante élastique C11 

dans la transition non ferroique et les constantes élastiques C11, C 33  et C11 - C12 dans la transition 

férroélastique impropre de 4RbAlF  peuvent être affectées par la transition, résultats en accord avec 

les observations et les résultats expérimentaux. La description rigoureuse de l’évolution des 

constantes élastiques est difficile car la valeur du paramètreθ , liant les amplitudes relatives des 

deux composantes 1ψ  et 2ψ  du paramètre d’ordre, obéit à une équation compliquée comportant un 

grand nombre de paramètres indépendants. Les possibilités d’évolution de θ  sont une conséquence 

de l’existence, à plus haute température, de la transition non ferroïque. L’approximation consiste à 

ignorer cette première transition, nous a cependant conduit à une description quantitative du 

comportement de C11, C 33 et C11 - C12, bien représentative des résultats expérimentaux. 
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