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INTRODUCTION GÉNÉRALE

La combinatoire énumérative est une science apparue dans diverses civilisations
à différentes périodes. Elle peut se définir comme l’art de placer, ordonner ou de choisir
des objets combinatoires (souvent finis) tout en respectant certaines propriétés.

Elle est notamment connue pour son intérêt à donner un sens à des suites de
nombres entiers, ou à des formules reliant de tels nombres, lorsque ces derniers sont
très réputés pour dénombrer.

Cette science s’est fortement développée en apportant souvent des solutions com-
binatoires dues à la curiosité inventive de quelques mathématiciens dont les résultats
furent souvent en avance sur leur temps, qu’ils ne furent guère compris par leur com-
pères de la même époque.

Trouvant cette science attrayante, et en se reposant sur nos acquis dans la com-
binatoire, on a pu manipuler des identités pour une classe de nombres et de polynômes
ayant des propriétés intéressantes de dénombrement, et ce de manière analytique ou
par arguments combinatoires.

Ce manuscrit présente un travail intitulé "Un apport combinatoire pour une classe
de nombres et de polynômes". Il s’inscrit dans le cadre de la préparation d’une thèse
de fin d’études pour l’obtention du diplôme de doctorat en recherche opérationnelle à
l’université des sciences et de la technologie Houari Boumediene (USTHB).

Cette thèse est organisée en cinq chapitres relativement distincts l’un de l’autre,
à l’exception du premier qui est introductif. Néanmoins ils sont organisés par ordre
chronologique.

Plan du manuscrit

Nous abordons dans le premier chapitre des notions de base, on y présente des
généralités sur les fonctions génératrices, les coefficients binomiaux ainsi que les puis-
sances factorielles.
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Nous y abordons aussi l’état de quelques suites et polynômes classiques, comme
les nombres de Lah [19], les nombres r- Stirling des deux espèces [7] ainsi que les po-
lynômes partiels de Bell [6]. Nous y présentons leurs fonctions génératrices, quelques
relations qui les concernent ainsi que leurs interprétations combinatoires.

Le second chapitre, fait l’objet d’une publication dans un journal de combina-
toire. On lui accorde un intérêt considérable pour les nombres r- Lah en leurs apportant
de nouvelles propriétés.

En suite, on va introduire "les nombres s- dégénéré r- Lah" comme généralisa-
tion de ces derniers, nous présentons quelques propriétés, nous élaborons leur fonction
génératrice exponentielle qui est donnée par

∑
n≥k

⌊
n+ r

k + r

⌋s↑
r

xn

n!
=

1

k!

xsk+(s−1)r

(1− x)k+2r
(1 + (s− 1) (1− x))r .

Nous apportons aussi une formule sommatoire qui facilite l’extraction des nombres s-
dégénéré r- Lah à l’aide de la formule suivante⌊

n

k

⌋s↑
r

=
(n− r)!
(k − r)!

r∑
j=0

(
r

j

)(
n+ j − (s− 1) k − 1

k + j − 1

)
(s− 1)r−j .

Par ailleurs, nous donnons quelques relations de recurrence et pour finir on génère des
interpretations combinatoires pour certaines relations.

Dans le troisième chapitre, on exprime les polynômes potentiels généralisés par
les polynômes partiels r-Bell, ce qui nous a permis d’obtenir plusieurs résultats dont le
théorème suivant

Théorème 1. Soient α un nombre réel et p, q, r, n, s des entiers non négatifs, tel
que s ≥ 1, p ≥ n. Alors, on a

F (α)
n (r) = (α + q)

(
α + p+ q

p

) p∑
j=0

(
p

j

)
(−1)j

α + q + j

(
s!

as

)j+q
× n! (j + q)!

(n+ s (j + q))!
B

(r)
n+r+s(j+q), j+q+r

(
s−1

0, . . . , 0, as, as+1, . . . ; 1, f1, f2, . . .

)
.

Puis, en s’inspirant de la formule de Melzak, on obtient d’autres expressions simplifiées.
Au final, on va appliquer tous les résultats obtenus aux polynômes de Narumi et de
Bernoulli d’ordre supérieur.

Dans le quatrième chapitre, nous étudions essentiellement les nombres de r-
Whitney et les valeurs (aux points rationnels) de quelques polynômes de type Appell,
nous y présentons un résultat principal qui est donné par
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Théorème 2. Soient r, m deux entiers non négatifs, avec m 6= 0 et (Pn (x)) une suite
de polynômes, tel que∑

n≥0

Pn (x)
tn

n!
= G (t) exp (xt) avec G (t) =

∑
n≥0

Pn (0)
tn

n!
.

Alors, pour ε ∈ {−1, 1} , si Pn (0) = εn
n∑
k=0

αk
{
n
k

}
, on obtient

Pn

(
ε
r

m

)
= εn

n∑
k=0

αk
Wm,r (n, k)

mn−k ,

nous montrons à travers ce résultat qu’il est possible d’engendrer des identités via une
certaine classe de polynômes, tels que, les Poly-Bernoulli, les Poly-Cauchy, etc.

Nous clôturons cette thèse par le cinquième chapitre, où il a aussi pour objet
d’exposer un résultat principal basé sur les fonctions génératrices ordinaires et les
fonctions génératrices exponentielles. Par le biais de ce résultat, nous apportons comme
application d’autres identités sur certains nombres et polynômes, tels que les nombres
de Lah associés, les suites de type binomial, les polynômes de Laguerre, etc.
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CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE

"Une bonne partie des ma-
thématiques devenue utile s’est
développée sans aucun désir
d’être utile, dans une situation
où personne ne pouvait savoir
dans quels domaines elle le de-
viendrait."

John Von Neumann
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Notions de base 10

Introduction
L’objectif de ce chapitre est de présenter et fixer les notations et terminologies de

certains outils combinatoires dont nous aurons besoin et ferons usage tout au long de
ce document.

Dans ce chapitre, nous citons les définitions élémentaires des fonctions génératrices,
des puissances factorielles ainsi que des coefficients binomiaux.

Nous présentons aussi les résultats essentiels concernant certaines suites de nombres
et de polynômes classiques, tels que les nombres de Lah [19], les nombres r- Stirling
des deux espèces [7] et les polynômes partiels de Bell [6].

1 Fonctions génératrices
Fonction génératrice ordinaire

Soient n un entier naturel et (an) une suite de nombres complexes. On appelle
fonction génératrice ordinaire de la suite (an), la fonction

x 7→
∑
n≥0

anx
n.

Soient
A(x) =

∑
n≥0

anx
n et B(x) =

∑
n≥0

bnx
n, n ∈ N.

L’addition de deux fonctions génératrices ordinaires est définie par

A(x) +B(x) =
∑
k≥0

(ak + bk)x
k.

Le produit de deux fonctions génératrices ordinaires est définie par

A(x)B(x) =
∞∑
k=0

ckx
k, où ck =

k∑
j=0

ajbk−j.

Fonction génératrice exponentielle

Soient n un entier naturel et (an) une suite de nombres complexes. On appelle
fonction génératrice exponentielle de la suite (an), la fonction

x 7→
∑
n≥0

an
xn

n!
.

Soient
A(x) =

∑
n≥0

an
xn

n!
et B(x) =

∑
n≥0

bn
xn

n!
, n ∈ N.
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L’addition de deux fonctions génératrices exponentielles est définie par

A(x) +B(x) =
∑
k≥0

(ak + bk)
xk

k!
.

Le produit de deux fonctions génératrices exponentielles est définie par

A(x)B(x) =
∞∑
k=0

ck
xk

k!
, où ck =

k∑
j=0

(
k

j

)
ajbk−j.

2 Puissances factorielles et coefficients binomiaux
Soient x un nombre complexe et n un entier positif, on définit la puissance factorielle

montante, notée (x)n, par

(x)n = x(x+ 1)...(x+ n− 1), pour n ≥ 1, et (x)0 = 1,

et la puissance factorielle descendante, notée (x)n, par

(x)n = x(x− 1)...(x− n+ 1), pour n ≥ 1, et (x)0 = 1.

Le coefficient binomial, noté
(
n
k

)
, compte le nombre de combinaisons de k éléments

parmi n éléments et est définie par(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
, pour 0 ≤ k ≤ n et 0 si k > n.

Ce coefficient admet une extension sur C donnée par :(
x

k

)
=

(x)k

k!
, k ∈ N.

3 Suites et polynômes classiques
Cette section comporte des généralités sur des suites de nombres et de polynômes

que nous allons utiliser dans la suite. Aussi, nous adoptons les notations utilisées par
Knuth et al [15] pour indiquer les suites de nombres.

3.1 Les nombres de Lah

Les nombres de Lah [19], notés
⌊
n
k

⌋
, peuvent être définis comme les coefficients du

polynômes (x)n vis-à-vis de la base
{
1, x, x2, ..., xk

}
, c’est à dire

(x)n =
n∑
k=0

⌊
n

k

⌋
(x)k. (1.1)
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Le nombre de Lah
⌊
n
k

⌋
compte le nombre de partitions d’un ensemble à n éléments

en k listes non vides.

Les nombres de Lah sont caractérisés par la fonction génératrice exponentielle

∑
n≥k

⌊
n

k

⌋
xn

n!
=

1

k!

(
x

1− x

)k
, k ∈ N.

Il s’ensuit de (1.1) que les nombres de Lah satisfont la relation de récurrence triangu-
laire suivante ⌊

n

k

⌋
=

⌊
n− 1

k − 1

⌋
+ (n+ k − 1)

⌊
n− 1

k

⌋
, 0 < k ≤ n,

avec ⌊
n

0

⌋
= δn,0,

⌊
n

k

⌋
= 0, n < k,

où δn,0 représente le symbole de Kronecker.

Conséquences :⌊
n

1

⌋
= n!,

⌊
n

n

⌋
= 1, n ∈ N∗.

Ces nombres ont aussi pour relation de récurrence [33] :⌊
n

k

⌋
=

(n− 1)! (k + 1)

n− k

n−1∑
l=k

l

l!

⌊
l

k

⌋
, n ≥ k + 1.

D’autant plus, qu’ils admettent une forme explicite donnée par⌊
n

k

⌋
=
n!

k!

(
n− 1

k − 1

)
, 0 < k ≤ n.
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A travers ce tableau, nous donnons les premières valeurs des nombres de Lah.

n/k k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8

n = 1 1
n = 2 2 1
n = 3 6 6 1
n = 4 24 36 12 1
n = 5 120 240 120 20 1
n = 6 720 1800 1200 300 30 1
n = 7 5040 15120 12600 4200 630 42 1
n = 8 40320 141120 141120 58800 11760 1176 56 1

Tableau 1.1 – Les premières valeurs de
⌊
n
k

⌋
.

Les nombres de Lah peuvent être exprimés en valeurs de nombres de Stirling de
première et second espèce via l’expression suivante [33] :⌊

n

k

⌋
=

n∑
j=k

[
n

j

]{
j

k

}
,

où
[
n
k

]
et
{
n
k

}
représentent, respectivement, les nombres de Stirling de première et de

seconde espèce.

3.2 Les nombres m-tronqués Lah

Le nombre m-tronqué Lah [24], noté
⌊
n
k

⌋m↓, compte le nombre de partitions d’un
ensemble à n éléments en k listes non vides de taille au plus m.

Exemple 3. Pour n = 4, k = 2 et m = 2, on obtient les partitions suivantes :

[1, 2][3, 4]; [1, 2][4, 3]; [1, 3][2, 4]; [1, 3][4, 2]; [1, 4][2, 3]; [1, 4][3, 2];

[2, 1][4, 3]; [2, 1][3, 4]; [3, 1][4, 2]; [3, 1][2, 4]; [4, 1][3, 2]; [4, 1][2, 3].

Par conséquent,
⌊
4
2

⌋2↓
= 12.

Les nombres m-tronqués Lah sont caractérisés par la fonction génératrice exponen-
tielle suivante ∑

n≥k

⌊
n

k

⌋m↓
xn

n!
=

1

k!

(
x (1− xm)

1− x

)k
, m ≥ 1, k ∈ N.
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3.3 Les nombres de Lah associés

Les nombres de Lah associés notés Ls (n, k) ont été introduits par Ahuja et Enneking
[1] via l’expression suivante

Ls (n, k) =
n!

k!

k∑
i=0

(−1)k−i
(
k

i

)(
n+ si− 1

n

)
, s ∈ R∗+.

satisfont l’inégalité,

(Ls (n, k))
2 > Ls (n, k + 1)Ls (n, k − 1) , pour k = 2, 3, · · · , n− 1,

et la relation suivante

Ls (n+ 1, k) = (n+ sk)Ls (n, k) + sLs (n, k − 1) ,

où

Ls (n, 0) = δn,0, Ls (n, k) = 0, pour k > n,

Conséquences :

Ls (n, 1) = (s)n, Ls (n, n) = sn, n ∈ N.

Les nombres de Lah associés ont pour fonction génératrice exponentielle∑
n≥k

Ls (n, k)
xn

n!
=

1

k!

(
(1− x)−s − 1

)k
.

Quelques propriétés

(sx)n =

min(x,n)∑
k=1

Ls (n, k) (x)
k, x ∈ N,

1

(x− 1)k
=
∞∑
n=k

Ls (n, k)
1

(sx+ 1)n
.

En particulier, pour s = 1, on obtient

(x)n =

min(x,n)∑
k=1

⌊
n

k

⌋
(x)k, x ∈ N,

1

(x− 1)k
=
∞∑
n=k

⌊
n

k

⌋
1

(x+ 1)n
.
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3.4 Les nombres r-Lah

Le nombre r-Lah, noté
⌊
n
k

⌋
r
, compte le nombre de partitions d’un ensemble à n

éléments en k listes non vides, tels que les r premiers éléments sont dans différents
listes.

Exemple 4. Pour n = 4, k = 3 et r = 2,⌊
4
3

⌋
2
compte le nombre de partitions de l’ensemble {1, 2, 3, 4} en trois listes, tels que

les deux premiers éléments de cet ensemble (c’est à dire le 1 et le 2) ne doivent pas
appartenir à la même liste.

En effet, on a les partitions suivantes :

[1][2, 3][4]; [1][3, 2][4]; [2][1, 3][4];

[2][3, 1][4]; [1][3, 4][2]; [1][4, 3][2];

[3][1, 4][2]; [1][2, 4][3]; [3][4, 1][2];

[1][4, 2][3].

Le nombre total d’une telle partition est :10.

Les nombres r-Lah admettent la fonction génératrice exponentielle∑
n≥k

⌊
n+ r

k + r

⌋
r

tn

n!
=

1

k!

tk

(1− t)k+2r
, , n ≥ k ≥ 0. (1.2)

Ces nombres peuvent être obtenus de manière explicite par⌊
n

k

⌋
r

=
(n− r)!
(k − r)!

(
n+ r − 1

k + r − 1

)
=

(n+ r − 1)!

(k + r − 1)!

(
n− r
k − r

)
, n ≥ k ≥ r, (1.3)

et satisfont la relation de récurrence triangulaire suivante⌊
n

k

⌋
r

=

⌊
n− 1

k − 1

⌋
r

+ (n+ k − 1)

⌊
n− 1

k

⌋
r

, n ≥ k ≥ r, (1.4)

avec ⌊
n

k

⌋
r

= 0 n < r,⌊
n

k

⌋
r

= δn,k, k = r.
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Par commodité, nous donnons dans ces tableaux les premières valeurs des nombres
r-Lah pour r = 2, 3 et r = 4.

n/k k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7

n = 2 1
n = 3 4 1
n = 4 20 10 1
n = 5 120 90 18 1
n = 6 840 840 42 28 1
n = 7 6720 8400 3360 560 40 1

Tableau 1.2 – Les premières valeurs de
⌊
n
k

⌋
2
.

n/k k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8

n = 3 1
n = 4 6 1
n = 5 42 14 1
n = 6 336 168 24 1
n = 7 3024 2016 432 36 1
n = 8 30240 25200 7200 900 50 1

Tableau 1.3 – Les premières valeurs de
⌊
n
k

⌋
3
.

n/k k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9

n = 4 1
n = 5 8 1
n = 6 72 18 1
n = 7 720 270 30 1
n = 8 7920 3960 660 44 1
n = 9 95040 59400 13200 1320 60 1

Tableau 1.4 – Les premières valeurs de
⌊
n
k

⌋
4
.
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Propriétés relatives aux nombres r-Lah

Pour n, k ∈ N et n ≥ k ≥ r ≥ 0, nous avons

(x+ r)n =
n∑

n≥k

⌊
n+ r

k + r

⌋
(x− r)k,

⌊
n+ 1

k + 1

⌋
r

=
n∑
j=k

(n+ k + 2r + 1)k
⌊
j

k

⌋
r

,

⌊
n

k

⌋
r

=
(n− r)!
n!(k − r)!

r∑
i=0

(k + i)!

⌊
n

k + i

⌋
,⌊

n

k

⌋
r

=
n∑
j=k

[
n

j

]
r

{
j

k

}
r

,

n∑
j=k

(−1)n−j
⌊
n

j

⌋
r

⌊
j

k

⌋
r

= δn,k.

Pour plus de précision concernant ces propriétés, le lecteur peut consulter les articles
suivants [4], [5], [33].

3.5 Les nombres r-Stirling

Les nombres r- Stirling ont été introduits par Broder [7], ces nombres sont réper-
toriés en deux espèces :

Le nombre r-Stirling de première espèce, noté
[
n
k

]
r
, compte le nombre de permu-

tations de n éléments en k cycles, tel que les r premiers éléments sont dans différents
cycles.

Exemple 5. Soient n = 4, k = 2 et r = 2.

Il existe six permutations d’un ensemble de quatre éléments en deux cycles, tel que
les deux premiers éléments sont dans différents cycles.

(1, 3) (2, 4) ; (1, 3, 4) (2) ; (2, 3, 4) (1) ;

(1, 4) (2, 3) ; (1, 4, 3) (2) ; (2, 4, 3) (1) .

Par conséquent,
[
4
2

]
2
= 6.
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La fonction génératrice exponentielle associée aux nombres r-Stirling de première
espèce est donnée par

∑
n≥k

[
n+ r

k + r

]
r

xn

n!
=

1

k!

(
1

1− x

)r (
ln

(
1

1− x

))k
,

Ces nombres satisfont la relation de récurrence triangulaire[
n

k

]
r

=

[
n− 1

k − 1

]
r

+ (n− 1)

[
n− 1

k

]
r

, n ≥ k ≥ r;[
n

k

]
r

= 0, n < r;[
n

k

]
r

= δk,r, n = r.

Par le présent tableau, nous donnons les premières valeurs des nombres r-Stirling de
première espèce, pour r = 2 :

n/k k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7

n = 2 1
n = 3 2 1
n = 4 6 5 1
n = 5 24 26 9 1
n = 6 120 154 71 14 1
n = 7 720 1044 580 155 20 1

Tableau 1.5 – Les premières valeurs de
[
n
k

]
2
.

Le nombre r-Stirling de second espèce, noté
{
n
k

}
r
, compte le nombre de partitions

d’un ensemble à n éléments en k sous ensembles non vides, tel que les r premiers élé-
ments sont dans différents sous ensembles.

Exemple 6. Pour n = 4, k = 3 et r = 2, on a les partitions suivantes :

{1} {2, 3} {4} ; {1} {3, 4} {2} ; {1} {2, 4} {3} ;

{2} {1, 3} {4} ; {2} {1, 4} {3} .

Par conséquent,
{
4
3

}
2
= 5.
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Les nombres r-Stirling de second espèce sont caractérisés par la fonction génératrice
exponentielle suivante∑

n≥k

{
n+ r

k + r

}
r

xn

n!
=

1

k!
(exp (x)− 1)k exp (rx) .

Ces nombres ont une relation de récurrence triangulaire,{
n

k

}
r

=

{
n− 1

k − 1

}
r

+ k

{
n− 1

k

}
r

, n ≥ k ≥ r,{
n

k

}
r

= 0, n < r,{
n

k

}
r

= δk,r, n = r.

Par le présent tableau, nous donnons les premières valeurs des nombres r-Stirling de
second espèce, pour r = 2.

n/k k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7

n = 2 1
n = 3 2 1
n = 4 4 5 1
n = 5 8 19 9 1
n = 6 16 65 55 14 1
n = 7 32 211 285 125 20 1

Tableau 1.6 – Les premières valeurs de
{
n
k

}
2
.

Quelques propriétés relatives aux nombres r- Stirling

Les nombres r-Stirling satisfont les relations suivantes [7] :[
n

k

]
r

=
1

r − 1

([
n

k − 1

]
r−1
−
[

n

k − 1

]
r

)
, n ≥ r ≥ 1,{

n

k

}
r

=

{
n

k

}
r−1
− (r − 1)

{
n− 1

k

}
r−1

, n ≥ r ≥ 1,[
n

k

]
r

=
n∑
l=k

[
n

l

]
r

(
l

k

)
rl−k,{

n

k

}
r

=
n∑
l=k

{
n

l

}
r

(
l

k

)
rl−k.
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Remarque 7. Pour r = 0, nous obtenons les nombres de Stirling de première espèce[
n
k

]
, respectivement, les nombres de Stirling de second espèce

{
n
k

}
.

3.6 Les polynômes partiels de Bell

Les polynômes partiels de Bell [6] (appelés aussi polynômes partiels exponentiels de
Bell) sont les polynômes Bn,k (a1, a2, ...) de nombre infini de variables a1, a2, ... définis
par la fonction génératrice exponentielle suivante

∞∑
n,k≥0

Bn,k (a1, a2, ...)x
k t
n

n!
= exp

(
x
∞∑
j=1

aj
tj

j!

)
,

ou bien via l’expression ci-après

∞∑
n,k≥0

Bn,k (a1, a2, ...)
tn

n!
=

1

k!

(
∞∑
j=1

aj
tj

j!

)k

.

Ces polynômes admettent l’expression exacte qui est donnée par

Bn,k (a1, a2, ...) =
∑
π(n,k)

n!

k1!k2!...

(a1
1!

)k1 (a2
2!

)k2
...,

où π(n, k) est l’ensemble de toutes les solutions (k1, k2, ...) des entiers naturels tel
que

k1 + k2 + k3 . . . = k et k1 + 2k2 + 3k3 . . . = n.

Interpretation combinatoire

Les polynômes partiels de Bell admettent une interpretation combinatoire liée à
des ensembles de partitions colorées. Plus exactement, si an ∈ N, n ≥ 1, le polynôme
partiel de Bell Bn,k (a1, a2, ...) est le nombre de partitions d’un ensemble à n éléments
en k blocs, où

Les blocs de taille 1 possèdent a1 couleurs,
Les blocs de taille 2 possèdent a2 couleurs,
Les blocs de taille 3 possèdent a3 couleurs et ainsi de suite.

Formule de Faà di Bruno

Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables, alors

dn

dtn
g (f (t)) =

∑
n≥k

g(k) (f(t))Bn,k

(
f ′(t), f ′′(t), ...f (n−k+1)(t)

)
.
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Identités connues

Les polynômes partiels de Bell peuvent être associés à d’autres nombres via les
identités suivantes

Les nombres de Lah

Bn,k (1!, 2!, 3!, ...) =

⌊
n

k

⌋
,

∑
n≥k

⌊
n

k

⌋
tn

n!
=

1

k!

(∑
n≥1

tn

)k

=
1

k!

(
t

1− t

)k
.

Les nombres de Stirling de première espèce

Bn,k (0!,−1!, 2!, ...) =
[
n

k

]
,

∑
n≥k

[
n

k

]
tn

n!
=

1

k!

(∑
n≥1

(−1)n−1 t
n

n

)k

=
1

k!
(ln (1 + t))k .

Les nombres de Stirling de second espèce

Bn,k (1, 1, 1, ...) =

{
n

k

}
,

∑
n≥k

{
n

k

}
tn

n!
=

1

k!

(∑
n≥1

tn

n!

)k

=
1

k!

(
et − 1

)k
.

Les nombres d’Idempotents

Bn,k (1, 2, 3, ...) =

(
n

k

)
kn−k,∑

n≥k

(
n

k

)
kn−k

tn

n!
=

1

k!

(
tet
)k
.

Les nombres de Lah associés

Bn,k

(
s, (s− 1)2 , (s− 2)3 , ...

)
= Ls (n, k) ,∑

n≥k

k!Ls (n, k)
tn

n!
=

(∑
j≥1

(s− j + 1)j
tj

j!

)k

=
(
(1− t)−s − 1

)k
.



CHAPITRE 2

LES NOMBRES S-DÉGÉNÉRÉS R-LAH

"L’oeuvre d’un mathémati-
cien est surtout un enchevêtre-
ment de conjunctures, d’ana-
logies, de souhaits et de frus-
trations, loin d’être le noyau
de la découverte, n’est souvent
que le moyen de s’assurer que
notre esprit ne nous joue pas
de tours."

Gian Carlo Rota
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Introduction

L’étude analytique et combinatoire des nombres r-Lah a été entreprise durant ces
dernières années par différents auteurs [2],[19],[12],[4]. Ces nombres recèlent des infor-
mations abondantes.

Ce chapitre a pour but de déterrer des informations traitants les nombres r-Lah
afin d’établir de nouvelles propriétés les concernant.

Dans l’intention d’élargir nos recherches, nous avons été amené à définir une nou-
velle classe qui généralise les nombres r-Lah et que nous avons appelé les nombres
"s-dégénéré r-Lah", nous exhibons toutes les propriétés nécessaires les concernant que
nous avons pu établir.

1 Quelques propriétés des nombres r-Lah
Avant d’entamer les nombres s-dégénéré r-Lah, nous établissons quelques propriétés

sur les nombres r-Lah, chose que l’on a pu déduire par analogie aux différents travaux
réalisés antérieurement.

1.1 Log-concavité des nombres r-Lah

Nous nous sommes rapprochés des travaux de Ahuja et Enneking [2] pour prouver
que le polynôme qui génère les nombres r-Lah vérifie l’inégalité de Newton, i.e.

Théorème 8 (Inégalité de Newton ). [16, p. 52] Soient a0, a1, . . . , an des nombres
réels. Si toutes les racines du polynôme P (x) =

∑
k≥0

aix
i sont réelles, alors les coefficients

de P (x) satisfont

a2i ≥
(
1 +

1

i

)(
1 +

1

n− i

)
ai+1ai−1, 1 ≤ i ≤ n− 1.

On a alors

Proposition 9. Les racines réelles du polynôme Pn (x; r) :=
n∑
k=0

⌊
n+r
k+r

⌋
r
xk sont néga-

tives.

Démonstration. Soit Tn (x; r) := xn+2r+1 exp (x)Pn (x; r) .

D’une part, la relation de recurrence triangulaire (1.4), donne

Pn(x; r) = (x+ n+ 2r)Pn−1(x; r) + x
d

dx
Pn−1(x; r), (2.1)
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et d’autre part, on a

Tn−1 (x; r) : = xn+2r exp (x)Pn−1 (x; r)

d

dx
Tn−1 (x; r) = xn+2r−1ex

(
(n+ 2r + x)Pn−1(x; r) + x

d

dx
Pn−1(x; r)

)
= xn+2r−1exPn (x; r)

= x−2Tn (x; r)

d’où
Tn (x; r) = x2

d

dx
Tn−1 (x; r) .

On prouve la proposition par récurrence sur n, tout en appliquant le Théorème de Rolle
à la fonction Tn−1 (x; r).

En effet, pour n = 0,

T0 (x; r) := x2r+1 exp (x)P0 (x; r),

admet 2r+1 racines réelles (avec répétitions).

Supposons que le résultat est vrai jusqu’à n − 1, à l’aide du Théorème de Rolle,
on sait que d

dx
Tn−1 (x; r) s’annule au moins 2n + 2r − 2 fois sur R, par conséquent,

Tn (x; r) = x2 d
dx
Tn−1 (x; r) s’annule au moins 2n + 2r fois sur R. Donc, xn+2rPn (x; r)

s’annule 2n + 2r fois sur R et comme il est de degré 2n + 2r + 1, alors sans doute la
racine manquante ne peut être que réelle et du fait que les coefficients du polynôme
xn+2rPn (x; r) sont positifs ou nuls, alors cette racine est forcément non positive ou
nulle. D’où, le polynôme Tn (x; r) admet que des racines réelles non positives.

Par conséquent, le polynôme Pn (x; r) admet que des racines réelles non positives.

De la proposition 5.6 et de l’inégalité de Newton, on affirme le résultat suivant

Corollaire 10. la suite générée par les nombres r-Lah
(⌊

n
k

⌋
r
; 0 ≤ k ≤ n

)
est stricte-

ment log-concave (par conséquent unimodale).

Le corollaire précédent montre que la suite
(⌊

n
k

⌋
r
; 0 ≤ k ≤ n

)
admet un indice

K ∈ {0, 1, . . . , n} pour lequel
⌊
n
K

⌋
r
est le maximal de la suite

⌊
n
k

⌋
r
. Pour localiser cet

indice, nous avons besoin du théorème suivant.

Théorème 11 (Inégalité de Darroch et Benoumhani [23]). Soient a0, a1, . . . , an des
nombres réelles. Si toutes les racines du polynôme P (x) =

∑
k≥0

aix
i sont réelles et non

positives et P(1)>0, alors ∣∣∣∣K − P ′(1)

P (1)

∣∣∣∣ < 1.
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A présent, par application de ces inégalités, on peut localiser cet indice via la
proposition suivante

Proposition 12. Soit K l’indice maximal de la suite
⌊
n
k

⌋
r
, on a∣∣∣∣K − Pn+1 (1; r)

Pn (1; r)
+ (n+ 2r + 2)

∣∣∣∣ < 1.

1.2 Nombres r-Lah et formule de Daboul

Maintenant, nous exhibons un résultat généralisant celui de Daboul et al [12]

Dn

(
exp

(
1

x

))
=

(−1)n

xn
exp

(
1

x

)∑
k=0

⌊
n

k

⌋
1

xk
,

par la proposition suivante

Proposition 13. Nous avons

Dn

(
1

x2r
exp

(
1

x

))
=

(−1)n

xn+2r
exp

(
1

x

)∑
k=0

⌊
n+ r

k + r

⌋
r

1

xk
. (2.2)

Démonstration. Démontrons par récurrence sur n :

pour n = 0, l’identité (2.2) est évidente. On suppose qu’elle est vraie pour un certain
n ≥ 0, alors

Dn+1

(
1

x2r
exp

(
1

x

))
= D

(
Dn

(
1

x2r
exp

(
1

x

)))
= D

(
(−1)n

xn+2r
exp

(
1

x

) n∑
k=0

⌊
n+ r

k + r

⌋
r

1

xk

)

=
(−1)n+1

xn+1+2r
exp

(
1

x

)
×

n+1∑
k=0

(
(n+ k + 2r)

⌊
n+ r

k + r

⌋
r

+

⌊
n+ r

k + r − 1

⌋
r

)
1

xk
.

La relation de récurrence⌊
n+ r + 1

k + r

⌋
r

=

⌊
n+ r

k + r − 1

⌋
r

+ (n+ k + 2r)

⌊
n+ r

k + r

⌋
r

,

prouve que

Dn+1

(
1

x2r
exp

(
1

x

))
=

(−1)n+1

xn+1+2r
exp

(
1

x

) n+1∑
k=0

⌊
n+ r + 1

k + r

⌋
r

1

xk
.

Ainsi, on trouve le résultat voulu.
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1.3 Relations de récurrence

En se basant sur la formule explicite (1.3) ainsi que ces égalités(
n+ r − 1

k + r − 1

)
=

(
n+ r − 2

k + r − 1

)
+

(
n+ r − 2

k + r − 2

)
et
(
n− r
k − r

)
=

(
n− r − 1

k − r

)
+

(
n− r − 1

k − r

)
,

nous sommes parvenus à établir les deux relations de récurrence sur les nombres r-Lah,
exprimées via la proposition ci-dessous

Proposition 14. Pour r < k, nous avons⌊
n

k

⌋
r

= (n− r)
⌊
n− 1

k

⌋
r

+
n− r
k − r

⌊
n− 1

k − 1

⌋
r

,⌊
n

k

⌋
r

= (n+ r − 1)

⌊
n− 1

k

⌋
r

+
n+ r − 1

k + r − 1

⌊
n− 1

k − 1

⌋
r

.

Remarque 15. Si on pose, r = 0 ou r = 1, les formules de la Proposition 14 redonnent
bien le Corollaire 2.1 de [4].

2 Les nombres s-dégénéré r-Lah
Nous consacrons une bonne partie de ce chapitre à l’introduction d’une nouvelle

classe de nombres appelée " les nombres s-dégénéré r-Lah ". Par une approche com-
binatoire, on exprime la fonction génératrice exponentielle, les relations de récurrence,
une interpretation probabiliste ainsi que des preuves combinatoires pour certaines re-
lations de récurrence.

Definition 16. Soient s et r deux entiers positifs. Le nombre s-dégénéré r-Lah, noté
par

⌊
n
k

⌋s↑
r
, compte le nombre de partitions d’un ensemble à n éléments en k listes de

tailles supérieures ou égale à s, tel que les r premiers éléments doivent être dans diffé-
rentes listes.

Pour que tout cela soit plus clair, étudions en un exemple.

Exemple 17. Soient n = 4, k = 2 et r = 2, alors⌊
4
2

⌋2↑
2

compte le nombre de partitions de {1, 2, 3, 4} en deux listes contenant au moins
deux éléments d’autant plus que les deux premiers éléments doivent être dans différentes
listes.

En effet, on a les partitions suivantes :

[1, 3][2, 4]; [1, 3][4, 2]; [3, 1][2, 4]; [3, 1][4, 2];
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[1, 4][2, 3]; [1, 4][3, 2]; [4, 1][3, 2]; [4, 1][2, 3].

Par exemple, la partition [1, 2][3, 4] ne peut être considérée, car les deux premiers
éléments sont dans la même liste.

Remarque 18. Par le biais de la définition précédente, on a constaté que les nombres
s-dégénéré r-Lah valent zéro, lorsque n < sk, ou bien lorsque, k < r.

2.1 Formes explicites et fonction génératrice

Nous allons présenter dans ce paragraphe, des formes explicites ainsi que la fonction
génératrice exponentielle des nombres s-dégénéré r-Lah.

Théorème 19. Pour n > sk, nous avons⌊
n

k

⌋s↑
r

=
(n− r)!
(k − r)!

∑
n1+···+nk=n−sk

(n1 + s− 1) · · · (nr + s− 1) .

Démonstration. Pour partitionner un ensemble de [n] := {1, 2, . . . , n} éléments en k
listes non vides, tel que la taille de chaque liste est ≥ s et les éléments de l’ensemble
[r] doivent être dans différentes listes, nous procédons comme suit :

D’abord, on commence par construire k listes notés B1, . . . , Bk dans lesquels on y
insert les éléments de l’ensemble [r], ainsi, avoir B1, . . . , Br (un élément pour chaque
liste). Donc, pour construire ces k listes, il y a 1

(k−r)!

(
n−r

n1,...,nk

)
façons de choisir n1, . . . , nk

dans {r + 1, . . . , n}, sachant que, lorsque ni + 1 ≥ s, les ni éléments seront dans les
Bi pour i = 1, . . . , r, et lorsque ni ≥ s, les autres ni éléments seront dans les Bi pour
i = r + 1, . . . , k.

Maintenant, pour former k listes, on permute les éléments de chaque liste. Alors, le
nombre de permutations est égale à

(|B1|!) · · · (|Br|!) (|Br+1|!) · · · (|Bk|!) = (n1 + 1)! · · · (nr + 1)!nr+1! · · ·nk!.

En prenant M pour l’ensemble des vecteurs (n1, . . . , nk), tel que

n1 + · · ·+ nk = n− r, (n1 + 1, . . . , nr + 1, nr+1, . . . , nk) ∈ {s, s+ 1, . . .}k ,

Le nombre total d’une telle partition est alors⌊
n

k

⌋s↑
r

=
1

(k − r)!
∑

(n1,...,nk)∈M

(
n− r

n1, . . . , nk

) r∏
i=1

(ni + 1)!
k∏

i=r+1

ni!

=
(n− r)!
(k − r)!

∑
(n1,...,nk)∈M

(n1 + 1) · · · (nr + 1)

=
(n− r)!
(k − r)!

∑
n1+···+nk=n−sk

(n1 + s− 1) · · · (nr + s− 1) ,
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ce qui prouve le théorème.

Les deux corollaires suivants sont des conséquences directes du Théorème 19.

Corollaire 20. Les nombres s-dégénéré r-Lah sont caractérisés par la fonction géné-
ratrice exponentielle suivante

∑
n≥k

⌊
n+ r

k + r

⌋s↑
r

xn

n!
=

1

k!

xsk+(s−1)r

(1− x)k+2r
(1 + (s− 1) (1− x))r .

Démonstration. En utilisant le Théorème 19, pour |x| < 1, nous obtenons

∑
n≥k

⌊
n+ r

k + r

⌋s↑
r

xn

n!
=

1

k!

∑
n≥sk+(s−1)r

xn
∑

(n1+s)+···+(nk+r+s)=n+r

(n1 + s) · · · (nr + s)

=
1

k!

∑
n≥sk+(s−1)r

xn
∑

j1+···+jk+r=n+r, j1≥s,...,jk+r≥s

j1 · · · jr

=
1

k!

∑
n≥sk+(s−1)r

∑
j1+···+jk+r=n+r, j1≥s,...,jk+r≥s

j1 · · · jrxj1+···+jk+r−r

Ce qui vaut à

1

k!

∑
j1≥s,...,jk+r≥s

(
j1x

j1−1
)
· · ·
(
jrx

jr−1
r

) (
xj1+r

)
· · ·
(
xjk+r

)
=

1

k!

(∑
j≥s

jxj−1

)r(∑
j≥s

xj

)k

=
1

k!

(
d

dx

xs

1− x

)r (
xs

1− x

)k
=

1

k!

xsk+(s−1)r

(1− x)k+2r
(1 + (s− 1) (1− x))r .

Nous connaissons à présent, la fonction génératrice des nombres s-dégénéré r-Lah,
maintenant, la question qu’on se pose est : peut-on exprimer ces nombres en une
somme ? sachant qu’il existe une étroite relation entre les sommes et les récurrences,
nous proposons via le corollaire suivant une formule sommatoire explicite pour les
nombres s-dégénéré r-Lah ainsi que des relations de recurrence.

Corollaire 21. Pour tout r ≤ k, nous avons⌊
n

k

⌋s↑
r

=
(n− r)!
(k − r)!

r∑
j=0

(
r

j

)(
n+ j − (s− 1) k − 1

k + j − 1

)
(s− 1)r−j ,
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et satisfait, pour r < k, les récurrences suivantes⌊
n

k

⌋s↑
r

= (n− r)
⌊
n− 1

k

⌋s↑
r

+
s!

k − r

(
n− r
s

)⌊
n− s
k − 1

⌋s↑
r

;

1

k − r

⌊
n

k

⌋s↑
r+1

=
s− 1

n− r

⌊
n

k

⌋s↑
r

+
(n− r − 1)! (k − r + 1)

(n+ s− r)!

⌊
n+ s

k + 1

⌋s↑
r

.

Démonstration. A l’aide du Corollaire 20, on établit l’expression suivante∑
n≥sk+(s−1)r

⌊
n+ r

k + r

⌋s↑
r

xn

n!
=

r∑
j=0

(
r

j

)
x(s−1)(k+r)+j

k!

(s− 1)j xk−j

(1− x)k−j+2r
,

En utilisant les relations (1.2) et(1.3), on exprime le facteur xk−j

(1−x)k−j+2r comme suit

(k − j)!
∑
n≥k−j

⌊
n+ r

k − j + r

⌋
r

xn

n!
=
∑
n≥k−j

(
n+ 2r − 1

k − j + 2r − 1

)
xn,

La première identité se manifeste par identification et les deux relations de recurrence
par application de l’identité

(
n
k

)
=
(
n−1
k

)
+
(
n−1
k−1
)
aux coefficients

(
n+j−(s−1)k−1

k+j−1
)
et(

r
j

)
dans la première identité.

Remarque 22. A partir du Corollaire 20 et la fonction génératrice des nombres r−
Lah (1.2), nous obtenons la relation entre les nombres s-dégénéré r-Lah et les nombres
r-Lah

∑
n≥k

⌊
n+ r

k + r

⌋s↑
r

xn

n!
= (s− (s− 1)x)r t(s−1)(k+r)

∑
n≥k

⌊
n+ r

k + r

⌋
r

xn

n!
,

ce qui montre que⌊
N

k

⌋s↑
r

=
(N − r)!
(k − r)!

r∑
j=0

(
r

j

)(
n+ j − 1

k + r − 1

)
sr−j (1− s)j , N = n+ (s− 1) k.

Remarque 23. A partir du Corollaire 20, on déduit, pour r = 0, l’identité∑
n≥k

⌊
n

k

⌋s↑
xn

n!
=

1

k!

(
xs

1− x

)k
,

qui représente les nombres s-dégénéré Lah, qui sont une restriction des nombres s-
dégénéré r-Lah.

La formule sommatoire explicite des nombres s-dégénéré r-Lah a permis de fournir
dans les tableaux suivants les premières valeurs de

⌊
n
k

⌋s↑
r
, pour r = 2, s=2 et r = 2, s = 3.
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n/k k = 2 k = 3 k = 4 k = 5

n = 4 8
n = 5 72
n = 6 600 96
n = 7 5280 1920
n = 8 50400 29520 1440
n = 9 524160 428400 50400
n = 10 5927040 6249600 1229760 26880

Tableau 2.1 – Les premières valeurs de
⌊
n
k

⌋2↑
2
.

n/k k = 3 k = 4 k = 5

n = 6 48
n = 7 864
n = 8 12240 960
n = 9 166320 31680
n = 10 2298240 735840 20160
n = 11 33022080 1520640 1048320

Tableau 2.2 – Les premiéres valeurs de
⌊
n
k

⌋3↑
2
.

2.2 Interprétation probabiliste

Maintenant, notre attention se focalise sur la faisabilité d’une interpretation probabi-
liste pour les nombres s-dégénéré r-Lah. En effet, ces nombres en admettent une et est
donnée par la proposition suivante

Proposition 24. Soit λ un nombre réel, avec 1 > λ > 0, {Xn} et {Yn} deux suites
de variables aléatoires indépendantes, tel que

P (Xn = j) = λ (1− λ)j , P (Yn = j) =
λ2 (j + s)

1 + (s− 1)λ
(1− λ)j , j ≥ 0,

et soit

Sk,r = X1 + · · ·+Xk + Y1 + · · ·+ Yr.

Alors , nous avons

P (Sk,r = n) =
λk+2r (1− λ)n

(1 + (s− 1)λ)r
k!

(n+ sk + (s− 1) r)!

⌊
n+ s (k + r)

k + r

⌋s↑
r

.
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Démonstration. La preuve découle de la fonction génératrice des moments de Sk,r don-
née par E

(
xSk,r

)
=
(
E
(
xX1
))k (E (xY1))r .

En effet, nous avons∑
n≥0

P (Sk,r = n)xn+sk+(s−1)r

= xsk+(s−1)rE
(
xSk,r

)
= xsk+(s−1)rE

(
xX1+···+Xk

)
E
(
xY1+···+Yr

)
=

λk+2r

(1 + (s− 1)λ)r
xsk+(s−1)r

(∑
j≥0

((1− λ)x)j
)k(∑

j≥0

(j + s) ((1− λ)x)j
)r

=
λk+2r

(1 + (s− 1)λ)r

(∑
j≥s

((1− λ) t)j
)k(∑

j≥s−1

(j + 1) ((1− λ)x)j
)r

= k!
λk+2r

(1 + (s− 1)λ)r
∑
n≥k

⌊
n+ r

k + r

⌋s↑
r

((1− λ)x)n

n!
.

Ce qui nous donne ∑
n≥0

P (Sk,r = n)xn = k!
λk+2r

(s− (s− 1)λ)r
×

∑
n≥k

1

(n+ sk + (s− 1) r)!

⌊
n+ s (k + r)

k + r

⌋s↑
r

(1− λ)n xn.

Par identification, nous obtenons

P (Sk,r = n) =
λk+2r (1− λ)n

(1 + (s− 1)λ)r
k!

(n+ sk + (s− 1) r)!

⌊
n+ s (k + r)

k + r

⌋s↑
r

.

Ainsi, on trouve le résultat voulu.

2.3 Relations de récurrence

Dans cette section, on va générer par des preuves purement combinatoires quelques
identités sur les nombres s-dégénéré r-Lah.

Proposition 25. Soient n, k, s et r des entiers positifs, 1 ≤ sr ≤ sk ≤ n, on a⌊
n

k

⌋s↑
r

= (n+ k − 1)

⌊
n− 1

k

⌋s↑
r

+ s!

(
n− r − 1

s− 1

)⌊
n− s
k − 1

⌋s↑
r

+s!r

(
n− r − 1

s− 2

)⌊
n− s
k − 1

⌋s↑
r−1

.
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Démonstration. On veut partitionner l’ensemble [n] en k listes non vides de taille ≥
s et que les éléments de l’ensemble [r] doivent être dans différentes listes. Pour cela,
nous procédons de la manière suivante :

D’abord, on sépare l’élément n et on observe

(a) Si l’élément n appartient à une liste de taille ≥ s+1, alors il y a
⌊
n−1
k

⌋s↑
r

possibili-
tés de partitionner l’ensemble [n− 1] en k listes tel que chaque liste est de taille
≥ s et que les r premiers éléments sont dans différentes listes. L’élément n (pas
vraiment utilisé) peut être inséré dans les k listes, avec n − 1 + k possibilités,
sachant qu’il peut être inséré avec l + 1 façons dans une liste {a1, . . . , al} après
les ai (i = 1, . . . , l) ou bien avant a1.
Alors, on compte dans ce cas (n− 1 + k)

⌊
n−1
k

⌋s↑
r

façons.

(b) Si l’élément n est dans une liste de taille s et que celui ci ne contient guère un
élément des r premiers éléments, alors il y a

(
n−1−r
s−1

)
façon de choisir s−1 éléments

pour être avec cet élément dans une même liste, s! possibilités de les permuter.
Tandis que les n − s éléments restants peuvent être partitionnés en k − 1 listes
(ou chaque liste est de taille ≥ s et que les r premiers éléments sont dans des
différentes listes ) avec

⌊
n−s
k−1

⌋s↑
r

façons. Donc le nombre de façons est :

s!

(
n− 1− r
s− 1

)⌊
n− s
k − 1

⌋s↑
r

.

(c) Si l’élément n est dans une liste de taille s et que celle-ci contient un élément des
r premiers éléments (ce cas est considéré seulement lorsque s ≥ 2), alors, il y a(
n−1−r
s−2

)
façons de choisir s− 2 éléments pour être avec ce même élément et dans

une même liste, r façons de choisir un élément parmi les r premiers éléments pour
être avec l’élément n dans la même liste, s! façons de permuter les éléments de
cette liste. Quand aux n−s éléments restants, ils peuvent être partitionner en k−1
listes ordonnées (tel que chaque liste est de taille ≥ s et que les r − 1 premiers
éléments sont dans des listes différentes ) avec

⌊
n−s
k−1

⌋s↑
r−1

façons. Le nombre de
façons dans ce cas est :

s!r

(
n− r − 1

s− 2

)⌊
n− s
k − 1

⌋s↑
r−1

.

Donc, on voit clairement que le nombre de partitions est :⌊
n

k

⌋s↑
r

= (n+ k − 1)

⌊
n− 1

k

⌋s↑
r

+ s!

(
n− r − 1

s− 1

)⌊
n− s
k − 1

⌋s↑
r

+s!r

(
n− r − 1

s− 2

)⌊
n− s
k − 1

⌋s↑
r−1

.
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Proposition 26. Soient n, k, s et r des entiers positifs, 1 ≤ sr ≤ sk ≤ n, on a⌊
n+ r

k + r

⌋s↑
r

=
∑
j≥0

(
n

j

)⌊
n− j
k

⌋s↑
0

⌊
j + r

r

⌋s↑
r

.

Démonstration. Pour un j fixé, il y a
(
n
n−j

)⌊
n−j
k

⌋s↑
0

manière de former k listes (cha-
cune de taille ≥ s) en utilisant seulement les n − j éléments restant de l’ensemble
{r + 1, . . . , n+ r}.

Pour former les r listes restantes, il y a
⌊
j+r
r

⌋s↑
r

façons de former r listes (chacune de
taille ≥ s) en utilisant les j éléments de l’ensemble {r + 1, . . . , n+ r} et les éléments de
l’ensemble [r] (pas vraiment utilisé), où chaque liste contient un élément de l’ensemble
[r].

Donc, le nombre de partitions ordonnées est obtenu par⌊
n+ r

k + r

⌋s↑
r

=
∑
j≥0

(
n

n− j

)⌊
n− j
k

⌋s↑
0

⌊
j + r

r

⌋s↑
r

.

Proposition 27. Soient n, k, s et r des entiers positifs, 1 ≤ sr ≤ sk ≤ n, on a⌊
n

k

⌋s↑
r

=
∑
j≥s

j!

(
n− r
j − 1

)⌊
n− j
k − 1

⌋s↑
r−1

.

Démonstration. Pour partitionner l’ensemble [n] en k listes ordonnées non vides de
taille ≥ s et que les r premiers éléments doivent être dans des différentes listes, de plus,
l’élément r appartient à une liste de cardinalité j ≥ s.

Il y a j!
(
n−r
j−1

)⌊
n−j
k−1

⌋s↑
r−1

façons, où

(a)
(
n−r
j−1

)
est le nombre de façons de choisir les j−1 éléments parmi les (n− 1)−(r − 1)

éléments (pas dans les r− 1 premiers éléments) pour être dans la même liste que
l’élément r,

(b) j! est le nombre de façons de permuter les éléments de cette liste,

(c)
⌊
n−j
k−1

⌋s↑
r−1

est le nombre de façons de partitionner les n − j éléments restants en
k − 1 listes tel que chaque liste est de cardinalité ≥ s et que les r − 1 premiers
éléments doivent être dans des différentes listes.

Remarque 28. En posant s = 1 dans la Proposition 27, il en résulte le Théorème 3
dans l’article [4].
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Proposition 29. Soient n, k, s et r des entiers positifs, 1 ≤ sr ≤ sk ≤ n, on a⌊
n

k

⌋s↑
r

−
⌊
n

k

⌋s↑
r+1

= r
∑
j≥s

j!

(
n− r − 1

j − 2

)⌊
n− j
k − 1

⌋s↑
r−1

.

Démonstration. Le nombre de partitions d’un ensemble de n éléments en k listes non
vides de taille ≥ s et que les r premiers éléments doivent être dans différentes listes
sauf l’élément r + 1, est

⌊
n
k

⌋s↑
r
−
⌊
n
k

⌋s↑
r+1

.

Ce nombre peut être obtenu en considérant que l’élément r + 1 est dans l’une des
r listes qui contient un des r premiers éléments.

Donc, l’élément r + 1 peut être avec l’élément i, (i = 1, ..., r), dans une liste de
cardinalité j avec j!r

(
n−r−1
j−2

)⌊
n−j
k−1

⌋s↑
r−1

façons, où

(a)
(
n−r−1
j−2

)
est le nombre de façons de choisir j−2 éléments parmi les n−r−1 derniers

éléments pour être dans la même liste que l’élément i et l’élément r + 1,

(b) j! est le nombre de possibilités de permuter les éléments de cette liste,

(c)
⌊
n−2−j
k−1

⌋s↑
r−1

est le nombre de façons de partitionner n − j éléments restants en
k − 1 listes ordonnées tel que chaque liste est de cardinalité ≥ s et que les r − 1
premiers éléments sont dans des listes différentes,

(d) r est le nombre de façons de choisir l’élément i parmi les r premiers éléments pour
qu’il puisse être dans la même liste que l’élément r + 1.

Ainsi, le nombre de partitions est⌊
n

k

⌋s↑
r

−
⌊
n

k

⌋s↑
r+1

= r
∑
j≥s

j!

(
n− r − 1

j − 2

)⌊
n− j
k − 1

⌋s↑
r−1

.

Remarque 30. Pour s = 1, on déduit du Théorème 19, l’identité suivante⌊
n

k

⌋
r

:=

⌊
n

k

⌋1↑
r

=
(n− r)!
(k − r)!

∑
n1+···+nk=n+r−k

n1 · · ·nr,

et du Corollaire 21 l’identité (1.3).

De plus, on déduit de la Proposition 29, l’expression suivante⌊
n

k

⌋
r

−
⌊
n

k

⌋
r+1

= r
∑
j≥1

j!

(
n− r − 1

j − 2

)⌊
n− j
k − 1

⌋
r−1

.
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Pour r = 0, on obtient les nombres s-dégénérés Lah
⌊
n
k

⌋s↑
:=
⌊
n
k

⌋s↑
0
, et Il en résulte

de la Proposition 25 ainsi que du Corollaire 20 les expressions suivantes⌊
n

k

⌋s↑
= (n+ k − 1)

⌊
n− 1

k

⌋s↑
+ s!

(
n− 1

s− 1

)⌊
n− s
k − 1

⌋s↑
,⌊

n

k

⌋s↑
=

n!

k!

(
n− 1− (s− 1) k

k − 1

)
, n ≥ sk > 0.



CHAPITRE 3

LES POLYNÔMES POTENTIELS
GÉNÉRALISÉS ET LES POLYNÔMES

PARTIELS R-BELL

"Est rigoureuse toute de-
monstration, qui, chez tout lec-
teur suffisamment instruit et
préparé, suscite un état d’evi-
dence qui entraîne l’adhésion."

René Thom

36
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Introduction
L’objet de ce chapitre est de trouver des expressions simplifiées des polynômes po-

tentiels généralisés. Pour pallier à ces polynômes, nous nous sommes intéressés aux
travaux faits par Howard [18] et Cenkci [9] et pour y remédier nous avons fait appel
aux polynômes partiels r-Bell définis par Mihoubi et al. [24].

Un des intérêts de cette généralisation est de mettre en valeur les différents aspects
combinatoires liants les polynômes potentiels généralisés avec les polynômes partiels r-
Bell. Cela permet aussi de voir à quel point les propriétés de ces polynômes peuvent
s’étendre ou non à un contexte plus général.

Pour montrer tout cela, nous donnons quelques notions comportants des définitions
et propriétés nécessaires dont nous aurons besoin tout au long du chapitre.

1 Quelques notions de base
Soit la définition d’un polynôme potentiel donnée comme suit

Definition 31. Les polynômes potentiels associés aux variables indépendantes sont
définis par ∑

n≥0

F (α)
n

tn

n!
=

( as
s!
ts

F (t)

)α
,

avec

F (α)
n =

αn+1

n!

n∑
j=0

(−1)j
(
n

j

)
F

(−j)
n

α + j
.

Howard [18] associa les polynômes potentiels avec les polynômes partiels de Bell
(définis dans le premier chapitre) par les identités suivantes :

Pour s ≥ 1,

F (−k)
n =

(
s!

as

)k
n!k!

(n+ sk)!
Bn+sk,k

(
s−1

0, . . . , 0, as, as+1, ...

)
, k ∈ N,

et pour s ≥ 0,

F (α)
n =

n∑
j=0

(
s!

as

)j
n!

(n+ sj)!
Bn+sj,j

(
s

0, . . . , 0, as+1, as+2, ...

)
(−α)j . (3.1)

Cenkci [9] présenta une forme plus générale que cette dernière sur les polynômes
potentiels et les définit via la fonction génératrice exponentielle suivante
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∑
n≥0

F (α)
n (x)

tn

n!
=

( as
s!
ts

F (t)

)α
exp (xt) ,

où F (α)
n (0) = F

(α)
n , lorsque x = 0.

Les polynômes potentiels F (α)
n (x) satisfont la relation

F (α)
n (x) =

n∑
j=0

(
n

j

)
xn−jF

(α)
j .

Ces polynômes peuvent être représentés par les polynômes partiels de Bell via la relation
suivante [9, Théoreme 3.1]

F (α)
n (x) =

n∑
j=0

(−1)j
(
α + j − 1

j

)(
s!

as

)j n−j∑
l=0

(
n

l + j

)
xn−j−l

×
(
α + j + l

l

)
(l + j)!j!

(l + j + sj)!
Bl+j+sj,j

(
s

0, . . . , 0, as, as+1, ...

)
.

Par analogie aux différents travaux cités précédemment, nous donnons des expres-
sions plus générales que ces derniers sur les polynômes potentiels généralisés, pour notre
cas, on l’effectuera en fonction des polynômes partiels r-Bell [24].

En effet, pour ce faire, donnons d’abord la définition suivante

Definition 32. Soient (an;n ≥ 1) et (bn;n ≥ 1) deux suites d’entiers non négatifs. Les
polynômes partiels r-Bell notés par

B
(r)
n+r,k+r (al; bl) := B

(r)
n+r,k+r (a1, a2, . . . ; b1, b2, . . .) .

comptent le nombre de partitions de l’ensemble (n+ r) en (k + r) blocs, tel que :

— Les r premiers éléments sont dans différents blocs.
— Chaque bloc de cardinalité i et qui ne contient aucun élément des r premiers

éléments, peut être coloré avec ai couleurs.
— Chaque bloc de cardinalité i et qui contient un élément des r premiers éléments,

peut être coloré avec bi couleurs.

Les blocs avec 0 couleur ne seront pas pris en considération dans les partitions.

Fonction Génératrice

Les polynômes partiels r-Bell sont définis analytiquement par la fonction génératrice
exponentielle donnée par
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∑
n≥k

B
(r)
n+r,k+r (al; bl)

tn

n!
=

1

k!

(∑
j≥1

aj
tj

j!

)k(∑
j≥0

bj+1
tj

j!

)r

. (3.2)

Ces polynômes sont caractérisés par cette formule

B
(r)
n,k (a1, a2, . . . ; b1, b2, . . .) =

(n− r)!
(k − r)!

×
∑

n1+...+nk=n+r−k

bn1+1 . . . bnr+1

n1! . . . nr!

anr+1+1 . . . ank+1

(nr+1 + 1)! . . . (nk + 1)!
,

et peuvent être exprimés à l’aide des polynômes partiels de Bell par

B
(r)
n+r,k+r (al; bl) =

(
n+ r

r

)−1 n∑
j=k

(
n+ r

j

)
Bj,k(al)Bn+r−j,r(lbl).

Les polynômes partiels r-Bell peuvent être exprimés en termes de

— nombres r-Stirling de première espèce[
n

k

]
r

= B
(r)
n,k ((i− 1)!; (i− 1)!) ,

— nombres r-Stirling de seconde espèce

{
n

k

}
r

= B
(r)
n,k (1; 1) ,

— nombres r-Lah ⌊
n

k

⌋
r

= B
(r)
n,k ((i)!; (i)!) .

Remarque 33. Pour r = 0, on obtient les polynômes partiels de Bell.

Pour obtenir d’autres expressions sur les polynômes potentiels généralisés, nous
avons besoin du théorème présenté ci-dessous représentant la formule de Melzak. Étant
donné que la démonstration de cette formule est basée sur l’interpolation de Lagrange,
nous proposons alors une nouvelle démonstration basée sur les fractions rationnelles
classiques.

Théorème 34 (Formule de Melzak). Pour tout entier p ≥ 0, on a

g (x+ α) = α

(
α + p

p

) p∑
j=0

(−1)j
(
p

j

)
g (x− j)
α + j

, (3.3)

où g est un polynôme de degré ≤ p.
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Démonstration. Du fait que g (x+ α) est un polynôme de degré ≤ p par rapport à α,
alors

g (x+ α)

α (α + 1) (α + p)
=

p∑
j=0

aj
α + j

.

On multiplie ces égalités par (α + k), on obtient

(α + k) g (x+ α)

α (α + 1) (α + p)
=

p∑
j=0

aj (α + k)

α + j
.

On fait tendre α par −k, il en résulte alors

ak =
g (−k + x)

(−1)kk! (p− k)!
=

(−1)k

p!

(
p

k

)
g (−k + x) .

D’où
g (x+ α)

α (α + 1) (α + p)
=

1

p!

p∑
j=0

(−1)j
(
p

j

)
g (−j + x)

α + j
,

ou bien

g (x+ α) = α

(
α + p

p

) p∑
j=0

(−1)j
(
p

j

)
g (−j + x)

α + j
.

2 Les polynômes potentiels généralisés
Soit s un entier non négatif, on pose

F (t) =
∑
n≥s

an
tn

n!
, h (t) =

∑
n≥1

hn
tn

n!
, exp (xh (t)) = 1 +

∑
n≥1

fn (x)
tn

n!
.

Notons que fn (x) désigne un polynôme de degré au plus n. En effet,

1 +
∑
n≥1

fn (x)
tn

n!
= exp (xh (t)) = 1 +

∑
k≥1

xkhk (t)

k!

= 1 +
∑
k≥1

xk
∑
n≥k

Bn,k (h1, h2, . . .)
tn

n!

= 1 +
∑ tn

n!
n≥1

(
n∑
k=1

Bn,k (h1, h2, . . .)x
k

)
.
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D’où,  fn(x) =
n∑
k=1

Bn,k (h1, h2, . . .)x
k, n ≥ 1

f0(x) = 1,

La suite (fn(x)) est alors une suite binomiale [11, 22], i.e.
f0(x) = 1, f ′n(0) 6= 0,

fn(x+ y) =
n∑
k=0

(
n
k

)
fk(x)fn−k(y).

Maintenant, nous allons introduire des polynômes généralisant ceux étudiés par
Howard [18] et Cenkci [9]. Nous appellerons ces polynômes "polynômes potentiels gé-
néralisés", donnés par la définition suivante

Definition 35. Les polynômes potentiels généralisés sont définis par∑
n≥0

P (α)
n (x)

tn

n!
=

( as
s!
ts

F (t)

)α
exp (xh (t)) , s ≥ 0. (3.4)

Par de simple calcul, nous obtenons la relation suivante

P (α)
n (x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
fn−k (x)F

(α)
k (3.5)

3 Expressions explicites des P (α)
n (r)

Les polynômes potentiels généralisés peuvent être obtenus de manière explicite par
le théorème suivant

Théorème 36. Soient α un nombre réel, r, k, s trois entiers positifs. Nous avons

P (−k)
n (r) =

(
s!

as

)k
n!k!

(n+ sk)!
×

B
(r)
n+r+sk,k+r

(
s−1

0, . . . , 0, as, as+1, . . . ; 1, f1, f2, . . .

)
, s ≥ 1, (3.6)

P (α)
n (r) =

n∑
j=0

(
s!

as

)j
n!

(n+ sj)!
×

B
(r)
n+r+sj,j+r

(
s

0, . . . , 0, as+1, . . . ; 1, f1, . . .

)
(−α)j , s ≥ 0, (3.7)

où fn = fn (1) .
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Démonstration. Pour démontrer la première identité, on pose x = r et α = −k dans
l’identité (3.4), on obtient

∑
n≥0

P (−k)
n (r)

tn

n!
=

(
s!

as

)k
t−sk

(∑
n≥s

an
tn

n!

)k(∑
n≥0

fn
tn

n!

)r

,

En utilisant l’identité (3.2), on déduit l’identité désirée.

Pour la seconde, on remplace le F (α)
k de l’identité (3.1) dans l’expression de P (α)

n (x)
de l’identité (3.5), on obtient

P (α)
n (r) =

n∑
k=0

(
n

k

)
fn−k (r)F

(α)
k =

n∑
j=0

(
s!

as

)j
(−α)j U (n, j) , (3.8)

où

U (n, j) :=
n∑
k=j

(
n

k

)
fn−k (r)

k!

(k + sj)!
Bk+sj,j

(
s

0, . . . , 0, as+1, as+2, ...

)
.

Pour simplifier l’expression de la suite U (n, j), la fonction génératrice exponentielle
de cette suite peut être donnée par

∑
n≥j

U (n, j)
tn

n!
=

t−sj

j!

(∑
n≥0

fn
tn

n!

)r( ∑
n≥s+1

an
tn

n!

)j

,

=
∑
m≥j

B
(r)
n+r+sj,j+r

(
s

0, . . . , 0, as+1, as+2, . . . ; 1, f1, f2, . . .

)
tm−sj

j!
.

Par identification ainsi que par un changement de variable m− sj = n, on obtient

U (n, j) =
n!

(n+ sj)!
B

(r)
n+r+sj,j+r

(
s

0, . . . , 0, as+1, as+2, . . . ; 1, f1, f2, . . .

)
,

ce qui achève la preuve.

Maintenant, en exploitant la formule de Melzak nous présentons de nouvelles ex-
pressions explicites des polynômes potentiels généralisés.

Théorème 37. Soient α un nombre réel et p, q, r, n, s des entiers non négatifs, tel
que s ≥ 1, p ≥ n . Alors, on a

P (α)
n (r) = (α + q)

(
α + p+ q

p

) p∑
j=0

(
p

j

)
(−1)j

α + q + j

(
s!

as

)j+q
× n! (j + q)!

(n+ s (j + q))!
B

(r)
n+r+s(j+q), j+q+r

(
s−1

0, . . . , 0, as, as+1, . . . ; 1, f1, f2, . . .

)
.
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Démonstration. Les relations (3.1) et (3.4) prouvent que P (α)
n (x) est un polynôme en α

de degré ≤ n. Ceci nous permet de poser dans la formule de Melzak (3.3), g (x+ α) =

F
(x+α)
n (r) afin d’obtenir

P (α−q)
n (r) = α

(
α + p

p

) p∑
j=0

(−1)j
(
p

j

)
P

(−j−q)
n (r)

α + j
.

De la relation (3.6), on a

P (−(j+q))
n (r) =

(
s!

as

)(j+q)
n! (j + q)!

(n+ s (j + q))!

×B(r)
n+r+s(j+q),j+q+r

(
s−1

0, . . . , 0, as, as+1, . . . ; 1, f1, f2, . . .

)
,

ce qui donne

P (α−q)
n (r) = α

(
α + p

p

) p∑
j=0

(−1)j

α + j

(
p

j

)(
s!

as

)(j+q)
n! (j + q)!

(n+ s (j + q))!

×B(r)
n+r+s(j+q),j+q+r

(
s−1

0, . . . , 0, as, as+1, . . . ; 1, f1, f2, . . .

)
.

Pour terminer, il suffit de remplacer α par α + q.

Remarque 38. Si on pose h(t) = t et fn(x) = xn dans le Théorème 37, on obtient le
Théorème de Cenkci [9].

Remarque 39. Lorsqu’on pose s = 1 et q = 0 dans le Théorème 37, on obtient

P (α)
n (r) = α

(
α + p

p

)(
n+ p

p

)−1 p∑
j=0

1

j! (α + j)

(
− 1

a1

)j
×(

n+ p

n+ j

)
B

(r)
n+r+j, j+r (a1, a2, . . . ; 1, f1, f2, . . .) .

et pour α = n+ 1, p = n, nous avons

P (n+1)
n (r) =

n∑
j=0

1

j!

(
− 1

a1

)j (
2n+ 1

n+ 1 + j

)
B

(r)
n+r+j, j+r (a1, a2, . . . ; 1, f1, f2, . . .) .

Théorème 40. Soient s, r, p, n, k des entiers non négatifs, tel que, r ≥ p ≥ n et
s ≥ 1 . Alors, nous avons
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P (−k)
n (y) = (y − r)

(
y + p− r

p

)
n!k!

(n+ sk)!

(
s!

as

)k p∑
i=0

(
p

i

)
(−1)i

y − r + i

×B(r−i)
n+sk+r−i, k+r−i

(
s−1

0, . . . , 0, as, as+1, . . . ; 1, f1, f2, . . .

)
,

P (−k)
n (y) =

(
s!

as

)k n∑
j=0

(
n

j

)
j!k!

(j + sk)!
fn−j (y)Bj+sk,k

(
s−1

0, . . . , 0, as, as+1, . . .

)
.

Démonstration. En posant g (x) = P
(−k)
n (x) dans la relation (3.3), nous obtenons

P (−k)
n (r + y) = y

(
y + p

p

) p∑
i=0

(−1)i
(
p

i

)
P

(−k)
n (r − i)
y + i

.

En utilisant la relation (3.6), l’identité précédente devient

F
(−k)
n (r + y) = y

(
y+p
p

) p∑
i=0

(
p
i

)
(−1)i
y+i

(
s!
as

)k
n!k!

(n+sk)!

×B(r−i)
n+sk+r−i, k+r−i

(
s−1

0, . . . , 0, as, as+1, . . . ; 1, f1, f2, . . .

)
,

ce qui induit à l’identité désirée après avoir remplacé y par y − r.

La deuxième expression de P (−k)
n (y) s’obtient facilement en combinant les relations

(3.5) et (3.6).

Théorème 41. Soient α un nombre réel et s, r, p, q, n, k des entiers non négatifs,
tel que, r ≥ p ≥ n, q ≥ n et s ≥ 1. Nous avons

P (α)
n (y) = (α + k)

(
α + q + k

q

)
(y − r)

(
y + p− r

p

) p∑
i=0

q∑
j=0

(
p

i

)(
q

j

)

× (−1)i+j

(y − r + i) (α + k + j)

(
s!

as

)k+j
n! (j + k)!

(n+ s (j + k))!

× B
(r−i)
n+sk+r+sj−i, k+r+j−i

(
s−1

0, . . . , 0, as, as+1, . . . ; 1, f1, f2, . . .

)
.

P (α)
n (y) = n! (α + k)

(
α + q + k

q

) q∑
i=0

n∑
j=0

(
q

i

)
(−1)i

α + i+ k

(
s!

as

)i+k
×

(i+ k)!

(n− j)! (j + s (i+ k))!
fn−j (y − r)Bj+s(i+k),i+k

(
s−1

0, . . . , 0, as, as+1, . . .

)
.
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Démonstration. On pose dans l’identité (3.3), g (α) = P
(α)
n (r + y). Nous obtenons,

alors

P (α−k)
n (r + y) = α

(
α + q

q

) q∑
j=0

(−1)j
(
q

j

)
P

(−j−k)
n (r + y)

α + j
.

Maintenant, il suffit de remplacer P (−j−k)
n (r + y) par les deux expressions présenter

dans le Théorème 40 et en échangeant y par y − r et α par α + k.

4 Applications
Les résultats développés dans la section précédente, conduisent immédiatement à

des applications intéressantes, nous donnons deux exemples, l’un sur les polynômes de
Narumi et l’autre sur les polynômes de Bernoulli d’ordre supérieur de première espèce.

Exemple 42. Les polynômes de Narumi notés N (α)
n (x), ont été introduit par Narumi,

sont définis par la fonction génératrice susdite dans les articles [8, p. 37], [34, 4.4] et
[31], par ∑

n≥0

N (α)
n (x)

tn

n!
=

(
t

ln (1 + t)

)α
(1 + t)x .

Rappelons que
[
n
k

]2
r
représente le nombre de permutations de n éléments en k cycles

de tailles ≥ 2, tels que les r premiers éléments sont dans différents cycles.

Soient
F (t) = h (t) = − ln (1− t) ,

sachant que

− ln (1− t) =
∑
n≥1

(n− 1)!
tn

n!
, alors, s = 1,

de plus

exp (xh (t)) =
∑
n≥0

xn
tn

n!
, alors, fn (x) = xn,

en remplaçant dans l’identité (3.4), on obtient

P (α)
n (x) = (−1)nN (α)

n (−x) .

Application du Théorème 36

Soient α un nombre réel et r, k deux entiers non négatifs, on décroche du Théorème
36 les relations suivantes

N (−k)
n (−r) = (−1)n

(
n+ k

k

)−1[
n+ r + k

r + k

]
r

,
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et

N (α)
n (−r) =

n∑
j=0

(−1)n n!

(n+ j)!

[
n+ r + j

r + j

](2)
r

(−α)j .

Application du Théorème 37

Soient r, q, p ∈ N, tel que r ≥ p ≥ n, alors on obtient du Théorème 37 les relations
suivantes

N (α)
n (−r) = (α + q)

(
α + p+ q

p

) p∑
j=0

(
p

j

)
(−1)n+j

α + q + j

(
n+ q + j

q + j

)−1
×
[
n+ r + q + j

r + q + j

]
r

.

Application du Théorème 40

Soient r, p ∈ N et r ≥ p ≥ n, il en résulte du Théorème 40 les expressions suivantes

N (−k)
n (−y) = (y − r)

(
y + p− r

p

)(
n+ k

k

)−1 p∑
i=0

(
p

i

)
(−1)n+i

y − r + i

×
[
n+ r + k − i
r + k − i

]
r−i
,

N (−k)
n (−y) =

(
n+ k

k

)−1 n∑
j=0

(
n+ k

j + k

)[
j + k

k

]
yn−j.

Exemple 43. Les polynômes de Bernoulli d’ordre supérieur de première espèce notée
B

(α)
n (x), (voir [36, 37, 40]) définis par la fonction génératrice exponentielle suivante∑

n≥0

B(α)
n (x)

tn

n!
=

(
t

exp (t)− 1

)α
exp (xt) .

Rappelons aussi que
{
n
k

}2
r
représente le nombre de partitions d’un l’ensemble à n

en k sous ensembles de tailles ≥ 2, tel que les r premiers éléments sont dans différents
sous ensembles.

Soient
F (t) = exp (t)− 1et h (t) = t,

sachant que,

exp (t)− 1 =
∑
n≥1

tn

n!
, alors, s = 1,
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d’autant plus que,

exp (xt) =
∑
n≥0

xn
tn

n!
, d’ou, fn (x) = xn,

en remplaçant dans l’identité (3.4), on obtient

P (α)
n = B(α)

n (0)

Application du Théorème 36

Soient α un nombre réel et r, k deux entiers non négatifs, il en résulte du Théorème
36 les expressions suivantes

B(−k)
n (r) =

(
n+ k

k

)−1{
n+ r + k

k + r

}
r

,

B(α)
n (r) =

n∑
j=0

n!

(n+ j)!

{
n+ r + j

j + r

}(2)

r

(−α)j .

Application du Théorème 37

Soient r, p, q ∈ N, tel que r ≥ p ≥ n, on obtient à partir du Théorème 37 les
relations suivantes

B(α)
n (r) = (α + q)

(
α + p+ q

p

) p∑
j=0

(
p

j

)
(−1)j

α + q + j

n! (j + q)!

(n+ j + q)!

{
n+ r + q + j

r + q + j

}
r

.

Application du Théorème 40

Soient r, p ∈ N, tel que r ≥ p ≥ n, il en découle du Théorème 40 les expressions
suivantes

B(−k)
n (y) = (y − r)

(
y + p− r

p

)(
n+ k

k

)−1 p∑
i=0

(
p

i

)
(−1)i

y − r + i

{
n+ r + k − i
r + k − i

}
r−i
,

B(−k)
n (y) =

(
n+ k

k

)−1 n∑
j=0

(
n+ k

j + k

){
k + j

k

}
yn−j.



CHAPITRE 4

LES NOMBRES R- WHITNEY ET LES
VALEURS AUX POINTS RATIONNELS

D’UNE CLASSE DE POLYNÔMES

"Il n’est pas nécessaire
qu’un problème de maths
ait des applications pratiques
pour qu’il soit intéressent et
il peut être très agréable pour
l’esprit d’essayer de résoudre
des questions apparemment fu-
tiles."

Axel Thue

48



Les nombres r- Whitney et les valeurs aux points rationnels d’une classe de
polynômes 49

Introduction
Dans ce chapitre, nous abordons une série de résultats relatifs aux nombres r-

Whitney et les valeurs (aux points rationnels) de quelques polynômes de type Appell.
Nous montrons à travers ces résultats qu’il est possible, en mettant en exergue toutes les
combinaisons possible entre les nombres r− whitney et une certaine classe de polynômes
(aux points rationnels), d’engendrer quelques identités.

1 Les nombres r-Whitney
Les nombres r-Whitney ont été introduits par Mëzo [21] et sont divisés en deux

espèces :

Definition 44. Les nombres r-Whitney de première espèce, notés wm,r (n, k), sont
définis par

mn (x)n =
∑
n≥0

wm,r (n, k) (mx+ r)k , r,m ∈ N.

Où les wm,r (n, k) représentent les coefficients du polynôme mn (x)n dans la base{
1, (mx+ r) , (mx+ r)2 , . . . , (mx+ r)n

}
.

Relation de récurrence

Les nombres r-Whitney de première espèce satisfont la relation de récurrence sui-
vante

wm,r (n, k) = wm,r (n− 1, k − 1) + (r + (n− 1)m)wm,r (n− 1, k) , r,m ∈ N.

Fonction génératrice exponentielle

Les nombres wm,r (n, k) ont pour fonction génératrice exponentielle l’expression ci-
dessous ∑

n≥k

wm,r (n, k)
tn

n!
=

1

k!

(
ln (1 +mt)

m

)k
(1 +mt)−

r
m , r,m ∈ N. (4.1)

Definition 45. Les nombres r-Whitney de second espèce, notésWm,r (n, k) sont définis
par

(mx+ r)n =
∑
n≥0

mkWm,r (n, k) (x)k, r,m ∈ N,

où les Wm,r (n, k) représentent les coefficients du polynôme (mx+ r)n dans la base
{1, x, x (x− 1) , . . . , (x)n} .
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Relation de récurrence

La relation de recurrence triangulaire des nombres r-Whitney de second espèce est
donnée par

Wm,r (n, k) = Wm,r (n− 1, k − 1) + (r + km)Wm,r (n− 1, k) , r,m ∈ N.

Fonction génératrice

Ces nombres ont pour fonction génératrice exponentielle∑
n≥k

Wm,r (n, k)
tn

n!
=

1

k!

(
exp (mt)− 1

m

)k
exp (rt) , r,m ∈ N. (4.2)

Remarque 46. Pour m = 1, on obtient les relations suivantes

w1,r (n, k) = (−1)n−k
[
n+ r

k + r

]
r

,

W1,r (n, k) =

{
n+ r

k + r

}
r

.

Pour plus de détails concernant ces nombres, le lecteur peut consulter les articles [3, 7,
10, 14, 21].

2 Nombres r-Whitney et valeurs rationnelles d’un po-
lynôme

Appelons qu’une suite de polynômes (Pn (x)) est de type Appell si∑
n≥0

Pn (x)
tn

n!
= f (t) expxh (t).

Dans ce paragraphe, on essaye d’évaluer certaines classes de polynômes de type Appell
aux points rationnels à l’aide des nombres r-Whitney.

Théorème 47. Soient r, m deux entiers non négatifs, avec m 6= 0 et (Pn (x)) une
suite de polynômes, tel que∑

n≥0

Pn (x)
tn

n!
= G (t) exp (xt) avec G (t) =

∑
n≥0

Pn (0)
tn

n!
.

Alors, pour ε ∈ {−1, 1} , et Pn (0) = εn
n∑
k=0

αk
{
n
k

}
, on obtient

Pn

(
ε
r

m

)
= εn

n∑
k=0

αk
Wm,r (n, k)

mn−k .
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Démonstration. La fonction génératrice de la suite de polynômes (Pn (x)) permet d’écrire
l’identité suivante

Pn

(
ε
r

m

)
=

n∑
j=0

(
n

j

)(
ε
r

m

)n−j
Pj (0) =

n∑
k=0

αkε
n

n∑
j=k

(
n

j

)( r
m

)n−j {j
k

}
. (4.3)

En posant

C (n, k) := εn
n∑
j=k

(
n
j

) (
r
m

)n−j {j
k

}
.

Il s’ensuit que la fonction génératrice exponentielle de C (n, k) est donnée par

∑
n≥0

C (n, k)
tn

n!
=

∑
j≥k

{
j

k

}
(εt)j

j!

∑
n≥j

( r
m

)n−j (εt)n−j

(n− j)!

=
mk

k!

(
exp

(
m εt

m

)
− 1

m

)k

exp

(
r
εt

m

)
= mk

∑
n≥k

Wm,r (n, k)

(
εt
m

)n
n!

.

Ce qui nous donne

C (n, k) = εn
Wm,r (n, k)

mn−k

En remplaçant dans l’identité (4.3), on obtient

Pn
(
ε s
m

)
= εn

n∑
k=0

αk
Wm,r(n,k)

mn−k .

Ce qui achève la démonstration.

Remarque 48. Sous les même hypothèses que celles du Théorème 47, si ε ∈ {−1, 1}
et

Pn (0) = εn
n∑
k=0

αk

{
n+ s

k + s

}
s

.

Nous obtenons

Pn

(
ε
r

m

)
= εn

n∑
k=0

αk
Wm,r+s (n, k)

mn−k .

Théorème 49. Soient r, m deux entiers non négatifs, avec m 6= 0 et (Qn (x)) une
suite de polynômes, tel que∑

n≥0

Qn (x)
tn

n!
= H (t) (1 + t)εx avec ε ∈ {−1, 1} et H (t) =

∑
n≥0

Qn (0)
tn

n!
.
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Alors, si Qn (0) = (−1)n
n∑
k=0

βk
{
n
k

}
, nous obtenons

Qn

(
−ε r

m

)
=

n∑
k=0

(−1)k βk
wm,r (n, k)

mn−k .

Démonstration. La fonction génératrice de la suite de polynômes (Qn (x)) permet d’ob-
tenir

Qn

(
−ε r

m

)
=

n∑
j=0

(
n

j

)(
− r

m

)
n−j

Qj (0) =
n∑
k=0

βk

n∑
j=k

(
n

j

)
(−1)j

(
− r

m

)
n−j

[
j

k

]
. (4.4)

En posant

D (n, k) :=
n∑
j=k

(
n

j

)
(−1)j

(
− r

m

)
n−j

[
j

k

]
,

la fonction génératrice de D (n, k) est donnée par

∑
n≥0

D (n, k)
tn

n!
=
∑
j≥k

[
j

k

]
(−t)j

j!

∑
n≥j

(
− r

m

)
n−j

tn−j

(n− j)!

=
1

k!
(− ln (1 + t))k (1 + t)−

r
m

= (−1)k m
k

k!

(
ln
(
1 +m

(
t
m

))
mk

)k (
1 +m

(
t

m

))− r
m

= (−1)kmk
∑
n≥k

wm,r (n, k)

(
t
m

)n
n!

.

Ce qui montre que

D (n, k) = (−1)k wm,r (n, k)
mn−k

En remplaçant dans l’Identité (4.4), on obtient

Qn

(
− r

m

)
=

n∑
k=0

(−1)k βk
wm,r (n, k)

mn−k ,

comme il fallait le prouver, le théorème est démontré.
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3 Application aux polynômes B(k)
n (x), C(k)

n (x), Ĉ(k)
n (x)

Les polynômes poly-Bernoulli B(k)
n (x) , les polynômes poly-Cauchy de première es-

pèce C(k)
n (x) ainsi que les polynômes poly-Cauchy de seconde espèce Ĉ(k)

n (x) sont
caractérisés par les fonctions génératrices exponentielles suivantes∑

n≥0

B(k)
n (x)

tn

n!
=

exp (xt)

1− exp (−t)
Lik (1− exp (−t)) , k ∈ Z, (4.5)

∑
n≥0

C(k)
n (x)

tn

n!
=

1

(1 + t)x
Lifk (ln (1 + t)) , k ∈ Z, (4.6)

∑
n≥0

Ĉ(k)
n (x)

tn

n!
= (1 + t)x Lifk (− ln (1 + t)) , k ∈ Z. (4.7)

Sachant que

B(k)
n := B(k)

n (0) , C(k)
n := C(k)

n (0) , Ĉ(k)
n := Ĉ(k)

n (0) ,

et que

Lik (z) :=
∑
j≥0

zj

(j + 1)k
, Lifk (z) :=

∑
j≥0

zj

j! (j + 1)k
,

sont, respectivement, la fonction polylogarithme d’ordre k et la fonction polylogarithme
factorielle d’ordre k.

D’autant plus que

B(k)
n = (−1)n

n∑
j=0

(−1)j j!
(j + 1)k

{
n

j

}
, k ∈ Z,

B(−k)
n =

min(n,k)∑
j=0

(j!)2
{
k + 1

j + 1

}{
n+ 1

j + 1

}
, k ∈ N,

C(k)
n = (−1)n

n∑
j=0

(−1)j

(j + 1)k

[
n

j

]
, k ∈ Z,

Ĉ(k)
n = (−1)n

n∑
j=0

1

(j + 1)k

[
n

j

]
, k ∈ Z.

Les identités ci-dessus permettent d’évaluer ces polynômes aux points rationnels,
comme suit
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Corollaire 50. Soient r,m deux entiers positifs, avec m 6= 0, nous avons

C(k)
n

( r

m

)
=

n∑
j=0

1

(j + 1)k
wm,r (n, j)

mn−j , k ∈ Z,

Ĉ(k)
n

(
− r

m

)
=

n∑
j=0

(−1)j

(j + 1)k
wm,r (n, j)

mn−j k ∈ Z,

B(k)
n

(
− r

m

)
= (−1)n

n∑
j=0

(−1)j j!
(j + 1)k

Wm,r (n, j)

mn−j , k ∈ Z,

B(−k)
n

( r
m

)
=

min(n,k)∑
j=0

(j!)2
{
k + 1

j + 1

}
Wm,r (n+ 1, j + 1)

mn−j , k ∈ N.

Démonstration. On commence par démontrer la première identité du corollaire.

Pour y remédier, nous utilisons les fonctions génératrices (4.1), (4.6) ainsi que les
changements de variables (t = mt) et (x = −r

m
), pour obtenir l’expression suivante

∑
n≥0

C(k)
n

( r
m

) (mt)n

n!
=

1

(1 +mt)r/m

∑
j≥0

(ln (1 +mt))j

j! (j + 1)k

Par de simple calcul, nous obtenons

∑
n≥0

C(k)
n

( r
m

) (mt)n

n!
=
∑
j≥0

mj

(j + 1)k

[
1

j!

(
ln (1 +mt)

m

)j
(1 +mt)−

r
m

]

=
∑
j≥0

mj

(j + 1)k

∑
n≥k

wm,r (n, j)
tn

n!

=
∑
n≥0

tn

n!

n∑
j=0

mj

(j + 1)k
wm,r (n, j) .

Par identification, il en résulte que

C(k)
n

( r

m

)
=

n∑
j=0

1

(j + 1)k
wm,r (n, j)

mn−j .

Ce qui achève la démonstration de la première identité.

Pour la deuxième identité, nous utilisons les fonctions génératrices (4.1), (4.7) et
les changements de variables (t = mt) et (x = −r

m
), on obtient
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∑
n≥0

Ĉ(k)
n

(
− r

m

) (mt)n

n!
= (1 +mt)−r/m

∑
j≥0

(− ln (1 +mt))j

j! (j + 1)k

=
∑
j≥0

(−m)j

(j + 1)k

[
1

j!

(
ln (1 +mt)

m

)j
(1 +mt)−

r
m

]

=
∑
j≥0

(−m)j

(j + 1)k

∑
n≥k

wm,r (n, j)
tn

n!

=
∑
n≥0

tn

n!

n∑
j=0

(−m)j

(j + 1)k
wm,r (n, j) .

Donc

Ĉ(k)
n

(
− r

m

)
=

n∑
j=0

(−1)j

(j + 1)k
wm,r (n, j)

mn−j .

Ce qui achève la démonstration.

Pour démontrer la troisième identité, nous utilisons les fonctions génératrices (4.2),
(4.5) et les changements de variables (t = mt) et (x = −r

m
), on a

∑
n≥0

B(k)
n

(
− r

m

) (mt)n

n!
= exp (−rt)

∑
j≥0

(1− exp (−mt))j

(j + 1)k
,

par de simple calcul, nous obtenons

∑
n≥0

B(k)
n

(
− r

m

) (mt)n

n!
=
∑
j≥0

j! (−m)j

(j + 1)k

[
1

j!

(
exp (−mt)− 1

m

)j
exp (−rt)

]

=
∑
j≥0

j! (−m)j

(j + 1)k

∑
n≥j

Wm,r (n, j)
(−t)n

n!

=
∑
n≥0

tn

n!
(−1)n

n∑
j=0

j! (−m)j

(j + 1)k
Wm,r (n, j) .

Par identification, il en résulte que

B(k)
n

(
− r

m

)
= (−1)n

n∑
j=0

(−1)j j!
(j + 1)k

Wm,r (n, j)

mn−j .

Ce qui achève la démonstration de la troisième identité.

La démonstration de la quatrième identité se fait sous les mêmes hypothèses que la
précédente.
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4 Application aux polynômes Eα
n (x;λ) et Eαn (x;λ)

Les polynômes d’Euler généralisés notés Eα
n (x;λ) sont définis par la fonction géné-

ratrice suivante∑
n≥0

E(α)
n (x;λ)

tn

n!
=

(
1− λ

exp (t)− λ

)α
exp (xt) , |t| < π, λ 6= 1,

et sont caractérisés par l’identité suivante

E(α)
n (0;λ) =

n∑
j=0

(−1)j

(1− λ)j
(α)j

{
n

j

}
.

Les polynômes d’Apostol Euler notés E (α)n (x;λ) sont caractérisés par la fonction géné-
ratrice ci-dessus∑

n≥0

E (α)n (x;λ)
tn

n!
=

(
2

λ exp (t) + 1

)α
exp (xt) , |t| < |ln (−λ)| .

Ces polynômes admettent la relation suivante

E (α)n (0;λ) =

(
2

λ+ 1

)α n∑
j=0

(−1)j

(λ+ 1)j
(α)j

{
n

j

}
.

Pour plus de détails concernant ces nombres, le lecteur peut s’y référer aux articles
suivants [20, 36].

A l’aide de ces identités, le Théorème 47 montre que

Corollaire 51. Soient r,m deux entiers non négatifs, m 6= 0, nous avons

E(α)
n

(
− r

m
;λ
)
=

n∑
j=0

(−1)j

(1− λ)j
(α)j

Wm,r (n, j)

mn−j ,

E (α)n

(
− r

m
;λ
)
=

(
2

λ+ 1

)α n∑
j=0

(−1)j

(λ+ 1)j
(α)j

Wm,r (n, j)

mn−j .

5 Application aux polynômes Bn (x) et bn (x)
Les polynômes de Bernoulli des deux espèces (notés Bn (x), respectivement, bn (x))

sont définis par les fonctions génératrices suivantes∑
n≥0

Bn (x)
tn

n!
=

t

exp (t)− 1
exp (xt) et

∑
n≥0

bn (x) t
n =

t

ln (1 + t)
(1 + t)x ,

ainsi que par les relations suivantes ([15, p. 560] et [32])

Bn := Bn (0) =
n∑
j=0

(−1)j j!
j + 1

{
n

j

}
et bn := bn (0) =

(−1)n

n!

n∑
j=0

(−1)j

j + 1

[
n

j

]
.
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Ces identités vont nous permettre d’évaluer ces polynômes aux points rationnels, en
appliquant le Théorème 47 et/ou le Théorème 49 pour avoir

Corollaire 52. Soient r,m ∈ N, m 6= 0, nous avons

Bn

( r
m

)
=

n∑
j=0

(−1)j j!
j + 1

Wm,r (n, j)

mn−j et bn

(
− r

m

)
=

1

n!

n∑
j=0

1

j + 1

wm,r (n, j)

mn−j .

Remarque 53. Pour m = 1, toutes les identités exposées dans les derniers corollaires
deviennent :

B(k)
n (−r) =

n∑
j=0

(−1)n−j j!
(j + 1)k

{
n+ r

j + r

}
r

, k ∈ Z,

B(−k)
n (r) =

min(n,k)∑
j=0

(j!)2
{
k + 1

j + 1

}{
n+ 1 + r

j + 1 + r

}
r

, k ∈ N,

C(k)
n ( r) =

n∑
j=0

(−1)n−j

(j + 1)k

[
n+ r

j + r

]
r

, k ∈ Z,

Ĉ(k)
n (−r) =

n∑
j=0

(−1)n

(j + 1)k

[
n+ r

j + r

]
r

, k ∈ Z,

E(α)
n (−r;λ) =

n∑
j=0

(−1)j (α)j
(1− λ)j

{
n+ r

j + r

}
r

,

E (α)n (−r;λ) =
(

2

λ+ 1

)α n∑
j=0

(−1)j (α)j
(λ+ 1)j

{
n+ r

j + r

}
r

,

Bn (r) =
n∑
j=0

(−1)j j!
j + 1

{
n+ r

j + r

}
r

,

bn (−r) =
1

n!

n∑
j=0

(−1)n−j

j + 1

[
n+ r

j + r

]
r

.



CHAPITRE 5

QUELQUES IDENTITÉS VIA LES
FONCTIONS GÉNÉRATRICES

"Il n’y a pas des problèmes
qu’on se pose, il y a des pro-
blèmes qui se posent. Il n’y a
pas de problèmes résolus, il y a
seulement des problèmes plus
ou moins résolus."

Jules Henri Poincaré

58
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Introduction
Soit f un polynôme de degré au plus d, alors il existe un polynôme P de degré au

plus d, tel que ∑
n≥0

f(n)xn =
P (x)

(1− x)d+1
, [38]. (5.1)

Ce résultat découle du fait qu’on a∑
n≥0

nkxn = xk
∑
n≥0

n!

(n− k)!
xn−k

= xk
dk

dxk

(∑
n≥0

xn

)

= xk
dk

dxk

(∑
n≥0

1

1− x

)

=
k!xk

(1− x)k+1
.

On sait que les polynômes de Bell à une seule variable admettent la formule de Dobinski
[13] donnée par

Bn (x) = exp (−x)
∞∑
i=0

in

i!
xi, (5.2)

où Bn (x) désigne le polynôme de Bell [22].

1 Fonctions génératrices remarquables
Dans ce paragraphe, on expose le résultat principal du chapitre, il comporte deux

simples identités sur les fonctions génératrices, la première identité exprime une fonc-
tion génératrice exponentielle généralisant la formule de Dobinski (5.2) et la deuxième
exprime une fonction génératrice ordinaire comme une application de la formule (5.1).
Ces deux identités présentent quelques applications qui aboutissent à de nouvelles iden-
tités.

Proposition 54. Soient f et h deux series entières, avec f (0) = 1. Nous avons∑
n≥0

Dk
t=0 ( h (t) (f (t))

n)
xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

Dk
t=0

(
h (t) (f (t)− 1)j

) xj
j!
,

∑
n≥0

Dk
t=0 ( h (t) (f (t))

n)xn =
1

(1− x)k+1

k∑
j=0

Dk
t=0

(
h (t) (f (t)− 1)j

)
xj

× (1− x)k−j .
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Démonstration. Compte tenu des deux égalités suivantes

h (t) exp (xf (t)) = exp (x)h (t) exp (x (f (t)− 1)) ,

h (t)

1− xf (t)
=

1

1− x
h (t)

1− x
1−x (f (t)− 1)

,

nous obtenons∑
n≥0

h (t) (f (t))n
xn

n!
= exp (x)

∑
j≥0

h (t) (f (t)− 1)j
xj

j!
,

∑
n≥0

h (t) (f (t))n xn =
1

1− x
∑
j≥0

h (t) (f (t)− 1)j
(

x

1− x

)j
.

Donc∑
n≥0

Dk
t=0 ( h (t) (f (t))

n)
xn

n!
= exp (x)

∑
j≥0

Dk
t=0

(
h (t) (f (t)− 1)j

) xj
j!
,

∑
n≥0

Dk
t=0 ( h (t) (f (t))

n)xn =
1

1− x
∑
j≥0

Dk
t=0

(
h (t) (f (t)− 1)j

)( x

1− x

)j
.

Ainsi, nous obtenons le résultat attendu.

Pour obtenir d’autres expressions que celles de la proposition 54, on a été amené
à utiliser les polynômes partiels de Bell (définit dans le premier chapitre), dans la
mesure où, ils permettent de donner naissance à plusieurs identités sur certaines suites
de nombres.

Corollaire 55. Soit (an) une suite de nombres réels non négatifs, avec a0 = 1.
On a ∑

n≥0

(
n+ k

n

)−1
Bn+k,n (iai−1)

xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

Bk,j (ai)x
j,

∑
n≥0

(
n+ k

n

)−1
Bn+k,n (iai−1)x

n =
1

(1− x)k+1

k∑
j=0

j!Bk,j (ai)x
j (1− x)k−j .

Démonstration. Lorsqu’on pose dans la Proposition 54, h (t) = 1 et f (t) = 1+
∑
j≥1
aj

tj

j!
,

on obtient ∑
n≥0

Dk
t=0 (f (t))

n x
n

n!
= exp (x)

∑
j≥0

Dk
t=0 (f (t)− 1)j

xj

j!
, (5.3)

∑
n≥0

Dk
t=0 (f (t))

n xn =
1

1− x
∑
j≥0

Dk
t=0 (f (t)− 1)j

(
x

1− x

)j
. (5.4)
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On a, d’une part

(tf (t))n =

(
1 +

∑
j≥0

aj
tj

j!

)n

=

(∑
j≥0

aj
tj+1

j!

)n

,

=

(∑
i≥1

iai−1
ti

i!

)n

= n!
∑
j≥n

Bj,n (iai−1)
tj

j!
,

ce qui montre que

fn (t) = n!
∑
j≥n

Bj,n (iai−1)
tj−n

j!
,

par le changement de variable j − n = k, on obtient

fn (t) = n!
∑
k≥0

Bk+n,n (iai−1)
tk

(k + n)!

=
∑
k≥0

(
n+ k

k

)−1
Bk+n,n (iai−1)

tk

k!
.

Ainsi,

Dk
t=0 (f (t))

n =
∑
k≥0

(
n+ k

k

)−1
Bk+n,n (iai−1)

tk

k!
. (5.5)

D’autre part, on a

(f (t)− 1)j =

(∑
i≥1

ai
ti

i!

)j

= j!
∑
k≥j

Bk,j (ai)
tk

k!
,

Donc

Dk
t=0 (f (t)− 1)j = Dk

t=0

(∑
i≥1

ai
ti

i!

)j

= j!
∑
k≥j

Bk,j (ai)
tk

k!
. (5.6)

Pour terminer, il faut juste remplacer les deux identités (5.5) et (5.6) dans les relations
(5.3) et (5.4).

Corollaire 56. Soit (an) une suite de nombres réels non négatifs, avec a0 = 1 et soit

u (n, k) =

(
n+ k

n

)−1
Bn+k,n (iai−1) .

Alors, la suite (u (n, k) ;n ≥ 0) est convexe.
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Démonstration. Nous avons d’après le Corollaire 55, la formule suivante∑
n≥0

u (n, k)
xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

Bk,j (ai)x
j.

Alors

d2

dx2

(
exp (x)

k∑
j=0

Bk,j (ai)x
j

)
=
∑
n≥0

( u (n, k)− 2u (n+ 1, k) + u (n+ 2, k))
xn

n!
,

Donc, ceci prouve que

u (n+ 2, k) + u (n, k)− 2u (n+ 1, k) ≥ 0.

Ainsi, la suite (u (n, k) ;n ≥ 0) est convexe.

2 Quelques applications
Maintenant, nous allons appliquer les résultats précèdent afin d’obtenir plusieurs

identités remarquables.

2.1 Application aux suites de type binomial

Les suites de type binomial notées gn (λ) ont été introduites par Mihoubi[24] et sont
définies par

gn (λ) =

{
λ

an+λ
fn (an+ λ) , n ∈ N∗

1, n = 0

En appliquant la Proposition (54), on obtient les identités suivantes

Corollaire 57. Soit (fn (λ)) une suite de type binomial, tel que∑
n≥0

nλ

ak + nλ
fk (ak + nλ)

xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

Bk,j

(
λ

ai+ λ
fi (ai+ λ)

)
xj,

∑
n≥0

nλ

ak + nλ
fk (ak + nλ)xn =

1

(1− x)k+1

k∑
j=0

j!Bk,j

(
λ

ai+ λ
fi (ai+ λ)

)
× xj (1− x)k−j .

Démonstration. Lorsqu’on pose dans la Proposition (54), h (t) = 1 et f (t) = (F (t))λ =

1 +
∑
j≥0
fj (λ)

tj

j!
, on a

Dk
t=0

(
F nλ (t)

)
= Dk

t=0

(∑
l≥1

fl (λ)

)j
 ,

fk (nλ) = j!Bk,j (fi (λ)) .
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Par conséquent, on obtient∑
n≥0

fk (nλ)
xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

Bk,j (fi (λ))x
j,

∑
n≥0

fk (nλ)x
n =

1

(1− x)k+1

k∑
j=0

j!Bk,j (fi (λ))x
j (1− x)k−j .

Maintenant, il suffit juste de remplacer la suite (fn (λ)) par la suite de type binomial
gk (λ) =

λ
ak+λ

fk (ak + λ) afin d’obtenir les identités désirées.

Exemple 58. Lorsqu’on pose fn (λ) = λn dans le Corollaire 57, on obtient∑
n≥0

nλ (ak + nλ)k−1 xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

Bk,j

(
(ai+ λ)i−1

)
(λx)j ,

∑
n≥0

nλ (ak + nλ)k−1 xn = 1

(1−x)k+1

k∑
j=0

j!Bk,j

(
(ai+ λ)i−1

)
×xj (1− x)k−j .

Exemple 59. Lorsqu’on pose fn (λ) = (λ)n = n!
(
λ
n

)
dans le Corollaire 57, on obtient

k!
∑
n≥0

nλ

ak + nλ

(
ak + nλ

k

)
xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

Bk,j

(
λ

ai+ λ

(
ai+ λ

i

)
i!

)
xj,

k!
∑
n≥0

nλ

ak + nλ

(
ak + nλ

k

)
xn =

1

(1− x)k+1

k∑
j=0

j!Bk,j

(
λ

ai+ λ

(
ai+ λ

i

)
i!

)
× xj (1− x)k−j .

2.2 Application aux nombres r-Lah

On sait que d’après la Proposition (13), les nombres r- Lah peuvent être écrits sous
la forme suivante

k∑
j=0

⌊
k + r

j + r

⌋
r

1

xj
= (−1)k xk+2r exp

(
−1

x

)
dk

dxk

(
1

x2r
exp

(
1

x

))
.

En appliquant la Proposition (54), il en résulte les expressions suivantes

Corollaire 60. Nous avons
k∑
j=0

⌊
k + r

j + r

⌋
r

xj =
exp (−x)
x2r−1

dk

dxk
(
x2r+k−1 exp (x)

)
,

k∑
j=0

j!

⌊
k + r

j + r

⌋
r

xj (1− x)k−j = (−1)k (1− x)
k+1

x2r−1
dk

dxk

(
x2r+k−1

1− x

)
.
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En particulier, pour r = 0, les nombres de Lah satisfont
k∑
j=0

⌊
k

j

⌋
xj = x exp (−x) dk

dxk
(
xk−1 exp (x)

)
,

k∑
j=0

j!

⌊
k

j

⌋
xj (1− x)k−j = (−1)k x (1− x)k+1 dk

dxk

(
xk−1

1− x

)
.

Démonstration. Le résultat s’obtient en posant dans la Proposition 54 f (t) = (1− t)−1
et h (t) = (1− t)−2r, sachant que∑

n≥0

(2r + n+ k − 1)k
xn

n!
=

exp(−x)

x2r−1
dk

dxk
(
x2r+k−1 exp (x)

)
,

∑
n≥0

(2r + n+ k − 1)k xn =
1

x2r−1
dk

dxk

(
x2r+k−1

1− x

)
.

2.3 Application aux nombres m-tronqués Lah

A présent, nous appliquons le Corollaire 55 pour obtenir d’autres identités

Corollaire 61. On a∑
n≥0

(
n+ k

n

)−1⌊
n+ k

n

⌋(m)↓
xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

⌊
k

j

⌋m↓
xj, (5.7)

∑
n≥0

(
n+ k

n

)−1⌊
n+ k

n

⌋(m)↓

xn =
1

(1− x)k+1

k∑
j=0

j!

⌊
k

j

⌋m↓
xj (1− x)k−j .

Démonstration. Si on pose ai = i! tel que i ≤ m. Alors, il en découle des polynômes
partiels de Bell les expressions suivantes

Bk+n,n (iai−1) = Bk+n,n (1!, 2!, . . . ,m!, 0, 0, . . .) =

⌊
k + n

n

⌋(m)↓

,

Bk,j (ai) = Bk,j (1!, . . . ,m!, 0, 0, . . .) =

⌊
k

j

⌋m↓
.

Pour avoir le résultat attendu, il suffit juste de remplacer ses expressions dans le Co-
rollaire 55 .

Remarque 62. Il en résulte de l’identité 5.7, la formule suivante⌊
n+ k

n

⌋(m)↓

=
(n+ k)!

k!

min(n,k)∑
j=0

1

(n− j)!

⌊
k

j

⌋m↓
, m ≥ k.
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2.4 Application aux nombres de Lah associés

En posant f (t) = (1− t)−s et h (t) = 1, et en vertu de la Proposition (54) on trouve
les expressions suivantes

Corollaire 63. Nous avons∑
n≥0

(sn)k
xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

Ls (k, j)x
j, (5.8)

∑
n≥0

(sn)k xn =
1

(1− x)k+1

k∑
j=0

Ls (k, j)x
j (1− x)k−j .

En particulier, pour s = 1, les nombres de Lah satisfont∑
n≥0

nk
xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

⌊
k

j

⌋
xj,

∑
n≥0

nkxn =
1

(1− x)k+1

k∑
j=0

⌊
k

j

⌋
xj (1− x)k−j .

Remarque 64. On déduit de l’identité (5.8), l’expression suivante
min(n,k)∑
j=0

n!

(n− j)!
Ls (k, j) = (sn)k .

Corollaire 65. On a(
n+ k

n

)−1
Bn+k,n

(
i (s− i+ 1)i−1

)
= (sn)k .

Démonstration. En posant ai = (s− i+ 1)i dans le Corollaire (55), on trouve∑
n≥0

(
n+ k

n

)−1
Bn+k,n

(
i (s− i+ 1)i−1

) xn
n!

= exp (x)
k∑
j=0

Ls (k, j)x
j,

et par la Proposition (54), on a∑
n≥0

(sn)k
xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

Ls (k, j)x
j.

Ce qui montre que∑
n≥0

(sn)k
xn

n!
=

∑
n≥0

(
n+ k

n

)−1
Bn+k,n

(
i (s− i+ 1)i−1

) xn
n!
,

d’où le résultat.
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2.5 Application aux nombres r-Stirling de seconde espèce

En posant f (t) = exp (t) et h (t) = exp (rt), la Proposition (54), on obtient les
identités suivantes

Corollaire 66. Nous avons

∑
n≥0

(n+ r)k
xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

{
k + r

j + r

}
r

xj,

∑
n≥0

(n+ r)k xn =
1

(1− x)k+1

k∑
j=0

j!

{
k + r

j + r

}
r

xj (1− x)k−j .

2.6 Application aux nombres m-associés Stirling de second es-
pèce

Les nombres m-associés Stirling de second espèce notés
{
n
k

}m↑ sont définis par la
fonction génératrice suivante

∑
n≥0

{
n

k

}m↑
xn

n!
=

1

k!

(∑
i≥m

xi

i!

)k

, k ∈ N.

Ces nombres comptent le nombre de partitions d’un ensemble de n éléments ayant k
sous ensembles non vides de taille ≥ m.

Par application du Corollaire (55), on obtient les expressions suivantes

Corollaire 67. On a

∑
n≥0

k! (m!)n

(k + nm)!

{
k + nm

n

}m↑
xn = exp (x)

k∑
j=0

(m!)j
k!

(k + jm)!

{
k + jm

j

}m+1↑

xj,

∑
n≥0

k!n! (m!)n

(k + nm)!

{
k + nm

n

}m↑
xn =

1

(1− x)k+1

k∑
j=0

j! (m!)j
k!

(k + jm)!

{
k + jm

j

}m+1↑

× xj (1− x)k−j .

Démonstration. Du fait que ai = m!
(i+1)(i+2)···(i+m)

, nous permet d’obtenir pour la pre-
mière identité
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Bk+n,n (iai−1) = Bk+n,n

(
m!

(i+ 1) (i+ 2) · · · (i+m− 1)

)
= Dk+n

t=0

1

n!

(∑
i≥1

m!

(i+ 1) (i+ 2) · · · (i+m− 1)

ti

i!

)n

= (m!)nDk+n
t=0

1

n!

(
t−(m−1)

∑
i≥1

ti+m−1

(i+m− 1)!

)n

= (m!)nDk+n
t=0

1

n!

(
t−(m−1)

∑
i≥m

ti

i!

)n

= (m!)nDk+n
t=0

[∑
i≥m

{
i

n

}m↑
ti−n(m−1)

i!

]
.

Par un changement de variables j = i− n (m− 1), on obtient

Bk+n,n (iai−1) = (m!)nDk+n
t=0

[∑
j≥n

j!

(j + n (m− 1))!

{
j + n (m− 1)

n

}m↑
tj

j!

]

= (m!)n
(k + n)!

(k + nm)!

{
k + nm

n

}m↑
.

Quant à la deuxième identité, nous obtenons

Bk,j (ai) = Bk,j

(
m!

(i+ 1) (i+ 2) · · · (i+m)

)
= Dk

t=0

1

j!

(∑
i≥1

m!

(i+ 1) (i+ 2) · · · (i+m)

ti

i!

)j

= (m!)j Dk
t=0

1

j!

(
t−m
∑
i≥1

ti+m

(i+m)!

)j

= (m!)j Dk
t=0

1

j!

(
t−m

∑
i≥m+1

ti

i!

)j

= (m!)j Dk
t=0

 ∑
l≥(m+1)j

{
l

j

}m+1↑
tl−jm

l!

 .
Par un changement de variable i = l −mj, on obtient

Bk,j (ai) = (m!)j Dk
t=0

[∑
i≥j

i!

(i+ jm)!

{
i+mj

j

}m+1↑
ti

i!

]

= (m!)j
k!

(k + jm)!

{
k + jm

j

}m+1↑

.
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En remplaçant les deux identités dans le Corollaire 55, nous obtenons∑
n≥0

(
n+ k

k

)−1
(m!)n

(k + n)!

(k + nm)!

{
k + nm

n

}m↑
xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

(m!)j
k!

(k + jm)!

×
{
k + jm

j

}m+1↑

xj, (5.9)

∑
n≥0

(
n+ k

n

)−1
(m!)n

(k + n)!

(k + nm)!

{
k + nm

n

}m↑
xn =

1

(1− x)k+1

k∑
j=0

j! (m!)j
k!

(k + jm)!

×
{
k + jm

j

}m+1↑

xj (1− x)k−j .

Ce qui achève la démonstration.

Remarque 68. L’identité (5.9) peut être exprimer sous la forme suivante{
k +mn

n

}m↑
=

n∑
j=0

(k +mn)!

(k +mj)! (n− j)!

{
k +mj

j

}(m+1)↑

, m ≥ 1.

2.7 Application aux nombres r-Whitney de seconde espèce

En mettant f (t) = exp (mt) ainsi que h (t) = exp (rt) dans la Proposition (54),
nous obtenons le résultat suivant

Corollaire 69. Nous avons∑
n≥0

(mn+ r)k
xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

Wm,r (k, j)
(mx)j

j!
,

∑
n≥0

(mn+ r)k xn =
1

(1− x)k+1

k∑
j=0

mjWm,r (k, j)x
j (1− x)k−j .

2.8 Application aux nombres r-Whitney-Lah

Les nombres r-Whitney-Lah notés Lm,r (n, k) (voir [39]) sont définis via la fonction
génératrice suivante∑

n≥k

Lm,r (n, k)
tn

n!
=

1

k!

(
t (1−mt)−1

)k (
(1−mt)−

2
m

)r
Ces nombres satisfont la présente relation de récurrence

Lm,r(n, k) = Lm,r(n−1, k−1)+(2r+(n+k−1)m)Lm,r(n−1, k), n, k ∈ N, n ≥ k,

et ont pour formule exacte l’expression ci-dessous

Lm,r (n, k) =

(
n

k

)
mn−k

(
2r

m
+ n− 1

)n−k
.
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Corollaire 70. Nous avons

k∑
j=0

(
k

j

)(
2r

m
+ k − 1

)k−j
xj =

exp (−x)
x

2r
m
−1

dk

dxk

(
x

2r
m

+k−1 exp (x)
)
,

k∑
j=0

j!

(
k

j

)(
2r

m
+ k − 1

)k−j
xj (1− x)k−j =

(1− x)k+1

x
2r
m
−1

dk

dxk

(
x

2r
m

+k−1

1− x

)
.

Démonstration. Il suffit de poser dans la Proposition (54), f (t) = (1−mt)−1 et
h (t) = (1−mt)−

2
m
r. Sachant que

∑
n≥0

(
2r

m
+ n+ k − 1

)k
xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

(
k

j

)(
2r

m
+ k − 1

)k−j
xj, (5.10)

∑
n≥0

(
2r

m
+ n+ k − 1

)k
xn =

1

(1− x)k+1

k∑
j=0

j!

(
k

j

)(
2r

m
+ k − 1

)k−j
xj

× (1− x)k−j . (5.11)

D’autant plus que

exp (x)
k∑
j=0

(
k

j

)(
2r

m
+ k − 1

)k−j
xj =

∑
n≥0

(
2r

m
+ n+ k − 1

)k
xn

n!

=
1

x
2r
m
−1

∑
n≥0

1

n!

dk

dxk

(
x

2r
m

+n+k−1
)

=
1

x
2r
m
−1

dk

dxk

(
x

2r
m

+k−1
∑
n≥0

xn

n!

)

=
1

x
2r
m
−1

dk

dxk

(
x

2r
m

+k−1 exp (x)
)
.

Donc, l’identité (5.10) devient équivalente à

k∑
j=0

(
k

j

)(
2r

m
+ k − 1

)k−j
xj =

exp (−x)
x

2r
m
−1

dk

dxk

(
x

2r
m

+k−1 exp (x)
)
,

respectivement, l’identité (5.11) devient équivalente à

k∑
j=0

j!

(
k

j

)(
2r

m
+ k − 1

)k−j
xj (1− x)k−j = mk (1− x)k+1

x
2r
m
−1

dk

dxk

(
x

2r
m

+k−1

1− x

)
.

Ainsi, on obtient le résultat désiré.
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2.9 Application aux nombres de Bernoulli d’ordre supérieur

En utilisant la Proposition (54), il est possible d’obtenir des expressions via les
nombres de Bernoulli d’ordre supérieur, et sont présentés dans le corollaire suivant

Corollaire 71. Nous avons∑
n≥0

B
(α)
k (n+ y)

xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

(
k

j

)
B

(α−j)
k−j (y)xj,

∑
n≥0

B
(α)
k (n+ y)xn =

1

(1− x)k+1

k∑
j=0

j!

(
k

j

)
B

(α−j)
k−j (y)xj (1− x)k−j .

Démonstration. Il suffit de remplacer dans la Proposition (54), f (t) par exp (t) et h (t)
par

(
t

exp(t)−1

)α
exp (yt).

Il en résulte aussi du corollaire précèdent d’autres expressions sur les nombres de Ber-
noulli d’ordre supérieur

Corollaire 72. Nous avons∑
n≥0

( Bk (n+ r)−Bk (r))
xn

n!
= x exp (x)

k−1∑
j=0

k

j + 1

{
k − 1 + r

j + r

}
r

xj, (5.12)

∑
n≥0

( Bk (n+ r)−Bk (r))x
n =

kx

(1− x)k
k−1∑
j=0

j!

{
k − 1 + r

j + r

}
r

xj (1− x)k−1−j .

Démonstration. Nous allons démontrer la première identité. Pour ce faire, on pose dans
le Corollaire (71) α = 1 et y = r ∈ N. Alors, nous obtenons

∑
n≥0

Bk (n+ r)
xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

(
k

j

)
B
−(j−1)
k−j (r)xj,

= exp (x)Bk (r) + exp (x)
k∑
j=1

(
k

j

)
B
−(j−1)
k−j (r)xj,

et étant donné que exp (x) =
∑
n≥0

xn

n!
. Alors, on obtient

∑
n≥0

(Bk (n+ r)−Bk (r))
xn

n!
= exp (x)

k∑
j=1

(
k

j

)
B
−(j−1)
k−j (r)xj, (5.13)

et en utilisant le fait que [30]

B
−(j−1)
k−j (r) =

(
k − 1

j − 1

)−1{
k − 1 + r

j − 1 + r

}
r

.
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Alors, il en induit de la formule (5.13) que

∑
n≥0

(Bk (n+ r)−Bk (r))
xn

n!
= x exp (x)

k−1∑
j=0

(
k

j + 1

)
B−jk−1−j (r)x

j,

= x exp (x)
k−1∑
j=0

(
k

j + 1

)(
k − 1

j

)−1{
k − 1 + r

j + r

}
r

xj.

Au final, on obtient l’expression suivante

∑
n≥0

( Bk (n+ r)−Bk (r))
xn

n!
= x exp (x)

k−1∑
j=0

k

j + 1

{
k − 1 + r

j + r

}
r

xj.

La démonstration de la second identité se fait de la même manière que la première.

Remarque 73. Il en résulte de l’identité (5.12), l’expression suivante

Bk+1 (n+ r)−Bk+1 (r) = (k + 1)

min(n,k)∑
j=0

(
n

j

)
j!

j + 1

{
k + r

j + r

}
r

.

2.10 Application aux polynômes de Laguerre

Les polynômes de Laguerre, notés L(α)
n (x) [11], sont définis par la fonction généra-

trice ordinaire suivante ∑
n≥0

L(α)
n (x)tn = (1− t)−1−α exp tx

t− 1
.

En appliquant la Proposition 54, et en posant f (t) = 1−t et h (t) = (1− t)−1−α exp
(

ty

t− 1

)
,

on obtient les expressions présentées ci-dessous

Corollaire 74. On a

∑
n≥0

L
(α−n)
k (y)

xn

n!
= k! exp (x)

k∑
j=0

L
(α)
j (y)

(−x)j

(j!)2
,

∑
n≥0

L
(α−n)
k (y)xn =

k!

(1− x)k+1

k∑
j=0

(−1)j L(α)
j (y)

j!
xj (1− x)k−j .

2.11 Application aux polynômes de Narumi

Les polynômes de Narumi ont pour fonction génératrice exponentielle
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∑
n≥0

N (α)
n (x)

tn

n!
=

(
t

ln (1 + t)

)α
(1 + t)x .

En appliquant la Proposition 54, on obtient les identités suivantes

Corollaire 75. On a

∑
n≥0

N (α)
n (y + n)

xn

n!
= exp (x)

k∑
j=0

k!

(k − j)!
N

(α)
k−j (y)

xj

j!
,

.
∑

N (α)
n (y + n)xn =

1

(1− x)k+1

k∑
j=0

k!

(k − j)!
N

(α)
k−j (y)x

j (1− x)k−j .

Démonstration. Il suffit juste de poser f (t) = 1 + t et h (t) =
(

t
ln(1+t)

)α
(1 + t)y dans

la Proposition 54 pour avoir le résultat désiré.



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Le travail présenté dans ce manuscrit est un apport combinatoire pour une classe
de nombres et de polynômes traitant certains problèmes de la combinatoire. Il porte
aussi sur une étude combinatoire et/ou analytique de cette classe et son application à
d’autres nombres et aux différents types de polynômes.

A ce titre, nous avons contribué à l’étude des nombres r- Lah, en apportant de
nouvelles propriétés. En suite, nous avons proposé une extension de ces nombres inti-
tulée "les nombres s-dégénéré r-Lah" sur laquelle notre intérêt s’est porté. Nous avons
présenté de manière analytiques plusieurs identités. Aussi nous avons établit par une
approche purement combinatoire diverses relations de récurrence.

En se basant sur de vieux résultats cités par Howard [18] et Cenkci [9], nous avons
pu généraliser les polynômes potentiels en les associant avec les polynômes partiels r-
Bell. En exploitant la formule de Melzak, nous avons obtenu de nouvelles identités.
Pour finir, nous avons appliqué les différents résultats obtenus aux polynômes de Na-
rumi et de Bernoulli d’ordre supérieur.

Toujours dans le but d’apporter de nouveaux résultats, nous avons été amenés à
l’étude que se soit des nombres r-Whitney et les valeurs (aux points rationnels) de
quelques polynômes de type Appell, ou bien, via les fonctions génératrices. Ces études,
entre autres, ont permis d’obtenir plusieurs applications sur certains polynômes et
suites de nombres.

Les nombreux résultats obtenus lors de la réalisation de ce travail permettent
d’avantage à la contribution de l’enrichissement du domaine de la combinatoire.

Néanmoins, il reste beaucoup de propriétés à en tirer et nous espérons que les outils
présentés dans ce manuscrit facilitent leurs extractions.

73
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Parmi les travaux qui peuvent présenter des perspectives et qu’on souhaite les abor-
der pour l’avenir on y trouve :

— Etude de plus de propriétés sur des cas particuliers des polynômes partiels r-
Bell, telles que :
-Les nombres s-dégénérés r-Lah.
-Les nombres r- Lah tronqués.
-Les nombres r- Stirling des deux espèces.

— Etude élargie sur les polynômes de type Appell.
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