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Résumé

L’étude des estimations de Carleman des équations aux dérivées partielles a
connu un essor important depuis un peu plus de trente ans. A la suite des travaux
importants de Homander, I'estimation de Carleman introduite par Carleman a
constitué une méthode systématique et constructive pour traiter I'unicité locale
des équations linéaires en ramenant leur étude a I'obtention d’inégalités a poids.
L’une des toutes premiéres motivations pour I’étude de ce type de probléme est
la théorie du controle.

C’est, précisément ’objet de cette thése qui porte, plus particuliérement, sur
la controlabilité et la stabilisation pour un probléme hyperbolique a coefficients
réguliers, avec conditions aux limites de type Neumann.

Le premier chapitre de cette thése va établir un résultat essentiel c’est-a-dire
un théoréme d’unicité pour des problémes hyperboliques a coefficients assez régu-
liers. Il se fera en reprenant les estimations de Robbiano [Ro91| pour donner un
résultat quantitatif d’unicité. Plus précisément, soit u la solution d’un probléme
hyperbolique dans un ouvert avec la dérivée normale nulle au bord, si u est nulle
sur un ouvert du bord pendant un temps suffisamment grand, alors u est nulle.

Ce théoréme d’unicité nous permettra d’aborder, dans le second chapitre de
cette thése, le probléme de controle approximatif, et d’estimer la fonction de
coit des problémes hyperboliques a coefficients assez réguliers, avec condition
aux limites de type Neumann sur un ouvert borné. La résolution du probléme
de controle approximatif se fera par 'obtention d’une inégalité d’observabilité de
type logarithmique.

Sur la base des outils de démonstration développés dans la premiére et deuxiéme
partie de cette thése (inégalités de Carleman), le troisiéme chapitre sera consacré
a la résolution d’un probléme plus complexe. Elle établira la stabilisation loga-
rithmique du probléme multidimensionnel constitué d’un corps élastique Q (de
dimension n > 2) et d’une tige mince élastique /I’ = w (de dimension 1) soudée
par son extrémité [ a la frontiére du corps Q dont Pextrémité I’ est libre. La
jonction de la tige 1l au corps Q est modélisée par des conditions de transmission
reliant le déplacement de l'extrémité [ de la tige aux déplacement du corps Q
dans le voisinage du point I du corps €.

La conclusion de cette thése présentera, en plus d’un résumé des résultats
principaux de notre travail, une perspective des différents problémes abordables
par la technique des inégalités de Carleman.



Abstract

The study of Carleman estimates of partial differential equations has deve-
loped significantly in the last thirty years or so. Following the important work
of Hémander, the estimate introduced by Carleman has become a systematic
and constructive method for dealing with the local uniqueness of linear equations
using weighted inequalities. One of the earliest motivations for the study of this
type of problem has been control theory.

This is precisely the subject of this thesis which tackles, more specifically, the
controllability and stabilization of hyperbolic problems with regular coefficients
and boundary conditions of the Neumann type.

The first chapter of this thesis will establish an essential result, i.e. a unique-
ness theorem for hyperbolic problems with fairly regular coefficients. This theorem
will be built using the estimates Robbiano [Ro91]| in order to derive a quantitative
result for the uniqueness. To be more precise, if u is the solution to a hyperbolic
problem within an open with a zero normal derivative at the boundary, and if u
is zero in the neighbourhood of the boundary for a sufficiently large time, then u
is zero.

This uniqueness theorem will enable us to address, in the second chapter of
this thesis, the problem of approximate control, as well as to make an estimation
of the cost function of hyperbolic problems with fairly regular coefficients and
boundary conditions of the Neumann type for a bounded open. The solution to
the approximate control problem will be derived by obtaining an observability
inequality type of logarithmic.

Using the demonstrative tools developed in the first and second chapters of
this thesis, that is to say Carleman inequalities, the third chapter will be devoted
to the solution to a more complex problem. It will establish the logarithmic
stabilization of a multidimensional problem which consists of an elastic body
Q (dimension n > 2) connected to a thin elastic one-dimensional rod II' = w.
The [ end of the rod is attached to the boundary of the body Q while its
end is free. The connection between the rod I’ and the body € is modelled by
transmission conditions which relate the displacements of the [ end of the rod
to the displacement of the body € in the neighbourhood of the I point of the
body.

In addition to providing a summary of the main results of our work, the
conclusion of this thesis shall discuss the perspectives for dealing with various
problems amenable to being resolved using the Carleman inequality technique.
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Introduction

" Si chaque instrument pouvait, par ordre ou par pressentiment, accomplir son
ceuvre propre, si [...[ les navettes tissaient d’elles-mémes et les plectres jouaient
de la cithare, alors les maitres d’ceuvre n’auraient nul besoin de manceuvres ni
les maitres, d’esclaves.” Aristote

es lois qui gouvernent un grand nombre de phénomeénes physiques s’ex-
L priment mathématiquement par une équation différentielle. Lorsqu’il est
possible d’agir sur ces phénomeénes, par exemple en appliquant une contrainte,
le systéme devient commandé et donc modélisable par une équation différentielle
dépendante d’un parameétre appelé controle.

Ce terme controle admet plus d’une signification. Controler un systéme peut
référer au test ou a la vérification que son comportement est adéquat (par rapport
a une norme). Le controle désigne également 1’exercice d’une influence de sorte a
garantir que le systéme se comporte de facon prédéterminée.

Le concept de controle n’est pas nouveau. Certains historiens datent I'utilisa-
tion de la notion de controle, dans des systémes d’horloges a eau, a 1600 av. J.-C.
en Mésopotamie et en Egypte (cf. Turner [Tu84], Cotterell-Kamminga [CoBr90|
et Pingree [Pi98|). Entre 270 av. J.-C. et 500, les horlogers et astronomes grecques
et romains ont développé des clepsydres mécanisées de plus en plus sophistiquées
avec des systémes de régulation de valves pour garder I'eau a un niveau constant
(cf. Lepschy [Lp92] et Hill [Hi76]). Dans la civilisation islamique, en particulier
a Bagdad et en Andalousie, du 9éme au 13éme siécle, les ingénieurs musulmans
ont développé différents types de machines qui, selon Hill, "fonctionnent auto-
matiquement pendant de longues périodes sans intervention humaine." (cf. Hill
[Hi98]) Hill affirme que "plusieurs types de controle, dont la plupart sont consi-
dérés comme modernes, étaient utilisés pour atteindre ces résultats : controle a
rétroaction (feedback), controle a boucle-fermée, et différents types d’interrup-
teurs pour ouvrir et fermer des valves ou changer la direction du flux, qui sont
les précurseurs des dispositifs de sécurité positive." (cf. Nadarajan [Na07]).

A la renaissance en Europe, du 14éme au 17éme siécle, la transmission de cet
héritage et le développement de nouvelles inventions étendront 1’application du
controle & la régulation de fluides divers, de la température, de la pression, et
des moulins a vent et a eau (cf. Lewis [Lw96| et Bennett [Be96]). L’invention du
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régulateur a boules du moteur a vapeur, par James Watt en 1788, est considérée
comme le développement le plus significatif du concept de contréle au 18éme
siécle (cf. Bennett [Be96]). Comme l'illustre le schéma de Francesco di Giorgio
Martini, plus la combustion est forte, plus la vitesse de rotation augmente, plus
les boules s’éloignent par la force centrifuge, plus la base du pantographe remonte,
et plus 'admission de vapeur est diminuée. L’inverse est vrai aussi. Ce systéme de
controle rétroactif permet de garder la vitesse de rotation des boules constante.

- ‘/’
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Régulateur a boules. De "Francesco di Giorgio Martini".

La premiére analyse mathématique rigoureuse d’un systéme de controle est
attribuée a J. V. Poncelet, en 1826, et G. B. Airy, en 1840, qui ont montré
comment le mouvement dynamique du régulateur a boules pouvait étre décrit
avec des équations différentielles, sans pouvoir toutefois déterminer ses conditions
de stabilité (cf. Bennett [Be96|). Celles ci seront déterminées en 1868 par J.
C. Maxwell qui, ayant linéarisé les équations différentielles du mouvement du
régulateur a boules pour trouver I’équation caractéristique du systéme, a étudié
Ieffet des paramétres du systéme sur sa stabilité et montré qu’il est stable si
les racines de son équation caractéristique ont des parties réelles négatives (cf.
Lewis [Lw96]). Ce travail est considéré comme I’acte fondateur de la théorie du
controle, qui va se développer rapidement au 20éme siécle avec 'avénement de la
communication de la masse au début du siécle, les exigences technologiques des
deux guerres mondiales, puis les besoins sans cesse croissants d’automation dans
toutes les technologies (informatique, aéronautique, industries etc.) (cf. Lewis
|[Lw96] et Bennett [Be96]).

Deux méthodes ou approches distinctes ont émergé dans les développements
de la théorie du controle. La premiére méthode est basée sur 'utilisation des équa-
tions différentielles et la deuxiéme est I'approche fréquentielle basée sur I'analyse
des amplitudes et des phases des ondes d’"entrées" et des ondes de "sorties" (cf.
|[FeZu00]).

C’est en utilisant les équations différentielles que cette thése, qui comporte
trois chapitres, traitera le controle et la stabilisation.

Pour illustrer les idées, supposons que nous cherchons a obtenir le comporte-
ment d’un systéme physique gouverné par ’équation d’état :

Au = f(v) (0.1)

Ici I'inconnue du systéme a controler est 1’état u qui appartient a un espace
vectoriel U. D’autre part, v est le controle qui peut étre assujetti & un certain
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nombre de contraintes, et qui appartient a I’ensemble des controles admissibles
U,q.

Supposons que A : D(A) C U — U et f : Uyqg — U sont deux applications
(linéaires ou non linéaires). L’opérateur A détermine 1’équation qui doit étre sa-
tisfaite par la variable u conformément aux lois physiques, alors que la fonction
f indique comment le controle v agit sur le systéme qui gouverne 'état. Pour
simplifier, admettons que pour chaque v € U,y 1'équation d’état (0.1) posséde
exactement une solution u = wu(v) € U. Alors controler (0.1) revient a trou-
ver v € U,y tel que la solution de (0.1) s’approche de I'état que lon requiert.
Le meilleur controle, parmi ’ensemble des controles possibles, pour atteindre le
comportement recherché est appelé controle optimal. Une fois 1'état u(v) de (0.1)
connu, on veut minimiser une "fonction de coiit J" dont le choix pourrait étre un
probléme,

J(v) = o(u(v)) +(v)

ou ¢ correspond & 'objectif & atteindre et ¢ désigne le cott du controle.
Historiquement, d’aprés Bardos [Bal, les problémes de controle sont d’abord
apparus dans des systémes d’équations différentielles ordinaires. Il s’agissait par
exemple de déterminer les trajectoires de missiles ou de satellites (Pontryagine
(1961)). Mais trés vite d’autres mathématiciens (J.-L. Lions et Balakrishnan prin-
cipalement (cf. [LiSt67])) ont développé une théorie du contrdle des équations aux
dérivées partielles elliptiques ou paraboliques et ceci pour plusieurs raisons :

i) L’analyse faite par J.-L. Lions-Stampacchia [LiSt67] des inéquations varia-
tionnelles fournissait un trés bon cadre fonctionnel pour une telle approche;

ii) Des exemples pratiques se sont présentés; Bardos pense que 1'un des pre-
miers exemples (cité par J.-L. Lions dans Bercovier [Br01]) était le controle de la
forme de la surface libre séparant les phases liquides et solides d’un métal dans
un haut fourneau ;

iii) Dés que le nombre de degrés de liberté est important (par exemple dans le
guidage d’un satellite), le traitement numérique du systéme discret ressemble a
celui d’un systéme continu. Ainsi des progrés dans la compréhension et le traite-
ment des systémes continus s’avérent utiles pour I’approche des problémes discrets
a grand nombre de degrés de liberté.

Pour des problémes continus nous parlerons de controle distribué. Tant a
cause des outils mathématiques que des problémes d’application posés, les pre-
miers exemples continus étaient des problémes essentiellement paraboliques ou
elliptiques. Une description assez exhaustive du traitement de ces systémes par
J.-L. Lions [Li68| est donnée dans Bardos [Ba].

L’intérét pour les problémes de nature hyperbolique est subséquent a ces déve-
loppements. D’aprés Bardos [Bal, la problématique du controle pour les systémes
hyperboliques et leur équation modéle (par exemple ’équation des ondes acous-
tiques) modélisent la stabilisation des vibrations des grandes structures flexibles,
comme celles des robots ou des antennes de véhicules spatiaux. Il est considéré
que c’est ce second type de problémes qui est a l'origine des développements les
plus importants de la théorie du controle.

Cette thése se restreindra a des problémes hyperboliques linéaires.
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L’une des motivations pour I’étude de ce probléme est la théorie du controle.
En effet, J.-L. Lions a introduit le méthode H.U.M. (Hilbert Uniqueness Method)
qui consiste a étudier I’ensemble des conditions initiales d’un probléme d’évolution
qui peuvent étre annulées en un temps fini 7', en exercant un controle d’énergie
finie sur le bord. Les outils qu’il a proposés dans |[Lio88, Li88| utilisent des es-
timations globales. Mais ces méthodes, compte tenu de leur caractére global, ne
peuvent tenir compte des propriétés géométriques fines liées a la propagation.

La relation entre la géométrie de la propagation et la stabilisation a été étu-
diée par Rauch-Taylor [RaTa74| en 1974. D’une part ce probléme n’était pas en-
core vraiment en application. D’autre part les outils mathématiques disponibles
a 'époque pour la propagation des singularités ne fournissaient pas d’estimations
uniformes jusqu’au bord de I'ouvert. Ainsi Rauch et Taylor n’avaient pu consi-
dérer que des cas extrémements simples et leurs résultats avaient été pratique-
ment ignorés par les spécialistes du controle qui avaient, entre temps, déterminé
des conditions suffisantes (mais presque toujours beaucoup trop fortes et reliées
a des géométries particuliéres) pour obtenir la controlabilité exacte et, d’aprés
Lasciecka-Triggani [LaTr87], la stabilisation (cf. Bardos |Bal).

En outre, concernant ce probléme de la propagation des singularités, Bardos
|Ba| estime que Lebeau a observé les deux points suivants :

a) Il est possible d’adapter les démonstrations de Melrose et Sjostrand [MeSj69)
pour déduire des estimations micro-locales dans un voisinage de ce bord a partir
des propriétés de la solution sur une partie du bord;

b) Il suffit ensuite d’utiliser les théorémes originaux de [MeSj69|, éventuelle-
ment légérement précisés, pour propager ces informations dans tout le domaine.

Ainsi les résultats obtenus par Bardos-Lebeau-Rauch [BLR92| ont fait appa-
raitre le role de la fréquence dans les informations obtenues pour la premiére fois.
C’est cette approche qui a motivé une bonne partie des progrés ultérieurs (cf.
Bardos [Bal). L’approche fréquentielle pourrait se résumer ainsi :

i) Pour observer un phénomeéne avec une précision arbitraire il faut examiner
avec des ondes de fréquences arbitrairement élevées, c’est-a-dire avec tous les
rayons de l'optique géométrique;

ii) S’il s’agit de voir par diffraction un phénoméne caché (par exemple) dans
un domaine non convexe, il est possible de le faire en utilisant des ondes de
petites fréquences, mais dans ce cas le prix a payer réside dans la précision de
I’observation, qui sera dépourvue de sens si le phénomeéne est trop oscillant.

La démonstration du point (i) réside dans une approximation & haute fré-
quence qui est justifiee dans [BLR92| a l'aide de tous les outils de I'analyse
micro-locales, y compris la construction de la paramétrix au voisinage du point
diffractif. En fait c’est une estimation de la propagation de I’énergie qui est visée,
mais pour cela la forme explicite (phase en particulier) de cette paramétrix n’est
pas indispensable. Ceci a conduit Lebeau |L96| et Burq [B98| & introduire les
mesures de défaut (cf. Gerard-Leichtnam [GeLe93|) dans 'analyse micro-locale.

Quant a la preuve du point (ii), elle incorpore I'analyse des phénoménes a
basse fréquence qui est sensiblement moins intuitive. Le seul outil actuellement
disponible est 1'inégalité de Carleman dont 'introduction dans ce domaine est



due a Robbiano [Ro91, Ro95|.

C’est précisément avec ces inégalités de Carleman que le premier chapitre de
cette thése va établir un résultat essentiel, a savoir un théoréme d’unicité pour
des problémes hyperboliques a coefficients assez réguliers. Il se fera en reprenant
les estimations de Robbiano [Ro91] pour donner un résultat quantitatif d’unicité.
Plus précisement, soit u la solution d’un probléme hyperbolique dans un ouvert
avec la dérivée normale nulle au bord, si u est nulle sur un ouvert du bord pendant
un temps suffisamment grand, alors u est nulle.

Ce théoréme d’unicité nous permettra d’aborder, dans le second chapitre de
cette thése, le probléme de la controélabilité approximative, et d’estimer la fonc-
tion de cott des problémes hyperboliques a coefficients assez réguliers, avec une
condition aux limites de type Neumann sur un ouvert borné.

Les relations entre controlabilité et observabilité sont maintenant bien connues
pour une large classe d’équations aux dérivées partielles définies dans un domaine
borné. En prenant I’équation des ondes comme systéme modéle, J.-L. Lions |Li8§]
a introduit la méthode H.U.M. qui consiste a résoudre par dualité le probléme de
la controlabilité exacte frontiére en se ramenant a une inégalité d’observabilité qui
traduit un résultat de continuation unique. Dans le cadre modéle d’une équation
des ondes dans |0, T[x€Q, avec 2 un domaine borné de R, n > 0 et T > 0,
I’observabilité frontiére est équivalente a l'existence d’une constante C' >, telle
que pour toute solution u de ’équation des ondes :

Pu— Au=0 dans 10, T[x €,
u=0 sur |0, T[x09, (0.2)
(u, Opu)(0,.) = (ug,ur) € HZ(Q) x L*(),

on ait
(o, wi) | ap ) <22 @) < CllOvul|L2qorixr) ot I' C 5.

Plus généralement, le probléme d’observabilité consiste a estimer la solution d’une
équation aux dérivées partielles définie dans €2, par rapport a sa restriction sur
une partie I' du bord ou sur un sous domaine w de 2. Pour une large classe
d’équations aux dérivées partielles, de telles estimations sont fausses sans hypo-
théses géométriques et/ou sans contraintes sur les données de Cauchy. Ainsi, John
[Jo60] a introduit des estimations de dépendance de type Holder (resp. de type
logarithmique) qui s’écrivent dans le cadre de I’équation des ondes de la maniére
suivante : il existe une fonction f de la forme f(z) = Cz® (resp. f(x) = Cm)
ou C, d, B et a €]0,1] sont des constantes, telle que pour toute solution de
I'équation des ondes (0.2), on ait

||auu||L2(}o,T[xF)

o e)lzrion < f )0 un)llmyyrzy: (03)

U, u1) ||H5(Q)xL2(Q)

ce qui peut se réécrire clairement comme suit :

~ Up, U 1
(o, w) | a2y < f<”H( 0:U1) || 3 @) xL2(0)

1|0,
Ug, U1) || L2(Q)x H-1(Q ) l0ullezgorer)
() ()
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N . 1 ry 1 _(Cx)V/B H(uO’ul)HHl(Q)xLQ(Q) ,
o f(z) = (Czx)a (resp. f(x) = L@ H(UOvul)“LQ(()mfol(m mesure la fréquence

de 'onde. Les estimations du type (0.3) peuvent non seulement étre vues comme
une quantification d’un résultat de continuation unique mais elles sont aussi utiles
dans le cadre de la controlabilité approchée et plus précisément en ce qui concerne
le cotit du controle.

En particulier, Robbiano [R095] a démontré par des inégalités de Carleman
locales que (0.3) était valable pour f(z) = CW ce qui permet de déduire
par dualité un résultat sur le cotit du controle approché pour I’équation des ondes
(voir aussi [L92]).

C’est avec la méthode de Robbiano [Ro91, Ro95] que 1'on va aborder, dans
cette thése, la controlabilité approchée.

En effet, soit 2 un ouvert borné et connexe de R™ (n € N*) de frontiére 052
de classe C*°. Soient I' une partie ouverte non vide de 0f2 et

- 10

A(x,D,) = D.:(a; D D.a 6N D= ——

(@00 = 32 Dylagi (@) D) + D7 Dyay (1) a0 (a), oh Dy = -
1<5,k<n j=1

est un opérateur elliptique différentiel de deuxiéme ordre dont les coefficients

a;r € C™ (ﬁ) pour 1<j5k<n

a; € L™ (ﬁ) pour j=0,....,n

vérifient les conditions de symétrie et de coercivité suivantes :

Ajke = Ah,j
et
2
ajr () €& > al¢]”  dans Q
pour tout vecteur & = (&,...,&,) € R™ ot a@ > 0 est un nombre fixé. On
note B = 0,, = — Z ajr () n;Dy la dérivée conormale extérieure a (2 o

1<j,k<n
n(xz) = (n;(z))1<j<n est la normale unitaire extérieure & 2 en z. On considére
alors I’équation des ondes avec la condition au bord du type Neumann suivante :

[D? — A(x,D)ju=0  dans R xQ
(P1) Uly—o = ug, Ostt|4—o = u; dans
Bu = g1y, sur R x 052

ol g est le controle cherché.

Le systéme (P;) est dit approximativement contrélable si, pour un temps
suffisamment grand 7" > 0 et pour toutes données (u),ul) dans un espace a
définir et € > 0, il existe un controle g tel que la solution u du probléme (P;)
vérifie

(w(T),u(T)) € B((up, ug), ). (0.4)



vil

La controlabilité exacte du systéme (P;) avec une condition au bord de type
Dirichlet et Dirichlet-Neumann a déja été étudiée par plusieurs auteurs dont
Avellaneda-Lin [AL89], Ho [Ho86, Ho87|, Komornik [K89], Lasiecka-Triggiani-
Yao [LaTrYa97|, J.-L. Lions [Lio88, Li88| et Bardos-Lebeau-Rauch [BLR92|, et
ce dans le cas des coefficients réguliers. Zuazua [Zu90| a étudié le méme probléme
mais pour des coefficients, a;; = d;za(z), a; = 0. J.-L. Lions |Lin88| et Munoz-
Rivera [Mu90] ont examiné le cas ot a;;, = d;,a(t), a; = 0 et a(t) étant une
fonction donnée, alors que Miranda [Mir95] I'a fait dans le cas a;, = (dj5 —
k*(t)x;2,)k~%(t) pour une fonction donnée k(t) avec la présence des termes Vo et
V' dans la premiére équation du systéme (7P;). Robbiano [Ro91, Ro95] a étudié la
controlabilité approchée pour des coefficients peu réguliers qui ne dépendent pas
du temps. A ces travaux a succédé celui de Lui-Williams [LiuWi98] qui ont obtenu
des résultats de controlabilité exacte de I’équation d’onde pour des coefficients
variables, dépendant de t et x avec condition au bord du type Neumann.

Dans tous ces travaux, la méthode des multiplicateurs, développée par exemple
par Lagnese [La83|, J.-L. Lions [Lio88, Li88|, Komornik [K94] ou Komornik-
Zuazua [KZ90|, a été appliquée pour obtenir les inégalités d’observabilité (dites
directes et inverses). Ensuite les résultats de controlabilité exacte ont été dé-
duits en appliquant la méthode d’unicité Hilbertienne (H.U.M) introduite par
J.-L.Lions [Li88].

Le second chapitre de cette thése prouvera une nouvelle estimation pour le
probléme de Neumann avec la norme L? de la trace de u sur le bord. Cette
proposition exigera de prouver, au préalable, une estimation de Carleman adaptée
(voir Proposition 2.8 p. 29). Cette majoration ne sera pas linéaire comme dans le
cas traité par Bardos-Lebeau-Rauch [BLR92| mais logarithmique. En reprenant
les mémes idées, nous prouverons que les estimations de Robbiano [Ro91, Ro95]
produisent des estimations logarithmiques des données par la trace de u, puis nous
proposerons une estimation de la fonction de coiit notée C(€) de ce probléme de
type Ce(C/*),

Ce type d’estimation logarithmique a aussi été utilisé pour des problémes el-
liptiques. En effet, Phung [Ph03] a établi le coit du controle approché pour le
laplacien et, pour les problémes paraboliques, il a également établi la controla-
bilité approchée de I’équation de la chaleur avec un potentiel [Ph04]. Dans le
cas de 'équation de Schrodinger, Phung [Ph01| a montré une estimation loga-
rithmique en absence de controle géométrique. Duyckaerts [Du02|, Zhang-Zuazua
|ZhZu06] et Duyckaerts-Zhang-Zuazua [DZZ06] utilisent ces estimations, pour des
problémes d’interaction onde-chaleur, qui donnent le taux de décroissance loga-
rithmique lorsque 1’équation de la chaleur ne satisfait pas la condition de contréle
géométrique. D’autre part, Fernandez-Cara-Zuazua [FCZu00| ont établi, a partir
des inégalités de Carleman globales, des estimations a poids permettant de me-
surer le cott optimal du contréle approché pour ’équation de la chaleur. Méme
si leurs estimations ne s’écrivent pas exactement sous la forme (0.3), on peut ce-
pendant en faire un rapprochement car elles permettent de réaliser une analyse
de controlabilité exacte de la projection de la solution de I’équation de chaleur
sur un sous espace lié a la fréquence (cf. Fernandez-Cara-Zuazua [FCZu00] Rem.
6.1).
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Il serait possible d’obtenir les résultats démontrés dans le second chapitre
de cette thése quand la régularité des coefficients du probléme hyperbolique est
abaissée, mais cela nécessiterait de remplacer le calcul pseudo-différentiel par
d’autres outils adaptés a des opérateurs a régularité limitée.

Sur la base des outils de démonstration développés dans la premiére et la
deuxiéme partie de cette thése (inégalités de Carleman), le troisiéme chapitre
sera consacré a la résolution d’un probléme plus complexe. En effet, une tige
soudée par une de ses extrémités sur le bord du domaine constitue un probléme
avec un domaine plus complexe. Etant donné que la controlabilité exacte de ce
probléme a déja été examinée par Puel-Zuazua [PuZu9l] et Burq [Bu94], notre
effort se circonscrira a I'étude de la stabilisation.

Nous nous intéresserons exclusivement a des équations d’évolution linéaire
définies sur X de la forme :

Ou+Au=0 (0.5)

ol X est un certain espace de Hilbert de fonction et A un opérateur différentiel
linéaire non borné sur X, de domaine D(A). Plus précisément, nous considérons
des équations dissipatives (ou éventuellement conservatives), c’est-a-dire telles
que I’énergie naturelle du probléme

B(t) = 5 Ju(t)

est décroissante au cours de temps.

Supposons que I'équation (0.5) soit strictement dissipative, donc qu’elle n’ad-
mette pas de solution non nulle d’énergie constante. On peut alors démontrer dans
un cadre assez général que I'énergie de toute solution tend vers 0 en un temps
indéfiniment long. Il est naturel de vouloir préciser la vitesse de cette convergence.
Le probléme de stabilisation uniforme consiste a chercher une fonction du temps
f, a valeurs positives, indépendante de la solution considérée et telle que

Y € X, E(t) < f(t)E(0).

On prouve facilement, avec le semi-groupe associé a I’équation (0.5), que I'on peut
toujours choisir f comme une fonction exponentielle négative.

Lorsqu’il n’y a pas de stabilisation uniforme, on doit s’autoriser des conditions
plus contraignantes sur uy pour controler la décroissance de E. On peut par

exemple considérer des inégalités du type
B(t) < 9(t) E,(0) (0.6
ol E;(t) est 'énergie d’ordre j de la solution, Fj;(t) := 327 _, %(t) et g est une
fonction indépendante de la condition initiale, de limite nulle & l'infini. Natu-
rellement, F;(0) n’est définie que pour un sous-espace vectoriel strict de X (en
fait D(A7)), qui est un espace de fonctions réguliéres de I'inégalité (0.6). Cette
inégalité est appelée stabilisation pour des données initiales réguliéres.
On envisage en général une décroissance polynomiale (g(t) = ﬁ) ou loga-
rithmique (g(t) = #(%t)) Donnons d’abord un exemple d’équation trés dissipa-
tive, celle de la chaleur, avec une condition au bord de Dirichlet, sur un domaine
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borné €2
O = Av, v|sq = 0. (0.7)

L’ "énergie" E de la solution [, [ul* qui a pour dérivée

E'(t) = —/Q|Vu|2

et le lemme de Gronwall impliquent
E(t) < e “'E(0),

ou C est la meilleure constante de I'inégalité de Poincaré. La stabilisation uni-
forme est donc triviale dans ce cas.

Considérons maintenant un exemple plus compliqué que le probléme précé-
dent, intéressant pour ses propriétés propagatives, celui de I'équation d’onde sur
un ouvert borné € avec dissipation au bord

{ Pu—C*Au=0

(Oyu + a(z)0wu)|sn = 0 (0.8)

ol a est une fonction positive non nulle sur 0€2, et 0, indique la dérivée par rapport
a la normale extérieure au bord. Il découle d’un théoréme d’unicité standard sur
le laplacien (cf. Holmgren [HI01]) qu’il n’existe pas de solution stationnaire et que
I'énergie naturelle de (0.8) :

E(t) = C? / Tu() + / Byu(t)?

tend vers 0 pour toute condition initiale d’énergie finie. Contrairement au cas de
I’équation de la chaleur, ou la dissipation a lieu sur €2 tout entier, la stabilisation
de la solution provient ici uniquement de la zone {a > 0} :

E'(t) = —02/ a(x)|Opul|*dz.
o0

La troisieme partie de cette thése traitera de la stabilisation logarithmique
du probléme multidimensionnel constitué d’un corps élastique Q (de dimension
n > 2) et d’une tige mince élastique [’ = w (de dimension 1), soudée par son
extrémité [ a la frontiére du corps €, dont U'extrémité I’ est libre.

La jonction de la tige II' au corps Q est modélisée par des conditions de
transmission reliant le déplacement de 'extrémité [ de la tige aux déplacement
du corps Q dans le voisinage du point [ du corps €.

On se donne une fonction © non négative, réguliére, définie sur I' (I" C 0€2) et
a support compact dans T, telle que ©(1) = 1. On s’intéresse a la décroissance de
I’énergie des solutions u; et us du probléme suivant qui modélise les vibrations
de cette structure multidimensionnelle :

(02 —A)u; =0 dans (0,7) x
(07 —02)up =0 dans (0,7) x w (0.9)
Oyua(t,l') =0 sur  (0,7).



Ces équations rendent compte du mouvement de la structure quand elle n’est
soumise a aucune force de volume.

Si maintenant la structure est soumise a une force de surface, elle est alors
décrite par les équations suivantes :

{ Opuy — O(x)0, uz( ) —a(@)0us  sur (0,T) x 902 (0.10)

us(t, 1) = [ O( ,x)do(x) sur (0,7).

Ces équations représentent les conditions de transmission (ou de jonction).
Les vitesses et les déplacements initiaux du corps §2 et de la tige [{’ sont donnés
par les conditions suivantes :

{ (u1(0),u3(0)) = (uf,
(u2(0),u5(0)) = (u3,

Il est & noter que la condition ©(1) = 1 désigne le fait que les deux parties de
la structure (le corps Q et la tige II') demeurent li¢es.

L’étude de cette structure n’est pas nouvelle. Elle a déja été considérée par
Puel-Zuazua [PuZu91|, qui ont étudié la controlabilité exacte avec une condition
aux limites de type Dirichlet sur I' et d’autres conditions de transmission en
mettant en ceuvre la méthode H.U.M. Leur résultat a été généralisé par Burq
[Bu94] en utilisant des méthodes d’analyse micro-locale et de propagation des
singularités, développées par Bardos-Lebeau-Rauch [BLR92].

La difficulté de notre probléme est que 1’on ne peut pas obtenir la stabilisation
uniforme, en 'absence du controle géométrique telle qu’elle a été analysée par
Komornik [K94|, pour d’autres conditions au bord, en utilisant la méthode des
multiplicateurs. Cependant, nous avons pu obtenir la stabilisation logarithmique
comme cela sera développé dans le chapitre trois. La stabilisation logarithmique a
aussi été établie dans Lebeau et Robbiano [LR097| pour le probléme (0.8) ainsi que
dans le cas de Burq [Bu98| pour un probléme extérieur, avec conditions aux limites
du type Dirichlet, et ce en ’absence de résonance. Cette stabilisation a également
été démontré par Bellassoued [B103] pour un probléme multidimensionnel, couplé,
défini sur un ouvert coupé par un obstacle transparent.

En conclusion, cette thése présentera, en plus d’un résumé des résultats prin-
cipaux de notre travail, une perspective sur différents problémes résolubles par la
technique des inégalités de Carleman.

Etudions maintenant plus précisément les questions et les résultats de chaque
partie.

ui) dans Q

uy) dans w. (0-11)



Chapitre 1

Théoréme d’unicité adapté au
controle des solutions des problémes
hyperboliques
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1 Introduction

ous allons démontrer dans ce chapitre le théoréme d’unicité pour des opé-
N rateurs a coefficients réguliers. Notre méthode repose sur une idée de
Rauch-Taylor [RaTa72| reprise également par Lerner [Le88| et Robbiano [Ro91].
Essentiellement, ces auteurs ([RaTa72], [Le88|) démontrent le résultat suivant :
si u(t, z) est la solution ’équation hyperbolique [D? — A(z, D,)|u(t,z) =0, ou A
est elliptique, A > 0 et u(t,z) = 0 pour tout x € B(0,r), r > 0, et tout t € R,
alors © = 0 pour tout x et t.
La méthode est comme suit : posons

A [T ,
Vg A (8, ) =4/ %/ e_%(l‘9+t°_t)2u(t,x)dt, (s,z) € R x 9,

alors cette transformation de Fourier-Bros-lagolnitzer (F.B.1.) vérifie :
(D} + A)vyyr =0 et vy, a(s,7) =0 pour tout (s,z) € R x B(0,r).

En appliquant le théoréme d’unicité pour les opérateurs elliptiques, nous obtenons
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Vg2 = 0, ce qui implique que v = 0 car

/\1_15{1 v A (0, 7) = u(ty, z).!

Le théoréme 1.1 (dt a Robbiano [Ro91]) est une version locale de ce résultat.
Soit sg > 0, en posant :

A (T :
vt()7>\7T(S7x) = %/ 6_%(Zs+t0_t)2u(t7$)dtv (va) S (_SOa SO) X B(073T)7
-7

il s’ensuit que
(Dt2 + A)vgar(s,z) = O(e_CA), C >0,
et
v ar(s,2) =0 pour (s,z) € (—so,50) x B(0,r),

ce qui ne permet pas d’appliquer le théoréme d’unicité pour les opérateurs ellip-
tiques. Mais on reporte ceci dans une inégalité de Carleman qui aide a prouver
que vy 2 7(0,2) = O(e=C*). Puis en faisant tendre A vers linfini cela implique
que u(to, z) = 0.

2 Hypotheéses et résultats

Soient 2 un ouvert borné et connexe de R"™ (on peut toujours supposer que
l'origine appartient & (2 sans restreindre la généralité) et A(x, D,) un opérateur
elliptique de la forme :

10
A(w,Dy) = > Dj(ajr(x)Dy) +ZD aj(2) + ao(z) ot Dj = -
n>jk>1 J

On suppose qu’il existe deux constantes positives C; et Cs telles que pour tout
x € Q et tout £ € R” on ait :

Cole? > ) ayu(@)gién > Crl¢f?

n>7,k>1
ol les fonctions ajy, sont C=(Q), et les fonctions a;; 7 =0, -+, n appartiennent a
L>(Q). Il existe alors deux constantes positives Cs et O telles que |an g | < Cf

pour = € €, 1 <j,k<nainsique 1 <[ <netlqx )|§C4pour$€Q,0§
Jj<n.

Soit u(t, x) vérifiant :
D?u(t,z) — A(x, Dy)u(t,x) =0 pour (t,z) € [-T,T] x .

Supposons aussi que oy € Q et g > 0 tels que B(zg,r) C . On admet par
ailleurs que
u € OO([_Tv T]? Hlloc(Q)) N Ol([_T7 T]7 leoc<Q))

! Voir propriétés 1.6.
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et que
u(t,z) =0 pour (t,x) € [-T,T] x B(xg,ro).

On note que |z —y| est la distance euclidienne de R, d(z, y) est la distance géodé-
sique dans € pour la métrique euclidienne, et que D = sup{d(xg, ), pour z €
Q}. 11 est supposé que D # +00.

Les hypothéses citées ci-dessus entrainent le théoréme suivant :

Théoréme 1.1. Il existe un réel K strictement positif (K ne dépend que de
Cy et Cy) tel que si T > KD alors u(t,z) = 0 pour (t,x) €] — T}, T1[xQ ou

Remarque 1.2. Pour la preuve du théoréme 1.1 on va utiliser le lemme 1.4 cité
dans le paragraphe 2.5. Le schéma ci-dessus résume graphiquement le théoréme
1.1.

\rg 0 —‘-‘l"/ +T,
I
I
I
I

u=0 ‘\l
Ik
|

T,

3

Fig. 1.1. Unicité.

3 Commentaires

Il v a deux commentaires qui s’imposent. Le premier est que le théoréme
1.1 permet de résoudre un probléme posé dans le livre de Laverentév, Romanov
et Shistatskil [RoSh| et étudié par Rauch-Taylor |[RaTa72| ainsi que par Lerner
|Le88|.

La question est la suivante : si u vérifie

{ Ofu — 02u — Dju + a(x,y)u =0
U'Ia:<0 =0

s’ensuit-il que u=07?
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Ce type de résultat permet d’aborder le probléme de détermination d’une
source connaissant le signal requ. Lerner [Le88| a donné une réponse positive a
cette question si a € C*(R?) et (z,y,t) € R3. Le théoréme 1.1 donne une réponse
positive si les hypothéses sont locales en (x,y,t.) (i.e. z,y € Qet t € [-T,T)). Le
cas a = 0 a été étudié par Symes [Sy83|.

Le second commentaire est qu’en général le théoréme 1.1 est faux si les coef-
ficients de I'opérateur A dépendent du temps.

En effet, en prenant pour A le Laplacien, le théoréme d’Alinhac [AI83] permet
de trouver des fonctions u(t,z) et a(t,z) de classe C'*° vérifiant

[D? — A+ a(t, x)]u(t,z) = 0 dans le voisinage V de (to, z0) = (0,0)

et suppu = {x; > §|2'>} NV oz = (z1,2') et § > 0, ce qui est contradictoire
avec le théoréme 1.1.
Cette situation est représentée graphiquement par le schéma ci-dessous :

At

Deomame
d'annulation de u
quand le théoréme
1.1 est vra

=0

=513

Fig. 1.2. Non unicité.

]
4 Application au probléme du controle
On suppose maintenant que u(t, ) vérifie :
[D? — A(z, D)]u(t,z) =0 sur R x Q
P) w(0,z) = up(x) avec ug € H'(Q)
Dyu(0,2) = uy () avec u; € L*(Q)
Cu(t,z) =0 sur R x 09.
C=0,,=- Z a;r(z)n;Dy— Z a;(z)n; est la dérivée conormale extérieure
1<j,k<n 1<j=1

aQoun(zr) = (n;(x))1<j<n est la normale unitaire extérieure a Q2 en z. On a alors
uwe COR,HY(Q)) NCHR, L*(Q)). ?

D’autre part on admet que

{ u=0 sur [-T,7T]xX

(H) ol Y est un ouvert de classe C? de 9f) non vide.

2Voir J. L. Lions et Magenes [LiMa68|



5 Une version locale du théoréme d’unicité 5

Puisque X est un ouvert de 092, alors il existe xg € X et r>0 tels que B(xg,r)N
00 C X. On pose 2 = QU B(zg,r) et on prolonge u sur € par 0 hors de €.

Notons u ce prolongement ; on obtient alors

(D} — A)u=0 _ st [FT,T) x Q

g ] we O TLE@) 0 (T T), 1)
et u=0 sur [=T,T] x B(x1,71)
ot B(zy,m) C O\, 0<mr <7).

Appelons D = sup{d(zg, ), x € @}, ici d est la distance géodésique sur Q. Et en
appliquant le théoréme 1.1 on obtient, le résultat suivant :

Théoréme 1.3. Soit u solution de (P), alors il existe un réel K strictement
positif (K ne dépend que de Cy et Cy) tel que si T > KD et (u,Q, %) vérifie (H),
alors ug = uy = 0.

Preuve Soit u la solution de (P). On a alors u € C°(R, H'(Q)) N C'(R, L*(Q)).
On definit sur €2 la fonction suivante :

{u sur

710 sw Q\Q.

Il est clair que w vérifie (I). Puisque les hypothéses du théoréme 1.1 sont vérifiées
il existe une constante K > 0 telle que K = K(C}, Cs).

Pour T > KD on a u(t,z) = 0 sur | — T3, T1[xQ ou Ty = T — KD, donc on
en déduit que ug = u(0,z) = 0 et que la dérivée u; = 2u(0,z) = 0. n

5 Une version locale du théoréme d’unicité

Admettons que les hypothéses du paragraphe 2.2 sur 'opérateur A sont vraies
et supposons que :

u € CU[=T,T), H'(B(0,3r))) N CY([~T,T), L*(B(0,3r))),r > 0 fixé.

Sous ces hypothéses on a le lemme suivant :

Lemme 1.4. Il existe K une constante strictement positive ne dépendant que de
Ch et Cy, et rg dépendant de C,Cy et Cs, tels que quelque soit v > 0, alors st
1. <70,
4. (D} — A)yu = 0 pour (t,z) appartenant o [—T,T] x B(0,3r) et u(t,z) =0
pour (t,x) appartenant o [—T,T] x B(0,r),
wi. T > Kr,
il s’ensuit que u(t,z) =0 pour |x| < 2r et |t| <T — Kr.

Remarque 1.5. Il est a noter deux points. Premiérement le lemme 1.4 est sché-
matisé ci-dessous :
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HTKr)

-(TKr)

Fig. 1.3. Le cas local.

Deuxiémement le lemme 1.4 est une version locale affaiblie du théoréme 1.1.
Sa démonstration va se faire en plusieurs étapes.

On pose d’abord
Var1($,7) \/ / — g (ista—t)” u(t,z)dt, (s,x) € (—So,50) x B(0,3r).

Propriétés 1.6. v, posseéde les propriétés suivantes :

i Ahm Var1(0,2) = ula,z) st |a| <T;
—+

g 1A
. Va1 (=s0.50)xBO3(r—6))) < Cu2e? o avec A > 1;
. verT (8,2) =0 pour (s,x) € (—sp,50) x B(0,7).

Preuve de la propriété i. Posons d’abord

y—\/>(a—t ) = dy = — [dt

sit:T:>y:\/§(a—T)

sit:—T:>y:\/§(oH—T),

d’ott v 7 (0, ) devient

(a+T)\/§ , \/5
er(0,2) = |/ = 2 a2y a0
o /\/_(a n V° wa=y/ 3y 2)dy
2 2
N —y |4
= \/;/Re U(CL \/:y7$>X[\/§(G_T)7\/§(Q+T)}(y)dy

. T - 2 . 2
Ensuite notons f{(y) = e ¥ u(a \/iy, [\/—a T \/§a+T)}(y)

Il vient donc llrﬁ fily) =e “Vula,t) = f*(y) pour |a| <T.

Comme u € C°([-T,T], H(B(0,3 ))) N CY[-T,T], L*(B(0,3r))) alors il existe
yo € [=T,T] tel que [f{(y)| < g"(yo) ot

7 w) = e ula - o, a) € L'R,).



5 Une version locale du théoréme d’unicité 7

En vertu du théoréme de la convergence dominée on obtient

)\i@rmva,\T(Ox \/_/eyuaxdy

1 / _
= —u(a,x eV’ dy
7= J
= u(a,).?
Preuve de la propriété ii. Notons B(0,3(r—0)) = B, L*((—so, s0) x B(0, 3(r—

5) = L2 et HY((—s0,50) x B(0,3(r — 6))) = H'.

Les termes |[vgarl|32, [|Dsvarrll3s €t || Dyvarrl|3. sont majorés ci-dessous sous
les points 1, 2, 3 respectivement.

2
HUG)\THL? = 2ﬂ_/ / / szra t) (t,x)dt

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

b S0 ] T
leanrlts < o [ 2@ Pards | [ futt, o) dedz
2T
—S0 B J-T

T
Posons / / ‘u(t,x)|2dtdx = K. Les relations B C B(0,3r) et
BJ-r

dxzds.

we C[-T,T], H(B(0,3r))) N CY([-T,T), L*(B(0,3r))) impliquent que
ue C%[-T,T], H(B))NCY([-T,T)], L*(B)) et par conséquent K, < oco. Comme

(is+a—1t)=(a—1t)?—s*—2i(a—1t)s
alors
—%(a—t)Qe—is)\(a—t).
50 2 T 2
Or e~ a7 est de module 1 et A > 1, donc |[v, 7|2, < %Ku/ e ds/ e @D qt
—s0 =T
et
s As
/ e ds < 250e™%, (1.1)
s

ce qui donne

2s
lvarrlzz < (CorKul AN (1.2)

T
ou C,r est définie par Cpp = / —(a=)? g4 qui est finie.

2

e |Davap 3. = = e 20sta=0’ D (t, 2)dt| dads.

L’inégalité de Cauchy—Schwartz entraine que

)\ S0 T 4 T
| Dyvan ]2 < = / / oot 2y / / |Dut, 2)|dtde.
27 —s0J =T BJ-T
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T

Posons/ / | D,ult, x)|2dtdx = K,. En vertu du fait que u € C°([-T,T], H(B))N
BJ-T

CY[-T,T), L*(B)) et de l'inégalité (1.2) on obtient K, < oo et

2s
| Dyvarrl?s < (CorkK., —O)/\ As (1.3)

2
e_%(i5+a_t)2)u(t,x)dt dxds.

| Dsvarrll72 = 5

Y
—s0

En remplacant d’abord D, par D; on obtient

Dgvar(s,z) = \Vor / D, (e 20sTo0% )y (¢, z)dt
\/ / Dy (e~ 2 a0y (¢ 2\t

Une intégration par parties donne

2\ T . ‘
Dgvapr(s,z) =1 o {/ e 2G5t Doy (¢, 2)dt — e~ 2 oDy (T )
TlJ-r

—e ;‘(zs—l—a—&-T) (—T, .T) ’

)\ S0 T N
Hsta7/\,T||%2 < o [/ / |/ e_f(“*a_t)QDtu(t,x)dt}zda:ds
™ —so v/ B -T
S0 Ny
+/ / ‘6*5(13+G*T)2U(T, x)}2dxds
—so v/ B
50 g 2 5
+/ / le 2 (istatT) uw(—T,z)| da:ds].
—so /B

L’inégalité de Cauchy-Schwartz implique que

| Dsvart|7e < _[/ / 3lista=0” 2 gy // | Dyu(t, ) |*dtdz
/ B w+aT>2¢ds/y (T, 2)de
s
+/50 |e—§(is+a+T)2| ds/ ju(=T,z)| dx].
—50 B

T
R, = / / \Dyult, z)[2dtdz,
B J-T

K, = [ lu(T.o)Pds,
B

FU:/ lu(—T, x)|*dx.
B

d’ou

Posons :
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Puisque u € C°([-T,T], H (B)) N CY([-T,T)], L*(B)), et de I'inégalité (1.2) en-

traine que K, < oo, K, < o0, K, < 00,

S0 T )
/ / ‘6_%(”+“_t)2}2dtds < 20, pspe (1.4)
—so J =T
et
%0 —2(is+a—T)2|2 As2 _—A(a—T)?
e 2 | ds < 2s9e™%0¢
—so
< 2306’\5(2>e’(a’T)2, pour A >1 (1.5)
ainsi que
% — 2 (is+a+T)? |2 As? —A(a+T)?
|e 2 | ds < 2s9e™%0¢
—so
< 2500+’ pour A > 1. (1.6)

En combinant (1.4), (1.5) et (1.6) la majoration de || Dsvg 7|3, devient

A ~ _
| Dsvarr|ie < o [QSoCa,TKu + 2506_(“_T)2Ku + 2s9e” @R, [ e, (1.7)

Les inégalités (1.2), (1.3) et (1.7) impliquent
a2 < C2ANE dou [Jogprllm < CuV/Ae S,

N iyt = —(r—T)2 _ 25>
ot C2 = max(Cor2K,,CorK,,Cor2K,, Le- T K + 2e-(+T7EK ).

Preuve de la propriété iii. En tenant compte des hypothéses du lemme 1.4,
on a u(t,z) = 0 pour (t,z) appartenant a [—7',T] x B(0,r), donc v, 7 (s,2) =0
si (s,x) appartient & (—sg, sg) X B(0,7). n

Pour la preuve du lemme 1.4 on va utiliser les deux lemmes suivants notés
lemme 1.7 et lemme 1.9.

Lemme 1.7. Il existe une constante C' (qui dépend de u) telle que :

3 _2A(T—la|)?]-s
| Qa1 L2((=s0,50)x B0,3r)) < CAZe 2 (T=lal*] =55

ot Q= D?+ A(z,D,).
Preuve On a déja vu a la page 8 (cf. point 3) que

A T 4 ,
Dgvgrr(s,x) =iy — {/ e 2Usto=0” Doy (t, 2)dt — e~ 20sHa=T) (T, 1)
TLJ-r

+ e*%(“*“*T)Qu(—T, )|
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En appliquant encore Dy on obtient,

nga,/\,T(Sa l’) = Ds<sta,/\,T($7 .CE))
A ’ —2 (is+a—t)?
Dyl e 2 Dyu(t,z) |dt
-7

=1 _
21
+ Ni(is 4+ a — T)e 20sto=Ty (T )

— Xi(is + a + T)e 20sat Ty (T 1)

Cette derniere égalité s’écrit
Ds(sta,)\,T(sa I)) =1 |:Ds‘/a,)\,T<57 I‘) - Wa,)\,T(Sv I>:|

ou

A [T 4
Varr(s,x) =1/ %/ (3_%(Zs+‘l_t)QU(7f,x)dt7 avec U = Dyu, et
-7

[ A ‘ )
Warr(s,z) = - [ —Xi(is+a — T)e*%(“W*T) w(T, x)
+ Xi(is + a + T)e 2Gstat T’y (T, x)} :
Par conséquent

D) T ‘ .
DyVapr(s,x) =iy o— {/ e 2Usto 0’ DU (¢, 2)dt — e~ 25+~ T (T z)
TLJ-T

e lstar D, x)} .

On a alors
9 A ’ —2(ista—t)2 2 — 5 (is+a—T)2
Divg (s, x) = o | e 2 Diu(t,z)dt 4+ e~ 2 Duu(T, x)
s -T

— 72T Doy (T, @) — A(is +a — T)e™ 20D (T, )

+ A(is+ a+ T)e 26ty (T 7).
Remarquons que

A (T 2
Avapr(s, @) =4/ 2= / e 2 Au(t, @) dt
e 27T -T
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donc

Y T

Quapr(s, ) = —[—/ e~ 2=’ (D2 A)u(t, z)dt
2w _r

1 e 2lista=T?p w(T,z) —e —3(istat )’ (=T, )

— Mis +a — T)e 20ste=T7 (T, )
+A(is+ a+ T)e 205ty (T 2]
Le premier terme de 'égalité ci-dessus vaut zéro car u(t, x) vérifie :

[D? — A(w, D,)]u(t,x) = 0 sur [-T,T] x B(0,3r).
Notons B(0,3r) = B et L*((—so,s0) x B(0,3r)) = L.

En vertu des inégalités triangulaire et de Cauchy-Schwartz on obtient

A is+a—
< o 1 H s e DT D

_2A( 2
+ ||e 2 listatT) g gy IPeu(=T, @) BJ

)\2 . —AZ a— 2
L A e IO T e

L2(B)
. —2 (is+a+T)?2 _
+ ||(ZS +CL+T)€ : ||L2((—so,so))||u( T’I)||L2(B):| ‘

L’inégalité de Cauchy-Schwartz implique aussi que

A (is+a—T)2 —3 (is+a—T)2 ) —
H (ZS“‘G/ T)e 2 HLQ(( 50:50)) < He 2 HL2((—S()7SO)) H(ZS‘i_a T)HLQ((—SOaSO))
et
A 2 4
|| (ZS“‘G;‘i‘T)e 3 (ZS+G+T || < ||€ 2 (ls-i-a-i-T) || || (ZS+(Z+T) ||L2((—so,so)) )

L2((—s0,50)) L2((—s0,50))

il s’ensuit que

A3 y ZS a— 2
1Quaprlze < Dug— | (1411 + @ = T)ll2(-s0,50)lle™ 2 o)
+ (14115 + a + T) 2 s o)l 2T o wo))] : (1.8)

D, = (1 DT i, | DTl [T ) i =T )
qui est fini (car u € C°([-T,T), H(B)) N C*([-T, T, L*(B))).
(1.

En combinant (1.4) et (1.6), (1.8) devient

3 AT —lal?)—s2
||Qva,/\,T||L2((—50730)XB(0737,)) S Du/\ze 2[(T |a]?)—sg]

avec D, = DU#QSO max |14 |[(is+a—T)| 1+|(is+a+T)|

L2((=50:50)) " L2((-50,50))

ce qui achéve la démonstration. ]
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Remarque 1.8. Dans le cas onu € CO([—T,T|, H(B(0, 3r)))NC*([-T,T], L*(B(0, 3r)))
on déduit a partir du lemme 1.7 et du fait que v, 7(s) € H}.(B(0,3r)), s €
(—s0,50) que varr(s) € HE (B(0,3r)), s € (—s0, S0), car Q est elliptique (voir

annexe théoréme A.7). u

La deuxieme étape de la preuve du lemme 1.4 est une inégalité de Carleman qui
va faire 'objet du lemme suivant pour lequel on pose :
$? + ||

5 et W(s,x) =e %) on g > 0.

90(5’93) =

Lemme 1.9. (Inégalité de Carleman) Il eziste une constante K > 0 (ne

dépendant que de Cy et Cy) et 7o > 0 (ne dépendant que de Cy, Cy et C3) tels

que, quelque soit 0 < r < rq, alors pour tout 3 > % il existe C' > 0 et v > 0 tels

que, pour tout v > vy et tout w appartenant a H*((—so, so) x B(0,3r)) a support
compact dans {(s, x); § < s+ |z <9r?}, ona:

3
V2| Wl L2((—s0.50)x B3 < CllE" Q|| 12((=s0.50) x B(0,31))

ot Q = D? + A(z, D,,).

Preuve Ce lemme est une conséquence du théoréme A.6 (cf. annexe) proposé
par Hormander.

Pour prouver le lemme il suffit donc de vérifier (A.1) du théoréme A.6. Dans
notre cas on a

2

(s, x) = e %) pour tout (s, ) dans {(s,z); % < s*+|z]* < 9r?}
et
C(=E&+iyV,¥(s, )
— £ — B Vaip(s, m)e ),

Posons

I = frye o) (1.9)
puisque grad,p(s,x) = x alors

¢ =¢—ilu. (1.10)

Posons également
6 = 7 — irBg) (s, z)e ),

or
Pi(s,7) =5

d’ou
©=71—1ils. (1.11)
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Notons ¢(z,7,£) = 3(72 + ¢ BE) la partie principale de @, ot B est une matrice

qui dépend de x. Calculons q(z,0,() :

0(2,0,) = 5(0*+'CBO)

1
— 5(72 —I?s? —i2Tst — [*('zBr) + '€ BE — 20 ('¢Bu)).

Quand ¢(z,0,() = 0, cela est équivaut a :

72+ 1€BE =T?%(s* + 'xBx)
et
s+ '¢Bx = 0.

Ainsi la relation (A.1) devient, en notant n = (7, ¢),

2_5(5’77@70 + 2 V(s, x)gn (z,0 Q‘) o Be(sx)

_5‘

n

1 1, 0B
+ =1 “tce=—¢[B
Vm[;2<8xk [

D’aprés (1.9), (1.10) et (1.11) la relation ci-dessus peut s’écrire :

9 9q
= 15,0, OF + IVels,2) 5 (2.0, O+
+ptm() %t(g - in)g—Z(f _iT2)[B(E — iTx)]] > 0,

ot [V]j est la k-éme coordonnée de V.

Par ailleurs on a :

dq 0q
077( 6,0 = (5 ( ,0,0), 5( ,0,())

= (T —il's; B¢ —i'Bx)
grace a (1.12), ce qui donne
@

3 =72+ 2% + 1¢B%*¢ + T*("2B%x)
n

(I@O

en vertu de (1.13). Comme

Vo(s,z) = (s,z) et Vs, x)gn

les équations (1.13) impliquent que

V(s,1) 24

an(x 0,0)|* =T*(s* + 'zBx)*.

(1.12)

(1.13)

c]k] > 0.

(1.14)

(1,0,() = (s(1 — il's); 'z(B¢ — il' Bx)),
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Par conséquent le terme Im [.] de (1.14) est égal & :

OB i OB
N kz_j 5—5 T (o —2) = 20 (ag ) [th—
|, OB OB
—152 [§—§+F2(xa—ka)—22f(xaxk ) [BmL
—~ I, IB . OB
- X e[, e 17,

Il vient de (1.13) et des hypothéses faites sur 'opérateur A que

PGP <+ EBE=7"+ ) ajr(2)g& =T7(s + 'z Ba)

n>jk>1
< Oyl (s + |2]?)
S 2C2F290(S7x)a

d’ou
7'2 -+ 01‘5’2 S QCQIQQO(S,.I').
Ceci implique que
7 < 20,12 p(s, 7) et C1|CLIE)? < 2CoT% (s, ),

c’est-a-dire que

|| < aF\Np(s,x) et [ 51“\/@(3,:6), (1.15)

ott C est une constante positive ne dépendant que de C; et Cs.
Avec les inégalités (1.15) on obtient

|%1m []] < CTp2 (s, 2),
Ig—g(:c, 0, () < (CIT? + 2C5T% + C3T%) (s, z) < CTp(s, ),
et

ou C (resp C, resp ¢) est une constante positive ne dépendant que de Cy,Cy et
C3 (resp Cy et Cy, resp C1).

On voit que (1.14) découle de : ¢fT2p%(s, ) > M2p(s, z)(C + C’\/ (s,2)). Si
ro est assez petlt (ro ne dépend que de C, C’g et Cg) on a Cv/p(s, ) > ¢ 5 pour

o(s,r) < 2= 1l suffit donc de prendre 5 > & 7z ou K ne dépend que de C’1 et Cy
(sur I’ ouvert considéré ¢(s, z) > %) n
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Preuve du lemme 1.4. Pour simplifier les notations on note v,y 7 1= vj.
On applique l'inégalité de Carleman & wy := x(2¢(s, x))vy ou x(a) est une fonc-
tion plateau réguliére telle que

1 st (1=§rP<a<ay=(¥
X<a)_{0 sioa<(l—e¢??

A &

0 (l-e)2rz  (1-e/2)22 O, (Sri2ye=ce ; (1 1o/ =cx | o

Fig. 1.4. Troncature.

On note oy = (2r)? (on a oy < as < a3) et so = 3r. On choisit 3 = 25 et on
pose v = v\ ou v sera choisi ultérieurement.
On écrit QWA<S7:E) = X(QQO(S,%))QUA<S,$) + [Q,X(QQ&(S,%))]U)\(S,ZE) pour (va)
appartenant a (—sg, so) X B(0,3r),r > 0.

Puisque Q = D? + A(x, D,) est un opérateur d’ordre 2 (deux), le lemme 1.7
et les propriétés de la troncature x entrainent :

167X (200) QUAll L2((—s0.50) x B0.3r)) < A O e BTl A8 (1.16)

Par ailleurs le commutateur [Q, x(2¢)] est d’ordre 1 (un) et le support des coeffi-
cients est contenu dans : {(s,z); (1 —€)*r? < 2¢ < (1 —£)*r* ou az < 2¢ < ag}.

o Siay<2p<as alors 6 < e F  Les propriétés 1.6 (cf. ii. et
i7i.) impliquent

=~ g

e 2
1€7Y[Q, X (20)]vall 12(ap<20<a) < €7 oAl (an<2p<as)

K22
< ABQ e A, (1.17)

g1
o Siag >2p, alors V) > erde T ce qui implique que :

71}% u)\eiK
lwallzz@2p<ar) = €

42

vie r

3
V2 |le"w |l r22p<ar) = € [vallz2@p<ar).  (1.18)

Les formules (1.16)-(1.18) et le lemme 1.9 entrainent que :

~

-K

=

2 3
e ol zp<an < V20l r2p<on) < Clle”™ Quiallia((—so,ts0)xB0.3m)
S Cu)\%ey)\eif{_%(T_M)z—F)\sg + Cu)\%e'yke_f(%-ﬁ-)\sg’
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d’ou

|:61/)\e_f(—%(T—|a\)2+/\s(2]—u>\e_f<C:—zl + e'y)\eik% +)\s%—y)\eif<j‘ .
(1.19)
Pour prouver le lemme, il suffit de montrer que |[v,||z2(2p<q,) tend vers 0 lorsque
A tend vers l'infini. Pour cela, d’aprés (1.19) il suffit que

=

|

3
vl 22(2p<ar) < CuA?

_ _ (1.20)

ve ' — (T —a|)* + s3 —ve ¥ <.

ke ke
{76 el AR |
2

Or sip, p, 0, vsont des nombres positifs tels que pp < ov, alors il existe v €], %[
telque§<y<%.

Posons
p=s2>0
p= (e_f{ — e_f{%) >0
o= (e*f(% —e*f((:g) >0
1
v= (T~ lal)*~ ) >0
Etant donné que
o 4r? as 251 25 ; 3
_— = —— = _— = = — el S = or
r2 r2 T2 42 4 0 ’
I'inégalité up < ov est alors équivalente a
-K —4K
— 1
02 C _— % < (T —la|])? - 9
6_4K _ e—zK 2

qui correspond a |a| < T—Krou K =3v2Y avec Y = X+1let X = KoK

e 4K 714

Le lemme 1.9 implique l'existence de K = }?(Cl, C3) > 0 et un rayon ¢ tel
que 19 = 19(C1, Cy, C3) > 0 tandis que les propriétés 1.6 (i. et éii.) permettent de
déduire que u(t,x) =0 si |t| < T—Kr et |x| < 2r, ce qui achéve la démonstration.

|

Preuve du théoréme 1.1. Pour démontrer le théoréme 1.1, on va construire
une suite de boules permettant d’appliquer itérativement le lemme 1.4.

Remarque 1.10. S’il existe une J-suite de boules reliant zy a x (deux points de
Q) avec § < rg (ro suffisamment petit), alors u(,y) = 0 pour tout y voisin de x
et [t| < T — K. "

La preuve de cette remarque sera faite aprés celle du théoréme 1.1.

On va d’abord prouver 'assertion suivante : "Pour tout = € € et pour tout ¢ > 0,
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il existe § < 1o (ro suffisamment petit) et une d—suite de boules reliant x¢ a «
avec ON < D + €".

Soit I' un arc (suffisament régulier) joignant xy & = et contenu dans € tel que
la longueur de I' < D + €. On note g une paramétrisation de I’

g:10,1] — Q avec g(0) = g et g(1) = z.

Soit p = i%fl] d(g(t),Cq), on a > 0. En effet,
te|0,
F:[0,1] —R*
t— F(t) = d(g(1), Ca)

est une fonction continue sur un compact dont I'inf est atteint. Puisque F(t) =
d(g(t),Cq) > 0 alors pu > 0.

Pour chaque § €]0,inf(%,70)[, on va construire une d—suite de boules reliant g
a x de la maniére suivante. On construit par récurrence ag = 0, aq, ...,y = 1, et
en posant o = sup{a € [0,1], |g(a) — g(ej)| < 0}, si a; # 1 on remarque que
a; est une suite croissante.

On va voir que cette procédure s’arréte et que la suite «;; est strictement croissante
(c’est-a-dire que les élement de la suite «; sont distincts et compris entre 0 et 1).
Cela est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 1.11. Sia; #1  alors  |g(aj—1) — g(e)| = 6.
Preuve Soit o, o # 1, tel que o; = sup{a € [0, 1], |g(a) — g(ay_1)| < d}.

On a
l9(aj—1) — g(a;)] < 4.5 (1.21)

Par ailleurs Vo o € [0,1] tel que o > a; et @ — oy, on a |g(a;_1) —
g(a™)| > 6. En faisant tendre o™ vers a; on trouve

l9(aj1) = glay)] = 6.7 (1.22)

En combinant (1.21) et (1.22) on obtient :

|9(ej—1) — g(ey)| =6 pour oy # 1.

Maintenant on va prouver que cette procédure s’arréte. Pour cela on procéde par
I'absurde. On suppose donc que pour tout j, a; < 1, ce qui implique que «;
converge, car «; est une suite croissante et majorée par 1, donc que |g(aj_1) —
g(a;)| tend vers 0 ce qui contredit le lemme, d’out le résultat. n

Nous allons maintenant montrer que B(g(a;),0), 7 = 0,..., N — 1 est une
0-suite de boules reliant xq & = sous les quatre conditions suivantes :

6Car g est continue.
"Car g est continue.
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1. yo = g(ap) = g(0) = z¢

2. = € B(g(an-1),20).
En effet, |z — g(an_1)| = |g(an) — glan_1)] <0 <24

3. B(g(aj_1),0) C B(g(e;),20), j=0,...,N — 2.
En effet, siy € B(g(®j-1),9), j=0,..., N —2, alors

ly = g9(ay)| < |y — gla-1)] + [g(e-1) — g()]
< 2.

4. B(g(ay ),30) C .

En effet, 30 < p car ¢ €]0,inf(%,7o)[, d’oit le résultat.

Il reste & majorer N. On remarque que le segment I; = [g(c;), g(j+1)],
j=0,...,N—1, est contenu dans 2, car B(g(c;),30) C €. Il s’ensuit que |g(a;) —
g(a+1)| est inférieur a la longueur de I' prise entre g(a;) et g(aj4q1). I vient

N—

—

donc lg(a;) — g(aj41)| < longueur de I' < D + €. (Car la longueur de I' =

inf A; = infz lg(aj) — g(ej41)| ot A; = |g(ay) — g(aj1)| (voir annexe
théoréme A.3)).

g(l=g(ch=

z=g(U)=g()

Fig. 1.5. Longueur de I.

En tenant compte du lemme 1.11 on obtient : 6N < D+¢, ce qui achéve la preuve
de 'assertion. n

Conclusion D’une part il découle du lemme 1.4 I'existence d’une constante K
strictement positive ne dépendant que de C et Cy. D’autre part la remarque 1.10
et I'assertion (cf. page 35) nous permettent d’affirmer que :

u(t,y) =0 pour yvoisindez et |t| <T — KON.
On en déduit que :
u(t,y) =0 pour y voisin de = et |t| <T — KD,

car ON < D+e=T—(D+¢€) <T—0N. Ce qui achéve la démonstration du
théoréme 1.1. -
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Preuve de la remarque 1.10. Il suffit d’appliquer le lemme 1.4 N-fois. En
effet, supposons qu’il existe une J-suite de boule reliant x¢ & = avec d < ¢, 19
suffisamment petit.

Premiere application

Posons r = § > 0 avec r < ry. En vertu du lemme 1.4 on établit 'existence
de K = K(Cy,Cy) > 0, telle que si (D? — A)u = 0 pour (t,y) appartenant
a [-T,T]) x B(yny-1,39) et u(t,y) = 0 pour (¢,y) appartenant a [—T,7] x
B(yn-1,d), on a alors u(t,y) =0 pour |y —yn_1| <20 et [t|<T —JK.

Or B(yn-1,9) C B(yn—2,20) d’ou :

Seconde application

En posant r = 2§ et en supposant que r < 9 et B(yy_2,2) C 2, on déduit, a
partir du lemme 1.4, existence de K = K(Cy,Cy) > 0 telle que si (D? — A)u = 0
pour (t,y) appartenant & [—T,7] x B(yn_2,60) et u(t,y) = 0 pour (t,y)
appartenant & [—7, T x B(yn_2,20), alors u(t,y) =0 pour |y —yn_a| <4 et
It| < T — 20K.

Par itération on obtient la derniére étape en supposant que
B(y, (N = 1)0) C B(yo, N9).

N-éme application

En posant r = N¢ et en supposant que r < rg et B(yo, NO) C 2, le lemme
1.4 implique l'existence de K = K(Cy, Cy) > 0, telle que si (D? — A)u =0 pour
(t,y) appartenant a [—T,T] x B(yo,3N0d) et u(t,y) =0 pour (,y) appartenant
a|—T,T]x B(yo, N0), alors u(t,y) =0 pour |[y—yo| <2No et |t| <T—-NIK,
avec y = yy et x = gy, d’ou le résultat. ]
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1 Introduction

ous nous intéressons ici au probléme de controle des solutions des équations

hyperpoliques. Le cadre fonctionnel a été dégagé par J.-L. Lions [Li88] qui
a introduit la méthode H.U.M (Hilbert Uniqueness Method) qui consiste & étu-
dier ’ensemble des conditions initiales d’un probléme d’évolution qui peuvent étre
annulées en un temps fini T en exercant un contréle d’énergie finie sur le bord.
Ce résultat repose d’une facon fondamentale sur un théoréme d’unicité qui per-
met de construire un espace de Hilbert dense dans I’espace d’énergie. Ce théoréme
d’unicité est une conséquence du théoréme de Holmgren dans le cadre analytique.
Dans le cas d’un opérateur hyperpolique scalaire d’ordre deux, D? — A(t, x, D,),

20
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Alinhac [Al83| et Alinhac-Baouendi [AlBa95] ont montré que la régularité C'*°
des coefficients de I'opérateur elliptique A ne suffit pas pour avoir 'unicité par
rapport a une surface de type temps. En effet il existe deux fonctions de classe
C™ a(t,z) et u(t,z) telles que (D? — A + a(t, z))u(t,z) = 0 dans un voisinage
V de (t,z) = (0,0) et suppu C {z = (z1,2');21 > —d]2’|} ou 6 > 0. Par la
suite, il a été observé par Robbiano [Ro91]|, que lorsque I'opérateur A ne dépend
pas du temps nous avons un résultat d’unicité adapté a la théorie de controle.
Ce résultat a été amélioré, dans un premier temps, par Héormander [H692| qui a
donné une estimation précise et quasiment optimale du temps minimal pendant
lequel le controle doit agir, puis par Tataru [Ta95, Ta96]. Récemment, Hérmander
|H696| d’une part et Robbiano-Zuily [RoZu98| et Tataru |[TA99| d’autre part ont
démontré un théoréme d’unicité locale pour les opérateurs différentiels, scalaires,
a coefficients C°, partiellement holomorphes, ot les hypothéses usuelles de Hor-
mander (principal normalité et pseudo-convexité) sont faites uniquement sur le
conormal des variables analytiques.

Bardos-Lebeau-Rauch [BLR92] ont montré qu’il existe un lien entre les rayons
de la géométrie optique et le probléme de la controlabilité exacte, une condition de
controle géométrique, suffisante et presque nécessaire, pour obtenir I'observabilité
de ces problémes. Sans cette condition de controle géométrique, Robbiano [Ro95]
prouve un estimateur d’observabilité logarithmique (mais avec T suffisamment
large & cause de la vitesse de propagation finie) et démontre comment 'utiliser
afin d’obtenir un résultat de contréle approximatif avec une estimation du coft
du controle.

Les problémes de controlabilité et d’observabilité ont été également étudiés
dans le cas des problémes paraboliques, Fursikov-Imanivilov [Fulm96| et Lebeau-
Robbiano [LR095] ont montré une controlabilité exactement nulle, sans restriction
sur le temps de controle ou sur le support de la fonction de controle, se sont inspiré
de la méthode de Russell [Ru73] qui a inroduit une transformation pour montrer
que I’équation de chaleur entraine une contrélabilité nulle pour toutes les valeurs
du temps, et ce a partir de la contrélabilité exacte de ’équation d’onde pour un
certain intervalle (certaines valeurs) du temps. Fernandez-Cara-Zuazua [FCZu00]
ont également démontré un estimateur d’observabilité, explicite dans le temps.
Récemment Miller [Mi04, Mi05] a montré la contrélabilité nulle pour un temps
assez petit et dans des domaines non bornés. Ces problémes de controlabilité et
d’observabilité ont encore été étudiés dans Lebeau [Lb92|, Fabre [Fa92]|, Lasiecka-
Tariggiani [LaTr92| et Burq [Bu93] ainsi que Machtyngier [Ma94] et Phung [PhO1]
pour ’équation de Schrodinger dans le cas ou le controle agit sur une partie du
bord.

Dans ce chapitre nous reprenons d’une part les estimations du chapitre un
pour donner un résultat quantitatif d’unicité. Plus précisement, soit u la solution
d’un probléme hyperbolique dans un ouvert avec la dérivée normale nulle au
bord, nous avons prouvé dans le chapitre un, que si u est nulle sur un ouvert du
bord pendant un temps suffisamment grand alors u est nulle. D’autre part nous
prouvons une majoration des données de u par la trace de u en norme L? restreinte
a un ouvert du bord pendant un temps suffisamment grand. Une estimation du
méme type que celle obtenue ici avec la norme de la trace de u sur le bord dans H'*
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résulte des travaux pécédent sur le sujet. L’estimation naturelle pour le probléme
de Neumann et avec la norme L? de la trace de u sur le bord et ceci nous a
conduit a prouver une estimation de Carleman adaptée (voir Proposition 2.8 p.
29). Cette majoration n’est pas linéaire comme dans le cas traité par Bardos-
Lebeau-Rauch [BLR92| mais logarithmique. Ce type d’estimation a été donné
par John [Jo60| dans le cadre analytique. Dans les cas ot I'unicité se démontre
par une inégalité de Carleman, Isakov [Is80| et Bahouri [Ba87| ont montré que
nous obtenons ce que John appelle des inégalités de type Holder. En reprenant
les mémes idées, nous prouvons que les estimations de Robbiano [Ro91| donnent
des estimations logarithmiques des données par la trace de u. Nous donnons
ensuite une estimation de la fonction de cott notée C(€) de ce probléme du type
Cexp(C/é?).

Ce type d’estimations logarithmiques a été également utilisé pour des pro-
blémes paraboliques. Phung [Ph04] a donné la controlabilité approchée de 'equa-
tion de la chaleur avec un potentiel, et pour I'équation de Schrédinger, il a
montré une estimation logarithmique en absence de controle géometrique dans
|PhO1]|. Duyckaerts [Du02|, Zhang-Zuazua [ZhZu06] et Duyckaerts-Zhang-Zuazua
|[DZZ06] utilisent ces estimations pour des problémes d’interaction onde-chaleur
qui donnent le taux de décroissance logarithmique lorsque I’équation de la chaleur
ne satisfait pas la condition de contréle géometrique.

Remarques

Il est probablement possible d’avoir les mémes résultats de ce chapitre quand
la régularité des coefficients du probléme hyperbolique est abaissée. Cela néces-
siterait de remplacer 'utilisation du calcul pseudo-différentiel par d’autres outils
adaptés a des opérateurs a régularité limitée.

Les résultats sur le contréle pour ’équation des ondes ont été obtenus dans
le cadre de la controlabilité exacte soit par des méthodes de multiplicateur soit
par des techniques micro-locales (propagation d’onde ou mesures micro-locales)
et sont équivalents a des estimations linéaires d’observabilité.

Lebeau [L92] a prouvé, dans un cadre analytique, des résultats trés précis sur
I’espace atteignable qui ont pour conséquences des estimations logarithmiques
d’observabilité. Dans le cadre C'*°, des estimations d’observabilité du méme type
peuvent étre prouvées par des techniques issues des inégalites de Carleman, mais
avec des puissances moins bonnes. La transition entre les deux phénomeénes — que
I’on pourrait schématiser par les hautes fréquences pour la controlabilité exacte
et par les moyennes, fréquences dans le deuxiéme cas— n’est pas claire.

Pour des systémes couplés, des estimations d’observabilité polynomiales ont été
prouvées mais ce type de phénoméne semble lié¢ au couplage plutot qu’a la transi-
tion hautes-moyennes fréquences (voir les travaux de Rauch-Zhang-Zuazua [RZZ05],
Zhang-Zuazua [ZhZu03, ZZu03|).
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2 Hypotheéses et résultats

Soit 2 un ouvert borné et connexe de R", de frontiére 02 de classe C'*°, soit
I' une partie ouverte non vide de 02 on note :

QT:(O,T) x ) et FT:(O,T) XF,
Soit A(z, D,) un opérateur elliptique de la forme suivante :

10

i Ox;

A(z,Dy) = > Djlaji(x)Dy) + > _ Djaj(x) +ag(z) on D;

1<j,k<n j=1

On suppose que (a;;(x))1<jk<n €St une matrice symétrique définie positive et
qu’il existe une constante positive C telle que, pour tout z € ) et tout £ € R
on ait :

Z ajx(2)&& > ChlEf,

1<jk<n
les fonctions a; , a; et ag vérifiant :

ajr € C*(Q) pour 1<j,k<n
a; € L*(Q) pour j=0,..,n,
il existe donc une constante positive Cs telle que pour tout z € €2 et tout £ € R”
on ait :

Cyl¢)? > Z a;j k()&

1<j,k<n

On note B =0,, = — Z ajr(2)n; Dy, la dérivée conormale extérieure & €2 ou
1<j,k<n

n(xz) = (nj(x))1<j<n est la normale unitaire extérieure a Q en z et C = 9,, —
> aj(@)m;.
1<j<n

On s’interesse ici au probléme hyperbolique d’évolution avec controle du type
Neumann sur la frontiére du probléme.
On note

Wo=H'(Q) @& L*(Q);  W_y=L*Q) & (H")(Q)
ou (H'Y(Q) est le dual de H'(Q). Les espaces Wy et W_; sont en dualité par la
forme bilinéaire, suivante :

Si v = (vo,v1) € W_y, W = (ug,u1) € Wy alors (v, @) = (ug|vi) — (u1|vo)
ou (+|-) est soit le produit scalaire dans L?(Q), soit la dualité entre H'(Q) et
(HY)'().
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Pour @ = (ug,u;) € Wy on note encore u(t,r) la solution appartenant &

C'(R, H*(Q2)) N CY(R, L*(2)) * du probléme homogéne direct, :
[D? — A(x,D)ju=0 dans R xQ
Uj—p = Ug dans
puj—o = Uy dans
Cu=0 sur R x 99.

Par ailleurs si C'¢p = 0 sur 9 et supp¢lgo C T’ (pour ¢ et ¢ suffisamment
réguliéres) on a :

(2.1)

[ 1460 - 6271dz = [ 00,540 (2.2
Q N

La formule (2.2) (pour plus de détails voir annexe) permet de prouver par la mé-
thode de transposition (cf. Lions-Magenes [LiMa68|) que le probléme rétrograde
non homogene suivant est bien posé.

Soit g € L?(T'7), on peut alors résoudre :

[D? — A*(z,D)Ju =0 dans R x
Vlp=r = Ov|i=r =0  dans € (2.3)
Bv = glr, sur R x 09

avec v € C°(R, L*(Q))) N CH(R, (H(Q))).
On définit ainsi S par :
S:L*(Typ) — W_,
g— S8g = v = (U|t:0, 8tv\t=0)~

On pose F = Im (8S) (tel que || V|| r = inf{||g||z2(ry); Sg = U'}), ceci nous permet
de dire que si v € F il existe g € L*(T'r) tel que v = S(g) solution du probléme
d’évolution :

[D? — A(z,D)jv=0 dans R xQ
v(0,2) = vy, Ov(0,2) =v; dans (2.4)
Bv = glr, sur R x 092

qui est controlable par définition.

Les résultats principaux de ce chapitre sont :

3 Inégalité d’observabilité du type logarithmique

Sous les hypothéses citées dans la section 2 on a le théoréme 2.1 suivant :

Théoréme 2.1. Il existe des constantes T > 0 et C' > 0 telles que pour tout

w e Wy on ait _
Cll lwe

1% [lw-, <

— 2
I [ )

lOg (2 + HUIFTHLQ(FT)

La démonstration du théoréme 2.1 est donnée dans les pages 45-49.

"Voir Lions-Magenes [LiMa68|, page 286.
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4 Fonction de coiit

Sous les hypothéses citées dans la section 2 on a le théoréme 2.2 suivant :

Théoréme 2.2. I existe une constante C > 0 telle que pour tout w € Wy,
1 ||lw, <1, pourctout €>0, il eziste Yy € F et 2 € W_, tels que © = 2 + 7y
avee |y ||p < Ce, | Zlw., <e.

Remarque 2.3.

1. F dépend de T. Pour le théoréme 2.2 il s’agit du F' défini avec le temps T'
du théoreme 2.1.

2. On peut réécrire le théoréme 2.2 en utilisant les fonctions de cofit.
On introduit la fonction de cotit C(e) de la maniére suivante :

posons
Cale)=mf{[yr v =7 +7Z, 7w, <€},

la fonction de cotut est alors définie par :

C(e) = sup{Cx(e); W € Wo, || U |lw, < 1}.

Corollaire 2.4. Il existe une constante C' > 0, telle que
C(e) < Ce pour tout € > 0.

On va commencer par prouver le théoréme 2.2 en supposant démontré le
théoréme 2.1.
Preuve du théoréme 2.2.

D’abord on définit 'opérateur continu suivant :

K : Wy — L*(I'z)
7 — Kﬂ) = u]_pT

puis on rappelle le lien entre les deux opérateurs S et K, pour cela on applique la
formule (2.2) & ® = u solution du probléme (2.1) et ¥ = v solution du probléme

(2.3). On remplace Au par Diu et A*v par D}v puis on intégre entre 0 et T, en
effectuant une intégration par parties :

<S(g),7>:/0 /FK(W)(:U,wg(x,t)dadt. (2.5)

On note A : W_; — W, Dopérateur tel que pour tout @ € Wy et v € W_q,
(W, V) = (AU, W )w, ot (.,.)w, est le produit scalaire de Wj.
L’opérateur A est bien défini (d’aprés le théoréme de représentation de Riesz).
On note B : Wy — Wy; B=AoSoK En posant ¢ = Ku dans (2.5) on
trouve :

(B, ), — /O ' /F K () [2dodt. (2.6)
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Ce qui implique que 'opérateur B est borné, positif et autoadjoint.
On note E) le projecteur spectral associ¢ a B, on a suppdE) C [0, || K||] et :

+00 +oo
7 = / AE\T . ot BT — / NE,T.
0 0

On note C,, = Ce=" avec C' assez grand qui sera choisi ultérieurement et
Gnﬂ) = / l(Cn-&-lnd)dE)\ﬂ) = EC’!L(U) - Ecnw‘»l(?)
donc U = ZGnﬂ) si Ce™! > ||K]|| de plus on a :

n>0
IKG W oy = (BG W, G ),
- / M ieyr ) (ABGo T, G e,
on a clairement C’n+1||Gnﬂ>||%,V0 < ||KGn7H%2<FT) < C’n||Gn7||%VO.
Notons d,, = £e" = C,;! on obtient
Al KG W |Gy S NG Iy, < dua [ KGR W |72y - (2.7)

On note 'espace F’, dual de F' qui est le complété de W, pour la norme HK7HL2(FT).

Estimation de la norme de G, u dans W_;

Il découle du théoréme 2.1 :

Cll G [l

IGw T lwy <

1
Gn e [lwy ) :
G200

log (2 +1r
de linégalité (2.7) on déduit
1G @ [l < Ce 2 (|G @ ||y (2.8)

. _n

On munit Wy de la norme : g e 2
n>0

cette norme (on note ||.||y la norme de cet espace).

— sz
Gn U ||w, et on pose H son complété pour

On a grace a (2.8), la propriété : H C W_;.
entl1 N
On munit également Wy de la norme : Z e 2 |G U |lw, et on pose I son
n>0
complété pour cette norme (on note ||.||; la norme de cet espace).

Grace a (2.7) on a que F' C I, on en déduit alors le diagramme suivant :

WoCHCF CI
N
W_,.
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Par la dualité entre Wy et W_; on obtient

I'cFCcH cw_,
U
Wo.

La description de H'et de I’ est obtenue comme suit :

On note /Ev,\ I'opérateur dans W_; déduit par dualité de E) c’est-a-dire pour
tout v € W_, et w € Wy on a

(T, E\T) = @7, 7> (2.9)

et notant

on a clairement si k # n, C:”n?, Gkﬂ>> = 0.

Il est alors facile de vérifier que
H = {7 e W_yi;supe? |G ||lw., < —i—oo}
n>0

et
en+1 ~
I'= {7 e W_y; supe 2 |G,V ||w_, < oo}.
n>0

Soit W € Wy, || ||w, < 1 puisque Wy C H' alors
|G |-, < Ce™ 2| W lw, < Ce™ % (2.10)

d’autre part on a u = Z énﬁ
n>0
N +o00 N
On note 3 = ZG" et 7 = Z G, , ot N sera choisi plus loin
n=N+1
En vertu de (2. 10) on obtient (ou les constantes C' peuvent changer de ligne en

ligne)

n+1 n N

supes |G, ynwlsSupZCe ST <0

+00 +o0 N
-~ n +1
et Ty < S G T, € 3 Cet <o 2

, . _N _(N+1) , —
Pour € donné soit N tel que Ce™2 > ¢ > Ce 2 ,ilen résulte alors || 2" ||w_, <€

et |7 < Cee%, ce qui prouve le théoréme 2.2 puisque I’ C F. "

n -

_n f : 1
2Car = ), € 2 est une série géométrique de raison e =.
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5 Inégalités d’interpolation et de Carleman

Inégalité d’interpolation

Soient sg > 0, X =] — s, 5o[x€2, 0X =] — 50, so[x I et v € C*°(X) la solution
de

Qu=[D?*+ A(z,D,)]Jv=1v9 sur X (2.11)
Bv = sur 0X. '
Soit I un ouvert non vide de 9, on note I'y, =] — 59, so[xI" et Y =] — 32, 2 [xQ.

Théoréme 2.5. [l existe C > 0 et p €]0, 1] tels que pour toute solution v de
(2.11), on a

1_
[0l vy < C(IQullaxy + I1Bvll2ax) + vlr, l20x)) " (ol xy) " (2.12)

Remarque 2.6. Une inégalité de ce type a déja été prouvée dans Lebeau-
Robbiano [LR095| pour une autre condition au bord. La preuve du théoréme
2.5, repose sur les résultats de Lebeau-Robbiano [LR095, LRo97|. ]

Proposition 2.7. Il existe C' > 0, p €0, 1], un ouvert U non vide de Q et € > 0
tels que pour tout v € H*(X), on ait en posant Uy =] — €, €[xU les inégalités
d’interpolations

1—

[0l 20y < C(I1Qul2x) + 1Bl 2ox) + [[0lrg, l20)) " (1ol ex)) "5 (2.13)
1—

[ollmr vy < CIQUll2x) + 1 Bullz2ox) + vl 2wy)” (I0llar) " (2.14)

Preuve du théoréme 2.5.

- Si |v]| L2y < |QU|L2(x) + || BY||r2(sx) alors (2.14) nous donne (2.12).

- sinon (2.14) s’écrit [|v]|g1(yvy < C”||v||‘L‘2(UO)HUH;‘(LX) et en utilisant (2.13) on
obtient

1-p

ol vy < C'(1Qull2x) + 1Bl 20x) + lvlr, 20x)) " (ol x))

ce qui implique (2.12). "

Pour démontré la proposition 2.7 nous allons suivre essentiellement la méthode
de Robbiano [R095|.

Inégalité de Carleman au bord

Soient o' = (wg,2"), z = (v/,z,), RT™ = {(2/,z,) € R*" 2, > 0} et
K = {z € R || < 79}. On note CP(R1) 'espace des fonctions C> de R’
a support dans K et pour f € CX (R, fo = flo,=o-
Soit B
Q=D2 + R(z,D,) (2.15)
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avec D, = %8%, un opérateur différentiel du second ordre & coefficients C*> au

voisinage de K, on note r(z,{’) le symbole principal de R, et on suppose
r(z,&) €Ret Je>0,V(x,&) € K x R r(x,&) > cl¢]. (2.16)

Soit (x) une fonction C* réelle définie au voisinage de K et 7 un paramétre
assez grand.
On note

Go(,8) = (En +ingl,, ) +r(a, & +ivgly) (2.17)

et on suppose que la fonction ¢ vérifie
Ve e K; ¢ (x)#0 (2.18)

et I’hypothése d’hypoellipticité de Hérmander

(@, &) € K x R™ g (2,€) = 0 —> {Reqy, %Im W Hw,6) > 0. (219)

On pose (flo) = [ fade. 151 = (71, Golawho = [ fiwd’, 1ol =

(folfo)os IF13 = FIF + D 10x, £IIF et pour s € R | f|, = [|A*flo ot A* a pour

=0
symbole (72 + [¢']*)7.

Proposition 2.8. Soit p vérifiant (2.18) et (2.19). Il existe C > 0 et 1 > 0 tels
que pour tout v >y, et tout f € O (R, on ait

vl QL NG + vlle™ follg + 7 1€ 0z, flau=olls = Clle™ fI6-

Remarque 2.9. Une estimation de ce type avec ||€7% fo||3 & la place de |[e?% fol|2
a fait 'objet du travail de Lebeau-Robbiano [LR095|. Pour le probléme qui nous
intéresse nous devons obtenir une estimation avec f; € L?. C’est ce que nous
montrons dans la suite. n

Proposition 2.10. Soit ¢ vérifiant (2.19) et 0., ¢(x',0) > 0 pour tout (2',0) €
K. Alors il existe C > 0 et 1 > 0 tels que pour tout v > v, et tout f € C2(RTH),
on ait

7P QNG + 711700, flan=oll§ = CAIE FIIT + €7 fol1D)-

Proposition 2.11. Soit ¢ vérifiant (2.19) et 0., p(2',0) > 0 pour tout (z',0) €
K. Il existe C > 0 et v, > 0 tels que pour tout v > v, et tout f € CR (R,
vérifiant fo = flz,—0 = 0 on ait

le°Q 115 = Clle™ fIIE.

Les preuves des propositions 2.8-2.11 sont les conséquences respectives des propo-
sitions 2.12-2.14 énoncées ci-dessous. Ces preuves se font classiquement en conju-
guant () par la fonction poids €%, plus précisement posons

Q,=¢""o Qoe?.
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Proposition 2.12. Soit ¢ vérifiant (2.18) et (2.19). Il existe C > 0 et v; > 0
tels que pour tout v > 1 et tout h € CE (R, on ait

V2 1Quhlle + IAle,=ollg + 7710z, Al,—olls > CIRlIG-

Proposition 2.13. Soit ¢ vérifiant (2.19) et 0., p(2',0) > 0 pour tout (z',0) €
K. Alors il existe C > 0 et y; > 0 tels que pour tout v > 7, et tout h € C2(RTH),
on ait

wn=olls = Cy(|hIIF + ||k

1Qhle + 118z, — 75, )k en=0]1)-

Proposition 2.14. Soit ¢ vérifiant (2.19) et 0., ¢(2',0) > 0 pour tout (2',0) €
K. Il existe C > 0 et v, > 0 tels que pour tout v > v, et tout h € C2(RTH),
vérifiant hg = h|y,—o = 0 on ait

1Q4hll5 = ClIAl3.

Remarque 2.15. Montrons tout d’abord que la condition (2.19) peut toujours
étre réalisée quitte & changer la fonction ¢ mais en gardant les méme lignes de
niveau ¢ = cste. ]

Soit 1 une fonction C* & support compact dont la dérivée ne s’annule jamais,
et g une fonction croissante on définit ¢ par p(z) = g(¢(x))
on a

ot ¢q(z, &) est la forme quadratique suivante :

92,0 = Y ajr(®)&é

1<j,k<n

et q(x, &, () la forme bilinéaire symétrique associée a la forme quadratique ¢(x, &)
on a

Im Im Im
{Re 0y 7%} = O:Re q<p8x7q<p - 857%&51%6 dy

Im . / . /

4 0ualinn €~ )| (eD) Oualin + ini ).

Si on remplace ¢ par ¢ = g(¢) avec g strictement croissante, on obtient en notant
§=4g')n:
Im o3 Im
Re(ﬁmTqSO (‘Ta ) - ‘g (¢)| ReqT/Hqu (1;777)

9" (¥)
g )

+ " () Onq (2, + iy () IQ]
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et
[0 () g, + iy (@) = 4]y |q(z, ") |* + |2, n,¢") ],
on a
g, =0 <= q(x,n+ i) = 0.

- Siy =0 on déduit que g(x,&) = 0 ce qui n’est pas vrai, car
pout tout (z,£) € K x R", q(x,&) > ClE|%

- Siy #0onaq(z,n,v¢") = 0donc [¢(x)d,q(x, n+iy) (x)]* = 4v*|q(z,¢")]* > 0,

1

prenons g(z) = €%, on a ‘Z],((ZZ)) = f3, le terme {Reqy, I%qw}(x,n) et borné par

Cst(y? +n?) en prenant 3 assez grand, on réalise alors la condition (2.19) pour
©=e.

Preuves des propositions 2.12-2.14. Nous commencons par introduire des
notations et de rappeler quelques formules.

On note 8’ 'espace des symboles tangentiels a(x, &', ), C* en x au voisinage
de K, £ € R™ définis pour v > 0 et vérifiant :

Vo, 3,3Ca5, V2, €7, |0000a] < Coply +1€/])7717. (2.20)

On notera £’ lespace des opérateurs pseudo-différentiel tangentiels A = op(a),
a € S7 définis par :

(A)(f)(x) = (27T)"/6"(””/y/)g/a(waé’,v)f(y@mn)dy’dﬁ’- (2.21)

Nous utiliserons I'inégalité de Garding suivante (déduite de l'inégalité usuelle,
cf. Taylor [Ta91]) : Soit A € &7 §’il existe un ¢q > 0, tel que o(A)(z, &, v) >
co(v* + |¢'?) pour tout (x,&') € K x R, alors

301> 0,7 > 0,Yf € CR(RI™), ¥y > s Re(Af|f) > QS (2.22)

Enfin, on note D7 le sous-espace de £/ constitué des A = op(a) ou a(z,&’,~) est
polynomial en &, v de degré j.

~ Qp+Q¢ ~ Qp—Qy
On a, avec Q2 = 52, @ = T

Q‘P = @2 + 17@11 " (223)
Q=D+ Qo, Q1=Dng, + ¢, Dy+2Q;

ol Q; € DY, Q, € D? ont pour symbole principal

G2 = 0(Q2) = —*(¢,,)? +r(2, &) —r(z,v¢)
{ G =0(Q1) =7(z,&,¢) (2.24)

ot on a noté 7(z, &', n’) la forme bilinéaire symétrique en &', ' associée a la forme
quadratique réelle r(z,£’).
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Pour f,g € CR(RT™), on posera (folgo)o = [un foGoda’ les formules d’inté-

gration par parties s’écrivent, les opérateurs Qi, k = 1,2 étant auto-adjoint par
construction, 3

(£1Q29) = (Q2/19) — i [(f1Dug)o + (Duf19)0] (2.25)
(f1Qug) = (@1 flg) — 2iv (¢, flg)o
Qoo = Q2913 + 121 @ull3 +i7|(@191@29) — (Qelrg)]  (2:26)
d’otl en utilisant (2.23), (2.24) et (2.25), (2.26) devient :

Q9113 = Q2913 +71@19113 + i7([Q2, @rlglg) + 75(9) (2.27)
B(g) = (Q19|Dng)o + ((DnQ1 — 2, @2)gl9) -

Par ailleurs on a i[Q, Q1] € (D% 4+ D'D,, + D°D?) et puisque ¢, () # 0 pour
reK, Dn—#QleDl et D2 — Q, € D* d’ou

i[Q2, Q1] = BoQ2 + B1Q1 + Bo; B; € D' (2.28)

On rapelle que AF = (72 + ch,)g . Ak e gk,

Lemme 2.16. Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout R* dans EF et
g € CP(RYY) on ait :

IDER gll5 < el DRARgIIG + cll DaA*gll§ + cllA™gll5.
Lemme 2.17. Soit ¢ vérifiant (2.18) et (2.19). Il existe C' > 0, v > 0 tels que
pour tout v > v, et g € CX(RTT) on ait
1Qugll + ¥1glz,=oli + 02, 9ls,0l5 = Cyllgl} +7IDFAT gll5. (2:29)

Remarque 2.18. Le lemme 2.17 est classique sans le second terme a droite
(v[|D2A1g||3). L’essentiel de la preuve consiste & prouver qu’on peut aussi ma-
jorer ce terme. ]

Preuve de la proposition 2.12. Soit y € C%(R’:"!) une fonction de troncature,
x = 1 sur le support de h et g = yA~'h € C2(R%™). En appliquant Q, & g on
obtient

Qq)g = AilXQth + [X7 Ail}@goh + [ng: Ail]Xh
— D ATND2h + A Qy, Xk + Di[x, A" Jh + Th (2.30)

ou

T =—[(v},)% b6 AT + [(R(x, D), [X,A‘lN]] — [(R(z, v, [x, A1)
+ [2(plann7 [X? AilH - [@gm [X? AilH + [R(I, D:v’a ’790:3’)7 [Xv Ail” .

3@; ; k= 1,2 représente 'adjoint formel
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En utilisant (2.30) et le lemme 2.16 on a
_ c _ _
1Qegll5 < ey 2||ngh||3+¥||h||3+ IDRAT*AIG + | DaA™2hllg (2.31)

comme

—1 -1 —1
= XL AT+ YA,
d’on
Y glzn=ol? < Yl hlen=oll (2.32)

et
Oz glza=olls <A |8u, o] 2=ol[5- (2.33)

Comme ||g||? = [|Ag||2 + [|0x, 9|3, on écrit Ag = xh + Alx, A~'|h ceci implique
que h = Ag — Alx, A" |hAA~ h on a alors

1llo < cllAgllo + cllA™ Al

et c
1Agllo > ¢||hlo — ;HhHo

c’est-a-dire, si v assez grand,
1Aglls = cllAll5. (2.34)

Par ailleurs, on a d’une part 9,9 = x,, A™"h + x0,,A""h d’ou

||X8$VLA_1h||(2) S c||6xng

1
5+ ;Ilhllﬁ
c’est-a-dire
_ 1 _
102,915 > el Du A" R[5 — ¥||h||3+ X0z, AR5, (2.35)

et d’autre part
YDA gll5 = I DRAT XA A[g
> || DA™ xhlg = AI1DRA™ [x, ARG
D’apreés le lemme 2.16 on obtient :
YNDRAT gll5 = 7 DRAT2AI[§ — Cy~H [ DRAT2A[G
— Cy | DuAT RIfg — Oyl (2.36)

En utilisant le lemme 2.17 et (2.30)-(2.36) on obtient le résultat. n

Preuve de la proposition 2.13. La proposition 2.13 est un cas particulier de
la proposition 3.12 p 59 du chapitre trois. n
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Lemme 2.19. I existe C > 0, vo > 0 tels que pour tout v > o et g € C°(R™H)
on ait

YIDZA g[|5 < Cl|Q291l5 + Cyllgll3-

Lemme 2.20. Il existe C; > 0, (grand) et ¢y > 0 tels que pour tout (x,£') €
K < R" on ait

Cy
taRaSin
Lemme 2.21. Il existe C; > 0, v, > 0, Fy € EY et F, € D! tels que pour tout
v >y et g€ CRRYT) on ait

(47 + (#5,)@e]* + 0(B2) = co(v* + [§').

1Q.9ll5 = Civllglli +AIIDFAT gllE + Re [v8(9) + (Dng + FiglFog)o]-

Preuve de la proposition 2.14. Si g = €"?h on a hg = 0 et I'inégalité de la
proposition 2.14 résulte du lemme 2.21 puisque le terme de bord dans 'inégalité
du lemme 2.21 vaut alors 2 [, ¢, |Dngl§ > 0 grace a I'hypothése ¢, (2,0) >
0,V(2',0) € K et (2.27). l

Preuve du lemme 2.16. On a
D2RFg = DXRFAFARg
= D,(R*D,A""A*g) + D, ([D,,, R*|A % A¥)g
= RFD2A*A*fg + [D,,, RF|D,A"A*g + [D,,, R¥|D, A *A*g
+ [D, [D, REJA ARy,
Puisque D2A~% = A=*D? on a alors
D:R*g = R*A™*D;A*g + [Dy,, RYA™"D, A" g + [D,,, RFJA™* D, Ay
+ [D, [Dy, REJA AR g

et comme on a RFA™* [D,,, RF|JAF et [D,,, [D,,, RF]]JA~" sont dans £° (car RF €
EF ceci implique [D,,, R*] € £¥), donc bornés sur L? d’ou le résultat. "

Preuve du lemme 2.17. La preuve du lemme 2.17 résulte du lemme 2.21. ]
Preuve du lemme 2.19. On a d’aprés (2.23) et (2.24)
IDRAT gl[§ = (DRAT 9| DRA™g)
= (D2A7'g|Q:A""g — QA7)
= (DaAT'g|Q:AT g) + (DR AT gl(v,,)?A™1g)
— (DRAT'g|RA™ g) + (DR AT g|R(2, v )A™"g)
:t1+t2+t3+t4.

On va majorer les termes ¢;, j = 1, ..., 4 en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz

LA A _ Co~
ta] = [(DRA9|Q:A"g)] < Cel DEA gl + —[1Q2A g5
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Comme

QoA g = A7 Qa9 — (v, )2 A Mg — [R(z, v, ), A7V g + [R(z, Do), A Y]g

et (vl )2 A7, [R(z,v¢l,), A7 et [R(x, Dyr), A7 sont dans £° alors
ox1 2, O ays 0 O
] < Cell DRA™ gl + 71 Q2llo + llallo, (2.37)

| = ts] = | = (DRAT'g|R(z, Do )A™"g)| < Ce| DA g5 + Sl R(x, Do )A gl
commc R(z, Dy )A™! € £ alors

|~ ta] < e D2A" 13+ gl (2.38)
De méme les termes |t5| et |t4] sont majorés par les termes suivants :
CelDzA gl + Lol (2.39)
D’aprés (2.37)-(2.39) on a en prenant € assez petit
IDIA gl < Cle)r 21 Q9115 + Cle)lgli,

on multiplie cette derniére inégalité par v on obtient le résultat. ]

Preuve du lemme 2.20. On a ¢, (z,&) = &2+ ¢ +2i7(&,, +q1) et hypothése
(2.19) nous permet de dire que

V(z,8) € KxR"™ {& +p=0et &l + a1 =0} = {4+ 2. &, + a1} > 0.
(2.40)
D’aprés (2.28) on a

{60+ @6, + a1} = 0(Bo)(& + @2) + 0(B1)(&ah, + 1) +0(Ba). (241)

Montrons que
V(z,&) € K xR", ¢} + (¢, )’ = 0= 0(By) > 0. (2.42)

B effet 5i qf + (¢),)% = 0, posons &, = — %= € R, on a g, + a1 = 0 et

£ + gy =0, (2.40) et (2.41) entrainent o(By) > 0
Montrons tout d’abord que, pour tout z € K et > +=2=1o0n a

[Cu(a? + (¢5,)%a2)* + 0(Ba)]|wr2) > co. (2.43)
Par I'absurde il existe (xy, [y, Zp)ren; ox € K, T2 + 22 =1 tels que

1

o (2.44)

[Cild} + (£,,)°0)% + 0(Ba)]|(@er, =) <

et on peut supposer quitte a extraire une sous suite xr, — z, 'y = ['et = — 2,
et C, — +oo lorsque k — 400 en divisant (2.44) par C}, et faisant tendre k vers
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+oo on a alors (¢f + (¢,,)%¢) |@rz < 0 dot (¢f + (¥,,)%¢)*|@rz) = 0 on
déduit de (2.42)

U(BQ)’(:E’F’E) > 0. (245)

D’autre part de (2.44) on a o(Bs)|(z, 1, 5,) < C— en faisant tendre k& — 400 on
a 0(Bs)|z,rz) < 0 en contradiction avec ( A45) d’o (2 43). On obtient le lemme

ar homogénéité en posant ' = — X et 2= —~ . "
P g P (22+€/12)2 (2+1¢'2)7
Preuve du lemme 2.21. D’aprés (2.27) et (2.28) on a
1Qegll5 — Re (v8(g)) = Q295 + 7?1 Q19I5 + v(Baglg)
+7(BoQag + BiQ19l9) (2.46)

et 'inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne :

|17 (BoQ29l9)] <60HQ29H0+C HgHo

et
1(BiQuglg)| = [(ViQuglvAB19)| < CHIQugll + C-clgl;

d’on
- ~ ~ C ~ C
[1(BoQag + BiQuglg)| < e.CllQugll5 + Qg5 + Cr-elgli + —7*llgl5. (2:47)

Par ailleurs d’aprés 'inégalité de Garding (2.22) et le lemme 2.20, il existe C} > 0,
71 > 0 tels que pour tout v > 71,9 € C¥(R™™) on ait :

Re(Baglg) > Civlglf — Re ((Q1 + (¢;,)°Q2)9|Fog) (2.48)
ou Fy € £° a pour symbole principal

G

o(Fo) = 5 (a1 + (¢,) @)

/y + |§/|2( n )
D’autre part on a d’aprés (2.23)

9) 1 1
D, = G — Q1 — 5,
200, P, 2ipy, "
d’ou B
[1Dngllo < cll@igllo + ¢ll@igllo + cllgllo

or

lgll1 = [[Dngllo + |g]1-

On en déduit alors N
lgll1 < c([@1gllo + [gl1)- (2.49)
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On a également

1
Q 5(@1 [ nuwlxn]) - @;nDn
d’ou
Q1+ (¢, Q2 = ¢, D (Q1 [Dn %, ]) %, Dn +%(Q — [Dn, %, 1)
L 1
= (w;n) D2+ ¢, %0, Dn = —leoan + 2[Dn,90;n]90;nDn

Ceci nous permet de dire que :

/ / A 1 A A ~
Q? + (@xn)2Q2 = (9093”)2@2 - §Dn90an1 +Ci1Q + CoD,, + G4

ou C;, C; € DV, On a

_ 1 -

Re ((Qf + (@;n)2Q2)9|F09> = Re { (¢4, )* Q29| Fog) + (Z%HQ19|F09)0
1 ~ -

+ (Egpégan‘FODng) + (C1Q19\F09)

+ (CoDyg|Fog) + (519|F09)}-

On va majorer chaque terme

(P @usl Fog)| < )l + Ll (250
[(@GolFog)| < cer|Duoll? + gwg : 2.51)
)(Co ng|F09)‘ HDn9H0+ (2.52)

’(5’19\1’09)‘ < 7|g\1 - T (2.53)

(¢, @:lFD,g)| < cerl| Qual + < |Dasll; (2.5

D’aprés (2.50)-(2.54) on déduit que
Re ((Q% (%n) Q2)9|Fog> < Re( %nQ19|F09> —i—cst(%“@ﬂ”i

+all@ul) + <ol (259
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d’ou
1 ~
—Re (@2 + (41, )°@2)9lFog) = Re (6%, QuglFog).
~ ~ 1
- st (| Qs + 2 Qual; + o)

En utilisant (2.46)-(2.48) et (2.55) on trouve, si v > 1,

1.~
|Quglls — Re (v8(9)) = Corlall; +erllal; + 5| Qulls
+Revy(Dng + Fig|Fog),

ou F; € Dt et Fy € £°; grace au lemme 2.19 on déduit le résultat. N

Inégalité d’interpolation locale

Le but de ce paragraphe est de prouver les inégalités d’interpolation (2.13) et
(2.14). Cela va se décomposer en plusieurs étapes. On va d’abord prouver comme
conséquence directe des inégalités de Carleman, des inégalités de type (2.13) et
(2.14) sur des domaines assez petit. Il s’agit ensuite de propager ces inégalités
de proche en proche. Pour cela, on va introduire un lemme de récurrence adapté
a notre situation. Enfin on fera les constructions géométriques permettant de
prouver (2.13) et (2.14).

Nous noterons B*(0,r) = {z € R"™ |z| < r,z, > 0}

Lemme 2.22. Il eziste 1 €]0,1[ et C' > 0 tels que, pour tout v € C®°(R}H), on
ait

lellzzs 0 < C(I1@0lzams05m) + Ioll2r 0300400

p —u
+ ||8nv||L2(B+(0,5r)m{a:n:0})) <||U||H1(B+(O,5r)> . (2.56)
Preuve On pose 1y = £, 1) = %, ry =3 <, vy, =% 1y = 3r, 1} = 4r de sorte

que rp <1y <1y <7Th<ry<rhetsoit (s, x) = s+ |2* + |z, + r|*. On pose
v ={(s.0) € Xsr? <w(s.2) < ()7}
V; = {(S,I) € X;r? <Y(s,x) < (r;)2}

En vertu de la proposition 2.8 (en divisant I'inégalité de cette proposition par ),
on a pour vy >, f € C%O(Rﬁ“)
—B(s.m) X

Qfll2v)

=B (s,)

O‘|e’ye—ﬁ1/)(9yl‘)f||L2(V) S ||e’)/€

=B (s,2)
+ [|le” flzn=ollz2(@vge.=op) + ll€” Onf || L20vre,=0)- (2.57)
Introduisons la fonction de troncature x de 6 définie par

- 1, Lr2<0<or?
X =1 B ElE
0; 9§%0u0216r,



5 Inégalités d’interpolation et de Carleman 39

Fig. 2.1. La fonction ¢ = e #% est décroissante le long des Lignes de niveau V.

et considérons x € C(R"™") définie par x(s,z) = X(¢(s,z)), on prend f = yv
et de (2.57) on obtient en écrivant

Qf = xQu + @, xv

([@, x] est un opérateur différentiel d’ordre 1 supporté sur V; UV3),BT(0,r) C V;
et VNRY € BY(0,5r)

Ca " ol st oy < @ [H@v\lm(m(o,m) + [0l 228+ 05m)0 (w0 =0})
+ Hanv|’L2(B+(0,5r)l"l{:rn:0})] + ere ||UHH1(B+(0,5T))'
On pose ] = e P2 — e=Prs > () et Cy = e P2 — P2 > () on obtient
[0l L2+ 0,) < 0(6702 [1Qull 25+, + 0]l 25+ 0510 wa=0})
+ 1000l 228+ 0,57 {am=0p) | + 6_701||U||H1(B+(075r))>-
On optimise en v (comme dans Robbiano [Ro91]) on a

ol 25+ 0y < C(I1@0lz2 @sm) + o l2is+ 0300200

To7Eors To7E=or
+ ||anv||L2(B+(0,5r)ﬂ{acn:0})> e <||U||H1(B+(o,5r))> i .

En posant p = CS:CQ on obtient le résultat. ]

Lemme 2.23. I eziste ug €)0, 1] et C' > 0 tels que, pour tout p €]0, pol, et tout
v e C®R), on ait

17 I—p
vox) + 1Bulizex)) (Iollme)  (258)

ot Uy, X ont été définis dans la section 5.

el @y < C(IQullzzcx) + ok,
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Preuve Soit (s1,21) € Iy, il existe alors un voisinage de (s1,x1) noté U et
un difféeomorphisme noté G défini de U N X vers V(o) N {z, > 0} tels que
G((s1,21)) = (0,0) et B((s1,21),7") N X < G 1(B(0,r) N {x, > 0}), avec 1’
assez petit, Q (resp. 0,) se transforme par G en @ (resp. B) et en utilisant (2.56)
et le fait que G transforme les normes en normes équivalentes on a

w
2ex) + HBU||L2(aX)>

(”UHHl(X))l#- (2.59)

lollz2s (e < C(1QVl1z2cx) + ek,

Pour terminer la preuve de l'inégalité (2.58), on va rappeler le résultat suivant
(da a Dellipticité de I'opérateur Q).
Soit Uy = B((s2,x2),7") C B((s1,21),r") tel que Uy C X.

Lemme 2.24. [ existe C' > 0 tel que pour tout v on ait

o]l wey < C (vl L2 (sien)0) + QU L2(B((s1,20)7)) ) - (2.60)

A partir des inégalités (2.59) et (2.60) on a le lemme 2.23, ceci démontre
I'inégalité (2.13). n

Lemme 2.25. (de récurrence) Soient v €]0,1] et ap > 0 vérifiant pour tout
k>0, a, < F'""(ap1+E) etap, <FouE >0, F>0. Alors pour j €]0,v"[;
N >0, on a

ay < QﬁFl_l%Q{o + E)“.

Preuve Si F' < ag + E le résultat est immeédiat.
Si ag+ E < F, en particulier E < F on a ay < F17(ay_1 + E)” implique

(073 ap—1 + E)V
— < | — 2.61
F— ( F ( )
“ E _(E +E
v Q1 v
—<(=) <|[——) . 2.62
Fe(p) <) 262
De (2.61) et (2.62) on obtient £ < (2ak‘1§+E)y ceci implique par itération
ay < 2755 F (ag + E)” (2.63)
comme o + E < F, (2.63) implique le lemme pour p < vV, "

Estimation sur X

On note X5 = [—%2, 2] x 5, ou J est fixé et Q5 = {z € Q;d(x,00Q) > 6}. Soit r
assez petit (r < § et r < sg), on recouvre X par un nombre fini de boules de
rayon 7 et de centre y; = (s;,7;), j = 0, N avec B(yo,7) C U C Xj.

Pour tout £ = 1, N on peut construire une suite jo, ...., j; telle que jo =0, 5, = k

et

B(xj,,,r) C B(xj,3r) pour [ =0,k — 1 avec y;, = (s, %;,). (2.64)



5 Inégalités d’interpolation et de Carleman 41

Soit ¥(s,z) = |s — s;]* + |z — x|, en vertu de la proposition 2.11, on a pour
v>m, [ €CERYT

e— B (s,x) e— B (s,x)
C'He'y f”Hl(V) S ”67 QfHLQ(V) (265)

T r r

Onposerlzé_l’rllzﬁ’réz%<T77né:?7r3:4raré:5r.

Introduisons la fonction de troncature x de 6 définie par

\"‘"--.

—

Fig. 2.2. La fonction ¢ = e #% est décroissante le long des Lignes de niveau V.

et considérons y € C(R™*!) définie par x(y) = X(¢'(y)), on prend f = yv et de
(2.65) on obtient en écrivant

Qf = xQu + (@, x]v

([@, x| est un opérateur différentiel d’ordre 1 supporté sur V; U V3),

ef’BT/ e~ P e~ Pr
Ce” 2 vl < € I1QU 2vy + vl mam ] + €7 ol -

On pose (] = e P2 — e=Prs > () et Cy = e P — P2 > () on obtient

ol sy < ClE(1Qu]|z2v) + vl en)) + €7 vllmen]-
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On optimise en v (comme dans Robbiano [R091]) on a

1—
ol sy < C1QU] e + 10llmany)” (vl me) (2.66)

_ _ O
avec u < o = GG

Par ailleurs on a Vi C B(y;,7) et B(y;,3r) C Vo U B(y;,r) alors (2.66) devient

1—
Il Bws8m) < CUIRQUI vy + 0l Bym) " (10l man) (2.67)
En vertu de (2.64), (2.67) on a
1—
[Vl By, < CURQUIIL2x) + [0l (Bws,m)” (W)™ (2.68)
on applique le lemme de récurrence a (2.68) avec ay = ||[v||mi(B,.r), E =
1Qullz2(x) et F = C™#|jv]|z1(x) on alors

/ 1— !
ol By < C QU] L2y + vl Buorn)” (I0llme) "

En recollant les inégalité, obtenues, on obtient pour un certain p €]0, 1]

1—
o]l x5) < C1QUIlL2x) + [0l @) (vl ) (2.69)
D’autre part soit y € Z = [—32, 2] x 0Q il existe alors un voisinage de y noté

U et un diffeomorphisme noté G défini de U N X vers B(0,r,) N {x, > 0} tels
que G(y) = 0. Soit (s, x) = $* + |2/|* + |z, — 47r|* avec 1 < 1y

En vertu de la proposition 2.10 (en divisant I'inégalité de cette proposition par
7), on a pour y > 71, f € CX(R}H)

e—B¥(s,2) e—B(s,@) o—B(s,2)
Clle” fllavwy < Jle” Qf 2oy +lle” OnfllL2(0vnfe.—oy)- (2-70)

On pose 1 = £,

que B(0,7) C Vs.

ry =1, re =21, ry = 6r, r3 = 7r, ry = 8r on vérifie facilement

Introduisons la fonction de troncature Y de 6 définie par

Fig. 2.3. La fonction p = e™#¥ est décroissante le long des Lignes de niveau V.
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et considérons y € C%O(R”H) définie par x(s,z) = X(¢(s,x)), on prend f =
xv et de (2.70) on obtient en écrivant

Qf =xQu+[Q, x]v
([@, x| est un opérateur différentiel d’ordre 1 supporté sur V3 U V3) et

Onf = XO0uv + X, 0.

e P e—Br ~
e vllmprom < € [1Qullav+ + vl )

e Pr:
+ 10nv | z20vagzn=on ] + €7 0]l

En posant C; = e P2 —e 3 > 0et Ch =e 7" —e P2 > 0on a

ol 2z 0y < C (€ [1@0lzaers) + ol
100 z2vngenmop] + € 0l )-

C

On optimise en v (comme dans Robbiano [Ro91]) on a alors en posant g = &=

on obtient pour pu < pyg

~ 7
Il oy < € (1@0l20 + ol +10u ] 2ag,=on)

1—p
-(HUHHl(v+)) .

Puisque G (V1) C Xs, et (B(y,r,)NX) C GT(B(0,7))N{x, > 0} avec 7}, assez
petit, @ (resp. 0,) se transforme par G en @) (resp. B) et en utilisant le fait que
G transforme les normes en normes équivalentes on a

[vl[m(Bey.m) < C(H@”HL?(X) + ol x,,) Bl 20x

Hy
)
)"

(ol (2.71)
On recouvre Z par un nombre fini de boules de rayon 7} = r;j et de centre
y; = (8j,%;), 7 =0,M on a d’apres (2.71)
Hy
ollen (s, ) < € (1Qllz2cx) + ol (xi, )+ Bllzzow)
1—py
(lmen) ™. @72
O 0= inf {6, }et uy= inf 1 (2.72) impli
n pose 0 je{g}_,M}{ vt et je{g}_’M}{uyj}( ) implique

1
ol s < C(I1Qullzcx) + ol )1 Bl 2o

1—p
(Wlmeo) . @73)
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En recollant les inégalités de (2.73) et en utilisant

ol o) = ol o, ol
2 2

m

1.e.

w1
HUHHl(X%) < C(||QUHL2(X) + HU’\Hl(xg)+||BUHL2(aX)>

1—p
(Il

et que Y =[-2 2] xQ C X5 U UM, B(y;, ;) C X on obtient

I
V][ vy < C(HQUHL?(X) + ||U||H1(X52)+HBU||L2(8X))

1—p
(el ) (2.74)
avec 6, = inf{dy, 2} et y1 < py en combinant I'inégalité (2.69) et (2.74) on obtient
I'inégalité (2.14). l

6 Rappel sur les fonctions F.B.I.

Fonctions F.B.I.

soit sg > 0, on pose

Var1(s,x) \/ / 3(ista—t)? xr(t)u(t, x)dt

avec A>1,a >0, et

L |t <(1-eT
xr(t) = { 0; [t >(1-9T.

Pour simplifier les notations, on pose v, x1 = Va.
On note Qg = (—5s0,80) X Q, s, = (=$0,50) x I, Qpr = (0,T) x Q et 'y =
(0,7) x I'.

Propriétés 2.26. v, \ 1 posséde les propriétés suivantes :

lim v, \7(0,2) =u(a,x) si |a| <T,

A—+00
loAll3r 0. ) < CeMull3n g, (2.75)
1QuAllZ2q,,) < Oe%k MO [l (2.76)
) S 0680)\||U|FT||%2(FT)7 (2.77)
1Bl 2r,, ) < Ce™|Bull iz, (2.78)
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Preuve La preuve de ces propriétés est immédiate, par I'inégalité de Cauchy-
Schwartz. -

Preuve du théoréme 2.1. On va utiliser I'inégalité (2.12) a vy, et on injecte les
inégalités (2.75)-(2.78) on obtient

s 2(1 - )—|a “
[oAll7r vy < Ce e[ JT e M A=alal®)1y )12, @p) F lulrs 720 (2.79)
)

ensuite en appliquant la formule a'~#b* < (1 — p)a + pb, pour tout a, b dans R%
et u €]0,1[ & (2.79) on trouve

||U/\||12111(Y) < C[G_MHUH%HQT) + eAﬂHU’h—‘T”%Q(FT)} (2.80)

ot a=—s2+ (T(1—¢)—|a])? et B = s.

Estimation de u
On sait déja d’aprés les propriétés 2.26 qu’on a la convergence simple

,\E»Hloo vA(0,2) = u(a, z).

On va préciser cette convergence.
Dans les lemmes qui vont suivre, on va faire abstraction de la variable x.

Soit u(t) a support compact
A
= \/—/e_;(“_t)Qu(t)dt
27T R
on a alors

Lemme 2.27. Soit u € H*(R) N E'(R) (ou E'(R) est lespace des distributions a
support compact sur R), alors :

[|u — UAHH(R)

Preuve Nous allons d’abord écrire uy sous forme de convolution de deux fonctions
A
notées f et g. Pour cela posons f(z) = e 2% et g(z) = u(z) on a alors

ir(a) = /Reg(“”zu@)dt
— /Rf(a—t)g(t)dt = (f*xg)(a).

Par ailleurs on a

Se(u - U)\)(g) = Se 'Seu)\

= Feu( \/»Se (f *u)
- \/;Sef(f)&u(f)
u(€)|1 - \/;sef(o
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Calculons F.f (&)

5.5 = [t ar = [oveita
R R

En posant y = \/gx on trouve

A
51’ +ixé = y? +z[
=(y+i \/76

N \/%2&62 / e VRS dy,
R

Posons [ = [, e”Whiv 28 dy, d’apres un résultat classique on a I = /7, alors

S f(6) = @e—wﬁ

ceci donne

d’ou
Felu— u)(€) = eul©)[1 — e 5.

2

D’autre part on a 1_§;§ est bornée pour tout £ € R, donc

1—e =2 1
3.0 = wlfe = [ [F=] GmlBt©fds < SISl

[
C /
< ;ng(u M2 w)
Puisque H'(R) i egnt L*(R) on déduit la preuve du lemme 2.27. o

Lemme 2.28. Pour tout € > 0, il existe C. > 0 telle que :

1

lux (a)] < ce( /lslge |uA(t0+is)]2dtods>2.

la—to|<e

Preuve Soient 0 < ¢; < €, a € R, B(a,¢€) (resp. B(a, ;1)) une boule ouvert de
centre a et de rayon € (resp. €;), S(a,e) = 0B(a,¢€) et €(ey,€) = B(a,€)\B(a, ).

Pour la preuve du lemme nous allons utiliser la formule de Cauchy suivante :

_ 1 f(¢)
f(z) = %/S(aﬁ) C—ch Vz € Bla,e).
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En posant f(z) = ux(a) et ¢ = a + e ou 0 €]0, 27, on obtient

1 0 1 2 0 ]
ur(a) = — / IL’\(L.;G)d(a + ey = / Meezadﬁ
207 S(a,e) ee’ v
1

o eet?

T uy(a + e e)

i0 .
= — . e”df (par homothopie).
o7 J, e e €1 (p pie)

D’autre part on a

2m
/ ux(r, 0)rdrdd = [ 7’/ u(r, 0)dodr
(e1,€) 0

((—:1, €)2muy(a) ou C(e,€) = cst >0

uy(a) = i/ ux(r, 0)rdrdo.

En vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient

lu(a)] < 0(// [ur(r,0) *drd)”
< C’ //I <o |ua(to +is)| dtods> :
la—to|<e

Ce qui acheéve la preuve du lemme 2.28. n

Lemme 2.29. Soit w € Wy , on a alors :
- 2 C 2 2
1wy < el + 5 (Nl + 10 Ez)-

Preuve La preuve du lemme 2.29 est inspirée de la méthode de Lions-Magenes
|[LiMa68] page 311.

En multipliant scalairement 1'équation u”(t) — Au(t) = 0 par A~'u/(¢) puis en
intégrant entre 0 et ¢ on obtient

[u(0)[|72(q) + (A7 (0),u'(0)) = u(t)|Z2,) + (A7 (1), W/ (1)), (2.81)
Puis en utilisant le fait que
<A_1U,U> 2 C”UH?Hl(Q))’av’U S (Hl(Q))/
(2.81) devient
1% v, = u(0) 1220y + 14/ (O)[E oy < Nlu(®)ll72(q,) + (A1 (1), /(1)) (2.82)

on a

(A (8), /(1)) < [(A™M/ (1), /(1) — (A7 (), ui(a)))]
+ (A7 ) (a), 1) (a))] (2.83)
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d’une part on a

(A7) (a), uh(a))] < Cllull7z(epy: C > 0, (2.84)
car A1 € L((HY(Q)Y, H ().
Par ailleurs on pose A~'u' = v et A~'u) = v, on a alors

(A (1), /() — (A"l (a), uh(a))| < [(v,0) — (v, u))]

+[{v,u3) = (oa, ).

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et le lemme 2.27 on a
/ C /!
(v = on )l < STllullm @nllalleen (2.85)
et
(v, u" =3} < Cllollem v’ — whlln-2).

En écrivant u), sous forme de convolution de deux fonctions et en remarquant que

11—t <€ 0 1
sup | —————| < —;¢ > 0 on a alors
Seﬂg L[ [T A
C
[(v, 0" = )| < Slullfnor)- (2.86)
En vertu de (2.83)-(2.86) on a le lemme 2.29. u

Revenons maintenant a notre probléme.

Soit T' ¢ > 0 et soit 77 > 0 tel que T} = (1 — €)1 avec Ty > T > Ty.

On a

)\ —A(a—t)Q

A (0,2) =4/— [ e 2 xr(t)u(t, z)dt = uy(a, )

2 Jr

et
iy < [ [ Tt oot
< lluxr(a) = va(0)1Z2@,x0) + [0A(O) 22, o)

alors

lull2(@zy) < lluxr(a) = va(0) 2@ xe) + Clixn (@va(O)Z2@,xe)-  (2:87)
Le premier terme de l'inégalité (2.87) est majoré grace au lemme 2.27 par :
C
EHUHHl(QTy

Le deuxiéme terme de l'inégalité (2.87) est majoré grace au lemme 2.28 et a
I'inégalité (2.86) par :

=

Cle ™ lullfp + e lule 22,
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d’ou (2.87) devient

C ad g
[ullz2(0g,) < WHUHH%QT)JFCG 2ulrpllzeeery + e 2% ullm@r. (288

D’autre part on a
Ouuy(a,x) = i05vx(0, x).

En utilisant le lemme 2.28 et I'inégalité (2.86) on a alors

N[

[0atiallL2(2r) < C[@“HUHEMQT) - emH“’FTH%%FT)] : (2.89)
En posant
2 U
A= “log ( e + 2>
[ [ulry L2y
on trouve

[SIES

[[ull 7@ -
ull 2@y + 10aurllLzr) < Cllulla oy {log (# 19 7
[ulry || z2rp)

ceci termine la preuve du théoréme 2.1 grace au lemme 2.29. ]
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1 Introduction

ous nous intéressons ici & des problémes de stabilisation pour des équations

d’ondes sur un ouvert borné de R", lié¢ en un point a une tige modélisée
par un segment de R. La stabilisation, c’est-a-dire la décroissance de 1’énergie,
sera obtenue par une condition dissipative sur le bord de I'ouvert.

L’étude de ce probléme n’est pas nouvelle. Il a déja été considéré par Puel-
Zuazua [PuZu91] qui ont étudié la controlabilité exacte avec une condition aux
limites de type Dirichlet sur une partie du bord non nulle et d’autres conditions de
transmission en mettant en ceuvre la méthode H.U.M. Ce résultat de [PuZu91]| a
été généralisé par Burq [Bu94| en utilisant des méthodes d’analyse micro-locale et
de propagation des singularités, développées par Bardos-Lebeau-Rauch [BLR92].

Nous savons (voir Haraux [Ha85]) que I'énergie de toute solution de I’équation
des ondes tend vers zéro dés que la dissipation a lieu sur un ouvert non vide du
bord. Depuis les travaux de Bardos, Lebeau, et Rauch [BLR92|, on a une condition
— appelée controle géométrique — nécessaire et suffisante pour que la décroissance
de I'énergie soit exponentielle pour toute donnée d’énergie finie. Dans le cas de la

20
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stabilisation a I'intérieur, Lebeau [L96| a démontré, quand I’hypothése de controle
géométrique n’est pas satisfaite, que I’énergie décroit au moins avec une vitesse
logarithmique si les données sont dans le domaine de A* ot A est le générateur
infinitésimal de ’équation d’évolution.

Ici, nous démontrons des résultats analogues pour la stabilisation par le bord.
Comme dans Lebeau |L96] et Lebeau-Robbiano [LR097|, nous appliquons une
inégalité d’interpolation prouvée & partir des inégalités de Carleman, en tenant
compte des conditions au bord.

Ce probléme, sur un ouvert borné de R", li¢ en un point a une tige modélisée
par un segment de R, peut-étre généralisé a I'étude de la stabilisation logarith-
mique sur un ouvert joint a n tiges avec les mémes conditions au bord.

2 Hypotheéses et résultats

Soit 2 un ouvert borné de R”, de frontiére 0f) de classe C'°, et w un segment
de droite ouvert [l perpendiculaire & €2, en un point [ € 9Q. Soit I' (I' C 9Q2) un
voisinage ouvert du point [ (cf. Fig. 3.1).

1 r
/ ©
o

Fig. 3.1.

On se donne une fonction © non négative réguliére & support compact dans
T, telle que ©(I) = 1. Soit a € C(IN,RT) avec {z € Ia > 0} # 0 et
supp a N Csupp © # 0.

On note par Qr = (0,7) x Q et wr = (0,T) X w.

On s’intéresse a la décroissance de ’énergie des solutions u; et us du probléme
d’évolution suivant :

(8 — A)Ul =0 dans QT
(07 = 07)uy =0 dans wr (3.1)
Oyus(t,l') =0 sur (0,7)
Oquy = —a(x )@ul + O(x)0yus(t,l) sur (0,7) x 09 (3.2)
us(t, 1) = [ O(x)ui(t, z)do(x) sur (0,7 '
(ul (O)7u1 (O)) = (u(1)7 u}) dans Q (3 3)
(u2(0), u5(0)) = (u3,uy)  dans w '
ol uy = wy(t,x), uy = ug(t,y) et 0, est la dérivée normale extérieure a Of2.

Soient V' et H les espaces de Hilbert définis par :
H = L*(Q) x L*(w) muni du produit scalaire :

((fo,90), (f1,91)) Z/Qfofldl"i‘/go%dy

et la norme correspondante, notée |(.,.)|y et

V:{(u?,ug)EHI(Q)XH1 /@ )uy(z)do(x )}
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muni de la norme de H'(Q) x H'(w) et notée par ||.||v :

1, ) llv = Nl oy + 1517 )

Le systéme (3.1)-(3.3) modélise les vibrations de la structure multidimentionnelle
constituée de la tige w qui est rattachée au corps 2 au point [, la liaison étant
définie par les conditions de transmission (3.2).

On note par H=V x H,

H = {L{ = (ul,uy, ui,up) € H;/Qu?(x)dx + AQ@(x)da(x)/wug(y)dy = O},

0 0 Id O

0 0 0 Id . "
A= A0 0 O , Id : identité

0 85 0 0

et

D(A) = {u = (a8 ) € s (uhd) € V. [ wdla)ds

/ O(z)do(z) / uy(y)dy = 0, (Au},92u3) € H,
[2/9] w
O = —a(z)uj + O(z)d,ud(l) sur 9Q et d,ud(l') = 0}.

L’injection D(A) — H est compacte, le demi-plan Re A > 0 est contenu dans 'en-
semble résolvant de A, car on a a(z) > 0, et pour tout Y € Hon ald =V + Wy
1

o Vo € H et Wy € HE avee Wy = C fag(%(g)da(x) tel que C € R et

0
U(t) = eV + W est solution de (3.1)-(3.3).
Pour une solution (u; (¢, x), us(t,y)) de (3.1)-(3.3), on note par E(¢, (u1,uy)) Péner-
gie de (3.1)-(3.3) définie par

E(t, (uy, uz) = 1/[,atu1 P+ |V )Hdaﬂr%/w“@tug I+10,us(t, )] do

On a apreés une simple intégration par parties, ou les termes de bord s’éliminant
grace aux conditions (3.2),

, ) dads.

E(Ty, (s, 1)) — E(Ty, (ur, 1)) //

Les résultats principaux de ce chapitre sont les suivants :
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Le cas stationnaire

Théoréme 3.1. I existe ry > 0 et une constante C' > 0 tels que si supp© C
B(l,70) et si XA € sp(A) alors Re X < —e CImA /O et si Re X €] — e CImA /O 0] ;
Al >1ona

1A =N gy < CelmA

Remarque 3.2. L’hypothése supp © C B(l, r¢) signifie que © doit étre supportée
suffisamment prés du point de jonction, supposition qui reste cohérente avec notre
modéle. ]

Le cas d’évolution

Dans cette section on va démontrer que 1’énergie du probléme (3.1)-(3.3) dé-
croit comme 'inverse du logarithme du temps, pour des données assez réguliéres.

Théoréme 3.3. Pour tout k > 0, il existe une constante C > 0 telle que pour
toutes données initiales U = (ul,ud,ul, ul) € D(A*), si on note U = U la
solution de (3.1)-(3.3) on a :

Cllt]lpar)

E(t, (uq,us %g -
’ (8. ))| [log(2—i—t)]

Remarque 3.4. Les théorémes 3.1 et 3.3 sont analogues aux théorémes suivants :
théoréme 1 de Lebeau [1.96], qui a étudié le probléme de stabilisation & I'intérieur
d’un ouvert de R", celui de Lebeau-Robbiano [LLR097|, qui traite le probléme de
stabilisation au bord d’un ouvert de R", celui de Burq [Bu98|, applicable au cas
de ’équation des ondes pour le probléme extérieur, ainsi que celui de Bellassoued
|BI03], pour un ouvert avec obstacle transparent. Le théoréme 3.1 est obtenu
suivant la méthode de Lebeau [L96].

Pour démontrer le théoréme 3.3, nous allons reprendre la méthode de Burq
|Bu98|, qui va nous permettre de prouver le théoréme 3.3 a partir du théoréme
3.1. [

3 Inégalités d’interpolation et de Carleman

Inégalité d’interpolation

On note vy = v1(x), ve 1= va(y), soit u € R (assez grand). Soit (vy,vy) €
C*(Q2) x C*(w) la solution de

Qui = (A+pHv = f sur  Q
Puy = (02 + p*)vy =g sur  w
(0 —ia(x)p)vr — O(x)0yvaly—y = h sur OS2
va(l) = [ O(x)vy(z)do(x).

Et si supp a N Csupp © # (), il existe § > 0 tel que I's N Csupp© # P ou I'; = {z €
0Q;a(x) > 0} on a alors :

(3.4)
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Théoréme 3.5. Il existe C' > 0 et ¢ > 0 tels que pour tout i € R et toute solution
(vi,v2) de (5.4), on a

oill i) + lvall i) < CeW (|| 2@y + 9]l 2w + 1Vavi || 2y
+ 12|l 22002))- (3.5)

Remarque 3.6. Une inégalité de ce type a déja été prouvée pour des équations
des ondes sur une variété a bord, voir théoréme 3, Lebeau-Robbiano |[LRo97].
La preuve du théoréme 3.5 repose sur les résultats de Lebeau-Robbiano [LLR095,
LR097]. Pour démontrer le théoréme 3.5 nous allons suivre essentiellement la
méthode de Robbiano [Ro95]. u

Preuve du théoréme 3.1. Montrons d’abord le théoréme pour \ =
Soit F € H F = (f(],g(],fl,gl); (fo,go) e Vet (fl;gl) € H. Pour U € D(A)

avec U = (u?,ug,u%,%) on a

{8u1+a() @( )Oyus(l) sur T
JrO( z)do(z)

L’équation (A — \)U = F est équivalente a :

2l +ul = fy
—u) + ul = go
Aud — dul = f1
Druy — Muy = g1

(3.6)

¢’est-a-dire, en remplacant u] par u{ dans la troisitme équation de (3.6) (resp.
ud par uy dans la quatriéme équation de (3.6)) et dans la condition au bord, on
obtient
Aud — Nl = f1 + Ny dans Q
83158 — 2N = g1 + Ago sur w
&,ul +a(z ))\ul @( )0, us(l) = —a(z)fo  sur 9
= Jr 6( )do(z).

On pose K() = f1 + /\f()7 K1 =01 + /\g() et K2 = —(I(ZL‘)f().
Par la formule de Green-Riemann on a

/Q (A + X)udmdr = N[y + [V 22y + /a alo)Nul o

(3.7)

+ [ Kouldo — d,us(l)ud(l). (3.8)
20

et
[ 02+ Nyt = N + 108+ OSOTA. (39)
En sommant (3.8) et (3.9) on déduit :
| a@ltir = - [ Kitde + 1oy 196y~ [ Kathdo

- / Ky + 12 ]2y — 10268250 (3.10)
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De la partie imaginaire de (3.10) on obtient :

|ulllVaud |2z o0) < 1Kol 2y Ut |2 () + 1K | 2)lluall z2)
+ Cl foll 2oy IV au? || L2 o) - (3.11)

or
| foll 20y < Cllfollm @ et [[Vau} |20y < Clludllm o),

il s’ensuit que
|l Ve |72 o0) < C(||Ko||L2(Q)||U?||L2(Q) + 1K 22 12l 20)
+ U follzn oyl zn e ) (3.12)
De (3.5) il résulte que
s+l < Ce¥ [ follimey + 1 il
+ g0l ) + Nlgnll 2wy + H\/au(me(asz)]- (3.13)
Montrons qu’on a l'inégalité suivante
sl + ey <CeX™ [l ol oy + 11l 220
+ gl + g a2 (3.14)
sinon d’aprés (3.13) on a
[uf )11y + us Iy < Ce“¥lVaud||7z ) (3.15)
Si (3.15) est vérifice de (3.12) on obtient
N7 o) + w2l ) <C'e“ M 1Kol Za) + 1 K1llZ2 )
1
+ ”fOH%ﬂ(Q)] + 5[”“9”%{1(9) + HUSHip(w) . (3.16)
Avec €' > 1, en passant le terme ||u(1)H?{1(Q) + ||ug\|?{1(w) de droite & gauche de

I'inégalité (3.16) et on a (3.14). Comme u} = fo + Ml et uy = go + Aud, on
obtient également

HUH|H1(Q) + ||U§||H1(w) Scecm ||f0||H1(Q) + Hf1||L2(Q)
+ llgoll ) + lgnll 2w |- (3.17)

Ce qui prouve que (A — (ip)) est injectif donc bijectif, grace a la théorie de
Fredholm, de D(A) sur H et

104 = ) Mgy < CeM



3 Inégalités d’interpolation et de Carleman 56

Montrons maintenant le théoréme pour A = o + iy et A ¢ spA.
On a

(A=A)=(A—(a+ip))
= (A—ip)[Ild — (A —ip) tal.

Si |a| < s5e Clalors [Id — (A — ip) o] est inversible est donc (A — \) est
inversible et on a
1A = X) " Hlzm < CeM.

Ceci prouve le théoréme 3.1. n

Preuve du théoréme 3.3. Rappelons qu'on a noté H = V x H et H est un
sous-espace fermé de ‘H de codimension un.
Pour Y € D(A),onald € V x H ou

V= {(ug),ug) € H*(Q) x H*(w);u) = /F@(w)u‘fda(w)},

et

H=H"(Q) x H'(w)
et pour U € H, on pose

it = [ [+ 1922+ [ e+ 00812,

qui représente une norme hilbertienne sur H (il est facile de voir que (0,0, Cy, Cs),
ou (1 et Cy sont deux constantes, n’est pas un élément de H grace a la condition
au bord mise dans V' et la condition mise sur les éléments de H) et on a

3C > 0,YU € H; [[U]ly, < Ulln < CllU||-

De plus, pour tout & € D(A), on a AU € H car .

Jo ui(z)dz+ [, ©(x)do(z) | uy(y)dy = 0 et Pinjection D(A) < H est compacte,
(Id — A) est bijectif de D(A) sur H (car la forme [o [[ui[” +|Voui Pldz+ [ [lus|*+
|0yug|?Jdy+ [, a(x)|ui|*do est coercive sur H, donc injective, et par Lax-Milgram,
on déduit que (Id — A) est bijectif), et on a

YU € D(A),Re (AU|U),, = —/ a(x)|uy|do <0,
o9

donc A est maximal dissipatif. On rappelle qu’alors pour tout A de partie réelle
strictement positive, (A— A) est bijectif continu de D(A) muni de sa norme usuelle
U By = U7+ (| AUZ, dans H et [A=A) "l gy < [Re A" En effet il suffit
d’écrire Re (A — A)UU);, = Re (MUU);;, — Re (AU|U )4, puisque A est maximal
dissipatif on a le résultat.
On rappelle aussi que le théoréme de Hille-Yosida permet de définir, pour £ € N
et s > 0 l'opérateur ﬁ. On note R(§, A) la résolvante de A qui est donc
définie et holomorphe par rapport a & pour Im¢ < 0.
Sous les conditions ci-dessus sur l'opérateur A, et le théoréme 3.7 (di a Burq
[Bu98|, théoréme 3) on conclut la preuve du théoréme 3.3.
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Théoréme 3.7. Soit A un opérateur non borné, fermé sur H, de domaine D(A)
dense dans H, que Uon supposera mazimal dissipatif.

On suppose également que, pour tout \ tel que ReX > 0, (A — A) est bijectif
continu de D(A) dans H et |(A — A) | eoer < CeC™A C > 0. Alors Pour
tout entier k > 1 il existe C), > O tel que pour tout t > 1

etA Ck

Remarque 3.8. Ce théoréme implique le théoréme 3.3 c¢’est-a-dire

Cy
||€tA||£(D(Ak);H) < W pour tout ¢ > 0.

On peut étendre ce théoréme a tout k réel positif, en utilisant 'interpolation.

Notons que e est borné par C' de D(A®) dans lui méme ainsi que par ﬁ de

D(AF) dans D(A°) vu que I'espace interpolé complexe d’ordre s entre D(A%) = H

et D(A¥) est, par définition, D(A**). Etant donné que le théoréme d’interpolation

de Calderén et de Lions (Voir Reed-Simon [ReSi75], volume II théoréme IX. 20)
c

entraine que, pour s € [0, 1], ¢4 est borné par TouF de D(A**) dans D(A°), ce

qui implique le théoréme 3.3 pour £ > 0. ]

Inégalité de Carleman au bord

Soient R} = {(2/,z,) € R™; 2, > 0} et Ky = {z € R};|2| < D1}, Ky ={y €
Ry;y < Do}y Dy > 0 et Dy > 0. On note CF (R ) I'espace des fonctions C*
jusqu’au bord de R’ a support dans K (resp. C%,(R;) I'espace des fonctions
C* jusqu’au bord de R, a support dans K3), et pour f € CF (R%}), fo = f

xn=0
(resp. g € O, (R+), 90 = gly=0)-
Posons _
Q=D2 + R(z,D,) (3.18)
et _
P=D: (3.19)
ou D, = %8%,, (resp. D, = %(%). @ représente un opérateur différentiel du

second ordre a coefficients C*° au voisinage de K;. On appelle r(z,¢’) le symbole
principal de R, et on suppose que

r(z,&)€Ret e >0,V(x, &) € Ky x R r(x, &) > ¢ (3.20)

Soit 1 (z) (resp. pa(y)) une fonction C* réelle définie au voisinage de K (resp.
de K3) et v un paramétre assez grand. On écrit

Goq ({E, §, '7) = (gn + i78m7L901)2 + 7"(177 fl + Z.'Yax’@l) (3'21)

Pos (Y:1,7) = (0 + 170,yp2) (3.22)
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On note p = k7y ol Kk est assez grand et sera choisi ultérieurement. On suppose
par ailleurs que les fonctions ¢y, o vérifient

Oyp2 # 0
Yy e Ky d O ) 3.4
v 2{@mﬂ<ﬁ (3:24)

et qu’elles satisfont I’hypothése d’hypoellipticité de Hormander, ¢’est-a-dire

1
V(z,€) € KixR" et Vy > 1; gy, (2, &,7)+u*> = 0= {Req,,, ;Imq%}(x,ﬁ,y) > 0.

(3.25)
1
V(y,n) € KoxRet Vy > 1;  pu,(y,m,7)+1° = 0= {Rep,,, ;Impgaz}(y, 1n,7) > 0.
(3.26)
On pose (flg) == [ fgdx, |fII3 = (f1f) et [£1? = V12 + D 10x, f[5- On
RY =1

j_
note par (.|.)o le produit scalaire des fonctions définies sur {z,, = 0}, i.e., (f|g)o :=
f(2)g(z')da'. La norme induite est notée par |.|o, i.e., |f|2 = (f|f)o. Pour

Rn—1
s € R |f|s = |A°f|o ott A® a pour symbole (v2+ [£'|?)2, on a donc

IH$HR/W“HMWWMW%C (3.27)

Et onnote |f[;, = |fls,=0[i+|0x, f
121115 = (RIR), [IIRII1E = 2RI + [[19,hll]3-

Proposition 3.9. Soient @1, @o vérifiant (3.23)-(3.26). 1l existe C >0 et v, > 0
tels que pour toul v > vy et tout w, € CF(R}) et wy € CF, (Ry), Uinégalité
suivante est satisfaite :

en=0|2. On écrit également ((h|k)) := / hkdy,

R

€72 (@ + )@ 3 + e (P + p2)all 3 + 7 (167 @1y + 921 (7)o
10,7 B)lymo ) = Oyl @ + ([ 3]

Proposition 3.10. Soient 1, @, vérifiant (3.25) et (3.26), O, 01(x',0) > 0 pour
tout (2',0) € K7, et Oyp2(0) <0,

1 > a® pour (2/,0) € K,

et il existe € > 0 tel que si
/ |©(2")|*do < € pour (z/,0) € K,
r

alors il existe C' > 0, v7 > 0 et ro > 0 tels que pour tout v > 7, et tout
w, € CR(RY) et wy € CF(Ry), si suppO € B(0,70) et pi(z',0) = ¢2(0)
vérifiant B

(=0, + tap)wy — O(a")0yWs|y—o = h sur x, =0
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Way—p = /@(m')@lda;
r
on a
1€ (Q + )@ [} + 1[1€792(P + i) Wa |3 + 7] hfg > Cy ||l iy |2
+ lle??2@all|F + |77 @ ], 4+ ~2[(e7¢2 W) |y=ol* + |3y(67“02@2)|y:0|2]'

Les preuves des propositions 3.9 et 3.10 sont les conséquences respectives des
propositions 3.11 et 3.12 énoncées ci-dessous. Ces preuves se font classiquement
en conjuguant les fonctions et les opérateurs par les poids €797, j = 1,2 (voir par

exemple Ouksel [Ou07]). Plus précisement, posons h = i’ h,
Qp =€ o @ o e P

et
— P2 o Poe P2

P,

®2

Proposition 3.11. Soient 1, ps vérifiant (3.23)-(3.26). Il existe C > 0 et v, > 0
tels que pour tout vy > 1 et tout wy € OF (RY}) et wy € CF (Ry), on ait

1@, + 2wl + N (Pos + 12 |34 ([1 2., + 72 aalyof? + [0y102]y=o )
> C [ llun 3 + Ilhwal| 3]

Proposition 3.12. Soient 1, @y vérifiant (3.25) et (3.26), 0., p1(x',0) > 0 pour
tout (2',0) € K7, et Oyp2(0) <0,

1 > a® pour (2,0) € K,
et il existe € > 0 tel que si

/ ©(2)|’do < € pour (2/,0) € K,
r

alors il eriste C > 0, vy > 0 et rg > 0 tels que pour tout v > v et tout
wy € O (RY) et wy € CF,(Ry), si supp© € B(0,19) et @1(a’,0) = 3(0)
Va' € supp © U B(0,19) vérifiant

(D, — op (by))wy + O(a")(Dy — ba(7y))we = h sur x, =0
U}2|y:0 = /@(m’)wlda,
r
avec op (by) = ap — iy0,, p1 et ba(y) = —iyOypa, on ait

1(Qp, + 1*)wrllg + 1(Ppy + p*)wallf5 + y1AI5 = Cv[llwllﬁ + [l w17

+ ‘wlﬁy’y + 72‘w2’y=0‘2 + ’ayw2’y=0‘2 .
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Preuves des propositions 3.11, 3.12. Introduissons quelques notations et for-
mules que nous utiliserons dans la suite.

On nomme 8’ Pespace des symboles tangentiels a(x,&’,v), C* en x au voisi-
nage de K, & € R"! et pour v > 1 et vérifiant :

Vo, 8,3Ca5, V7, €7, |0000a] < Coply +1€1)7 7. (3.28)

On appellera & l'espace des opérateurs pseudo-différentiels tangentiels A =
op (a), a € & définis par :

(A)(f)(z) = (2m) D / VK (e, € 1) f (o ) dy dE (3.29)

ou l'intégrale doit étre définie au sens des intégrales oscillantes. Nous utilise-
rons I'inégalité de Garding suivante (déduite de 'inégalité usuelle) (voir Taylor
[Ta91]) : Soit A € £? et a son symbole s'il existe un ¢y > 0, tel que Re (a(x, &, 7)) >
co(v? + |€']?) pour tout (z,&') € K1 x R™™ et v > 1 alors

3C, > 0,m > 0,Yf € CF(RY), ¥y > 715 Re (Af[f) > Cilf[F. (3.30)

Enfin, on note D’ le sous-espace de &’ constitué des A = op (a) ot a(z,&’,7) est
polynomial de degré j en &, v

Notons Qs = %, Q) = Q“D%WQ”, alors
Ry = Q2 +ivQy
et on note (3.31)

Qo = D2 + Qo Q1 = Dy 0r, o1 + o1 Dy, + 204
ol Q1 € DY, Q2 € D? ont pour symboles principaux

G2 = 0(Q2) = —7*(0p,01)* +7(2,&) — r(x,70w 1)
{ @ =0(Q1) =7(x, &, 0pp1) (3.32)

ou on a noté 7(x, &', n') la forme bilinéaire symétrique en &', ' associée a la forme
quadratique réelle r(x,&’).

PH"2+P<;2

X Py, — P
De méme notons P = 2 P =

£2 - alors

P<p2 = ﬁg + Z’}/ﬁl
et on note (3‘33)
Py =D+ P, Py =Dy0yps + 0ypaD,

ol py = 0 (Py) = —v*(0yp2)*.

Pour f, g € C3 (R"), on posera par abus pour simplifier les écritures (f|g)o :=
Jgn-1 f(2',0)g(2’,0)dz’” auquel cas les formules d’intégration par parties s’écrivent,

(f@zg) = (@2f|9) —iv[(fID2.9)0 + (Ds., f19)o] (3.34)
(f1Q1g) = (Q1f19) — 2i7(#, f19)o,
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les opérateurs @k, k = 1,2 étant formellement auto-adjoint par construction il en
résulte :

1QengllE = I @agll3 + 421 @191 + 7| (Q191029) = (Dagl@rg)].  (335)
La substitution de (3.31), (3.32) et (3.34) dans (3.35) donne :

1Qe,gll2 = Q2912 + 7?1 Q19]12 + iv([Q2, Qilglg) +v5(g)
oit (3.36)

Blg) = (élg’Dmng)O + ((Dacnél - 23%901@2)9@)0.

Par ailleurs, i[Q, Q1] € (D* + D'D,, + DUD? ), et puisque, J,,¢1 # 0 pour
r € Ky, par (3.31) ona D, — ﬁ@1 € D' et D2 — @Q, € D?, il s’ensuit que

i[Q2, Q1] = BoQ2 + B1Q1 + By ot B; € D' (3.37)

La preuve des propositions 3.11 et 3.12 repose sur un découpage lié a la nature
des racines du polynéme caractéristique en &, (resp. des racines du polynome
caractéristique en 7). Notons

2
£ = {(x,é“’,u,'y) € Ky x R" x R x [1, 400, go + 2 + —2 >O}

¢
Z= {(x’gl’“”) € Ki x R" xR x [1,+00[, g2 + p* + —=—— :0}
(aﬁﬁn(ﬁpl>
2
) € Ko B x ek <o)
(axngpl)2
Lemme 3.13.

i) Pour (x,&,p,v) € ET, alors (q,, + ) admet deuz racines v et r— vérifiant
Im(ry) >0 et Im(r_) <0.

i) Pour (2,8, pn,7y) € Z, alors une des racines de (qp, + p?) est réelle et Uautre
est a partie imaginaire négative si O, 1 > 0.

iii) Pour (z,&,u,7v) € €, alors les deux racines de (q,, + p?) ont des parties
imaginaires du signe de —0,, 1.

Preuve Etant donné que

Qo + //JQ = U(Qcpl + :u2)
= &2 + 207,05, 01 + @2 + 2i7q) + 12

si pour (z,&', u,v) fixé, on note
2 _ 2 , 2
a” = (Y0z,01)" + g2 + 2ivqr + p

alors
G T+ Mz = (gn + i78wn§01 + ZO‘)(gn + Z"Ya:rngpl - io‘)'
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Les parties imaginaires des racines sont donc —v0,, ¢1 —Rea et —v0,, p1 +Rea.
Les signes des parties imaginaires sont opposés si 7|0, ¢1| < |Re ], égaux au
signe de —v0,, @1 si v|0,, p1| > |Real|, et 'une des parties imaginaires est nulle
si |0z, 91| = |Re .

Puisque les droites Rez = 470, 1 se transforment, par z — 2’ = 2% en la
parabole
Im 2/|?
Re2' =70, ¢1 7 — _me]
& 49%(0s,,01)?
la substitution de 2’ par a? dans cette équation achéve la preuve du lemme. ]

D’autre part, on note
F*={(y,7) € Ko x [1,+00[, po + p* > 0}.

Lemme 3.14. Pour (y,7) € F*, si & > |0ypa| sur Ky alors (py, + p*) admet
deux racines sy et s_ vérifiant Im (s;) > 0 et Im (s_) < 0.

Preuve La preuve est la méme que celle du lemme 3.13 puisque 'opérateur
Pyy + M2 = O-(Pm + /L2>

= (n+ iy0,p2)* + 11°
= (n +1v0yp2 — ip)(n + ivO0yp2 + i),

alors les signes des parties imaginaires de ses racines, —y0,@2 — 1 et —y0,p2 + i,
sont opposés si y|0,p2)| < |ul, et ce pour (y, u, ) fixé. "

Lemme 3.15.

i) Soit x1 € 8° a support compact en x. Supposons qu’il existe 6, > 0 telle que,
sur le support de x1, on a

, g1 (z, €', 7)[? 2 L (o2
) 4 R > 6 (P
ga(, &', y) + 1 (0. o1 )2 (v €'1%)

et supposons que
O, 01 # 0 sur x, = 0.

Il existe alors v > 0, C > 0 tels que pour tout v > o et wy € CF (RY), on a
@y + 1) willg + V| D wi |, =olg + [lwil[f = Cyllop (xi)wn i

ii) On suppose qu’il existe §3 > 0 telle que on a

p2(y, ) + 1 = 627

et supposons
dyp2(0) # 0.
Alors il existe v9 > 0, C > 0 tels que pour tout v > v et wy € CF,(Ry), on a

(P, + 1 )w2ll[§ + Ydywaly=o*+ = Cl[wa]lf;.
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iii) Si de plus
1> a* sur K;N{x, =0}
O, p1 > 0 sur Ky N{x, =0}
Jyp2(0) <0
o1(2',0) — ¢2(0) = 0 pour (z',0) € supp ©
(D, — op (b))wy + O(z") (D, — by(7))ws := i’ @0 £y sur supp © N {z,, = 0}

Way—o ::/@(m’)wlda,
r

avec
op (b1) = ap — 170, 1
et
ba(7) = —iv0,p2
alors il existe g > 0, C1,Cy > 0 tels que pour toul v > 7y et wy € CF (R}) et
wy € CF (Ry), on a

1@y, + )wr[l§ + lwr [ + €771 folg + 11 (Poy + ?)wallf + w2l [+

103w e, —ol5 > Cay|lop (Xl)wlﬁ,'y + 7| waly—o|* + |3yw2|y:0|2]‘
Lemme 3.16.

i) Soit xo € 8° a support compact en x. On suppose que, sur le support de X,
il existe ¢ > 0 telle que |{'| < ¢y et que w1 vérifie (3.23) et (3.25). Sous ces
conditions il existe g > 0, C' > 0 tels que pour tout v > vy et wy € CF (R7}), on
a

Qg1 + 1*)wi[lg +vwilf, + lwillf = Crllop (x2)wi i
ii) i, de plus, il existe 65 > 0 telle que

pa(y, ) + 1* > 627
et si,
Or, p1 > 0 sur {z, = 0} Nsupp (x2)
Oyp2 < 0 sur {y =0}
o1(2',0) — ¢2(0) = 0 pour (z',0) € supp ©.
On suppose que, sur {z, = 0} Nsupp (x2) il existe 03 > 0 telle que

|Q1<$7 5/7 P)/)|2
(0z,01)?

et wy vérifie la condition au bord suivante

@ (2,8, 7) + 1 + < 0(v + €% (3.38)

(D, — op (by))wy + O(2") (D, — ba(7y))ws := ie”‘”l(m/’o)fo sur supp © N {x, = 0},
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Woly—o = / O(z")wdo,
T
avec
op (b1) = ap — 170, 1
et
ba(7) = —iv0yp2

alors il existe yo > 0, Cy > 0 et Cy > 0 tels que pour tout v > o et wy € CF (R7})
et wy € CF (Ry), on a

1(Qpr + 12)wrllg + e fold + llwr 1T + 1Py + p6)wa Il + [l I}

+ 7’1013 wi |z, =old > Cﬂ[fop (x2)wrl?,, + llop (x2)wil + ¥ |waly—ol* + \8yw2\y:0!2].

Preuve du lemme 3.15. Pour (z,&,u,v) € E' notons ry = ry(z,&, u,v) et
r_=r_(x,&, p,y) les racines du polynome en &,, (g,, + p#*) ot £Im (ry) > 0.
Sous les hypothéses du lemme (3.15) point (i) il résulte que y;r+ € St

Notons u; := op (x1)w; et Wy := (Q,, + u?)w; et on a pour z, > 0

(le —+ ;ﬂ)ul = al
- (3.39)
= op (X)W1 + [Qpy + 12, 0p (x1)]wr.

On remarque que [Q,, + p?,0p (x1)] € D' +D°D,, d’ou

[ta]lo < Clljwnllo + [fwrll:]; € > 0. (3.40)
Soit u, le prolongement de u; par zéro dans z,, < 0, comme r, +7r_ := —2iv0,, ¥1,
si on note ’70(”1) = u1|xn:07 71(“1) = Dxnu1|a:n:07 60 = (dgn )j(éxn:())a alors les

formules (3.31), (3.32) et (3.39), impliquent
~ 1
Qo + 1)y = Ty = yo(u)d + = [2(w) = 0p (4 +7-)0(ur) |2

on notera S’ l'espace des symboles a(z,&,7), C® en (z,€) € R*™, et pour v > 1
et vérifiant :

Vo, 8,3Ca 5, V2, €,7, (000 al < Caply + [€])7 717 (3.41)

On désigne par gi ’espace des opérateurs pseudo-différentiels usuels A = op (a),
a € 8’ deéfinis par :

(A = @) [ e a(,€.) f(g)dyde, .42

On rappelle la formule de composition des symboles, si a(x, &, ) et b(x, &, 7y) sont
les symboles respectifs de A et B, c(z,&, ) le symbole de A o B est donné par :

11
o(2.69) = Y o 0fadib+ R, €, 7). (3.43)

lo|<N
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ol

Re.&0) =g [ (W 10-0" 3 o

|a|=N+1

X /e”cﬁga(x,ﬁ + ¢, 7)09b(x + tz, &, v)dzd(dt

Soit X1 = Xi(x,& p,y) € S0 égale a 1 pour |£| > ¢17; ¢ > 0ou 1 = 1 au
voisinage du supp (1) et vérifiant supp (5{1 N (gp + 1%)71)(0)) = 0.

Pour m € N il existe E,, = op (¢) € £ 2, une paramétrix micro-locale (voir
Taylor [Ta91]) de (Qy, + ©?) prés du support de X, vérifiant les propriétés sui-
vantes

m
ez, & ) = Z ej(z, & 1,7)
7=0
ol ¢y = o ’A<+ > et e; sont des fonctions rationnelles en &, les poles de e; appar-

tiennent a 'ensemble des racines de {q,, + p*}. Vu que

~

0 (Qpy + 1) = 0p (X1) + 0P (7—m)

ol op (r_p,) est un opérateur régularisant d’ordre —m —1 (dans £-1-™) il s’ensuit
que R R

Uy = By () + Ep[—hid" + %hoﬂs] +u0

ho = m(u1) = op (r+ +7-)70(u1) (3.44)

h1 = 70(u1)

= (Id —op (X1))u; — op (r—m)u;.
On observe que R
[Id —op (X1)] e op (x1) € NwEY

vérifiable grace a la forme de composition des symboles, on obtient pour 6(z) €
5° égal a 1 au voisinage de K; et du support de x;

> 920v1]lo < cluwn| -

Jor| <2

< C’y_2Hw1||o ou ¢ > 0. (3.45)

Pour z,, > 0, on a

E\ ( h 5, 1]10(5) = j:oho +j:'1h1

ol

= N ! / 1N 3.46
7)) = 0p () = gty [ 5% s, )ty ) (3.46)
tj = 27,7r fl’”r elinfne(‘r g 2 7)5 dgnaj - O 1.

ot I'" est le contour complexe orienté dans le sens direct réunion du segment {&,, €

R, |&.| < Con/|€']2 + %} et du demi cercle {&, € C, [£,] = Cor/|E)? + 72, Im &, >

0} avec Cy grand de sorte que r, se trouve dans le domaine délimité par T'"
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(le changement de contour R — T't est possible car € est holomorphe pour |,
grand). En particulier on a les estimées dans x,, > 0

|0, 05 0t;] < Capa(y + €)1 (3.47)

Soit X1 = X1(z, &, p,v) € S égal & 1 au voisinage du support de x; et tel
que X soit égal a 1 au voisinage du support de X;. Posons t; = xit; et v; =
{op ((1 = X1)t0)ho + op ((1 — X1)t1)h1 }Hz,=o- Puisque uy = op (x1)wi, on a donc

> l1926ullo € Oy {Ilwilly + | Da,wila,=olo})- (3.48)

|| <2

Il en résulte dans z,, > 0

A~

Uq ::Eln(ﬂl)-+-Tbh0-+»71h1—+1q +‘Q1

ol

Ty=op(t;) S
Zfj = % fro emnanUe(ma 57 M, V)S%dfna] = 07 1.

(3.49)

ou [y est un contour contenu dans Im¢&, > ¢|¢’|, (o > 0) entourant &, = r
dans le sens direct. La déformation du contour I't en I'y est maintenant possible
car €y est holomorphe en &, sur le support de ;. Par la formule des résidus on
obtient dans x, > 0

8,05 0ti| < Copae” 7 (y + [¢/]) 7,

En particulier e“™ 9! ¢; est borné dans S/~ uniformément par rapport a
z, > 0 donc

Tyl =C [ [ e € F T ) o ) P
x>0
< Oy iyl? (3.50)
et

0=, Tjhslo < C / e 2000

xn >0

< Cy s (3.51)

eCoren aﬂchjhj |(2J($n)dxn

En combinant les estimations (3.40), (3.45) et (3.48)-(3.51) il résulte
[10us [|2 < C[Tl(WlHoJerlHl)+’f%(\h0|0+’h1\1)+772\Da:nw1\zn=0\o - (3.52)
On utilise & présent les projecteurs de Calderon (voir Chazarain-Piriou [ChPr81])

en prenant la trace de la premiére ligne de (3.49) sur z, = 07. En utilisant la
définition de hg et hy on obtient la relation

Yo(u1) = op (71)v0(u1) + op (172)71 (u1) + v (3.53)
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~

ot v = Yo(En(ty) +v1 +vy), 11 € SY tel que a(op (11)) = —Xar- |lz,=0, €t T € 7!

_ re—r_
tel que o(op(72)) = ;% ~[s,=0- Par ailleurs v vérifie grace a (3.40), (3.45) et
(3.48) :

[Olanolt < C3 [ I1llo + lwalls + 1De, w1l =olo] - (3.54)

Comme (1 — op (7)) est elliptique sur le support de x; et puisque 7o(u;) =
op (x1)W1|z,=0, (3.53) entraine

[70(u1)1 < C[!’h(mﬂo + 7w flo + |U\xn=0\1] (3.55)

De plus on a v (u1) = op (x1)Ds, W1z, =0 + [Dx,, 0P (X1)] w1z, =0 donc

()lo < C[1Da,wila,olo +77F fwrll ], car [wila,=olo < €yl 1. (3.56)
Alors d’aprés (3.54)-(3.56) on a
holo + [Pa]1 < C[\Dznwﬂxnzofo + [lws [y + 7l o |- (3.57)

En combinant les estimations (3.52) et (3.57), puis on multiplie des deux cotés
par 7, on déduit alors I'inégalité du point (i) du lemme 3.15.

D’autre part, pour (y, u,v) € F notons s, := s, (y, 1,7) et s_ :=s_(y, i, )
les racines du polynome en 7, (p,, + ©?) ot £Im (s4) > 0.
Notons wy := (P, + p*)ws. Soit w, le prolongement de wy par zéro dans y < 0,
comme S; + s_ = —2iy0,p, étant donné que vo(wse) = wa|y=o, (W) =
Djwsy—g, 6V = (%)j(éyzo). Les formules (3.33) impliquent :
(P -+ 1)y = By — 300+ % [ (1z) — 0p (5 + 5 )0(1w2)]5.

Soit x2 := x2(y) € C°(R) égale & 1 sur un voisinage de y = 0. Pour m € N il
existe F,, = op (f), une paramétrix (voir Taylor [Ta91|) de (P,, + u?), vérifiant
les propriétés suivantes

) =Y filym )
§=0
ou fo = pwﬁﬁ et f; sont des fonctions rationnelles en 7, les poles de f; appartient

a Pensemble des racines de {p,, + p*} on a
Fr 0 (Pyy + %) = X2 + 0p (s-m)
ol op (S_.,) est un opérateur régularisant d’ordre —m — 1, ceci entraine
Wy = Fi(Wy) + F[~1& + Lhod] + 5
Eo = 7i(w2) — op (s4 + s-)y0(w2) (3.58)

hi = Yo(ws)
U] = —op (S—m>w2'
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grace a la formule de composition des symboles, on obtient

> lIagalllo < eflfews|-2

|a|<2
< ey | Jwa]||o ot ¢ > 0. (3.59)
Pour y > 0, on peut écrire
Fm(_%l(;/ + %77:05) == foﬁo + Tlﬁl
ou
Tj(h) = op (t;)(h)

ti =5 [5r € f(y,m, p,y)Pdn; j = 0,1,

(3.60)

'+ est le contour complexe orienté dans le sens direct réunion du segment {n €
R, |n| < Cov} et du demi cercle { € C, || = Cofy,Imn > 0} avec Cy grand de
sorte que s, se trouve dans le domaine délimité par I+ (le changement de contour
R — I'* est possible car le symbole de f est holomorphe pour |n| grand). Par

la formule des résidus on obtient en particulier eCOWQfﬁvj est borné uniformément
par rapport & y > 0 donc

TR IE < © / O ST )y
y>
< Oy hy 2 (3.61)
et

BT < C [ e omca, T i)y
y>0
< Oy~ My (3.62)
La combinaison des inégalités (3.58), (3.59), (3.61) et (3.62) donne
. iy ~ _
fwa|llx < C[V o + 772 [[hol + [hal] + 5[l wallo |- (3.63)

On utilise & présent les projecteurs de Calderon (voir Chazarain-Piriou [ChPr81])
en prenant la trace de la trace de la premiére ligne de (3.58) sur y = 07. En
utilisant la définition de hg et hy on obtient la relation

Yo(wa) = g1(7)v0(w2) + g2(V) 71 (w2) + 0 (3.64)

o T = (Fu(@) + B), g1(7) = Lo gl(7) tel que g(y) = 45242 et
92(7) = EJ on( ) tel que 9(2)(’7) = W\y 0. D’autre part on

Bly=ol < G2 [ ll@alllo + llwalllo] (3.65)

Et (3.64) donne
o(wa)] < €y~ (wa)| + [yl | (3.66)
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d’ou B B
|ho| + |h1] < C[‘%(w2)’ + ’Y’myzoq. (3.67)

En combinant les estimations (3.63) et (3.65)-(3.67), puis en multipliant des deux
cotés par v on déduit l'inégalité du point (ii) du lemme 3.15.

Par ailleurs, on multiplie de deux cotés de (3.64) par la fonction 92—%7) on a

7, (3.68)

Y1(w2) = G(7)v0(ws) + g

ou G(v) = 1;29(17()7) (symbole d’ordre 1 en 7).

En substituant (3.68) dans la condition au bord suivante

(1) = op (b1)70(u1) + op (x1)O(x')%[(Dy — ba(7))ws] + U = dop (x1)e™* "0 f

on obtient
() = op (b1)y0(ur) +op (x1)O(z") [(G(y) = ba(7))]v0(ws) + op (Xl)@(fﬂ’)g;w'?7
+ 0 = iop (x1)e"? @0 fy. (3.69)

On remplace (3.69) dans (3.53) on a

[1—op (11) — op (12)0p (b1)]70(u1) = —op (12)op (x1)O(2) [(G(7) — b2(7)) |70 (w2)

+ v — op (72)U — op (12)op (X1>@(x/>9217)5+ iop (12)op(x1)e??1 @0 £ (3.70)

ou .
op (b1) = ap — 0y, 1,
b2(’7) = _i'yay@2a

~

v = [D,, —op (b1),0p (x1)]70(w1).

Puisque (1 —op (71) —op (72)op (b1)) est elliptique sur le support de y; d’ou (3.70)
implique

o(un)fi < C|1Oh1o(w2)l* + [Ple,=0l6 + [v]e.=ol3

+ 1011[Flyol + e folf + 7 wn3]. (3.71)

Comme
0]a,=0lg < Cy~Hwnll3, (3.72)

on déduit alors de (3.54), (3.65), (3.71) et (3.72)

o(ur)]i < € [!@Illw(wz)\Q + 97 Hlwnllf + 5 @15 + 77 Da, w1 |,=oo

772101 @13 + lhwalllF] + ecwfora] (3.73)
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et de (3.69) on a
[m(un)g < C[|70(U1)|%+’@|1|70(w2)|2+W|xn:0|(2)+|@|1|5|y:0|2+6w|f0|(2>}' (3.74)
(3.65), (3.72), (3.73) et (3.74) impliquent

Cyvo(ur)iy < (Qpy + p*)willg + llwillY + e[ folg

1800 [I1(Pps + 2w I3 + s I + 2 Fow) 2] (3.75)
D’autre part
7o) < 4*Olol0(wn); (3.76)
et de (3.68) on a
M (ws)[? < C*o(ws)|? + @I + w12 (3.77)

La combinaison des inégalités (3.75)-(3.77) engendre I'inégalité du point (iii) du
lemme 3.15. -
Preuve du lemme 3.16. Nous introduisons le lemme ci-dessous, déja démontré
dans le paragraphe 3 de Lebeau-Robbiano [LR095].

Lemme 3.17. Il existe C; > 0, 9 > 0, Ly € E° et Ly € D! tels que pour tout
v >0 et tout wy € CF (RY) on a

Q) + 1*)uwnlls > Cryllwall + Re [yB(w:) + Y(Da, w1 + Lyws| Lows )o]

ol

B(wr) = (204, 1Dy, w1| Dy, wr)o  +(Arwi|Dy,wi)o + (A] Dy, wr|wi)o
+(Agwy |wy)o

o(Ar) = a(A4}) =2q

0(A2) = =20, p1¢2.

Nous allons appliquer le lemme 3.17 & op (x2)w;. D’autre part, il est évident
que

lJop (x2)(Qy, + 1*)willo = [[(Qp, + 1%)op (x2)willo — [(Qy, + 12), 0P (x2)]willo
> Qg + 1%)op (x2)willo — Cllws |1

L’association de cette inégalité au lemme 3.17 implique

llob (x2)(Qy, + #*)willg > C1vllop (x2)wili

+ Re [y8(op (x2)w1) + ¥(Da,,0p (X2)w1 + Liop (x2)w1|Loop (X2)w)o] — CH(wl H?j
3.78

Sur le supp x2 on a || < ¢y;¢ > 0 et donc le terme de bord est majorable par :

CY| Dy, wila,—oly + C7* w1 2,=0l5-
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Ceci achéve la peuve de la premiére partie du lemme 3.16.
D’autre part, sous les hypothéses du lemme 3.16 et si, sur supp O, ¢;(2’,0) —
©2(0) = 0 alors

Dy, 0p (x2)wi = op (b1)op (x2)wi — op (x2)O(z") [G(v) — ba(7)]70(w2)

— T — 0p (x2)O(2')——7 +iop (x2)e" @ fy sur z,, = 0

1
g2(7)

ou

op (b1) = ap — 70, o1,

b2(7> = _i78y9027

U = [Da, = op (b1), 0p (x2)]70(w1),
G(7) est définie dans (3.69),

v est définie dans (3.64).

Par ailleurs, on a

|(Dy,,0p (x2)wi + Lyiop (x2)wi|Loop (x2)w1)o| <
C(’Y\@|(2J|w1|xn=o|3 + € folan=olg + 7?1010 (Jwaly=ol|* + |§|y:0!2)> (3.79)

et

B(op (x2)w1) = (B20p (x2)w1|op (X2)w1)o + R(op (X2)w1, wa, op (x2)e™* fo)
(3.80)

ol

0(Bs) = 20,,p1lo(op (b1))[* + 20(A1)Re (a(op (b)) + 0 (As)

— 20, [ 8, 1) + 2 il
201 | (Y0m, 1) + 1 +<amn¢1

q1 2
+ap)® — (g + p° + (7))
p” = (@2 +p (8%,,%))

Or p ~ v et sur le support de x2 on a |[£/| < ¢y et (3.38), alors
o(By) > §'(* +1€%); 6 > 0.
L’inégalité de Garding (3.30) implique alors que pour ~y grand
(B2op (x2)wi]op (x2)wi)o > Clop (x2)wrli- (3.81)
Comme

R(op (x2)w, wa, 0p (x2)™ fo) = (A|B) + (C|D) + (E|F) + (G|H)
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ol
A = 40,,p10p (b1)op (x2)w1 + 20,, p10p (x2)e™* fo + 2A10p (X2)wi,
B =op (x2)e™" fo — op (x2)O(z')(G(7) — b2(7))70(w2) — 0p (x2)O(2)

C' = 20,,010p (x2)O(2") (G (7) — b2(7))70(w2),

D = 0p (x2)O0(z)(G(7) — b2(7))70(w2) — op (Xz)@(fl?/)gng — U+ o0p (x2)e™ fo,
N

B = 20niop )0l >gz(7)v’

F=op (X2>@(I/)ﬁ5+ op (x2)0(2)(G(7) = ba (7))o (ws) + T — op (x2)e™" fo,

G = 2835”901@\,

H =0+ o0p (x2)0(«')(G(7) = ba(7))70(w2) + 0p (><2)@(9c’>g227)5 = op (x2)e"? fo.

donc

|R(op (x2)w1,w2,0p (x2)e"?" fo)] < 0[72!@\0|w1\zn:0|(2) + e folg 4+ 4w ||

+ 721000 (|walyo|? + y'ﬁyyzo\?)}; cet C> 0. (3.82)

En combinant les inégalités (3.65) et (3.76)-(3.82) on obtient la deuxiéme partie
du lemme 3.16. "

Preuve de la proposition 3.11. Il suffit de construire y; vérifiant les hypothéses
du point (i) du lemme 3.15 et xo vérifiant les hypothéses du point (i) du lemme
3.16 et tels que x1 > 0 et yo > 0sur Ky et x1+ x2 > 1 sur K, ce qui est possible
car dés que |£'| est grand, ellipticité de Iopérateur assure que go(x,&’) + pu? >
51€'|? ce qui implique Phypothése du lemme 3.15. Ensuite on combine I'inégalité
obtenue avec I'inégalité du point (ii) du lemme 3.15, on a alors le résultat de la
proposition 3.11. n

Preuve de la proposition 3.12. Il suffit de construire y; vérifiant les hypothéses
du point (iii) du lemme 3.15 et x5 vérifiant les hypothéses du point (ii) du lemme
3.16 et tels que x1 > 0 et xo > 0 sur Ky et x1 + x2 > 1 sur K, grace aux
hypothéses suivantes :

Dz, p1(2',0) > 0 pour (2,0) € K7,

Oyp2(0) < 0 et
1 > a* pour (2/,0) € K.
11 suffit de prouver que sur xz,, = 0 et y = 0 il existe d; > 0 et d5 > 0 tel qu’on a
soit (3.83) et (3.84) soit (3.84) et (3.85), ou
k

w502 e (3.83)

(O, 4p1)
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P2+ p? > 0y (3.84)

a1
aa:nS01

q1
axnsol

(Y0, 01)" + 11® + ( +ap)® — (g2 + p* + ( )?) > 0. (3.85)

et || borné.
Quand [£'| et grand c’est-a-dire || > Cvy, C > 0 et ;7 < p < cay;¢1,00 > 0
on a alors (3.83) et (3.84). Soit on a (3.85), sinon on aura (yd,,¢1)* + p? = 0,
(755 + ap)? =0 et g+ p* + (ﬁ)2 = 0 ce qui est absurde avec les hypothéses.
Si (3.83) et (3.84) sont vérifiées, en combinant l'inégalité de la proposition
3.11 et l'inégalité du point (iii) du lemme 3.15, on a le résultat.
Sinon si (3.84) et (3.85) sont vérifiées, alors grace a I'inégalité du point (ii) du
lemme 3.16 et la proposition 3.11, on a le résultat de la proposition 3.12. ]

Inégalité d’interpolation locale

Le but de ce paragraphe est de prouver I'inégalité (3.5). Pour ce faire, dans le
lemme 3.19 ci-dessous, on va d’abord controler w; prés du bord ot @ > 0. Ensuite,
dans le lemme 3.20, on controle w; loin du bord de € et de la tige w. Puis dans
le lemme 3.21, w; sera controlé prés du bord €2 et hors d’un voisinage de la tige.
Le recollement des inégalités ainsi obtenues permettra d’estimer w; sur tout {2
exepté au voisinage de la tige. Enfin, on controlera w; et wy au voisinage de la
jonction entre {2 et w, par des construction géométrique permettant de compléter
ainsi la preuve de 'inégalité (3.5).

Quelques rappels

D’abord on va rappeler une estimation, démontrée dans le chapitre deux,
qu’on peut appliquer prés du bord ot @ > 0, pour cela notons w un voisinage de
let Q=Q\ 0, T's={x €0 a(x) > d}, et on suppose I's # (.

Nous noterons B*(0,r) = {x € R™,|z| < r,x, > 0}, BF(0,r) = (—¢,€) %
BT(0,7), B5-(0,5r) = (—2¢,2¢) x BT(0,5r) tel que € > 0 fixé et w; = e!0w, (z).

)

Lemme 3.18. Il eziste i €]0,1[ et C' > 0 tels que, pour tout w; € C°(RTH),
on ait

w1l 220,y < C(H(Q + Dio)@luLz’(B;(o,w)) + w1l 2281 057y {on=0})

~ iy i
100 1 235 05000 ) 1P 1205 0m)) (3.86)

Le lemme 3.18 implique, par régularité elliptique et le fait que
Cle= 't < |40 p2(—c.ey < Ce¥ tel que C,C" > 0, le lemme 3.19 ci-dessous. Les
détails de ces deux lemmes se trouvent dans le chapitre deux (cf. Lemmes 2.22 et
2.23).
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Lemme 3.19. Il existe i €]0,1[ et C' > 0 et un ouvert U non vide de Q, pour
tout wy € C™(R), on ait en posant Uy C U :

~ P
el < Ce (@ + 2wl oy + Nz HiBgwn e lezce,)

1-n
(loalley)
(3.87)

Ensuite on va rappeler une estimation sur €25, démontrée a partir de Ouksel
|Ou07] (cf. Chapitre deux. Estimation sur Xy, p. 40) et en majorant et minorant
le terme [[€#®(| 12(_e,¢)-

On note Q5 = {z € Q;d(z,00) > g}, oil  est fixé.

Lemme 3.20. [l eziste i €]0,1[ et C' > 0 pour tout ouvert U non vide de Q,

pour tout wy € C*(Q), on ait :

- i 1-7
sl < O (1@ + il o) + Noslline ) (loilng) - (389

Puis on va rappeler une estimation prés du bord 2 et hors d'un voisinage de
la tige, pour cela on note Q5 = (Q\(25,, Uw)).

Lemme 3.21. [ existe 11 €]0, 1] et C' > 0 tels que, pour tout wy; € C>*(Q), on ait

~ B [
lonllin gy < Ce (1@ + pwllzaey + lwrlmay) (lorlme) - (3:89)

La preuve de ce lemme est donnée dans chapitre deux (cf. preuve de I'inégalité
(2.74)), en utilisant une inégalité de Carleman explicitée dans la proposition 2 de
Lebeau-Robbiano [LR097].

Un cas particulier du lemme 3.20, en dimension un, est donné dans le lemme 3.22
ci-dessous

Lemme 3.22. Pour tout r > 0 Il existe C' > 0 tel que pour tout wy € C®(w), on
ait :

lealllim ) < Ce [P + p2)walllzzge) + lwalllmary | (3.90)

Estimation prés de la tige

’
On pose ry = 5, 1y =7, 13 = 2r, 1y = 6r, r3 = Tr, 13 = 8r de sorte que

7‘1<r’1<r2<r§<r3<rgeta1:g,a’lzgr,%:§7“,0/2:§7”7043:37”7

5 5 2
ay = 4r de sorte que oy < o) < oy < o < ag < of. Soient deux fonctions de

troncature
0 si z,<2

Xl(x"):{1 si @, > 3.
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/

Et soit
vale) = —raa (1= (2) (5
:LJ

+ (1 — [1 — Xl(xn)]x (2r)> [|47’ — x> — 1672 + || ]
et
va(y) = ly +r[*
On a Vi # 0 si z # (0,4r). En effet, si (1 — x1(* ))XQ(QT) = 0 alors on a
1 (z) = |[4r — 2,]* — 16r? + |2'|* ce qui implique Vi), 7& 0 dans ce domaine : soit
Ty > 3r soit |z’ > 2.
Si0<uxz, <3retl|z| <2ronad,(zr)<0.En effet,

tn() = —r (1= () rals)
+ (1 — [1 — X1<$n>]x2(;ﬁ;)> [— &r + an}
20 () (S) + 0 () () [ - 8rea + 22 +1a'P]

on vérifie facilement que le dernier terme de 0,11 () est négatif sur 0 < z, < 3r
et |2'| < 2r ceci montre que 0,, 1 (z) < 0.
On pose

x/

V= {z et () < @) < () - (4%}
V= {x €2 — (4r)° < (x) < (})? — (47~)2}
et
W= {y € wiai < Ya(y) < (Oéé)Q}
W, ={y ewo? < unly) < (a))*}
En vertu de la proposition 3.10 (en divisant I'inégalité de cette proposition par
7). on a pour v > 7, (v1,v2) € CF(RY) x Co(R,)

C|fler jere

— By ()
vil| vy + lle . (

vollman) < e

e —Bv2(y) (

Q +p )U1HL2(V

=By (z)

+ lle P+ p?)oo||| 2wy + [|€7° Pl z2ovn{zn—0})-

(3.91)
Introduisons les fonctions de troncature y; de 01 et Yo de 0y définies par

1; 72 <60, <4972
X1(0h) =

et

Ra(62) = 2
0, 92 S 3—5 ou 92 Z 160[2,
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Fig. 3.2. La fonction ¢; = e #¥1 est décroissante le long des Lignes de niveau V;.
et considérons X1 € CF(R") et X2 € C2(R) définies par X1(z) = X1(¥1(z))

et Xa(y) = X2(¥2(y)), on prend vy = Y1w;y et vy = Xows et de (3.91) on obtient
en écrivant

(Q+ p*yor = Ra(Q + pP)wn + [(Q + 1), RuJws
et
(P + p2)vs = Xa(P + p*)ws + wa PR
((Q + p2), X1] est un opérateur différentiel d’ordre 1 supporté sur V; U V3) et
Oz, V1 = X102, w1 + (O, X1)W1.
et
0yva = Xa0ywa + (OyX2)wa.

on vérifie que BT (0,7) C V5.

/!

e 5% e e—Pr ~
e fwrllm-a + € Mwslllmqonm] <€ [10@ + pwnllao)

e P
+ lwnlln iy + Ikl zvoge,=on] + €7 lunllmes)

+ 7 (P + 2wl 2wy + € | wall g v+

En posant C; = e P —e P2 > 0 et Cy = e P2 — 7™ > 0, et puisque v ~
alors

[wi |1 B+ 0.9 + wall[ 0.y < € [H(@ + p)wi || 2 vy + (P + 1 )wal| 2w
o lwrllan iy + Ibllzovngea=on]| + e [lwallmer + lwallm e

Soit w I'image de B(0,r) (resp. (I,r") I'image de (0,r) tel que ' > 0) par le dif-
féomorphisme faisant passer des coordonnées de la situation droite a la situation
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courbe on a
w1 ]z @) w2 ||| 71 (@) < ec”‘[H(Q + 1) wi || z2) + [[|(P + p*)wa 20

il oz + 1Al 2o | + e {llwillmo) + lwallln )
(3.92)

En combinant les inégalités (3.87)-(3.89) et (3.92) on obient
lwill @) + llwelll g @y < 60”“‘[”(62 + 2 )wi |20y + (P + 2wl 20
+ lAllzaom | + e |l @) + sl |
+ e (1@ + p)wnlliaey + lwnlr z2qes)
P 1
+ ||87Iw1|F5||L2(F5)> (6 2“||w1||H1(Q)> . (3.93)

A partir des inégalités (3.90), (3.89) et (3.93) et le fait que
le‘FSHLz(Fa) + |’877w1|F5||L2(F6) S C||\/aw1”L2(F5)7 tel que ¢ > 07 on a alors

w1z + 1wzl 51 w) SCJ“[H(Q + ) wi | 2() + [|(P + p?)ws 12

+ ||h||L2(aQ) -+ ||\/aw1||L2(F5) . C>0,¢>0. (394)

Ce qui achéve la preuve du théoréme 3.5. ]



Annexe A

Résultats élémentaires
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1 Courbes paramétrées

On considére le cas ot I = [a, b] est un intervalle de R et g est une fonction
continue.

Définition A.1. On dit que le couple (I,g) est une courbe paramétrée ou un
chemin, et on appelle V(; ) la longueur de cette courbe, lorsque V; 4 est finie on
dit que la courbe est rectifiable.

2 Module

Soient I = [a,b] un intervalle de R et ¢ une partie finie de I, avec 0 =
{ag,ag, ..,aztola=0 < g < ... <, =0.

Définition A.2. On appelle module de o le nombre (o) = sup |1 — a4l
0<i<n—1

Théoréme A.3. (cf. [Ch73]) Pour toute courbe paramétrée (I,g), Vi) est la
limite des Vi, g lorsque le module ji(o) tend vers 0. Autrement dit (en supposant
Vitg) < 00 pour fizer les idées)

Pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que (u(o) <n) = (0 < Viig) — Vieg) < €).

3 Distance géodésique

Soit €2 un ouvert connexe par arc, muni de la métrique riemanienne usuelle
de R", de la maniére suivante :

78
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Soient 1,75 € Q et v un chemin C! par morceaux et contenu dans €2, on
définit L(y ) = \/([01 1y) avec ¥(0) = x1, 7(1) = x2, on appelle la longueur de v le

nombre : [ INETC H?dt] :

Définition A.4. On appelle distance géodésique entre x1 et xo notée d(xy1,x3) la
borne inférieure de tout les L(y) c’est-a-dire :

d(z1,79) = inf{L(y), v C Q chemin C* par morceauz, avec v(0) = z1, v(1) =
xo}. Autrement dit :

la distance géodésique est la longueur du plus court chemin de classe C' par
morceaur reliant 1 et To en restant dans €.

4 Hd—Suite de boules

Soient €2 un ouvert de R" et x(, x deux points de (2.

Définition A.5. On dit qu’'une suite de boules B(y;,0); j = 0,...N est une
0—suite de boules reliant xo a x si elle vérifie les conditions suivantes :

2- z € B(yn,296),
3- B(yj+1,(5) C B(y],Q(S), j = 07 ..N — 1,
4- B(y],?)(S) C Q.
Théoréme A.6. Soit Q@ un ouvert borné de R", soit U une fonction C>(Q)
(a valeurs réelles) vérifiant V¥ (x) # 0 pour x € Q et P(x,D) un opérateur
différentiel d’ordre m a coefficients dans L*°(€2).

On suppose de plus que les coeﬁficients_de la partie principale Pm(ic,D) sont
dans C'(Q) et que Py, est elliptique dans Q (i.e. Py(x,8) #0six€Q,0#¢ €
R™). Si pour tous : ( = +iy VU £0 o0 { €R", 2 € Q, v € RT et P(x,() =0

on a .

n

*v OP, 0P, _ 0P,
Z Goy0m 8@ z,O)=m 5 ™ (g, ~~m Z 65 —(x,¢) > 0. (A1)

Alors il existe des constantes C' > 0 et 79 > 0 telles que pour v > vy on a

Z A Hm=lal)= / |Du|?e*Vdx < C’/ |P(z, D)ul*e®Ydx, Yu € C3°(Q).

lal<m

Pour la preuve du théoréme A.6 voir Hormander [H663| théoréme 8.3.1.
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Théoréme A.7. Soient Q un ouvert de R", a;(x) des fonctions lipshitziennes
dans un ouvert Q C R"™ wérifiant (Rea;i(x))1<jk<n définie positive, alors si
fe Li. Q) et u € L, (Q) est solution de Y7, ., Dj(ajrDyu) = f, donc
u e HE.(Q). o

De plus pour tout f € L} _(Q) celte équation admet toujours une solution
ue H (Q).

Pour la preuve du théoréme A.7 voir Hérmander [H683| théoréme 17.2.7.



Annexe B

Résultats

1 Détails de la formule (2.2) du chapitre 2

Notons C' = 0,, — g a;j(z)n;, out 0y, = — g a;r(x)n; Dy, est la dérivée
1<j<n 1<j,k<n
conormale extérieure & 2 et n(x) = (n;(x))1<j<n est la normale unitaire extérieure
aflen x.

Soient @ et ¥ deux fonctions suffisamment réguliéres telles que supp ®|sq C T,
si C® = 0 sur 0f2 alors

/Q AT — 04T |d = /F ®0,, do.

En effet, on a

Au = Z Dj(a;(z)Dyu) + Z a;j(x)Dju + ag(x)u.

(Au,v) = Z (u, Dy(@j (7)) Djv)) — Z (u, Dj(@;(x)v)) + (u, ao(x)v)
— (u, A%) o

d’ou
Av="3 Di@a@Dp)~ Y Dy(@(e)) + aa)e.

1<j,k<n 1<j<n

En outre puisque a;j = ay; alors

/A@.@da;—/cm*wx: (AD, W) — (D, A*T)
Q Q

- Z /Q[EDj(aj,k(x)Dkq))—¢Dk(aj7k($)Dj$)]dx

1<jk<n

+ ) /Q[<aj<x>Dj<I>>W+Dﬂaj(l")@‘b} i

1<j<n

—i—/ﬂ [ao(x)éﬁ—ao(x)ﬁq) dx

81
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on pose

L=y /Q (WD, (a;(2)Dy®) — Dy (a;4(x) D, ),

1<j,k<n

L=Y /Q [(aj(m)D@)@+Dj(aj(x)ﬁ)ﬂdm.

1<j<n
D’une part on a

(a; (m)DjCID)@ + Dj(a, (2)0)d = aj(w)ﬁD]@ +a; (m)@DjE + @@Djaj(x)
= Dj(a; V)

donc

I = Z /69 a;(2)®W cos(z;,n)do.

1<j<n
D’autre part on a

ED]'(&]'JC(]})D]C(D) = D](GL]{(]})@D]C(I)) — aj,k(m)Dk(I)Dj@,

®Dy(ajx(z)D;j¥) = Dy(a;,(x)®D; W) — a;x(z) D@D, V.

Ceci implique que

[1: Z {Lgaj’k(x)il)kq)mda_/ @(m)@DjEnkda}

1<j,k<n 0%

Ce qui démontre la formule (2.2). l



Conclusion et perspectives

ette thése a porté en premier temps sur ’étude de la contrélabilité approxi-

mative du systéme d’évolution ((2.4) p. 24), c¢’est-a-dire que 'on a cherché
I'existence d’un controle g € L?(I'r) qui, partant de (vg, v1), aménerait le systéme
alinstant T a Vétat (v(T,x) = 2o, v (T, x) = z1) avec (v, v1) € B((20,21), €); Ve >
0. Le probléme étant linéaire, on peut se ramener & 1’état d’équilibre, c’est-a-dire
20 = z1 = 0 et donc (vg,v1) € B(0,¢€).

Ce résultat a été obtenu en analysant le point d’observabilité. Il s’agit de
savoir si I’observation de la solution, durant un temps assez grand, détermine de
maniére unique celle ci.

Cette observation est équivalente au théoréme d’unicité 1.1 (p. 3). Ce théoréme
a été prouvé par Holmgren [HI01] en 1901, avec des coefficients analytiques (avec
la constante K du théoréme 1.1 égale 2). Dans le cas o les coefficients sont
seulement de classes C*° et dépendent de ¢, un contre exemple a 'unicité est donné
dans les commentaires du chapitre un. Lorsque les coefficients sont indépendants
du temps et peu réguliers, Robbiano [Ro91] a montré — grace aux inégalités de
Carleman — l'existence d’'une constante K > 0 telle que si g—z =0etT > KD
la solution devient nulle. Par la suite Hormander [H692| a donné une estimation

de la valeur de la constante K (0 < K < 24/2I). Tataru [Ta95] a montré, dans

un cas particulier, que cette constante vaut 2, ce qui permet d’optimiser le temps
durant lequel le controle doit agir.

Dans cette thése nous avons établi, dans le chapitre un, le théoréme 1.3 déduit
du théoréme d’unicité 1.1, puis il a été appliqué a notre probléme de controle.

Ensuite nous avons démontré une estimation d’une fonction de cott pour les
solutions des équations hyperboliques a coefficients réguliers ; celle-ci est donnée
dans le théoréme 2.2 du chapitre deux. Ce théoréme est démontré grace au théo-
réme 2.1 qui permet une estimation a basse fréquence. Cette estimation donne

un résultat pertinent dés que 1'on a
E(W)
I 11720

—0(1) (B.1)

ot E() représente 'énergie du systéme (2.4). En I'absence de décomposition de
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Fourier explicite, le rapport figurant au membre de gauche de (B.1) est la maniére
la plus physique d’estimer le carré de la fréquence.

Dans la troisiéme partie de cette thése, notre travail a consisté a poser le
probléme (3.1)-(3.3) qui représente une structure multidimensionnelle, définie sur
un ouvert de R", liée & une tige modélisée par un segment de R.

L’étude de cette structure n’est pas nouvelle. Elle a déja été considérée par
Puel-Zuazua |PuZu91| qui ont étudié la controlabilité exacte avec une condition
aux limites de type Dirichlet sur 02 et d’autres conditions de transmission en
appliquant la méthode H.U.M. Le résultat de [PuZu91| a été généralisé par Burq
|[Bu94] en utilisant des méthodes d’analyse micro-locale et de propagation des
singularités, développées par Bardos-Lebeau-Rauch [BLR92].

Nous avons prouvé la stabilisation logarithmique donnée dans le théoréme 3.3,
c’est-a-dire la décroissance de I’énergie, obtenue par une condition dissipative sur
le bord de I'ouvert du type Neumann.

Le théoréme 3.3 est analogue aux théorémes suivants : le théoréme 1 de Lebeau
|L96] qui a étudié le probléme de stabilisation a I'intérieur d’un ouvert de R", celui
de Lebeau-Robbiano |[LR097] qui traitent le probléme de stabilisation au bord
d’un ouvert de R™, celui de Burq [Bu98| qui est applicable au cas de ’équation
des ondes pour le probléme extérieur, ainsi que celui de Bellassoued [B103| pour
un ouvert avec obstacle transparent.

Notre résultat a été obtenu grace aux inégalités de Carleman données dans
le théoréme 3.5. Des difficultés se sont présentées pour démontrer le théoréme
3.5 au niveau de la liaison ouvert-tige. Dans les étapes de la démonstration nous
nous sommes ramené a construire deux fonctions phases (au niveau du point de
jonction) g et o de telle sorte & supposer, dans toute cette troisiéme partie, que
supp a N Csupp © # 0.

Il est probablement possible d’obtenir les mémes résultats que ceux établis
dans la deuxiéme partie de cette thése quand la régularité des coefficients du
probléme hyperbolique est abaissée, mais cela nécessiterait de remplacer le cal-
cul pseudo-différentiel par d’autres outils adaptés & des opérateurs a régularités
limitées.

La controlabilité exacte du systéme (2.4), du chapitre deux, avec une condition
au bord de type Dirichlet et Dirichlet-Neumann a déja été examinée dans le cas
des coefficients réguliers par plusieurs auteurs dont Avellaneda-Lin [AL89|, Ho
|Ho86, Ho87|, Komornik |[K89|, Lasiecka-Triggiani-Yao [LaTrYa97|, J.-L. Lions
|Lio88, Li88| et Bardos-Lebeau-Rauch [BLR92|. Zuazua [Zu90] a traité le méme
probléme mais pour des coefficients aj, = d;ra(z), a; = 0. J. L. Lions |Lin88§]
et Mufioz-Rivera [Mu90] ont étudié le cas ot a;;, = d;,a(t), a; = 0 et a(t) étant
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une fonction donnée. Miranda |[Mir95| a abordé dans le cas ot aj, = (05 —
k?(t)x;2,)k~2(t) pour une fonction donnée k(t) avec la présence des termes Vo et
V' dans la premiére équation du systéme (2.4). Robbiano [Ro91, Ro95] a obtenu
la contrélabilité approchée pour des coefficients peu réguliers qui ne dépendent
pas du temps. Lui-Williams [LiuWi98] a obtenu des résultats de controlabilité
exacte de I'équation des ondes pour des coefficients variables, dépendant de ¢ et
x avec condition au bord du type Neumann.

Mais d’aprés notre revue de littérature il semble qu’il n’y ait pas eu d’étude
sur I'estimation de la fonction de cott pour le méme probléme hyperbolique avec
des coefficients peu réguliers. Nous pensons qu’il serait intéressant de traiter ce
probléme.

L’analyse présentée dans la troisiéme partie de cette thése ouvre la perspective
d’étudier la stabilisation logarithmique pour la méme structure multidimension-
nelle, mais avec une condition aux limites de type Dirichlet-Neumann.

Nous avons déja indiqué plus haut que la controlabilité exacte de la structure
multidimensionnelle & été abordée par Puel-Zuazua [PuZu91]| et Burq [Bu94| mais
seulement avec des conditions aux limites de type Dirichlet. De plus la stabili-
sation de cette structure n’a pas été étudiée. C’est ce qui motive, & notre sens,
d’étudier la stabilisation logarithmique, en absence du controle géométrique, du
probléme traité par Puel-Zuazua [PuZu91] en déployant les inégalités de Carle-
man.

Il serait également utile, a notre avis, d’étudier la stabilisation logarithmique
sur un ouvert joint & un autre ouvert en un point avec les conditions de trans-
mission traitées par Puel-Zuazua [PuZu9l1| et ceux du chapitre trois.



Bibliographie

|A183] S. Alinhac, Non-unicité du probléme de Cauchy, Annals of mathematics,
117, 1983, 77-108.

[AIBa95] S. Alinhac and M.-S. Baouendi, A non uniqueness result for operators
of principal type, Math. Z., 220, 1995, 561-568.

|AL89|] M. Avellaneda and F.-H. Lin, Homogenization of poisson’s kernel and
applications to boundary control, J. Math. Pures et Appl., 68, 1989, 1-29.

|Ba87| H. Bahouri, Dépendence non linéaire des données de Cauchy pour des
solutions des équations aus dérivées partielles, J. Math. Pures. Appl., 66,
1987, 127-138.

|Ba] C. Bardos, "communication privée".

|IBLR92| C. Bardos, G. Lebeau and J. Rauch, Sharp sufficient conditions for the
observation, control and stabilization of waves from the boundary, STAM J.
Control Optim., 30, 1992, 1024-1065.

[BI03] M. Bellassoued, Carleman estimates and distribution of resonances for the
transparent obstacle and application to the stabilization, Asymptotic, Anal.,
35, 2003, 257-279.

|Be96] S. Bennett, A brief history of automatic control, Control Systems Maga-
zine, IEEE., 16, 1996, 17-25.

|Br01] M. Bercovier, In memorian : J. L. Lions (1928-2001), Int. J. Comput.
Fluid syn., 15, No 2, 2001, i-ii.

|Bu93| N. Burq, Controle de l’équation des palques en présence d’ostacles stric-
tement convexes, Mém. Soc. Math. France (N. S.), 55, Marseilles, 1993.

|Bu94| N. Burq, Un théoréme de contréle d’une structure multidimensionnelle,
Com. Partial Diff. Eq., 19, 1994, 199-211.

|[Bu98| N. Burq, Décroissance de l'énergie locale de l’équation des ondes pour

le probléme exterieur et absence de résonnances au voisinage du réel, Acta.
Marh., 1, 1998, 1-29.

[B98| N. Burq, Controle de l’équation des ondes dans des ouverts comportant des
coins, Bull. de la Soc. Math. De France., 126, 1998, 601-637.

|[ChPr81| J. Chazarain et A. Piriou, Introduction a la théorie des équations aux
dérivées partielles linéaires, Gauthier Villars, 1981.

|Ch73| G. Choquet, Cours d’analyse : Topologie, tome 2, Masson, 1973.

86



BIBLIOGRAPHIE 87

|CoBr90| B. Cotterell and J. Kamminga, Mechanics of pre-industrial technology :
An introduction to the mechanics of ancient and traditional material culture,
Cambridge Univ. Press., 1990, 59-61.

|[Du02] T. Duyckaerts, Optimal decay rates of the energy of an hyperbolic-
parabolic system coupled by an interface, European Union Projects "Smart
System'" 2002.

|DZZ06] T. Duyckaerts, X. Zhang and E. Zuazua, On the optimality of the ob-
servability inequalities for parabolic and hyperbolique systems with potentials,
Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire, accepted 3 July 2006, to appear
(corrected proofs available online).

|[Fa92] C. Fabre, Résultatas de controlabilé exacte interne pour l’équation de
Schrodinger et leurs limites asymptotiques : Application o certaines équa-
tions de plaques vibrantes, Asym. Anal., 5, 1992, 343-379.

|[FCZu00] E. Fernandez-Cara and E. Zuazua, The cost of approzimate controlla-
bility for heat equations : The linear case, Adv. Diff. Eq., 5, 2000, 465-514.

|[FeZu00| E. Fernandez-Cara and E. Zuazua, Control theory : History, mathema-
tical achievements and perspectives Bol. Soc. Esp. Apl., 0, 2000, 1-63.

|[Fulm96] A.-V. Fursikov and O. Yu Imanivilov, Controllability of evolution equa-
tions, Lecture Notes Ser., 34, Seoul National University, Research Institute
of Mathematics, Global Analysis Research Center, Seoul, 1996.

|GeLe93| P. Gerard and E. Leichtnam, Ergodic properties of the eigenfunctions
for the Dirichlet problem, Duke. Math. Journal., 71, 1993, 559-607.

|Ha85| A. Haraux, Stabilisation of trajectoires for some weakly damped hyperbolic
equations, J. Diff. Eq., 59, 1985, 145-154.

[Hi76] D.-R. Hill, Archimedes On the Construction of Water-Clocks, Paris. 1976.

|[Hi98| D.-R. Hill, Studies in Medieval Islamic Technology : From Philo to al-
Jazari, From Alexandria to Diyar Bakr, Edited by David A. King (Variorum
Collected Studies, Series 555), Aldershot, England, Brookfield, Vt. : Ashgate,
IV, 1998, p. 30.

|[Ho86| L.-F. Ho, Observabilité fronti¢re de I’équation des ondes, C. R. Acad. Sci.
Paris, Sér. I Math., 302, 1986, 443-446.

|[Ho87| L.-F. Ho, Ezact controllability of second order hyperbolic systems with
control in the Dirichlet boundary condition, J. Math. pures et Appl., 66,
1987, 363-368.

|[HI01] E. Holmgren, Uber Systeme von linearen Partiellen Differential gleichun-
gen Ofversigt af Kongl, Vetenskapsakad. Forh, 58, 1901, 91-103.

|H663] L. Hormander, Linear partiel differential operators, Springer-Verlag, Ber-
lin, 1963.

|[H683] L. Hormander, The analysis of linear partial differential operators,
Springer-Verlag, Berlin, 1983.

|[H692] L. Hérmander,A uniqueness theorem for second order hyperbolic differen-
tial equation, Comm. Partial Diff. Equ., 17, 1992, 699-714.



BIBLIOGRAPHIE 88

|H696] L. Hormander, On the uniqueness of the Cauchy problem under partial
analyticity asumptions, Springer-Verlag, 1996.

|Is80] V.-M. Isakov, On the uniquenss of the solution of the Cauchy problem,
Sov.Math. Dokl., 22, 1980, 639-642.

[Jo60] F. John, Continous dependence on data for solution of partial differential
equations with prescribed bound, Comm. Pure. Appl. Math., 17, 1960, 551-
585.

[K89] V. Komornik, Ezact controllability in short time for the wave equation,
Annal. Inst. H. Poincaré Anal. Non linéaire, 6, 1989, 153-164.

|K94] V. Komornik, Ezact controllability and stabilisation. The Multiplier Me-
thod, Masson-John Wiley, Paris, 1994.

|[KZ90| V. Komornik and E. Zuazua, A direct method for the boundary stabiliza-
tion of wave equation, J. Math. Pures et Appl., 69, 1990, 33-54.

|La83] J.-E. Lagnese, Decay of solutions of wave equations in a boundary region
with boundary dissipation, J. Diff. Eq., 50, 1983, 163-182.

|[LaTr87] I. Lasiecka and R. Triggiani, Uniform ezponential decay of wave equa-
tions in a bounded region with L*(0,00; L*(T"))-feedback control in the Diri-
chlet boundary conditions, J.Diff. Equ., 66, No 3, 1987, 340-390.

|[LaTr92] 1. Lasiecka and R. Triggiani, Optimal regularity, exact controllability
and uniform stabilisation of schrodinger equation with Dirichlet control, Diff.
Integral. Eq., 5, 1992, 521-535.

|[LaTrYa97| I. Lasiecka, R. Triggiani and P.-F. Yao, Ezact controllability for se-
cond order hyperbolic equations with variable coefficient-principal part and
first order terms, Nonlinear, Anal. T. M. A.; 30, 1997, 111-122.

|[RoSh| M.-M. Lavrent’ev, V.-G. Romanov and S.-P. Shishatskii, Ill posed pro-
blems in mathematical physics and analysis, In "translations of mathematical
monographs". Amer. Math. Soc. Providence RI. Vo 64, 1986.

|[Lb92| G. Lebeau, Contréle de I’équation de Schrédinger, J. Math. Pures. Appl.,
71, No 9, 1992. 267-291.

|[L92] G. Lebeau, Controle analytique I : estimation a priori, Duk. Math. J., 68,
1992, 1-30.

[LR095] G. Lebeau et L. Robbiano, Contréle exacte de l’équation de la chaleur,
Comm Partial. Diff. Eq., 20, 1995, 335-356.

|L96] G. Lebeau, Fquation des ondes amorties, "dans Algebraic, and Geometric
Methods in Mathematical Physics, Math. Phys. Stud., 19, Kluwer Acad.
Publ. Dordrecht., 1996. 73-109.

[LR097] G. Lebeau et L. Robbiano, Stabilisation de l’équation des ondes par le
bord, Duke, Math. Journal., 86, No 3, 1997, 465-491.

|[Lp92| A.-M. Lepschy, Feedback Control in Ancient Water and Mechanical Clocks,
IEEE Transactions on Education, 35, No 1, 1992.

|Le88] N. Lerner, Uniqueness for an ill-posed problem, Journal of Differential
Equations, 71, 1988, 255-260.



BIBLIOGRAPHIE 89

|Lw96| F.-L. Lewis, Applied Optimal Control and FEstimation, Prentice-Hall,
1992.

|Li68] J.-L. Lions, Controle optimal de systémes gouvernés par des équations aux
dérivées partielles, Dunod. 1968

|Lio88| J.-L. Lions, Fzact Controllability stabilization and perturbation for distri-
buted systems, STAM. 30, No 1, 1988, 1-68.

|Li88| J.-L. Lions, Contrélabilité exacte, perturbations et stabilisation des sys-
témes distribués, Masson. Collection. RMA. Paris., 1988.

|Lin88| J.-L. Lions, Controlabilité exacte des systémes distribuées, Collége de
France, Dep. de Maths. Paris., 1988.

|LiSt67] J. L. Lions and G. Stampacchia, Variational inequalities, Com. Pure.
Appl. Mat. 261, 1967, 221-234.

|[LiMa68| J.-L. Lions et E. Magenes, Problemes auz limites non homogénes et
applications, Vol 1. Dunod. Paris., 1968.

|[LiuWi98] W.-J. Liu and G.-H. Williams, Ezact Neumann boundary controlla-
bility for second order hyperbolic equations, Colloquium, Math., 76, 1998,
117-142.

[Ma94] E. Machtyngier, Ezact controllability for Schridinger equation, Siam J.
control. Optim., 32, 1994, 24-34.

|[MeSj69] R. B. Melrose and J. Sjostrand, Singularities of boundary value pro-
blems, Comm. Pure and Appl. Math., 31, 1969, 593-617.

[Mi04| L. Miller, Geometric bounds on the growth rate of null-controllability cost
of the heat equation in small time, J. Diff. Eq., 2004, 2004, 202-226.

[Mi05| L. Miller, On the null-controllability of the heat equation in unbounded
domains, Bulletin des Sciences Mathématiques., 129, No 2, 2005, 175-185.

[Mir95] M.-M. Miranda, HUM and the wave equation with variable coefficients,
Asym. Anal., 11, 1995, 317-341.

[Mu90] J.-E. Mufioz Rivera, Fzact controllability : Coefficient depending on the
time, STAM. J. Control and Optim., 28, 1990, 289-303.

[Na07] G. Nadarajan, Islamic Automation : A Reading of Al-Jazari’s The Book of
Ingenious Mechanical Devices (1206), in O. Grau (ed.), MediaArtHistories,
MIT Press, Cambridge 2007, 163-178.

|Ou07| L. Ouksel, Inégalité d’observabilité du type logarithmique et estimation de
la fonction de codt des solutions des équations hyperboliques, Esaim., COCV.,
Doi., 10, 2007, 1-25.

|[Pho1] K.-D. Phung, Observability and control of schridinger equation, Siam J.
Control Optim., 40, No 1, 2001, 211-230.

|[Ph03] K.-D. Phung, Remarque sur l’observabilité pour [’équation de Laplace,
ESAIM. Cont. Opt. Cal. Var., 9, 2003, 621-635.

|[Ph04] K.-D. Phung, Note on the cost of the approximate controllability for the
heat aquation with potentiel, J. Math. Anal. Appl., 295, No 2, 2004, 527-538.



BIBLIOGRAPHIE 90

|Pi98] D. Pingree, Legacies in Astronomy and Celestial Omens, in D. Stephanie :
The Legacy of Mesopotamia, Oxford Univ. Press., 1998, 125-126.

|[PuZu91| J.-P. Puel and E. Zuazua, Ezact controllability for some models of mul-
tidimensional vibrating structures, Mathematics, climate and environment,
1991, 288-295.

|[RaTa72| J. Rauch and M.Taylor, Penetrations in, shadow regions and unique
continuation propreties in hyperbolic mized problems, Indiana univ., Math.
Journal 22, 1972, 277-285.

|[RaTa74| J. Rauch and M. Taylor, Exponential Decay of solutions to hyperbolic
equations in bounded Domains, Indiana Univ., Math. Journal 24, No 1, 1974,
7-86.

|RZZ05] J. Rauch, X. Zhang and E. Zuazua, Polynomial decay for a hyperbolic-
parabolic coupled system, J. Math. Pures. Appl., 84, No 4, 2005, 407-470.

|[ReSi75] M. Reed and B. Simon, Methods of modern mathematical physics, vo-
lume I-1V, Academic Press., 1975.

|[Ro91| L. Robbiano, Théoréme d’unicité adapté au contréle des solutions des
problemes hyperboliques, Comm Partial. Diff. Eq., 16, 1991, 789-800.

|R095| L. Robbiano, Fonction de codt et controle des solutions des équations
hyperboliques, Asym. Anal., 10, 1995, 95-115.

|[RoZu98| L. Robbiano and C. Zuily, Uniqueness in the Cauchy problem for ope-
rator with partially holomorphic coefficients, Inventiones Mathematice., 131,
1998, 493-539.

|Ru73| D. Russell, A unified boundary contrllability theory for hyperbolic and pa-
rabolic partial differential equations, Stud. Appl. Math., 52, 1973, 189-212.

[Sy83] W. Symes, A trace theorem for solutions of the wave equation, and the
remote determinations of acoustic sources, Meth. Math. In the app. Sci., 5,
1983, 131-152.

|Ta95] D. Tataru, Unique continuation for solution to P. D. E’S between Horman-
der theorem and Holmgren’s theorem, Comm. On PDE., 20, 1995, 855-884.

|Ta96] D. Tataru, Carleman estimates and unique continuation for solutions to
boundary-value problems, J. Math. Pures. Appl., 75, 1996, 367-408.

|TA99| D. Tataru, Unique continuation for partial differential operators with par-
tially analytic coefficients, J. Math. Pures. Appl., 78, 1999, 505-521.

[Ta91|] M. Taylor, Pseudodifferential operators and nonlinear PDE, Birkhauser.,
1991.

|Tu84| A. J. Turner, Time Measuring Instruments; Part 3. Water-clocks, Sand-
glasses, Fire-clocks, Rockford, IL. vol. I, 1984.

|ZhZu03] X. Zhang and E. Zuazua, Polinomial decay and control of a 1-d model
for fluid-structure interaction, C.R. Acad. Sci., Paris, Serie 1., 336, 2003,
745-750.

|ZZu03| X. Zhang and E. Zuazua, Control, observation and polynomial decay for
a coupled heat-wave system, C. R. Acad. Sci., Paris, Serie 1., 336, 2003,
823-828.



BIBLIOGRAPHIE 91

|ZhZu06| X. Zhang and E. Zuazua, Long time behavior of a coupled heat-wave
system arising in fluid structure interaction, Archive for Rational Mechanics
and Analysis, 184, No 1, 2007, 49-120.

|Zu90] E. Zuazua, An introduction to the exact controllability for distributed sys-
tems, CMAF. Univ. de Lisboa Portugal, 1990.



