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Introduction

Le probléeme de factorisation de nombres est résolu par des méthodes arithmétiques
¢lémentaires pour des entiers de moins de 4 chiffres. Pour des nombres plus grands les

méthodes sont plus compliquées.

Dans cette these de magister sur la « Factorisation des grands Nombres » j’ai réparti mes

résultats dans 4 chapitres.

Dans le premier chapitre, j’ai étudié les nombres premiers, le théoreme d’Euclide, le théoréme

de Bezout, le théoréme fondamental de 1’ Arithmétique et le théoréme des restes chinois.

Dans le deuxiéme chapitre, j’ai exposé quelques tests de primalité. J’ai étudié quelques
nombres particuliers qui ont un lien avec la factorisation des nombres, j’ai décrit quelques

fonctions arithmétiques utiles.

Dans le troisieme chapitre, j’ai détaillé quelques méthodes de factorisation ; j’ai trouvé

quelques exemples d’application.

Dans le 4éme chapitre, consacré a la méthode de factorisation par des Courbes Elliptiques,

j’ai commence par les notions de base de la théorie des Courbes Elliptiques.

J’ai choisi la méthode de factorisation de LENSTRA.



Chapitre 1 NOMBRES PREMIERS

Chapitre I : NOMBRES PREMIERS

Dans la Théorie des Nombres, les Nombres sont classifiés en plusieurs classes : entiers
naturels, entiers rationnels, entiers algébriques, nombres rationnels, nombres transcendants.

1. Monoide IN des entiers naturels et anneau ZI des nombres
entiers rationnels

Les monoides et les anneaux ont des structures algébriques particulieres [8],[11].
Définition 1
a) Un monoide est un ensemble M muni de deux lois internes :
Une addition M* — M, (a,b) — a+ b,commutative, associative, d’élément neutre 0 :
a+b=b+a, (a+b)+c:a+(b+c):a+b+c, a+0=0+a=a,
pour tous éléments a, b, ¢ de M .
b) Une multiplication M P oM, (a,b)—)ab, commutative, associative, d’élément neutre 1 :
ab = ba, (ab)c = a(bc)=abc la = al = a,
pour tous éléments a, b, ¢ de M .
c¢) La multiplication est distributive par rapport a l’addition :

alb+c)=ab+ac et (a+b)c=ac+bc.

pour tous éléments a, b, ¢ de M .

d) Les monoides ne contiennent ni les symétriques -a des éléments a de M, ni leurs
inverses l/a.
Donc les monoides ne sont ni des groupes additifs, ni des groupes multiplicatifs.

Pour compter des objets, on utilise des entiers naturels.
Définition 2

Les entiers naturels ont pour symboles mathématiques 0, 1, 2, 3, ..., n, ... ; leur ensemble a
pour symbole IN={0, 1, 2,..., n,...}.

Proposition 1

L’ensemble IN des entiers naturels est un monoide.

Preuve :

L’addition des entiers naturels est commutative, associative, d’élément neutre O ;

Pour tout entier naturel a, -a n’est pas un entier naturel et 1/a n’est pas un entier naturel.

[]
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Corollaire

Le monoide IN= {0, 1, 2,..., n,...} des entiers naturels est infini.

Preuve:

Soit deux entiers naturels a et b ; alors a+b est un entier naturel.

En particulier, a+1=a,, (a+1)+1 =a,,..., a,+1=a,,,,... sont des entiers naturels.
Lasuite a, a, =a+1,..., a,, =a, +1,... est donc infinie.

[

C’est la théorie des ensembles qui fournit les notions d’ensembles finis et d’ensembles infinis.
Un ensemble fini est un ensemble qui n’est en bijection qu’avec lui-méme ;
Un ensemble infini est un ensemble qui est en bijection avec au moins une de ses parties.

Exemples :

1) L’ensemble £, = {O, 1..., 10} contient 11 entiers naturels, les parties A= {0, 2, 4, 6,

8} formée de 5 entiers et B= {1, 3, 5, 7} formée de 4 entiers ne sont pas en bijection
avec E,, ; donc £, est fini.

2) Les ensembles £, = {O, 2, 4,...} des entiers naturels pairs et E, ,, = {1, 3, 5,...}

des entiers naturels impairs sont en bijection avec I’ensemble /N par les applications

IN - F n—>2n, et IN—>FE n—2n+l.

2n > 2n+l

Donc ces ensembles sont infinis.
Le monoide /N des entiers naturels permet de construire un autre ensemble de nombres
entiers : les entiers rationnels.

Définition 3

Les entiers rationnels sont les nombres 0, *1, *2, =+3,..., *n,... leur ensemble est
ZI=10, +1, +2,..}

Le symbole Z/ vient de Zahlen=entiers en allemand.

La structure algébrique de cet ensemble ZI est précisée par la :
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Proposition 2
L’ensemble ZI des entiers rationnels est un anneau principal.
Preuve :

L’addition ZI* — ZI ;(a,b)—>a+b, est commutative et associative ; ZI contient les

¢léments * a ; donc ZI est un groupe additif abélien.

ZI contient les entiers rationnels a mais pas leurs inverses //a ; donc ZI n’est pas un groupe
multiplicatif.

Les idéaux de 1’anneau Z/ sont de la forme / =dZ, d € IN.

Ces idéaux, admettant un seul générateur, sont des idéaux principaux ; I’anneau ZI est
principal.

[

2. Nombres premiers -Théoreme d’Euclide

Définition 4

a) Un nombre premier est un entier naturel n>1 qui n’est divisible que par
lui méme et par 1.

b) Un nombre composé est un nombre naturel n qui admet au moins un diviseur propre
d#1,n.

Exemple de nombres premiers

n=2,357 11,13, 97, 113, 251, 15017.
Exemple de nombres composés
n=2x3=6,5x7=35,11x97 =1067 , 13x97 =1261.
Théoreme de Gauss

1/ 8i un entier naturel n divise un produit ab de deux entiers naturels et si n est premier a
a, alors n divise b.

2/ 8i un nombre premier p divise un produit ab alors p divise a ou b.

[

Dans I’ensemble ci-dessus de nombres premiers, la différence de deux nombres premiers
consécutifs n’est pas constante. Il n’y a pas de régle permettant de trouver tous les nombres
premiers, d’apres Robin la distribution des nombres premiers est irrégulicre. [18]
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C’est avec des logiciels performants et des algorithmes spéciaux que des spécialistes ont pu
calculer un grand nombre de nombres premiers.

Théoreme d’Euclide
La suite des nombres premiers est infinie.
Preuve par I'absurde :

Supposons que la suite des nombres premiers est finie.

Soit p, =2, p, =3, p; =5, ..., P,, des nombres premiers successifs. (1)

Soit N = p,p,...p, leur produit (2)
Alors le nombre N +1 n’est divisible ni par p, nipar p,, ni par p, ( théoreme de Gauss) (3)

Il en résulte que N +1 est premier (4)
Ce résultat (4) est donc en contradiction avec 1’hypothese (1).
I1 en résulte que (1) est absurde. (5)

Donc la suite des nombres premiers est infinie. (6)

[

3. Nombres premiers entre eux-Théoreme de Bezout

Définition 5

Deux entiers rationnels a et b sont premiers entre eux si leur plus grand diviseur commun est
égalal.

Exemples :

6 et 35 sont premiers entre eux ;

6 et 39 sont divisibles par 3 ; ils ne sont pas premiers entre eux.
Deux nombres premiers p, et p,sont premiers entre eux.

3 entiers rationnels a, b, ¢ peuvent étre premiers entre eux 2a 2 :
10, 21 et 143 sont premiers entre eux 2 a 2.

3 entiers rationnels a, b, ¢ peuvent étre premiers entre eux dans leur ensemble si leur plus
grand diviseur est égal a 1 :
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10, 21 et 55 sont premiers entre eux dans leur ensemble mais 10 et 55, divisibles par 5, ne
sont pas premiers entre eux.

Dans la définition 5, on peut remplacer « deux entiers a et b » par n entiers rationnels

a,,q,,...,4,.

Bezout Etienne (1730-1763) a énoncé deux théoremes : 1’un concerne les courbes algébriques,
I’autre concerne les entiers rationnels.

Théoreme I (de Bezout)

Etant donné deux courbes algébriques planes de I’espace IR’ réel, de degrésm et n, le

nombre de points d’intersection de ces deux courbes est égal a mn, en comptant les
multiplicités de chaque point.

[

Points multiples d’ordre 2, 3, ...comptés 2 fois, 3 fois,...
Pour plus d’information consulter [14].
Théoreme II (de Bezout)

Deux éléments aet bd’un anneau principal A sont premiers entre eux si et seulement si il
existe deux éléments u et v tels que au +bv =1.

La paire (u, v) n’est pas unique.
[

Exemple :

a =10et b =13 sont premiers entre eux ; alors 10u +13v =1 pour les paires :

(u,v)=(4,-3),(9,7),(=10,7), (=121 1).

4. Théoreme fondamental de I’Arithmétique

Tout entier rationnel n admet une factorisation unique en produit de puissances de

nombres premiers de la forme n=+p" p)>..p", p,premiers, n, € IN .

Idée de la preuve :
On effectue les divisions de n par les nombres premiers.
N

Pour les divisions par 2, 3, 5, 9, on utilise les régles de divisibilités

les nombres pairs sont divisibles par 2 ;
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les nombres terminés par 0 et par 5 sont divisibles par 5 ;

les nombres dont la somme des chiffres est multiple de 3 sont divisibles par 3 ;
les nombres dont la somme des chiffres est multiple de 9 sont divisibles par 9.
Exemples :

142, 258 et 694 sont des nombres pairs, terminés par les nombres pairs 2, 8, 4.
303 et 744, sont divisibles par 3 ;

234 et 567 sont divisibles par 9.

Pour factoriser des grands entiers, il y a deux méthodes élémentaires.

1) La division euclidienne de »n par les nombres premiers p < Jn ,

2) Le crible d’Eratosthéne: tableau des entiers naturels #<N ou 1’on souligne
successivement les nombres pairs, les multiples de 3, de 7,...

Les autres méthodes font appel a des techniques particulieres ; elles sont décrites dans les
chapitres suivants.

5. Congruences-Corps finis-Théoréme des restes chinois

La théorie des congruences est un domaine de la Théorie des Nombres.

Définition 6

Deux entiers rationnels a et b sont congrus modulo un entier naturel m si la différence a-b est
multiple de m.

a=b(modm) si et seulementsi a—b=km, keZI.
Exemple :

13=a(mod5) pour a=13+5k, soit a=13, 18 3, —12,...

a="7(mod8) pour a=7+8k, soit a=17, 15, —1, 23, =9,...

Définition 7

Les corps finis sont des ensembles IF, a q éléments, q = p",n=1, p premier, munis d’'une

structure algébrique de corps commutatif, 1Z/qIZ = IZ/ p'lZ.
Exemples :

Corps fini /F, :{0,1} , q=2
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Corps fini IF, ={0,1,2,3,4,5,6,7} , ¢=2
Corps fini IF, ={0,1,2,3,4} , ¢=5
Corps fini /F, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8} , ¢=3

Proposition 3

f— n . . . . .
Pour chaque nombre 4= P puissance d’un nombre premier p, il existe un seul corps fini
IF, a q éléments. Ce corps est une extension algébrique du corps fini IF, de dimension

IF, - IF, |=n.

Preuve : cf. [10]

[

Les corps finis /F, sont liés aux polyndmes f, (X ) =X7-X.

Définition 8

Soit un polynéme f(X)de I’anneau ZI [X ] de degré n, de zéros 6,,0,,...,0, .

Alors , le corps de décomposition de [ (X ) est le corps engendré par tous les zéros de F :

K=06,.6,...6,).
Un corps de rupture de f est un corps engendré par un ou plusieurs zéros : Q(6’l ), Q(6?1 ,0, ) .

Exemple :

Le polynome /(X)=(X> =2)X* =5) a4 zéros 6, =42, 6, =2, 6, =5, 6, =—5.

AlorsK=Q(\/§l Q(\/g) sont des corps de rupture de f K :Q(\/E,\/g) est le corps de

décomposition de f.
Proposition 4

Pour chaque nombre q = p", puissance d’un nombre premier p, le corps fini IF,a q

éléments, est le corps de décomposition du polynéome f . (X ) =X7-X.

Idée de la preuve :

Le polyndme f, (X ) possede g zéros :
6,=0,0,=1,...,0,.

Les zéros 6, =0 et 6, =1sont les éléments neutres du corps.
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Les autres zéros sont des éléments du corps fini.

[

Corollaire

Soit un corps fini a q éléments. Alors I’ensemble IF, — {0} est un groupe cyclique.

Preuve : cf. [10]
Un générateur de /F, est un élément x du corps premier a g —1.

[

Tout corps fini /F, possede des automorphismes
h:IF, —>IF,, h(0)=0, h(l)=1, h(a+b)=h(a)+h(b) et h(ab)=h(a)(b).
Proposition 5

Les groupes Auz(F q) des automorphismes des corps finisIF,, q=p" gsont cycliques de

degré n ; ils sont engendrés par les automorphismes de Frobenius :
Frob:F, > F,, Frob(x)zxp .
Preuve :

Chaque automorphisme Frob implique la suite :

n

Frob(x), Frobz(x), Fr0b3(x),...,Fr0b”(x)=xp =x7.

I1 en résulte la proposition 5.

[

Examinons les cas des systémes de plusieurs congruences.
Théoréme des restes chinois

Soit n entiers naturels m,,m,,...,m,_ premiers entre eux deux a deux et leur produit

M=mm,..m,.

Soit nentiers naturels b,, j=12,...,n qui satisfont les congruences
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l(modmj ),

F|x

Alors le systéeme des n congruences :

admet une solution de la forme :

M M M
x=ab —+a,b,—+...+ab, —(modM)
m, m, m

n

pour tous entiers naturels a,,a,,...,a,.

Preuve : Dans [13], [19]

N

Exemple 1:
x =5(mod7)
x =8(modl9)

alors M =7x19=133 ; blﬁz3x19:57 et bZM:—8x7:—56

m, m,
Cela implique la solution
x=5x57+8(~56)=103(mod 133)
Exemple 2 :
x=4(mod7) et x=16(mod19), alors M =7x19=133
x=4x57+1(-56)=130(mod 133)
Exemple 3 :

Soit le systéme de congruences :

10
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x=3(mod7), x=2(modl10), x=35(modl3) Alors

m, =7, my,=10 et m, =13sont
premiers entre eux 2 a 2.

Calcul des b,

b, x10x13=1(mod7), (4b, =1(mod7)

b, =2 (mod?7)
b,x7x13=1(modl0); {b, =1(modl0) {b, =1(modl0)
b,x7x10=1(modl3). |5b, =1(modl3) |b, =8(modl3)

Le systeme admet une solution de la forme :

x =a,b,M' +a,b, M, + a,b, M, (modM).

x=122(mod910).

11
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Chapitre Il : TESTS DE PRIMALITE

Etant donné deux entiers naturels D et d, D >d > 0, ces deux entiers peuvent étre premiers
entre eux ou divisibles par un entier a. le plus grand commun diviseur de D et d est le PGCD
de D et d noté PGCD(D, d).

1. Algorithme d’Euclide-crible d’Eratosthéne

Euclide est un mathématicien grec (300 B-C) qui a laissé une ceuvre considérable sur les
nombres. Il a inventé une méthode de calcul du PGCD de deux entiers naturels qui porte son
nom.

La division euclidienne de deux entiers naturels ou algorithme d’Euclide.
Décrivons cet algorithme.
Soient deux entiers naturels D >d > 0. (1)
La division euclidienne de D par d comporte plusieurs étapes.

D=dq+r avec 0<r, <d (2)
D est le dividende, d /e diviseur, g le quotient et ; le reste de la division euclidienne.
Si 1, =0 alors D=dq etle PGCD (D, d)=q ; 3)
Si 7, # 0, on poursuit la division euclidienne.

On obtient une suite d’équations diophantiennes

d=ng,+r,, 0<r,<n;
h=nrg,+r, 0<r<r ;

. 4
vo,=rt_q,+r,, 0<r <r_ )

et rn—l = rnan'

Alors le PGCD des entiers D et d est égal 4 : PGCD(D,d)=r,.

12
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Exemple 1 :
D=1683 et d=731
Appliquons I’algorithme d’Euclide :

1683=731x2+22L
731=221x3+68;
221=68x3+17,
68=17x4.

I1 en résulte le résultat : PGCD (1683 ; 731)=17.
Exemple 2 :
D=1157 et d=681

1157=681x1+476
681=476x1+205
476=205%2 +66;

205=66x3+7;
66=7x9+3;
7T=3x2+1.

Il en résulte que les entiers 1157 et 681 sont premiers entre eux : PGCD (1157, 681)=1
L’existence d’une infinité de nombres premiers est établie par le
Théoreme de Dirichlet

Soient deux entiers naturels a et m premiers entre eux ; alors il existe une infinité de
nombres premiers dans la progression arithmétique de premier terme a et de raison m :

a, a+m, a+2m, ..., atnm,...(forme a+km)

Preuve : cf. [7]

]

Exemple :

Progression arithmétique de 1 terme a=6 et de raison m=35:
6,11, 16,21, 26, 31, 36, 41, 46, 51, 56, 61, 66, 71, 76, 81, 86,...
Dans cette progression arithmétique on trouve les nombres premiers 11, 31, 41, 61, 71, 101,

131, 151, 181, 211,...

13
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Crible d’Eratosthéne

Il a été inventé par le mathématicien grec Eratosthéne (276-194-B-C). Pour savoir si un entier
naturel »est premier, il faut le diviser par tous les nombres premiers p < Jn.
Dans la suite des entiers naturels de 1 a », il suffit de souligner les multiples des nombres

premiers p < Jn, les entiers non soulignés sont des entiers premiers.

Dressons le crible pour n de 7 a 150

1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13-14-15-16-17-18-19-20-21-22-23
24-25-26-27-28-29-30-31-32-33-34-35-36-37-38-39-40-41-42-43
44-45-46-47-48-49-50-51-52-53-54-55-56-57—58-59—60—61-62—63
64-65-66-67—68-69-70-71-72-73-74-75-76-77—-78-79-80—81-82-83

119- 120 121 122 123- 124 125-126—-

1
-136-137-138-139-140-141-142-1

—_—
U1
,_

I1 en résulte les nombres premiers :
p=2-3-5-7-11-13-17-19-23-29-31-37-41-43-47-53-59-61-67—
71-73-79-83-89-97-101-103-107-109-113-127-131-137-139-1409.

2. Nombres particuliers

I1 en existe plusieurs : nombres de Fermat, nombres de Mersenne, nombres de Fibonacci,...
Nombres de Mersenne
Définition 1
Les nombres de Mersenne sont les entiers naturels de la forme :
M, =27—-1 pour qg=0, 1, 2, 3,...
Mersenne est un mathématicien francais (1586-1648)
Avec cette formule nous obtenons les nombres de Mersenne
M,=0; M =1; M,=3; M,=T7; M,=15; M;=31; M;=63; M,=127; My =255
M, =511; M, =1023; M, =2047; M, =4095;...
En 1886, Perrusin et Soelhoff ont montré que M,, est premier.

En 1876, le test de Lucas a permis de déterminer les nombres M premiers.
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Hurwitz, Selfridge, Riesel ont trouvé les M, premiers pour =89, 107, 521, 607, 1279, 2203,
2281, ..., 11213.
Le nombre M,,,,, possede 3375 chiffres.

Nelson et Gage (1996) Cameron et Kurowski (2001) ont étudié¢ les M,

Dans la suite M ,M,,...M,, ci dessus M, =3, M, =7, M, =127 sont des nombres
premiers ; cette propriété ne se généralise pas.

Jusqu'a ce jour on connait 47 nombres de Mersenne premiers. Le dernier a été découvert en
2008, il comporte 12978189 de chiffres, il a ét¢ découvert dans le projet GIMPS (Great
Internet Mersenne Prime Search).

Théoreme 1

Si le nombre de Mersenne M =27 —1 est premier, alors q est premier, g > 1.

Preuve :

Factorisationde M .

M, =(2-1)27" +272 .. +2+1)
L’hypothese « M premier » implique :
2971 4297 4 4+2+1=N estpremier

Si g n’est pas premier, alors q=ab, produit de deux entiers naturels.
Alors

M, =27 —1=2% _1=(2¢ —1)2eV 4.202) 1 27 1)

Ainsi M, =27 —1 n’est pas premier.

[]

Par exemple, les nombres de Mersenne M,,, M,,, M,,, M, ne sont pas premiers.

Théoreme 2 (Test de Lucas-Lehmer)

Si les entiers a et n satisfont les congruences
a" V=1 (modn) et a" P 1(modn) pourtout diviseur premier pden—1, alors n est
premier.

Exemple :
Soit n=2003 et a=5

Alors les diviseurs premiers de n—1=2002sont: 2,7,11,1:

Ona: a"" =5 =1 (mod 2003), (1)
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pour p =2 on trouve: " =5 =1 (mod 2003), )
pour p =7 on trouve: a" V= 5%6 —g874 (mod 2003), 3)
pour p =11 on trouve: a" VP =518 —gg6 (mod 2003), (4)
pour p =13 on trouve: QP = 5154 633(mod 2003) , (5)

(1), (2), (3), (4) et (5) impliquent que » = 2003 est premier.

Théoréme 3

Soit un entiers naturel n > 1 impair qui satisfait les congruences

a" = —1(modn) et g —1(modn) pourtout diviseur premierp de n—1,alors

n est premier.

[]

Théoréeme 4 (Test de Lucas-Lehmer)

Soit p un nombre premier impair, le nombre de Mersenne M, =2° —1 est premier, si et
seulement si 27 —1 divise S(p - 1) ou S(n + 1) = S(n)2 —2et S(l) =4,
Preuve: cf. [9]

[

Exemple:
Jeprends p=7, M, =127 je calcule S(6).

1)=4
2 —2=14

(

(2)=4

S(3)=142 2=194
(4)

(5)=

S

(%)

S(4)=194 -2 =37634

5(5)=37634 —2=1416317954
5(6)=200595654822746114127x157949334954918:

Donc M, est premier car M, =127 divise S (6).
Nombres de Fermat

Définition 2

Les nombres de Fermat sont les entiers naturels de la forme

F =2"+1 avec h=2",nelN
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Exemples :

F,=3;,F=5;F=17; F,=257; F,=65537; I, =641x6700417;
F,=27417&672804421B072],

Ce sont des entiers naturels avec un grand nombre de chiffres.

Ces nombres sont premiers pour » = 0, 1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11, ...ils sont composés pour
n=235,6,7 et 12<n<24. Le nombre F,, a été factorisé, en 1999, par I’équipe de 3
chercheurs Crandall-Mayer-Papadopoulos. En 2001, les 2 chercheurs Kruppa et Forbes ont
trouvé un diviseur d de 23 chiffres de F, :

d = 4693163567 7864055013 377
Fermat est un mathématicien frangais (1601-1665).
I1 est célebre par la conjecture qu’il a énoncée :
Conjecture de Fermat

L’équation diophantienne :
xn +yl7 — Zn
n’admet pour n > 2, que les solutions triviales

(x,,2)=(1,0,1),(0,1,1)

Cette conjecture ne sera complétement démontrée qu’aux 19éme Journées Arithmétiques, a
Bordeaux, en 1993.

La démonstration fait intervenir la courbe elliptique de Fermat :
x3 +y3 — Z3
Théoreme ( Petit théoréme de Fermat )

Pour tout nombre premier p, tout entier naturel a premier a p satisfait la congruence
modulo p

a” =a(modp)

Preuve : cf. [21], [1]

[

Avec la fonction arithmétique ¢ d’Euler, ce théoréme devient :
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Théoréme (Euler-Fermat)

Pour tout entier naturel m, tout entier naturel a premier a m satisfait la congruence
modulo m, avec la fonction arithmétique ¢ d’Euler.

a”" =1(modm)
Preuve : cf. [21]

[

Pour tester si un Nombre de Fermat est premier on peut utiliser le

Test (Pepin-1877)

Soit n un entier naturel non nul, F/, est premier si et seulement si

n

(F;z 71)

3 2 =—1(modF,).

Ces test sont appliqués par I’intermédiaire d’algorithmes et de programmes exécutés par
ordinateur.

Nombres de Fibonacci
Définition 3
Les nombres de Fibonacci sont les entiers naturels u, satisfaisant les récurrences :

u, =0, u, =1 et u,,,=u,, +u,, pour n=0

n+l

Exemples :

u, =l u; =2 u,=3;u,=5;u,=8;u,=13;u,=21; uy =34; u, =55;
u, =89; u, =144; u;; =233; u,, =377; u,s =610; u,, =987; u;, =1597; u,; =2684

1y =4181; 1, = 6765,

Les nombres de Fibonacci satisfont plusieurs relations

1 (1445 (1=
1) un—ﬁ ( 5 J —[Tj ,l’l—2,3,...

n—1 n
1+4/5 1+5
2) 5 <u,, < pour n>1

2

n—1 n—2 n-3 n—j .
3) u,= + + +...+ pour n=22 et 2j<n+l
0 1 2 j—1
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a
I1 s’agit des coefficients du bindme (bj , a et b entiers naturels a > b

!
“ :L, ou a!'=1-2-3-...-a= produit des entiersde 1 a a.
b) bl(a—b)

a) ala—1).{a-b+1)

b) b(b-1).3x2x1

3. Fonctions arithmétiques

Elles sont nombreuses
Définition 4
Une fonction arithmétique est une fonction des entiers naturels
f:IN —A < C, C= corps des nombres complexes

Exemples :

Fonction plus grand entier, fonction d’Euler, fonction de Mébius,...

Fonction arithmétique Phi d’Euler
Définition 6

La fonction d’Euler est la fonction arithmétique

@:IN*—>IN,
de valeurs
(o(n): Zl = nombre d'entiers d <n et premiers a »n
et p(1)=1
Exemples :
7 1234567891011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
@(n) 112242646 4 10 4 12 6 8 8 16 6 18 8
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Théoreme

La fonction arithmétique ¢(n) d’Euler satisfait les relations

1) ¢(m n) = ¢(m)¢(n) pour tous entiers naturels met npremiers entre eux ;

2) ¢(n) = nH(l - lj, p premier.
P

p/n
r\_ _.r r=1 _ _r-1 ; :
3) ¢(p )_ p —-p =p (p - l), pour tout nombre premier p et tout entier r ;

4) ¢)(2n) = (o(n) pour tout nombre impair n ;

5) co(p('---pf)=Hco(pf) avec p,#p,, i#j;

6)> pld)=n.

d/n
Preuve : cf [1]
]

Exemples :
H3> x5*)= g3 )x 45* ) = 3 2)5° x 4) = 24x5°

#(49)=g(7*)=7x6 =42

#22)=2:4(2°)=27 =4;4(2*)=2" =8 42" )=2"", r21.

Fonction arithmétique Tau

Définition 6

La fonction arithmétique Tau est égale & : T\1n)= nombre de diviseurs positifs de n

T(n):ZI.

din
Exemples :

(1)=1, 7(2)=2(3) = z(4), z(5)=z(7)=2
et pour tous p premier, ona 7(p)=1
Définition 7
La fonction arithmétique Sigma est égal a :

O'(n) =Somme des diviseurs positifs de n = Zd .

d/n
d>n
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Exemples :
o(1)=1,0(2)=3,5(5)=6,0(10)=18.
Théoréme

Les fonctions o et T sont multiplicatives :

o(mn)= o(m)o(n) et t(mn)=r(m)z(n).

Preuve : cf. [1]
[]
Corollaire

Pour tout nombre premier p , et tout entier v > 1 on a:

O'(p" )= (p"+1 - 1)/(p —1) et r(pr ): r+l.
Définition 8
La fonction de Mobius est la fonction arithmétique 1 : N — ZI de valeurs

u(1)=1

u(n)=0 si naun facteur carré

et ,u(n)z(—l)’ si n=p,p,..p,, p; premiersdistints

2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14

un)| 1 -1 -0 - oo |-1]0]-1]1

Le probléme de Iinversion de la fonction z(r) a été résolu par Mobius lui-méme (1790-1868).

(1]
Théoreme (formule d’'inversion de Mébius)

Soient deux fonctions arithmétiques f et g.

Si f (n) = Z g(d), alors g(n) = Z f (d),u(%j, ou u = fonction de Mobius.
dn dfn
Preuve : cf. [1]

[

Ce théoréeme admet deux corollaires.
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Corollaire 1

Z ,u )[ } [ﬁ} = plus grand entier de n
m

I<m<n m
Preuve : avec f = et g=v, v(n)=1

[]

Corollaire 2

Soit la fonction r(n)= somme des diviseurs d >0 de n. Alors :
n
e[
Preuve : cf. [1]
[l
Définition 9
La fonction de Von Mangoldt A : IN" — IR a pour valeurs

A(n)zlogp si n=p’ avec p premieret k >1
et A(n)=0 sinon

Cette fonction intervient en Théorie des Nombres.

Il existe une multiplication spécifique des fonctions arithmétiques : le produit de Dirichlet
(produit de convolution) de deux fonctions arithmétiques.

Définition 10

Le produit de Dirichlet de deux fonctions arithmétiques f et g est la fonction arithmétique

f*g:IN" — INde valeur (f * g)n)= Zf g(n/d)= Zf

dfn dydy=n
Ce produit est commutatif: fxg=g=* f .

Ce produit est associatif :

(7 *g)xnkn)= > 1(d)eld; Jn(d; ).

didydy=n

Théoréme

L’ensemble des fonctions arithmétiques | telles que | (1) # 0 est un groupe pour le produit
de Dirichlet.

Preuve : cf [15]
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Chapitre III : FACTORISATIONS

Elles sont nombreuses et vari€es d’apres les références
1. La méthode RHO de POLLARD [6]

Cet algorithme a été présenté par J. Pollard en 1975.

Algorithme de la méthode de factorisation RHO de Pollard

Soit un ensemble S = {0,1,...,1 — 1}, une fonction aléatoire f:S — S et les suites de valeurs
itérées :
s, fls) £2(s)..

Cette suite prend un nombre fini / de valeurs ; donc des termes peuvent étre répétés.

Pour / = p premier, S = {O,l,...,p - l}, soit f(x): x* + 1(m0dp)= F(x).

Soit F(j)(s) = F(k)(s). Alors PGCI)(F(j)(s)— F(k)(s), n) est divisible par p.

POLLARD calcule ces PGCD(F ) (s)— F® (S), n) pouri=12,... jusqu’a la factorisation de
n.

Soit un nombre » composé. Cet algorithme comporte plusieurs étapes décrites ci-dessous.

1. Choix des éléments pour trouver un facteur de n

Choisir un nombre aléatoire a € [1 s — 3];

Choisir U,V € [O, n— 1]
Définir la fonction F (x) = (xz + a) modn;

2. Chercher les facteurs
U=F({U);

v=F);

V=F{); // Remplacer V par F(V) deux fois.
g=PGCDU-V,n) ;

Si (g =1) aller a Iétape 2;

3. Mauvais choix
Si (g =n) aller a I'étape 1 ;
4. Succes
g est un facteur non trivial de n
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Exemple :
Factoriser #=8051(n est un nombre composé), avec le polyndme flx)=x"+1.

Soit U =V =1, appliquons ’algorithme :

u y u-v | g=PGCD (U-V, n)
1 1

2 2

2 5 3 1

5 26

5 |1 677 | 672 1

26 | 7474

26 | 2839 | 2813 1

677 | 871

677 | 1848 | 1171 97

Le facteur non trivial est 97, J’obtiens la factorisation de » : 8051 =97 x §3.

2. Méthode p-1 de Pollard

La Méthode p-1 de J. Pollard utilise le petit théoréme de Fermat pour factoriser 7.

Dongc, si p est un facteur premier d'un entier n, alors p divise le PGCD(2” 1, n) Si nous

trouvons un entier g multiple de p -1, le PGCD(2” T, n) sera égal a un facteur non trivial
de n.

Algorithme (la méthode p-1 de Pollard)

Soit un nombre composé n et une borne B e IN". Cet algorithme permet de trouver un
facteur non trivial de ».

1. Suite des nombres premiers

Calculer p, < p, <...<p, <B , et pour chaque nombre premier p. ,

e
Pexposant maximal e, tel que D' <B;

2. Exécution des échelles de puissance
c=2;
Pour (ISiSm) {

Pour (ISiSel.)

c=c” (modn) ;
3. Testdu pgcd
g=PGCD (c—1,n), Le facteur non trivial est trouvé si 1< g <n.
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I1 y a deux cas ou cette méthode p-1 de Pollard peut échouer

1) SiPGCD (c-1,n) =1, ou
2) SiPGCD (c-1, n) = n,

Dans ces deux cas, nous augmentons la valeur de B et nous recommencons 1’algorithme.

Exemple :

Factoriser n = 136 838 612 177(n est un nombre composé).
Je prendsc =2, B =100

20 < B puis ¢ (modn)=12256794876 et PGCD(c* —1,n)=1
3 < 5 puis ¢ (modn)=2569449162 et PGCD(c* —1,n)=1

[

g

3. 5° <5 puis ¢ (modn)=2569449162 et PGCDIc* —1,n)=1

4 7 <B puis ¢ (modn)=10877009564 et PGCDIc™ —1,n)=1

5. 118 puis ¢ (modn)=8459885299 et PGCDIc** —1,n)=1

6. 13<B puis ¢ (modn)=2608827288 et PGCD(c* —1,n)=1

7. 17<B puis ¢ (modn)=5779521734 et PGCD|c*" —1,n)=1

8. 19<B puis ¢’ (modn)=13199258410 et PGCDc” —1,n)=1

9. 23<B puis ¢ (modn)=8906459949 ct PGCD(c* —1,n)=13372:

D’ou la factorisation # =133723 x1023299

I1 existe plusieurs versions de la deuxieéme phase de cet algorithme :

Soit M =M (k) = PPCM (1,..., k) ; le plus petit commun multiple des nombres entiers jusqu'a
k. Alors,

M(1)=1, M(2)=2, M(3)=6, M(4)=12,... etc.
La suite M(1), M(2), M(3),... peut étre calculée par récurrence comme suit :
Si k +1 n'est pas un nombre premier ou une puissance d'un nombre premier, alors
Mk +1)= M(k).
Si k+1=p“, ou p est un nombre premier, alors

M(k +1)= pM(k).
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A D’aide de la méthode d’Eratosthene décrite dans le deuxieme chapitre nous pouvons trouver
tous les nombres premiers jusqu'a une certaine limite.

Ainsi, la suite M| (l), M (2), M (3),... peut étre obtenue ;
Algorithme
1- Choisir un entier B e N~ et un entier k € N tels que :
k=PPCM(L,...,B).
2- Choisir un nombre ¢ de I’ensemble {2,..., n-2} et calculer
c*(modn) et d = PGCD(ck —l,n) avecl'agorithmaed Euclide.

Si d est différent de 1 et », alors nous avons trouvé un facteur non trivial de » et I’algorithme
est terminé.

Si d est égal a 1 ou n nous faisons un autre choix de ¢ dans {2,..., n-2} et un autre choix de k
et nous augmentons la valeur de B.

Nous supposons que # admet un facteur premier p tel que p-1 est une puissance de petit
nombre premier inférieur & la borne B ; alors p-1 divise k, d’apres le petit théoréme de

FERMAT, ¢* =1(modp) donc p divise ¢* —1, ainsi p divise PGCD(ck -1, n)

L’algorithme de Pollard a peu de chance de fonctionner, car il n’est pas fréquent que p-1 soit
puissance de petit nombres premiers.

Exemple :

Factoriser n=2546907 ; n est un nombre composé puisque la somme de ses chiffres est
multiple de 3.

Je choisis B=16 et c=5 ;

k=PPCM (1,2,..., 16)= 2* x3* x5x 7x11x13=72072(

570 (mod2546907=1678051

Je calcule le PGCD(167805Q 254690°) par I’algorithme d’Euclide.
Je trouve le PGCD(167805(254690)=3729

La factorisation de 7 est égale a : 3729 x 683 .

Pour factoriser 3729, j’utilise les mémes étapes de la méthode :
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Je prends B=7 et ¢=5 et j’obtiens 3729 =33 x113
D’ou la factorisation de n : n=3x11x113 x 683 .

Avec une version « optimisée », un facteur de 39 chiffres du 575 nombre de FIBONACCI
a été découvert par P.L. Montgomery.

3. La méthode de Fermat

En 1643, Fermat propose une méthode basée sur 1'identité algébrique « différence de 2

carrés »

2

x* = y?=(x+y)a - ),
ainsi I’objectif est de trouver deux entiers a et b tels que

n=a>—b>=(a—b)a+b)
Algorithme

1. Remplacer a par l\/;J
2. Calculer a® —n

3. Si a’ —nestun carré, calculerb=+/a’ —n, la factorisation de # est trouvée
n=(a—b)a+b)

Sinon remplacer a par a+1 et revenir a I’étape 2.

Exemple 1 :

Factoriser 8051

8051=8100—49=90" —7° d'ou 8051 =97 x 83.

Exemple 2 :

Factoriser n =10 235 789, n est un nombre composé.
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a a’—n m a a’—n m
3200 | 4211 64.892 3213 87580 295.939
3201 | 10612 103.015 3214 | 94007 306.606
3202 | 17015 130.442 3215 100436 316.916
3203 | 23420 153.036 3216 106867 326.905
3204 | 29827 172.705 3217 113300 336.601
3205 | 36236 190.358 3218 119735 346.027
3206 | 42647 206.511 3219 126172 355.207
3207 | 49060 221.495 3220 132611 364.158
3208 | 55475 235.531 3221 139052 372.897
3209 | 61892 248.781 3222 145495 381.438
3210 | 68311 261.364 3223 151940 389.795
3211 | 74732 273.371 3224 158387 397.979
3212 | 81155 284.877 3225 164836 406.000

J’obtiens la factorisation de » -

n=(3225-406)3225+406)=2819x3631

4. Méthode des cribles

Pour la recherche de diviseurs d’un nombre » composé, on peut employer une autre méthode ;
elle est basée sur la recherche des nombres entiers naturels X et Y tels que # soit un diviseur de

X*-v2.

Si n divise X* —Y?, il divise aussi (X —Y )X +Y). Si n n’est pas un diviseur de X +Y ou
de X -7, alors un diviseur propre de »n doit diviser X —Y , et un autre diviseur propre de n
doit diviser X +7Y . Ainsi le plus grand diviseur commun de » et de X —Y , est plus grand
que 1, et donc est I’un des diviseurs cherchés. Choisissions par exemple n=7429, X=227 et
Y=210. Le nombre 7429 est un diviseur de X> —Y? =7429 , mais il n’est pas un diviseur de
X =Y =17 ni un diviseur de X +Y =437 . Le pgcd de 17 et de 7429 est 17, et c’est un
diviseur propre de 7429.

Alors pour trouver X et Y, on établit d’abord un systeme d’équations linéaires : puis on
détermine X et Y a partir des solutions de ce syst¢tme. Le nombre d’équations dépend de la
taille du nombre a factoriser ; pour un nombre de 120 chiffres il faut a peu prés 245000
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équations pour autant d’inconnues donc c’est la taille du nombre a factoriser qui détermine le
temps de calcul.

Soit une suite de carrés ayant deux propriétés : ils sont proches de » et leur différence avec n
est au signe prés, un produit de petits nombres premiers. Pour n=7429, les carrés 83>, 87%et

887 conviennent, car les différences sont des produits des nombres premiers 2, 3, 5et 7 :
83? —7429=-540=(-1)x 2% x3’ x5

87% —7429=140=2° x5x7

88% —7429=315=3>x5x7.

D’apres [4], quand on multiplie membre a membre certaines de ces lignes les unes par les
autres, les exposants des décompositions s’additionnent. Si la somme des exposants est paire
pour chaque facteur premier, alors le produit est un carré. Par exemple,

(87> —7429)x (88 —7429)=2% x3% x5* x 7* =(2x3x5x 7)* =210,
Dés lors, pour trouver X et Y, on applique les régles des calculs de congruences.
On obtient
(87x88) = (87> — 7429)x (88" — 7429) (mod7429)
donc(87x88)* =210°(mod7429
Dans cette équation, on remplace 87 x 88 par son reste dans la division par 7429.

On obtient

227 =210°(mod7429),

ce qui implique que 7429 est un diviseur de 227° —210°.
On peut donc prendre X=227 et Y=210. Ces valeurs fournissent le diviseur 17 de 7429.

L’algorithme du « crible quadratique » doit son nom aux identités : différence de deux carrés,
on cherche des carrés de nombres dont la différence avec a se décompose en petits facteurs
premiers.

On fixe d’abord les nombres premiers qui peuvent intervenir dans les relations. Dans
I’exemple considéré précédemment, on a pris 2, 3, 5 et 7. Pour obtenir le signe, on ajoute le
nombre -1. L ensemble de ces nombres premiers forme une base des facteurs de la méthode.

Ensuite on calcule des carrés de nombres qui sont proches de 7.

Pour m=86,\/8—6=\/z.
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(m—3)" =83%,(m—2)" =84, (m—1)° =85, m*> =86>,(m+1)* =87°,(m+2)’ =88,...,et

en général tous les (m + u)2 , ou u est un nombre entier positif ou négatif petit par rapport a m.

Enfin on se fixe 'intervalle de crible, c’est-a-dire le domaine des nombres . On écrit la

différence (m + u)2 -n.

On détermine maintenant les carrés dont tous les facteurs premiers sont dans la base de
facteurs.

Dans I’exemple, le crible par 2 s’applique de la fagon suivante : comme (m+1)2 —n par
exemple 140 est divisible par 2, il en est de méme pour (m—1)° —n, (m—3)° —n et

2 .. . . R . . .
(m + 3) —n. On divise ces nombres par 2 jusqu’a ce que I’on obtienne un nombre impair. On

divise 140 par 2 puis encore par 2 pour obtenir 35, le crible par 2 conduit a cette valeur [4].
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CHAPITRE IV : FACTORISATION AVEC LES COURBES
ELLIPTIQUES.

1. Groupes additifs abéliens de Mordell-Weil des Courbes
Elliptiques

Définition 1

Une cubique de Weierstrass est une courbe algébrique plane de degré 3. Elle est définie
par des équations spécifiques de la forme :

E: y+axy+a,y=x +a,x’ +a,x+a, eK[x,y] (1)

C'est un polyndéme a 2 variables de 1’anneau K/x, y/, sur un corps commutatif K, global,
local, ou fini.

, . . . ~ . 2 . 2
Dans cette équation (1) de Weierstrass, il n’y a pas de mondmes en y° nien yx’, nien xp’;

les coefficients a, des mondmes en xy et en y sont d'indices impairs: a, et a,; pas de as.

Les coefficients a, des mondmes en x°, x et x” sont d'indices pairs : a,, a, etay .

Cette particularité n’est pas dle au hasard; cette indexation implique des polynomes
homogenes qui apparaissent dans les formules b,,,c,,, A(E) .

Cette équation (1) peut étre transformée par des changements linéaires convenables des
variables x et y. Pour éliminer les mondmes en xy et en y, nous prenons le changement de
variables.
1
x:X,yZE(Y—alX—cg) pour car K#2 2)
Nous obtenons I'équation de Weierstrass
E : Y?=4X>+b,X?>+2b,X +b, € K][x, y] 3)

Les coefficients b,, sont des polyndmes « homogenes » de degré 2i de I’anneau

Z[a19a2’a3’a4’a6]'
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b, =a} +4a, ;
b,=a,a;, +2a, ; 4)
et b, =a; +4a, ;

Pour éliminer le coefficient 4 et le monéme en X* dans I'équation (3), nous prenons le
changement linéaire de variables:

X =(x-3b,)/36, Y =y/108 pour carK+23; (5)
Nous obtenons 1'équation de Weierstrass:
E, : y>=x"—27c,x—54c, eK[x,y] (6)
Les coefficients c,;, sont des polyndmes « homogenes » de degré 2i de I'anneau Z [b2 b, , bé];
c, =b; —24b, et ¢, =b; —36b,b, —216b,,
Il existe d’autres modeles d’équations de Weierstrass :

1) Modéle de Legendre :
E, : y>=x(x—1) x—d), avecd =0,1;
2) Modéle de Cassels :
E,: y=x+Ax+ B eZ][x,y] et 44° +27B% # O;
3) Modéle de Deuring :
Es : V:4axy+y=x;
4) Modéele de Tate :
E,: y +xy=x"+ax+becClx, y].
Définition 2
Le discriminant d'une cubique de Weierstrass E est le polynome homogene de degre 12 égal a

A(E)=9b,b,b, —8b; —27b2 —b2b,, pour carK+ 2,3 et 4b, =b,b, —b;
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Définition 3

Une Courbe Elliptique est une cubique de Weierstrass non singuliere.

D’apres la classification des cubiques, il y a deux types de Courbes Elliptiques : type de

courbes E formées d’une branche finie et d’une branche infinie pour A(E)>Oet type de

courbes £ formées d’une seule branche infinie pour A(E)<O0.

Exemple de Courbe Elliptique ou A(E)> 0

E:y2=x3—x

et A(E)=2°, E est de type a 2 branches.

*‘“r’

f%\

5 45 4 35 3 25 2 15 4 059 05

b

+ + + + + + + +i-
165 2 25 3 36 4 45 5§
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Exemple de Courbe Elliptique out A(E)<0
E:y*=x"—6x+6

b, =0, b, =-2°x3, b, =2>x3, by =-2% x3?
et A(E)=-2°x 3% E de type a 1 seule branche.

F 4
5 4

451
4..

151
‘I..

05+
-

t t t t t t t t + i
e ng 1 15 2 25 3 25 4 45 5

Structure de groupe additif abélien sur I'ensemble E(K)

Sur I’ensemble E(K ) des points rationnels de £, nous définissons une loi de groupe additif
abélien, d’élément neutre le point O, =(0,1,0)e IP*, 0, =(00,0)e I4*, a infini sur E, par

la
Proposition 1

L’ensemble E (K ) des points rationnels d’une courbe Elliptique E, admet une structure de
groupe additif abélien, d’élément neutre O, avec la regle géométrique : « 3points

colinéaires de E ont une somme nulle : P+ R+ S =0, , et la loi de composition interne :

fE(K)x E(K)— E(K),avecf(P,R)=P+R.
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Preuve:

)

2)

3)

4)

[]

Le point a I"infini O, =(0,1,0) est déterming par la direction de I’axe Oy , c’est un
point simple sur les courbes E.
Pour tout point P de I’ensemble £ (K ), la regle géométrique de 3 points colinéaires
implique :
P+O,=P=0,+P.
L’axiome de I’élément neutre est vérific.
Le symétrique d’un point P de E (K ) est le 2°™ point R d’intersection de E par la
parallele a Oy qui passe par P. il satisfait la régle des 3 points colinéaires :
P+R+0, =0,
I1 en résulte le symétrique de P :
R=-P.
Pour deux points 7T et S'la sécante ST de la courbe E est confondue avec la sécante 7.
I1 en résulte la relation :
S+T=T+5.
L’axiome de commutativité est vérifié.
Pour vérifier ’axiome d’associativité, il n’y a pas de construction géométrique
utilisable. Il faut calculer les sommes de 3 points £+ R+ S
P+R=M;M+S;R+S=TetP+T.
Alors nous obtenons 1’égalité :
M+S=P+T.
I1 en résulte la formule d’associativité :
(P+R)+S=P+(R+S)=P+R+S.

Définition 4

Le groupe additif abélien E (K ) est le groupe de MORDELL-WEIL de la Courbe Elliptique E.

Coordonnées des points -P et P, + P, du groupe E(K)

Pour obtenir les coordonnées du symétrique d’un point, de la somme de 2 points et du point
2P des Courbes Elliptiques il faut utiliser la regle géométrique des 3 points colinéaires de la
courbe et la théorie des intersections des courbes par des droites.

a) Coordonnées du symétrique —P d’un point P = (x, y)

Equation de la parallele a Oy passant par le point P: x=x .

L’équation de Weierstrass de E devient une équation en y de degré 2, donc 1’équation de
Weierstrass admet deux racines ; la somme de ses deux racines est égale a :

y+y(—P)=—alx—a3.
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Nous en déduisons les coordonnées du symétrique —P de P :
Pz(x,y) et —Pz(x,—y—alx—a3) (1)

b) Coordonnées de la somme de 2 points P, = (x,. , y,.) tels que P, #=£P,

A&
‘I +

=
a 8 9 10
A4
_2 4
-4
-4 4
A4
B+
.? +
.E 1
_9 4
.‘I |:| 4
sl
4l
21
=1
Wi 5
10 -9 a 7 a8 9 1 I:I=

= B A
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La sécante P, P, a pour équation :

Yi—=V,

X=X,

y=t(x—x1)+y1, et 1= s Xy EX,.

Elle recoupe la courbe £ en un point 7. Ces 3 points satisfont la relation: P + P, + P, =0, ;

L’équation de Weierstrass de £ devient une équation en x cubique. La fonction symétrique
¢lémentaire « somme des racines » implique la somme des 2 points :

P+P =P

Avec la théorie de I’intersection d’une courbe par une sécante, nous obtenons les coordonnées
de la somme

P +P, :M:(xMayM):
Xy =t +at—a, —x —Xx,,

vy, =—t —2a,t’ +(a2 —al +2x, +X2) t+aa, —as +a1(xl +xz)_J’1;

Y=V
X=X,

et x, #Xx, (2)

pour ¢=

Nous avons démontré la :

Proposition 2

Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass :
E:y +axy+a,y=x"+a,x’ +a,x+a, eK[x,y]

1) Le symétrique d’un point P=(x, y) de E(K) est le point :
—Pz(x;-y—alx—a3).
2) Lasomme P, + P, pour P, # £P, etle point M =P, +P, :

2 . . .
_X'M =t +a1t_a2 _-x] —x2 9 P[ :('xi’yi) ’

Yi—=)2

v, =—t —2a,t’ Jr(a2 —al +2x, +x2)t+a1a2 —ay,+aa,—a,—y; et t=
X=X,

[

Points d’ordre fini des Courbes Elliptiques

Un point P d’ordre m d’une Courbe Elliptique £ est un point P du groupe additif abélien
E(K) tel que mP=0,
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Définition 5

Pour tout entier rationnel m, un point P du groupe E(K) d’ordre m satisfont la relation

mP=0,, le symbole mP représente les sommes :

mP=P+ P+...+ P, mfoisP,si mest positif;
mP= (—P)+(—P)+...+(—P), (— m) fois (— P), si m est négatif;
etOP=0,, sim=0.

Définition 6
Pour tout rationnel m, I’ensemble E(K)m]= E[m], des points d’ordre m des Courbes
Elliptiques E est le sous-groupe de m-torsion de E.

La réunion infinie des sous groupes de m-torsion de E est un groupe.

Définition 7
Le groupe de torsion d’une courbe elliptique E est [’ensemble :
1(£)=U,., E(K)m}
des points de E d’ordre fini.
¢) Coordonnées du point P+ P=2P
Nous utilisons 1’équation de la tangente a la courbe £ au point P.
Elle coupe la courbe en un point simple 7.
y zy'(x—xp )+yp

L’équation de Weierstrass de £ devient une équation en x cubique. Nous utilisons la fonction
symétrique ¢lémentaire « somme » des racines de cette équation pour calculer 1’abscisse du
point 7. nous obtenons les coordonnées de 2P pour P=(x,y),

2P=(x2P’y2P) 5

2
3" +2a,x—a, —a;y

3

Xp =y +ay -2xet y'= Yy raxta
1 3

Vop ==y =2a,y"* + (az —a + 3x)y’ +aa, —a, +2a,x—y.
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Nous avons démontré la :
Proposition 3

Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass:
E:y’ +axy+a,y=x +a,x’ +a,x+a, eK[x,y]
Les coordonnées du point 2P, pour tout point P = (x, y) de la courbe E sont égales a :

3x* +2a,x —a, —
2P=M; x,, =y +a,y —2x;et y' = X DY 74 "4,

3

2y +a,x+a,
Vs =—y" —2a1y'2 +(a2 _012 +3x)y'+a,a2 —a, +2a,x—y.

[

Le groupe de Galois G = G(Kalg / K )opére sur le groupe E(K) et sur les sous groupes E/m] de

m-torsion par K-automorphismes.

Courbes Elliptiques sur les corps finis

Une Courbe Elliptique E, sur un corps fini /F, a q €éléments, g=p", p premier

posséde un groupe E(K) de Mordell-Weil fini. L’ordre de ce groupe fini a été évalué
par HASSE dans la formule :

|cara’(E(K) —q- 1] < 2\/5
Tout point rationnel de la courbe E est d’ordre égal a un diviseur de I’ordre du groupe E(K).

Le nombre de ces points rationnels a des applications arithmétiques (primalité, factorisation
de grands entiers), des applications en cryptographie, en codage ( sécurité des messages,
sécurité des cartes bancaires.)

Proposition 4

Soit une courbe Elliptique E sur un corps fini IF, a q = p" éléments, p, premiers.

1) L’ordre du groupe E (IF q) estégal a :
4, :1+q—Tr(fr0b).
oit Tr(frob) est la trace de I’endomorphisme de Frobenius de E ;

2) Cet ordre satisfait les inégalités :
g+1-2Jg<4,<qg+1+2q
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Preuve
Soit I’application frob de Frobenius

fiob:E—>E, frob(x)zx”.
Alors I’application frob(E) est séparable.

L’endomorphisme de Frobenius est une isogénie purement inséparable. Son degré est
précisément égal a :

A, =1-Tr(frob)+deg(fiob)=1+q —Tr(fiob).
Selon DEURING, la trace 7 r( frob) est un élément d’un corps quadratique imaginaire qui
satisfait I’inégalité :
Tr(frob)’ —4deg(fiob)<0.
Cela implique I’inégalité de la proposition.
[]
2. Méthode de Lenstra

Lenstra commence par 1’étude des Courbes Elliptiques du point de vue arithmétique.

a. Courbes Elliptiques de modeéle :
E(a,b): y? =x’ +ax+beK[x,y] (1)
carK #23 et 4a’ +27b*> #0 (2)

avec le point a I'infini O, = (oo , 00) dans le plan affine 74° (IR) et O, =(0,1,0) dans
le plan projectif 7P* (IR)

b. Anneau /Z/niZ
Pour les entiers naturels 7 a factoriser soit I’anneau :
1Z/nlZ={0,1,..., n—1} 3)
Soit I’ensemble £ (a, b; n) des cubiques de Weierstrass
v? =x* +ax+be(IZ/niZ)x,y] 4)
Ce sont des Courbes Elliptiques pour :
carK #23 et6(4a’ +27b* )0 (5)
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c. Courbe Elliptiques sur I'anneau /Z/n/Z [10]
Nous prenons un nombre entier naturel #, et nous construirons une Courbe Elliptique

E:y? =x° +ax+b e(IZ/nlZ)x, y] (6)
Nous considérons les points P =(x, y) dont les abscisses et les ordonnées sont des nombres
entiers naturels modulo 7.

Exemple :

Sia=26 et b=3 et n=33, je note la Courbe Elliptique E (26,3 ; 35) d’équation
E:y? =x* +26x+3e(12/351Z)x, v]

1) Le point M de coordonnées M= (2, 1) n’est pas un point de la Courbe Elliptique E car
il ne satisfait pas 1’équation de la Courbe Elliptique E :
1 =1(mod35) mais 2°+26x2+3=63=28(mod35)

2) Le point L de coordonnées L=(6,5) est un point de la Courbe Elliptique E car il
satisfait I’équation de la Courbe Elliptique £ :

5% =25(mod35) et 6° +26x6+3=375=25(mod35)

d. Opérations « Somme » et « Produit » sur I'anneau /Z/niZ
Soient deux points P, = (xi, yi) dans les groupes additifs abéliens E (a, b ; n).
Alors O, = (0, 0)
Soit B+P, =P, =(x;,;) )
A vec le calcul, il obtient les coordonnées
x, =12 —x,—x, et y, =t(x,—x;) =y, t=(y,—»,)/(x, —x,) (2)
et t:(3x12+a)/(2y1) st B=P 3)

Congruences modulo n

1- Soient deux entiers rationnels a et b, n > 0,
a= b(modn) si a=nqg+b, avecgelZ
Exemple 1:

38=3(mod 35)
532=7(mod 35)

Nous utiliserons aussi les nombres négatifs 32=-3 (mod 35)

41



Chapitre IV FACTORISATION AVEC LA METHODE DES COURBES ELLIPTIQUES

2-Soient a,b,a’,b’ des entiers rationnels, tels que

a=b(modn)

a'=b'(modn)

Alors (a+a')=(b+b') (modn)
et aa' =bb' (modn)

Exemple 2 :

25+19=44=9(mod35)
25x19=475=20(mod35)

Nous pouvons construire une table d’addition et une table de multiplication.

3- Par définition a et b sont inverses modulo 35 si ab=1(modn)

Exemple 3 :

2x53=106=1(mod35), 2 est I'inverse de 53 et 53 est I'inverse de 2.

4- Pour diviser a par b nous multiplions a par I’inverse de b :
9 axh’
b

Exemple 4 :

%zmxﬁ ~10x12 =120 =15 (mod 35)

5- extraction de racine carrée, 1’équation y> =29 a plusieurs solutions y=8, y=13,

y=22et y=27 modulo35(d'aprés la table de multiplicdion modulo 35 ci - dessous)

Dans le cas n=33, j’ai construit une table de multiplication modulo 35
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Chapitre IV FACTORISATION AVEC LA METHODE DES COURBES ELLIPTIQUES

Exemple :

1) 19x27=23
2) La diagonale principale du tableau (1) permet de trouver les racines carrées.

3) Pour trouver I’inverse, il suffit de chercher le 1 dans le tableau par exemple I’inverse
de 22 est 8.

e. Recherche d’'un diviseur non trivial de n
Choisir une Courbe Elliptique E(a, b)(Z] / nZI) d’équation :
E:y*=x"+ax+be(Zl/nZl)x,y}
et un point P(x,y) sur cette Courbe ;

choisir une borne B e IN" , et considérons tous les p“ <B tel que les p/ sont des nombres
premiers et e, est I’exposant maximal, et nous remplagons les coordonnées du point P par les

coordonnées des points p;* P ; nous distinguons 2 cas :

1- Cas de I’addition de deux points
Je calcule d = PGCD(x, —x,,n) par I’algorithme d’Euclide ;
Si d =1 remplacons les coordonnées du point P par les coordonnées des points p:" P

en utilisant les formules d’addition de deux points, avec « d »
Si d =n alors aller dans le deuxiéme cas ;
Sinon si d #1,n alors d est le diviseur non trivial de » ;

2- Cas du double d’un point
Je calcule d = PGCD(2y,,n) ;
Si d =1 remplacons les coordonnées du point P par les coordonnées des points p:" P

en utilisant les formules du double d’un point, avec « d »;
Si d=n alors y, =—y, choisir une autre Courbe Elliptique et un autre point et

reprendre les étapes;
Sinon si d #1,n alors d est le diviseur non trivial de # ;

L’algorithme peut étre répété jusqu'a ce que la factorisation compléte de » soit obtenue, nous
choisissons a chaque fois une nouvelle courbe Elliptique et un nouveau point sur cette courbe.

Nous cherchons alors 1’ordre du point P choisi sur la Courbe Elliptique E (a, b ; n) modulo un

des facteurs premiers p de » ; nous avons calculé pour cela p;” P, comme le facteur p est

inconnu, le calcul de p["P se fait dans ZI/nZI et non dans ZI/pZI. Ces calculs font

intervenir des divisions et ceci n’est pas toujours possible modulo 7.
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Si le PGCD(x1 —xz,n);tl et PGCD(2yP,n)¢1 nous ne pouvons pas dans ce cas calculer

les inverses de x, —x, et y, dans les formules d’addition et du double d’un point.
Dans ce cas un diviseur de n est d = PGCD(x, — x,,n) ou d = PGCD(2y,,n)

Si nous avons pu mener les calculs jusqu’au bout, nous recommencons les étapes en
changeant de Courbe Elliptique ou en augmentant la valeur de la borne B.

Théoreme (Hasse)

Toute Courbe Elliptique E sur un corps fini IF, a p éléments, p premier posséde un groupe
E(K) de Mordell-Weil fini. L’ordre de ce groupe fini a été évalué par Hasse dans la formule
suivante :

|card(E(K)— p— 1] < 2\/;
Tout point rationnel de la Courbe Elliptique £ est d’ordre égal a un diviseur de I’ordre du
groupe E (K).

Choix de la borne:

Nous pouvons suivre le raisonnement suivant pour choisir la borne B :

Tout nombre composé a un diviseur premier inférieur & +/n , si p est un facteur premier de »
nous avons : p<+/n

D’apres le théoreme de HASSE, le cardinal du groupe £ (IF],) est inférieur a (\/; + 1)Z.il nous
suffit donc de prendre une borne

B> +1¥]
Exemple 1:
Factoriser n = 35, je prends la Courbe Elliptique £ d’équation :
E:y? =x" +3x+1;
de discriminant A(E) = —2*x3*x5
soit le point P=(0,1) sur la Courbe Elliptique E et B=4.

pour trouver 3P, je commence par calculer 2P=P+P suivant les formules (2) et (3) je trouve :

3x,” +3

2yp

t= ::%El9ﬁnod3$;

je calcule le PGCli2yp , n)

pged (2, 35)=1, je calcule les cordonnées de 2P
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X,p =t =2x, =(19)" =11(mod35)

y,, =t(x, =x,, )=y, =190-11)-1=0(mod35)
Je trouve 2P = (11,0)
Ensuite, je calcule le PGCD(x,, —x,,n)

PGCD(11,35)=1, alors je calcule 3P=2P+P

Z:M:%ES(mod?)S)

Xyp = Xp
les coordonnées du point 3P sont :
xyp =t* = 2x, =(8)" =11=53=18(mod35)
yip =t(xp = x5 ) =y, =8(11-18)=-56=14(mod35);
je trouve 3P = (18,14)
Et ainsi, je calcule le PGCD(Zy3 P n)
PGCD(28,35)=7#1,n

Alors j’ai trouvé le diviseur non trivial de n, d’ou la factorisationde n : n=7x5

Exemple 2 :

Factoriser n=4453

Soit la Courbe Elliptique d’équation y° =x’ +3x (m0d445 3), de discriminant
A(E)=-2°x3°.

Soit un point P= (1, 2) sur cette Courbe et la borne B=4.

Je calcule 2P en utilisant les formules (3)

3x,° +3
t=—2 =352228(mod4453)
2y, 2

PGCD(2,4453)=1, donc je calcule les coordonnées du point 2P .

X,p =3340(mod4453)
¥,, =1669(mod4453)

Maintenant, je calcule 3P=2P+P

Vop — Ve 1669-2 1667

[ = = =
Yo —x, 3340-1 3339

=746(mod4453)
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PGCD (3339, 4453)=1, donc je calcule les coordonnées du point 3P :
x;, =1003(mod4453)
3, =610(mod4453);

je trouve 3P= (1003, 610) ;

Calcul de 6P=3P+3P

Je calcule d’abord le PGCD(2y3P , n)
PGCD(2y,,,n)=PGCD(12204453)=61%1,n

Donc j’ai trouvé le facteur 61 de 4453 et la factorisation de # :

n=4453 =61x73

D’apres [10], la détermination d’un facteur de » est fournie par la

Proposition 5

n,y,weIN a,x,yeZl/nZI,b=y* —x* —axe ZI/nZI
Soient 3 entiers naturels , 3 éléments

et des points P=(x, y) dans le groupe E(a, b: n) — E(a, b)(Z]/nZI).

Supposons que n admet 2 diviseurs premiers p et q satisfont les 5 conditions

(Dp<v;
(2) 6{4a® +27b*)%0 dans IF,;
(3) Chaque nombre premier r divisant le cardinal
card E(a,bXIF;) satisfait: » <w.
(4) 6l4a® +27b*)=0 dans IF,;
(5) L’ordre du groupe E(a, b)(]Fq ) n’est pas divisible par I'ordre du point P, € E (a, b; n)

"P,2P,..., kP:?mj

'
Alors I’algorithme rnit un diviseur non trivial de n.

Preuve : cf. [12]
Les étapes de 1’algorithme sont
1- Prendre (v,y,a)e 0, 1,..., n_elu}l hasard ;

2- Caleuler b= y? —x* —ax(modn)

3- Caleuler d = PGCD\4a® —27b%,n)
Si d=n, revenir a I’étape 1 ;

4- Si d +#1, nalors d est un facteur non trivial de » ;
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5- Si d =1, alors choisir une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass
E:y* =x" +ax+b;
un point sur £ de coordonnées P =(x, y)et une borne B;
6- Considérons tous les nombres premiers p < B
a- Trouver e maximal tel que p,° < B
b- Calculer les produits p°Pen remplagant les coordonnées du point P par p° Pdans
E(ZI / nZI) si possible en utilisant les formules (2) et (3), sinon nous avons

trouver d tel que d n’est pas inversible modulo n, donc le facteur est le PGCD(d, n) ;
7- Sinon, revenir a 1’étape 1 apres avoir augmenté B.
Exemple :

Soit n =3549331957

Je prends
a=107810463
x=317359960
y=983830906
je trouve

b=y* —x* —ax(modn)=158771982

nous considérons les multiples du point P= (x, y) sur la Courbe Elliptique £ d’équation de
Weierstrass :

E:y>=x>+1078104638+158771982
définie modulo #,
je choisis B=1000,
1- Remplacer les coordonnées du point P par les coordonnées de
2°.P=(70173835209195961}

2- Remplacer les coordonnées du point 2° P par les coordonnées de
3°. P=(8795498465866816%

3- Remplacer les coordonnées du point 3° P par les coordonnées de
5. P=(1040814202724918949

4- Remplacer les coordonnées du point 5* P par les coordonnées de
7° - P impossiblecar1050050212'est pasinversiblemoduloz,

j’obtiens
PGCD(10500502122)=26861
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et la factorisation : n = 26861 . 132137
Le temps moyen d’exécution de 1’algorithme est 0(6(”5)‘“”‘“‘“’?)

Le temps de calcul de cette méthode dépend de la taille du diviseur premier recherché. La
méthode de Lenstra convient bien pour la recherche de facteurs qui ont jusqu'a 30 chiffres. A
ce jour le plus grand facteur premier trouvé par la méthode de Lenstra a 47 chiffres, il a été
découvert par Peter Montgomery.

1. Application au codage

Pour coder un message M, il faut produire un nouveau message M ' a I’aide d’une fonction de
codage f. Cette fonction f'doit étre construite de sorte que M ' soit tres différent de M et que le
décodage soit possible a 1’aide d’une autre fonction g, elle aussi tres différente de f; /et g sont
les clés du systeme de codage.

Dans les systémes a clé publique, / n’est pas secréte et g est secrete. Seule la clé g peut les
décoder. Le probléme du codage revient donc a construire deux fonctions f et g réciproques
I’une de I’autre et telles que g soit difficile a trouver méme si I’on connait f.

Systéme cryptographique de VIGENERE

Chiffrer 1’alphabet modulo 26

A/B|C|DE|F|GHIT|JIK/L MN|O|P|Q|R|IS|T|U|VIW X

ol1l12134]5l6l7]glolto]1t 121314151617 18] 192021 [22]23

24

25

Soit m un entier strictement positif, et la clé K = (k1 ,kz,...,km)mod26, on définit les deux
fonctions :

Fonction de chiffrement :
e (3,2, 5000x, )= (x, +kyux, +hysnx, +k, ) (M0d26)
Fonction de déchiffrement :
de (. vs0y, )=, =k v, —kyo..ny, —k, ) (mod26)

Exemple :

Soit m=6 et la clé CIPHER.

Motclef=CIPHER—>clef K =(k, ...k, )=(2,8,15,7,4,17)
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Soit le message a chiffrer :
factorisationdesentiers

On convertit les blocs du message en résidus modulo 26, par groupes de six, et on ajoute le
mot clef modulo 26 :

50012 (1914|178 |18]0 |19|8 |14 |13 |3 (4 |18|4|13|19|8 |4 |17 |18
208157 |4 | 172 |8 | 157 (4 (17|12 |& |15(7 (4172 |8 |15|7 |4
71811710 | 188 |10|0 |15]0 [12|5 |15|11(19 (25|84 [21|16|19|24 |22

Le message chiffré est :
HIRASIKAPAMFPLTZIEVQTYW

Pour déchiffrer, on utilise la méme clé, et une soustraction modulo 26 suivant la fonction de
déchiffrement.
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Quelques résultats intéressants réalisés par JOHN BUCHMAN [3]

1- Temps de factorisation, par la méthode des Courbes Elliptiques exécutée sur un ordinateur
puissant : a gauche, on lit le nombre de chiffres des nombres a factoriser et a droite, le

temps moyen nécessaire pour trouver un facteur ayant ce nombre de chiffres.

Nombre de chiffres Temps de calcul

6 6 secondes

9 20 secondes
12 2.5 minutes
15 16 minutes

19 7.2 heures

21 33.6 heures
24 140 heures

27 574 heures

30

2- Avec la méthode des Courbes Elliptique on trouve un diviseur d’un nombre n, le
temps de la recherche croit avec I’ordre de grandeur du diviseur cherché. Ce tableau
indique, dans la premiere ligne, cet ordre de grandeur en nombre de chiffres ; dans la
deuxiéme ligne, nous indiquons la borne B ; dans la troisi¢éme ligne apparait le nombre

de Courbes Elliptique que I’on devra tester pour trouver un diviseur de 7.

Nombrede | 6 9 12 16 118 21 27 30
chiffres

B 117 | 682 | 2162 | 8318 | 23162 | 63502 | 162730 | 395808 | 915922
Nombre de | 10 21 12 111 231 115 1501 2531
Courbes

Elliptiques

Pour déterminer de trés grands facteurs d’un nombre n, on emploie le crible
quadratique. Lors de I’exécution de 1’algorithme. On doit construire un systéme
d’équations linéaires qui selon la taille de », peut contenir un nombre considérable

d’équations.

Nombre de | 50 60 70 80 90 100 110 120
chiffres de n

Nombre 3000 | 1000 | 7100 | 15000 | 30000 | 51000 | 120000 | 215000
d’équations
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CONCLUSION

Dans cette these, j’ai exposé quelques méthodes de factorisation des grands nombres.

J’envisage de poursuivre dans deux directions :

1) Factoriser des grands nombres de FERMAT, de MERSENNE, de FIBONACCI, de
LUCAS.

2) Dans le domaine de la cryptographie, trouver des clés de codage de messages secret

difficiles a casser.
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TABLEAU RECAPITULATIF

)

Nombres naturels : {0, 1, 2,...,n,...} =[N ;
nombres entiers rationnels : {O, +1,+2,....% n,} =71 ;
nombres rationnels : {a/ biacZl;beIN }z 0;
nombres de Mersenne : M, =27 -1,¢4=0,1,2,...;
nombres de Fermat : F, =2" +1,h=2",n=0,1,2,...;
nombres de Fibonacci: u, =0;u, =l et u,,, =u

n+l +un 5

Nombres premiers = nombres naturels p divisibles seulement par +1 et + p.

2)

Fonction arithmétique f : IN — C = corps de nombres complexes ;
Euler, ¢(n)=nombresdes entiersnaturelsd < » et premiersi n;
Mobius, 2(1)=1, z(n) =0 sin aun facteurcarré et z(n)= (1)

sl n= p,p,...p, = produitde f nombrespremiers

3)

Corps finis
IF, = {0, 1, 2,...,p—l},p premier

IF:] = {03 1’ 2)"'7q_1}9q = pn,p premier,

4)

Congruences modulo un nombre naturel 7.

"a=b (modn)" équivauta "a—b=kn, a,b,keZl";

Théoréme chinois des restes :

Soit n nombres naturels M,>My,....7, premiers entre eux 2 a 2 et les n congruences :
x = a,(modm, ), x = a,(modm, ),...,x = a,(modm, ).

Alors ce systéme de n congruences admet une solution unique x modulo "Mm,..m,
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