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INTRODUCTION GENERALE

L es écoulements non stationnaires de fluides compressibles ont fait I’ objet de
plusieurs travaux, pour la plupart suivis d applications industrielles importantes
sur les réseaux de distribution de gaz, les conduits d’air comprimé et les
canalisations de liquides tels que les circuits de refroidissement des centrales
thermiques.

Si les diverses formulations qui traitent de ces problémes prennent
généralement en compte les conditions opératoires propres a chague cas étudié,
par contre, au plan mathématique, les méthodes numériques de résolution des
équations qui décrivent ces écoulements sont tres utilisees. Néanmoins, malgré
leur souplesse et les divers champs gu’elles peuvent investir, ces méthodes
doivent étre de plus en plus affinées et optimisées. Dans ce travail seront
présentés quelques exemples de techniques de calcul pour satisfaire ces
exigences.

Afin d'analyser I’ évolution des parameétres d’ écoulement, en régime non
stationnaire des fluides compressibles, I’ équation de conservation de la masse et
I’éguation de la quantité de mouvement ont éte écrites sous des formes
appropriées aux divers procédés considérés. La résolution des systemes
d équations obtenus a é&té menée a I’aide de techniques numériques adaptées a
ces derniers.

Dans une premiére partie ont été étudiés les écoulements non stationnaires
de fluides compressibles dans les conduites. Une premiére étude porte sur un
nouveau schéma aux différences du deuxieme ordre a deux pas de temps, du
type prédicteur-correcteur. C'est une méthode hybride, qui consiste en un
schéma aux différences explicite du premier ordre pour les points intérieurs, et
une forme caractéristique des éguations pour les conditions aux limites. Afin de
tester les performances de schémas proposés, les calculs ont porté sur les

écoulements rapide et lent de gaz dans les réseaux.



Une deuxiéme étude considére la particularité des écoulements de gaz dans
les tuyeres qui comportent des singularités géomeétriques. Les équations de
compatibilité associées aux systémes d’ éguations precités ont été résolues par
un schéma aux différences explicite du deuxieme ordre, du type Lambda. Les
conditions aux limites ont fait I’objet d’un traitement numérique par un schéma
explicite simple obtenu apres intégration des équations issues de la forme
caractéristiques du systéme d’ éguations qui décrivent ces écoulements. Deux
exemples, une tuyére et une canalisation relativement courte, sont considérés en
guise d applications.

Dans une troisieme étude nous proposons une reformulation mathématique et
physique complete d’'un écoulement homogene de liquide contenant des gaz
dissous, c'est-a-dire une prise en compte de I'éasticité de la paroi, le
dégagement des gaz dissous et particulierement le phénomene de rupture de
veine. Ce dernier fera I'objet d'une attention particuliere par I’introduction
d'une nouvelle formulation des éguations qui permettra de conserver la
continuité du milieu fluide. Le systéme d’ équations obtenu est résolu par deux
schémas aux différences a deux pas de temps auxquels est associé un agorithme
de type FCT (Flux-Corrective Transport algorithme).

La deuxieme partie traite de quelques structures d’ écoulement de convection
mixte non symétrique dans le cadre de la couche limite laminaire dans lagquelle
est posee le probleme des conditions de Cauchy. Cette question est
fondamentale, car elle permet de savoir ou et comment la couche limite
commence a se développer et par conséquent son évolution le long du corps
chauffé considéré. Nous proposons de localiser la zone de stagnation qui résulte
d un équilibre local des effets des convection forcée et naturelle et exécuter une
analyse locale qui permet de caractériser le départ de la couche limite. Ceci est
réalise par I|'utilisation d'une méthode approximative du type Karman-
Pohlhausen. Trois cas limites sont considérés, a savoir le cas classique
correspondant a un nombre de Prandtl (Pr) voisin de I’ unité et les cas Pr<1 et
Pr>1.
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UNE SIMULATION NUMERIQUE SIMPLIFIEE DES
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1. INTRODUCTION

Les écoulements de gaz en régime non stationnaire dans les conduites
concernent essentiellement les réseaux de distribution de gaz et les circuits d’ air
comprimé. Plusieurs vocables tels que «non permanent », «transitoire» et
« instationnaire » sont aussi utilisés pour leur description. Sur le plan théorique
cela se traduit par le fait que la dérivée locale de la vitesse ou du débit est
différente de zéro. Dans les différentes parties qui constituent ce mémoire ces
apellations seront tour atour usitées afin de ne pas trop se répéter.

Les modéles mathématiques qui décrivent les écoulements transitoires de gaz
dans les réseaux de canalisations peuvent se présenter sous la forme d’ une ou de
plusieurs équations aux dérivées partielles. La forme de ces équations varie avec
le type d application et les conditions opératoires correspondantes. Elles peuvent

étre linéaires, non linéaires, de nature parabolique ou hyperbolique.

Dans cette partie, seront présentés des modéles relativement simplifiés.
Compte tenu de la difficulté d'une description précise des phénoménes avec
un temps du calcul réduit, il serait aors raisonnable de trouver un compromis
qui satisfasse ces deux aspects importants. Ceci peut étre réalisé par la mise au
point de modeles ssmplifiés qui peuvent répondre a cette exigence. Ces
modeles sont obtenus aprés simplification de termes généralement non linéaires
ou ceux dont les valeurs numériques sont si petites que leur omission n’influe en
rien sur la précision des calculs. Néanmoins, ces simplifications varient d'un
exemple d'application a un autre. Dans la plupart des cas, les modeles
mathématiques existants dépendent de I’ exemple pour lequel il est nécessaire de

mener une analyse approfondie des conditions opératoires.
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Les méthodes de résolution des systemes d’ équations obtenus peuvent étre
analytiqgues ou numériques. Les premiéres sont géneralement longues, parfois
compliquées et ne tiennent pas compte de toutes les conditions de
fonctionnement des réseaux. Les secondes, plus fréguemment utilisées, €,
basées généralement sur les différences finies, permettent de prendre en compte
les aspects les plus compliqués de ces écoulements. Les schémas utilisés
présentent une forme explicite ou implicite, en fonction de la nature du
probléme et de la précision demandée des résultats durant la simulation de ces

phénomenes.

Les méthodes numériques les plus couramment utilisées incluent la méthode
des caractéristiques (Wylie & Streeter [1]), les schémas explicites et implicites
(Wylie & Al [2] and Streeter & wylie [3]) et les méthodes variationnelles
(Racheford and Dupond [4]). Durant |’ application de ces méthodes, les erreurs
de calcul numérique, particulierement les erreurs de troncature, peuvent étre
réduites en considérant un pas d’ espace relativement grand telle que pratiquée

par les auteurs precédents.

Il est connu que la méthode des caractéristiques et les différences finies
explicites requierent un espace de stockage de résultats relativement petit
comparées aux methodes implicites. Mais le ratio incrément de temps et pas
d’ espace (Dt/Dx)" est limité par le critere de stabilité du schéma utilisé. Alors le
temps de calcul peut étre excessif surtout dans le cas des régimes transitoires
lents. Pour cela une écriture appropriée des équations et I'introduction d’un

multiplicateur d’inertie permet de palier ace probleme (Wylie & Streeter [1]).

Pour des conditions isothermes de fonctionnement, les équations de
conservation de la masse et de la quantité de mouvement associées a |’ équation
d état du gaz constituent un systéme d’ équations simple pour la description des

écoulements de gaz dans les réseaux de distribution. Compte tenu de la grandeur
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de la vitesse d’ écoulement et des conditions de fonctionnement de ces derniers,
il est possible de considérer deux types d' écoulements de fluides compressibles
dans les canalisations : les écoulements rapides et les écoulements lents. Compte
tenu de la nature de ces écoulements, différents types de méthodes numériques
sont proposés pour la résolution des systemes d équations respectifs. Les
hypotheéses généralement admises concernent la rigidité de la paroi de la
canalisation et I’ utilisation du modéle d’ écoulement stationnaire pour les pertes

de charges.
2. DEVELOPPEMENT DU MODELE MATHEMATIQUE

La masse d'un systéme matériel D de volume W que I’on suit dans son

mouvement reste constante, soit :

d
— @ gdw=0
dtW

Dans le cas d’un tube cylindrique :

W = Sdx

alors |’ éguation précédente devient :

o

é

(‘) pl
o &t
En appliquant le théoréme de la dérivée particulaire on obtient :

D(@ g%(r gS)+ Vﬂlx(r gs)” 981111_\;%: 0



Finalement ceci étant vrai quel que soit Dx, pour chague section du

tube, I’ éguation de conservation de la masse s écrit:

Si I’on considere une conduite cylindrique de section transversale constante,
cette équation et |’éguation de la quantité de mouvement, pour un écoulement
illustré par une évolution unidirectionnelle (le long de I’ axe de la canalisation :

X) des paramétres, s écrivent :

1 9+l
qt x

(rgVv)=0 1)

) E- fgrgV|V|- E 2
x 2D 9945 2

il )l 2
—(rgqV)+—(gV*°) =

P (rgVv) i (rgv®)
Les deux derniers termes a droite de cette éguation désignent respectivement
les pertes de charge dues au frottement et |’ énergie potentielle de position (z

étant la dénivelée).
P étant la pression, donnée par I’ équation d’ état des gaz:

P:rgﬂ (3)
Mg

Compte tenu des conditions isothermes de I'écoulement, la vitesse de

propagation des ondes dans le gaz s écrit :

i RTQO'5 @
Emy, g
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Rappelons que les régimes transitoires de gaz dans les pipelines peuvent étre
divisés, en fonction de la vitesse d écoulement, en écoulements transitoires
rapides et en écoulements transitoires lents. Ces deux formes de régimes ont été
étudiées par différents auteurs qui ont traité de la dynamique des gaz (Levéque
and Yee [5], Wylie & Al [6], Rachford and Dupond [7] et Harten[8]). Dans
cette étude on propose une nouvelle formulation le systéme d'éguations
précédent en vue d applications approprieées. En posant m=r 4V et, compte tenu
des équations (3) et (4), le systeme d'éguations (1)-(2) prend alors la forme

conservative suivante :

® ®
fu,1F _% (5)
t x
® ® ®
ol: F=F(U)
® ® ®
A = A (U) (6)
6
= -
gm g
@ 6
®g " N
Tt .k
e,
rg 7]
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En négligent I'influence de la dénivelée, le terme source s écrit :

z 0
0o -
o ¢ :
A=c + (7)
C fymim| -
§ 2Dry &

Le systeme d’ égquations précédent est unidimensionnel, non linéaire du premier
ordre et de nature hyperbolique.

En I’absence de données expérimentales, la distribution des paramétres en
régime stationnaire, qui  constitue les conditions initiales du probleme, fait
I’objet de I'application d'une relation analytique appropriée (Zhou and
Adewumi [9]):

fqm* e o
T = 92'29D|nF-D|:+1 )
DC rgigfg p
.2
&rg 9
ou T=Qr -
§ % g

Cette équation de forme implicite en T, convient pour un calcul itératif de la

distribution de la densité ou de la pression.

3. SCHEMAS NUMERIQUESDE RESOLUTION

3.1. Ecoulementstransitoiresrapides

Plusieurs schémas aux différences ont été utilisés pour la résolution du

systeme (5). On peut citer pour cela les schémas de Lax-Wendroff, de Mac
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Cormack et de Godunov (utilisés respectivement par Warren[10] et Sod [11]).
Ces schémas du second ordre ont |’ avantage étudier les problémes des ondes de
choc et autres discontinuités avec une précision relativement bonne.

Rappelons que dans cette étude seront présentés deux cas pratiques. Le
premier concerne un écoulement non stationnaire rapide de gaz dans une
conduite de petite longueur. Les équations, écrites sous forme conservative,
seront résolues, pour les points intérieurs, par un schéma de type prédicteur-
correcteur de second ordre a deux pas de temps : une nouvelle forme du schéma
de Lax-Friedricks comme prédicteur et un schéma de type leapfrog comme
correcteur. Les éguations correspondant aux conditions aux limites ont été
résolues par la méthode des caractéristiques et la technique dite « upwind »
(Hirch [12]).

Sous une forme indicielle la forme conservative de larelation (5) s écrit :

llq 1i Tlq 2i
+. =
It fx q3i ®)

Ougq; (pourj=1,23 and i=1,2) indiquent la densité ( ou la pression) et la
vitesse (ou leflux massique).
Une nouvelle forme du schémade Lax —Friedricks appliquéea I’ éguation (9),

nous donne :

q (,t+Dt)=0.5*€q (x+Dx,t) +q (x- Dx,t)l-
1i € i 1i g

e Oy
équ (X+DX’t)-q2i(X'DX,t) th/Z/DX"‘ (10)

> . U=
qui (x+Dx,t)+q3i (x- Dx,t) i Dt /2
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Ce schéma est obtenu a partir d’une procédure de stabilisation qui consiste a
remplacer le terme g, (x,t) du schéma original par

05*%11 i+, (x- D<,t)§- Ce qui correspond en fait & I'addition d'un terme

de dissipation proportionnel a la dériveée seconde du terme g, (x,t) (Hirch

[12]).

La viscosité artificielle est ainsi introduite par le premier terme a droite de
I"éguation (10). Malheureusement ce schéma cause un amortissement
considérable des ondes dynamiques, compte tenu de sa précision du premier
ordre par rapport a x. Ceci pourrait alors conduire a des valeurs relativement
faibles des amplitudes des surpressions. Une précision du second ordre est

obtenue en goutant un second schéma (de type leapfrog) al’équation (10) :
q, (xt+2D) =q (X, t) -

éq (x+Dx,t+Dt) -u

g 2i U= 4
& q_ (x- DX, t+Dt) ;" Dt/ Dx (11)
g 2 0

ég (x+Dx,t+ Dt) + U
Dt*gqi:(x-Dx,t+Dt) H

La matrice [gz] correspond aux termes source dans les équations (1) et (2).

Les éguations (10) et (11) constituent un schéma de type prédicteur-
correcteur a deux pas de temps, de la famille des schémas de Lax-Wendroff.
L’ amortissement qu’il produit est appréciable, pourvu qu’un nombre approprié
de points de maillage soit choisi. On peut montrer sans difficultés qu’il est

consistant avec le systéme d’ éguations (9) et peut étre linéairement stable si:
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Dt 1
£
Dx C+ |V]

3.2.Ecoulementstransitoireslents

L e deuxieme exemple examiné concerne un écoulement massique de gaz dans
un pipeline relativement long. Les équations sous forme non conservative sont
résolues, pour les points intérieurs du maillage, par un schéma aux différences
explicite simple du premier ordre. Les équations correspondant aux conditions
aux limites, écrites sous forme caractéristique, sont résolues par la méthode
itérative de Newton-Raphson, en incluant pour cela un multiplicateur d'inertie
(modele de Yow [13]).

Compte tenu des relations (3) et (4) et en introduisant le débit massique

M=m. S, leséquations (1) et (2) s écrivent:

2
C“ IM iP
+ =0
A qx qt (12)
‘”P g IV 1vo Tz VIVl
g x tb+rgg‘ﬂx+fgr9 2D =0 (13)

ou S désigne la section transversale de la canalisation.
De méme que la vitesse d' écoulement du gaz, compte tenu des relations (3) and

(4), peut se mettre sous la forme suivante:

MC 2
SP

V =

L’ équation du mouvement (13) devient alors:

18



A 202 2
gl_MCqﬂP+2MB ﬂM+lﬂM+
&

PP Hix  S°P xS 1t
(14)

P.gfz ;2 MM|  _
C? Ix ¢ 2DS%g*P

Dans cette éguation, les calculs ont montré que le second terme du facteur
multiplicatif de P/Ix est négligeable, comparé al’ unité. |l en est de méme pour
le terme M/ fix qui est négligeable devant les autres termes. Avec ces
simplifications et en  multipliant I’équation (14) par P, [|'équation du

mouvement non stationnaire du gaz devient:

19P2 PYM  P2g 9z
— + — +
2 Ix S 9t C? qx

MM |

2
+1,C 2DS ?

=0 (15)

Les équations (12) et (15), qui décrivent les écoulements transitoires lents de
gaz dans les pipelines constituent un systéme hyperbolique non linéaire dont la
résolution analytique est impossible sous cette forme, a moins d'introduire
d autres simplifications qui limiteraient fortement les applications et la
précision des calculs. Certes la solution analytique obtenue réduirait beaucoup le
temps de calcul mais elle ne s appliquerait qu'a des points bien précis de
I’ écoulement. Afin de considérer plusieurs cas de figure, se rapportant a ces
écoulements  (livraison, branchements, réception...etc.), une résolution

numerique est recommandeée.

Les systemes d équations qui décrivent les régimes transitoires lents de gaz
dans les canalisations peuvent étre résolus par plusieurs types de méthodes
numeériques : les schémas aux différences explicites et implicites ains que la
méthode des caractéristiques ont fait I'’objet de beaucoup d applications

(annexeA). Dans la derniere décennie, les logiciels basés sur la méthode des
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éléments finis ont considéré des exemples d application plus compliqués et ont
permis d affiner les résultats et d économiser le temps de calcul, bien que la
formulation soit lourde et plus difficile. Néanmoins toutes ces méthodes
procedent par étapes numériques de calcul, ¢’ est-a-dire recherchant les valeurs
des parameétres (la pression et le débit massique) en tout point de la canalisation
au temps t+Dt compte tenu de leurs valeurs au temps t.

Dans notre cas, on se propose de discrétiser les équations (12) et (15) dans
I’ espace X, t de trois maniéres: une discrétisation arriere, centrée et avancée. Soit
Dx le pas d’ espace, les solutions seront calculées successivement a un pas de
temps supérieur. Alors, en utilisant comme exemple un schéma aux différences
avec une discrétisation avancée, les équations precédentes peuvent étre résolues

en tout point i et en tout temps t+Dt comme suit:

7P pt+Dt. pt,

It Dt

1P° _ p?) L (P?)!
fx Dx

ﬂM Mit+Dt_Mit

it D x

™ Mti+1' M
I x D x

ou I'indicei indique le point de maillage le long de la direction x et t indique la
valeur du parametre au temps précédent. Les coefficients qui contiennent la
presson P et le débit massique M, dans I'éguation (15), peuvent étre

moyennés de la maniére suivante :
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Ainsi les équations (12) et (15) peuvent étre linéarisées en utilisant les

schémas précédents. En résolvant pour P™™ et M, "™ on obtient:

. Dt C?
Pit ot = Pit - E?[M ti+1 - M ti] (16)
e 6

. G =X
| (]

Dt .

PY%+1- (PY%)- = sin-a

(Y- (PH™) 2(P' + PY.1) C? (17)
C’Dt

9 4DS (P' + Plis1)

]

[ (I\/I Y+ M ti+1)||\/| Y+ M Y

Cette méthode est rapide d'exécution parce qu’elle requiert moins de temps
de calcul que les méthodes implicites; par contre elle est sujette a des
instabilités pour beaucoup d’exemples d application. Pour ces raisons et auss a
cause des erreurs résultant de [I'utilisation des schémas explicites, nous
proposons de I’ utiliser conjointement avec la méthode des caractéristiques. Les
conditions aux limites ont fait I’objet d’une résolution des équations par la

méthode des caractéristiques (annexe B).
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Dans cet exemple, le choix d'un schéma aux différences simple pour les
points intérieurs et de la méthode des caractéristiques pour les conditions aux

limites répond essentiellement au besoin de minimiser le temps de calcul.

4. CONDITIONSINITIALESET AUX LIMITES

Les conditions initidles et aux limites, correspondant aux conditions
opératoires de I'exemple considéré, doivent étre spécifiées afin d obtenir une
solution appréciable du systeme d' équations (1), (2) et (12), (15). Les conditions
initiales concernent la densité et la vitesse d'écoulement du gaz pour les
écoulements rapides (premier exemple de calcul) et la pression et le débit
massique (pour le deuxieme exemple de calcul) comme fonction de la distance x
le long du pipeline. Les conditions aux limites doivent étre aussi spécifiées afin
d obtenir une solution unique. Dans cette partie, les conditions initiales sont

données respectivement par la relation (8).

4.1. Conditionsaux limites pour les écoulementsrapides

Des conditions aux limites sont associées aux extrémités de la canalisation,
compte tenu des conditions de fonctionnement. Dans notre exemple
d application, il s'agit d’un débit de gaz constant (ou dont la variation est connue
en fonction du temps a I'entrée de la conduite) pour une densité (ou une
pression) constante a la sortie. Les deux inconnues sont donc la densité (ou la
pression) al’entrée et la vitesse (ou le débit) alasortie. Il est proposé dans cette
étude de traiter les équations correspondant a ces deux conditions par la
méthode des caractéristiques et une technique dite « upwind». La premiére
convertit les équations aux dérivées partielles (1) et (2) en un systéme
d equations aux différentielles ordinaires. L’interprétation physique de cette
transformation est que les ondes circulent dans la conduite avec une célérité C

donnée par la relation (4), propageant ainsi les effets des conditions initiales et



aux limites. La théorie des caractéristiques est généralement utilisée pour suivre
le développement des ondes précitées (annexeA). Les eéquations de

compatibilité issues de cette transformation donnent alors :

fo[VIV

dP +r CdV =1 ,C dt +r ,gC sn qt (18a)

Une procédure de calcul pour obtenir P et V avec un incrément de temps Dt et
un pas d’ espace Dx constant est nécessaire. L’intégration des relations (A14) et

(A15) del’annexe A donne :

VG - Vg + (@1 C) (P - PR+

18b
fg DtV {|Vy|/2/D =0 (180)

VTPtV - (U C) (PP - Py) - (180)
C

Les valeurs des paraméetres au temps précédent sont interpolées linéarement

entre les points du maillage 2 et 1 pour (18b) et N+1 et N pour (18c).
La seconde technique est basée sur une différentiation « upwind » de la

relation (1) aux extrémités. Pour cela nous avons considéré les relations déduites

des travaux de Zhou and Awedumi [14]:
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4.2.Conditionsaux limites pour les écoulements lents.

Pour les raisons invoguées dans la section 3.2, ce schéma explicite est
rarement utilisé. Néanmoins il est possible, afin de prévenir les instabilités qui
en découleraient, d‘utiliser la théorie des caractéristiques pour déduire des
équations (12) et (13) les équations correspondant aux extrémités de la
canalisation. Alors, réécrivant ces équations en omettant le terme d’inertie, les

équations de compatibilité correspondantes sont (annexe B):

C
a (M P M Ya) £ (P, 2 PUPY) 4

; C?’Dx
9DS (PP + PYisy)

(19)
es-189|\/|it+Dt+|\/|ti11||\/|it+Dt+|\/|titl 9+
s & 2 2 5
(Ht+m)2 .
(e>-1) =0
Pf+m-+PH¢1

ou: s= (2gDxsinqg)/C?

Le paramétre a, appelé multiplicateur d'inertie, a été introduit par Yow [15]
dans I’équation du mouvement du gaz. Se basant sur un exemple de
consommation de gaz a I’ extrémité aval de la conduite, sous forme sinusoidale,
le calcul des valeurs de ce multiplicateur a donné des résultats satisfaisants en
comparaison avec les méthodes exactes de calcul. Sa procédure a permis aussi
de déterminer I’ erreur de discrétisation pour le probleme considéré. De plus, une
évaluation du second ordre est appliquée pour le terme de frottement de
I”éguation (19) en moyennant linéairement le débit massique. Une procédure

itérative de Newton-Raphson est utilisée afin de déterminer les inconnues P et
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M aux extrémités de la canalisation pour le temps t+Dt. Les signes + €t -
correspondent respectivement aux conditions de sortie et d entrée de la conduite.
Dans notre application, le multiplicateur d'inertie a été calculé par une méthode

simple et pratique (Wylie & Streeter [1], annexe B).
5.RESULTATSET DISCUSSION

Deux exemples pratiques correspondant aux écoulements rapides et lents de
gaz dans les canalisations sont simulés en utilisant les schémas numériques
précités. Les conditions aux limites respectives sont traitées par la méthode des
caractéristiques sans pour cela changer la forme et la désignation des inconnues
considérées.

Le premier exemple considere le transport de gaz dans une conduite
relativement courte ou le mouvement transitoire du fuide a été initié par une
pression variable al’entrée du pipeline. Cet écoulement a été simulé en utilisant
le schéma prédicteur-correcteur précité. Cet exemple a été considéré dans les
travaux de Wylie and Al [2], Rachford and Dupond [4] et Zhou and Adewumi
[14] dans lesquels ont été utilisés respectivement, la méthode des
caractéristiques, les méthodes variationnelles, le schéma explicite du premier
ordre a trois points de Gudonov et un schéma du deuxiéme ordre a cing points
TVD pour le terme source, pour résoudre les systemes d équations

correspondants.

Une conduite de 99.44 m de long et de 0.609 m de diamétre avec une
répartition initiale de pression de 41.368 x 10° N/nf pour une extrémité aval
fermée a éé considérée. Au temps zé&o la pression a I'entrée (PP =0)
commence a augmenter linéairement pour atteindre une valeur de 41.368 x10°
N/nf au temps 0.145 secondes , puis décroit linéairement vers la valeur zé&ro au

temps 0.29 secondes. Elle revient a son niveau initial et le demeure pour le reste
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du temps de simulation, I’extrémité avale étant fermée (V4. =0). Afin de

simuler cet écoulement le schéma prédicteur-correcteur, ainsi que celui déduit
des équations de compatibilité (méthode des caractéristiques), font I’ objet d' un
méme incrément de temps Dt pour lequel nous avons impose le critére de

stabilité de Courant , Friedricks and Lewy (Wylie & Streeter [1]).

L’ utilisation des schémas (10) et (11) pour résoudre le systeme d’ équations (9)
a permis de tracer sur la figure 1 I’évolution, en fonction du temps, du débit
massique du gaz au point situé au milieu de la canalisation (0.5%L). Les résultats
obtenus sont comparés avec ceux des auteurs référencés [2] et [14] ou une
bonne adéquation peut étre remarquée. Le front d’ onde initié a été résorbé en
0.8 secondes. Le comportement du débit massique du gaz au point milieu de la

conduite est le résultat de laréflexion de I’onde de pression par |’ extrémité aval.

La figure 2 montre la variation de la pression a I’ entrée de I’ ouvrage (x/L=0)
ou la comparaison de nos résultats avec les méme auteurs que sur la figure
précédente permet de noter que la durée du pic de pression correspond de

mani ére exacte et que les résultats semblent trés satisfai sants.

Sur lafigure 3, I’évolution de la pression a été reproduite durant un temps de
2.4 secondes avec une précision relativement bonne. Cependant |’ amplitude de
la pression semble plus se rapprocher de celle obtenue par la méthode des
caractéristiques. Les petites différences observées avec les autres méthodes
peuvent étre dues aux simplifications introduites par Zhou and Adewumi [14]

(par exemple la valeur du coefficient de pertes de charge).
Lafigure 4 permet de comparer, pour une variation de la pression au point

aval de pipeline (x/L=1), nos résultats avec ceux des auteurs précités ou I’on

peut remarquer a nouveau une bonne adéquation.
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Afin de mener une vérification complete de la validité des schémas aux
différences utilisés, une évolution de la pression pour un temps de 24 secondes a
été calculée (figure 5). On peut observer que notre procédure ne cause aucun
amortissement ou autres effets indésirables. Le signal est reproduit de fagon
relativement fidéle en comparaison avec les autres procédures. Finalement, la
transformation introduite dans le schéma classique de Lax-Friedricks n'a pas

produit un quelconque amortissement ou instabilité.

L e deuxieme exemple de calcul considere un écoulement transitoire lent d’ une
durée de 30 minutes dans une conduite de 1930 m de long et de 0.365 m de
diametre, al’ extrémité de laquelle une évolution sinusoidale de la consommation
de gaz est initiée (figure 6). La procédure de calcul du pas d espace Dx et du
multiplicateur d’inertie a est inspirée des travaux de Yow [13] (annexe B). La
forme sinusoidale de la condition limite aval est donnée par |'expression
suivante :

M (t) = M , + DM sin (wt) (20)

ou le débit massique initial est My = 20 Kg/s, t le temps en minutes et w la
fréquence en rad/s.

Pour cet exemple Yow|[13] a comparé la solution analytique (solution exacte)
pour un systeme d’' équations équivalent a (12) et (14) (ou Dx=L/10 et a=1) avec
celle obtenue en utilisant des relations similaires a (19). Dans son exemple, deux
valeursde a (3 and 8) ont été testées.

La figure 7 montre la variation du débit massique du gaz a I’entrée de la
canalisation. Les résultats numeériques sont obtenus avec |'utilisation des
équations (16) et (17) pour les points intérieurs du maillage et (19) pour les
points correspondant aux conditions aux limites, en comparaison avec les
résultats obtenus par cet auteur ([13]). On remargue une adéquation satisfaisante

entre eux, signifiant ainsi que notre modele reproduit de fagon fidele, ¢’ est-a-dire
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sans aucune sorte d'instabilité ou atténuation, la perturbation qui se propage le
long de la canalisation .

L’ évolution de la pression a la sortie de la conduite est montrée sur la figure 8.
Les courbes tracées semblent plus proches de la solution analytique que des
résultats obtenus par Yow ([13]). Globalement la correspondance entre les
courbes est satisfaisante. Ainsi les modéeles numériques proposes dans cette
partie, pour résoudre les équations qui décrivent le mouvement lent du gaz dans
les pipelines, sans simplification majeure et avec une programmation simple et
économique du point de vue temps de calcul, ont produit des résultats

globalement satisfaisants et comparables aux schémas aux différences récents.

6. CONCLUSION

L es technigques numériques présentées dans cette premiere étude permettent de
simuler la propagation des perturbations de la pression (ou du débit) de gaz a
partir d’ une extrémité d'un pipeline de maniére satisfaisante. Nous avons montré
que I'utilisation d'un schéma aux différences a deux pas de temps peut
conduire a une programmation trés simple des phénoménes considérés et une
réduction du temps de calcul. De plus I'absence d'instabilités ou autres
phénomenes d atténuation font que ces modéles affichent une précision
comparable aux récents schémas dits de haute résolution dont |’ écriture est
généralement plus sophistiquée, particulierement dans le cas de réseaux de
canalisations.
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NOMENCLATURE

A section transversale de la conduite ou vecteur
C vitesse du son isotherme

d diamétre du pipeline

fg facteur de friction du gaz

F  vecteur flux dans |’ équation (5)

accélération de la pesanteur

- «Q

longueur (relation (8))
flux massique de gaz
débit massique de gaz
poids moléculaire du gaz

pression

A v 3 £ 3

constante universelle des gaz

—+

temps

—

température absolue du gaz

vitesse du gaz
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X coordonnée axiale, L

Z facteur de compressibilité
z dénivelée

w  fréquence

ry densitedugaz

rg densiteéal’entrée

Dt incrément de temps

Dx pasd espace

g angled inclinaison du pipeline

indices:

I entrée, point courant, nosud

g gaz
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APPLICATION D’UN SCHEMA EXPLICITE DE TYPE
LAMBDA POUR UNE SIMULATION NUMERIQUE DES
ECOULEMENTS NON STATIONNAIRES DE GAZ DANS

LESCONDUITES SANSET AVEC VARIATION DE
DIAMETRE
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1. INTRODUCTION

Dans une période relativement récente des chercheurs tels que Moretti [1] et
Zannetti & Colasurdo [2], ont développé une vieille idée dont I’exploitation a
permis d obtenir un schéma aux différences tres attractif du point de vue
mathématique et doté d’ utilités trés intéressantes. Les équations de compatibilité,
correspondant aux équations de conservation de la masse et de la quantité de
mouvement pour un fluide compressible, sont transformées en un schéma aux
différences de type prédicteur-correcteur de type Lambda. Ce schéma peut se
présenter sous une forme explicite ou implicite (Moretti [1] et Danone and

Napolitano [3]). Son application dépend de la nature du probléme considéré.

Certaines qualités et avantages de ces schémas ont été remarqueés et expliqués
par Moretti [1], particulierement leur capacité de prise en compte directe des
écoulements au niveau des singularités sans pour cela faire appel a une

guel congue technique de traitement des discontinuites.

Un autre avantage important de ces schémas est celui se rapportant au concept
de « condition aux limites auto-réflechissante » (Moretti [4]): L’ utilisation de la
forme caractéristique des équations qui décrivent les écoulements aux extrémités

permet d’ éviter la méthode de latechnique dite de réflexion.

Ainsi, en considérant une forme explicite de ces schémas, Gabutti [5] a étudié
les propriétés numeériques de cette derniere. Il a vérifié sa stabilité qu'il trouve
plus attractive que celle des schémas classiques (de la famille des schémas de
L ax-Wendroff).

Nous proposons de réaliser dans cette deuxieme étude quelques applications
du précédent schéma en le reprenant sous la forme qui convient aux exemples
considérés. Alors, compte tenu de la nature des régimes transitoires existants

dans les conduites courtes, nous proposons une méthode de résolution efficace et



pratique des équations de conservation de la masse et I’ équation de de la quantité
de mouvement du gaz, |’ évolution de I’ écoulement étant supposée isotherme et
la paroi de la conduite rigide. Pour les pertes de charges nous avons utilisé les

corrélations courantes du régime permanent
2. DEVELOPPEMENT DU MODELE MATHEMATIQUE

Si nous considérons une conduite de section geéométriquement variable,
I”équation de continuité telle que développée dans |’ étude précédente peut

S écrire:

fir 4 1 19S
- V)y=- 2= V 1
ﬂt+'ﬂx(rg ) S'ﬂx(rg ) @)

L’ équation de la quantité de mouvement dans le cas d un écoulement isotherme

S écrit :

T 1 2 1S fgrgV|V] 1z
—(rVS) + —(r ,V%S+PS)=-pP—. 221 1. - 2
ﬂt(fg )+ﬂx(rg + PS) x D rggﬂx (2)
L’ équation d’ état pour le gaz s écrit :
P:rgﬂ (3)
m

et compte tenu des conditions isothermes de fonctionnement, la vitesse de

propagation des ondes devient :

&ZRT

e

|- -1-O

.05

(4)

Q
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Le but de cette étude consiste a reformuler de maniere appropriée les équations

précédentes pour des applications pratiques d’ écoulement de gaz.

Nous reprendrons, pour le calcul des conditions du régime permanent la
méme démarche gue dans la partie précédente, a savoir une forme implicite de la
variation longitudinale de la pression dans la canalisation (relation de I’ étude
précédente).

Dans I’ étude précédente, deux applications ont été réalisées pour les cas d’'un
écoulement rapide et lent de gaz dans une canalisation, en utilisant pour cela
deux schémas aux différences explicites (Kessal [6]). Dans cette deuxiéme étude

un schéma explicite de type Lambda est appliqué pour le premier exemple.

3. SCHEMA NUMERIQUE

En utilisant la méthode des caractéristiques pour convertir le systeme
d’ équations aux dérivées partielles (1) et (2) en un systéme différentiel ordinaire
(Lister [7]), I'interprétation physique de cette transformation montre que les
ondes de pression traversent la conduite avec une célérité, donnée par larelation
(4), propageant ainsi la perturbation initiée a I’extrémité du conduit. Cette
théorie est généralement utilisée pour suivre le développement des ondes de
pression dans les fluides (annexe A). Ainsi les équations différentielles issues de

la transformation précédente s écrivent :

f
e a e MG e &
¢}
L PN oy gE. VS (10)
r.Cd d 2D xS



Ces équations sont associées aux directions caractéristiques dont les pentes dans

un plan x, t sont données par les relations suivantes :

dx

|+:—:V+C 11
dt (11)
dx

| =—=V-C 12
ot (12)

L’ obtention dun schéma de type Lambda a partir des équations précédentes

requiert les transformations qui suivent.

Utilisant les relations (11) and (12) les équations (9) and (10) prennent la

forme :
e‘ITP . IP” U eqv Lfv'u
Sor " T 4TS T Tl
x 0 X {
é a reczv a (13)
rCoV|V|+ = =B g
2D S dx
et
eﬂP LIPT U SIS A
+ | rgCe—+I u
e'”t fix G e'”t fix G (14)
r Cf—V|V| Vs
2D S ax
La sommation de ces deux équations nous donne apres simplification :
E+05I+ﬂp +I'ﬂp_3+
it e Tx X g
(15
2r ,C 2v
o5r,ca VIV, 2 oS _

é X ﬂX S dX
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En soustrayant |’ équation (13) de I'équation (14) et aprés simplification, on
obtient :

ﬂﬂ\: +05el+ﬂ1\1/ ﬂ'l\T/ 3+

X X
, é g (16)
rqag Tx fx g 2D

Les équations (15) et (16) sont sous une forme dite Lambda. Il faut noter que
les indices + et — indiquent les directions caractéristiques le long desquelles les
dérivées sont approximées. Les paramétres prédits V; and B peuvent étre

obtenus par la substitution des approximations aux différences finies dans les
équations (15) and (16):

R u
P =pl- OSDt@I*ﬂP Eu-
e Tx % g
(17)
U 2r ,C*V
0.5r CDt@l+ﬂV - v g+ —2 ot
& Ix ™ g S dx
. . é * u
v/ =vj-osptg NV __ - IV
é Ix > g u
. + (18)
e ., u . .
0.5Dt o 1P y ﬂu- Rvij‘vi,‘
rgC é X fx Q
f4 Dt
ox R =3
2D

Ainsi, le schéma prédicteur-correcreur appligué a notre systeme d’ éguations

est donné par la procédure suivante (inspirée des travaux de Gabutti [5]).

42



Les dérivées en x dans les équations (17) et (18) sont approximées de la maniére
suivante :
Prédicteur:

Premiére partie:

1F" _F - Rl

Ix - Dx | (19)
FF_FL-F
ﬂﬂ X - 1Dx (20)

En remplacant les opérateurs précédents dans les équations (17) et (18) on
obtient les valeurs prédites de la vitesse et de la pression v, e P’

respectivement.

Deuxieme partie.

Les valeurs prédites des dérivées locales ﬂﬂit et % des équations (15)

et (16) sont calculées en utilisant les approximations aux différences suivantes:

TF" 2Fij - 3Fij-1 + Fij-z

x - Dx (21)
F- - 2F +3F), - Fl
ﬂﬂx — i Dxl 1 i+2 (22)

Partie correcteur:

Considérant les approximations aux différences suivantes et en utilisant V' &

P au lieu de V et P dans les équations (15) et (16), les valeurs corrigées des

i P N
dérivées locales 11T1_t e 1V peuvent étre obtenues.



=1L 23

(24)

Finalement, les valeurs de P et V a un niveau de temps suivant, sont

déterminées par les équations suivantes:

PI*t =Pl + 0.5DtP_ 4 _ﬂpg (25)
i Mty
vii+1=vii+o.5DtaeW LIVO (26)
it

Il peut étre noté que la discrétisation précédente n’est possible qu’ aux noeuds
3,4,..., N-1 comme on peut le remarquer dans la deuxiéme partie du schéma
prédicteur. Les points adjacents aux extrémités font I’objet d'un traitement
particulier. Pour cela nous avons utilisé une approximation décentrée pour les
noauds 2 et N.

Notons que dans les travaux de Gabutti [5], une approximation par les
différences finies en deux points a été utilisée pour les noauds adjacents aux
extrémités. Dans cette étude, I'intervalle de temps de calcul a été choisi de fagon
a satisfaire le critére de stabilité en tout point du maillage. Cet intervalle peut

étre réduit dans certains exemples de calcul en dynamique des gaz.

4. CONDITIONSINITIALESET AUX LIMITES

Les conditions initiales et aux limites du systeme d'équations (1) et (2)

doivent étre spécifiées afin d’ obtenir une solution appréciable a ce dernier. Les



conditions initiales de ces systemes sont requises afin de déterminer la pression
et la vitesse initiales comme fonction des positions x le long de la canalisation.
Dans cette étude, la relation (8) donne la répartition de la pression le long de la
conduite. Les conditions aux limites doivent étre aussi specifiées afin d’ obtenir
une solution unique au probleme. Elles dépendent des exemples pratiques
considérés. Dans notre cas il est propose un traitement numérique des équations
qui décrivent les conditions aux limites par la méthode des caractéristiques
(annexe A).

Ainsi I'intégration des équations (9) et (10) le long des droites
caractéristiques de pente positive et négative (équations (11) et (12)) nous

donnent les équations aux différences suivantes (annexe A):

VIt v+ @ O (P - R +
RV J ‘v.i ‘:o 27)
i-1 i-1

VI Vil - @ O (P - PL)

i i = (28)
RVi+1 Vi+1 =0

Une procédure de calcul qui permet d obtenir P ou V est nécessaire en
considérant un incrément de temps Dt et un pas d'espace Dx constants. Les
valeurs des parametres du fluide sont calculées a partir de leurs vaeurs aux
points du maillage i-1, i et i+1. Ce choix est fait compte tenu du critére de

stabilité suivant :

Dt c 1
Dx a+|V|

(29)



5.RESULTATSET DISCUSSION

Deux exemples pratiques d écoulement subcritique de gaz dans les
canalisations et de particularités différentes, ont fait I’objet d’applications du
précédent schéma. Le premier exemple concerne un tube de 0.61 m de diamétre
et de 1 m de long rempli de gaz a une pression de 125 kPa et une temperature de
300 K. L’extrémité de ce conduit est soudainement ouverte a |’atmosphere

ambiante de pression 100 kPa (figure 1.).

La distribution de la pression et de la vitesse d’ écoulement du gaz ont fait
I”objet d’'un calcul numérique dont les résultats sont montrés dans les figures
suivantes. L’exemple considéré est illustré par la figure 1a ou I’ extrémité avale
est brusquement ouverte pour débiter dans le milieu ambiant. La solution du

probleme est calculée en négligeant les pertes d’ énergie dues au frottement.

Les conditions initiales au temps t=0 sont:

Pour i=1,...,N: R=125kPa, T;=3000 K, V,=0.

L es conditions aux limites sont supposees étre:

Pour i=1: P,=125kPa, T;=300 K, V;=0.
Pour i=N+1.  Py,;=100kPa.

Pour une simulation numérique de cet écoulement transitoire trés rapide, le
maillage de calcul considére Dx=0.01, avec un pas de temps de Dt=3.36x10°s
et un C.F.L=1 (critere [1], C.F.L=(aDt)/Dx) a été adopté. La vaeur du pas
d’ espace Dx peut étre diminuée afin datténuer les instabilités dues au

changement brusque du diametre.



Dans la figure 2 nous montrons les résultats jugés satisfaisants, obtenus par
I’ utilisation du schéma de type Lambda en comparaison avec la solution exacte.
On peut aussi observer que ce schéma produit une précision similaire a celle des

schémas de calcul recemment dével oppés (Harten [8]).

. L’onde d’'expansion générée par I’ouverture de |’extrémité avale peut étre
clairement observée. Ces résultats indiquent que le gaz est évacué du tube a une
vitesse d'environ 60m/s pour un diamétre constant. Quelques distributions
classiques de la pression et de la vitesse d’ écoulement sont tracées sur les figures
3 et 4 dans le cas d'un retrécissement de diametre sur une longueur donnée

Le rapport des diametres relatif de lafigurelb est défini par :

£-D2 (30)

ou: D;=0.61 m et D,=0.38 m dans la figurelb.

On peut observer sur ces figures que I'effet de la variation de diamétre sur
I”évolution de la pression et de la vitesse d’'écoulement gaz est trés apparent.
Néanmoins quelques instabilités de petites amplitudes, introduites par ces
singularités, existent. Pour cela un choix d' un pas de |’ espace relativement petit
peut étre requis, afin d’ atténuer ces indésirables phénomenes. Mais cela menerait
certainement a temps de calcul plus éevée. Un compromis raisonnable doit donc
étre trouvé. Cependant sur le plan de la programmation, I’ algorithme de calcul
ne nécessite pas un traitement particulier des singularités dues au changement de
diametre, comme dans les exemples pratiques qui existent dans la littérature.
Comme il a été mentionné par Moretti [1], |la bonne adéquation des résultats
obtenus n’est pas due a une quelcongue vertu (de ce type de schéma) de capture
des ondes de choc mais plutét a sa stabilité qu’'il conserve lors des écoulements a

travers une singularite.
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Le second exemple concerne un écoulement de gaz dans une conduite
relativement courte avec une entrée de gaz variant dans le temps. L’ écoulement
a l'intérieur de la candlisation est simulé par le précédent schéma aux
différences. Cet exemple a été considéré dans les travaux de Wylie and Al [9],
Rachford and Dupont [10] et Zhou & Adewumi [11] dans lesguels les solutions
ont été obtenues, en utilisant respectivement la méthode des caractéristiques
(MOC), les méthodes variationnelles, et, un schéma explicite du premier ordre
a trois points de Gudonov un schéma explicite de second ordre de type TVD
sans terme source.

Une conduite de dimensions similaire a celle utilisée dans la premiére partie
est considérée avec les mémes conditions initiales et aux limites. Pour la
simulation de cet écoulement le schéma aux différences de type Lambda pour les
points de maillage intérieurs et les équations aux caractéristiques pour les
extrémités adoptent le méme pas de temps pour lequel le critére de stabilité doit

étre satisfait.

Durant les calculs numériques nous avons adopté un maillage de Dx=0.9144
m, Dt=0.811x10° s et C.F.L=0.312. Ces hypothéses comparées a celles
utilisées par les schémas de Godunov et TVD [19], respectivement: Dx=0.9144
m, Dt=0.09144x10° s et C.F.L=0.0348; Dx=0.9144 m, Dt=0.9x10° s
C.F.L=0.348, semblent indiquer que le schéma proposé dans cette partie

présente de bonnes caractéristiques numériques.

Quelques résultats de calcul sont illustrés par les figures suivantes. Lafigure 5
illustre I’ évolution du débit massique du gaz au point milieu de la canalisation
(x=0.5*L), ou nos résultats sont comparés avec ceux obtenus par Zhou &
Adewumi [11]. Une bonne adéquation peut étre observée. Le front d’onde est

complétement résorbé au bout de 0.8 s.



La figure 6 montre I'évolution de la pression a I'entrée de la canalisation
(x/L=0). Les résultats obtenus par le présent modele sont tres satisfaisants en
comparaison avec ceux des auteurs précités. Notons ainsi que la durée des pics
de pression est pratiguement la méme. L’onde de pression est convenablement
capturée et le cycle reproduit de maniere auss exacte que celle des schémas dits

de haute résolution (schémas TVD par exemple).

Dans la figure 7 les fronts d’ onde de pression sont simulés pour un temps de
2.4 secondes. Les résultats obtenus par le schéma aux différences considéré dans
cette partie reproduisent de maniére relativement fidele le phénomeéne, c’est-a
dire sans une perte importante de la précision. Néanmoins de |égeres différences
existent avec les courbes relatives aux travaux de Zhou and Adewumi [11] qui
peuvent étre liées au choix de la méthode de calcul du coefficient de frottement.
Il faut noter que dans cette figure et dans les deux autres qui suivront, une
comparaison avec la méthode des caractéristiques (MOC) n’a pas été considérée
par cet auteur.

L’ évolution de la pression a |’ extrémité avale de la canalisation (x/L=1), pour
un temps de 0.8 secondes, est montrée dans la figure 8. Les résultats semblent

satisfaisants et en bon accord avec ceux des précédents auteurs.

Afin de tester |’ efficacité de la méthode numérique proposee dans cette partie,
une évolution de la pression pour un temps trés proche de la fin du phénomene
transitoire est considéré. Cette évolution au point x/L=0 de la canalisation, telle
gue montrée dans la figure 9, est satisfaisante en comparaison avec les résultats
de la littérature. Ceci indique que le schéma aux différences de type lambda
développé dans les sections précédentes est efficace et reproduit de maniere

exacte le phénomene étudié, ¢ est-a-dire sans effets indésirables.
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6. CONCLUSION

La méthode de calcul présentée dans cette partie permet de simuler de maniere
satisfaisante la propagation des perturbations de la pression ou de la vitesse
initiées a I’une des extrémités de la canalisation. Nous avons montré que le
schéma de type Lambda obtenu permet de réduire le temps de calcul et d’ éviter
les instabilités relatives a certains schémas aux différences. Il présente aussi une
formulation simple en comparaison avec les schémas de haute résolution, certes
précis et stables, mais plus sophistiqués et plus difficiles a programmer,
particuliérement lorsqu’il s agit d étudier les réseaux de distributiion de gaz. En
outre la prise en compte, de facon directe, des singularités qui peuvent suvenir
ou exister dans les conduits, permet ainsi d’éviter le recours aux conditions de
saut pour le traitement des discontinuités. Les résultats obtenus sont de maniere
globale aussi satisfaisants que ceux issus de I’application de schémas aux

différences plus récents.
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NOMENCLATURE

S  section transversale de la conduite, vecteur
vitesse du son
diamétre de la conduite

fg  facteur defriction du gaz

g  accéération de la pesanteur

N  nonbre de points du maillage

m masse moléculaire

P pression

R  constanteunverselledesgazou R = fg%

t  temps

[, L longueur

T  température absolue du gaz

V  vitesse du gaz

X coordonnee axiale, L

Z  facteur de compressibilité or élévation

r  densité du gaz

r, densité dugaz al’entrée

Dt pasdetemps

Dx pasd espace

Indices

g oga

entrée, noaud
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ETUDE DESREGIMESTRANSITOIRESEN CONDUITE
DE LIQUIDE CONTENANT DESGAZ DISSOUSAVEC
PRISE EN COMPTE DU DEGAZAGE
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1. INTRODUCTION

Les écoulements en régime transitoire de liquide contenant du gaz ont été
étudiés par plusieurs auteurs et ce depuis plusieurs annees (Kranenburg [1],
Wiggert & Sundquist[2]). Cet écoulement particulier concerne genéralement les
installations nucléaires, les réseaux de distribution de gaz, de pétrole et d eau.
Quand la pression en un point d’ une canalisation chute au dessous d’ une certaine
valeur critique, I’ évolution des germes, contenu dans le liquide, peut donner lieu
alaformation de bulles de gaz. Si la valeur de cette pression est proche de celle
de la vapeur saturante du liquide considéré, des poches de vapeur, dues a la
rupture de la veine liquide, peuvent apparaitre en des points particuliers de
I” écoulement. Elles peuvent se fermer ou s ouvrir durant les cycles de va et

vient des ondes dynamiques développés par |e phénomeéne transitoire.

Les travaux sur la rupture de la veine liquide ainsi que le dégazage qui
I”accompagne, en tant que phénomeénes physiques, sont rares. Néanmoins, les
auteurs preécités ont utilisé, respectivement, un schéma explicite du second ordre
a deux pas de temps du type Lax-Wendroff et une nouvelle forme de schéma aux
différences issue de I'intégration des équations de compatibilité (méthode des
caractéristiques). En outre a été considére I’ influence des gaz dissous ainsi que le
dégazage sur |’ évolution des parametres de fonctionnement, particuliérement sur
les ondes dynamiques. Malheureusement ces études sont limitées par le nombre
de suppositions arbitraires quant au point de rupture la veine liquide et au
dégazage. Néanmoins, Baasiri & Thullis [3] ont réalise une étude
expé&rimentale sur la rupture de la veine aboutissant ainsi a une évaluation
quantitative de la quantité de vapeur dégagée dans le cas d’un écoulement
transitoire d’'un mélange homogene liquide-gaz. Les résultats numériques n’ ont

pas fait I’ objet de comparaison avec un modéle théorique.
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Privilégiant seulement |’ aspect numérique du probléme, Chaudry & a [4],
ont utilise deux schémas aux différences explicites du deuxieme ordre pour
résoudre I’ équation de conservation de la masse et |’ éguation de la quantité de
mouvement du mélange, sans considérer le phénomeéne de rupture de veine et
tout autre probléme d' ondes de choc dans la formulation analytique ainsi que
dans les calculs. Cependant ils ont montré que I’ influence des gaz dissous (ou de
vapeur) dans le liquide sur les parametres de fonctionnement peut étre prédite de

maniére adéquate par cette procédure.

Dans un récent travail, Hadj-Tayeb & al [5], considérant une forme explicite
des équations, ont étudié le cas d'un mélange homogéne de gaz et de liquide
pour des conduites rigides et quas rigides. Dans I’exemple d’ application qu’ils
ont considéré, les effets des gaz dissous et |'élasticité de la paroi de la
canalisation sur la vitesse de propagation des ondes dynamiques et de la

pression sont montrés et discutés.

Plus réecemment encore, anaysant I'influence de I'air dissous durant les
écoulements hydrauliques transitoires dans les pipelines équipés de soupapes
d évacuation d'air aux point hauts du profil comprimé, les résultats
expé&rimentaux de Lee [7] permettent d observer une montée brusque de
I"amplitude de pression (suivie d'une courte rupture de veine) lors de
I’ évacuation de I'air présent dans la canalisation. Cette surpression résulte de la
fermeture rapide de la soupape. Par contre dans le cas d’'une fermeture lente

Nous avons remargué une atténuation importante de I’ amplitude de pression.

Aussi, dans une étude sur les surpressions dans une conduite avec paroi rigide
revétue, Stephenson [6] a montré que I’'influence de I’ air dissous sur le matériau
constitutif de la paroi est un facteur important dans les pipelines soumis a des

surpressions. |l faut rappeler que ces dernieres dus dues pour la plupart des cas a
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des manoauvres accidentelles ou des arréts brusques des pompes. Ce probleme

peut survenir aussi durant les essais hydrostatiques des pipelines.

Dans les calculs, I"hypothése, qui consiste a supposer |’ existence de poches de
vapeur a des positions particuliéres du pipeline, donne pour la plupart des cas
des résultats satisfaisants. Plusieurs auteurs ([1] and [2]), qui ont utilisé cette
technique simple, ont obtenu des résultats satisfaisants en comparaison avec les
relevés expérimentaux, pour le cas d'une conduite horizontale. Par contre, si
I’on considére I'exemple de réseaux de canalisations, le choix du point de
localisation de la cavité de vapeur, pour chaque conduite, peut mener a un temps
de calcul excessif avec un programme de calcul plus complexe. La formulation

du probléme présentée dans ce travail permet d’ éviter ces difficultés.

Plusieurs types de systémes d équations ont été considérés par plusieurs
auteurs avec un nombre d'inconnues généralement égal au nombre d’ égquations.
Analysant le modéle a deux fluides (avec quatre équations) et considérant les
fréquences des oscillations des bulles, Kessal [8] a retrouvé le modéle de
Wiggert & Sundquist [2] avec une application au cas d’un écoulement cavitant.
Reprenant cette application sous une forme plus générale, il est proposé dans
cette étude de réduire le nombre d’ éguations et de calculer les trois inconnues
(pression, vitesse et taux de vide) de maniere implicite. Ainsi, compte tenu de
I"influence des gaz dissous sur la déformation de la paroi, il serait donc utile de
tenir compte dans la formulation des équations de I'éasticité des phases en
présence et du métal constituant la paroi, afin d anayser les interactions
éventuelles. Dans le présent travail les calculs sont donnés uniquement pour le

cas de I'influence des gaz dissous.

Nous proposons alors une reformulation mathématique et physique compléte
d' un écoulement homogéne de liquide contenant des gaz dissous,c’ est-a-dire une

prise en compte de I|'élasticité de la paroi, le dégagement de gaz et
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particuliérement le phénomene de rupture de veine. Ceci est réalisé en réécrivant
tous les parametres de |’ écoulement en fonction de la pression. La rupture de
veine fera I’ objet d’une attention particuliere par I’introduction d’une nouvelle
formulation des équations qui permettra de conserver la continuité du milieu
fluide. Le dégazage sera quantifié a partir dela loi de diffusion gazeuse et des

hypotheses de Boussinesq [9].

Afin de cerner les phénomeénes précités, les hypothéeses suivantes relatives a

une cavitation vaporeuse et gazeuse seront introduites dans les calculs:

1. Leméange fluide a deux composants est homogene.

2. L’échange de quantité de mouvement entre les phases est négligé. Pour cela

les vitesses respectives seront supposees égales.

3. Les parametres d’' écoulement ainsi que les propriétés physiques des phases

en présence sont moyennés sur la section transversale de la canalisation.

4. Le débit de dégazage par unité de volume est fonction des paramétres
suivants : la pression(p), la tension de vapeur saturante du liquide (pv), le temps

(t) lapression de saturation du liquide et la température.

5. L’énergie d' agitation est négligée.

2. MODELISATION MATHEMATIQUE

Le modéele mathématique est basé sur une approche unidimensionnelle d’un
écoulement de liquide contenant des gaz dissous. D’une maniére géenérale le
processus de transfert de chaleur dans une cavité ou poche de vapeur et de gaz

est trés lent dans en comparaison avec le temps de variation de la pression. Par
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consequent, la tension de vapeur et la température dans la poche peuvent étre
considérées comme constantes. De méme que I’équation du mouvement des

deux phases en présence peut étre remplacée par celle du mélange.

2.1. Etablissement des équations

Pour le modéle précité les composants (si I’on somme les gaz dissous et la
vapeur) seront traités comme un mélange possédant les mémes parametres
moyens sur une section transversale de la canalisation. En négligeant le
glissement entre phases, les équations du mouvement seront écrites pour cette
section. Considérant un volume de contréle de la conduite, les équations de
conservation de la masse et I’ équation de la quantité de mouvement pour chaque
phase, dans le cas d'un écoulement non permanent s écrivent (Wiggert &
Sundquist [2]) :

T - 1 -
ﬁ(ral S)+ﬂ—x(ral SV) = GS (1)
T 19+ 1@ sv)=-gs @
it X

Tt ves T vieet <P - —

ﬂt(ral VS)+ﬂX(ra| Vo9 + | Sﬂx_ pPDgtg +ara | Ssina (3)

%(n(l— T)V$+ﬂ—i(r|(1- T)VZS)+(1- T)S%: -pDit; +gr (- T)Ssina  (4)

ou: ra=rg*ry
re: v, € S étant respectivement les densités du gaz, de la vapeur ou du
liquide et |a section transversale de la canalisation et G, le taux de production de

gaz donné en Kg/s par unité de volume du mélange.
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Le taux devide T est le ratio du volume de gaz par unité de volume de
mélange, V est la vitesse commune moyenne de |’ écoulement. Lesindices g, | et

a se réferent respectivement au gaz, au liquide et au gaz+vapeur ou au mélange.

L es termes de frottement pour le gaz et le liquide sont donnés respectivement par

|es corrélations suivantes :

1 1 -
ta=ECfara|V|V et ty=5Cyn (-1 VIV

Dans cette étude nous considérerons:
ta:tg et Cia = Cfg

Ou: G, p, Dy, ty, ea sont respectivement le coefficient de frottement, la
pression moyenne, le diamétre hydraulique relatif a une conduite remplie par
chacun des deux fluides, les contraintes de frottement visqueuses et |I’angle
d’inclinaison de la conduite par rapport al’ horizontale.

La sommation des équations 1+2 et 3+4 donnent les équations du mélange:
il il _
ﬂt(rS)+ﬂX(rSV)—O 5)
1 1 2 _ :
—(rSV)+—(rSV-+P)=-pDt,, +rgSsn a (6)
1t 1x

Dans ces éguations r désigne la masse volumique apparente du mélange:

r=ra+r;(2-1) (7)



ou laforce de pression P est donnée en fonction de la section transversale de la

conduite :

P = g5dp (8)

L’ équation donnant la déformation de la paroi de la conduite en fonction de la

pression s ecrit (Annexe C):

dS Dm
—=—"d 9
s P (9)

Ou e, E et msont respectivement I’ épaisseur de la paroi, le module d’ éasticité
du matériau constituant la paroi et le coefficient de Poisson.

L’intégration de I'équation (8) compte tenu de la relation (9) nous donne
(Annexe C):

__So(P- Po)
P= 1. (P- Po)Dg (10)
2eE
En posant: z=rS (11)
Les équations (5) et (6) deviennent:
iz \l _
= + X (zV) =0 (12)
1(zV) + l(zV2 +P) = -zgsina + zpDt (13)
It x !
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En désignant par la suite, pour plus de simplicité, la masse volumique du
melange vapeur+gaz dissous par 1, les parametres relatifs a ce mélange seront

exprimé avec un indice g.

Si I’on néglige les termes de viscosité d une bulle de rayon R, contenant de la
vapeur et entourée de liquide saturé de gaz, I'équation d équilibre dans ce

milieu s écrit :

2s
Pg=P- Pyt o (14)

ol py, o s sont respectivement les pressions de gaz, de la vapeur et la
tension superficielle.

L’ équation d’ état pour le gaz ou le liquide s écrivent :

dr

_g:idp (15a)
g Kg

d, 1

—=d 15b
Y p (15b)

Ou K, et K, sont les coefficients de compressibilité du gaz et du liquide.

La combinaison des relations (1) et (5) permettent d'écrire une équation de

conservation de la masse sous la forme suivante (Kessal [10]):

=-—= (15c)
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L’intégration de I’équation précédente, compte tenu des relations (7), (10) et

(11) permet d’ exprimer le paramétre z sous laforme suivante :

| 1
z=ro7—P 7 G (16)
°© ®1 p-pof
g So eEW/EQ)

ou le coefficient G; est fonction du taux de dégagement G, (Annexe D):

G, = (17)

et p = R (18)

si |I’on pose: P =—

Dans cette équation, le rayon de la bulle est déterminé a partir de son équation
d’ équilibre dans laquelle on néglige les phénoménes dynamiques du a la vitesse
de déformation de I’interface de la bulle. Ceci peut étre justifié si |'échelle de

temps du mouvement transitoire est supérieure a la période des oscillations des

bulles.

Considérant les équations (7) et (15), le taux de vide peut étre exprimé en

fonction de la pression :
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0

&
S|

I = - (19)
-1e 00 c’ﬂ’ 0
r|oexpg IGP- P == T *&s :
e 0 2y T, g
Si I’on introduit une forme adimensionnelle de z telleque. z' = . ZS le
o~0
systéme d’ équations (12) - (13) devient:
1z°
it + (z V)=0 (20)

AP vz ey= e z
ﬂt(z V)+ﬂx(zv +P)=-z gsmq-ZCthIVIV (21)

. P
Ou: P = =y (22)
Compte tenu de I’ éguation (10) cette équation devient :
' _P- Po 1
P =
o 1. B~ D, 23
2ekE

En négligeant la tension superficielle s et apres ssimplification, le parameétre z

en fonction du rapport des pression s écrit:

P |1+ Eo (P - 1)
z' = —— — Gy (24)
o +(1- T o)P
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ou :

Eos =0 and Eol =K[(p- p,)

L’ équation précédente permet d’ exprimer leratio P en fonction de z', tel que:

-1,z - (- Eo')+\/[(1- Eo)z - (1- Eo) ? vl o Eo
P = :

25
2Eo (25)
ot _ (P-DPro (26)
1- (P -1)Dro
. Eos Do
ou: Pro=— et Dro=——Eos
o 2e

Considérant la relative complexité des relations précédentes les termes Eos,
Eol, EoG Pro, et Dro ont été utilisés pour faciliter les calculs sur ordinateur.

La méthode des caractéristiques peut étre utilisée pour transformer le systéme
d’ équations (20) et (21) en systéme d’ équations ordinaires (Courant and Hilbert
[11]). Alors la forme caractéristique de ces équations (ou équations de
compatibilité) est:

dP £z adV +(z agsn q- ZD&z'dVW))dt:O (27)
h
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Ces équations sont associees aux directions caractéristiques :

%—V_F
a2

Ou I’ opérateur différentiel du systeme (27) s écrit :

d_1 Al
a -t VEAT

(28)

(29)

ou a est la célérité de propagation des perturbation de la pression et de la vitesse

d’ écoulement qui peut étre exprimée de maniere qui conviendrait a une forme

adimensionnelle des équations, telle que :

N

(SRR e

Rz
a=k——
Sop

Compte tenu des équations (20) et (21), lacélérité a devient:

EEos
a= A1 o
1- 20 (p oy [(A2+ P EG)AL- AP (1 Ty)
2e
ol : A=l g +2-1 )P

A, =1+E0 (P - 1)

(30)

(31)

Il est & remarquer dans les équations précédentes que la présence d une

quantité de gaz libre dans le liquide influence sensiblement la pression et la
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vitesse de propagation de I’ onde dynamique. Cette derniere varie en fonction de
la pression. Cette équation considére simultanément |’ influence des gaz dissous
ains que la déformation de la paroi de la conduite.

Une forme adimensionnelle compléete des équations peut étre obtenue en
exprimant les parametres inconnus en fonction de la vitesse initiale, du temps et

de lalongueur.

-
T, T vy=o (32)
mw %

T zvys Lzvier)=- z'Sngzosiné - &z'DXOV"V' (33)
qit x V§ Dy,
5
dP +z'adV =7F¢z ngzos'nq- 2 zZ DX @'ty (34)
é Vo D %)
N . _ a Vv .t X DX,
: = _ = — = — = t, =
OU a VO y V VO ) t to’ X DXO’ [0} VO
i . P
Dans cette formulation: P = 5
rOS)VO

3. RESOLUTION NUMERIQUE

Le systeme d'équations (33) et (34) peut étre présentée sous la forme

matricielle suivante:

TR, IR g (35)
qt Ix
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1F, , TF,
Tt Tx

= F, (36)

Ou F,F, F; F, et |5 sont les matrices contenant les parameétres z et V'.

La résolution de ce systéme d' équations est réalisee par types de schémas aux
différences. Le premier schéma est explicite de type prédicteur-correcteur a
deux pas de temps pour les points de maillage intérieurs : une nouvelle forme du
schéma de Lax-Friedricks comme prédicteur et un schéma de type leapfrog
comme correcteur (voir la premiere éude). Les conditions aux limites font

I’ objet d’ un traitement par la méthode des caractéristiques.

3.1. Schéma a deux pas de temps.

Un forme nouvelle du schéma de Lax —Friedricks appliquée aux systeme

d’ équations (35) et (36) , nous donne :

[Flpr=os([r ] n (R D0 ) osn (R Tra- (R Iy}
[Fa =05t (7] 5y oLre 10, - 05vicl [, ] e[ ]y Y
+05*At([Fs ] N+ [Fs 17, ) b

Ce schéma est obtenu par une procédure similaire a celle donnée dans la

premiére partie de I’ ouvrage de Hirch [12].

Le rapport des premiers termes de ces deux schémas nous donne la vitesse

d’ écoulement du mélange a un temps t+Dt.

Une viscosité numérique est ainsi introduite par le premier terme du membre

de droite de [I'équation (37). Maheureusement ce schéma cause un
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amortissement considérable compte tenu de sa précision du premier ordre, ce
qui ménerait & des pressions de faible amplitude. Ainsi une précision du
deuxieme ordre peut étre obtenue en gjoutant a I'éguation (10) un deuxieme

schéma du type leapfrog, correspondant a un deuxieme pas de temps.

[Fo 1 =[F 1w ([, Diele 1oy )

e 1o e (e 1k ([es Toelr 1o et

i+1 i-1 1

05+ At([Fs [ M2 [Fs ] ) b

Le rapport des deux premiers termes des schémas précédents donne la vitesse

d’ écoulement du mélange au temps t+2* Dt.

Les équations (37) et (38) constituent un schéma prédicteur-correcteur a
deux pas de temps de la famille des schémas de Lax-Wendroff.
L’ amortissement gu’il produit est appréciable pourvu qu’ un nombre de points de
maillage adéquat soit bien choisi. Sa consistence avec le systeme d’ équations

(32)-(33) peut étre aisement vérifiée et sa stabilité linéaire satifaite pour:

Dt 1

39
Dx£C+|V| (39)

3.2. Schéma de Mac Cormack.

Compte tenu de la forme conservative du systéme d’ équations (32)-(33), il est

relativement bien établi que I’ utilisation des schémas de la famille S} pour des
valeurs arbitrairesde a etb (Lerat & Peret[13]) peut ére recommandé pour
leur résolution numérique. Pour des valeurs de a =1 et b=0 nous obtenons le

schéma predicteur-correcteur de Mac Cormack (utilisé dans cette étude) qui est
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généralement employé pour la résolution de plusieurs problémes de la

dynamique des gaz.

Ce schémas aux différences est obtenu a partir d’ une discrétisation explicite
pour le prédicteur en (i+b) a un niveau de temps (n+a). Par une technique de

différentiation avancée, il peut s écrire:
['_:1]P+1: [R]}- k{[Fz]in+1' [FZ]in} (40)
[Ez] T [F3] - k{[':4]in+ 1 [F4]in}+ 0-5*At§[F5]in+[F5]in+ 1% (41)

Le schéma correcteur est défini afin d assurer une précision du deuxiéme ordre,

telle que :
[Fl]in t1s 0-5;1 §Fl]in+ [fl]in %- kgﬁz]in' [Ez]in- 1%% (42)

Rl -oddrl-Rlrg gl Bl ol Bl @

Ou le rapport k= (Dt/Dx) est caculé pour satisfaire le critére de stabilité
suivant :

o, 1
Dx ~ Max (V| +a)

(44)
Sachant que le phénoméne de rupture de veine n'est pas seulement un

probléme d’ hydrodynamique mais aussi un probléme de changement de phase, il

n'est pas nécessaire d' utiliser des schémas sophistiqués (de haute résolution par

exemple) pour résoudre le systéme d'equations précédent. Aussi il est bien
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admis, comme reporté par Fletcher [14], que les schémas de Godunov du
deuxiéme ordre (par exemple) produit une solution plus précise que les schémas
précédents , mais de programmation plus sophistiquée et moins économique du
point de vue du temps de calcul. Cependant les algorithmes FCT sont plus précis
que la viscosité artificielle. Alors, dans le souci de réaliser un traitement
convenable du probleme de I’onde choc qui accompagne le phénoméne de
rupture de veine (du a une fermeture brusque de la vanne), un algorithme FCT
est ajouté aux deux précédents prédicteur-correcteur schémas comme des pas de
calcul additionnels.

L’ application des schémas prédicteur-correcteur aux équations (32) et (33)
donne les valeurs des paramétres z° e V'. Une procédure de calcul est
employée afin de caculer a partir des éguations (25), (19) et (Al-7) les
inconnues p, a et G. Celles correspondant aux conditions aux limites sont
déduites des relations de compatibilité (34) pour lesquelles une interpolation
linéaire a été appliquée (Lister [15]). Il est important de noter que dans le cas
d’ un réseaux de canalisations il n'est pas nécessaire de calculer le volume de la
cavité (ou la rupture de veine) pour chaque conduite. Cette procédure peut étre
évitée en introduisant dans le programme principal une subroutine se rapportant

a cette condition.

En outre, les calculs numériques sont facilités en considérant dans le
programme uniguement le schéma aux différences (qui donne lesvaleurs de z* et
de V). Aux extrémités les paramétres P and V par I’ utilisation de la forme

caractéristique (34). Ains I'intégration des relations (34) le long des directions

caractéristiques % =V +a donne:

gne - == 2Cf DX, aeat At=0 (45)
Dy, °

(PJ+1 P|J+1) ( - |+1) gg
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_ ) . e Vv, .. 2C 0 5
(p_1+1_ pl )+aea(V-'+1 - vl )+ g—2-sné - — DX, famt At=0  (46)
| i1 i i-1 DX D °;
0 h %]

Oulessignes- et ' sont ignorés pour plus de clarté.

Une procedure de calcul pour obtenir les parametres P et V est nécessaire en
appliquant un incrément de temps Dt et un pas d espace Dx constants. Les
valeurs des paramétres au temps initial sont obtenus par une interpolation

linéaire entre les points du maillage i -1, i et i+1.

4 . APPLICATIONS

Un pipeline de 295 m de long et de 0.0254 m de diaméetre a fait I’ objet
d’ une série de tests hydrauliques reportés dans les travaux de Wiggert and
Sundquist [2] (figure a). Les résultats numériques y sont présentés pour plusieurs
concentrations de gaz dissous (Table 1). Les graphes concernent le point amont
de la conduite localisé en x=0 et x=0.5* L. Les régimes transitoires simulés sont

dus a une fermeture brusque et instantanée d’ une vanne au point amont.

Les six graphes suivants retracent les résultats expérimentaux et les résultats
numériques produits par les précédents auteurs et ceux produits par la
formulation ainsi que les schémas proposés dans la présente étude. Dans les
calculs, les suppositions et conditions suivantes y sont imposées :(1) le taux de
vide initial est trés petit; (2) la distribution initiale de la pression est calculée a
partir des corrélations de pertes de charge en régime permanent; (3) la
température du gaz est constante et (4) la fermeture de la vanne est instantanée.
Les valeurs des coefficients et parametres Kg, b et P dans I’éguation (A1-5)
sont calculées a partir de la loi sur la diffusion gazeuse et le recours a

I’ estimation de la quantité de gaz dégageée telle que formulée dans I’ Annexe D.
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4 .1 Rupturedelaveineliquide et I’ écoulement cavitant .

Dans les travaux présentés dans la bibliographie, la cavitation transitoire fait
généralement |’objet d'un test au point ou la rupture de colonne de liquide est
supposee se produire (figure b) :

S p<p, dors p=p,

Vi Vo

Vepertgz

Figureb.

et le volume de la poche de vapeur peut étre calculé. La technique généralement
employée pour calculer ce volume W, est basée sur les vitesses (V,, V)

adjacentes a la cavité de vapeur:
WP = W +Dt(V, - Vyq)

Les calculs prennent fin quand W, est <0.

Néanmoins la technique suivante permet d éviter cette lourde et colteuse

procédure. Dans le cas d’ une fermeture brusque de la vanne au point amont de la
conduite I’équation aux différences finies (46) est utilisée ou P1”+1 y est

calculée pour v, *1 = 0. La valeur obtenue de P étant négative, ce qui
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entraine une valeur négative de P. Puis, déduisant P de |’éguation (26) on
obtient :
s P

P =
Pro+ P Dro

+1

Puisque lavaleur de P est inférieure & zéro alors une condition telle que:
S P<0 alors P=0 (ou égale & une trés petite valeur)
peut étre imposée en ce point et tout point du maillage.

On remarque que pour cette valeur la relation (18) donne P=P,, g la
contrainte s est négligé. Ainsi au point de vanne (x=0) la rupture de la veine
liguide peut étre obtenue par une procédure numérique sans le recours au

traditionnel calcul du volume de la poche de vapeur.

Les figures 1, 3 e¢ 5 montrent |’évolution des pressions produites en x=0
telles que mises en évidence par les expériences et les résultats de calcul de
Wiggert and Sundquist [2] et le modéle déeveloppé dans cette partie et ce, pour
différentes concentrations initialles de gaz  dissous. On peut remarquer
I”évolution du volume de la cavité qui croit et se ferme au fur et a mesure des
aller et retour de I’onde de choc. Pendant ce cycle, la dépression se propage en
aval de la conduite et se transforme, apres réflexion par le point aval, en
surpression a la vanne et au point de la vanne et se propage de nouveau jusqu’a

amortissement du phénomene.

Le dégazage est calculé sans introduction d'un nombre de bulles dans le
mélange (Kranenburg [1]), mais en supposant une concentration initiale de gaz
dissous C,. Les résultats obtenus sont satisfaisants, montrant ainsi que le schéma

de Mac Cormack (M.C dans les figures 1-6) et le schéma de Lax-Friedricks-
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leapfrog (L.F.L dans la figures) confirment la validité du modele physique
proposé dans cette étude.

Dans ces figures, et pour de grandes concentration de gaz dissous, il semble
gue le dégazage cause une diminution de la durée de la poche de vapeur qui se
forme et se reforme durant les différents cycles ce qui entraine des surpressions
d’ amplitude plus petite. Ce résultat peut étre expliqué de la maniére suivante : le
dégagement de gaz cause une sorte de dilatation de la colonne de fluide dans la
région dite d’ écoulement cavitant. Cette région peut étre située entre deux point
du maillage de calcul numérique, c' est-a-dire entre les points adjacents a la
cavité, des qu’une chute brutale de pression alieu. Par conséquent, le volume de
cette cavité serait inférieur a celle correspondant au cas ou le dégazage serait
négligé. 1l diminue avec I’augmentation de la concentration C,. Ains la cavité
de vapeur se fermera a un temps plus petit.

Lesfigures 2, 4 et 6 concernent les réponses des pressions au point milieu de
la canalisation (x=0.5*L ). |l apparait une petite cavité de courte durée durant
les premiers temps du phénomene. Comme dans les figures précédentes,
I”augmentation de C, cause un amortissement appreciable des pics successifs de
pression.

Comme on peut le remarquer dans ces figures, nos résultats sont satisfaisants
comparés avec les relevés expérimentaux principalement pour les premiers pics
de pression et surtout dans les premiers temps du phénomene. Cependant durant
les formations successives des cavités de vapeur, la configuration de
I” écoulement change. On peut vérifier ainsi que I’inclusion d’ une faible quantité
de gaz dissous, comme terme source dans les équations (1) et (2), n’exerce pas
une profonde influence sur I’ aspect de |’ écoulement ainsi que sur les paramétres,
mais quand cette concentration dépasse une certaine valeur, nous assistons a un
fort amortissement des paramétres dynamiques. Le modéle homogéne développé

dans cette éude n’est plus valable ou nécessite certains changements.
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5. CONCLUSION

Un modele d’ écoulement homogéne de liquide contenant des gaz dissous a
été développé avec une formulation adimensionnelle compléete. Un systeme de
deux équations seulement a été obtenu en tenant compte de I’ éasticité de la
paroi de la canalisation, de la compressibilité des phases en présence et de
I"influence du phénomeéne de dégazage sur les paramétres de I’ écoulement. Pour
cela, un exemple d application d’ une cavitation transitoire vaporeuse et gazeuse
a été éudié en résolvant le nouveau systéme d’ éguations par des techniques
numeériques appropriées. Les résultats obtenus sont en bonne adéquation en

comparai son avec ceux qui considerent la méthode de la cavité localisée.
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NOMENCLATURE

Q

vitesse de propagation des ondes

concentration initiale de gaz

%

coefficient de friction pour le fluide

(<2

diametre hydraulique

épaisseur de la paroi de la conduite

module de Y oung du matériau constituant la paroi
accélération delagravité
coefficient de dégazage

constante de proportionnalité d Henry

X I @@e mo

=

coefficient de dégazage
longueur de la conduite

volume molaire des gaz dissous

3 -

nombre de moles de gaz par unité de volume de fluide

>

pression moyenne du mélange
tension de vapeur

pression de saturation du liquide

TP P T

rayon de labulle
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S

s < 47

x

section transversale de la canalisation
temps

température absolue du mélange

vitesse d’ écoulement moyenne

volume de la poche (ou cavité) de vapeur

distance (axiale)

Symbdles grecs

a angle d’'inclination
b coefficient dans la relation A6
] taux de vide moyen sur une section transversale
G, taux dedégazage par unité de volume de mélange
f nombre de moles de gaz dissous/nombre de moles de mélange
r densité  apparente
S tension superficielle
g constante dans larelation (A3)
n volume molaire
t contrainte de viscosité
m  coefficient de poisson
Indices
g gaz; | liquide; v vapeur ; a=g+v, s saturation; c cavit€, o conditions de

référence; f frottement; w paroi.

83



Table 1 . Conditions expérimentales

Quantité
Localisation | Vitesse initiale de | Pression dans | Température
dela initiale | Gaz | gaz dissous* | leréseroir du fluide
vanne (Co) (10°x N/M?) (°C)
Point amont 0.77 | Air 0.02 172° 16
Point amont | 0.77 | CO, 0.60 170° 16
Pointamont | 0.77 | CO, 1.15 175° 16

*  Rapport volume de gaz/volume total aux conditions standards.
b Réservoir au point aval.

293 m
SN A (x=0) (vanne)
T
gas —
- 1.80 m
‘ \
réservoir sous
pression
Figurea.

gas

réservoir sous
pression
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DEUXIEME PARTIE

RECHERCHE DESCONDITIONSDE CAUCHY D'UNE
COUCHE LIMITE LAMINAIRE EN CONVECTION
MIXTE
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1. INTRODUCTION

Les couches limites qui se développent le long d' une paroi ont fortement
tendance a s épaissir, voire méme a décoller, des que I’ écoulement est ralenti,
particulierement sous I’ effet d’un gradient de pression adverse, d'une onde de
choc, etc... Dans le cas présent, ce sont les forces d'origine thermique qui
provoguent le ralentissement dans certains domaines dits de convection mixte
défavorable. Aussi faibles soient elles, elles existent au voisinage du point de
stagnation de convection forcée, ou le sens de I’ écoulement pariétal est imposé
par ces forces plutbt que par les gradients de pression extérieure. C'est ainsi que
se crée une zone de retour dont les caractéristiques sont décrites dans la
référence [1] dans le cas d un écoulement normal a une plague plane chauffée.
Dans le cas d'une paroi quelconque, I’analyse habituelle n’est qu’ approximative
dans la mesure ou elle ne tient pas compte de I'influence de la courbure.
L’ abscisse a partir de laguelle se séparent les couches limites inférieure et
supérieure constitue une inconnue supplémentaire du probléme. Ce fait se
traduit, rappelons le [2], par I’impossibilité de mener pas a pas le calcul al’aide
d’ une sé&rie de Blasius et s explique par le caractére elliptique des équations,
compte tenu des intéractions amont-aval. Quand on considére une formulation
intégrale du probléme a |’ aide de la méthode de Pohlhausen, on est confronté au
méme type de difficulté, difficultés également rencontrées en utilisant les
méthodes numériques. Ces difficultés ne sont pas liées aux méthodes de
résolution utilisees mais reflétent le caractere elliptique de |'écoulement a
I" approche du point de séparation. Ce caractere elliptique peut étre retrouvé en
imposant, non plus un gradient de pression extérieur, mais une autre condition
pour la fermeture du probléme. L’ une des conditions les plus usitées, qui traduit
un couplage fort entre I'écoulement dans la couche limite et I'écoulement
extérieur consiste a imposer I'évolution de I'épaisseur de déplacement.

L’ équation de continuité intégrée sur I’ épaisseur de la couche limite permet ainsi
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de déduire I’écoulement extérieur. Pour cela il est possible d’employer les
méthodes intégrales.

Le principe méme de ces méthodes est de remplacer le systéme d’ égquations
aux derivées partielles par un systeme d équations différentielles ordinaires,
apres intégration selon la direction normale des équations de la couche limite.
Signalons qu’il est possible dans une telle intégration d obtenir une infinité
d équations intégrales distinctes. On peut alors adopter pour solutions
numeériques approchées celles qui vérifient lesn premiéres équations de moment
ains que les conditions aux limites. Le syseme ainsi défini est cependant ouvert
et n'a de sens qu’ associé a des relations auxiliaires de fermeture. La qualité de la
méthode réside aussi bien dans le choix des relations de fermeture que dans le

choix et le nombre d’ équations a résoudre.

Les premiers calculs sur I'évolution de la couche limite laminaire en
convection mixte furent effectués a I’aide d’ une représentation polynomiale du
quatrieme degré des profils de vitesse (méthode de Pohlhausen), puis du
cinquiéme degré par Makovski [3]. Les résultats restant imparfaits dans les
zones décollées, Crocco et Lees [4] utilisent une égquation d’ entrainement en tant
gu’ équation auxiliaire. Toutefois, la difficulté de relier le coefficient ains
introduit aux caractéristiques des profils conduisit Honda [5] et Tani [6] a
remplacer I’équation d entrainement par |’éguation du premier moment de
quantité de mouvement. Lees et Reeves [7] firent une synthese des
améliorations apportées depuis lors et donnerent aux méthodes intégrales leur
formulation actuelle.

Nous nous limiterons pour notre part, a une méthode simple inspirée de celle
de Polhausen (Polidori et Al [8]). Sarelative simplicité de mise en ceuvre et son
efficacité font qu elle est employée pour résoudre divers problémes de couche
limite.

Pour la clarté de I'exposé, nous nous placerons dans les conditions

d’ application des Hypotheses de Boussinesg. Nous admettrons aussi  dans une

90



premiere partie que le nombre de Prandtl est différent de I'unité et dans une
deuxiéme partie voisin de I'unité c’'est-a-dire une égalité des épaisseurs des

couches limites dynamique et thermique.

2. MODELISATION THEORIQUE
2.4. Equationsdebase
Sous leur forme addimensionnelle les éguations de conservation de la

guantitt de mouvement et de |'énergie en coordonnées cylindriques

S écrivent :

fu, Ju_, dUe, TPu oL, 20

!

) ! (1)
uﬂ_q+ ﬂ_q_ ﬂ q |
s  fin P, qn? b

A ces éguations sont associées les conditions aux limites portant sur la vitesse et
la température:
u=v=0 quandn=0; qg=0,(s)
u=u quandn® u; g® 0

Les variables géométriques et cinématique s, n, u et v sont rapportées
respectivement aux grandeurs de référence L, L.R%> U, et U,.R*°. Les
parametres L, Re et U, peuvent représenter, respectivement, le rayon du
cylindre pour L, le nombre de Reynolds de |’ écoulement extérieur pour Re et la
vitesse de I’ écoulement extérieur U,.

En introduisant les variables de similitude =" et h:L), ou dp et dy

o(9 dr(s

représentent respectivement les couches limites dynamique et thermique il est

91



possible d’exprimer les profils de vitesse et de température dans la couche
limite sous formes de polyndmes du quatrieme degré en x et h. Compte tenu
des conditions d’'adhérence et des données thermiques a la paroi, ces profils

S écrivent :

u(s,n) = az+ a222 +a323 + a424

K==

) (2
~ = 2 3 44
G(s:n) = NS+ byh + byh? +bh® + by !

ol h(s représente ladistribution de la température & la paroi :

h(s) = q(s)

Les conditions d’ adhérence permettent de déduire, en annulant les termes de
convection dans les éguations du mouvement et de |'énergie, les relations

suivantes :

240 U
gi_(j: =0 i
&2 5o i
y ©)
o N
&u =-d2£U dUe+ gmeJ |
édz2+ g ®ds u2 v
ﬂz:O [0} %

Le comportement asymptotique de I’ écoulement a la frontiére extérieure de la

couche limite est décrit par les relations:

92



u@@=U,

a@ =0
4)
ggug &g 0

gdz BZ=1 i %21:1 -0

RPud  _@Pq0
2+ -
dz @r=1 dh Bh=1

-O—: el = G = ==

Les équations (3) et (4) suffisent pour déterminer completement les coefficients
&...., b.... desrelations (2).

Apres quelques manipulations élémentaires, les profils de vitesse et de

température prennent les formes suivantes :

u(s,n) = Ug(9(1- F(2))+L().G(2)

©)
qa(s,n) = h(s).Fz)
Ou les fonctions F et G sont données par les expressions :
F(2) = - 2)°Q1- 2)
(6)
G(z) = %z(l- z)3
~ & ~0
L(s) =-d?CU, e , 9oml Jsh=
ds Uz g

L (S) représente le paramétre de forme.

Nous poserons dans la suite:
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N .k
h(s) = & dp (s)g h" (s) 7)

i

Cette écriture permet de considérer les deux types classiques de données

thermiques ala paroi :

h(9= Ei)(s) , k=0 quand la distribution de température de paroi est fixée.

hE=-f,(9, k=1 quand la distribution de densité de flux thermique & la
paroi est fixée.

La détermination complete des profils (6) nécessite la connaissance de
I”évolution, le long de la paroi, des épaisseurs dp et dy des couches limites. On
utilise a cet effet, I'éguation du mouvement sous la forme globale, ¢’ est-a-dire

intégrée sur la plus grande de ces deux épaisseurs.
2.2. Equations globales des coucheslimites dynamique et thermique

Les équations locales (1) intégrées sur la plus grande des deux épaisseurs

deviennent :

d ~ du Hu o
—d, +d € = = - m N
2 1 as g‘ﬂn o cm Ys!D (8

d n allq o6
—ly = - —¢———= 9
ds ' Pr% ng o ©)
_gb,,DT
ou : Mem = lrJnO

ou m,, désigne le paramétre de convection mixte, d;, d,, Ip et I sont les

grandeurs intégrales définies par :
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d
d = YUe- u)dn

0 .
I !
d, = M(Ug - u)dn;

0

y (10)

d

o= psmdn |
¢ |

d

I+ = eyia(s nn

u
'Z
|
!
!
!
!
I-
|.
:
I.
!
!
!
!
!
|:
0 b

Remarquons que les grandeurs d; et d, sont reliées aux épaisseurs de

déplacement d; et de quantité de mouvement d, par les équations :

a]_:U e-dl
(11)
az =U §d2

Elles ont I'avantage d’ étre régulieres sur toute I’ épaisseur de la couche limite.
Les épaisseurs classiques d, et d, par contre peuvent présenter des singularités
guand n et U, ne s annulent pas simultanément. Cette situation peut se produire
justement quand la convection mixte n'est pas uniformément favorable ou
défavorable.

Ces grandeurs dynamiques sont reliées a |’ épaisseur de la couche limite

dynamique par :
dy = Py(Ue,L)dp U
|

y (129)
dy = Py(Ug,D)dp
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avec :

3y Ar
107° 120
(12b)
p=oly2. Lypr. L2
315 945 9072
nous avons aussi, compte tenu des expressions (5) et (6) :
adu o 1 ~ U
T2 =P, (Ug, L)
&M aneo dp O ° :i:
y (13
&g 6 2 !
— = — S |
Sne, o qp () b
. L
ol F>c,:2u,a+E

Compte tenu des relations (5) et (6) les grandeurs intégrales I et 1 prennent

|aforme suivante :

Ip =qp(9).dr.H (D) (14)

ou D représente le rapport des épaisseurs des couches limites dynamique et

thermique : :S—T et les parametres:
D
I3 s DE£1
[ 10
Ho =
% i 1,1 _ 1 § D>1
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pour 1 =0, (S)dr (9)|Uo(9H (D)L (9H (D)) (15)

Y2 3 1 .
|l Zp. —pP+—p s Df1
[ 15 140 180

Hq,(D) = |
= 3 31 21 31 1 1 .
2.2y~ > -, - - § Ds1
| 10 10D 150 140pD* 180D
i DD 385 1 s DE1
[ 90 84 560 1080

Ho (D) = |
jr1 11,11 11 5 D> 1
1120D 1800 840D 3024 D

Le calcul des grandeursintégrales |y et |1 ainsi que les polyndémes Hy, H; et
H, est donné dans |’ annexe E.

L’ équation (8), multipliée par dp, apres y avoir remplacé |y, par |’expression
(14), nous donne:

dp,  _ dd du
42+, S +dR £ = B - mJ,.D.g,(9)-Ho (D) (16)
oli: d=dj

Cette éguation, transformée a I’aide des expressions (12b) donne I’ équation

dynamique d’ évolution des épaisseurs des couches limites:

e2L 2P, P, 6dd , , 1P dg 42,
e ML gds L ds

(17)

é_du . & 1P, 0, U

P, + T a
dea ds TUe 5 G- 2P0 =0
€2.m.J5.q, (s).D.H, (D)4
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De la méme maniére, I’ équation de I’ énergie (9) devient, aprés avoir utilise

I’ expression de I'intégrale I+ (annexe E) :

=

3

e
dz.D I d,(9U.d2H, (D) + g, (9fd2H (D)--—q (=0 (18)

oi: H,(D)=D.H, (D) e H,(D) =D.H, (D)

Cette équation s’ écrit aprés quel ques réarrangements :

@ dH., ~dH ,0dD  _0,(9)~
d ScuU Ly +D-2L
qu( )g ¢ dD dD ﬂdS 2

d 5 20,(9 @
deg‘ﬁ (U.a,)+ A (a9 - 290 _

2.3. Conditions de Cauchy associéés au systeme (17)-(18)

Sur le plan mathématique, résoudre le probleme de Cauchy pour le systeme
d’ éguations précédent consiste a prévoir |’ évolution des paramétres de la couche
limite en fonction des coordonnées cylindriques choisies, sachant qu'au temps
t=t, le systéme est décrit par X, Yo, Ces derniers ainsi que les paramétres
correspondants qui en seront déduits sont appelés conditions de Cauchy de notre
probleme (Demally [9]).

Pour des raisons de commodité, écrivons le systeme (17)-(18) sous laforme :

dd
A—=F
o (20)
gdd,  dd
+C—=G
dx @)
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Les conditions de Cauchy pour le systéme (20)-(21) sont données par les

singularités correspondant a I’ annulation du determinant de la matrice g: (():2
%]

it

Une évolution réguliere des conditions aux limites impose |’annulation
simultanée des fonctions A et C. Dans le cas contraire, I’une des épaisseurs
aurait un comportement singulier. La condition A=0 fournit une relation entre le

paramétre de forme L et lavitesse externe :

L =-17.76 (22)

La condition C=0, compte tenu de (3), donnelavaleur deD:
Soit : D =D, (23)

Le report de (22) et (23) dans I’ éguation F=0 permet de trouver les positions
du point singulier d’ ou démarrent les deux couches limites. Ce dernier résultat

conduit alavaleur correspondant de I’ épaisseur dp a partir de (22).

add o
L’ évaluation des fonctions G et B donne la valeur de la dérivée edTZJ )
X=X,

Un développement limité a I’ordre un de I’équation (20) permet d’ obtenir la
adD o

dérivee X o . Ces valeurs constituent les conditions de Cauchy pour les
X=X¢o

équations d évolution des épaisseurs des couches limites dont la résolution est

effectuée au moyen d une méthode de Rhunge Kutta d’ ordre 4.
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2.4. Etudedu casoulenombredePrandtl est voisin del’unité.

La premiere équation du systeme (20)-(21) intégrée sur I'épaisseur de la

couche limite s écrit :

d " .d
e fu Vﬂu U dUeQdn _adug +gbm|_

d_
: : J.og(s,n)dn 24

En écrivant le terme d’inertie sous la forme conservative :

2
uﬂu+vﬂu:ﬂ(u )+ T(uv)
s fn s in

le premier membre de I’ équation (24) devient ainsi :

d ; 2 =
& u  Tu dU.0 H(u9) du,0 d
uU—+v—- U =dn = -U ~dn+ (uv 25
e OC% s e s ( )o (25)

0 s 19n ds @

L’ équation de continuité permet d’ écrire:

d
L fu(s,n) dn

v(s,n)=-
(0] T[S
on obtient alors:
d
d \flu(s,n)
(UV )o_' Ue an dn

(26)

100



Compte tenu des expressions (25) et (26), I’ équation (24) devient :

d d
Rl du, . U6 3 1gb,L K+l
U(Ug- u))dn+—=2§U.- u)dn=¢——= - —— Jsh'd 27
OV DS e IFo S @
posons:
_d
di=fUe- u)dn
[0}
(29)
_d
dy=Qu(Ue- u)dn
(0]
I’ équation (27) prend finalement la forme :
d -~ -~ dU ﬁﬂg ) 3 1 gbml_ * k+1
dsd2 dl ds %ﬂnﬂ Ez—k Ug Jsh d (29)

2.4.1. Probleme de Cauchy pour I’ évolution ded

2.4.1.1. Equation différentielle.

Aprés introduction des expressions (12a) dans |'équation (29), on obtient,

compte tenu de I’expression du paramétre de forme, I'équation différentielle

suivante :

0 k
9P3 5flcl2 P4‘dd zg%'f ddel"P4 d‘?PSdU 3 -2P =0 (30)
8 Bds gds ds ds p

Lefrottement a laparoi S écrit aussi :
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ug 1
&N oo dp (5)

Po(Ue,L) (31)

ou

d=d3
du

fo = Ug—=2

(0] e dS

f, == Lok 5
2¢ g
F>3=|32+2'"F12=37 u2- 1 UEE-iE2

L 315 315

m 2 U,.- 1 -
L 945 ¢ 2268

e R0 337 71 ~
R, =2ch + 0. 0" L
€1 fU.p 315 ° 3780

2.4.1.2. Recherche d'une condition initiale.
La condition de départ nécessaire a la détermination compléte de |’ épaisseur
de la couche limite est plus ou moins facile a trouver selon la nature du

probleme considéré. Ecrivons afin de simplifier la discussion, |’équation (30)

sous la forme générale suivante :

P(s d) % “F(s d) (32)
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k
N k., 5%
ou: P(sd) =P‘°’+Ef1d P,

Compte tenu des conditions initiales § et d,, le développement des termes

P(sd) et F(sd) en série de Taylor permet d’ écrire I’ équation ci-dessus sous la

forme générale suivante:

2
ald § dd
A,c—+ +B;—+C,;=0
1gd5g 14 1 (33)

dUe(;:-ﬂP3+P5+Eﬂli5l,J+ddf ﬂFl3+2P4+EﬂFi4H+§fl-2f TP
ds afue L g ds g L L o 5 qL

B, =

Pyl 6 o€ d* d Py . P, oU
Cl:d3ﬂ—~4(§aj—f9 +d2e 4d £+ uedfﬁ~5+ﬂ 4ig+
IL&dsg g ‘ds? ds dsgfL MU,z

A ,.2 2 U
dﬁ‘aaiueg ﬂPS-ziﬂFiEw 5d Ue+3dfla_2‘ﬂP0 du .
g O g TU, ds qL ds? 5 dsg TU. ds

avec: f =1y +f;

L =d.f(9
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2.4.2. Etude de certains cas particuliers

2.4.2.1. Convection naturelle
En convection naturelle (U.=0), les profils de vitesse prennent la forme

suivante :

u(s,z) = L(5).G(2) (34)

~ 1 "
avec : L(S,)ZZ—kJsh -de+2

1
I’épaisseur de la couche limite est ici normalisée par le parametre Gz.

L’ équation (13) devient :

deeL? O L 31
_ +__Jsh .de+l

ds§9072 D;,_' 6d 10 2 (35)
En remplacant L par son expression, on obtient :
2k+5|_ 9072 i k+1
((JS h")2dp ) 5 2 Js.h"dp (36)
En posant :
* \2 +
z = (3gn" F a2 (37)
on obtient finalement :
<2 9072 k+4 S s
z2kes = ZLC ok BT A5 1) dn 38
15 2k+5§’( ) (38)
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La constante d’intégration est nulle car L(0)=0 puisque u(0,z)=0.
A partir de (36) et de (38), on déduit I’expression , en fonction de |’ abscisse,

de la couche limite;
4

G072, 1 K +4 )— Gk+a
= SKk+5 G 2k+5
dp(s) = 15 ok + 59(35 h 2" 5 O(Js dng (39)

L’ épaisseur initiale de la couche limite se déduit de I’ expression précédente

par un passage alalimite S® 0.

Soit Js.h” »S™ le comportement du produit Js.h™ au voisinage de S=0, on
obtient :

1
ok+l k+4 Ok+4
15 3m +2k +5

_Sk+4

e
d D (S) s®0 — §9072 (40)

Cette expression montre que |’épaisseur de la couche limite n’admet une
valeur finie non nulle que st m=1. Cette condition est obtenue pour des données
aux limites constantes, si le bord d’ attaque de convection naturelle est arrondi,

onaalors:
dp(0)=4.959 s T, est fixée
dp(0)=4.1355 si f, est fixée
2.4.3. autres cas particuliers

Les autres cas particuliers sont caractérisés par la condition: la fonction

Jo.h.Ul mest pasinfinie au point de stagnation (S=0) de I’écoulement de
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fluide parfait. Cette condition est réaisée si (Js.ﬁ).(s)=o ou
(JS )» S™(m3 1) puisque ( )S®0»S. Les problémes de la convection forcée

(J=0) et de la convection mixte verticale appartiennent a cette classe de cas

particuliers.
Dans cette condition, le point d'arrét de fluide parfait est un point de
stagnation. L’ expression des profils de vitesse montre en effet que :
U.(S,) =0 ® uis,) =0 (42)
Introduisons alors le parameétre de forme L, défini par :
L =L.U?
Ce paramétre constitue une généralisation du parametre de forme de la

convection forcée.

L’ éguation (33) devient ainsi :

k
U 9P3(1, |_)+5f d2 P4(],L)_dd dzg%'fo +d2 i‘P L)+
S ds ds ~
e 4] e 4]
du, 3 5= 9 (42)
d9P5(1|_) e+5o|2f '-2PO(J,L):
e 4]

avec: f,=f.U."
Au point de stagnation on obtient I’ éguation :

k

(L PallL o)+ LoPsllLo)- 2R L o))= 03T OFR 0. Lo): §Lo§(43)
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avec , bien entendu , larelation:

BedU . 5 w9
Lo =doic—=7 +dgf(0)] (44)
g & 2o o

Cette équation permet de calculer la valeur initiale de I’ épaisseur de la couche
limite et de déduire la valeur correspondante du paramétre de forme. Apres

quelques manipulations éémentaires on obtient aussi, sous réserve que

G dSze: = 0, I’équation permettant de calculer la quantité 9—;’0 S écrit :
e

& _ kg0 k_ 0O
dd{ &, kf 5L g%l aek ﬂzf%( g2 IV 0P GV | o7 2 =
g + ds dLgds

k

du.dr _dP 3ak du, .du,&u, - =0
d—e—5.2-0 . 2= 1—fo|2 e.2—eG—e+fd27dR, }=

ds dl CdL ) 5% TIhdT - B ds Gds T 2 2 } (45)
k —
—+1df , 3 du du, &iu, X0dp, dU.dR _dP
d2 =L{ Z4+2dP +d° —= +fd2 =4 +d—e—5_ 20

ds{ 5 4 ds ds § ds ! cd ds dL ~dL }

Dans les problemes ou les conditions aux limites vérifient la condition :

aalf, 0

_ L =0
g dsg._,
on obtient :
&35 g (46)

Cette condition est vérifieée quand les comportements , au voisinage du point
de stagnation , des fonctions JS.FI et U, sont semblables.
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3. RESULTATSET DISCUSSION

3.1. Application au cylindrecirculaire (figure a)

3.1.1. Cas général (P, est différent de I’ unité)

Compte tenu de la procédure de calcul exposée au paragraphe 2.3, lafigures 1
nous montre une répartition quasi-linéaire de la position du point de démarrage
de la couche limite en fonction du paramétre de convection mixte G, &t, ce pour
plusieurs valeurs du nombre de Prandtl. La méme alure peut étre observée, sur
la figure 2, pour le cas de la répartition de I'épaisseur de la couche limite

dynamiqgue au point de démarrage de la couche limite x,.

3.1.2. Casou P, est voisin de I’ unité

On présente ici quelques résultats numériques concernant la convection
naturelle et la convection mixte autour d'un cylindre horizontal. Ces résultats
sont exprimeés en termes d ‘ évolution de I’ épaisseur de la couche limite (figure3),
du nombre de Nusselt (Figure 4) et du coefficient de frottement (Figure 5). lIs
sont obtenus dans le cas ou le cylindre est chauffé a température constante. On
remarque que quelle que soit la valeur du parameétre de convection mixte G le
décollement a lieu au méme point. L’équation (42) munie d une condition
initiale déduite de I’ équation (43) et de la condition (46), est résolue de proche
en proche par un schéma de Runge Kutta d’ ordre 4.

Le point de stagnation n’'est pas a priori le seul point de départ pour la
résolution de I’équation (42). Dans le cas, par exemple, d’une température de
paroi fixée, la fonction P, qui se réduit au polyndme P, S annule pour les deux

valeurs suivantes:
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L,=12 ; L,=-1776 (47)

Le calcul numérique montre toutefois que le point de stagnation est I’ unique
point de démarrage de la couche limite car les fonctions F(S;,L,) e FS,.L>,),
gardent partout sur I’intervalle [O,p] un signe constant.

L’épaisseur de la couche limite au point de stagnation est obtenue en
résolvant, par un processus de dichotomie, I’ équation (43). Cette équation admet
deux racines positives distinctes. En convection forcée, par exemple, les deux

racines, indépendantes dans des conditions thermiques fixées a la paroi, sont :

dp; =1.8778 dp, =2.9835 (48)

Dans tous les cas envisageés, seul la plus petite des deux racines conduit a une
évolution réaliste de la couche limite. En effet, prenons comme exemple celui de
la convection forcée, I'épaisseur dp,(0) donne comme valeur du parametre L
enS=0:

L (0) = 17.8025

Comme -12<L (S <L(0) (lavaeur—12 est atteinte au point de séparation)
lavaleur L,=12 serait alors atteinte en un point situé quelque part entre les
points de stagnation et de décollement.

Le choix de la plus grande des racines dp1(0) et dp,(0) comme épaisseur
initiale de la couche limite, conduirait donc a I’ existence d' un point singulier ou
ladérivée a serait infinie.

ds
Ces remarques restent valables en convection mixte quelle que soit la
condition limite thermique imposée. La détermination de I'épaisseur de la
couche limite permet ensuite de déduire le nombre de Nusselt et e coefficient

de frottement ala paroi.
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On remarque lors de la recherche des conditions de Cauchy (Annexe E,
Polidori [9]) dans le cas d une couche limite laminaire en convection mixte que
le paramétre de convection mixte a pour effet d’ éoigner le point de stagnation
de la position du point d arrét de I’ écoulement d'un fluide parfait dans le sens,
vers le point de convection naturelle. Dans le tableau ci-dessous sont données
quelques indications sur les caractéristiques de la zone de stagnation en fonction

du paramétre de convection mixte et pour Pr=1.

gb,,DT
Uy 0.5 0.75 1 2 2.75 4 10
-Sa 0.0583 | 0.0852 | 0.1134 | 0.2297 | 0.3163 | 0.4635 | 1.14
S 0.0454 | 0.0681 |0.0909 | 0.1823 | 0.2513 | 0.3679 |0.93
dy 2.0356 | 2.1367 | 2.2555 | 2.7145 | 2.9357 | 3.2707 | 4.73
. gb, DT

Ou ,Sa, S et dp; désignent respectivement |e parameétre de convection

U¥
mixte, le point de stagnation, le point de démarrage et I’ épaisseur de la couche
limite dynamique.

Sur les figures 6,7,8, et 9 sont données les profils de répartition transversale
de vitesse correspondant a des G différents et pour des positions angulaires
différentes sur la circonférence du cylindre. Il es a remarquer que pour G=4 &
G =10 un écoulement avec un gradient transversal de vitesse négatif apparait en

certains point de la paroi.
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Figure: 1.
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Figure 1. Evolution de x_ en fonction de G, et P,.
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Figure 2. Evolution de |'épai sseur de lacouche limite en xg
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Figure 3. Evolution de I'épai sseur de la couche limite.
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Figure 4. Evolution du nombre de Nusselt.

113



Direction normale

18

16

14

12

10

Coefficient de frottement
w

EEEEEEN

114

-80 60 -40 -20 O 20 40 60 80 100
Angle (en degrés)
Figure 5. Evolution du coefficient de frottement.
angle (en °)
i —— 1
R W 2
i —o. 6
—o-- 10
- SO 20
—— 30
. A 40
—o 50
i — 100
i P=1 et G =05
-1 2 3 4
Vitesse

Figure 6. Profil transversal de vitesse.
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Figure 9. Profil transversal de vitesse.

4. CONCLUSION

La recherche du point de démarrage de la couche limite laminaire en fonction
du nombre de Prandtl a permis de montrer |’interaction des couches limites
dynamiques et thermiques ainsi que leur influence sur ce point et I’ épaisseur de
cette couche. La formulation générale du probléme a permis de retrouver les
valeurs correspondant au cas particulier ou le nombre de Prandtl est voisin de
I"unité. Sur le plan numérique, et, afin de palier le caractére approximatif des
méthodes intégrales il serait plus réaliste de prendre en compte la variation des

paramétres de |’ écoulement extérieur.
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NOMENCLATURE

s direction paralléle ala paroi

n direction normale ala paroi

Js vecteur unitaire vertical ascendant

Js composante de J suivant s

Ue vitesse de I’ écoulement potentiel

U vitesse d’ écoulement dans la couche limite

dp épaisseur de la couche limite dynamique

dr épaisseur de la couche limite thermique

L  longueur de référence (dans notre cas elle est égale au rayon du cylindre).
D rapport des couches limites dynamique et thermique
b  coefficient de dilatation thermique

Qp température réduite

L parametre de forme en convection mixte

L =LU,

P,, P, P,, P;  polyndémes fonctionde L et Ue

F, G fonctions

Indices

0,s € D, T,p, respectivement : initial, coordonée curviligne, extérieur,

dynamique, thermique, paroi.
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CONCLUSION GENERALE

Dans la premiére partie de ce mémoire nous avons présenté un ensemble de
techniques numeériques afin de simuler les écoulements de fluides compressibles
en régime non stationnaire. Les résultats obtenus sont tres satisfaisants, en
comparaison avec ceux produits par les schémas aux différences récents ou
connus pour leur haute résolution. Les exemples d’ application considérés ont fait
I’objet d'une programmation sur ordinateur relativement simple avec une
réduction sensible du temps de calcul.

Les techniques numériques présentées dans la premiere éude permettent de
simuler la propagation des perturbations de la pression (ou du débit) de gaz a
partir d’ une extrémité d' un pipeline de maniére satisfaisante. Nous avons montre
que I'utilisation d'un schéma aux différences a deux pas de temps peut
conduire a une programmation trés simple des phénoménes considérés et une
réduction du temps de calcul. De plus I'absence dinstabilités ou autres
phénomenes d atténuation font que ces modéles affichent une précision
comparable aux récents schémas dits de haute résolution dont |’ écriture est
généralement plus sophistiquée, particulierement dans le cas de réseaux de
canalisations.

Dans une deuxiéme étude, I'introduction de la forme dite lambda des schémas
aux différences finies pour le calcul de la dynamique des gaz a travers certaines
singularités a permis une certaine souplesse de calcul pour les cas considéres.
Des avantages similaires aux schémas récents ont été obtenus. L’ application
pour I’exemple de conduite avec un diamétre constant offre cependant une
meilleure précision et un temps de calcul plus réduit. Néanmoins il reste a tester
cette méthode pour les écoulements bidimensionnels.

Les phénomenes de cavitation lors d’ un écoulement non stationnaire d' un
mélange de liquidetgaz dissous ont fait I’objet d’ une formulation analytique

globale en tenant compte de la continuité du milieu fluide. La résolution
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numeérique des équations obtenues, dans le cas d'une conduite simple, a permit
de reproduire de maniere fidele les observations expérimentales considéerées.
Afin de simplifier les calculs et optimiser le travail de programmation le nombre
d équations a été réduit. En outre, une nouvelle approche globale sur le
dégazage, produit par les chutes successives brutales de la pression, est
présentée. L’influence du gaz dégagé a pu étre observee sur I'évolution des
parametres dynamiques de I’ écoulement. Le travail futur consistera a quantifier
le débit massique par unité de mélange de gaz dégagé par une analyse plus

approfondie de la diffusion gazeuse atravers |’ interface bulle-liquide

Dans la derniére partie ont été étudiées quelques structures d’ écoulement de
convection mixte dans le cadre des approximations de la couche limite. Nous
avons mis en évidence que la non existence de conditions de Cauchy triviales
pour un écoulement de couche limite laminaire en convection mixte non
symétrique est en fait le résultat de I'interaction amont-aval qui confére a
I’écoulement de la couche limite un caractére eliptique. L’utilisation de la
méthode intégrale de type Karman-Pohlhausen a permit de caractériser le
démarrage de la couche limite et recouvrer par conséquent la nature parabolique
de I’ écoulement dans le sens global. Il est montré que les deux couches limites,
dynamique et thermique, ne démarrent pas du méme point, excepté pour Pr=1.
Dans les cas limites Pr< et Pr>1, la couche limite thermique démarre
respectivement du point de stagnation de I’écoulement potentiel et du point
d’ annulation du terme de frottement. L’ étape suivante pourrait traiter le cas
général, qui consiste a analyser |’ évolution des parameétres de la couche limite
pour les autres valeurs du nombre de Prandtl en prenant comme point de départ

les cas précédents.
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Annexe A. Théorie des caractéristiques.

Considérons le systeme général de n équations a n inconnues f;(X,y).

s<}a”_+bij—7+di =0 (A1)
=L fix v 5

Les coefficients a;, by, d; i,j=1, 2, ... n, sont fonctions des (n+2) variables (X, Y,
...T,), deux fois continuement différentiables, a dérivée premiére vérifiant une

condition de Lipschitz par rapport aux (n+2) variables.

Nous noterons A et B les matrices:

A:la”J et B:lb”J i,jzl, 2,...n
F et D les colonnes.
F=[f] e D=][d] i=1,2...n

Le systéme (A1) s écrit donc sous forme matricielle:

ATE  sgTE L b 2o (A2)

1x Ty
Introduisons alors une transformation linéaire
L :||ij(x, y'fi| te”eque:
det L1O

A3
LA =1 LB (A3)
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oul est une matrice diagonale.

Appliquant L a (A2), on obtient:

ik ik

LA —+LB—+1LD =0 (A4)
1x Ty

Et notons:
LB=A" = Hain
LD =D =|d

L’ équation (A4) s écrit alors:

ca* o a-TF s 20 (A5)
ix Ty

La enieme équation de (A4) s écrit:
——"+d. =0 (A6)

Si x et h sont les composantes d'un vecteur unitaire tel que | ;; =— alors:

> | X

f. f. f. f: 0
TIJ+|”1-[J:a-[Jh'i'lllﬂ—JXg/h:O
Ty i Ty % 5

est proportionnel ala dérivee de f; dans la direction définie par le vecteur (x , h)

D’ apres (A3), laieme ligne donne:
n n
. .= . Fy .:1, 2, N A7
kszll'kakj kS:1| Illlkbkj J (A7)

Soit:
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n
S i (ag -1 ibg)=0 j=1,2,..n
Comme det L* O, on doit avoir:
det (A-1,B)=0 (A8)
ou bien: det(A.B'1 -1 ):O

Qui permet de trouver les valeurs del ;.

Si toutes lesracines| ;; de (A8) sont réelles et distinctes. Le systeme (A1) est

un systéme quasilinéaire de type hyperbolique (si en outre det A1 0), et la

direction du vecteur de composante ( , h) te que | :% est dite ieme

direction caractéristique.

Laforme (A6) est appelée forme caractéristique normale.

Application:

Le systeme d'équations (1) et (2) peut se mettre sous la forme matricielle
suivante (ou y est remplacé par lavariable t):

g opefPu év rc?uefPy € 0 u
é géfu § @é‘ﬂxﬂ_(f u
é uéﬂvu+§ ge u=¢€ U
é gévg e ug'vy € rivv-rgsnqd (A
€0 ruénta el rvpéixa @ 20, VIV-rg a9 K9
Ou bien:

[B][F]. +[A][F]. =[D] (A10)

Le déterminant de la matrice A est égal &

det [B]:r
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ce déterminant étant différent de zéro; le systeme équivalent a larelation (A10)
S écrit:

[Fl. +[8]* [A][F]. =[B] " [D] (AL1)

Pour déterminer la nature du systeme nous devons étudier |es racines de son
déterminant caractéristique (équation (A8)).

dget ([A][B] -1, [1])=0 (A12)
Ou [1] est la matrice unité.
Les valeurs propres sont égales a

|l'2:ViC

Elles représentent |es directions caractéristiques de pentes:

% =VzC (voir Figure 1.
A
t
C% -
>
X
Figure 1.

Le systéme d’ équations (1)-(2) est donc hyperbolique puisque | ; , sont réelles et
distinctes. Il est alors possible d’ écrire ces éguations sous la forme suivante dite
normale (équation (A6)):
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P v | VIV|
& tr gCTir ,9Csingxr  Cf T:

0 (A13)

L’intégration de ce nouveau systeme d’ équations permet de calculer I’ évolution
de la pression et de la vitesse d’ écoulement en tout point de la canalisation.

Les conditions initiales sont donnée par les relations classiques du régime
permanent. Les éguations précédentes peuvent étre appliqués comme conditions

aux limites aux extrémités.

V|V
?jt—PHgCO;\t/ +r ,9Csing+r  Cf | | =0 (A14)

g

2D

associée aladirection caractéristique: | ; =V +C, pour I’ extrémité avale.

Elle permet de calculer I'évolution de la pression en ce point (pour une
fermeture linéaire par exemple).
S au point amont la pression est restée constante (P=constante), I’ équation

suivante permet de calculer la variation de la vitesse en ce point:

dP dv ViV
—-r 4C——-r ,9Csing-r ,Cf | | |:
dt dt 2D

0 (A15)

associée aladirection caractéristique: 1 , =V- C
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Annexe B. Calcul des conduites de gaz en régime non stationnaire.

Dans I’ exemple présenté calcul nous ferons les suppositions suivantes:

- L’écoulement est isotherme

- L’éasticité de la paroi de la conduite est négligée

- L’inclinaison en tout point est constante

- L’écoulement est unidimentionel

- Le frottement est en fonction de la rugosité de la paroi et du nombre de
Reynolds

- Lesrelations du régime permanent peuvent étre utilisées pour les conditions
initiales.

- Lavariation de |’ énergie cinétique dans la conduite (V dV) peut étre négligée

pour un gazoduc de diametre constant.

1. éguation d’ état

L’ équation d état du gaz s écrit :

P=2zr RT (B1)

Dans cette équation P, Z, R, r 4, et T désignent respectivement la pression absolue,
le coefficient de compressibilité, la constante du gaz, la densité et la température
absolue. Z varie de 1 & 1.08 pour une variation de pression et de température de I’ ordre
de 7 a 60 bars et de 15 a 40°C respectivement. Pour tout probléme de régimes
trangitoires, une valeur moyenne de Z est considéré contenue de I'hypothése de

I’ écoulement isothermique (température est constante).

c= |- = [zZrT (B2)
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2. équation de continuité

Si I’on considére un volume de contrdle de longueur d x, la différence de

guantité massique entrée et sortie est égale a la variation locale de la masse du
fluide.

™M
ot = {r o) ®3)

dans laguelle M est |e débit massique des conduites, x la coordonnée axiale, t le

letemps et S |a section transversal de la conduite.

P
Puisque r ,, :—12 alors |’ équation (2) s écrit :
C
CM. IP-o (B4)

3. équation de mouvement

L’ équation de mouvement intégré sur un éément d’ écoulement peut s écrire:
: ’ dv
- P.dx.S-t ,pD.dx-r ,gSdx.singq=a rgdx? (B5)

ou tyest contrainte de frottement, ql'angle d’inclinaison par rapport a
I"horizontal et a un facteur adimentionnel (appelé multiplicateur d'inertie).
Dansle cas simpleil est égal al’unité. Il peut prendre des valeurs supérieurs a 1
déterminés par une méthode appropriée. La contrainte de frottement t, peut étre
exprimeé par la relation de Darcy.

rofoVe  ro f. m2ce?

t. = = BG
o= e (86)

Par substitution des équations (B6) et (B4) dans |’ éguation (B5) on obtient :
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f,C*M?
TP, L +—g.snq+

S a -0 (B7)
X 2DS?P C S &t

L’ utilisation de | ‘ équation (B4) nous donne :

- =V » — (88)

Puisgue : %<<1 donc I’ éguation (B8) devient :

p f,C?M2 p 2 M
ﬂ—+ ’ + g.sn q+a—ﬂ—:0 (B9)
ix 2ps?p c? S 1t

Cette équation est I’ équation de continuité (B4) sont utilisées pour décrire les

écoulements non stationnaires dans les gazoducs.
3. équationsdel’ écoulement en régime permanent

Lors du régime permanent, et si I’ écoulement est isotherme, le débit massique

M est constant et 1:1—“:' =0. On peut dire auss que le nombre de Reynolds est

constant si f, est constant. L’ équation (B9) devient :

. 2 2
sng fyC2M
+

P 0
dp+g Zdx=0 (B10)
e (4]

gs
Cc? 2DS?P

L’ intégration de cette équation entre x = 0, P =P, ax = Dx, P = P, nous donne:
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P/ +f,.C*M?
2gDS? sinq |

e’ B11
P;+f,.C*M? (BLD
2gDS? sing
\ (2gDxsnq)
OU:Sp =
CZ
Donc :
® f,.C*M? s, .10
p2=¢p2. 2 px &~ 1es (B12)
& DS2 Sp

f,.C>?M?Dx oS, _ p2
P, -P, =— ¢ 1,2 (es" -1) (B13)

(P, +P, )DS* sp P, +P,

Dx (B14)

Les relations empiriques largement utilisé dans I’industrie du gaz pour le calcul
de la variation de pression sinspirent de cette derniére et se présentent sous la

forme générale suibante:

Mn

P = Pf - const —Dx (B15)
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dans lequel les coefficients n, m dépendent du nombre de Reynolds et de la
rugosité.

Néanmoins I’ équation (B13) peut étre utilisée dans le régime stationnaire pour
le cas d'un pipe-line simple ou un réseau. Pour le cas d une conduite simple
nous aurons pour seules inconnues P et M ou bien m; mais dans le cas d’ une
jonction entre deux conduites, I’équation de continuité doit étre appliquee (le
débit sortant d’une canalisation égale au débit entrant dans une autre conduite).
On considere ainsi que la pression est la méme au point de jonction dans le cas
d’ un systéme de conduite simple, I’ équation (B13) peut étre écrite pour chaque
conduite et I’ équation de continuité a chague jonction tout en connaissant |’ une

des pression P, ou P.

5. solution par la méthode de caractéristiques:

Reprenanrt |’ équation de continuité (B4), et en suivant la méthode donnée dans
I"annexe A, il vient:

L,=—""+1" =0 (B16)

L’ équation de mouvement (B9) s écrit:

P fc2m2 P a2 M
" X " opstp Tz 9NAT qt =0 (B17)

L,

La combinaison entre ces deux équations nous donne :

7

a2

S

| 'c?qIM MU & 1 TP TPU
+ u+l "~ a 0+

L=l tL,+L, = y —u
a2 Tx 1Tty el Ix ftag

D> D D

(B18)

ngnq fgC2M2
+ =0

C?2 2DS?P
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On admet quel prend deux valeurs réelles et on obtient deux équations. En se

référant aux premier terme entre crochets , nous savons d’ apres les calculs que la

dérivée totale en fonction de M(x, t) est égale a :

dv _dM dx ™M

a dx dt 9t
pour :
dX _ [ -1 C2
d a2
la quantité entre crochets est (jj—'\t/l . D’une maniere similaire : % = 11 :
|-
. . . dP dx L :
Dans le deuxieme crochet on peut écrire o pour o dans les deux équations on
peut écrire:

d_x_l'lCz_ 1

& a2 | -1

2|0

Nous avons trouver deux valeursde | qui transforme L en:

2 i f C*M?
L -a ﬂMiiﬂP++P95'nq+g =0 (B19)
Pour: ¥ =, C
dt a

& n’'est pas la vitesse du particule dans cette équation mais la direction (sur le

plan (X, t)) pour les quels les équations (B15-B18) sont valables. En fait %

définit les directions caractéristiques C* e C dont les équations de la

comptabilités associées sont:
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1a 1M afP, Pging fC'M” _

I e 2 =0
C: St CMt cC 2DS?P (B20a)
.I.dx = Edt
t a
{aIM_afP, Pgsng foCM"
L) 2 2 -
c : St Cft cC 2DS?P (B20b)
.I. dx = - Edt
) a
t Dx
«—>

P
c C
A C B «
Figure 5.

L’intégration de I’ équation (B19) le long de la ligne caractéristique C™ entre

A et P nous donne :

5
dx =0 (B21)
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Apres dével oppement du terme de perte de charge on obtient :

aC fyC*Dx S,
C'i——(Mp-M, )+(Pp - Py )+ - i 1X
s (Po+P, )OS S,
) (B22)
&My +M, | M +M, |06 PS S
T (e P -1)20
2 2 g Pe *P,
et d’une maniére similaire pour I’ équation C :
acC fC 2 Dx b
C =" (M,-M, )-P, +P, e” -1,
S (P, +P, )DS? Sp
. 5 (B23)
&M, +M; | M, +M,; |0 Py

* gé% 219-¢
= P +P, o

2 2

6) Evaluation du coefficient d’inertie a :

Le calcul du multiplicateur a dans le cas des conduites simples permet

d'analyser I'erreur de discréetisation Y sur la pression, Y:—Dpegeur, en

introduisant pour cela les parameétres adimentionnels suivants :

C 2D
. DM Dx
w :ﬂ D]: , e
C M, L

ou Vg, est vitesse de I'écoulement stationnaire a I’amont de Dx, Dmla

fluctuation débit massique, D diametre et w fréquence angulaire des oscillations
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de débit. Le pasd espace est Dx=L/N. Le parametre a est donné en foction des

termes précédents :

s (< - )20
BT
a°=1- +2 -

3py mu~ Ag
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AnnexeC : Déformation dela conduitesous|’ effet delapression

Appelons s;, s, les contraintes longitudinale et radiale, x; e X, les
déformations correspondantes. E étant le module d’ élasticité (module de Y oung)

et n le module de Poisson (n=-x,/X;). La loi de Hooke permet d écrire
X, :%(51' ns,) et x, :é(s2 - n.s;). Essayons d’ exprimer les contraintess
ets,.

Contrainte s,

Cette canalisation est en équilibre sous I’ action des forces suivantes (figures ci-
dessous):
- forcesduesalapression interne.

Forces résultant des contraintes radiales (ou tangentielles) s,.
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Les forces élémentaires de pression dF s écrivent:

dF = p.r.dq.l (C1

Sa projection sur I’ axe 0z est de:

dF, =p.r.dg.l.snq (C2)

La projection de dF, sannulant par symétrie, |’intégration le long d’un demi-

cercle, on obtient la résultante F;

F= i, (C3)

En remplacant par larelation précédente et apres intégration il vient:

F=pD.I (C4)
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Cette force est équilibrée par les forces de contraintes s, s’ exercant sur la
section de longueur [I=| et d’ épaisseur €

F=2s,.el (C5)
: . _pD
La contrainte est donc: S, = o
e

Contrainte s,

1*" Cas: si la conduite a suffisamment de joints, on peut considérer qu’il N’y a
ni contraintes, ni déformations longitudinales et que les éléments cylindriques
successifs sont indépendants entre eux (donc n=0). Dans ce cas, on a s;=n=0 (n
nN'est pas alors le module de Poisson du matériau proprement dit mais son

équivalent pour la canalisation globale).

2'®"® Cas: la contrainte longitudinale doit étre prise en compte. Elle dépend

dans ce cas de la fagcon dont le tuyau est ancré aux extrémités.
Tuyau ancré aux extrémités: on adonc x1=0 et par conséquent s, =ns..

Tuyau libre a une extrémité: la force qui s'exerce a l’extrémité du tuyau est

2
égalea p.pf . Cette pression peut d ailleurs étre nulle dans le cas ou la vanne

d extrémité est grande ouverte. Cette force s exerce sur le périmétre entier du

tuyau pD, donc sur la surface pDe. La contrainte est donc s, = Z—D gu’on peut
e

, . Sz
ecrire 5127.

P . . D .
Récapitulation: Nous avons donc danstouslescas s, = g— comme expression
e

de la contrainte radiale. Pour la contrainte longitudinale, on peut I’ exprimer sous
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la forme s; = ks, dans les trois cas étudiés que, pour étre conforme a la

littérature en ce domaine nous allons synthétiser comme suit:

Cas A: conduite sansjoints, libre a une extrémité k=0.5
Cas B: conduite sans joints, ancrée aux deux extrémités k=n

Cas C: conduite avec de nombreux joints k=0

Variation de section de la conduite: la section de I’éément de la conduite

S écrit:

dsS__,dR 2

—=2— =2dx, =—|(ds, - nds C6

2= 2F =200, = 2(as, - o) (©8)
compte tenu de larelation s; =ks,, alors si I’on pose: m=1-kn on obtient:

—=—ds, =—ntp (C7)

Cette relation peut aussi S écrire sous la forme suivante:

ds 2
— =———nip (C8)
S/S Eedp
dont I’intégration donne S en fonction de p:
S= L (C9)
(? 1 _ p- pog
&S, Eevpy
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AnnexeD : Estimation du coefficient de dégagement de gaz: G, (t).

Laloi d'Henry pour un mélange de liquide avec des gaz dissous S écrit:
P, =fH (D1)

ou P, estlapression de saturation du liquide et f ratio entre le nombre de
moles de gaz dissous et le nombre de moles du mélange. H est la constante de
proportionnalité qui dépend de la nature des gaz dissous et de la température. |l

peut étre exprimée simplement par la relation suivante (Gaid (1984)):
H=Hqygx1.02(T-10) (D2)

Ou Hy, est la constante de proportionnalité d’Henry a T=10°C (H; 5.49 X
10* Pa pour le cas de I'air dans I’eau). Dans son travail sur le phénoméne de
dégazage, Kranenburg (1974) a défini une concentration G, comme le nombre

de molesde gaz n par n? de fluide:
Cq = 9P, (D3)

Ou g est une constante donnée en moles/J.

Compte tenu de larelation (D1) cette concentration devient:
Cy=fxn (D4)

Wiggert & Sundquist (1979) ont défini une concentration C, comme étant le
ratio du volume de gaz dissous par ni de mélange. Ainsi, en considérant la
relation (D3), cette concentration, sous des conditions standards, prend la

forme suivante;
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Co :%xnxn (D5)

Oun=22.4x 10° n? est le volume molaire sous des conditions standards.
Le calcul de la quantite G, dans la relation (17) a été inspiré des travaux de

Wiggert & Sundquist (1979):

gé(rb(ps- P) » Pg<PO
G = ¢ 3 (D6)

& ' Ps7PG

Dans ce travail, les valeurs du coefficient Kg =7.6x10*, 1.1x10° and 1.1x10°
S* correspondant respectivement & G,=0.02, 0.6 et 0.15 , comme fixés par le
précédent auteur, ont été considérés. Par contre les valeurs de b et P; doivent
étre calculées en fonction de la température.

Compte tenu de larelation (D2), il est possible d' exprimer le coefficient b
(défini par Wiggert & Sundquist (1974) ) en fonction de la masse moléculaire m

des gaz dissous:
b =gxm (D7)
Alors en considérant les relations (A4) et (A5), ce coefficient devient:

nxm

o
I

(D-8)

Lapression de saturation P;peut étre déduite de la relation (D5).
Exemple d application pour de I'air dissous dans|’eau a T=16°C:
H=6.18 x 10* Pa; b=2.641x 10’ §*/ nf; P=1.01x 10° Pa
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Considérant les relations (14) et (18) qui donnent:

et de la relation (16), nous pouvons exprimer la densité du gaz de la maniere

suivante:
i=4 q S 1
r g! = 4 rgo o S—oG—r (Dg)

Ou le coefficient G est donné par la relation (17):

& t Gy )
G, =exp§- g———dt (D10)
&€ ool 3
L’ évolution en fonction du temps de ce coefficient s écrit:
aet+D G o
G (t+Dt) =G, (t)expez- O —dt+ (D11)
e ¢ "gl o
Aprés développement celui-ci devient:
@& G o}
Gr(t+ Dt) = Gr (t)gl' Dt (D12)

& (rgl)t g

En remplacant le terme r1  par la relation (D9), cette équation s écrit:
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G (t+Dt)=G (t)a:aL- %lie (t)$ (D13)
' ' é ZT40a0S, | g

En utilisant les relations (14 ) et (18) la pression prend laforme suivante:
P=py+P (Po- Py,) (D14)

En remplacant le ratio %0 dans larelation (D13), par une équation déduite de

la variation de la section transversale (Kessal (1987)), S =S(P ')

D s ot
+ =9 Fos (P - 1)y (D15)
e u

> (D

So _
S

D

et la quantité G, de la relation (D6), alors la relation (D13) prendra la forme

définitive suivante;

; 2l- D—eOEos(P' - Dty
G, (t+D) =G, () 1- (Ky- KoP )G, (1) . "y (D16)
f b

ou les coefficients K, et K, sont fonction de ps, p, po €t Po:

rgoao r.goa'O
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Annexe E : Calcul des grandeursintégrales et des parameétresde forme.

Calcul delp :
I o
T Cj](s,n)dn s d;<d,
ip i 0
I, :(‘y(s,n)dn:i
0 i 1
{dT c‘gp (s,n).F(x)dxs d,>d,
0
dou:
I, =d; .q, .H, (D)
Calcul de It :
: 1
td O (sh)a(sx)dx s dr<dy
.:. ¢
I =i
: dp dr
i dy ovadn+ Y .qdn si d; > dp
! 0 dp
pour D<1:

I, =d.q, l U, %[1- F(h)] F(x)dx+[(s)i‘)G(h) F(x)dxg
| 0 0
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pour D>1 :

T :quP:

| L U
Pu, g1- F(n)]F(x) dwt !
=qup_:_ Oi ;
;::E( )% G (h)F(x)dx+U, z‘)F(x)dx:
i i - b
i & % ('j . U
iUeégf(X)dX- () F () 64T (5) 3() FOx) ey
T o p

L’intégrale 1+ se met donc sous la forme indiguée avec:

i
T 1
: dLF(h))F(x)dx  siD<l
0
1(D):!
I 1
:1 o
I F(x)dx- @ (h)F(x)dx siD>1
fo 0
C)s(h)F(x)dx s D<1
Hz(D)

) Ull—‘

~

OB (h)F(x)dx sD>1
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