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RESUME

Une b-coloration est une coloration propre telle que dans chaque classe de couleur, il
existe au moins un sommet ayant un voisin dans chacune des autres classes de couleur.
Le nombre b-chromatique, noté b(G), est le plus grand entier k tel que G admet une
coloration dominante avec k couleurs. Un graphe est dit b-critique si pour toute aréte
e, b(G —e) = b(G) — 1. Un graphe est dit b*—critique si pour toute aréte e € G,
b(G + e) = b(G) + 1. Le m-degrés d'un graphe G est le plus grand entier m tel que
G a au moins m sommet de degrés au moins m — 1. Un sommet v est dit dense si
d¢ (v) > m(G) — 1. Un graphe G est dit étriqué si G contient exactement m sommets
denses de degré m — 1. On note par B,, la classe des graphes bipartis (D, D’) de maille
au moins 6 étriqués avec D 'ensemble des sommets denses.

Cette thése comporte trois parties.

Dans la premiere partie de la thése, on présente une borne supérieure pour b(G — €) en
fonction de n et de b(G) et on caractérise les graphes atteignant cette borne.

La deuxiéme partie est consacrée a I’étude des graphes étriqués. Dans un premier temps, on
montre que si G est un graphe étriqué de maille au moins 8, alors m(G)—1 < b(G) < m(G).
Ainsi, On vérifie la conjecture de Chang et Lin pour des sous classes de B,,. Dans un
second temps, on présente une borne inférieure pour b(G) en fonction de m(G) pour les
graphe G de maille au moins 6 appartenant a B,, .

Dans la troisiéme partie, on étudie I'impact des opérations données sur le nombre b-
chromatique. En premier lieu, on donne une caractérisation des graphes P;-laden étendus
aréte b-critiques et les blocs graphes aréte b-critiques et les arbres critiques. En second
lieu, on introduit deux nouveaux parametres: B(G) comme étant le nombre minimum
d’arétes I’ ajoutées au graphe G telles que b(G + F') > b(G) et sdy(G) comme étant le

nombre minimum d’aréte a subdivisées pour augmenter le nombre b-chromatique.



ABSTRACT

A b-coloring is a proper coloring such that each color class contains at least one vertex
that has a neighbor in all other color classes. The b-chromatic number, denoted by b(G),
is the largest integer k such that G has a dominating coloring with k colors. A graph is
called b-critical if for any edge e, b(G — e) = b(G) — 1. A graph is called critical if for
any edge e € G, b(G +¢€) = b(G) + 1. A graph G is m-tight if it has exactly m(G) dense
vertices. We denote by B,, the class of m-tight bipartite graphs (D, D’) of girth at least
6, where D is the set of dense vertices.

This thesis has three parts.

In the first part, we present an upper bound for b(G' — e) in terms of n and b(G) and
characterize the graphs achieving this bound.

In the second part, we show that m(G) — 1 < b(G) < m(G) for all m-tight graph G of
girth at least 8. We verify the conjecture of Chang and Lin for some subclass of B,, and
we present a lower bound for b(G) in terms of m(G) in By,.

In the last part, we study the impact of operations on the b-chromatic number. First,
we characterise the extended P;-laden graphs, blok graphs edge b-critical and the critical
trees. Finaly, we introduce two new parameters: B(G) as the minimum number F of
edges in graph G such that b(G + F') > b(G) and sd,(G) as the minimum number of edge

subdivided to decrise the b-chromatic number.
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INTRODUCTION

Confronté a un probléme donné et pour en faciliter la compréhension, on recourt souvent
au schéma. Ce dernier est composé exclusivement de points et de traits les reliant. Les
points représentent les différents objets du probleme. Quant aux traits, ils représentent

les relations existant entre ces différents objets.

Ce schéma est conventionnellement nommé graphe. Les points et les traits sont appelés
respectivement "sommets" et "arétes". Si les traits sont orientés, on parlera d’arcs, au

lieu d’arétes.

La théorie des graphes est la branche des mathématiques qui s’intéressent a 1’étude des

graphes ainsi qu’a la résolution de problémes en les modélisant sous forme de graphes.

Du point de vue historique, la théorie des graphes est apparue au XVIII siecle grace
au mathématicien suisse Leonhard Euler qui posa le probléme des sept ponts de la ville
russe de Konigsberg et qui démontra qu’il est impossible de traverser les sept ponts de la

ville une et une seule fois et de revenir au point de départ.

La coloration est considérée comme 1'un des thémes majeurs de la théorie des graphes.
L’origine de la coloration des graphes remonte au XIX siecle lorsque Francis Guthrie
découvrit que quatre couleurs suffisent pour colorier les cantons d’Angleterre de telle fagon
que deux cantons ayant une frontiére commune ne regoivent pas la méme couleur. D’ou,
il posa le probléme de la possibilité de colorier toute carte géographique a 1’aide de quatre
couleurs sans que deux pays voisins n’aient la méme couleur. Le probléme est resté ouvert

jusqu’en 1976 quand Appel et Haken le démontrérent par le biais de I'informatique.

La coloration de graphes est & la base de la théorie des graphes du fait de sont utilisation
dans la résolution de nombreux problémes pratiques. En effet, ces derniers sont modélisés
comme étant des problémes de coloration.

A titre d’exemple, on peut citer les problémes de l'ordonnancement de téaches et

I’allocation de fréquences.



Plusieurs types de colorations font objets de travaux d’éminantes équipes de recherche
telles que la coloration des sommets, la coloration des arétes, la coloration des sommets
et des arétes (la coloration totale) etc. Pour de plus amples détails sur ce sujet, le lecteur

peut se reporter aux livres de Chartrand et Zhang [16] et de Jensen et Toft [61].

Il existe également plusieurs types de colorations de sommets. On cite par exemple la

coloration de Grundy, la a-coloration et la b-coloration.

Dans notre recherche nous nous basons sur la b-coloration pour la richesse de son champ
de recherche et ses axes qui sont: la recherche des bornes pour b(G), le calcul de b(G), la
b-continuité de b(G), la b-monotonie de b(G), la recherche d’algorithmes pour le calcul de

b(G) dans des classes de graphes etc.

Notre premier travail de recherche consiste & borner b(G—e) supérieurement et chercher
tous les graphes atteignant la borne. Le second appréhende le calcul de b(G) dans les
graphes étriqués. Enfin, le dernier s’intéresse a4 I'impact de quelques opérations données

sur le nombre b-chromatique.
Cette these s’articule au tour de quatre chapitres.

Le premier chapitre englobe les principales définitions et notations utiles & la com-
préhension du contenu de cette thése. Nous donnons également un apergu sur les princi-

paux résultats liés a la b-coloration et au nombre b-chromatique..

Le second chapitre porte sur la présentation d’une borne supérieure de b(G' — €) en

fonction de 'ordre de G et de b(G) et la caractérisation des graphes atteignant cette borne.

Le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude des graphes étriqués. Dans un premier
temps, nous montrons que le nombre b-chromatique d’un graphe étriqué de maille au moins
8 égale & m ot m — 1. Dans un second temps, nous montrons que le nombre b-chromatique

d’une sous classe des graphes étriqués de maille au moins 6 est borné inférieurement par
m

3%
Dans le chapitre quatre, nous étudierons I'impact de quelques opérations données sur

le nombre b-chromatique:
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e L’effet de la suppression d’une aréte sur le nombre b-chromatique, dans cette optique
nous caractériserons les graphes P;-laden étendus aréte b-critique et les blocs graphes aréte
b-critiques.

o L’effet de 'ajout d’une aréte sur le nombre b-chromatique, dans ce contexte nous
caractériserons les arbres arétes critiques et nous définirons le nombre de bondage.

e L’effet de la subdivision d’une aréte sur le nombre b-chromatique. Dans cette optique

nous introduirons un nouveau parametre qui est le nombre de subdivisions b-chromatique.

Cette these s’achéve par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE ET QUELQUES RESULTATS

La premiére partie de ce chapitre concerne les définitions de la théorie des graphes et
les notations utiles a la poursuite de notre travail de recherche. Ces définitions sont
consultables avec plus de précision dans les ouvrages suivants: Berge [4], Bondy et Murty
[6], Diestel [22]. La seconde partie est consacrée a la présentation de quelques types
de colorations de graphes et leurs parameétres associés. Dans ce cadre, nous rappelons
les définitions de la coloration classique et de la a-coloration. Par la suite nous nous
intéresserons particulierement a la notion de la b-coloration et le nombre b-chromatique.
Enfin, nous rappelons briévement les principaux travaux réalisés ou existants liés a la

b-coloration et au nombre b-chromatique.

1.1 Définitions et notations
1.1.1 Graphes, sous-graphes et graphes partiels

Un graphe G est défini par un couple (V (G), E (G)) onV (G) est un ensemble de sommets
et £ (G) est un ensemble de paires de sommets appelées arétes. Le nombre de sommets
de G, noté n, est appelé I'ordre de G} il est fini si 'ordre est fini. Les sommets sont notés
de maniére usuelle par des lettres minuscules: u, v, z,y, a,b, etc... Pour u,v € V, on note
uv (ou vu) une aréte entre u et v. Si uv € E, alors u et v sont dits adjacents (ou voisins).
Dans ce cas, u et v sont appelés les extrémités de uv. Deux arétes distinctes sont dites
adjacentes si elles ont une extrémité en commun. Une aréte e sera dite incidente a un
sommet v si v est I'une de ses extrémités; dans ce cas v sera dit incident & e. Une boucle

est une aréte dont les deux extrémités sont confondues.

Un graphe simple est un graphe sans boucle dont tout couple de sommets est relié par au
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plus une aréte. Dans notre manuscrit, on s’intéresse uniquement aux graphes simples et

finis.

Soient G = (V, E) un graphe et A un sous ensemble de sommets de G. Le sous graphe
de G induit par A, noté G[A], est le graphe ayant pour ensemble de sommets A et pour

ensemble d’arétes toutes les arétes de E dont les extrémités sont dans A.

On appelle graphe partiel d’'un graphe G = (V, E), tout graphe G’ = (V, E’) ayant le

méme ensemble de sommets que G tel que E' C F.

Deux graphes G et G’ sont isomorphes s'il existe une bijection f : V(G) — V(G') telle
que pour tous u,v € V(G), on a uwv € E(G) si et seulement si f(u)f(v) € E(G).

On dira que G contient un graphe H s’il existe un sous-graphe induit de G isomorphe

a H. Dans le cas contraire, on dira que G est sans H (ou H-libre).

1.1.2 Voisinages et degrés

Soit GG un graphe.

e Le voisinage ouvert d'un sommet v de G est défini par ’ensemble suivant Ng(v) =

{u e V(G) :uv € E}.

Le voisinage fermé est défini par Ng[v] = Ng(v) U {v}.

L’ensemble Ng(S) = U, s Na(v) (resp. Ng[S] = Ng(S)US) est le voisinage ouvert

vES

(resp. fermé) du sous-ensemble S C V.

Le degré d’'un sommet v d’un graphe G, noté dg(v), est le nombre de ses voisins.
e Un sommet de degré nul sera dit isolé.
e Un sommet de degré un sera dit pendant.

e Un sommet adjacent & un sommet pendant est un support.
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e On note par A(G) et 6(G) le degré maximum et minimum dans G, respectivement.
S’il n’y a aucun risque de confusion, on écrira d(v), A et  pour désigner respective-

ment dg(v), A(G) et §(G).

1.1.3 Chaines et cycles

e Une chaine P entre deux sommets v; et v, est une séquence finie de sommets
vy, Vg, ...., U tels que pour chaque i, 1 < i < k — 1, v;v;,1 est une aréte de G et
v; # v; pour tout @ # j.

Les sommets v et v sont appelés les extrémités de P et les sommets vg, v3, ..., Vp_1
sont les sommets intérieurs de P. L’entier k — 1 représente la longueur de P (au sens
des arétes).

Une chaine qui n’utilise pas deux fois la méme aréte est dite simple et une chaine
qui ne passe pas deux fois par le méme sommet est dite élémentaire.

Une corde est une aréte reliant deux sommets non consécutifs dans une chaine.
Une chaine minimale induite par n sommets, notée P,, est une chaine élémentaire

sans cordes.

e Un cycle est une chaine dont les deux extrémités sont confondues. Un cycle élé-
mentaire C), induit par n sommets est un cycle dont les sommets sont distincts. La
longueur d'un cycle est le nombre de ses arétes.

La maille d'un graphe G, notée g(G), est la longueur du plus court cycle de G.

e Un graphe G = (V, E) est dit connezxe si pour chaque paire de sommets distincts

v,u € V, il existe une chaine joignant v et u

1.1.4 Distances, diameétres, excentricités, rayons et centres

Etant donnés deux sommets u et v d’un graphe connexe G' = (V, E), on applle distance
entre u et v, et on note d(u,v), la longueur de la plus courte chaine joignant u et v.
L’excentricité de v est exc(v) = max{d(v,w) : w € V}, le diamétre de G est diam(G) =
max{exc(v) : v € V} et le rayon de G est r(G) = min{ezc(v) : v € V}. Un sommet de G

ayant une excentricité minimale est appelé centre.
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1.1.5 Ensemble maximal (resp., minimal) / maximum (resp., minimum)

Nous dirons qu’'un sous-ensemble A de V' est minimal (resp. mazimal) par rapport & une
propriété P s’il n’existe pas d’ensemble B C A (resp. B D A) tel que G [B] vérifie P. Nous
dirons qu’un sous-ensemble A de V' est minimum ou de taille minimale (resp. maximum
ou de taille mazximale) par rapport a une propriété P s’il n’existe pas d’ensemble B C V/
tel que G [B] vérifie P et |A| > |B| (resp.|B| > |A|) ou |A| est le cardinal de I’ensemble A,

c’est-a-dire le nombre de ses éléments.

1.1.6 Graphes particuliers

e Le graphe complet d’ordre n, noté K,, est le graphe simple dans lequel tous les

sommets sont de degré n— 1. Ainsi, deux sommets quelconques de K,, sont adjacents.

e Soit G un graphe. Le graphe complémentaire de G est le graphe noté G, défini par

V(G)=V(G) et BE(G) ={uv:u e V(G),v e V(GQ) et ww ¢ E(G)}.

e Un graphe G est dit d-régulier si tous ses sommets sont de degré d. Un graphe

3-régulier est aussi appelé cubique.

e Un graphe G = (V| E) est dit biparti s’il existe une partition de V' en deux sous-
ensembles V] et V5 telle que toutes les arétes de G relient un sommet de V; a un
sommet de V5. Un graphe biparti complet est un graphe biparti ayant la propriété
supplémentaire suivante: tous les sommets de V; sont adjacents a tous les sommets

de V5. Si |Vi| = p et V5] = ¢, alors le graphe biparti complet est noté K, ,.

e On appelle arbre, et on note par T, un graphe connexe et sans cycles. Un arbre
comporte exactement (n — 1) arétes. On appelle feuille d'un arbre, un sommet de

degré 1 (sommet pendant).
e Une forét est un graphe dont chaque composante connexe est un arbre.
e On appelle étoile, et on note par K ,,, n > 3, 'arbre & n+1 sommets ayant n feuilles.

e Un graphe est dit sans griffes (ou sans K 3) s’il ne contient pas K 3 comme sous-

graphe induit.
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e Le graphe adjoint d’un graphe G (ou graphe de ligne) est le graphe obtenu en asso-
ciant un sommet & chaque aréte de GG et en reliant deux sommets par une aréte si

les arétes de G correspondantes a ces deux sommets sont adjacentes.

1.1.7 Complexité algorithmique

Quand on parle d’optimisation combinatoire, il vient toujours & 'exprit la complexité
des problémes & traiter, et existance ou pas d’algorithmes efficaces pour les résoudre.

L’efficacité est prise dans le sens de la théorie de la complexité.

Le concept d’algorithme a été souvent défini par des termes équivalents plus ou moins
précis: Méthode, procédé, processus, ...etc. Ces termes indiquent 1'utilisation de régles ou

d’instructions pour obtenir un résultat en un nombre fini d’étapes.

Un algorithme de résolution d’un probléme (P) donné, est une procédure décom-
posable en opérations élémentaires (la comparaison, 'affectation, les quatres opérations
usuelles,...), transformant une chaine de caractéres représentant les données de n’importe
quel exemple ou instance du probléme (P) en une chaine de caractére représentant ses

résultats.

La performance d’un algorithme est généralement mesurée selon la relation existante
entre la taille de I'exemple traité, exprimée en termes du nombre de caractére néces-
saires pour le codage des données, et le temps d’éxecution, exprimé en termes du nombre
d’opérations élémentaires. Le codage des données est tel que I'encombrement mémoire
nécessaire pour stocker un nombre positif N, est égal au plus petit entier supérieur ou

égal a log, (N +1).

En 1965, Edmonds a introduit la notion d’algorithme efficace ou polynomial. Un
algorithme est dit polynomial si le nombre d’opérations f (n), nécessaire pour résoudre
un exemple de taille n, est borné par un polyndéme de variable n. Autrement dit, il existe

deux constantes ¢ et k telles que f(n) < cn®. Un tel algorithme est dit de complexité

0 (nk) .
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Un probléme est dit polynomial ou appartient a la classe P ( problémes déterministes
polynomiaux), s’il existe un algorithme polynomial pour le résoudre. Les problémes de la

classe P sont dites "faciles".

Un probléme d’optimisation combinatoire consiste a chercher une meilleur solution
parmi un ensemble fini de solutions réalisables. A chaque probléme d’optimisation combi-
natoire, on peut associer un probléme de reconnaissance ou de décision. Un probleme de

décision est un probléme dont la réponse est de type oui ou non.

Un probléme de décision est dans NP (probléme non détreministe polynomial) (resp.
CO-NP) si dans le cas ou la réponse est affirmative (resp. négative), on peut produire un

certificat qui permet de vérifier en temps polynomial la réponse donnée.

Etant donnés que les algorithmes efficaces sont des algorithmes non dérerministes, il est
clair que P C N P. Mais la classe NP contient des problémes pour lesquels on ne connait
pas d’algotithmes polynomiaux de résolutions. Cependant, la Conjecture P # N P reste

ouverte.

On dit qu'un probléme (P;) se réduit en temps polynomial a un probléme (F), sl
existe un algorithme pour (P;) qui fait appel & un algorithme de résolution de (P,) et
si cet algorithme de résolution de (P;) est polynomial lorsque la résolution de (P;) est

comptabilisée comme une opération élémentaire.

Un probléme de la classe N P est dit N P-complet, si tout probléme de la classe N P peut
étre réduit en temps polynomial. Ainsi, s’il existe un algorithme polynomial permettant
de résoudre un probléme N P-complet, alors il existerait un algorithme polynomial pout
tous les problémes de la classe N P. Les problémes N P-complets sont dites "difficiles".

Les problémes N P-durs sont des problémes au moins aussi difficiles que les problémes
N P-complets et tout probleme d’optimisation combinatoire dont le probléme de recon-

naissance est N P-complet est N P-dur.
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1.1.8 Invariants de graphes

e Une cligue d'un graphe G = (V| E) est un sous-ensemble de sommets de G qui
engendre un graphe complet. La taille d’'une clique est le nombre de ses sommets.
Une clique de taille p est notée par K,. Le cardinal d'une clique maximum de G est

noté w(G).

e Un stable dans un graphe G, appelé aussi, ensemble indépendant, est un ensemble
de sommets deux & deux non adjacents. Le cardinal d’un stable maximum de G |,

noté (@), est appelé nombre de stabilité de G.

e Soit G = (V, E) un graphe. Un couplage M dans un graphe G est un sous-ensemble
d’arétes non adjacentes deux a deux. Un sommet x de G est dit saturé par le
couplage M s’il existe une aréte de M incidente a x. Un couplage qui sature tous

les sommets de G est appelé couplage parfait dans G.

1.1.9 Quelques opérations de graphes

e Soit x un sommet d'un graphe G = (V, F). On note G — x le sous-graphe engendré
par I’ensemble V\{z}. Pour un sous-ensemble de sommets S C V' | on note G — S
le sous-graphe engendré par V'\S. Soit e une aréte de G. On note G — e le graphe
G' = (V,E\{e}). En d’autres termes, G — v est le graphe obtenu a partir de G
en supprimant le sommet v et toutes les arétes incidentes a v. Le graphe G — e est
obtenu & partir de G en supprimant U’aréte e (les sommets incidents & e ne sont pas

supprimés).

e Le produit cartésien de deux graphes G = (Vi, E) et Gy = (Va, E3), noté G10Gs,
est le graphe G = (V, F) tel que V(G) = {(u,v) : u € V(Gy),v € V(G2)} et deux
sommets (ug,v1) et (ug,vy) sont adjacents si u; = uy et v1v9 € Fy ou v = vy et

U1U € El-

e Soient GG et H deux graphes. L’union de GG et H est le graphe G+ H dont I’ensemble
des sommets est V(G) UV (H) et 'ensemble des arétes est E(G) U E(H). Pour un

entier k£ donné, I'union de k copies de GG est notée par kG.
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e Le joint de G et H est le graphe noté G V H obtenu a partir de G + H en ajoutant

toutes les arétes entre G et H.

1.2 La coloration dans les graphes

Le probléeme de coloration dans les graphes provient de celui des quatre couleurs posé par
Francis Guthrie: "Est-il toujours possible de colorer les régions d’une carte de géographie
avec seulement quatre couleurs sans que deux régions ayant une frontiere commune soient
coloriés avec la méme couleur?". Ce probléme ne fut démontré qu’en juin 1976 par deux
chercheurs américains, Appel et Haken [1, 2], de I'université de Illinois, qui utilisérent un

ordinateur.

Robertson et al.[78] ont proposé une preuve plus simple du théoréme des quatre
couleurs. Pour plus d’information sur I'histoire de ce probléme et sa résolution consulter
[16] et [61]

Il existe plusieurs types de colorations de graphes: coloration des sommets, coloration
des arétes, coloration des sommets et des arétes. Cependant, la coloration des sommets
est la notion la plus étudiée.

Notre étude portera essentiellement sur la coloration des sommets. Ce domaine fait
I’objet de beaucoup de travaux de recherche, ce qui explique son étendue. A titre d’exemple

nous citons quelques colorations de sommets et leurs parameétres associés.

1.2.1 Coloration propre et nombre chromatique

Une k-coloration propre d’un graphe G = (V, E') est une application ¢ de V' dans
{1,2,...,k} telle que c¢(z) # c(y) pour tout zy € E(G). Notons que pour toute k-
coloration propre de (G, chaque ensemble de sommets correspondant & une couleur donnée
est un stable. Ainsi, une k-coloration propre de G peut étre vue comme une partition de
V' (G) en k stables, appelés classes de couleurs.

Il est clair que, tout graphe posséde une n-coloration propre, avec n = |V (G)|. Donc

une coloration propre est intéressante si elle utilise un nombre minimum de couleurs.
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D’ou la définition du nombre chromatique.

Définition 1.1. Le nombre chromatique d’un graphe G = (V, E), noté x(G), est le nombre

minimum de couleurs pour une coloration propre de G.

Le probléme de décision lié a ce parameétre est N P-complet [39] dans le cas général.
De nombreux travaux ont été menés pour définir des bornes pour le nombre chromatique
en fonction d’autres parameétres. L’un des résultats classiques en terme de borne du
nombre chromatique est celui donné par Brooks [14] qui a montré qu'un graphe G de
degré maximum A(G) qui n’admet pas comme composante connexe un graphe complet

KaG)+1, ni, si A(G) = 2, un cycle de longueur impaire, vérifie
X(G) < A(G).

Pour le graphe Kx)+1 et le cycle C), de longueur impaire, on a évidemment
X(Ka@y+1) = A(G) + 1 et x(C,) = 3 = A(G) + 1. De ce fait, on a toujours le résultat

suivant:
Théoréme 1.2. [14] Pour tout graphe G de degré mazimum A(G),
X(G) < A(G) + 1.

Dans [4], Berge a montré les deux résultats suivants.

Théoréme 1.3. [4] Tout graphe G d’ordre n, satisfait
X(G)a(G) >n et x(G)+a(G) <n+1.

L’inégalité suivante est die & Gaddum et Nordhaus [76].

Théoréme 1.4. [76] Soit G un graphe d’ordre n et G son complémentaire. Alors
X(G)+x(G) <n+1.

Plusieurs variantes de colorations sont dérivées de la coloration classique; la plupart de
ces colorations cherchent a minimiser le nombre de couleurs. Il existe d’autres colorations
qui maximisent le nombre de couleurs utilisées, on cite par exemple la a-coloration et la

b-coloration.
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1.2.2 a-coloration et nombre a-chromatique

Dans ce paragraphe, nous introduisons la a-coloration et le nombre a-chromatique. Notons
que cette coloration et ce parameétre ne font pas I'objet de notre étude, mais comme ils
ont été a 'origine de la b-coloration et le nombre b-chromatique, nous rappelons la notion
de la a-coloration et le nombre a-chromatique.

Etant donnée une k-coloration propre d’'un graphe G, avec k > x (G). Une maniére de
réduire le nombre de couleurs a ’aide d’une recoloration de tous les sommets d’une classe de
couleurs par une et une seule couleur. Cette maniére de recoloration n’est plus valable des
qu’il existe une aréte entre chaque paire de couleurs, d’oti I'introduction de la a-coloration

par Harary, Hedetniemi et Prins en 1967 [46]

Définition 1.5. Une a-coloration est une coloration propre telle que entre chaque deuz
classes de couleur il existe au moins une aréte. Le nombre a-chromatique d’un graphe G,

noté (G), est le nombre mazimum de classes de couleur dans une a-coloration de G.

1.2.3 b-coloration et nombre b-chromatique

La définition de la a-coloration présentée précédemment a inspiré Irving et Manlove en
1999 [53, 74] a introduire un autre procédé de coloration. En effet, une autre maniére
de réduire le nombre de couleurs est d’essayer & partir d’'une coloration propre donnée du
graphe de réduire le nombre de classes de couleur en transférant les sommets d’'une méme
classe de couleur dans les autres classes de couleur. Cette maniére de recoloration n’est
plus valable des qu’il existe dans chaque classe de couleur un sommet qui a des voisins

dans toutes les autre classes de couleurs. D’ou, la définition de la b-coloration.

Définition 1.6. Une b-coloration est une coloration propre telle que toute classe de couleur

contient un sommet qui a des voisins dans toutes les classes de couleurs.
e Un tel sommet est dit sommet b-dominant.

e Le nombre b-chromatique est le nombre maximum de classes de couleur dans une

b-coloration.
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Puisque toute b-coloration vérifie la définition de la a-coloration, alors le résultat suiv-

ant est immeédiat.

b(G) < Y(G).

Définition 1.7. Soient G un graphe et ¢ une b-coloration de G avec b(G) couleurs. Un
ensemble S de b-sommets de c est dit b-systéme de c si les deux conditions suivantes sont

vérifiées.
e |S| =b(G)

o Vz,y€S, clx)#c(y)

1.3 Quelques résultats existants sur la b-coloration

Notre recherche est d’ordre théorique. Cependant, plusieurs travaux d’ordre pratique
conernant la b-coloration des graphes ont été introduits. En effet, ce concept a été appliqué
dans certains problémes de classifications et de fouille de données (Voir [20, 21, 27, 28, 29,

26, 30, 31, 32]).

Les premiers travaux s’intéressants au concept de b-coloration sont dis & Irving et
Manlove [53] en 1999 qui ont montré que Le probléeme de décision lié au nombre b-
chromatique est un probléme N P-complet en général, méme restreint aux graphes bipartis
[68]. Par contre, ce probléme devient polynomial pour les arbres [53, 74].

Dans [53, 74], Irving et Manlove ont remarqué que pour qu'un graphe G admette une
b-coloration avec k couleurs, il doit avoir au moins k£ sommets de degré supérieur a k — 1.

De cette observation, ils ont défini le m-degré comme suit:

Définition 1.8. Soient les sommets vy, v, ...v, d’un graphe G ordonnés tels que: d(vy) >

d(vg) > ... > d(vy), ou d(v;) est le degré de v;. Le m-degré de G, noté m(G) est défini par
m(G) = max{i: d(v;) >1i— 1}.

Tout sommet v vérifiant d(v) > m(G) — 1 est dit sommet dense.
Les mémes auteurs [53, 74] ont également montré que m(G) est une une borne

supérieure du nombre b-chromatique.
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Proposition 1.9. [53, 7] Pour tout graphe G, b(G) < m(G).

Il est facile de vérifier que cette borne est atteinte pour les chaines et les cycles d’ordre
n > 5 et pour les cliques. Cependant, il existe d’autres graphes pour lesquels la différence
entre m(G) et b(G) est treés large. Par exemple, si G = K, ,, est le graphe biparti complet,
alors m(G) = n + 1 et b(G) = 2. De ce fait, il est naturel de chercher a caractériser les

graphes réalisant 1’égalité dans la Proposition 1.9.

L’algorithme de Irving et Manlove [53, 74| a inspiré beaucoup de chercheurs a chercher
le nombre b-chromatique dans des classes de graphes ayant une structure proche de celle
des arbres. Par exemple les cactus dont le m-degré est au moins 7 [19], [82], les graphes

planaires extérieurs dont la maille est au moins 8 [73] et les co-graphes [8] et les P;-sparses

7].

Comme le probléme de détermination de b(G) dans le cas général est N P-complet, cela
a poussé les chercheurs a établir des bornes qui encadrent ce parametre. Dans ce cadre,
les auteurs de [53, 74] ont remarqué que toute coloration minimale de G avec x(G) est
une b-coloration de G, et que tout sommet de degré A(G) peut avoir au maximum A(G)

couleurs voisines et prendre pour lui la couleur A(G) + 1.
Proposition 1.10. /53, 74] Soit G un graphe de degré mazimum A(G) . Alors,

X(G) <b(G) < A(G) + 1.

Dans [57, 41], les auteurs ont étudiés le concept de la b-coloration dans des classses de
graphes généralisant les cographes (graphes sans P;). Egalement, d’autres études ont été
réalisées pour borner ou donner la valeur exacte du nombre b-chromatique pour des classes
particuliéres de graphes. Dans [64], Kouider et Mahéo ont donné les valeurs exactes du

nombre b-chromatique pour des graphes simples.

Proposition 1.11. [6/] Soient P, et C,, respectivement une chaine et un cycle d’ordre au

moins 5. Alors
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Proposition 1.12. [6/] Pour tout n,p € N, b(K,,,) = 2, ot K, , est un graphe biparti
complet.

Ils ont également obtenu d’autres résultats [64] de type Nordhauss-Gaddhum.

Théoréme 1.13. [64] Soit G un graphe d’ordre n et G son complémentaire. Alors
b(G)+b(G) <n+1 etb(G)(G) >n
Par analogie avec les résultats obtenus dans la coloration classique, Kouider et Mahéo

[64] ont fourni d’autres bornes supérieures pour le nombre b-chromatique.

Proposition 1.14. [6/] Pour tout graphe G = (E,V) d’ordre n, on a:
n 1 1
—— <b(G) < = —-+2|F
a(c) =N =gy 2
o a(QG) est le nombre de stabilité de G.

Proposition 1.15. [6/] Si G est un graphe non conneze avec des composantes connexes

Ch,Cs,...,Cp, p > 2 alors
b(G) > max{b(C;),1 <i < p}.

Dans [66], Kouider et Zaker ont présenté une borne supérieure de b(G) dans le cas d'un

graphe sans griffes généralisés (sans K7 ;).
Théoréme 1.16. [66] Si G est un graphe sans Ky; avec t > 3, alors
b(G) < (t-1(X(G) -1+ 1.
Ils ont également montré que cette borne est atteinte.
Proposition 1.17. [66] Pourt tout entier t > 3 et k, il existe un graphe sans K, tel que
X(G)=FketbG) =({t—-1)(k—1)+1.
Sit = 3 alors GG est dit sans griffe.

Un Corollaire immédiat de cette proposition est le suivant:
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Corollaire 1.18. [66] Si G est sans griffe, alors b(G) < 2x(G) — 1

Dans [17] les auteurs ont montré que tout graphe sans griffe avec a(G) > 3 satisfait

I'inégalité suivante: x(G) < 2w(G). De ce fait, on a le résultat suivant.
Corollaire 1.19. [66] Tout graphe sans griffes avec o(G) > 3 satisfait b(G) < 4w(G) — 1.

D’autres travaux ont été effectués pour déterminer le nombre b-chromatique du produit
cartésien [65, 64, 72, 59] et du produit croisé, total et lexicographique [56] de deux graphes.
Dans [47] , les auteurs ont également montré que le nombre b-chromatique du joint de deux
graphes est égale a la somme de leurs nombres b-chromatiques.

D’autres résultats intéressants concernant le nombre b-chromatique ont été obtenus
dans les graphes de puissance [25], les graphes centrauz [83] et les graphes de Kneser
[43, 60].

Beaucoup de travaux ont été réalisés dans les graphes réguliers. Les premiéres investiga-

tions concernant ce probléme sont dues a El Sahili et Kouider [33].

Théoréme 1.20. [33] Soit G un graphe d-régulier sans cycles d’ordre 6 et de maille au

moins 5. Alors le nombre b-chromatique de G est d + 1.

Les mémes auteurs [33] ont conjecturé que tout graphe d-régulier G de maille au moins
5 satisfait b(G) = d + 1. Dans [13], Blidia et al. ont donné une réponse négative a cette
conjecture. En effet, ils ont montré que le nombre b-chromatique du graphe de Petersen
est égal a 3, ce qui constitue un contre exemple a la conjecture présentée dans [33], ceci
découle du fait que le graphe de Petersen est 3-régulier de maille 5. De ce fait, les auteurs

de [13] ont reformulé ce probléme de la fagon suivante:

Conjecture 1.21. [13] Soit G un graphe d-régulier de maille au moins cing différent du
graphe de Petersen. Alors le nombre b-chromatique de G est d + 1.

Ils ont également montré que la conjecture présentée dans [13] est vraie pour les petites

valeurs de d (d < 6).

D’autres résultats sur le méme sujet ont été fournis par Kratochvill et al. [68].
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Théoréme 1.22. [68] Soit G un graphe contenant A(G)+ 1 sommets vy, ...,va41 tels que
da(vi) = A(G) pour tout i et d(v;,vj) >4 pour tout i # j. Alors b(G) = A(G) + 1.

Corollaire 1.23. [68] Soit G un graphe d-réqulier (d > 2) d’ordre n > d*. Alors le nombre
b-chromatique de G est d + 1.

Récemment El Sahili et al.[35] ont donné des répenses partielles au conjecture 1.21.
D’autres travaux sur le nombre b-chromatique ont été réalisés dans la classe des graphes

réguliers (Voir [15, 55, 81, 80] pour plus de détails).

1.3.1 Les graphes b-parfaits

Par analogie avec la classe des graphes parfaits, Hoang et Kouider [47] ont introduit la

classes des graphes b-parfaits.
Définition 1.24. [/7] Un graphe G est dit b-parfait si b(H) = x(H) pour tout sous-graphe

mduit H de G.

Rappelons que P, désigne la chaine sans corde a n sommets. Un diamant, noté D, est
le graphe K4 — e, Un graphe G est dit Ps-sparse si tout sous graphe a 5 sommets de G

contient au plus un Pj.
Dans [47], Hoang et Kouider ont caractérisé quelques classes de graphes b-parfaits.

Théoréme 1.25. [/7] Un graphe sans P, est b-parfait si et seulement s’il est sans 3P3 et
sans 2D.

Théoréme 1.26. [/7] Un graphe Py-sparse est b-parfait si et seulement s’il est sans 3P,
sans Ps + Py et sans 2D.

Théoréme 1.27. [47] Un graphe biparti est b-parfait si et seulement s’il est sans Ps, sans

P; + P, et sans 3P;.

Théoréme 1.28. [/7] Tout graphe sans 2K, et sans Ps est b-parfait.
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Les résultats partiels obtenues par Hoang et Kouider ont encouragé Hoang, Linhares
Sales et Maffray [50] a poursuivre la recherche sur la caractérisation des graphes b-parfaits.
Ils sont arrivés a construire une liste F de 22 graphes b-imparfaits minimaux et ont posé

la conjecture suivante:
Conjecture 1.29. [50]/ Un graphe est b-parfait si et seulement s’il est F-libre.

Cette conjecture a été vérifiée pour les classes des graphes suivantes: bipartis, P;-libres,
sans diamant, 3-colorables, triangulés, Cy-libres.
Dans [48] [49] Hoang, Maffray, Mechebbec ont donné une preuve de la Conjecture 1.29

dans le cas général.

1.3.2 Db-continuité

Dans [45], Harary et al. ont montré que pour tout graphe G et pour tout entier k tel
que x (G) < k < ¥ (G), G admet une a-coloration en utilisant k& couleurs. Ils ont ap-
pelé ce théoreme "Théoréme d’interpolation" et le parameétre i (G) est un "Invariant
d’interpolation".

Similairement, Christen, Selkew [17] ont montré que pour tout entier k tel que y (G) <
k <~(G), G admet une coloration de grundy avec k couleurs.

Dans [53, 74], Irving et Manlove ont remarqué que ’hypercube de dimension trois admet
une b-coloration avec 2 et 4 couleurs respectivement, mais il n’admet aucune b-coloration
avec 3 couleurs. Selon la terminologie de Harary et al., le nombre b-chromatique n’est pas

un invariant d’interpolation.
Dans [36], Faik a appelé l'interpolation du nombre b-chromatique "b-continuité"

Définition 1.30. Un graphe G est dit b-continu, s’il admet une b-coloration avec k

couleurs pour tout entier k, avec x (G) < k <b(G).

Faik a montré que le probleme de la continuité d’'un graphe G est un probléme N P-
complet, méme si G est un graphe biparti. Ceci nous ameéne a étudier la b-continuité dans
des classes de graphes. Dans [36], Faik a étudié la b-continuité des graphes triangulés.

Dans [62], Kara et al. ont montré la b-continuité de certains graphes planaires.
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FIGURE 1.1. Extension de P,

Dans [36], Faik a étudié la b-continuité de quelques classes de graphes, telles que les hy-
percubes de dimension n, avec n # 3, certains graphes trois réguliers et quelques produits

cartésiens de graphes.

1.3.3 b-monotonie et quasi monotonie

Dans [7], Bonomo et al. ont introduit la notion de la b-monotonie comme étant tout
graphe G vérifiant b(H;) >b(Hs), pour tout sous graphe induit H; de G et pour tout
sous graphe induit Hy de H;. Les mémes auteurs ont montré que les graphes sans P, et
les graphes P,-sparse sont b-monotones.

Récemment Kouider [63] a introduit la notion de la quasi-monotonie. Un graphe G est
dit quasi-monotone si pour tout sommet v € V (G), b(G—v) < b(G) + 1. La méme
auteur a montré la quasi-monotonie des graphes (P, coP, chaise, cochaise) —libre, (Ps, P,

cochaise)-libre et (Ps, coPs, P)-libre. Voir Figure 1.1
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CHAPITRE 2

LA b-COLORATION DANS G-e

Nous présenterons dans ce chapitre une borne supérieure pour b(G — e) en fonction de
I’ordre du graphe GG et le nombre b-chromatique de GG, et nous donnerons une caractérisa-
tion des graphes atteignant cette borne.

A notrer que les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans la revue

Discrete Applied Mathematics [85].

2.1 Borne supérieure pour b(G — e¢)

Nous commencons notre étude par le théoréme suivant:

Théoréme 2.1. [85] Pour tout graphe G = (V, E) d’ordre n > 2, et pour tout e € E (Q)
on a: b(G —e€) <b(G) + [2] - 2.

Preuve. Puisque G contient au moins une aréte, alors
b(G) > 2. (2.1)

On peut verifier facilement que sin =2 ou3,onab(G —e) < b(G) + (%W — 2 pour toute

aréte e de G. Supposons que b (G — ¢) > b(G) + [%] — 2 avec n > 4. Donc

b(G—e)>b(G)+ {g] 1 (2.2)
Il est clair que pour n > 4,
b(G—e)—0b(G)>1. (2.3)

Posons b (G — e) = k. Soit ¢ une b—coloration de G — e avec k couleurs. Désignons par

S T'ensemble de classes de couleurs qui contiennent un seul sommet et 1" I’ensemble des
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autres classes de couleurs. On déduit que |V (S)| = |S], et |V (T)| > 2|T|. L’ensemble T
est non vide sinon G — e est une clique. Soit ¢; € T et x; € ¢; un sommet b—dominant. Il
est facile de voir que I’ensemble S U {z;} induit un sous-graphe complet dans G — e et par

conséquent dans G. D’o1,

5] < b(G) — 1. (2.4)

On a b(G —e) = |S|+|T], et utilisant les conditions (2.2) et (2.4) on trouve |T| > [2].

Nous considérons deux cas selon la parité de n.
Cas 1: n est pair.

Alors [T| > % et donc |V (T)| > 2|T| > n. Ceci implique que |S| = 0. La condition

(2.2) implique que |T| = b(G —e) > b(G) + § — 1. D’aprés I'inégalité (2.1), on trouve
IT| > 2 + 1. Par conséquent |V (G —e¢)| > 2|T| > 2 (% + 1) = n+ 2, contradiction.

Cas 2: n est impair.

Alors |T| > . Donc |V (T)| > 2|T| > n + 1. Ceci implique que V (G) > n + 1,

contradiction. Ceci termine la preuve du théoréme 2.1. O]

Dans [36] Faik a caractérisé les graphes bipartis tels que le nombre b-chromatique égal

a 2. Tout d’abord, on rappelle la définition suivante:

Définition 2.2. [36] Un sommet x d’une classe X;, i =1 ou 2 d’un graphe biparti G =
(X1, X, E) est dit charismatique si et seulement si N (x) = X, j #1i, j € {1,2}.

Le Théoréme suivant est di & Faik [36].

Théoréme 2.3. [36] Soit G = (X1, Xo, E) un graphe biparti connezxe. Alors b(G) = 2 si et

seulement si chaque classe de la bipartition contient au moins un sommet charismatique.

Le méme auteur donne une généralisation aux graphes bipartis non connexes qui ont

des composantes connexes d’ordre supérieur ou égal a 3.

Proposition 2.4. [36] Soit G un graphe biparti de composantes connexes Gy, G, ..., G,

telles que chaque composantes contient au moins trois sommets. Alors b(G) = 2 si et
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seulement si l'une des deux propriétés est vérifiée:
1) r = 1 et chaque classe de biparittion de Gy contient au moins un sommet charismatique.

2) r =2 et Gy et Gy sont des graphes bipartis complets.
On déduit a partir de la Proposition 2.4 le Corollaire suivant:

Corollaire 2.5. Soit G un graphe biparti d’ordre n > 2 de composantes connexes
G1, G, ..., G, d’ordre ny, ns, ..., n,., respectivement. Alors b(G) = 2 si et seulement si

l'une des trois propriétés est vérifiée:

Py : r =1 chaque classe de bipartition de GG1 contient au moins un sommet charismatique.

P2 =2 et,
soit pour i = 1, 2, n; > 3, et G; est un graphe biparti complet ou bien, G; = K ou K,

chaque classe de bipartition de G contient au moins un sommet charismatique.

Py :r >3 et G contient au plus deux composantes connexes G,, G, d’ordre au moins trois

ou:

e Sin, > 3etn, >3, alors G, et G, sont des graphes bipartis complets et pour ¢ # p,
q, G; est soit K1 ou K.

e Si une et une seule composante connexe de G, disons (7, contient au moins trois
sommets, alors chaque bipartition de G, contient au moins un sommet charismatique,

et pour i # p, G; est soit K; ou K.

e Si l'ordre de toutes les composantes connexes G; avec i € {1,2,...,7} est au plus 2,

alors G; est soit K; ou Ks (au moins I'une d’eux est un Kj).

Dans [9], Blidia et al. ont fourni les deux résultats suivants:

Théoréme 2.6. [9] Tout graphe G d’ordre n différent d’un graphe complet satisfait

n+w(G)—1

HG) < |1

|.

Le Corollaire suivant est une conséquence directe du Théoréme 2.6
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Corollaire 2.7. [9] Si G est un graphe sans triangle d’odre n différent de K, alors

b(G) < 5],

En particulier, tout graphe biparti différent de Ky satisfait cette inégalité.

Dans [9], les auteurs ont définit les classes G;, 0 < i < 3 de graphes bipartis comme

suit:

Classe Gy. Cette classe se compose de tous les graphes bipartis avec au plus quatre

sommets différents de K, K3 et Kj.

Classe G;. Un graphe biparti G = (X, Y; F) est dans G si on peut écrire X = AUC et

Y =BUDou A, B,C et D sont des ensembles disjoints vérifiant les conditions suivantes:

|Al=|D| =p, |B|=|C|=gq,avecq>p>0et p+q > 3;

G[AUB] = Ky, et GIBUC] = K ;

Sip> 1, alors GJAU D] = K | (et il peut y avoir des arétes entre C' et D);

p,p?

Si p =1, le sommet unique de D a au moins un non-voisin dans X.

Remarque 2.8. Sip > 2, alors G est connexe. Sip =1, alors soit d est un sommet isolé

et on a deux composantes connexes ou bien G est conneze.

Classe Gy. Un graphe biparti G = (X,Y; E) est dans G si on peut écrire X = A U
{z,u,v} et Y = BU{y} ou A, B et {z,y,u,v} sont des ensembles disjoints vérifiant les

conditions suivantes:

o |[A|=|B|=p,avecp>1,et GIAUB| =K} ;

p;p?
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FI1GURE 2.1. Exemple d’un graphe de la famille G,

e 1 est adjacent a tous les sommets de B U {y}, et y est adjacent a tous les sommets

de AU {z};
e Tout sommet de B a un voisin dans {u,v};

e y a au plus un voisin dans {u, v}, et si y est adjacent a I'un des deux sommets u, v,

disons a u, alors v est adjacent & tous les sommets de B.

Remarque 2.9. St G un graphe non connexe appartient & G, alors b est independant de
lensemble {u,v}. De plus exactement un sommet de [’ensemble {u,v} est adjacent a tous

les sommets de ’ensemble B, et l’autre sommet est independant de [’ensemble B.

Classe G3. Un graphe biparti G = (X, Y’; F) est dans G5 si on peut écrire X = AU {z}

ou A, {z} et Y sont des ensembles disjoints vérifiant les conditions suivantes:
o [A|=|Y|=p,avecp >2,et GIAUY| = K} ;

p,p?

e 1 est adjacent a tous les sommets de Y.

Les méme auteurs dans [9], ont caractérisé les graphes bipartis pour les quels b(G) =
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FicUrE 2.2. Exemple d'un graphe de la famille G,

FicUrEe 2.3. Exemple d'un graphe de la famille G3
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Théoréme 2.10. [9] Soit G un graphe biparti d’ordre n. Alors b(G) = (%W si et seulement
st G € GoU G UGy UGs.

La question naturelle qui se pose est la suivante: quels sont les graphes G pour lesquels

b(G —e)=b(G)+ [2] — 2, pour une certaine aréte e de G7?

Dans le paragraphe suivant on donnera une réponse a cette question.

2.2 Les graphes G tels que b (G —¢) =b(G) + [5] — 2

Dans le but de caracériser les graphes G d’ordre n tels que b (G —e) = b(G) + (%W -2,

on définit cing famille de graphes F; (i = 0,1,2,3,4),de la maniére suivante:

2.2.1 Famille F

Classe F; : (Voir Figure 2.7) Pour p > 1, soient X = {z1, 22, ..., 2,}, Y = {y1,y2, ..., Yp}
et {uy, ug} trois ensembles disjoints. Posons H = G[Y U{uy, u2}|, et G(u) (respectivement,
G (y:)) la composante connexe de H qui contient uy, us (respectivement, qui contient ;).

Notons que G(u)peut étre égal & G (y;).

Un graphe G = (V, E) appartent a la clsse F; si ensemble de sommets V' est partitionnée

en trois ensembles X, Y et {uj,us} avec les propriétées suivantes:

e [l n’existe aucune aréte entre les sommets de X.
e Pour i =1, 2, u; est adjacent a tous les sommets de X et u; est adjacent & wus.

e Pour i € {1,..,p}, chaque sommet z; € X est adjacent a tous les sommets de

Y\A{v:}, et pour un certain t € {1, ..., p}, il existe une aréte e entre x; et y;.

e [ est un graphe biparti et
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— Si G(u) # G (y;), alors uy, uy sont des sommets charismatiques dans G(u), et
G (y;) est une étoile de centre y; (peut étre réduit a ;). De plus, si dy(y;) > 2,
alors GG (u) est un graphe biparti complet. Les autres composantes de H sont

soit K7 ou bien K,. (voir Figure 2.5)

— Si G(u) = G (y;), alors G(u) est un graphe biparti, de bipartition (V3, Vs) tel
que y; € Vi et pour i = 1, 2, u; € V; ol uy est un sommet charismatique dans
G(u) et au moins 'un des deux sommets u, y; est un sommet charismatique

dans G(u). Les autres composantes de H sont soit K otibien Ks. (voir Figure

2.4)

U1 Ua

o —O
21 Y2 Y3 Ya Ys Yt yr Yn

FIGURE 2.4. Exemple d’un graphe H avec G(u) # G(y;) et dy(y) = 1.

Uy Uz
Ys U
va v2 Ys Yt Yr ?/.8 777777 ?/.p

FIGURE 2.5. Exemple d'un graphe H avec G(u) # G(y:) et dy(y;) = 2

Classe F, : Un graphe biparti G est dans F; s’il est obtenu a partir de G; en ajoutant

une aréte e telle que:



u1

U2
Yt Y1
Y4 Y2

e °
Ys Ye Y7 Yo

FIGURE 2.6. Exemple d'un graphe H avec G(u) = G(y:).

T T3 T3 T4 s Tp

AN 7N
/»,(g/}%ww
y

FiGURE 2.7. Exemple d'un graphe de la famille F;

o p=1.

Soit d est I’ unique sommet de D, alors:

— d est indépendant de C' et e connecte un sommet de B avec un sommet de C.

— d a au moins un voisin ¢; dans C, alors e = b;¢y; et si d est adjacent & tous les
sommets de C, alors e = ad ol a 'unique sommet de A. Si d est adjacent & tous
les sommets de X\ {¢;}, ou ¢; est un non-voisin de d dans C, alors e = dc;.

e p>2.

Dans ce cas, e connecte un sommet x; € A avec un sommet y; € D tel que y; est
adjacent a tous les sommets de C, ou bien e connecte un sommet x; € B avec un

sommet y; € C tel que y; est adjacent & tous les sommets de D. (voir Figure 2.8)

Classe F3 : Un graphe biparti G est dans Fj3 s’il est obtenu a partir de G, en ajoutant
une aréte e telle que:

36
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FicUurEe 2.8. Exemple d'un graphe de la famille 7,

e Si pour un certain entier ¢ € {1, ..., p}, le sommet b; est adjacent aux deux sommets

u et v, alors e = a;b; ou bien,

e Si b est indépendant de ’ensemble {u, v}, et 'un des deux sommets u, v est isolé,

disons v, alors I'aréte e relie un sommet de A a un sommet de B ou bien e = bu.

e Si b est adjacent a 'un des deux sommets u, v, disons a u, alors e = bv (voir Figure

2.9).

Class F, : Un graphe biparti G' est dans F, s’il est obtenu & partir de G3 en ajoutant

une aréte e qui relie un sommet z; de A & un sommet y; de Y.(voir Figure 2.10)
Soient fg = {PQ, P3, 2K2, Pg + Kl, C4, P4, K1,3, Kl’g + e, K4 — 6}

etF:foU:FlLJFQUJT;gUJTZL.
Dans le Lemme suivant, nous montrons que le nombre b-chromatique de tout graphe de

la famille F est égal & deux ou bien a trois.

Lemme 2.11. [85]
i) Si G € Fy, alors b(G) = 3.
it) Si G € Fo UF3UFy, alors b(G) = 2.
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—
L=
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g
=

N\

X%
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XK
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q
ﬂ%

F1GURE 2.9. Exemple d'un graphe de la famille 73

F1GURE 2.10. Exemple d’un graphe de la famille F;
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FIGURE 2.11. La famille F

Preuve.
i) Soit G € Fy. Posons H =Y U {uy, us}. Comme G [H] est un graphe biparti, colorons
tous les sommets de H par les couleurs 1 et 2, et tous les sommets de X par 3. Il est
clair que les sommets u;,us et x; € X (i = 1,..,p) sont des sommets b-dominants. Par
conséquent le graphe G admet une b-coloration avec trois couleurs, d’ou b(G) > 3.
Maintenant, nous montrons que G n’admet aucune b-coloration avec quatre couleurs.
Supposons qu’au contraire le graphe GG admet une b-coloration ¢ avec k > 4 couleurs.
Comme uq, us et z; forment une clique K3, et sans perte de généralité, colorons les sommets
uy, us et x; par les couleurs 1, 2, 3, respectivement. Comme z; est adjacent & tous les
sommets de Y, la couleur 3 ne peut pas apparaitre dans Y. Vu que X est un ensemble
stable, alors X\ {z;} ne contient aucun sommet b-dominant de couleur ¢y ¢y > 4. Par
conséquent Y contient un sommet b-dominant, disons y; de couleur 4. Par définition de
Fi, Les couleurs 1 et 2 ne peuvent pas apparaitre dans I’ensemble X. Il découle que
les sommets b-dominants de couleur 1 et 2 appartiennent & H. Notons que ces derniers
sommets sont de degrés au moins deux dans H.

Par définition de Fi, chaque composante connexe de H différent de G(u) et de G(y)
est soit K ou K. Par conséquent le degré de tout sommet de H — (G(u) UG (y;)) est

au plus un dans H. Il découle que les sommets b-dominants de couleurs 1, 2, 4 sont dans
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G(u) UG () -
Supposons que G(u) # G (y;). Siy; € G (yi), alors y; est le centre d’une étoile et dans

ce cas forcément les sommets b-dominants de couleurs 1, 2 sont dans G (u) . Vu que G(u)
est un graphe biparti complet, alors la couleur 4 ne peut étre présent ni dans le voisinage
de w; ni dans le voisinage de us. Par conséquent, y; ne peut pas étre dans G (y;), donc

forcément y; € G(u). Comme u; et uy sont des sommets charismatiques dans G(u), I'une

des couleurs 1 ou 2 ne peut étre présente dans le voisinage de y;, contradiction.

Maintenant, on peut supposer que G(u) = G (y;). Sans perte de généralité, supposons
que y; € Vi. Comme uy est un sommet charismatique, le sommet y; ¢ V5, ceci implique
que y; € Vi. De méme, tous les sommets b-dominants de couleur 1 sont dans V;. On peut
supposer que le sommet u; n’est pas charismatique, sinon la couleur 1 ne peut apparaitre
dans le voisinage de y;. Donc forcément y; est un sommet charismatique dans G(u). De
ce fait N(y;) contient les voisinages des sommets b-dominants de déffirentes couleurs. Il

découle que toutes les couleurs sont présentes dans N (y;), contradiction.

D'ott, b(G) = 3.

1) Si G € FoUF3UFy, alors G est un graphe biparti tel que soit G est connexe et chaque
bipartition de G contient au moins un sommet charismatique, ou bien G contient deux
composantes connexes (71 et GGy avec GG = K; et chaque bipartition de (G5 contient au
moins un sommet charismatique. D’apres le Corollaire 2.5, b (G) = 2. O]

Dans le lemme suivant, nous montrons qu’il existe au moins une aréte e de G telle que

b(G—e)=b(G)+ [2] -2

Lemme 2.12. [85] Si G € F, alors il existe au moins une aréte e de G telle que

b(G—e)=b(G)+[2] -2

Preuve. Si G € Fy, alors il est facile de vérifier qu’il existe au moins une aréte e de
G tel que b(G —e) = b(G) + [2] — 2. Supposons que G € {Fy, Fo, F3, Fa} . D’apres le
Théoreme 2.1, b (G —e) < b(G) + [2] — 2. Pour monter I'égalité, il suffit de donner une
b-coloration de G — e avec b (G) + {%W — 2 couleurs. A cet effet, nous colorons les sommets
de G — e comme suit:

Supposons que G € F; avec e = x1;. Puisque n est paire, alors le Lemme 2.11 implique
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que b (G) + (%W —2 =1+ 5. En effet, dans G — ¢, nous affectons la couleur ¢ aux sommets
ui, pour ¢ = 1, 2 et la couleur 7 + 2 aux sommets z; and y;, 1 <i < poup= 3 — 1. Nous

obtenons une b-coloration de G — e avec g + 1 couleurs .

Maintenant, supposons que G' € F, U F3 U Fy. Comme G — e € Gy UGy U G3, le Théoréeme
2.6 implique que b(G —e¢) = (g] . Par conséquent, le Lemme 2.11 implique que b (G — ¢) =
b(G)+ 2] -2 O

2.2.2 Caractérisation
Maintenant, on va caractériser les graphes G' pour lesquels b (G — e) = b(G) + [2] — 2.

Théoréme 2.13. [85] Soit G un graphe d’ordre n > 2. Alors il existe au moins une aréte

e de G telle que b(G —e) = b(G) + [2] — 2 si et seulement si G € F.

Preuve. Soit k = b(G — e).
Condition suffisante: Si G € F, alors d’aprés le Lemme 2.12, k = b (G) + [2] — 2.
Condition nécessaire: Soit G un graphe tel qu’il existe une aréte e = xy de G avec

k=b(G) + {g] _o. (2.5)

Posons k = b(G — e) et considérons une b-coloration ¢ de G — e avec k couleurs. Soit C;
(1 <1 < k) la classe de couleur i. Désignons par S ’ensemble de classes de couleurs qui
contiennent un seul sommet, et 7' ’ensemble des autres classes de couleurs. Il est clair

que
k

k=S| +|T| et n=|S|+ V(D) =>_|Cil. (2.6)
i=1
Si n < 4, alors on peut vérifier facilement que les seuls graphes vérifiant £ = b (G) +
[%W — 2 sont ceux qui appartiennent a Fy. Alors, on peut supposer par la suite que n > 5.
L’équation 2.5 implique que

k>b(G)+ 1.

Nécessairement,

x et y appartiennent & la méme classe de couleur de G — e, (2.7)
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sinon, ¢ reste une b-coloration de G avec k couleurs. En conséquence, k& < b(G), contra-
diction.
Vu que k = |S| + [T, les équations (2.4) et (2.5) impliquent que |T'| > [2] — 1. Nous

considérons deux cas selon la parité de n.

Cas 1: n est impair:

Alors |T'| > § — 1. Par conséquent, |V(T')| > 2|T| > n — 2. Donc, on a deux sous cas a
distinguer:

Cas 1.1: |V (T)| = n—2 : Par ailleur, I'équation 2.6 implique que |S| = 2, et |T| = § —1.
11 découle que, |V (T)| =21T).

Par conséquent chaque classe de couleur de T' contient exactement deux sommets. Les
équations (2.5) et (2.6) impliquent que k = 2+ 5 —1=b(G) + 5 —2. D’otu, b(G) = 3. Soit
S = {uy,us}. La définition de S implique que pour ¢ = 1, 2, u; est I'unique sommet b-
dominant dans son classe de couleur. Il s’ensuit que u; et us sont des sommets b-dominants
de ¢ qui sont adjacents. Sans perte de généralité, on peut supposer que C; = {u1} et
Cy = {us}. Pour ¢ € {3,..,....k}, soit C; = {x;,y;}. Posons X = {x3, 2y4,..., 1} et
Y = {ys,Ya, ..., Y} - Il est clair que T' = LkJ {z;,y;}. On peut supposer aussi que pour
i € {3,2,...,k}, z; est un sommet b—domilrjgnt de ¢ dans C;. En conséquence, chaque
sommet z; est adjacent a tous les sommets de S. Pour chaque paire de sommets z; € C},
z; € Cj, (i # j), x; est non adjacent a x;, sinon {uy,us,z;,2;} est une clique. D’ou
w(G —e) > 4, and b(G) > w(G) > 4, contradiction. Par conséquent X est un stable.

Ceci implique que chaque sommet z; € C; est adjacent & tous sommet y; € C; (1 # j).

L’équation (2.7) implique qu’il existe un entier ¢ € {3, ,...,k} tel que
T = ety =1y

Maintenant, nous montrons que G [Y" U S] est sans cycle impair. Supposons qu’au contraire
G [Y U S] contient un cycles impaire C. Vu que z; € X est adjacent a tous les sommets
de Y U S, il s’ensuit que x (C'V{z:}) = x (C) + 1 = 4. Par conséquent b (G) > x (G) >
X (CV{z:}) = 4, contradiction. D’ou, G [Y US| est un graphe biparti. Supposons que
b(G Y US]) = b > 3. Soient m; une b-coloration de G [Y U S] avec b; couleurs et m une

b-coloration de GG obtenue a partir de m; en colorant tous les sommets de X par b; + 1.



43

Comme X est un ensemble stable et x; est adjacent a tous les sommets de 1’ensemble
Y U S, alors 7 est une coloration propre de G. Ceci implique que b(G) > by + 1 > 4,
contradiction. D’ott by < 2. Vu que Since u; est adjacent & uy dans S, alors by = 2.
Posons H =G [Y U S].

Soient G(u) la composante connexe de H qui contient S, et G (y;) la composante
connexe de H qui contient ;.

On montre le Fait suivant: O]
Fait 1. Si G (y) # G(u), alors

1. Siy; € V(H\G(u)), avec y; # 4, alors dy (y;) < 1.

2. G (y;) est une étoile de centre y;, peut étre réduit au point y;.

3. Chaque composante connexe de H différente de G(u) et de G (y;) est soit K ou bien
K.

Preuve du Fait 1.
1) Sopposons qu’au contraire H\ G (u) contient un sommet yy # vy, tel que dy (y5) > 2.
Soient G, la composante connexe de H qui contient y¢ et V; and V5 la bipartition de G),.

Supposons au premier lieu que G, # G (y;). Puisque y; est de dégre au moins deux dans

H, il existe au moins deux sommets y,, yq qui sont adjacents & y;. Sans perte de gnéralité,

soposons que yy € V5 et ys, yq € V1. Maintenant, colorons les sommets de G comme suit.

Assignons la couleut 1 aux sommets u; et ys, assignons la couleur 2 aux sommets us
et y4, colorons les sommets ¢ et y¢ par la couleur 4, colorons le sommet z; par la couleur
3. Nous obtenons une b-précoloration de G avec 4 couleurs telle que uy, ug, ¢, Y5 sont les
sommets b-dominants de couleurs 1, 2, 3, 4 respectivement.

Afin de finaliser la coloration de (G, nous ulilisons I’extension suivante:
Extension (a): Assigner la couleur 1 aux sommets restant de V;, colorons par 3 les

o . . " oy .
sommets de X, non-voisins de sommets de V;. Soient V;, V, une partition des sommets

non colorés de V5 définis comme suit:

Vy = {y; € V4 : y; est non coloré et tous les couleurs apparaissent dans N(y;)}.

S ={y; € Vo — V3 1 y; est non coloré}
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alors Vo = V; UV, U {ys}. Notons que les ensembles V;, V' peuvent étres vides.

Si Vi # 0, alors posons Vy = {yi,, Yiss -y Yin, b5 (im > 1). Colorons y;, et z;, (i1 < iy < i)
par la couleur 4 4 [, colorons chaque sommet v € V' par une couleur manquante dans son
voisinage, et colorons les non-voisins de v dans X par 3.

Maintenant, colorons les sommets du sous graphe H\ (G, U S) par les couleurs 1 et 2, et
colorons les non voisins de chaque sommet du sous graphe H\ (G, U S), dans X, par la

couleur 3. Ceci termine 1’ extension(a).

Nous remarquons que:

a) Apres la coloration de ’ensemble V;, chaque sommet de ’ensemble V' a une couleur

manquante parmis les couleurs 1 ou 2 dans son voisinage.

b) Apres la coloration de I'ensemble V3’ on a ¢ (x;,) = ¢ (y;,) = 4 + 1, pour (i1 < i) < ip),
alors x;,, y;, sont des sommets b-dominants de couleur 4 + [, et chaque sommet dans
VN Az, v} est voisin d’un sommet coloré par (4 +1).

Nous obtenons une b-coloration de G avec au moins quatre couleurs telle que S U Vj U
{yy, x:} est ensemble des sommets b-dominants de différentes couleurs (voir Figure 2.12).

Contradiction avec b(G) = 3. Par conséquent si y; € V(H\G(u)), avec y; # y;, alors

Maintenant , supposons que yy € G (y;). Si ys € Vs, alors nous utilisons la coloration
précédente. En concéquence b(G) > 3, contradiction. Donc dy (yr) = 1. Si y; € V4,
alors par la connectivité de G (y;), il existe un sommet y € V5 de degré au moins deux
dans G (y;). Par un argument similaire a celui utilisé plus haut, on obtient b(G) > 3,
contradiction. D’ow, dy (y;) = 1.

2) Par la propriété 1) chaque sommet adjacent & y; est de dégre un. Puisque G (y;) est
connexe, alors G (y;) est une étoile de centre y;.

3) Soit G; une composante connexe de H différent de G(u) et de G (y;). Par la propriété
1), chaque sommet dans G; est de dgré au plus un. Vu que G; est connexe, alors G; est

soit K1 ou bien K5. Ceci termine la preuve du Fait 1
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FIGURE 2.12. Une b-coloration de G avec 5 couleurs

Soient S; et Sy la bipartition de G(u) telle que u; € S;, i = 1, 2. De plus, si G(u) =
G (y:), sans perte de généralité, nous supposons que y; € S;.

On montre le Fait suivant:
Fait 2.

1. Si G(u) # G (y:), alors uy et uy sont des sommets charismatiques dans G(u). De

plus, si dy(y;) > 2, alors G (u) est un graphe biparti complet.

2. Si G(u) = G (y), alors uy est un sommet charismatique dans G (y;), et au moins

I'un des deux sommets y; ou bien u; est un sommet charismatique dans G (y;).

Preuve du Fait 2.
1) Supposons que G(u) # G (y). Si V (G(u)) = S, alors le résultat est trivial. Donc on
peut supposer que G (u) contient au moins trois sommets. Supposons au contraire que I'un
des deux sommets uy, uq, disons us, n’est pas un sommet charismatique. Alors S; contient
un sommet y; non adjacent a us. Comme G(u) est connexe, Sy contient un sommet y; qui
est adjacent & y; et & un autre sommet y; € Sy (possible y, = uy). Maintenant, colorons
uy et ug par 1, 2 respectivement, colorons y;, y;, yi par 2, 4, 1 respectivement. Assignons
la couleur 3 & z¢, et la couleur 4 & z;. Utilisons 1" extension (a) en remplagons yy, ys,

Yaq Par Yj, Yk, Yi respectivement et remplacons V; par S; pour i = 1, 2. Nous obtenons
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Y, v Yo(ee)2
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FIGURE 2.13. Une b-coloration de G avec 6 couleurs

une b-coloration de G avec au moins quatre couleurs, contradiction avec b(G) = 3. Par
conséquent, u; et up sont des sommets charismatiques dans G(u).

Maintenant, Supposons que dy(y;) > 2 et G(u) n’est pas un graphe biparti complet. Alors,
G(u) contient au moins deux sommets non adjacent disons, vy, v tels que v; € S;, i = 1,
2. Soient vy, y2 deux voisins de y; dans H. Colorons y;, u; par i, ¢ = 1, 2. Colorons les
sommets de X par 3. Colorons y;, v; par 4, for i = 1, 2. colorons les sommets restant de
St et Sy par 1 et 2 respectivement. Puisque les sommets de I'ensemble X sont déja colorés
par 3, et comme les sommets non-colorés de GG sont dans H, alors on peut étendre la
coloration au graphe G en utilisant les couleurs 1 et 2. Nous obtenons une b-coloration de
G avec quatre couleurs, telle que z;, y; sont b-dominants de couleurs 3, 4 respectivement.
Comme u; et us sont des sommets charismatiques dans G(u), les deux sommets u; et ug

sont des sommets b-dominants, contradiction avec b(G) = 3.

2) Si G(u) = G (y;). Supposons au premier lieu que uy n’est pas un sommet charismatique
dans G (y;). Comme y; ¢ Ss, nous utilisons la premiére coloration de la propriété 1) de ce
Fait et nous obtenons une b-coloration de G' avec au moins quatre couleurs, contradiction

(voir Figure 2.13). D’ow, uy est un sommet charismatique dans G (y;).
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Maintenant, supposons que u; et y; ne sont pas charismatiques dans G (y;), alors il
existe deux sommets y1, yo € Sy (possible y; = y9) tels que y; n’est pas adjacent & u,
et yo n’est pas adjacent to ;. Le Corollaire 2.5, implique que S; contient un sommet

charismatique disons, ys3. De ce fait, on distingue deux cas:

Cas 1: Il existe au moins deux sommets y;, yo tels que y; ¢ N(u1) et y1 € N(y),
y2 & N(yt) et yo € N(w).

Colorons uq, y; par 1, colorons z1, x9, x; par 3, colorons ys, y; par 4. Pour étendre la
coloration au graphe (G, nous utilisons I'extension (a) en prenant V; = Sy, Vo = 5] et en
remplacant vy, ys, Yq4 Par ¥, Y1, uz respectivement. Vu que us est un sommet charismatique,
ug est un sommet b-dominant de couleur 2 et g; est un sommet b-dominantde couleur 4.

Nous obtenons une b-coloration de G avec au moins quatre couleurs, contradiction avec

b(G) = 3.

Cas 2: Il existe au moins un sommet y; ¢ N(uy) U N(y;).

Colorons u1, y;, y; par 1, colorons uy par 2, colorons x;, x; par 3, colorons x3, ys par 4.
En utilisant I'extension (a) avec V; = Ss, Va2 = S et en remplacant yy, ys, Ya par ys, y;, Uz
respectivement, comme u, est un sommet charismatique, nous obtenons une b-coloration

de GG avec quatre couleurs, contradiction. Ceci termine la preuve du Claim 2.
Les Faits 1 et 2, impliquent que G' € F;. Ceci termine le cas |[V(T')| =n — 2.

Cas 1.2: Si |V (T)| =n — 1, alors |S| = 1. Il s’ensuit que |T'| = § — 1. Si [V (T')| = n,
alors S| = 0. En conséquence |T'| = 4. Notons que b(G —¢) = |S| + |T'| . Alors dans les
deux cas, b(G'—e) = 5. Les équations (2.5) et (2.6), impliquent que b (G) = 2. Clairement,

G est un graphe biparti et donc aussi G — e est un graphe biparti avec b(G' —e) = 5. Vu

que, n est paire et n > 5, Le Théoréme 2.10 implique que G — e € G; U G5. Notons que

le graphe G est obtenu a partir de G — e en ajoutant une aréte e du complémentaire de

G — e. Discutons les différents cas, suivant ’appartenance de G' & G; ou bien a G,.

A]_) G —e & gl.
Alors V(G —e) = AUBUCUD. Soit t € {1, ...,q}. Nous distingons deux sous cas:
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Sous cas 1: A= {a} et D= {d}.

Supposons au premier lieu que G — e est non connexe. Alors la Remarque 2.8, implique
que d est un sommet isolé. Dans ce cas e = b;¢;, sinon G contient une clique K3 ou bien un
cycle C5 ou bien une classe de bipartition de GG ne contient pas de sommets charismatiques,
contradiction avec b(G) = 2.

Preuve. Maintenant, Supposons que G — e est connexe. Discutons les différents choix
de laréte e.

1) e = dey. Sid a un non-voisin dans X\ {¢;}, alors Y ne contient pas de sommets
charismatiques dans G, contradiction avec b(G) = 2. Donc, ce cas ne peut pas se produire.
En conséquence d est adjacent a tous les sommets de ’ensemble X\ {¢;}, les sommets a
et d sont charismatiques dans G.

2) e=ad (siad ¢ E(G —e)). Sid a un non-voisin dans C, alors Y ne contient pas de
sommets charismatiques dans G. Donc, ce cas ne peut pas se produire. Par conséquent d
est adjacent & tous les sommets de C', les sommets a et d sont charismatiques dan G.

3) e = bycy. Clairement b; est un sommet charismatique dans G. Si d est indépendant
de ¢; et a, alors X ne contient pas de sommets charismatiques dans G. Donc, ce cas ne
peut pas se produire. sinon, ¢; (ol a) est un sommet charismatique dans G.

Pour les autres choix pour e, alors soit G contient une clique K3 ou bien un cycle Cj,

contradiction avec b(G) = 2.

Sous cas 2: [A|=p > 2.

Dans ce cas GG est un graphe biparti connexe. Supposons au premier lieu que pour
ie{l,...,q} et j € {1,...,p}, e connecte un sommet ¢; de C' avec un sommet d; de D.
Dans G, ¢; est non adjacent a b; € B et d; est non adjacent & a; € A. De ce fait, G
ne contient pas de sommets charismatiques. Le Théoréme 2.3, implique que b (G) > 3,
contradiction. D’o1l, ce cas ne peut se produire. Si e connecte un sommet b, € B avec
un sommet ¢; € C, alors Ng(b) = AU C, donc b; est un sommet charismatique dans
G. Le sommet ¢; est adjacent & tous les sommets de D, sinon la bipartition A U C' de
G ne contient pas de sommets charismatiques. Similairement, si I'aréte ajoutée connecte
un sommet a; de A avec un sommet d; de D, alors d; est adjacent & tous les sommets de

C. Pour les autres choix de e, alors soit G contient une clique K3 ou bien un cycle Cs,
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contradiction.

Dans tous les sous cas, G € F».

Ay) G—e€G.

Alors V(G —e)=XUY ou X = AU{a,u,v} et Y = BU{b}. Soit t € {1,...,p}.
Supposons que GG — e est non connexe. De ce fait, selon la Remarque 2.9 et sans perte de
généralité, u est adjacent a tous les sommets de B et G — e — v est connexe. Ceci implique
que les seuls choix possibles pour 'aréte e sont a;b; et bu, Car sinon, soit G contient une

K3 ou bien I'une classe de bipartition de G' ne contient pas de sommets charismatiques.

Maintenant, Supposons que G — e est connexe. Nous examinons les différents choix pos-
sibles pour I'aréte e.

1) e = a;b;. Si by a un non-voisin dans {u,v}, alors Y ne contient pas de sommets
charismatiques, contradiction. sinon, a; et b; sont des sommets charismatiques dans G.

2) e = byu ou bien e = byw. Alors Y ne contient pas de sommets charismatiques car b,
est non ajacent a ay.

3) e = bl avec | = w ou bien | = v tel que {l,I'} = {u,v}. Clairement, a est un
sommet charismatique dans G. Y contient un sommet charismatique si et seulement si bl’
€ E(G — e). Pour les autres choix pour e, soit G contient une clique K3 ou bien un cycle
Cs ou bien une de classe de bipartition de G ne contient pas de sommets charismatiques.

D’ou, dans tous les cas, G € F3.
Cas 2: n est impair.

Alors |T'| > L et comme |V (T')| > 2|T|, ceci implique que |T'| = “5*. Nous consédérons

deux sous cas:

Cas 2.1: |V (T)| =n—1. Alors |S| =1 et |T] = 2. Vu que b(G — ¢) = |S| + [T, alors
ntl
=

b(G —e) =

En appliquant les équations (2.5) et (2.6), on obtient b (G) = 2. Il s’ensuit que, G est un

graphe biparti et ceci implique que G—e est aussi biparti avec b(G—e) = "T“ Puisque n est

impaire et n > 5, le Theorem 2.10 implique que G —e € Gs3. Alors V(G —e¢) = AU{z}UY.
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En appliquant 1'observation (2.7), on obtient e = a1, et dans ce cas les sommets a; et y;

sont charismatiques dans G. D’ou, G € Fy.
Cas 2.2: |V (T)| = n. Alors |S| =0 et |T] = 251,

En utilisant les Observations (2.5) et (2.6), on obtient b (G) = 1, contradiction avec le fait
que (G contient au moins une aréte e. Donc ce cas ne peut pas se produire. Ceci termine

la preuve du Théoreme 2.13. O
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CHAPITRE 3

LA b-COLORATIONS DANS LES GRAPHES ETRIQUES

Dans ce chapitre, nous étudions les graphes étriqués. En premier lieu, nous montrons que
le nombre b-chromatique des graphes étriqués de maille au moins 8 est égale a m ou bien
m — 1 et nous cracrérisons les graphes étriqués de maille au moins 8 avec b(G) = m. En
second lieu, Nous nous sommes interessés a un probléme récent concernant les graphes
étriqués posé par Chang et Lin dans [69] a savoir: Pour tout graphe G € B,,, alors
b(G) = m (G) ou bien m (G) — 1.

Nous vérifions la conjecture de Chang et Lin pour des sous classes de B,,. Enfin nous

présentons une borne inférieure du nombre b-chromatique pour tout graphe G € B,,.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans la revue "Journal Of

combinatorial Optimization" [67].

Définition 3.1. Un graphe G est dit étriqué s’il a exactement m (G) sommets denses dont

chacun d’euz est de degré m (G) — 1.

Pour un graphe étriqué G, soient D I’ensemble des sommets denses et D’ I’ensemble
des sommets non denses. Notons par B, avec m = m (G), la classe des graphes bipartis
étriqués de bipartition (D, D') tels que pour tous sommets x,y € D, |N (z) N N (y)| < 1.

Notons par K,, la classe de graphes H = le K! ou K! avec 1 <i < m est un graphe
complet de m sommets et |V (K )N V(Kﬁﬁﬂzll pour i # j.

Conjecture 3.2 (Erdés-Faber-Lovasz). Si H € K,,, alors x (H) = m.

Le Théoréme suivant est di & Lin et Chang [69].
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Théoréme 3.3. [69] Si la conjecture d’Erdos-Faber-lovasz est vraie, alors b(G) = m ou

m — 1 pour tout graphe G € B,,.
Les méme auteur ont posés la Conjecture suivante:

Conjecture 3.4. [69] Si G € B,,, alors b(G) = m (G) ou bien m (G) — 1.

3.1 Les graphes étriqués de maille au moins 8

Soit G un graphe étriqué avec X = {z1,xa, ..., T, } est 'ensemble des sommets denses et
Y l'ensemble des sommets non-denses. Pour y; € Y, soit x; le premier voisin de y; dans X.
Soient C'= XUN {x1,22,...,2-1}, Yo =YNCet 1 (y;) = |[Ne (y;)|+|Ne(Nx (y;))|+5—1.
Done 7 (y;) = [Nx (y;) U Nx(Nx (y3)) U Nye (4;) U Nyo (Nx (y5))] 4 — 1. Comme g(G) =

7, alors |N¢ (y;)| + |[Ne(Nx (y;))| < m. Nous introduisons les définitions suivantes:

Définition 3.5. [67] Soit G un graphe étriqué avec X [’ensemble des sommets denses et
Y l’ensmble des sommets non denses. Soit y € Y.

On dit que y 2-domine X si Nx (y) U Nx (Nx (y)) = X.

On dit que y € Y est inadmissible si |N¢ (y)| + |Neo (Nx (y))| = m.

Lemme 3.6. [67] Si G est un graphe étriqué de maille auw moins 8, alors il contient au

plus un sommet inadmissible.

Preuve. Supposons que GG posséde deux sommets inadmissibles disons, yo, y;. Soit z;, le
premier voisin de y; avec j = 0, 1. Supposons que x;, précede ou égale & z;,. On distingue
deux cas:

Cas 1: z;, = x;,. Vu que dg (z;,) = m — 1, alors par définition de y,, on distingue deux
sous cas:

Cas 1.1: yp a un second voisin disons, 25 € X, avec xo > x;,. Comme dg (z9,y1) < 2,
alors GG contient un cycle de longueur au plus 5, contradiction.

Cas 1.2: yp est un voisin d’'un sommet y € Y. Il s’ensuit que G contient une chaine
P (y1,y) qui ne contient pas yo et de longueur au plus 3 avec les sommets intérieurs sont

dans C' . Ceci implique que G contient un cycle de longueur au plus 6, contradiction.
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Cas 2: w;, # x;,. Comme vy, est inadmissible, ;, € Nx (y0) U N% (yo) . Deux sous cas
s’imposent:

Cas 2.1: y; posséde un autre voisin disons, xy € X, avec o > x;, > z;,. Clairement, x5
est a distance au plus 2 de 9. Par conséquent, GG contient un cycle de longueur au plus 6,
contradiction.

Cas 2.2: y; est adjacent & y € Y. Cela implique que G contient une chaine P (yo,y)
de longueur au plus 3. Par conséquent, il existe dans G un cycle de longueur au plus 7,

contradiction. ]

Théoréme 3.7. [67] Soit G un graphe étriqué de maille au moins 8. Alors:
(1) b(G) = m si et seulement si Y ne contient aucun sommet qui 2-domine X .

(2) b(G) =m — 1 si et seulement si Y contient un sommet qui 2-domine X .

Preuve.

(1) Condition suffisante: Supposons que b(G) = m. Soit X = {x,zs, ..., z,,} 'ensemble

de sommets denses de G. 1l est clair que dans toute b-coloration de GG avec m couleurs, tous
les sommets de X sont des sommets b-dominants. Sans perte de généralité, colorons z; par
la couleur ¢ avec 1 < i < m. Colorons le voisinage de x; par les couleurs {1,2,...,m} \ {i}
avec 1 < i < m. Comme pour tout 1 < i < m, dg (z;) = m — 1, alors tous les voisins
de x; sont colorés. Si Y contient un sommet y qui 2-domine X, alors il n’existe aucune
couleur disponible pour y, contradiction. Par conséquent Y ne contient aucun sommet qui
2-domine X.

Condition nécessaire: Supposons que Y ne contient aucun sommet qui 2-domine X. Soit
{1, 9, ..., 2, } Pensemble de sommets denses de G. Colorons chaque sommet x; par la
couleur i avec 1 < ¢ < m. Maintenant, nous colorons le voisinage du sommet z; de tel
sorte que z; est un sommet b-dominant pour tout ¢, 1 < ¢ < m. considérons le voisinage
de z1. Soit Ry = {x € N (z1) tel que N (x1) N{x2, 23, ..., 2m} # 0} . Ordonnons N (z1)
en commengons par le sous ensemble de sommets R;. Si Ry = {y;}, alors comme y; ne
2-domine pas X, colorons y; par une couleur qui n’existe pas dans Nx (1) U N% (y1) .
Maintenant, supposons que |R;| > 2. Pour y; € Ry, soit z;(;) le plus grand voisin de y;

dans 'ensemble {xs, 23, ..., z,,} . Colorons y; par j (i + 1) ot ¢ + 1 est prie modulo |R;].
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Comme G est sans Cy, pour tout i # k, ;) 7 T, il s’ensuit que toutes les couleurs de
Ry sont différentes. Par suite on utilise |R;|+ 1 couleurs pour colorer Ry U{z1} ; il restent
m — 1 — |Nx (z1)| — | R1| couleurs pour Ny (x1) — |R;|. Par conséquent, on peut colorer
N (z1) par m — 1 couleurs différentes. Supposons que tous les voisins de x1, o, ..., T;_1,
t — 1 < m sont colorés tels que x; est un sommet b-dominant pour tout 7, 1 <7 <t — 1.

Soit C} I'ensemble de sommets colorés. Il s’ensuit que, Cp = X U;<¢—1 N(x;) et soit
Yo=Y NC,.

Maintenent, colorons les sommets de N(x;) \ C;. On ordonne N(z;) \ C; en commengant
par les voisins de I'ensemble X — {z1,..,2;}}, ensuite les voisins de Y. Nous colorons
N(z;) \ Cy suivant cette ordre. Soit Ry = (N{x¢y1, ...z} UNY NCy)) N (N(zy) \ Cy).
Soient yi, ..., yj—1 les sommets de N(x;) \ C; qui sont déja colorés. Pour y; in N(x), soit
i(y;) le nombre de couleurs interdites pour y;.

On montre le Fait suivant:

Fait 3. [67]

i) Si pour tout y;, i(y;) < m — 1, alors on peut colorer les voisins de x; tel que x; soit
un sommet b-dominant.

it) i(y;) < r(y;). De plus, comme G de maille au moins 7, r(y;) < m.

iti) Siy; € N (x¢) \ (R:UCy), alors i(y;) < m — 1.Prewve du Fait 3:1) Supposons que
i(y;) < m —1 pour tout y; € R,. Nous colorons les sommets de R; par des couleurs dif-
férentes. Soit R, = N (z;) \ (R;UCy). Ll reste m —1—|(Cy N N (x;)) U Ry| = |R}| couleurs
non utilisées. A cette éttape, tout sommet appartient ¢ N (z;)\ (R, UCy) a |Ry U Cy| + 1
couleurs interdites. Par conséquent, on peut colorer les sommets de R par des couleurs
différentes qui sont non utilisées par {x; }UR,UC,. Par suite, x; est un sommet b-dominant

de couleur t.

it) Supposons qu’on a coloré les sommets y1,ys, ...,y;—1 de R;. Comme la coloration est
propre, la couleur assignée a y;, c(y;) doit étre différente aux couleurs des sommets de
Uensemble N¢ (y;). Vu que la coloration est dominante, c(y;) est différente des couleurs

assignées aux sommets de l’ensemble Nc (Nx (y;)) U {v1,%2, ..., yj—1}. Par conséquent,
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i(y;) = INc(y)l + [Ne (Nx ()| + (G — 1) = r(y;). Soit D = [Ne () U{x}] U
[ g{ (Ne () \ {ze})] U [Ne(Nxy;)\ {z})], et
soit 7'(y;) = [Ne (y;) \{z}| + [Ne(Nxy))\{z )| = r(y;) — (G —1) — de () — 1. En

conséquence, ' (y;) = de 2,3 (y5) + > de (). Comme g(G) > 7, pout tout yx,
TENX (y;), 372t
y € Ry, les deuz ensembles No(Nx (yx) U No (yk) et Ne (i) \ {x:} n'ont aucun voisin

commun. De plus, pour tout x € X soit x € DN X ou bien x est adjacent a au plus un

sommet de D N'Y. En conséquence, 1 + dc (x;) + r'(y;) + Yo doviay (k) <X
Yk ERL YR FY;
Comme > de\fzy (y) > — 1, on obtient r(y;) < |X|. La définition de R, implique
yER: y#y;
que i (y;) < m.

it1) Siy; € N (x) \ (ReUCY). On ai(y;) < d(x;).Ceci termine la preuve du Fait 3

On montre le Fait suivant:

Fait 4. [67] i) Si aucune couleur n'est disponible o y = y;, alors on se réduit au cas ot
t #1, m et Ny (R;) = 0.

it) Sir(y;) = m, alors T = Ry U{xy,...,xm} est un arbre de hauteur au plus 2. j =1
et |Ri| = 1, y1 est inadmissible et y, est le centre de T', ou bien j > 1 et |R| > 2, alors
de (yx) = dx (yx) = 2 pour tout k < j, et {411, ..., xm} \N% (R;) C Nx (z). De plus, x;

est le centre de T'.

Preuve du Fait 4:

i) Supposons que t = m.

1) Sii(y1) =m, alors m <7 (y1) = deo (xm) + dy. (y1) + 1. De ce fait il existe une couleur
¢o qui est présente dans Ny (y;) et qui n’ apparait pas dans {z,,} U N¢ (z,,). Vu que
g (G) > 8, tout sommet z;, i < m — 1 est adjacent a x,,, ou bien il a un voisin commun
avec I, ou bien avec y;. Pour tout i, 7/ < m—1, x; et z; n’ont pas de voisins communs. On
fait un échange de couleur entre ¢y et m dans Ny (x;) pour x; € Nx [Ny (y1)], 1 < m — 1.

De ce fait, i (y1) < m — 1.

2) Sij > 2, alors m < r(y;) < d(xm,) + dy, (y;). En conséquence dy,(y;) > 1. Comme
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9(G) =8, k; dye (yr) < [ X[ =1 —dc (zm) . D’ow, r(y;) < | X| —k; lch(yk) +(—1).8i
pour un Cer{;in i, dy.(y;) = 0, alors on fait un échange entre y; et_j;;. Vu que, 7(y;) = | X|,
dy,(y;) = 1 pour tout i < j — 1 et dy,(y;) = 1 sinon, y; est le premier voisin de z,,. Par
conséquent, m < r(y;) = dc (v) +j+1 < d(xp)+1=m, et do () =m —1—j. 1
s’ensuit que, y; est le dernier voisin de z,, et |R| =m — 1 —dc (xp,) .

Consédérons I'ensemble L des |R;| couleurs qui ne sont pas présentes dans Ne (z,,) U{z } .
Colorons y1,¥s, ..., y; globalement. Soit d (c) le nombre de sommets de R, qui sont colorés
par la couleur c¢. Soit ' (y) le nombre de couleurs interdites pour y. Si Ny (R;) contient
au moins 2 couleurs, alors i’ (y) < (m —j) + 1. Il s’ensuit que pour toute couleur c,
(m—14'(y)) +d(c) > |Ry|. Il existe un couplage parfait entre les deux ensembles R; et L
[34]. Maintenant , supposons que Ny (R;) contient une seule couleur ¢g. Comme i (y) = m,
on peut supposer que ¢y # m. Il s’ensuit que le sommet z., de couleur ¢y n’appartient pas
a Nx [Ny (Ry)]. Vuque g (G) > 8, z,, n’a pas de voisins communs avec Nx [Ny (R;)]. Un
échange entre les deux couleurs m et ¢y permet de diminuer ¢ (y) pour tout y € R;. Par
conséquent, ’ensemble Ny (R;) est vide. Le Fait 3 implique que pour tout y € N (x,,),
i(y) <m — 1. D’ou, on peut colorer N (x,,) par des couleurs différentes. En conséquence

T, est un sommet b-dominant de couleur m.

it) Si j = 1, alors on se réduit au cas ou dy, (y1) = 0, sinon avec la méme recoloration
que dans (i.1), on diminue i (y;). La définition de R, implique que, y; admet au moins
un voisin x;x, avec k > 1. Il s’ensuit que |Nx (y1) U No[Nx (v1)]| = | X|. En conséquence
R; = {y,} et de plus y; est un sommet inadmissible et il est a distance au plus 2 de tout
sommet x;,;, avec i > 1.

Si j > 2, alors comme g (G) > 8, r (y;) < |X| = [Ne (11 Uy U ... Uyg-ny) \{ae}| + (j —
1) = [N (1 Usa U Ugn) Wi (o) P suite, 7(35) < 1X] = 5 fde () —2) -
|Nye (11 Uy U Uygon)| =[N3 (11 Uy U .. Uygony) \Nx (z)] . O;lj ar(y;) < m. Si
r (y;) = m, alors pour tout y; avec i < j — 1, dx (v;) = dc (y;) = 2 et de plus les ensem-
bles N% (y1 Uy U...U y(j_l)) \Nx (z1), et Ny, (y1 Uy U...U y(j_l)) sont vides. Comme
de (y;) # 0, on obtient dx (y;) = dc (y;) = 2 sinon, on fait un échange entre y; et y;.

Similairement on se réduit au cas ou N% (y;) = Nx (2;) . Si y;1» est le dernier sommet de
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R; qui est différent de y;, alors on permute y;4, et y;. En conséquence 7 (y;) > m + r,
contradiction avec 2) du Fait 3.

Si |Ry| > 2, alors G [R; U {x, ..., Ty }] est un arbre de hauteur 2, de centre z;. Si |R;| = 1,
alors G [y U {xy, ..., T, }] est un arbre de hauteur au plus 2, de centre y. Ceci termine la

preuve du Fait 4.

Notons que, pour tout ordre de Ry, et dans tous les cas, il existe un seul sommet y de R; tel
que i (y) = m et de plus y est a distance 2 de t—1 sommets de ’ensemble N (21, xg, ..., T, )U
{1, 9, ..., 2, } . Notons que tous les sommets de N(z1, za, ..., x) U{x1, T2, ..., T, } ont des
couleurs différentes et ne sont pas présentes dans N (y) N X et y n’a aucun voisin z;,

1 <t —1. On peut supposer que y est voisin de x,,.

Remarque 3.8. Pour tout y' € Ry, si x;y; est un voisin de y' alors x;y; n'a aucun voisin
de couleur t sinon si y' # y, alors on permute y' et y. Par conséquent, pour tout z € Ry,

i(z) <m-—1.

Le reste de la preuve se fait par l'absurde. Supposons que pour tout ordre 6 de X,
Tiyy Tigy ooy Ty, €L pour toute precoloration c de Y, il existe un entier t. tel qu’ on peut

colorer les (iy,_1) premiers voisinages N (xl) , N (£2) sy N <33 ) et on ne peut pas

-
colorer N (:c“) Pour tout ordre 0, il existe une précolomtz’on(opt)z'male. Soit t(0) =
max {t., ¢ précoloration} .

Supposons que Uordre 01 = 1,9, ..., T, de X est tel que t = (01) est le minimum de t (6)
pris sur touts les ordres 6 de X. Le (al) du Fait 4, implique que 2 <t < m — 1. On
distingue deux cas:

Cas 1: Si N (z;)N [Ny (z1) U ...U Ny (z4-1)) U (21 U ... Uz_1))] # 0. Soit zo € N (z)U
Nx (Ny (x¢)), a <t—1.

Considérons lordre Ty, X1, T, ..., Ta—1, Loty ooy Tto1y Loy Titly ooy Ty POSONS T = 24, T} =

!/

= Tjs avect+1 <53 < m.

i1 pour2 < i < q. m; =zxj, aveca+1<j<t—-1l.2,=2, 2
Colorons les voisins de chaque sommets x, par des couleurs différentes tels que z) est un
sommet b-dominant. Soit j >t le plus petit entier tel que le voisinage de x’; contient un
sommet non coloré disons y. Supposons que la coloration est tel que j est mazimum. Vu

que j >t >2,y¢ N(2)) = N(x;). Il existe une chaine P d’evtrémitées v’; et x,, et
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de longueur au plus 3 tels que les sommets intérieurs n’appartiennent pas a N (x;) NY.
Si :13; = &, alors il existe soit la chaine P' = xy'x, ou bien l'aréte x;x,. Avec la chaine
Ty, et la chaine P et P' on obtient un cycle de longueur au plus 7, contradiction. Si
T # To, alors le ii) du Fait 4 implique qu’il existe la chaine (fEt,I;-) ou bien la chaine
(y,x;) de longueur au plus 2. Cette chaine avec les deux chaine P et x,yx,, forment un
cycle de longueur au plus 7, contradiction.

Cas 2: Si N (z;)N [Ny (21) U ...U Ny (z4_1)) U (21 U ... Uz1))] = 0. On peut supposer
que y est adjacent a x,,. On distingue deux cas:

Cas 1: Sie(y,X) > 3. Comme y ne 2-domine pas X, il existe un entier f <t —1 et
un sommet ys de couleur s tels que ys € N (x,,) N N (zg). Considérons l'ordre = = x,,,
ah = xjq, avee 2 < j < B, 2, = 11,7, = Tapi, avee 2 < i <t —1, 7 = 5.
Notons que cet ordre est obtenu a partir de lordre x,,, x1,%2,...,Tm—1 en échangeant xs
et x;1). Soit ¥y le premier sommet de X tel que N (a:;) est non coloré. Si x; # xg, alors
il existe une chaine P (x;, :L‘m_l) longeur au plus 3. Comme y est un voisin de z, cette
chaine ne contient pas y. Notons que G contient les deux chaines P (y, x;) et P(y,Tm_1)
de longeurs au plus 2. Par conséquent, les 3 chaines P (x;, xm,l) , P (y, :cg) et P(y, Tpm—1)
forment un cycle de longeur au plus 7, contradiction.

Si x; = xg, alors G contient la chaine P (ZL‘;, :vt) de longeur au plus 3. La définition de xg,
implique que G contient la chaine xgysTy,. Si x; = 1y, alors G contient la chaine 2’y Tm 1,
ou bien l'aréte 2wy, 1, avec y' est non coloré et différent de y voisin de r} = . Par
suite avec ces trois chaines, G contient un cycle de longeur au plus 7, contradiction.

Cas 2: Sie(y,X) = 2. Vu que i(y) = m et comme Y ne contient aucun sommet qui
2-domine X, x,, a un voisin commun avec tous x; ¢ N (x;), avec i <t —1. Si s <t —1,
alors comme G est sans Cg, le sommet y, € N (xg) de couleur t n’est pas un voisin de .
Si s > t+1, alors par la Remarque 3.8 et par un échange de couleur entre t et c (ys) dans

N (zg), on obtient i (y;) < m — 1. En conséquence on peut colorer y;. Par suite on peut

colorer tous les voisins de x; tels que xg est un sommet b-dominant, contradiction.

(2) Si b(G) =m — 1, alors Y contient un sommet qui 2-domine X, sinon colorons x; par
la couleur i avec 1 <i < m. Colorons le voisinage de x; par les couleurs {1,2,...,m}\ {i}

avec 1 <1 < m. Par conséquent, G admet une b-coloration avec m couleurs , contradiction.
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Etablissons maintenant la condition nécéssaire. Supposons qu’il existe yo € Y tel que yy 2-
domine X. Vu que yo € Y 2-domine X, pour toute coloration dominante avec m couleurs,
aucune couleur n’est disponible pour yo. Maintenant, on montre que b (G) = m—1. On peut
supposer que m > 4. Le Lemme 3.6 itmplique que 1y est le seul sommet de G qui 2-domine
X. Soit x1 un voisin de yo de mazimum degré dans X. Comme g(G) > 8, alors on peut
supposer que dx (x1) = m — 2. Pour tous i # j, N (z;) N N (z;) = 0. Soient G' = G — 1,
et X' = X — x1. Chaque sommet de X' est de degré m — 2 ou bien m — 1. Colorons x;
par i, 2 < i < m. Colorons N (z;) par les couleures {2,3,...,m}\ {i}, 2 <i < m. Comme
der (x1) = m — 2, il existe une couleur disponible pour x1. Par conséquent, on peut colorer

Yo. D’ou, b(G) =m — 1.

Corollaire 3.9. [67] Pour un entier m > 3, soit G un graphe biparti de bipartition (X,Y)
tel que | X| = m et de maille au moins 8.
Si tous sommet de X est de degré m — 1 et tout sommet de Y est de degré au plus m — 2,

alors G est aréte b-critique.

Preuve. La définition de G implique que G est un graphe tel que Y ne contient aucun
sommet qui 2-domine X. Le Théoréme 3.7 implique que b(G) = m. Vu que pour toute
aréteede G,onam (G—e)=m(G)—1,b(G—¢e) <m(G—e)=m(G)—1<b(G)—1.

D’oul G est un graphe aréte b-critique. O

Corollaire 3.10. [67] Si G est un graphe de B,, de maille au moins 8, alors b(G) =m

3.2 Les graphes étriqués de maille au moins 6

Théoréme 3.11. [67] Soient m > 3 un entier et G = (X, Y, E) un graphe biparti de maille
au moins 6 tel que | X| = m. Si tout sommet de X est de degré m — 1, tout sommet de Y
est de degré au plus m — 2, et chaque sommet posséde au plus \/m — 1 voisins communs

avec les autres sommets, alors b(G) = m.

Preuve. Soit X = {z1,xs, ..., 2, } . Pour tous 1 < i < m, colorons z; par i. Maintenant,

nous colorons le voisinage du sommets z; de tel sorte que z; est un sommet b-dominant
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pour tout ¢z, 1 < ¢ < m. Supposons que tous les voisins des sommets x1, xg,...,T;_1,
t — 1 < m sont colorés tels que x; est un sommet b-dominant pour tout 7z, 1 < <t — 1.
Soit Cy = X U;<;—1 N(x;) Pensemble de sommets colorés. Maintenant, nous colorons les
sommets de N(z;)\ Cy. On ordonne N(x;)\ C; en commengant par les voisins de I’ensemble
X —{x1, .., }}. Soit Ry = (N{wys1, ..., T }) NN (). Par hypothese, |Ry| < /m — 1. Soit
y € R;. Comme G est un graphe biparti, N (y) C X. Il s’ensuit que dg (y) < /m — 1.
Soit |N¢ (y) U N (y)| le nombre de couleurs interdites pour y. |N¢ (y) U N& (y)| < /m —
1 +dx (y) < m — y/m. Par conséquent, au moins m — (m — \/m) = y/m couleurs sont
disponibles pour tout sommet y € R;. Comme |R;| < y/m — 1, on peut colorer tous les

sommets de R; par des couleurs différentes. O

3.2.1 Borne inférieure du nombre b-chromatique

Théoréme 3.12. [67] Soient m > 2 un entier et G = (X UY, E) un graphe biparti de
maille au moins 6 tel que |[X| =m. SiVer € X dg(x) >m—1etVyeY dg(y) <m—2,
alors b(G) > 3| 2].

Preuve.
Si b(G) = 2, alors par la Proposition 2.4, chaque classe de bipartition contient au moins
un sommet charismatique. Ceci implique que G est de maille 4, contradiction. Par con-
séquent, b(G) > 3. Par suite le Théoréme est vrai pour m < 7. Supposons que m > 8. []

Supposons que si m = 4mg, alors G posséde une b-précoloration avec 3m; couleurs.
Maintenant si m = 4m; + r, avec 1 < r < 3, alors GG contient m’ sommets de degré au
moins m’ — 1 ou m’ = 4m,. D’apres le cas précédent G posséde une b-précoloration avec
3mi =3 [%J couleurs. Il s’ensuit que pour construire 3 \_%J sommets b-dominants, il suffit
de considérer le cas ou 4 divise m. Posons k = 3Tm et choisissons k sommes xq, 2o, ..., Ty
dans X. Dans la premiére étape nous construisons une b-coloration partielle de G avec
k couleurs. Pour tout 1 < ¢ < k colorons x; par la couleur i. Maintenant, pour tout 4,
avec 1 < i < k, nous choisissons un sous ensemble S; de N (x;) de taille k£ — 1 et colorons

S; de telle sorte que z; est un sommet b-dominant. Vu que G est de maille au moins 6,

pour tout 7,j € {1,2,...,k} il existe au plus un sommet dans ’ensemble N (z;) N N (x;).
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Choisissons 57 tel que tout sommet de S; n’est pas voisin a tous les sommets o, ..., xk.
Ordonnons les sommets de S; en commencant par le sous ensemble de sommets R; qui
sont voisins de xo, ..., 7. Si |Ry| = 1, alors par construction de S; il existe un sommet z;
non voisin de y;. Par suite colorons y; par la couleur j. Supposons que |R;| > 2. Soient
yi € S1 et zj(; le plus grand voisin de y; dans {x,...,x;}. Colorons y; par j (i + 1) ot
(i + 1) est pris modulo |R;|. Comme G est sans Cy, alors pour tous i # k, () 7 ju). Par
conséquent, pour tous sommets y;, yr € S7 leurs couleurs sont déférentes. Donc on utilise
| R1| couleurs pour colorer les sommets de R;. Il reste k — 1 — |Ry| couleurs pour S;\R;.
D’ou on peut colorer S; de maniére que x; soit un sommet b-dominant. On proceéde par
induction. Supposons qu’il existe un entier ¢, avec t > 2 tel que pour tous 1 < ¢t — 1,
exactement k — 1 voisins de x; sont colorés de maniére que x; soit un sommet b-dominant.
Soit ¢ une telle b-coloration partielle. On va colorer exactement k—1 sommets de N (x;) de
maniére que x; soit un sommet b-dominant. Pour un sommet y € N (x;) non coloré, soit
d. (y) le nombre de couleurs possible qu’on peut attribuer a y. Considérons les ensembles
suivants I = {y € N; N (N7 U Ny U...U N;_1) tel que y est non coloré} .

I = {y € N\ tel que il existe tq,ts, avec t +1 <ty <ty < kety € Ny, NNy} .

I, = {y € N\(I{ U I) tel quil existe un unique sommet t1, t +1<t; <k, y € Ny}
Bi=NN(NMUNyU..UN_ )\ (UL UDL). Iy =15UBy. I3 = N\ (IpUL UI).
Considérons 'exemple suivant avec z; = {z3}, Ij = {ys}, B1 = {ys}, 1 = {14},

I, = {y15}7 I3 = {91679177918}-

(1) (2) (¢ (4) (5) (6)

I Z2 Tt Z4 Z5 Ze

Y1 Y2 Ys Ya4 Y5 Y6 Yr Y3 Yo Yio Y11 Yi2 Yi3 Yia Yis Yie Yir Y18

2) B @) () (6 1) @ () (6)

FicURE 3.1. Une coloration partielle de G avec m =8 et t =3
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Fait 5. Soient y € By et F [’ensemble des voisins colorés de x; non présents dans Ij.

Alors d. (y) > k+ |Bi| — (|[F|+t+1).

Preuve. Soit y € B;. Vu que y est un voisin de x; et x; avec j < t — 1, alors les
couleurs possibles pour y sont défférentes des couleurs attribuer & {z;,z;} U F U I. 1l
s’ensuit que d.(y) > k —2 — |I}| — |F|. Comme |I}| < t —1— |By|, alors d.(y) >
k+|Bi|—(|F|+t+1). O

Fait 6. 1) |Io| + |I1] + |I| + | Is] > m — 1.
2) 2L + L) <k —t.

Preuve. 1) Par définition des ensembles Iy, Iy, I3, I3, on a dg (x;) = |lo| + ||+ | I2|+| 5]
et Comme dg (z¢) > m — 1 on obtient |lo| + |I1]| + |I2| + |I3] > m — 1.
2) Vu que chaque sommet de I; a au moins deux voisins dans {z¢1,..., 2} et chaque

sommet de I a exactement un voisin dans {1, ..., 2}, alors 2 |I1| + |Io| < k —t. O
Fait 7. |Io| + |Is| + |3 [|1] — (t— 2)]| > k- 1.

Preuve. Au vu du Fait 6 item 2), |I;] < i (k — |[2] — t). En combinant avec le Fait 6
item 1), on obtient m —1 < |Io| + |L| + |I5| + 3 (k — || — ). Il sensuit que k—1 < [Io] +
[I3]4+3 [| 1] — (t — 2)] . Comme k—1 est un entier, alors |Io|+|I3|+ |3 [|Lo] — (t — 2)]| >
kE—1. O

Soit S; un ensemble de voisins x; de cardinal £ — 1. On va colorer les sommets de S;
de tel sorte que z; soit un sommet b-dominant. Considérons trois cas:

Cas 1: 2 <t < 7.

Si|l; UL < %, alors on peut choisir S; comme un sous ensemble de Iy U I3. Maintenant
on peut supposer que |I; U Ip| > 2. On supprime % sommets de NNy en commengant par
les sommets y € N, tels que e (y, X1) > 4, et on garde les sommets qui restent de [ et
I, respectivement. Soit Sy = Iy UI; U, U3 avec I} C Ij, pour 1 < j <3 et Ip = By U
Notons que pour tous y € S;, e(y, X;1) < 3. Maintenant, on va colorer les sommets de
I'ensemble I7 U I, U By. Soit y € I7 U I, U By. 1l est clair que, si y € I7, y est adjacent
aux sommets z, z;, z; , avec t + 1 < 4,7 < k. Vu que z; a au plus ¢t — 1 — |By| voisins qui

sont déja colorés et chacun des sommets z;,et z; a au plus (f — 1) voisins qui sont déja
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colorés, il s’ensuit que le nombre de couleurs interdites pour y est au plus 3t — | By|. D’ou,
d.(y) > k — 3t + | By|. Supposons maintenant que y € I}. Notons que y est adjacent aux
sommets x;, z; avec t+1 < j < k. Comme z; a au plus ¢t — 1 — | By voisins qui sont déja
colorés et x; a au plus ¢t — 1 voisins colorés, alors le nombre de couleurs interdites pour y

est au plus 2t — |By|. Par conséquent, d. (y) > k — 2t + 1+ | By|.

Finalement , supposons que y € B;. Comme y a au plus ¢ voisins colorés et z; a au plus
t — 1 — | By| voisins colorés, alors d. (y) > k — 2t + | By| . Notons que si |I]| # 0, alors par le
Fait 6 item (2), 2[[1| + |Io| <k —t et donc, |[I7| + || < —t. Si |I}| = 0, alors le Fait 6
item (2) implique que |I5| < k—t—2l;|. En conséquence, |I{|+|I3| < & —t—|I;|. Comme
t < %, alors |I1] + |15 < k —2t. Il s’ensuit que, dans tous les cas d. (y) > |I1|+ |I3] + | B
De ce fait, on peut colorer tous les sommets de ’ensemble I7 U I} U By par des couleurs

différentes. Il reste k — 1 — | By U Iy U I U I})| couleurs pour les sommets de ’ensemble 3.

En conséquence,on peut colorer les sommets de S; par des couleur différentes tels que x;
soit un sommet b-dominant.

Cas 2: 7 +1<t< 7.

Consédérons un entier 7 tel que 2 +1 < r < 2 1l S’ensuit que, |1 (r)|+|L (r)| < k—r <
. Ainsi, on peut supposer que I, (r)UI; (r)N.S, = (. Comme S, contient exactement k—1
sommets, alors au moins r — % sommets de /o (r) n’appartient pas a .5,. En conséquence, on
choisi S, comme un sous ensemble de I3 (r)UIy (r)\ {y € N (z;) "N (z,) m—r <j< 2}
de cardinal k — 1.

Maintenant, on va colorer k — 1 sommets de N (z;) de maniére que z; soit un sommet

b-dominant. Alors deux cas s’imposent:

Cas 2.1: 7 +1<1t< LF”T;J . D’apres le Fait 7, on peut choisir S; comme un sous

ensemble de Iy U I, U I3. Posons i =t — . Si |I5| < i, alors au vu de Fait 7, on choisit
S; comme un sous ensemble de Iy U I5. Il est facile de colorer les sommets de S; par des
couleurs différentes de tel sorte que z; est un sommet b-dominant. Supposons maintenant
que |I5| > 4. On va éliminer ’ensemble D de i sommets de I en commengant par I’ensemble
{y € N(z;) N N(z;)t+1 < j <t+i}. Posons A ={y € (N(z;) N N(z;))\ (DU U
L), (t+i+1) <j<k—i}, Bo={y € [N(x) NN (z)]\(DULyUL) k—i+1<j<k}.
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Comme t 41 < 3Tm — ¢ et par construction, les ensembles A, By et D sont disjointes. Il est
clair que Iy = AU By U D. Vu que A, By et D sont disjointes, alors |A| + |By| = is — i.
Le Fait 7 implique que |Io| + |I5| + | (JA| + |Ba|)| = |lo| + |5 + |2 (|| —0)] > k- 1.
Par conséquent, on peut choisir S; comme un sous ensemble de Ip U A’ U B’ U I3 avec
|Si| = k — 1, ou A’,B’ sont, respectivement, un sous ensemble de A de cardinal au plus
L%lJ, un sous ensemble de B, de cardinal au plus {@J + 1.

Maintenant, colorons les sommets de S; de maniére que x; est un sommet b-dominant.
Pour cela on commence par les sommets de I’enemble A’. Soit y € A’. Notons que y est
un voisin de 7, et de ; avec j > t+i+ 1. La définition de D (k), 7 —|—% < k <'t, implique
que N; NS, = ). Par conséquent, z; a au plus t — 1 — % voisins colorés, et x; a au plus t —1
voisins colorés. 11 s’ensuit que d. (y) > k — 2t + £. On peut vérifier que |A| < 2 — 3i. Ceci
implique que, |—‘3| < = 3 Notons que k—2t+ % > 2 — 3. En conséquence, d. (y) > |A4'].
D’ot, on peut utiliser |A’| couleurs pour colorer les sommets de A’.

Maintenant, colorons les sommets de B’. Soit y € B’. Notons que y est un voisin de x; et
dezjaveck—i+1<j<kety¢S;. Comme les sommets colorés de S; sont ceux de
I'enemble A’U 1, alors d. (y) > k—|1}| — |2i| —2. Vuque |[A| <5 —=3iet |Ij] <t—1—|By,
alors d. (y) > |Bi| + 2 + £ — 1. D’autre part, @ +1 < £+ 1. Comme m > 8, alors
d.(y) > |B'|. D’ou, on peut colorer les sommets de B’ en utilisant |B’| couleurs qui sont
différentes et qui ne sont pas présentes dans A’ U Ij. Finalement, On colore les sommets
de By. Soit y € B;. D’apres le Fait 5, d. (y) > k + |By| — (|A'| +|B'|) —t — 1. Comme
|A'| <2 —3iet |B| < i+1, alorsd. (y) > |Bi|+ 2 —2. Vuque m > 8, alors d. (y) > |B].
De ce fait, on peut colorer les sommets de B; en utilisant |B;| couleurs qui ne sont pas

présentes dans I U A’ U B’. Enfin, Colorons les sommets de I3 de telle maniére que z; est

un sommet b-dominant.

Cas 2.2: [22] < ¢ < 2. Soit B, = {y € N(x;)NN (z;) t+i+1<j<k}. Par un

argument similaire au dernier cas, Iy = By U D. Dans ce cas, t +1 > k —1i. Par conséquent,

| By| = iy — i. Le Fait 6 implique que o + i3 + L'B—;‘J =g +iz+ | (iz—i)] > k—1. Dece

fait, choisissons S; comme un sous ensemble de IjU B; UI3U B’ tel que |S;| = k—1, avec B’

est un sous ensemble de B, de cardinalité au plus L'B—;‘J . Notons que H % H <7 —i Dun

autre coté, chaque sommet y € By est adjacent & z; et & x;, avec t +1 < j < k. Il s’ensuit



65

qued.(y) > k—iyg—2. Vuque iy <t—1—|By|,alorsd.(y) > k—t+|B;|—1>|B’|. De
ce fait, On peut colorer les sommets de B’ en utilisant | B’| couleurs. Maintenant, colorons
les sommets de By. Soit y € By. D’apres le Fait 5, d. (y) > k+ |B1| — |B'| —t — 1. Comme
|B'| < % — i, alors d. (y) > |Bi1| + ¥ — 1. En consécequence, on peut colorer les sommets
de B; en utilisant | B;| couleurs qui ne sont pas utilisées dans /) U B’. Enfin, colorons les

sommets de I3 tels que z; est un sommet b-dominant.

Cas 3: 7 +1 <t < k. Dans la premiere étape de case 2, on a défini S; comme un sous
ensemble de

;U (IEUB)\{y € N (z;) NN (z) m—t<j <2} de cardinal k — 1. D’abord, col-
orons les sommets de By. Soit y € By. Il est simple de vérifier que d. (y) > k —if, — 2.
D’autre part, |By|+iy <t —1— (t—2+1). Dou, |Bi| <2 — iy — 2. Par conséquent,
d.(y) > |Bi1|. D’ou, on peut colorer les sommets de By par |B;| couleurs. Colorons les
sommets non colorés de S; de maniére que x; soit un sommet b-dominant.
Dans tous les cas, le graphe G posséde une (3|7 |) b-coloration partielle de G, avec
T1, L2, ..., T3 m | sont des sommets b-dominants. Maintenant, étendons cette coloration
partielle au graphe GG de la maniére suivante:
Soit X' = {x3m|41,...,zm}. Si X' contient un sommet z tel que toutes les couleurs sont
présentes dans N (z). Colorons  par 3| % | + 1. Colorons chaque sommet de X"\x par une

couleur manquante dans son voisinage.

Maintenant, colorons les sommets non colorés de Y. Alors deux cas se présentent:

Cas 1: L’ensemble X contient au moins un sommet = coloré par 3 [%J + 1. Par définition
de G, chaque sommet de N; \ S;, 1 < i < 3|7 | n'est pas adjacent & z. Par conséquent,
colorons tous les sommets de N;\S;, avec 1 < i < 3[2| par 3|2 + 1.

Cas 2: L’ensemble X ne contient aucun sommet coloré par 3[%| + 1. Soit y € N;\S;,
avec 1 <1< 3 L%J Si toutes les couleurs sont présentes dans N (y), alors colorons y par

3 L%J + 1, sinon colorons y par une couleur manquante dans son voisinage.

Maintenant, colorons les sommets de ’ensemble N (X”) \ Ur<i<a | Ni.
Soit y € N(X')\Ui<ics = | N;. Vu que le degré de y est au plus ¢, alors colorons y par une
couleur manquante dans son voisinage. On obtient une b-coloration de G avec au moins

3| %] couleurs. D’ou b(G) > 35| W
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CHAPITRE 4

L IMPACT DE CERTAINES OPERATIONS DONNEES SUR LE

NOMBRE b-CHROMATIQUE

Dans ce chapitre, nous étudions I'impact de quelques opérations données sur le nombre

b-chromatique. Ce travail est motivé par les résultats encourageants de N. Ikhlef Eschouf
[52]. Dans le premier paragraphe, nous étudions l'effet de la suppression d’une aréte sur
le nombre b-chromatique. Dans ce cadre nous caractérisons quelques graphes aréte b-
critiques. Dans le deuxiéme paragraphe, nous étudions 'effet de ’ajout d’une aréte sur
le nombre b-chromatique. Dans ce contexte nous caractérisons les arbres aréte critiques
et nous introduisons le nombre de b-bondage. Dans le dernier paragraphe nous étudions
I’effet de la subdivision d’une aréte sur le nombre b-chromatique. Dans cette optique nous

introduisons le nombre de subdivisions b-chromatique.

4.1 La suppression d’une aréte

Dans cette section, nous étudions 'effet de la suppression d’une aréte quelconque sur
le nombre b-chromatique de certains graphes particuliers. Un graphe G est dit aréte b-
critique si pour toute aréte e de G, b(G — e) < b(G). Dans [12], M. Blidia et al. ont
montré que décider si un graphe est aréte b-critique est un probleme N P-complet. Donc
il est intéressant de caractériser des classes de graphes aréte b-critiques. Dans ce sens,
nous caractérisons les graphes Pj-laden étendu aréte critiques et les blocs graphes aréte
critiques. Dans [52] Ikhlef Eschouf a caractérisé les graphes Pj-sparse aréte b-critiques
et les graphes quasi-adjoints aréte b-critiques. Par ailleur dans [12], Blidia et al. ont

caractérisé les arbres, les graphes sans Ps et les graphes réguliers arétes b-critiques.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont été réalisés en collaboration avec Ikhlef

Eschouf et ont fait objet d'une communication internationale au colloque Roadef 2015.
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Dans [36] Faik a montré que la suppression d’une aréte quelconque de G peut faire

diminuer le nombre b-chromatique de GG par au plus un.
Proposition 4.1. [36] Soit G un graphe et e une aréte de G. Alors b(G —e) > b(G) — 1.

Au vu de la définition ci-dessus et de la Proposition 4.1, on propose la définition

suivante.

Définition 4.2. Un graphe G est dit aréte b-critique si pour toute aréte e de G, b(G—e) =
b(G) — 1.

Il convient de remarquer qu’il est inutile de considérer les graphes possédant des som-
mets isolés car cela ne change rien a la définition 4.2. Pour cette raison, nous nous
restreignons a 1’ étude des graphes sans sommets isolés.

Les deux résultats suivants sont dis a Ikhlef Eschouf [52].

Théoréme 4.3. [52] Soit G = (V, E) un graphe aréte b-critique et soit ¢ une b-coloration
de G avec b(G) couleurs. Alors,

i) ¢ ne posséde pas deux b-sommets de méme couleur.

i1) Le b-systéme S de ¢ est unique.

iti) V'\ S est un stable.

vi) Ve € V\ S, dg(z) < |S| — 2.

Théoréme 4.4. [52] Si G est un graphe aréte b-critique, alors b(G) = A(G) + 1.
L’Observation suivante est immeédiate.

Observation 4.5. Soient G = (V, E) un graphe aréte b-critique et ¢ une b-coloration

optimale de G. Si x € V' est un b-sommet de ¢, alors dg(z) = A(G).

Corollaire 4.6. [12]/ Un graphe sans 2K, est aréte b-critique si et seulement s’il est

complet.

Par le Théoréme 4.3, on déduit ’Observation suivante.
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Observation 4.7. [86] Soit G un graphe aréte b-critique avec p composantes connezes,
p > 2. Soient ¢ une b-coloration de G avec b(G) couleurs et H une composante connexe

de G. Alors

1. H contient au moins un sommet b-dominant. Ainsi, si H contient un seul sommet

b-dominant, alors H est une étoile d’ordre A (G) + 1.
2. b(G) = p si et seulement si G = pKj ;1.

Preuve. 1. Vu que G est sans sommets isolés, H contient au moins une aréte. Ceci
implique que H contient au moins un sommet b-dominant sinon, la suppression d’une aréte
quelconque de H ne fait pas déminuer le nombre b-chromatique de G. Supposons que H
contient un seul sommet b-dominant et soit  ce sommet. Comme G est sans sommets
isolés, le Théoreme 4.3 (ii) et (iv) implique que = connecte chaque sommet de H, de plus
V(H)\ {z} est un stable et dg(z) = A(G). D’out H est une étoile d’ordre A(G) + 1.

2. Il est clair que b(pK; 1) = p. réciproquement, supposons que b(G) = p. 1l s’ensuit que
d’apres I’Observation 4.7 (1) et le Théoréme 4.3 (i) et (iv), chaque composante connexe
de G contient exactement un seul sommet b-dominant. D’aprés 1’Observation 4.7 (1),
G =pKip-1. O

La Proposition suivante est diie & Hoang et Kouider [47].

Proposition 4.8. [}7] Soient G1 = (V4, E1) et Gy = (Va, Es) deux graphes tels que
ViNnVy=10. Alors, b(G; UGs) > max{b(G1),b(Gs)}.

Lemme 4.9. [86] Soit H une composante connexe d’ un graphe G. Si G est aréte b-
critique, alors b(G) > b(H) + 1.

Preuve. La Proposition 4.8 implique que b(G) > b (H) . Supposons que b (G) =b(H) .
Il s’ensuit que b(G —e) > b(G) pour toute aréte e dans G\ H, contradiction. Par con-
séquent, b(G) > b(H) + 1. O

4.1.1 Les graphes P,-laden étendus aréte b-critiques:

Dans cette section, nous caractérisons les graphes P;-laden étendus aréte b-critiques. Ces

graphes sont une généralisation naturelle des graphes sans P;. Dans [40], Giakoumakis a
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F1GURE 4.1. Un graphe pseudo-scindé

introduit la notion de Pj-laden étendu comme étant un graphe dont tout sous-graphe H
a au plus six sommets vérifie la propriété suivante: Si H contient plus de deux P, alors

G est un graphe pseudo scindé.

Commencons cette section par quelques définitions.

Définition 4.10. Un graphe G = (V, E) est dit scindé si l’ensemble V' est partitionné en

une clique K et un stable S.

Définition 4.11. Un graphe scindé G est dit original si chaque sommet de S posséde un

non-voisin dans K, et chaque sommet de K a un voisin dans S.

Définition 4.12. Un graphe G = (V, E) est dit pseudo-scindé si l’ensemble de sommets
peut étre partitionné en trois ensembles S, K et R, avec R éventuellement vide, tels que:
1) S est un stable et K est une clique;

2) G[S U K] est un graphe scindé original (avec SUK #();

3) Tous les sommets de R sont adjacents a tous les sommets de K et a aucun sommet de

S.

Définition 4.13. Un graphe G est dit Py-laden étendu si tout sous-graphe H de G a au
plus six sommets vérifit la propriété suivante: Si H contient plus de deux Py induits, alors

G est un graphe pseudo scindé.
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FIGURE 4.2. Une araignée fine

Définition 4.14. Une araignée (S, K, R) est un graphe obtenu & partir d’un graphe
pseudo-scindé tel que:

(a) |K|=|5]= 2.

(b) 1l existe une bijection f : S — K telle que:

(b.1) SoitYve S, NwyNK ={f(v)} (araignée fine);

ou bien

(b.2) SoitVve S, Nv)yNnK = K\{f(v)} (araignée épaisse).

Notons que le graphe complémentaire d’'une araignée fine est une araignée épaisse et
vice versa. Une araignée avec |S| = K|| = 2 est a la fois fine et épaisse. Le triplet (S, C, R)
(ou (S, K) si R est vide) est appelé la partition d’araignée, et peut étre trouvé en temps

linéaire [58]

Définition 4.15. Une quasi-araignée est un graphe obtenu a partir d’une araignée
(S, K, R) en remplacant au plus un sommet de S U K par Ky or Ko. Il est clair qu’une

araignée est une quasi-araignée.
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Définition 4.16. On dit qu’un graphe G est de type 0 si G est une araignée; de type 1
si G est une araignée (S, K, R), avec exactement un sommet de S est remplagé par Ks;
de type 2 si G est une araignée (S, K, R), avec exactement un sommet de S est remplacé
par Ky; de type 3 si G est une araignée (S, K, R), avec exactement un sommet de K est
remplagé par Ko; de type 4 si G est une araignée (S, K, R), avec evactement un sommet

de K est remplacé par K.
Observation 4.17. [86] Les graphes de type 0 et 4 sont des graphes pseudo-scindé.
Dans [40] Giakoumakis a caractérisé les les graphes Pj-laden étendus.

Théoréme 4.18. [40] Un graphe G est Py-laden étendu si et seulement si l'une des con-

ditions suivante est satisfaite:

(i) G est est l'union disjoint de deux graphes Py-laden étendus.

(i1) G est le joint de deux graphes Py-laden étendus.
(131) G est une quasi-araigné (S, K, R) tel que G[R] est un graphe P,-laden étendu.
(iv) G est pseudo-scindé (S, K, R) tel que G[R] est un graphe Py-laden étendu.

(v) G est isomorphe a Cs, Ps or Ps.

(vi) G a un seul sommet ou bien V(G) = 0.

Du Théoréme 4.18, on peut déduire la remarque suivante:

Observation 4.19. [86] Soit G un graphe Py-laden étendu non connexe. Alors, toute
composante connexe de G est soit Cs, Ps, Ps, quasi araignée, pseudo scindé, ou bien le

joint de deux graphes.

Lemme 4.20. [86] Si G est un graphe quasi-araignée ou bien pseudo-scindé, alors G n’est

pas aréte b-critique.

Preuve. Il immeédiat de voir que si G est un quasi-araignée ou bien pseudo-scindé, alors
G est sans 2K5. Vu que G est different d’une clique et au vu du Corollaire 4.6 on conclut

que G n’est pas aréte b-critique. O
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Les deux résultats suivants sont dis a N. Ikhlef Eschouf [52].

Proposition 4.21. [52] Soient G un graphe Py sparse non conneze et H une composante

connexe de G. Alors les propriétés suivantes sont vérifiées:

(a) H n’est pas une clique;

(¢) H est un graphe scindé d’ensemble de sommets K U S, ot K est une clique et S est
un stable avec |S| > 2. En outre, tous les sommets de K possédent le méme nombre

de voisins dans S,

(d) H n’est pas une araignée épaisse (S, K, R). En outre, si H est une araignée fine

(K,S5), alors G = H + K ,, avec p = |K]|.

Proposition 4.22. [52] G = G; V Gy est aréte b-critique si et seulement si G est un
graphe complet.

En utilisant les mémes techniques utilisées par N. Ikhlef Eschouf dans [52], on peut
vérifié que les propriétés de la Proposition 4.21 restent vraie pour les graphes P;-laden

étendus.

Lemme 4.23. [86] Soient G un graphe Py-laden étendu aréte b-critique non connexe et

H une composante connexe de G. Alors les propriétés suivantes sont vérifiées.

(i) H est different de Cs, Ps ,Ps, et de quasi-araignée de types 1,2, 3.

(17) H est une quasi-araignée de types 0,4, ou bien une pseudo-araignée, de partition
(S, K, R), telle que S U R est un stable qui ne contient aucun sommet b-dominant,
et tous les sommets de K sont des sommets b-dominants. En outre, pour toute b-

coloration optimale de GG, toute couleur dans S n’apparait pas dans R.

(1i1) Tous les sommets b-dominants de H forment une clique.



74

Preuve. Soit ¢ une b-coloration optimale de G.

i) Si H = C5 ou Ps, alors d’apres le Lemme 4.9, b(G) > 4. Comme chaque sommet
de H est de degré au plus 2, alors H ne contient aucun sommet b-dominant. Il s’ensuit
que d’aprés 1’Observation 4.3, G n’est pas aréte b-critique, contradiction. Si H = Ps,
alors d’aprés le Lemme 4.9, b (G) > 4. Comme A(H) = 3, alors b(G) = 4. d’'un autre
coté, H contient deux sommets adjacents u, v de degrés 2. Il s’ensuit que u et v sont des
sommts non b-dominants. Ceci contredit le Théoreme 4.3 (i7). Si H est un quasi-araignée
(S, K, R) de type 1, type 2 ou type 3, alors la définition de H, implique que H contient

deux sommets adjacents de degrés iférieurs a A (G), contradiction.

i1) Supposons que H est un quasi-araignée de type 0, alors dans [52], on a le résultat
désiré. Maintenant si H est un quasi-araignée de type 4, alors chaque sommet de S U R
est de degré au plus |R| + | K| et chaque sommet de K est de degré au moins |R|+ | K|+ 1.
Il s’ensuit que A(G) > |R| + |K| + 1. Le Théoréeme 4.3 (i7) implique que, S U R est un
stable. D’autre part, la définition de H implique que tous les sommets de K ont le méme
degré. Par conséquent, tous les sommets de K sont des sommets b-dominants.
Maintenant supposons que H est un pseudo-scindé (S, K, R), alors chaque sommet de
S U R est de degré au plus |R| + |K| — 1 et chaque sommet de K est de degré au moins
|R| + |K|. Il sensuit que A(G) > |R| 4+ |K|. Le Théoréme 4.3 implique que, S U R
est un stable et ne contient aucun sommet b-dominant. Supposons que K ne contient
aucun sommet b-dominant. Par définition, chaque sommet de K posséde un voisin dans
S, contradiction avec le Théoréme 4.3 (ii). Par conséquent, tous les sommets de K sont
des sommets b-dominants.

Maintenant, montrons la deuxiéme partie. Supposons qu’il existe une couleur 7 qui est
présente a la foie dans S et dans R. Il s’ensuit que, pour tout sommet u € K, et tout
sommet v € S de couleur ¢, b(G — uv) > b(G), contradiction.

(7i1) C’est une conséquence du Lemme 4.23 (i1).

Définissons maintenant la famille de graphes suivante qui nous sera utile pour la suite. []

Définition 4.24. [86] Un graphe G est dans F; s’ils existent deux entiers k et p avec
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FI1GURE 4.5. Un graphe de la famille F;

2 < p <k tels que G contient p composantes connexes et chaque composante connexe G;
(1 <i<p) deG satisfait les conditions suivantes:

e V(G;)=S"UK'UR"

o gi=k— (K| +|R|) et |KY + ...+ |K?| =k et,

. , ¢ '
e K" est une clique et S* = (|J7j) U R" est un stable et,
j=1

e soit S* = () et tout sommet de R’ est adjacent & tous les sommets de K* avec |K*| > 1

et |R'| > 1, ou bien

o STA£( 2<|T;| <|K'|,|K'| >2,|R'| >0 et tout sommet de R’ est adjacent & tous
les sommets de K. Pour tous 1 < j < ¢;, chaque sommet de K? posséde exactement

un voisin dans Tj, et tout sommet de T} a au moins un non-voisin dans K*.

Lemme 4.25. [86] Soit G un graphe de Fy. Alors G est aréte b-critique.

P .
Preuve. Soient G un graphe de F; et K = > |K"’|. La définition de G implique que
i=1
A(G) = k — 1, et tout sommet de K est de degré k — 1, et chaque sommet de V(G)\ K
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est de degré au plus k£ — 2. De plus, une b-coloration de GG avec k couleurs est obtenue
en colorant tous les sommets de I’ensemble U?_; K; par des couleurs différentes. Pour tout
1 < i < p, colorons tous les sommets de R’ par des couleurs différentes qui n’apparaisse
pas dans K°. Finalement, colorons les sommets de S°. Comme chaque sommet de de K*
posséde k — (|K| + | R|) voisins dans S?, colorons ces voisins par des couleurs différentes
qui ne sont pas présentes dans (KU RY). 1l s’ensuit que b(G) = m(G) = A(G) + 1.
Pour toute aréte e de G on am (G —e) =m (G) — 1. Comme b (G —¢e) < m (G —e). Par

conséquent b (G —e) < b(G) — 1. D’ou, G est un graphe aréte b-critique. ]

Dans ce qui suit, nous donnons une caractérisation des graphes P,-laden étendus aréte

b-critiques.

Théoréme 4.26. [86] Soit G = (V, E) un graphe Py-laden étendu. Alors G est aréte

b-critique si et seulement si G € {K,, Ps}, ou bien G € F.

Preuve. Soit G = (V, E) un graphe Pj;-étendu. Il est clair que les graphes complets et
Ps5 sont aréte b-critiqes. Par ailleur, le Lemme 4.25 implique que tout graphe de F; est
aréte b-critique. Il suffit donc de montrer la condition nécessaire. Soit ¢ une b-coloration
de G avec A (G) + 1 couleurs. Par le Théoréme 4.18 et le Lemme 4.20, on distingue trois
cas:

Case 1 : G est isomorphe & C5, P; ot Ps. 1l est clair que Pj est aréte b-critique. Mais
Cs et Ps ne sont pas aréte b-critiques.

Case 2 : G est le joint de deux graphes. Au vu de la Proposition 4.8, on en conclut
que G est un graphe complet.

Case 3 : (G est 'union d’au moins deux composantes connexes. Soit G; une composante
connexe de G, avec 1 < ¢ < p. D’aprés le Théoréeme 4.3 (i) et ’Observation 4.7 (i),
p € 42,....,k}. Auvu de le Lemme 4.23 et I’Observation 4.17, GG; est un pseudo-scindé ou

bien le joint de deux Ps-laden étendus.

Fait 8. G; n’est pas une quasi araignée épaisse.
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Preuve.
Supposons que G; est une quasi araignée épaisse. Alors d’apres le Lemme 4.23 item (i7)
et la Proposition 4.21 (d), G; est une quasi araignée épaisse de type 4 avec V (G;) =
(S', K, R") . Tl est clair qu’ aucune couleur dans K* ne peut apparaitre dans R'. D’aprés
le Lemme 4.23, aucune couleur dans R! n’apparait dans S? et tous les sommets de K* sont
des sommets b-dominants. Ceci implique que K contient un sommet qui a deux voisins

dans S* de méme couleur, contradiction.

Fait 9. Si G; est un pseudo-scindé (S*, K*, R") , alors S* est partionné en k — (|K'| + |R'|)
sous ensemble (appelés parties) tel que chaque partie contient au moins deur sommets et

tout sommet de K* a exactement un voisin dans chaque partie.

O

Preuve. Soit G; un graphe pseudo-scindé (S?, K%, R"). D’aprés le Lemme 4.23, S U R!
est un ensemble stable. Ainsi, chaque couleur qui est présente dans S% ne peut appa-
raitre dans R’. Ceci implique que k — (|K’| + | R'|) couleurs sont présentes dans S°. Vu
que les sommets de K* sont des sommets b-dominants, alors chaque sommet de K* pos-
sede exactement k — (|K*| + |R'|) voisins dans S*. Il s’ensuit que S° est partitionné en
k — (JK'| + |R"|) sous ensemble (parties), et chaque partie contient | sommets de méme
couleurs avec 2 < | < |K Z[ Ainsi, chaque sommet dans K a exactement un voisin dans
chaque partie, sinon par le Lemme 4.23, tous les sommets b-dominants sont dans K. Il
s’ensuit que la suppression de n’importe quelle aréte joignant un sommet de K & un
sommet de S de couleur répétée dans S ne fait pas diminuer le nombre b-chromatique,
contradiction.

En utilisant ’Observation 4.19 et les Fait 8 et 9, on peut déduire que:

1) G; est soit le joint de deux graphes G [K'] et [S?] ou K* et S* sont, respectivement,
clique et stable vérifiant A (G;) = |K*| + |R'| — 1

2) ou bien G; est un pseudo-scindé (57, K%, R) avec A (G;) = k — 1. Le Fait 9 implique
que S’ est partitionné en k — (|K*| + |R'|) sous ensemble. Pour 1 < j < ¢; soit T les

p
parties de S, ou 2 < |Tj| < |K’|. Le Lemme 4.23 et le Théoréme 4.3 impliquent que UKi
=1
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P .
est ensemble de tous les sommets b-dominants de ¢ dans G. D’ou, b (G) = > |K*|. Le
i=1

P )

Théoréme 4.3 (iv) et le Fait 9 impliquent que ) |K*|=A(G)+1=A(G;)+1=k. Par
i=1

conséquent G € Fj.

O

4.1.2 Les blocs graphes aréte b-critiques:

Tout d’abord, donnons un rappel de quelques définitions et résultats qui nous seront, utiles

pour la suite.

Définition 4.27. Soit G un graphe connexe, un sommet v est dit sommet d’articulation

de G si G — v est non connexe.

Définition 4.28. Un bloc de G est un sous graphe induit qui est maximal connexe et sans

sommet d’articulation.

Définition 4.29. Un bloc B est dit bloc terminal si B contient au plus un sommet

d’articulation dans G.
Définition 4.30. Un graphe G est un bloc graphe si chaque bloc dans G est une clique.

Définition 4.31. [70] Soit G un graphe étriqué. On dit que G est pivoté s’il existe un
ensemble N de sommets non denses, avec |N| =k, et un ensemble D de sommets denses,
avec |D| = m (G) — k + 1, tels que:

1. Pour tous sommets u, v € N, soit u est adjacent a v, ou bien il existe un sommet dense
w qui est adjacent aux deux sommets u et v.

2. Pour tous sommets u € N, v € D, soit u est adjacent a v ou bien u et v sont adjacents

a un sommet dense w (n’est pas nécessairement dans D).

Définition 4.32. [70] Soit G un graphe étriqué. Le b-fermeture de G, noté par G*, est
le graphe défini comme suit: L’ensemble des sommets V (G*) = V (G) et l’ensemble des
arétes £ (G*) = E(G)U{wv \ u et v sont deuxr sommets denses non adjacents}

U{uv \ u et v ont un sommet dense commun} .
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Définition 4.33. [70] Soit G un graphe étriqué. Le b-fermeture partiel de G, noté G, est
le graphe défini comme suit: L’ensemble des sommets V (G;) =V (G) et l’ensemble des

arétes B (G3) = E(G)U{uv \ u et v ont un sommet dense commun} .
Lemme 4.34. [70] Le b-fermeture partiel d’un bloc graphe est un graphe triangulé.

Théoréme 4.35. [70] Soit G un graphe étriqué. Alors G est pivoté si et seulement si
w(G*) >m(Q).

Corollaire 4.36. [70] Soit G un graphe étriqué. Si G est piwoté, alors b(G) < m(G).

Lemme 4.37. [70] Soit G un graphe étriqué. Alors b(G) = m(G) si et seulement si
X (G7) =m(G).

Définissons maintenant la famille suivante:
Définition 4.38. [86] Soit F3 la famille de blocs graphes différents de graphe complet:

Un bloc graphe G € F3 si les conditions suivantes sont satisfaites:

e (G a exactement A (G) + 1 sommets de degrés A (G).

e Pour tout bloc H de G :

— Si H est un bloc terminale, alors H = K5, en outre exactement un sommet de

H est de degrée A (G).

— Si H n’est pas un bloc terminal, alors au plus un sommet de H est de degré
strictement inférieur & A (G), en outre si H contient un sommet u de degré

strictement inférieur & A (G), alors chaque voisin de u dans G est de degré

A(G) .

Remarque 4.39. Tous les graphes de la famille F3 sont des graphes étriqués avec m (G) =

A(G) + 1.
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FIGURE 4.6. Exemple d'un graphe de la famille F3

Soit F, la famille des blocs-graphes étriqués qui sont pivotés.
Lemme 4.40. [86] Soit G € F3 — F. Alors b(G) =m (G) = A (G) + 1.

Preuve. Soit G € F3 — F3. Alors GG est un bloc-graphes étriqués qui est non pivoté.
Le Theorem 4.35 implique que w (G*) < m. Vu que les m (G) sommets denses forment
une clique dans G*, alors w(G*) = m(G). D’apres le Lemme 4.34 G est un graphe
triangulé. Ceci implique que G* est un graphe triangulé. Comme les graphes triangulés
sont des graphes parfaits, y (G*) = w (G*) = m (G). Le Lemme 4.37 implique que b (G) =
m(G). O

Proposition 4.41. [86] Si G € F3, alors G n’est aréte b-critique.

Preuve. Soit G € F,. D’aprés le Corollaire 4.36, b(G) < m (G). Vu que m (G) <
A(G) + 1, alors b(G) < A(G) + 1. Le Théoréme 4.3 implique que G n’est aréte b-
critique. ]

Maintenant, nous donnons une caractérisation des bloc graphes aréte b-critiques.

Théoréme 4.42. [86] Soit G un bloc graphe. Alors G est aréte b-critique si et seulement
stG =K, ouG e Fz3— Fs.
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Preuve. Il est clair que les graphes complets sont aréte b-critiques. Soit G € F3 — Fo.
La définition de G implique que G est un bloc graphe étriqué non pivoté avec m (G) =
A (G) + 1. D’apres le Lemme 4.40 b(G) = A (G) + 1. Vu que pour toute aréte e de G
au moins 'une des deux extémités de e est de degré A (G), alors G — e contient A (G)
sommets de degrés au moins A (G) — 1. Ainsi, dans G — e ils n’existent pas A (G) + 1
sommets de degrés au moins A (G) . Par conséquent, m (G —e) = A (G). Ceci implique

que b(G —e) <b(G) — 1. D’ou, G est aréte b-critique.

Etablissons la condition nécessaire. Soit G un bloc graphe aréte b-critique. D’apres la
Proposition 4.41, G n’est pas un bloc graphe pivoté et par conséquent, G ¢ F,. Considérons
une b-coloration ¢ de G avec b(G) couleurs et soit S I’ensemble de tous les sommets b-
dominants de c¢. Le Théoreéme 4.3 implique que |S| = A (G) + 1, en outre dg (v) = A (G)
pour tout v € S et dg (v) < A(G) — 1 pour tout v € V'\ S. Soit H un bloc de G. D’apres
le Théoréme 4.3, au plus un sommet de H est un sommet non b-dominant.

Supposns en premier lieu que b(G) = w (G) . Alors G est un graphe complet, sinon, il existe
un bloc H de G de cardénalité w (G) qui contient un sommet v avec dg (v) > w (G) . Ceci
implique qu’il existe un sommet u ¢ H tel que uv € E(G). En conséquence , c¢ reste une
b-coloration de G — uv avec b(G) couleurs, contradiction.

Maintenent, supposons que b (G) > w (G). Supposons que G contient un bloc terminal
H d’ordre au moins 3. Alors H contient au moins 2 sommets u, v de degrés strictement
inférieur & w (G) . Ceci implique que u et v sont des sommets non b-dominants. Il s’ensuit
que b(G —uv) > b(G), contradiction. D’ot, H = K. Si G contient un bloc terminal
H = {u,v} tel que chaque sommet de H est de degré strictement inférieur a A (G), alors
b(G —uv) > b(G), contradiction. Par suite, exactement un sommet de H est de degré
A(G).

Supposons que H n’est pas un bloc terminal. Si H contient au moins deux sommets x, y
de degrés strictement inférieur & A (G) , alors b (G — zy) > b(G) , contradiction. D’ou, H
contient au plus un sommet, disons = de degré strictement inférieur & A (G). Soit z un
voisin de x dans G, alors z est de degré A (G) sinon, c¢ reste une b-coloration de G — xz

avec b (G) couleurs, contradiction. D’ou, G € F3. Vu que G ¢ Fo, alors G € F3 — F,. O



82

4.2 L’ajout d’une aréte
Du Théoréme 2.1 et la Proposition 4.1, on déduit le Corollaire suivant:
Corollaire 4.43. Pour tout graphe G # K,, d’ordre n > 2 et pour toute aréte e G,

b(G) — {g] +2<b(G+e)<b(G)+1.

Définition 4.44. Un graphe G est dit b~ -aréte critique si pour toute aréte e € @G,
b(G+e) <b(G)

Proposition 4.45. Il n’existe aucun graphe b~ -aréte critique.

Preuve. Supposons qu’il existe un graphe G # K, qui est b~ -aréte critique. soient
b(G) = k et ¢ une b-coloration de de G avec k couleurs. Soient Vi, Vs, .., V} les classes
des couleurs de ¢, ou V; est ’ensemble des sommets colorés par ¢, 1 < i < k. Soit zy
une aréte manquante de G. Si x et y sont dans deux classes différentes, alors ¢ reste une
b-coloration de G+ xy. Il s’ensuit que 'ajout de 'aréte xy dans G ne peut pas diminuer le
nombre b-chromatique de G' + zy. Par conséquent, G contient toutes les arétes qui joints
Viet Vjavec 1 < i # j < k. Ainsi, si x,y sont dans la méme classe de couleur V;, avec
[ € {1,..,k}, alors la partition Vi, Vs, .., V\\{z}, .., Vi, {x} est une b-coloration de G + xy
avec k + 1 couleurs. Ceci implique que b(G + zy) > b(G), contradiction. Par conséquent,
pour tout i € {1,..,k},V; est une clique et ils existent toutes les arétes entre V; et V; avec

1 <1 # j < k. Ceci impique que G est un graphe complet, contradiction. O

Définition 4.46. Un graphe G est dit b+ -aréte critique si pour toute aréte e G, b (G + ¢) >
b(G).

D’aprés le Corollaire 4.43, on peut formuler cette définition comme suit:

Définition 4.47. Un graphe G est dit b+ -aréte critique si pour toute aréte e G, b (G + e) =
b(G)+ 1.

Maintenant, nous caracrétisons les arbres b -aréte critiques.
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Définition 4.48 ([53]). Un arbre T est dit pivoté si T admet exactement m sommets
denses et contient un sommet v distingué (appelé pivot), tel que:

(1) v est non dense;

(7i) Tout sommet dense est adjacent & v ou & un sommet dense adjacent & v;

(1i1) Tout sommet dense adjacent & v et & un autre sommet dense est de degré m — 1.

Remarque 4.49. Reconnaitre si un arbre T'= (V| E) est pivoté se fait en temps polyno-

maial.

Théoréme 4.50 ([53]). Soit T un arbre. Alors b(T') = m(T) — 1 si T est pivoté et
b(T) = m(T) sinon.

Proposition 4.51. Soit G un graphe b*-aréte critique avec b(G) < 4. Alors G ne contient

pas deux sommets non adjacent de degrés au plus b(G) — 2.

Preuve. Soit G un graphe b'-aréte critique. Supposons que G posséde deux sommets
non adjacents, disons x1,zy de degrés au plus b(G) — 2. Il est clair que pour toute b-
coloration de G avec b(G) couleurs, x1,z5 sont des sommets non b-dominants. Soit ¢
une b-coloration de G + e avec b(G + e) couleurs avec e = x;x2. Vu que pour i = 1,2,
dgie(z;) < b(G)—1 < b(G+e) — 2, les sommets x1, T2 sont des sommets non b-dominants
de ¢ dans G + e. Par conséquent, ¢ reste une b-coloration de G avec b(G + €e) couleur,

contradiction. ]

Corollaire 4.52. Soit T un arbre. Si m(T) > 5, ou bien T n’est pas pivoté et m(T) = 4,

alors T n’est pas b™-aréte critique.

Théoréme 4.53. Un arbre T d’ordre n > 3 est b™-aréte critique si et seulement si T est

une étoile.

Preuve. On peut vérifier facilement que si T est une étoile, alors b (T +¢€) = b (T)+1 =
3 pour toute aréte manquante e de G. Montrons la condition nécessaire. Soient T’ un arbre
bt-aréte critique et x,y deux sommets pendants dans 7'. Il s’ensuit que b(T + zy) > b(T).
D’apres le Corollaire 4.52, m(T") < 4. Supposons que m(T") = 4. Le Corollaire 4.52 implique
que, T est un arbre pivoté. Ceci implique que b(T) = m(T) — 1 = 3 et b(T + zy) = 4.
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Considérons une b-coloration ¢ de T' + xy avec 4 couleurs. Comme z,y sont des sommets
non b-dominants de ¢ dans 7"+ xy, alors ¢ reste une b-coloration de 7" avec 4 couleurs.
Ceci implique que b(T') = 4, contradiction. Supposons que m(T) = 3. Si T est pivoté et
de pivot v, alors dr (v) = 1 car v n’est pas un sommet dense. Soit u l'unique sommet
adjacent a v. D’aprés la Définition 4.48, u est est un sommet dense et les deux autres
sommets denses de T sont adjacents & u. Ceci implique que dr (u) > 3, contradiction
avec la Définition 4.48. Par conséquent 7" est non pivoté et b(7T') = m (T) = 3. Dans
ce cas, ajoutons une aréte manquante de 7T entre deux sommets pendants de T ne fait
pas diminuer le m-degre. Il s’ensuit que b (1" + zy) < m (T + xy) = m (1), contradiction.
Finalement, supposons que m (T) = 2. Alors T est une étoile ou une double étoile. Vu

que la double étoile n’est pas bt-aréte critique, alors T' est une étoile. O

4.2.1 Le nombre b-bondage d’un graphe

Pour certains graphe, I’ajout d’'une aréte manquante ne change pas le nombre

b-chromatique. Donc la question naturelle qui se pose, quel est le nombre minimum
d’arétes manquantes qu’il faut ajouter & G pour que le nombre b-chromatique du nouveau
graphe augmante. Dans ce contexte, on introduit le nombre b-bondage d’un graphe. Dans
le Corollaire 4.43, on a montré que ’ajout d’'une aréte a un graphe peut augmanter le
nombre b-chromatique par au plus une unité. Donc la définition du nombre b-bondage se

formule comme suit:

Définition 4.54. Le nombre b-bondage d’un graphe G noté B(G) est la cardinalité mini-
mum d’un ensemble d’arétes F' pour lequel b(G + F') = b(G) + 1. Notons que si B(G) = 0,
alors il n'existe aucun ensemble ' C E (G) tel que b(G + F) = b(G) + 1.

Théoréme 4.55. Si G est un graphe différent d’un graphe complet, alors B (G) < b(G).

Preuve. Soient b(G) = k et ¢ une b-coloration de G' avec k couleurs. Soit Vi, V5, .., Vj
les classes de couleurs de ¢, ou V; est 'ensemble des sommets de G colorés par ¢ avec
1 <i < k. Pout tout ¢ € {1,..,k}, soit z; un sommet b-dominant de la classe de couleur
V;. Comme G est différent d’un graphe complet, alors il existe au moins une classe de

couleur V; qui contient au moins un sommet non b-dominant y;. On montre qu’on peut
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ajouter & G' au plus k arétes manquantes pour augmenter le nombre b-chromatique. Dans
la premiére étape, ajoutons & G, k — 1 arétes manquantes comme suit: Si y; est I'unique
voisin de z;, j € {1,.., k}\ {7}, dans V;, alors ajoutons l’aréte entre z; et x;, sinon ajoutons
I’aréte entre y; et z; si cette aréte n’existe pas dans GG. Finalement, ajoutons l'aréte z;y;.
Soit F' I’ensemble des arétes ajoutées. 1l est clair que, V(G + F) = V(G) et |F| = k. Soit
7 une b-coloration de G + F' obtenue a partir de ¢ comme suit. Recolorons y; par k + 1.
Pour les autres sommets, on garde la méme couleur. Il est clair que 7 est une b-coloration
de G + F avec k + 1 couleurs. En conséquence, b(G + F') > k + 1. Ceci implique que
B(G) <k. O

Théoréme 4.56. Soit G un graphe biparti complet équilibré d’ordre 2t (t > 2) moins un
couplage parfait. Alors B(G) =b(G) =t

Preuve. Soit (X7, X3) une bipartition de G avec |X;| = ¢, i = 1,2. Il est clair que
b(G) = t. Soit F I’ensemble d’arétes ajoutées & G et de cardinalité minimum pour lequel
b(G+ F) =t+ 1. Dapres le Théoreme 4.55, B,(G) = |F| < t. Pour établir 'égalité,
il suffit de montrer que |F| > t. Soit b(G + F') = k. Considérons une b-coloration ¢ de
G + F avec k couleurs. Notons par S l’ensemble de tous les sommets b-dominants de
c. Posons By = Xy NS et By = XoNS avec |By| = py et |Bs| = po. 1l est clair que
p1+pe > k. Notons que pour i = 1,2, p; > 1 (i.e., chaque classe de bipartition contient au
moins un sommet b-dominant), sinon une classe de bipartition contient au moins k > ¢ +1
sommets, contradiction. Ainsi, il existent au moins deux classes de couleurs contenant un
seul sommet, sinon, au moins k£ — 1 classes de couleurs contenant au moins deux sommets.
Il s’ensuit que que |V(G + F)| > 2(k — 1) + 1. Par conséquent, |V (G + F)| > 2t + 1,
contradiction. Soient by, by deux sommets dans G tels que pour ¢ = 1,2, b; est le seul
sommet de couleur ¢ (b;). Il est clair que, chaque sommet b; (i = 1,2) est adjacent a tous

les sommets de S et b; € B; U Bs. Sans perte de généralité, supposons que b, € Bj.

On montre le fait suivant:



86

Fait 10.

i) by n’a aucun voisin dans X1\ By,
1) X\ B; (i =1,2) est un ensemble stable,

(
(
(1i1) Tous les sommets de By ont des couleurs distincts, (4.1)
(iv) Il existe une couleur dans B; qui n’existe pas dans X;, j # 1,

(

v) Aucune couleur dans Xo ne peut étre repeter dans X1\ B;.

O

Preuve. Les trois premiéres propositions sont vérifiées car sinon, ¢ reste une b-coloration
de G + F\{e} avec k couleurs pour toute aréte e € F' telle que: Soit e connecte b; avec
n’importe quel sommet de X;\ By, ou bien e connecte deux sommets de X;\ B; (i = 1, 2),
ou bien e connecte b; avec sommet y € B; tel que la couleur de y est répétée dans B;.
Ceci contredit la minimalité de F.

(iv) Supposons que toute couleur dans B; est présente dans X, j # i. Ceci implique que
|X;| > k >t + 1, contradiction.
(v) La derniére proposition est immeédiate d’apres la définition de G.

Soit F; (i = 1,2) le sous ensemble de F' dont chaque aréte a ses extrémités dans X,
et soit Fi o le sous ensemble de F' dont chaque aréte a une extrémité dans X; et 'autre
extrémité dans X,. Il est immeédiat de voir que, |F'| > |Fy|+]|F3|+|Fi2| . On peut distinguer
deux cas:

Cas 1: by, € By. Vu que by € By, il s’ensuit que p; > 2. D’apres le Fait (4.1) item
(1v), il existe une couleur ¢ dans B, qui n’est pas présente dans X;. Ceci implique que,
chaque sommet de By de couleur j # ¢ est adjacent & un sommet de couleur 7 dans
Xs. Ceci implique que |Fy| > py — 1. Supposons que p; > 3. Comme chaque sommet de
By est adjacent a b; (i = 1,2) et by est adjacent a by, alors |Fi| > 2(p; — 2) + 1. d’on,
|F| = |Fi|+|F2| > 2p1+p2—4. Vuque p1+ps > k, alors |F| > k+p; —4 et comme k > t+1
et p; > 3, alors |F| > t. Supposons maintenant que p; = 2. D’aprés le Fait(4.1) item (7)
et item (i), alors |Fy| = 1. Il est clair qu’ aucune couleur de B; ne peut étre présente dans
Xo U (X1\ By). Il ’ensuit que d’apres le Fait (4.1), on peut supposer que les couleurs 1,2
sont présentes dans Bj, les couleurs 3, ..., ¢ sont présentes dans X;\ B; et donc toute les

couleurs de la coloration ¢ autre que les couleurs 1,2 sont présentes dans X,. D’apreés la
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définition du nombre b-bondage, k =t + 1 et donc ¢t — 1 sommets de X5 ont des couleurs
distincts. Ces t — 1 sommets sont nécessairement des sommets b-dominants dans X, et
donc b; (i = 1,2) est adjacent a tous ces sommets. Comme dans le graphe G, by et by n’ont
pas des non-voisins communs dans X5, il s’ensuit alors que I'un des deux est adjacent a
tous les sommets de X5. Ceci implique que |Fi3| > 1. Do, |F| = |Fy|+|Fa|+|Fia| > p2+1.
Vuque ps +p; > ket k>t+1, alors |F| > t.

Cas 2: by € By. Clairement, pour 7 = 1, 2, b; est adjacent a tous les sommets de B; U Bs.
Ceci implique que pour ¢ = 1,2, F; a au moins p; — 1 arétes. Supposons qu’il existe une
couleur i # ¢(by) qui est présente dans B; et dans X;\ Bj. Il s’ensuit que la couleur i n’est
pas présente dans X, et donc chaque sommet dans B; coloré par la couleur j # i, c(by)
est adjacent a un certain sommet de couleur i dans X;. Ceci implique que F} posséde au
moins p; arétes. Ceci implique que |Fi| > p;. Comme |Fy| > ps —1, alors |F| > p;+p2— 1.
D’ou, |F| > t. Supposons maintenant qu’aucune couleur de B; n’est présent dans X;\ Bj.
D’apres le Fait (4.1) item (7ii) et item (v), on peut supposer que les couleurs 1,2, ..., p;
sont présents dans B; et les couleurs p; + 1,p; + 2,...,t sont présentes dans X;\ B;. Il
s’ensuit que la couleur ¢ + 1 apparait seulement dans X5 (car k = t + 1). Ceci implique
que chaque sommet de By coloré par j # t + 1 posséde un voisin de couleur ¢ dans Xo.

Donc |F3| > py et par conséquent, |F| > p; + ps — 1. Do, |F| > t. O

Proposition 4.57. Soient G = (V| E) un graphe et A C V' un ensemble stable de G. Si

A contient deux sommets adjacents & tous les sommets de V\ A, alors B (G) = 1.

Preuve. Soient b(G) = k et ¢ une b-coloration de G avec k couleurs. Notons par S
I'ensemble des sommets b-dominants de c¢. Soient x1,z5 € A tels que z; (i = 1,2) est
adjacent & tous les sommets de VNA. Si AN S # (), alors z1, 7, sont des sommet b-
dominants et tous les sommets de (AN .S) U {xy,z2} sont colorés par la méme couleur. Si
(VNA) NS # 0, alors chaque sommet b-dominant dans S N (V\ A) est adjacent a xq, xo
et ceci implique que x1, xo sont des sommets b-dominants. Par conséquent, dans tous les
cas Ty, Ty sont des sommets b-domiants et de méme couleur. Ajoutons l'aréte z,xo et
considérons une coloration m de G + 125 avec k couleurs obtenue & partir de ¢ comme

suit: recolons x; par k + 1 et tous les autre sommets gardent les couleurs données par la
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coloration c. Clairement 7 est une b-coloration de G + z;z5 avec k + 1 couleurs et donc

b(G + x129) > k. D’ou, B(G) = 1. O
Le Corollaire suivant découle immédiatement de la Proposition 4.57.

Corollaire 4.58. Si G est un graphe multiparti complet, alors B (G) = 1.

Nous donnons dans ce qui suit la valeur exacte du nombre b-bondage pour les chaines

et les cycles.

1, ifn=34
Proposition 4.59. Soit P, la chaine d’ordre n > 3. Alors B(P,) =14 3, ifn=>5

2,ifn>6

1, ifn=4
Proposition 4.60. Soit C, le cycle d’ordre n > 4. Alors B(C,,) = ¢ 3, ifn=25 .
2,ifn>6

4.3 Subdivision d’une aréte

Dans cette section, nous étutions l'effet de la subdivision d’une aréte sur nombre b-

chromatique. On commence par donné une caractétisation des graphes tels que m(G) = 2.

Proposition 4.61. Soient G un graphe sans sommets isolés et t, p, q trois entiers avec
t>0,p>q>1. Alors m(G) = 2 si et seulement si G = tPy (avect > 1) ou bien G =
Kip+ K1, +tPs (avecp > q > 2) ou bien G = K, , +tP; ou bien G =tP, + S, ,.

Preuve. Vu que m (G) = 2, alors la définition de m (G) implique que G contient au
moins deux sommets de degré au moins 1, et il contient aussi au plus deux sommets de
degré au moins 2. Si G ne contient pas des sommets de degré au moins 2, alors chaque
composante connexe de G est un Py, donc G = tP, (avect > 1). Si G contient exactement
un sommet de degré au moins 2, alors I'un de ses composantes est une étoile d’ordre au
moins 3 et chaque autre composante est un P, donc G = K, + tF». Maintenant, si

G contient exactement 2 sommets de degré au moins 2, alors dans ce cas on a deux
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possibilités. Soit I'un des composante est une étoile double d’ordre au moins 4 et les autres
composantes sont des P, ceci implique que G = tP»+.5, 4, ou bien deux composantes sont
des étoiles d’ordres au moins 3 et autres composantes sont des P,, par conséquent G =

Ki,+ Ki,+tP, (avec p > g > 2). O

Définition 4.62. Une subdivision d’un graphe G c’est une opération qui consiste a rem-
placer au moins une aréte wv de G par un mnouveau sommet w et en reliant w a u et a

V.

Définition 4.63. Soit G' le graphe obtenu en subdivisant un ensemble d’arétes F d’un
graphe G. Le nombre de subdivision b-chromatique noté par sdy, (G) est le minimum
d’arétes ' a subdiviser telles que b(G') > b(G). Notons que si sdy (G) = 0, alors il
n‘eziste aucun ensemble F C E (G) tel que b(G") > b(G) .

Proposition 4.64. Soient G un graphe avec m (G) = 2 et t, p, q trois entiers avec t > 0,
p>q>1. Alors
(

’ 5t G =Py ou 2P,

sdy (G) = 1siG=Kp+ K1 g+ tPy(avec p > q > 2)ou bien G =tP, + S,
: s1G=Kip+th

[ 3 si G = tPy(avec t > 3)

Proposition 4.65. Si b(G) = m (G) > 3, alors sd, (G) = 0.

Preuve. Soit H le graphe obtenu en subdivisant une aréte quelconque de G et soit
u le nouveau sommet. Comme le degré de u égale a 2, alors m (H) = m(G). Vu que

b(H) < m (H), il s’ensuit que b(H) <b(G). Ceci implique que sd;, (G) = 0. O

4.3.1 Le nombre de subdivision b-chromatique dans les arbres
Tout d’abord, on rappelle le résultat d’Irving et Manlove [53]

Définition 4.66. [53] Soit T un arbre, on dit que T est pivoté si T contient exactement

m sommets denses et un autre sommet v tel que:

e v n’est pas un sommet dense.
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e Chaque sommet dense est adjacent & v ou & un autre sommet dense adjacent & v.

e Chaque sommet dense adjacent & v et & un autre sommet dense est de degré exacte-

ment m — 1.
Théoréme 4.67. [53] Si T est un arbre pivoté, alors b(T') = m — 1, sinon b(T) = m.

Proposition 4.68. Pour tout arbre T', on a

1 st T'= Py ou bien T est pivoté
sdy (T) = ¢ 2 si T = Py

0 sinon

Preuve. Supposons que m (7') = 2. D’apreés la Proposition 4.61 , T' = P,, ou bien 7" =
Ps3, ou bien T' = Py. 1l s’ensuit que d’aprés la proposition 4.64 sdy, (Ps) = 0, sdy, (P3) = 2,
sdp (Py) = 1. Maintenant, supposons que m (1) > 3. D’apreés le Théoréme 4.67, m (T)—1 <
b(T) <m(T).Sib(T)=m(T) alors d’apres la Proposition 4.65, sd, (T') = 0. Supposons
que b (T) =m (T) — 1. Dans ce cas T est un arbre pivoté. Soit 7" L’arbre obtenu a partir
de T en subdivisant exactement une aréte qui connecte le pivot de T avec un sommet
dense quelconque de 7. Comme le nouveau sommet est de degré 2 et m (1) > 3, alors
m (T") = m (T) . Clairement 7" est un arbre non pivoté. Ceci implique que b (T7") = m (T").
Il s’ensuit que b (7") = b(T") + 1. Par conséquent, sd, (T') = 1. O

La remarque suivante est simple & vérifier.

Remarque 4.69. Si ¢ est une b-coloration de G avec b(G) couleurs telle que b(G) <
m (G), alors chaque sommet dense posséde au moins deux couleurs qui se répétent dans

s0m voisinage.

Théoréme 4.70. Pour tout graphe G, on a sd, (G) < 2b(G) — 1. De plus cette borne est
atteinte pour G = 3P;.

Preuve. Posons b(G) = k. Si m(G) = k, alors le théoréme est vraie D’apres les
Propositions 4.65 et 4.64. Supposons que m (G) # k. Considérons une b-coloration ¢ de
G avec k couleurs. Pour 1 < i < k, soit z; un sommet b-dominant de couleur 7 et soit

S ={x1,x9,...,x;} . D’aprés la Remarque 4.69, x; avec 1 < i < k posséde au moins deux
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voisins de méme couleurs tels que I'un des deux, disons z; est & 'extérieur de S car tous
les sommets de S ont des couleurs distincts. Vu que k& < m (G), alors G contient au
moins un sommet dense, disons y € V'\S. Notons que dg (y) > m (G) — 1 > k. Soit r le
nombre de couleurs qui sont présentes dans Ng (y). Notons par A ’ensemble des sommets
de N¢ (y) de couleurs distincts. Clairement, |A| = r et toutes les couleurs qui sont dans
Ne (y) \A sont présentes dans A. Comme dg (y) > k, alors |[Ng (y) \A| > k — r. Soit G’
le graphe obtenu a partir de G en subdivisant les arétes suivantes. On commence par
subdiviser k — r arétes qui connectent y avec k — r sommets de Ng (y)\A. Si x; n’est
pas adjacent a y, alors on subdivise I'aréte x;z;. Soit 7 une b-coloration de G’ avec k + 1
couleurs obtenue & partir de ¢ comme suit: Colorons y et les nouveaux sommets adjacents
a z; par k + 1. Colorons le voisinage de y de telle maniére que y est sommet b-dominant
pour la coloration m dans G’. En effet, colorons les & — r nouveaux sommets par k — r
couleurs manquantes et différentes de k£ + 1. Les sommets qui restent garde I’ancienne
couleur. Cette coloration est possible car les nouveaux sommets sont de degré 2. Il est
clair que cette coloration est propre et b-dominante. Par conséquent, b(G’) > k + 1. Ceci
implique qu’au plus 2k —r < 2k — 1 arétes doit étre subdiviser pour augmenter le nombre

b-chromatique de G. D’ou, sd, (G) < 2k — 1. O

Corollaire 4.71. Pour tout graphe G, sd, (G) < 2A (G) + 1, avec égalité si et seulement
siG=tP, (t>3)

Preuve. D’aprés le Théoreme 4.70, sd, (G) < 2b(G) — 1. Vu que b(G) < A (G) + 1,
alors sd, (G) < 2A (G) + 1. Maintenant, supposons que sdy, (G) = 2A (G) + 1. Dans ce cas
b(G) = m(G) = A(G) + 1. Donc sd, (G) > 0 et G est sans sommets isolés. D’aprés la
Proposition 4.65, b(G) = m (G) = 2, et par suite A (G) = 1. Par conséquent, sd, (G) = 3.
La Proposition 4.64 implique que G = tP; (t > 3). O
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans cette thése, nous avons étudié principalement la notion de la b-coloration dans les

graphes. Notre travail s’est articulé sur trois points importants:

e Etablissement des bornes sur le nombre b-chromatique et caractérisation des graphes

atteignant ces bornes.

e détermination des valeurs exactes du nombre b-chromatique pour des classes parti-

culieres de graphes

e (Caractérisation de certains graphes critiques par rapport au nombre b-chromatique.

En premier lieu, nous avons montré que pour tout graphe G et pour toute arére e de
G, b(G—e€) < b(G)+ [%] —2 ou n est lordre de G, ensuite nous avons caractérisé les

graphes pour lesquels cette borne est atteinte.

En second lieu, nous avons étudié les graphe étriqués. En effet, nous avons montré que
le nombre b-chromatique d’un graphe étriqué de maille au moins 8 est égale & m ou m — 1.
De plus, nous avons montré que le nombre b-chromatique d’une sous classe des graphes
étriqués de maille au moins 6 est borné inférieurement par 3 L%J ol m est le m-degré de
G.

Enfin, nous avons étudié I'impact de quelques opérations données sur le nombre b-

chromatique.

La premiére opération consiste & supprimer une aréte d’'un graphe. Dans ce cadre, nous
avons caractérisé deux classes de graphes arétes b-critiques, a savoir les graphes P;-Laden
étendus et les bloc graphes aréte b-critiques. Un graphe est dit b-critique si pour toute

aréte e € E(G), b(G—¢e)=b(G)—1.

La deuxiéme opération consite & ajouter une aréte. Dans ce contexte, nous avons car-

actérisé les arbres critiques. Un graphe G est dit critique si pour toute aréte e € G
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b(G 4 ¢e) = b(G) + 1. De plus, nous avons introduit le nombre b-bondage noté par B (G)
comme étant le nombre minimum d’arétes qu’il faut ajouter & G pour augmenter le nombre
b-chromatique. Nous avons borné supérieurement B (G) par b(G) et nous avons calculé

la valeur de B (G) pour des graphes particuliers.

La derniére opération consiste & subdiviser une aréte. Dans ce cadre, nous avons introduit
le nombre de subdivisions b-chromatique noté par sdy, (G) comme étant le nombre mini-
mum d’arétes & subdiviser pour augmenter le nombre b-chromatique. Nous avons donné la

valeur de sd, (G) dans les arbres et nous avons établi des bornes supérieures pour sd, (G).

Les travaux réalisés durant cette thése ouvrent plusieurs perspectives de travaux futurs.

Voici une liste de problémes qui se situent dans le prolongement de cette thése:

e Montrer que pour tout graphe G, sd, (G) < 3.

e Caracteériser les graphes G tels que pour toute aréte e € E(G), b(G.) < b(G), on

G, est le graphe obtenu a partir de G' en subdivisant 'aréte e.
e Caracrériser les graphes G tels que pour toute aréte e € F (G) ,b(G.) > b(G).
e Caracrériser les graphes G tels que pour toute aréte e € F (G), b(Ge) = b(G).
e Caracrériser les graphes G tels que pour toute aréte e € £ (G), b(G —e) < b(G)+1.

e Etablir une borne supérieure et autre inférieure de b(G.) en fonction de b(G), pour

toute aréte e € E () et caractériser les graphes extrémaux pour une certaine aréte

e € E(G).

e Etablir une borne supérieure et autre inférieure de b(G,,) en fonction de b(G) , pour
toute aréte uv € F (G) et caractériser les graphes extrémaux pour une certaine aréte

wv € E(G), ou Gy, est le graphe obtenu a partir de G en contractant 1’aréte uv.

e Démontrer la conjecture de Lin et Chang: Si G € B,,, alors b(G) = m (G) ou bien
m(G) — 1.
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Résumé:

Une b-coloration est une coloration propre telle que dans chaque classe de couleur, il existe au moins un
sommet ayant un voisin dans chacune des autres classes de couleur. Le nombre b-chromatique, noté b(G),
est le plus grand entier k tel que G admet une coloration dominante avec k couleurs. Un graphe est dit b-
critique si pour toute aréte e, b(G-e) = b(G)-1. Un graphe est dit b*-critique si pour toute aréte e € G, b(G+e)
= b(G)+1. Le m-degrés d'un graphe G est le plus grand entier m tel que G a au moins m sommet de degrés au
moins m-1. Un sommet v est dit dense si ds(v) = m(G)-1. Un graphe G est dit étriqué si G contient
exactement m sommets denses de degré m-1. On note par B la classe des graphes bipartis (D,D’) de maille
au moins 6 étrigués avec D I'ensemble des sommets denses.

Dans la premiére partie de la these, on présente une borne supérieure pour b(G-e) en fonction de n et de
b(G) et on caractérise les graphes atteignant cette borne.

La deuxieme partie est consacrée a I'étude des graphes étriqués. Dans un premier temps, on montre que si G
est un graphe étriqué de maille au moins 8, alors m(G)-1 < b(G) < m(G). Ainsi, On vérifie la conjecture de
Chang et Lin pour des sous classes de Bm. Dans un second temps, on présente une borne inférieure pour b(G)
en fonction de m(G) pour les graphe G de maille au moins 6 appartenant a Bm.

Dans la troisieme partie, on étudie I'impact des opérations données sur le nhombre b-chromatique. En
premier lieu, on donne une caractérisation des graphes P,-laden étendus aréte b-critiques et les blocs
graphes aréte b-critiques et les arbres critiques. En second lieu, on introduit deux nouveaux parametres:
B(G) comme étant le nombre minimum d'arétes F ajoutées au graphe G telles que b(G+F) > b(G) et sdw(G)
comme étant le nombre minimum d'aréte a subdivisées pour augmenter le nombre b-chromatique.

Abstract:

A b-coloring is a proper coloring such that each color class contains at least one vertex that has a neighbor in
all other color classes. The b-chromatic number, denoted by b(G), is the largest integer k such that G has a
dominating coloring with k colors. A graph is called b-critical if for any edge e, b(G-e) = b(G)-1. A graph is
called critical if for any edge e €G, b(G+e) = b(G)+1. A graph G is m-tight if it has exactly m(G) dense vertices.
We denote by Bm the class of m-tight bipartite graphs (D, D’) of girth at least 6, where D is the set of dense
vertices.

In the first part, we present an upper bound for b(G-e) in terms of n and b(G) and characterize the graphs
achieving this bound.

In the second part, we show that m(G)-1 < b(G) < m(G) for all m-tight graph G of girth at least 8. We verify
the conjecture of Chang and Lin for some subclass of Bn and we present a lower bound for b(G) in terms of
mM(G) in Bm.

In the last part, we study the impact of operations on the b-chromatic number. First, we characterise the
extended P,-laden graphs, blok graphs edge b-critical and the critical trees. Finaly, we introduce two new
parameters: B(G) as the minimum number F of edges in graph G such that b(G+F) > b(G) and sdw(G) as the
minimum number of edge subdivided to decrise the b-chromatic number.





