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Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons à la résolution d’une classe de problèmes intégro-

différentielles semilinéaires de type anisotrope et dégénéré avec des conditions de Dirichlet ho-

mogènes sur le bord. Malgré que la différentiation est prise dans seulement quelques directions, il

ne sera pas possible de voir ces problèmes comme paramétrés par le reste des coordonnées vu la

présence du terme non local. Nous établissons l’existence de solutions faibles dans un espace de

Sobolev à poids en utilisant une méthode de perturbations singulières comme une voie naturelle

de régularisation. Chaque problème obtenu après perturbation est semi-linéaire classique et non

local. La limite des sous suites des solutions du problème perturbé sont solutions du problème

initiale. Nous proposons quelques améliorations concernant l’espace d’existence de solutions et

les résultats de convergences dépendant du poids. Le travail donne une idée sur l’étude des pertur-

bations singulières anisotrope dans le cadre des espaces de Sobolev à poids. anisotropes dans les

espaces à poids.

Mots clés. Equations elliptiques, semilinéaires, dégénérés, paraboliques, anisotropes, problèmes

integro-differentiels, perturbations singulières, comportement asymptotique.
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Notations

ω1 ouvert borné de Rp, p entier positif.

ω2 ouvert borné de Rn−p, n entier positif.

Ω = ω1 × ω2 ouvert borné de Rn.

X1 ∈ ω1, X2 ∈ ω2 X1 = (x1, ..., xp), X2 = (xp+1, ..., xn−p).

∂Ω bord de Ω.

|Ω| mesure de Ω.

L2(Ω) {u : Ω→ R, u mesurable et |u|2 ∈ L1(Ω)}.

L2(Ω)n {u = (u1, ..., un), ui ∈ L2(Ω), 1 ≤ i ≤ n}.

L∞(Ω) {u : Ω→ R, u mesurable et ∃C ∈ R+ telle que |u(x)| ≤ C p.p.x ∈ Ω}.

L2
loc(Ω) {u : Ω→ R, u/K ∈ L2(Ω) ∀K ⊂ Ω compact}.

C(Ω) {u : Ω→ R, u continue}.

D(Ω) Espace des fonctions indéfiniment différentiables à support compact dans Ω.

D′(Ω) Espace des distributions sur Ω, dual de D(Ω).



H1
0 (Ω) fermeture de D(Ω) dans H1(Ω).

H−1(Ω) dual de H1
0 (Ω).

W 1,∞(Ω) {u ∈ L∞(Ω), ∂xiu ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i ≤ n}.

L2(0, T ;H1
0 (Ω)) {u :]0, T [→ H1

0 (Ω) avec
( T∫

0

‖ u(t) ‖2
H1

0 (Ω) dt
)1/2

<∞}.

L2(0, T ;H−1(Ω)) dual topologique de L2(0, T ;H1
0 (Ω)) .

L∞(0, T ;L2(Ω)) {u : [0, T ]→ L2(Ω) tel que supess
0<t<T

{‖ u(t) ‖L2(Ω)} <∞}.

u′ ∂
∂t
u.

| .|Lp norme dans Lp.

∆X1u

p∑
i=1

∂2
xi
u.

∆X2u

n−p∑
i=1

∂2
xi
u.

∇X1 ∇X1 = (∂x1u, ..., ∂xpu)T (gradient par rapport à X1).

∇X2 ∇X2(∂xp+1u, ..., ∂xnu)T (gradient par rapport à X2).

〈., .〉 crochet de dualité.

(., .)L2 produit scalaire dans L2.

supp u support de u.



Introduction générale

La motivation de ce travail remonte à l’équation de Boltzmann modélisant la distribution neu-

tronique dans un réacteur nucléaire gouvernée par une equation aux dérivées partielle du premier

ordre, hyperbolique et donnée par

(1)
1

v
ψt (~r, Ω̂, E, t) + Ω̂ · ∇ψ (~r, Ω̂, E, t) + σ(~r, E)ψ (~r, Ω̂, E, t) = q(~r, Ω̂, E, t),

où t désigne le temps, ~r est la position spatiale du neutron, Ω̂ sa direction,E représente l’énergie, v

est la vitesse du faisceau des neutrons dans la direction de Ω̂, ψ(r, Ω̂, E, t) est le flux angulaire du

neutron et σ(~r, E) représente la section efficace macroscopique. Le symbole∇ dénote l’opérateur

gradient par rapport à la la variable ~r et q(~r, Ω̂, E, t) est le terme source vérifiant

q = qf + qex + qs,

où qf est le terme de fission, qex représente la source extérieure et

qs(~r, Ω̂, E, t) =

∞∫
0

dE ′
∫
Ω̂′

dΩ′σs(~r, E → E ′, Ω̂′ · Ω̂, t)ψ(~r, Ω̂′, E, t),

où σs est la section efficace microscopique.

Dans un premier temps on examine le cas stationnaire, en faisant les hypothèses suivantes : vitesse

constante, absence de matériaux fissiles (ceci veut dire que qf = 0), faisceau monoénergitique

(c’est à dire l’énergie est constante). On considère le cas où la diffusion à travers la section efficace

microscopique est isotrope ce qui se traduit par σs = σs(r).

Tenant compte des simplifications précédentes qs devient

qs = σs(r)

∫
Ω̂

ψ(r, Ω̂)

1
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Remplaçant dans (1), on obtient l’équation de Boltzmann simplifiée suivante

(2) Ω̂ · ∇ψ(~r, Ω̂) + σ(~r)ψ(~r, Ω̂)− σs(~r)φ(~r) = s(~r, Ω̂),

où φ(~r) =
∫

Ω̂
ψ(~r, Ω̂) dΩ̂ est le flux scalaire et s(~r, Ω̂) est le terme de source extérieure.

On applique la méthode dite de Vladimirov à l’équation (2) qui consiste à examiner l’équation

vérifiée par la partie positive du flux angulaire ψ. Pour plus de détails sur l’application de la

méthode de Vladimirov voir [6, 12, 16] et leurs références. On considère pour cela les parties

positive et négative de ψ(~r, Ω̂) :

ψ+(~r, Ω̂) =
1

2
(ψ(~r, Ω̂) + ψ(~r,−Ω̂)),

ψ−(~r, Ω̂) =
1

2
(ψ(~r, Ω̂)− ψ(~r,−Ω̂)).

Par suite

ψ(~r, Ω̂) = ψ+(~r, Ω̂) + ψ−(~r, Ω̂),

et le flux scalaire s’écrit

φ(r) =

∫
Ω̂

ψ(~r, Ω̂)dΩ̂ =

∫
Ω̂

ψ+(~r, Ω̂)dΩ̂,

grâce au fait ∫
Ω̂

ψ−(~r, Ω̂)dΩ̂ = 0

puisque ψ− est impaire et le domaine d’intégration étant symétrique (domaine angulaire).

On réécrit l’équation (2) en remplaçant Ω̂ par −Ω̂, on obtient

(3) − Ω̂ · ∇ψ(~r,−Ω̂) + σ(~r)ψ(~r,−Ω̂)− σs(~r)φ(~r) = s(~r,−Ω̂).

En faisant la somme de (2) et (3) on obtient

(4) Ω̂ · ∇ψ−(~r, Ω̂) + σ(~r)ψ+(~r, Ω̂)− σs(~r)φ(~r) = s+(~r, Ω̂),

Et par différence, on a

(5) Ω̂.∇ψ+(~r, Ω̂) + σ(r)ψ−(~r, Ω̂) = s−(~r, Ω̂).

Où les termes s+ et s− sont donnés par

s+(~r, Ω̂) =
1

2
(s(~r, Ω̂) + s(~r,−Ω̂)),

2
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et

s−(~r, Ω̂) =
1

2
(s(~r, Ω̂)− s(~r,−Ω̂)).

On écrit ψ−(~r, Ω̂) en fonction de ψ+(~r, Ω̂), à partir de (5) on a alors :

(6) ψ−(~r, Ω̂) =
1

σ(~r)

[
s−(~r, Ω̂)− Ω̂.∇ψ+(~r, Ω̂)

]
, σ(~r) 6= 0.

Par substitution dans (4), on obtient l’équation suivante vérifiée par ψ+

(7) − Ω̂ · ∇
( 1

σ(~r)
Ω̂.∇ψ+(~r, Ω̂)

)
+ σ(~r)ψ+(~r, Ω̂)

= σs(~r)

∫
Ω̂

ψ+(~r, Ω̂) dΩ̂ + s+(~r, Ω̂)− Ω̂.∇s
−(~r, Ω̂)

σ(~r)
.

L’équation (7) est une équation aux dérivées partielles du second ordre en ~r avec un terme non

local donné par l’intégrale sur le domaine angulaire.

Motivé par le modèle précédent, nous nous intéressons, dans notre travail, à l’étude d’une classe

de problèmes intégro-différentiels de type anisotrope dégénéré qui englobe (7). Plus précisément,

on considère les problèmes aux limites de la forme suivante

Le cas stationnaire

(8)

{
−∇x2 · (A∇x2u) = l(u) dans Ω,

u(X1, .) = 0 sur ∂ω2 p.p.X1 ∈ ω1,

Le cas d’évolution

(9)


ut −∇x2 · (A∇x2u) = l(u) dans ]0, T [×Ω,

u(t,X1, .) = 0 sur ∂ω2, p.p. t,X1 ∈ [0, T [×ω1,

u(0, x) = u0 dans Ω.

Où Ω = ω1 × ω2, ω1 un ouvert borné de Rp et ω2 dans Rn−p (Ω peut être un ouvert borné de

Rn plus général), x = (X1, X2) ∈ ω1 × ω2, l(u) est un terme non local et non linéaire et A est

une matrice définie positive (qui peut s’annuler sur une partie du domaine). Par exemple, dans

l’équation (7)

A ≡ Ω̂ · 1

σ(~r)
Ω̂ =

1

σ(X2)
‖X1‖2,

qui dégénère pour X1 = 0.

Noter que les problèmes (8) et (9) considérés ci dessus sont plus proches du modèle réel que celui

qui est étudié dans [6] vu qu’il tienne compte du caractère dégénéré de l’équation.

On étudie pour chacun de ces problèmes l’existence des solutions. Pour cela on utilise la méthode

3
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des perturbations singulières anisotropes développée dans [1, 3–10] en introduisant une suite de

problèmes perturbés (Pε), où ε ≥ 0 est un nombre destiné à tendre vers zero. En utilisant des

résultats de l’analyse fonctionnelle et le théorème du point fixe, on montre l’existence d’une suite

de solutions classiques (uε)ε qui a pour limite, dans des espaces de Sobolev à poids appropriés,

une solution pour chacun des problèmes étudiés.

Comme l’existence et la convergence seront envisagées dans le cadre des espaces de Sobolev à

poids, on se donne l’objectif d’optimiser les poids dans le sens d’avoir la puissance minimale pos-

sible de ces derniers.

Les difficultés de ce travail sont dûes essentiellement aux termes non locaux et non linéaires ainsi

qu’au passage à la limite en ε. Pour contourner ces difficultés on utilise entre autres des techniques

établies dans [3–10] ainsi qu’un résultat de compacité de Lions [14].

Le manuscrit est organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré à la présentation de la méthode des perturbations singulières ani-

sotropes. Nous examinerons un problème modèle présenté par Chipot et Guesmia dans [2].

Dans le deuxième chapitre on étudie le problème stationnaire (8) dans lequel on traite deux cas :

dans le premier cas on considère un terme non local simplifié pour mieux percevoir les difficul-

tés dûes à la dégénérescence et l’anisotropie de l’opérateur ; dans le deuxième cas on considère

un terme non local assez général. on suivra dans les deux cas la méthode expliquée plus haut.

En particulier, pour pouvoir identifier la limite dans les termes non linéaires dans les problèmes

approchés on établit des convergences fortes qui serviront également à améliorer les poids consi-

dérés.

Le troisième chapitre est consacré à l’étude du cas d’évolution (9). Dans cette partie, on généralise

le procédé utilisé dans le chapitre précédent au cas des problèmes d’évolution, en considérant des

espaces de Sobolev à poids plus appropriés et en tenant compte de certaines propriétés caractéris-

tiques des problèmes paraboliques comme l’effet régularisant entre autres.

On achève le manuscrit par une conclusion dans laquelle on résume et on évalue les résultats

obtenus et on donne quelques perspectives pour completer ce travail.

4



CHAPITRE 1

Rappels mathématiques et généralités sur les perturbations

singulières anisotropes

Le but de ce chapitre est de rappeler dans un premier lieu les principaux outils mathématiques

utilisés dans ce travail et dans un second lieu présenter les méthodes de perturbations singulières

et de perturbations singulières anisotropes a travers des exemples élémentaires.

1.1 Rappels mathématiques

Dans cette section on présente une nomenclature d’outils mathématiques utilisés dans ce travail.

1.1.1 Quelques inégalités

On rappelle quelques inégalités utilisées fréquemment dans ce travail, notamment dans l’étude des

estimations a priori.

Proposition 1.1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz). Soient u et v des fonctions dansL2(Ω). Alors

le produit uv est dans L1(Ω) et on a :

|u v |L1(Ω) ≤ |u|L2(Ω)| v|L2(Ω).

Proposition 1.1.2. (Inégalité de Young) Soit 1 < p, q <∞, 1
p

+ 1
q

= 1 et a, b > 0. Alors

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Proposition 1.1.3. (Inégalité de Poincaré) Soit Ω un ouvert borné de classe C1. Pour 1 ≤ p <∞
il existe une constante C = C(Ω, p) telle que

|u|Lp(Ω) ≤ C(Ω, p)| ∇u|Lp(Ω) ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

5



1.1. Rappels mathématiques

Proposition 1.1.4. (Inégalité de Gronwall)

Forme différentielle. Soit η(.) une fonction positive, absolument continue sur [0, T ] satisfaisant

pour presque tout t, l’inégalité

η′(t) ≤ φ(t)η(t) + ψ(t),

avec φ et ψ deux fonctions positives, intégrables sur [0, T ]. Alors

η(t) ≤ e
∫ t
0 φ(s)ds[η(0) +

t∫
0

ψ(s)ds].

Forme intégrale. Soit ξ(.) une fonction positive, intégrable sur [0, T ] qui satisfait presque partout

l’inégalité

ξ(t) ≤ C1

t∫
0

ξ(s)ds+ C2,

avec C1, C2 deux constantes positives. Alors

ξ(t) ≤ C2(1 + C1te
C1t) pour 0 ≤ t ≤ T.

En particulier, si

ξ(t) ≤ C1

t∫
0

ξ(s)ds,

alors

ξ(t) = 0 p.p.

1.1.2 Théorèmes

Dans cette section on rappelle les principaux théorèmes utilisés dans ce travail

Théorème de la convergence dominée de Lebesgue

Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue constitue dans ce travail un outil fondamen-

tal pour montrer certaines convergences importantes.

Théorème 1.1.1. Soit Ω un ouvert de Rn, f une fonction dans Lp(Ω) et (fn) une suite de fonctions

à valeurs réelles dans Lp(Ω) tel que pour tout n

fn → f p.p.

Supposons qu’il existe une fonction g dans Lp(Ω) à valeurs réelles, positive telle que :

| fn| ≤ g p.p.

6



1.1. Rappels mathématiques

Alors on a : ∫
Ω

| fn − f |p dx→ 0.

Théorème de la réciproque de la convergence dominée de Lebesgue

La réciproque du théorème de la convergence dominée de Lebesgue représente dans ce travail un

outil technique très utile.

Théorème 1.1.2. Soit Ω un ouvert de Rn, soit (fn) une suite de Lp(Ω) et soit f ∈ Lp(Ω) telle que

| fn − f |Lp(Ω) → 0. Alors il existe une sous suite (fnk
) et une fonction h ∈ Lp(Ω) tel que

– fnk
(x)→ f(x) p.p. dans Ω,

– | fnk
(x)| ≤ h(x), ∀k, p.p. dans Ω.

Théorème de Fubini

Ce théorème représente un outil pratique, il permet d’intervertir les intégrales dans certain cas.

Théorème 1.1.3. Soit f une fonction définie sur ω1 × ω2. Supposant que f ∈ L1(ω1 × ω2). Alors

f(x1, .) ∈ L1(ω2) p.p. x1 ∈ ω1,

∫
ω2

f(x1, .) dx2 ∈ L1(ω1).

De façon similaire on a

f(., x2) ∈ L1(ω1) p.p. x2 ∈ ω2,

∫
ω1

f(., x2) dx1 ∈ L1(ω2).

De plus on a ∫
ω1

(∫
ω2

f dx2

)
dx1 =

∫
ω2

(∫
ω1

f dx1

)
dx2 =

∫ ∫
ω1×ω2

f dx1dx2.

Théorème du point fixe de Schauder

Le théorème du point fixe de Schauder est utilisé dans ce travail pour montrer l’existence de

solutions pour certaines familles de problèmes non linéaires.

Théorème 1.1.4. SoitB un espace de Banach etK un fermé, convexe deB. Soit F une application

continue de K dans lui même telle que F (K) est relativement compact alors F admet un point

fixe.
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1.1. Rappels mathématiques

Théorème de compacité d’Aubin

Ce résultat est utilisé dans ce travail pour obtenir certaines convergences importantes.

Théorème 1.1.5. Soit B0, B, B1 trois espaces de Banach tel qu’on a

1. L’inclusion algébrique et topologique suivante :

B0 ⊂ B ⊂ B1 .

2. Les espaces Bi réflexifs i = 1, 2.

3. L’injection B0 → B est compacte.

Soit W l’espace défini par

W = {u/u ∈ Lp0(0, T ;B0), u′ =
du

dt
∈ Lp1(0, T ;B1)}.

Alors pour 1 < pi <∞, i = 0, 1, l’injection de W dans Lp0(0, T ;B) est compacte.

Théorème de Rellich-Kondrachov

Tout comme le théorème précédent, ce théorème nous sert à conclure des convergences fortes dans

le cas elliptique.

Théorème 1.1.6. Soit Ω un ouvert borné de Rn avec ∂Ω de classe C1. On suppose que 1 ≤ p < n,

alors :

W 1,p(Ω) ↪→
compact

Lq(Ω),

pour tout q tel que 1 ≤ q < p∗ où p∗ = np
n−p

Densité de l’espace D(ω1)×D(ω2) dans D(ω1 × ω2)

Le théorème suivant donne une justification de certain choix de fonctions test.

Théorème 1.1.7. Soit Ω, ω1, ω2 des ouverts de Rn, Rp, Rn−p tels que Ω = ω1 × ω2. Le sous sous

espace vectoriel D(ω1)×D(ω2) est dense dans D(ω1 × ω2).

1.1.3 Définitions

Dans ce paragraphe on donne quelques définitions de modes de convergences.
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1.1. Rappels mathématiques

Définition 1.1.1. (Convergence forte dans Lp). Soit Ω un ouvert de Rn et (un) une suite de

fonctions de Lp(Ω) et u ∈ Lp(Ω). On dit que (un) converge vers u dans Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞ si :

lim
n→∞

|un − u|Lp = 0.

Définition 1.1.2. (Convergence faible dans Lp). Soit Ω un ouvert de Rn, (un) une suite de fonc-

tions de Lp(Ω) et u ∈ Lp(Ω) 1 ≤ p ≤ ∞.

1. Si p ≤ 1 <∞, on dit que (un) converge faiblement vers u dans Lp(Ω) et on note un ⇀ u si∫
Ω

unv dx→
∫
Ω

uv dx,

pour tout v ∈ Lq(Ω) où 1
p

+ 1
q

= 1.

2. Si p =∞ on dit que (un) converge faiblement * vers u dans L∞(Ω) et on note un
∗
⇀ u si∫

Ω

unv dx→
∫
Ω

uv dx,

pour tout v ∈ L1(Ω).

Définition 1.1.3. (Convergence dans l’espace Lp(Ω)n
′). Soit Ω un ouvert, (un) = (u1

n, ..., u
n′
n )

une suite de fonctions de Lp(Ω)n
′ et u = (u1, ..., un

′
) une fonction de Lp(Ω)n

′ . On dit que le suite

(un) converge vers u dans Lp(Ω) si :

uin → ui dans Lp(Ω) i = 1, ..., n′.

Définition 1.1.4. (Fonction Caratheodory). Soient Ω1, Ω2 deux ouvert de Rn, (x1, x2) ∈ Ω1×Ω2.

Soit f une fonction définie sur Ω1 × Ω2. On dit que f est une fonction Caratheodory si elle est

mesurable par rapport à x1 et continue par rapport à x2.

Définition 1.1.5. (L’espace H−1). Soit Ω un ouvert de Rn. L’espace H−1(Ω) est le dual de l’es-

pace H1
0 (Ω).

Caractérisation des éléments de H−1

Ce théorème est utilisé pour montrer qu’un élément f est dans H−1.

Théorème 1.1.8. Soir Ω un ouvert de Rn et f ∈ H−1(Ω). Il existe des fonctions f 0, f 1, ..., fn

dans L2(Ω) telles que

(1.1) 〈f, v〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) =

∫
Ω

f 0v +
n∑
i=1

f ivi dx ∀v ∈ H1
0 (Ω).
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1.1. Rappels mathématiques

1.1.4 Existence et unicité de l’équation de Laplace

Soit Ω un ouvert borné de Rn et f une fonction telle que

(1.2) f ∈ L2(Ω).

On considère le problème aux limites suivant

(1.3)

{
−∆u = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

L’étude du problème (1.3) par l’approche variationnelle consiste à introduire le problème varia-

tionnel suivant

(1.4) Trouver u ∈ H1
0 (Ω) tel que

∫
Ω

∇u∇v dx =

∫
Ω

fv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Théorème 1.1.9. Sous l’hypothèse (1.2) il existe un unique u ∈ H1
0 (Ω) solution de (1.4). De plus

u vérifie

−∆u = f p.p. Ω,

et

u ∈ H2(Ω).

Pour les preuves voir [18].

1.1.5 Existence et unicité de l’équation de la chaleur

Soit Ω un ouvert borné de Rn et QT = (0, T )× Ω où T est un temps final T > 0.

Soit f et u0 deux fonctions telles que

(1.5) f ∈ L2(QT ), u0 ∈ L2(Ω).

On considère le problème aux limites suivant

(1.6)


u′ −∆u = f dans QT ,

u = 0 sur [0, T ]× ∂Ω,

u(0, .) = u0 dans Ω.

Théorème 1.1.10. Sous les hypothèses (1.5) l’équation de la chaleur (1.6) admet une unique

solution u ∈ L2(]0.T [, H1
0 (Ω)) ∩ C(]0.T [, L2(Ω)) et u′ ∈ L2(]0.T [, H−1(Ω)).

Pour les preuves voir [18].
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1.2. Généralités sur les perturbations singulières anisotropes

1.2 Généralités sur les perturbations singulières anisotropes

Avant de présenter la méthode de perturbations singulières anisotropes qui représente la méthode

de résolution des problèmes étudiés dans ce travail et pour mieux comprendre cette dernière on

commence par présenter la méthode de perturbations singulières.

1.2.1 Principe de la méthode des perturbations singulières

Cette théorie est développée pour étudier les problèmes dont les vitesses de diffusion sont très

petites. Elle s’intéresse principalement à l’étude du comportement asymptotique de la solution de

tels problèmes quand la vitesse de diffusion s’approche de 0.

Dans ce paragraphe, on va présenter la méthode sur un exemple classique (voir [2, 13, 14])

Un problème modèle de perturbation singulière

Soit Ω un ouvert borné de Rn, f ∈ H−1(Ω) et ε > 0 un paramètre petit destiné à tendre vers 0, on

considère uε la solution faible du problème suivant

(1.7)

{
−ε∆uε + uε = f dans Ω,

uε ∈ H1
0 (Ω).

Le problème (1.7) admet une solution unique, voir [2] Théorème 4.1.

La question est donc de déterminer ce qui se passe quand ε→ 0, pour cela passant formellement

à la limite dans (1.7) on obtient

(1.8) uε −→ u0 = f,

et ceci évidement pour une norme appropriée.

On peut tout de suite voir que si f /∈ H1
0 (Ω) on ne peut pas avoir la convergence uε → f dans

H1
0 (Ω).

Nous allons donner sans démonstration les principaux résultats

Théorème 1.2.1. Soit uε la solution de (1.7).On a alors

(1.9) uε −→ f dans H−1(Ω).

Théorème 1.2.2. On suppose que f ∈ L2(Ω) alors si uε est la solution de (1.7) on a

(1.10) uε −→ f dans L2(Ω).
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1.2. Généralités sur les perturbations singulières anisotropes

Théorème 1.2.3. On suppose que f ∈ Lp(Ω), 2 ≤ p < +∞, alors si uε est la solution de (1.7)

on a

(1.11) uε ∈ Lp(Ω), uε −→ f dans Lp(Ω).

Théorème 1.2.4. On suppose que f ∈ H1
0 (Ω) alors si uε est la solution de (1.7) on a

(1.12) uε −→ f dans H1
0 (Ω).

Pour les démonstrations on réfère le lecteur à [2].

1.2.2 Perturbations singulières anisotropes

Dans ce paragraphe on examine un problème modèle de perturbation singulière anisotrope. Pour

simplifier soit Ω = ω1 × ω2 un ouvert borné de R2 et f une fonction telle que

(1.13) f ∈ L2(Ω).

Soit ε un nombre destiné à tendre vers 0. On considère le problème suivant

(1.14)

{
−ε2∂2

x1
uε − ∂2

x2
uε = f dans Ω,

uε = 0, sur ∂Ω.

La vitesse de diffusion étant très petite seulement dans la direction de x1, le problème (1.14) est

un problème de perturbation singulière anisotrope, en contraste avec les perturbations isotropes

par rapport à toutes les directions.

Noter que pour tout ε > 0 fixé, il existe un unique uε, solution faible du problème (1.14) vérifiant :

(1.15)


uε ∈ H1

0 (Ω),∫
Ω

ε2∂x1uε∂x1v + ∂x2uε∂x2v dx =

∫
Ω

fv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω).

La question qui se pose alors est de voir comment se comportent les solutions uε quand ε tend

vers 0.

Formellement, à la limite et si on dénote par u0 la limite de uε quand ε→ 0, on a :

(1.16)
∫
Ω

∂x2u0∂x2v dx =

∫
Ω

fv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω).

La forme bilinéaire du côté gauche de (1.16) n’est pas coercive sur H1
0 (Ω). Par suite le problème

(1.16) est mal posé.
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1.2. Généralités sur les perturbations singulières anisotropes

On peut procéder de la manière suivante en considérant la variable x1 ∈ ω1 comme un paramètre

et on suppose que :

(1.17) f(x1, .) ∈ L2(ω2) p.p.x1 ∈ ω1.

Il existe alors une unique solution u0 = u0(x1, .) du problème

(1.18)


u0 ∈ H1

0 (ω2) p.p.x1 ∈ ω1,∫
ω2

∂x2u0∂x2v dx =

∫
ω2

f(x1, .)v dx ∀v ∈ H1
0 (ω2)

Noter que l’existence et l’unicité de la solution de (1.18) est une conséquence du théorème de

Lax-Milgram puisque {∫
ω2

(∂x2v)2 dx
}

est une norme sur H1
0 (ω2).

On souhaite maintenant montrer la convergence de la suite (uε)ε dans un espace approprié.

Lemme 1.2.1. (Convergences faibles) Sous l’hypothèse (1.13), la suite (uε) des solutions de

(1.14) vérifie quand ε→ 0

(1.19) uε ⇀ u0, ∂x2uε ⇀ ∂x2u0, ε∂x1uε ⇀ 0 dans L2(Ω),

Preuve. On pose v = uε dans (1.15), on a, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz dans le

second membre : ∫
Ω

ε2| ∂x1uε|2 dx+

∫
Ω

| ∂x2uε|2 dx ≤ | f |L2(Ω)|uε|L2(Ω).

En utilisant les inégalités de Poincaré et de Young on aura∫
Ω

ε2| ∂x1uε|2 + | ∂x2uε|2 dx ≤ C| f |L2(Ω)| ∂x2uε|L2(Ω) ≤
C2

2
| f |L2(Ω) +

1

2
| ∂x2uε|L2(Ω).

Ce qui donne

(1.20) uε, | ε∂x1uε|, | ∂x2uε|, sont bornés dans L2(Ω).

Par conséquent, il existe u0 ∈ L2(Ω), u1 ∈ (L2(Ω))p et u2 ∈ (L2(Ω))n−p tel que, à une sous suite

près, on a

uε ⇀ u0, ε∂x1uε ⇀ u1, ∂x2uε ⇀ u2 dans L2(Ω).
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1.2. Généralités sur les perturbations singulières anisotropes

Comme la convergence dans L2(Ω) implique la convergence dans D′(Ω) on peut donc identifier

u1 et u2, ce qui donne

uε ⇀ u0, ε∂x1uε ⇀ 0, ∂x2uε ⇀ ∂x2u0 dans L2(Ω).

On laisse ε tendre vers 0 dans (1.15), on aura alors

(1.21)
∫
Ω

∂x2u0 · ∂x2v dx =

∫
Ω

fv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Ce qui achève la preuve.

A ce stade là, on ne sait pas encore si pour presque x1 ∈ ω1 on a

(1.22) u0(x1, .) ∈ H1
0 (ω2).

Pour voir cela, nous aurons besoin que les convergences dans (1.19) soient des convergences fortes

dans L2(Ω), ce qui fera l’objet du lemme suivant :

Lemme 1.2.2. (Convergences fortes) Sous l’hypothèse (1.13) on a :

(1.23) uε −→ u0, ∂x2uε −→ ∂x2u0, ε∂x1uε −→ 0 dans L2(Ω),

où u0 est la solution de (1.18).

Preuve. Posons

(1.24) Iε =

∫
Ω

ε2∂x1uε.∂x1uε dx+

∫
Ω

∂x2(uε − u0).∂x2(uε − u0) dx

Développant Iε et tenant compte de (1.15) écrite pour v = uε on aura

Iε =

∫
Ω

fuε dx− 2

∫
Ω

∂x2u0 · ∂x1uε dx+

∫
Ω

∂x2u0 · ∂x2u0 dx.

Passant à la limite on obtient

lim
ε→0

Iε =

∫
Ω

fu0 dx−
∫
Ω

∂x2u0 · ∂x2u0 dx = 0

Ce qui donne

ε∂x1uε −→ 0, ∂x2uε −→ ∂x2u0 dans L2(Ω).

Utilisant l’inégalité de Poincaré dans la direction de x2 on obtient

uε −→ u0.

Ce qui achève la preuve.
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1.2. Généralités sur les perturbations singulières anisotropes

Condition au bord

La deuxième convergence dans (1.23) peut s’écrire également∫
ω1

∫
ω2

| ∂x2(uε − u0)|2dx2dx1 −→ 0.

Ceci implique que ∫
ω2

| ∂x2(uε − u0)|2dx2 −→ 0 p.p.x1 ∈ ω1.

Comme {∫
ω2

| ∂x2v|2 dx2

}
est une norme sur H1

0 (ω2) et uε(x1, .) ∈ H1
0 (ω2) et par consequent

(1.25) u0(x1, .) ∈ H1
0 (ω2),

pour presque tout x1 ∈ ω1.

Tout ceci est à une sous suite près. Maintenant comme le problème (1.18) admet une unique

solution, les convergences (1.23) ont lieu pour toute la suite.

Par suite on a montré grâce à la méthode des perturbations singulière anisotrope le résultat suivant

Proposition 1.2.1. Le problème (1.16) admet une solution u0 vérifiant (1.25).

Nous nous proposons dans les chapitres suivants de généraliser cette méthode aux cas des pro-

blèmes anisotropes dégénérés et non locaux.
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CHAPITRE 2

Etude du problème stationnaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on souhaite utiliser la méthode de perturbations singulières anisotropes pour la

résolution d’une classe de problèmes intégro-différentiels elliptiques.

Soit Ω = ω1 × ω2 un ouvert borné de Rp × Rn−p avec x = (X1, X2) où X1 ∈ Rp,X2 ∈ Rn−p On

considère la classe de problèmes suivants

(2.1)

{
−∇X2 .(A∇X2u) = l(u)

u(X1, .) = 0 sur ∂ω2 p.p.X1 ∈ ω1,

où l est la forme non linéaire en u et A = aij(x) est une matrice de taille n× n telle que

(2.2) aij ∈ L∞(Ω), i, j = 1, ..., n,

(2.3) β| ξ|2 ≤ A(x)

λ(X1)
ξ.ξ ≤ α| ξ|2 ∀ξ ∈ Rn, p.p. x ∈ Ω,

où λ est une fonction définie sur ω1 positive suffisamment régulière qui peut s’annuler sur ∂ω1

vérifiant

(2.4) λ ∈ W 1,∞(ω1),

et α, β, sont des nombres réels positifs.

Remarque 2.1.1. Dans la suite du document et pour simplifier les calculs, on suppose que β = 1.

On remarquera que le problème (2.1) est anisotrope puisque la dérivée en X1 est absente et

qu’il est de plus dégénéré sur {(X1, X2) ∈ Ω/λ(X1) = 0}.
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2.2. Premier problème

Enfin, le terme l(u) dans (2.1) représente la partie non linéaire et non locale du problème, qui

prendra des formes variées selon les cas qui seront examinées.

Plus précisément, on considère dans ce chapitre deux problèmes avec des formes différentes du

terme l(u).

Pour le premier problème on montre l’existence d’une solution dans un espace de Sobolev à

poids approprié. Dans ce cas on considère une hypothèse assez restrictive sur le terme non local

l afin de mettre l’accent sur les méthodes développées pour contourner les difficultés inhérentes à

l’anisotropie et la dégénérescence. Enfin, le deuxième problème est une généralisation du premier

avec un terme non local plus large.

Dans la suite on considère l’espace fonctionnel L2
ξ(ω1;H1

0 (ω2)) pour un poids donné ξ = ξ(X1) >

0 p.p. sur ω1 comme suit

(2.5) L2
ξ(ω1;H1

0 (ω2)) =
{
u ∈ L2

loc(ω1;L2(ω2))/ξu, ξ∇X2
u ∈ L2(Ω), u(X1, .) ∈ H1

0 (ω2) p.p.X1 ∈ ω1

}
.

2.2 Premier problème

2.2.1 Position du problème et théorème d’existence

Dans ce premier problème le terme non linéaire noté a = a(x, r) est une fonction définie, mesu-

rable sur Ω× R vérifiant

(2.6)

a(x, .) ∈ C(R,R) p.p.x ∈ Ω,

a ∈ L∞(Ω× R).

On suppose que

(2.7) f ∈ L2(Ω).

On souhaite utiliser la méthode de perturbations singulières anisotrope pour montrer l’existence

d’une solution du problème intégro-différentiel stationnaire suivant :

Trouver u telle que

(2.8)


−∇X2(A∇X2u) =

∫
ω1

a(x, u)dX1 + f in Ω,

u(X1, ·) = 0 on ∂ω2 p.p X1 ∈ ω1.

Remarque 2.2.1. Il clair qu’en raison du terme non local

l(u) =

∫
ω1

a(x, u) dX1,
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2.2. Premier problème

il n’est pas possible de considérer le problème (2.8) comme une famille à paramètre (X1 ∈ ω1)

associés à l’opérateur en X2 :

P = −∇X2(A∇X2·).

Dans la suite on adoptera la définition d’une solution faible du problème (2.8) suivante :

Définition 2.2.1. On dit qu’une fonction u0 : u0 ∈ L2
λ(ω1;H1

0 (ω2)) est une solution faible du

problème (2.8) si elle satisfait l’identité intégrale suivante

(2.9)
∫
Ω

A∇X2u · ∇X2v dx =

∫
Ω

∫
ω1

a(x, u) dX1v dx+

∫
Ω

fv dx,

pour tout v ∈ H1
0 (Ω).

Remarque 2.2.2. Si on prend v(X1, X2) = ϕ(X1)ψ(X2), dans (2.9), pour ϕ ∈ D(ω1), ψ ∈ D(ω2)

on aura alors, en utilisant le théorème de Fubini∫
ω1

ϕ

(∫
ω2

A∇X2u0 · ∇X2ψ dX2

)
dX1 =

∫
ω1

ϕ

(∫
ω2

∫
ω1

a(x, u0) dX1ψ dX2 +

∫
ω2

fψ dX2

)
dX1

Par conséquent on a

(2.10)
∫
ω2

A∇X2u0 · ∇X2ψdX2 =

∫
ω2

ψ

∫
ω1

a(x, u0) dX1dX2 +

∫
ω2

fψdX2,

pour tout v ∈ H1
0 (ω2) et pour presque tout X1 ∈ ω1.

On a le résultat principal suivant :

Théorème 2.2.1. Sous les hypothèses (2.2)- (2.7), il existe au moins une solution u0 du problème

(2.8) telle que
u0 ∈ L2

λ3(ω1;H1
0 (ω2)) ∩ L2

loc(ω1;H1
0 (ω2))

∫
Ω

A∇X2u0 · ∇X2v dX2 =

∫
Ω

∫
ω1

a(x, u0)v dX1dx+

∫
Ω

fvdX2, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

2.2.2 Preuve du théorème 2.2.1

Soit ε > 0. On considère la suite de problèmes perturbés suivants :

(2.11)


−ε2∆X1uε −∇X2((A+ ε2I)∇X2uε) =

∫
ω1

a(x, uε)dX1 + f dans Ω,

uε = 0 sur ∂Ω,

On adoptera la notion de solution faible suivante :
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2.2. Premier problème

Définition 2.2.2. On dit qu’une fonction uε telle que uε ∈ H1
0 (Ω), est une solution faible de (2.11)

si l’identité intégrale

(2.12)
∫
Ω

ε2∇X1uε∇X1v dx+

∫
Ω

ε2∇X2uε∇X2v dx+

∫
Ω

A∇X2uε∇X2v dx

=

∫
Ω

∫
ω1

a(x, uε) dX1v dx+

∫
Ω

fv dx

est satisfaite pour tout v ∈ H1
0 (Ω).

Il est clair que le problème (2.11) est un problème elliptique semilinéaire nonlocal avec des condi-

tions au bord de Dirichlet homogènes.

2.2.2.1 Etude du problème perturbé (2.11)

L’existence de solution uε ∈ H1
0 (Ω), ε > 0 fixé, du problème (2.11) peut être montrée en utilisant

le théorème du point fixe de Schauder. On a en effet :

Théorème 2.2.2. Sous les hypothèses (2.2)- (2.7), il existe au moins une solution faible du pro-

blème (2.11).

Preuve. Pour w ∈ L2(Ω), soit u ∈ H1
0 (Ω) la solution unique du problème parabolique linéaire

suivant

(2.13)


−ε2∆X1u−∇X2((A+ ε2I)∇X2u) =

∫
ω1

a(x,w) dX1 + f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

On définit l’application T de L2(Ω) dans lui même par :

(2.14) w 7→ u = T (w).

Le couple (w, u) ∈ L2(Ω)×H1
0 (Ω) satisfait

(2.15)
∫
Ω

ε2∇X1u∇X1v dx+

∫
Ω

ε2∇X2u∇X2v dx+

∫
Ω

A∇X2u∇X2v dx

=

∫
Ω

∫
ω1

a(x,w) dX1v dx+

∫
Ω

fv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω).

En prenant v = u dans (2.15) et en tenant compte de (2.3) on obtient :

(2.16)∫
Ω

| ε∇X1u|2 dx +

∫
Ω

| ε∇X2u|2 dx +

∫
Ω

|λ1/2∇X2u|2 dx ≤
∫
Ω

( ∫
ω1

a(x,w) dX1 + f
)
u dx.
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Appliquons l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans le second membre de (2.16)

(2.17)
∫
Ω

| ε∇X1u|2 dx+

∫
Ω

| ε∇X2u|2 dx+

∫
Ω

|λ1/2∇X2u|2 dx

≤
(∫

Ω

( ∫
ω1

a(x,w) dX1 + f
)
dx
)1/2(∫

Ω

u2 dx
)1/2

.

Par application de l’inégalité de Poincaré dans la direction X1 et en tenant compte de (2.6) et (2.7)

on obtient :∫
Ω

| ε∇X1u|2 dx +

∫
Ω

| ε∇X2u|2 dx +

∫
Ω

|λ1/2∇X2u|2 dx ≤ C1

(∫
Ω

|∇X1u|2 dx
)1/2

.

En appliquant cette fois ci l’inégalité de Poincaré dans la direction de X2, on aura∫
Ω

| ε∇X1u|2 dx +

∫
Ω

| ε∇X2u|2 dx +

∫
Ω

|λ1/2∇X2u|2 dx ≤ C2

(∫
Ω

|∇X2u|2 dx
)1/2

.

où C1 et C2 sont des constantes indépendantes de w. Ceci en particulier implique que

ε2
(∫

Ω

|∇X1u|2 dx
)1/2

≤ C1.

Et

ε2
(∫

Ω

|∇X2u|2 dx
)1/2

≤ C2.

Utilisant à nouveau l’inégalité de Poincaré on déduit que

(2.18) | ∇X1u|L2(Ω), | ∇X2u|L2(Ω), |u|L2(Ω) ≤ C.

indépendamment de w.

Par conséquent, ε > 0 étant fixé on a

(2.19) |u|H1(Ω) ≤ C,

Où C est une constante indépendante de la fonction w.

On montre maintenant que T est continu sur L2(Ω). Pour cela soit (wn) ⊂ L2(Ω) une suite telle

que

(2.20) wn → w dans L2(Ω).

On a donc

(2.21) wn′ −→ w p.p dans Ω.
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On pose un = T (wn) ∈ B. Grâce à (2.19), on a un pour tout n ∈ N et il existe une sous suite

(un′) et u ∈ H1
0 (Ω) tel que

(2.22) un′ ⇀ u dans H1(Ω).

Par suite, grâce à l’injection compacte de Sobolev H1(Ω) ↪→ L2(Ω) on a

(2.23) un′ −→ u dans L2(Ω) fortement.

Par suite le couple (wn′ , un′) satisfait, grâce à (2.12), l’identité intégrale :

(2.24)
∫
Ω

ε2∇X1un′∇X1v dx+

∫
Ω

ε2∇X2un′∇X2v dx+

∫
Ω

A∇X2un′∇X2v dx

=

∫
Ω

∫
ω1

a(x,wn′) dX1v dx+

∫
Ω

fv dx.

En passant à la limite en n′, on obtient :

(2.25)
∫
Ω

ε2∇X1u∇X1v dx+

∫
Ω

ε2∇X2u∇X2v dx+

∫
Ω

A∇X2u∇X2v dx

= lim
n′→∞

∫
Ω

∫
ω1

a(x,wn′) dX1v dx

+

∫
Ω

fv dx.

Pour calculer la limite dans le second membre de (2.25), on a d’abord grâce à la continuité de a et

(2.21) :

(2.26) a(x,wn′)→ a(x,w) p.p.

D’autre part grâce à (2.6), on peut déduire que la suite :

(2.27) (a(x,wn′))n′ est bornée dans L2(Ω).

De (2.26) et (2.27) et utilisant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue on en déduit :

(2.28) a(x,wn)→ a(x,w) dans L2(Ω) fortement.

Par suite, grâce à La réciproque de la convergence dominée de Lebesgue appliquée à (
∫
ω1
a(x,wn′) dX1)n′

on a à une sous suite près indexée aussi par n′ :

(2.29)
∫
ω1

a(x,wn′) dX1 →
∫
ω1

a(x,w) dX1 p.p.
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On a aussi grâce à (2.6) :

(2.30)
(∫
ω1

a(x,wn′) dX1

)
n′

est bornée dans L2(Ω).

De (2.29) et (2.30) et utilisant de nouveau le théorème de la convergence dominée de Lebesgue et

on en déduit :

(2.31)
∫
ω1

a(x,wn′) dX1 →
∫
ω1

a(x,w) dX1 dans L2(Ω) fortement.

Utilisant (2.31) et passant à la limite dans (2.25) on obtient l’équation suivante :

(2.32)
∫
Ω

ε2∇X1u∇X1v dx+

∫
Ω

ε2∇X2u∇X2v dx+

∫
Ω

A∇X2u∇X2v dx

=

∫
Ω

∫
ω1

a(x,w) dX1v dx+

∫
Ω

fv dx.

Ainsi on a

−ε2∆X1u−∇X2((A+ ε2I)∇X2u) =

∫
ω1

a(x,w) dX1 + f dans D′(Ω).

Comme u ∈ H1
0 (Ω) on a bien u solution de (2.13) au sens de la définition 2.2.2 et par conséquent

on a

u = T (w).

Par unicité de la solution du problème (2.13) on déduit que les convergences (2.22) et (2.23) ont

lieu pour toute la suite. Par conséquent l’application T est continue.

Soit B̄(0, C) la boule fermée de H1(Ω) centrée en 0 et de rayon C où C est la constante donnée

par (2.19). Il est clair que T (B̄(0, C)) ⊂ B̄(0, C).

D’autre part on a T (B̄(0, C)) est bornée dans H1(Ω). Comme H1(Ω) ↪→
compact

L2(Ω) on déduit que

T (B̄(0, C)) est relativement compacte dans L2(Ω).

Cela nous conduit en utilisant le théorème du point fixe de Schauder déduire l’existence d’une

solution du problème (2.11).

Ceci achève la démonstration du théorème 2.2.2 concernant le problème perturbé (2.11).

Dans la suite, on examine le passage à la limite par rapport au paramètre ε > 0, ε → 0 dans

(2.11). ceci nous conduit à établir des estimations à priori sur la suite (uε)ε>0.
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2.2.2.2 Estimation des solutions du problème perturbé

Maintenant dans le but de montrer l’existence d’une solution u0 de (2.8) on fait tendre ε→ 0 dans

(2.12) et on montre que la fonction limite des solutions uε du problème (2.11) est une solution du

problème (2.8). On commence par donner quelques estimations a priori

Lemme 2.2.1. (Estimations a priori) Soit m un nombre réel tel que m ≥ 3. Sous les hypothèses

(2.3), (2.4) et (2.7), on a :

ε2| ∇X2uε|, ε|λ1/2∇X2uε|, | ελm/2∇X2uε|, ε2uε, ε
2| ∇X1uε|,

(2.33) λ(m+1)/2uε, |ελm/2∇X1uε|, |λ(m+1)/2∇X2uε| sont bornés dans L2(Ω).

Preuve. En posant v = uε dans (2.12), on obtient l’equation suivante :

(2.34)
∫
Ω

ε2∇X1uε ·∇X1uε + (A+ ε2I)∇X2uε ·∇X2uε dx =

∫
Ω

(∫
ω1

a(x, uε) dX1 + f
)
uε dx.

En utilisant (2.3) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient∫
Ω

ε2| ∇X1uε|2 dx+

∫
Ω

λ| ∇X2uε|2 dx+

∫
Ω

ε2| ∇X2uε|2 dx

≤
[ ∫

Ω

(∫
ω1

a(x, uε)dX1 + f
)2

dx
]1/2(∫

Ω

u2
εdx
)1/2

.

En appliquant l’inégalité de Poincaré dans la directionX1 et en tenant compte de (2.6) on obtient :∫
Ω

ε2| ∇X1uε|2 dx +

∫
Ω

λ| ∇X2uε|2 dx +

∫
Ω

ε2| ∇X2uε|2 dx ≤ C
(∫

Ω

|∇X1uε|2dx
)1/2

.

C est une constante indépendante de ε.

Ceci en particulier implique que

(2.35) ε2
(∫

Ω

|∇X1uε|2 dx
)1/2

≤ C, et ε2
(∫

Ω

|∇X2uε|2 dx
)1/2

≤ C.

Où C est une constante indépendante de ε.

Par conséquent

(2.36) (ε2∇X1uε), (ε2∇X2uε) sont bornées dans L2(Ω).

Utilisant l’inégalité de Poincaré, on déduit que

(2.37) ε2uε borné dans L2(Ω).
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On pose cette fois v = λm(X1)uε(x) ∈ H1
0 (Ω) dans (2.12) il vient que :

(2.38)
∫
Ω

ε2λm|∇X1uε|2 + (A+ ε2I)λm∇X2uε · ∇X2uε(x) dx

=

∫
Ω

(∫
ω1

a(x, uε) dX1 + f
)
λmuε dx−

∫
Ω

mε2λm−1uε∇X1uε · ∇X1λ dx.

Utilisant (2.3) et l’inégalité de Young on obtient∫
Ω

ε2λm|∇X1uε|2 dx+

∫
Ω

λm+1|∇X2uε|2 dx+

∫
Ω

ε2λm|∇X2uε|2 dx ≤ C

∫
Ω

(∫
ω1

a(x, uε) dX1+f
)2

dx

+

∫
Ω

1

4Cω2

λm+1u2
ε dx+

∫
Ω

m2Cω2λ
m−3
∣∣∣∇X1λ

∣∣∣2ε4|∇X1uε|2 dx+

∫
Ω

1

4Cω2

λm+1u2
ε dx.

Où Cω2 est la constante indépendante de ε.

En appliquant l’inégalité de Poincaré dans la direction de X2 dans le second membre on obtient :∫
Ω

ε2λm|∇X1uε|2 dx+

∫
Ω

λm+1|∇X2uε|2 dx+

∫
Ω

ε2λm|∇X2uε|2 dx ≤
∫
Ω

C
(∫
ω1

a(x, uε) dX1+f
)2

dx

+m2Cω2

∣∣∣∇X1λ
∣∣∣2
∞
ε4

∫
Ω

λm−3|∇X1uε|2 dx+
1

2

∫
Ω

λm+1|∇X2uε|2 dx,

ce qui donne en particulier :∫
Ω

ε2λm|∇X1uε|2 dx+

∫
Ω

λm+1|∇X2uε|2 dx+

∫
Ω

ε2λm| ∇X2uε|2 dx

≤
∫
Ω

C
(∫
ω1

a(x, uε)dX1 + f
)2

dx+m2Cω2

∣∣∣∇X1λ
∣∣∣2
∞
ε4

∫
Ω

λm−3|∇X1uε|2dx.

Grâce à (2.36) et comme a ∈ L∞(Ω× R), on a alors

(λ(m+1)/2uε)ε, (ελm/2∇X1uε)ε, (ελm/2∇X2uε)ε, (λ(m+1)/2∇X2uε)ε sont bornés dans L2(Ω),

indépendamment de ε.

Ce qui achève la preuve.

2.2.2.3 Passage à la limite

Du paragraphe précédent on peut en déduire les convergences faibles suivantes
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Lemme 2.2.2. (Convergences faibles). Il existe des fonctions ũm, χ dans L2(Ω) est une sous suite

encore notée uε telles que

λ(m+1)/2uε ⇀ ũm, dans L2(Ω)(2.39)

λ(m+1)/2∇X2uε ⇀ ∇X2ũ
m, ελm/2∇X1uε ⇀ 0, ελm/2∇X2uε ⇀ 0, dans (L2(Ω))n.(2.40)

(2.41) a(x, uε) ⇀ χ dans L2(Ω).

(2.42)
∫
ω1

a(x, uε)dX1 ⇀

∫
ω1

χdX1 dans L2(ω2). p.p. X1 ∈ ω1.

De plus ũm satisfait l’égalité d’énergie suivante :

(2.43)
∫
Ω

A

λ
∇X2ũ

m · ∇X2ũ
mdx =

∫
Ω

λmu0

(∫
ω1

χdX1

)
dx+

∫
Ω

fλmu0dx.

Où u0 ∈ L2
loc(Ω) vérifiant la relation

(2.44) ũm = λm+1u0.

Preuve. A partir du lemme 2.2.1 on déduit qu’il existe ũm ∈ L2(Ω), um1 ∈ (L2(Ω))n, um2 ∈
(L2(Ω))p tels qu’à une sous suite près, notée encore (uε)ε on a :

λ(m+1)/2uε ⇀ ũm, λ(m+1)/2∇X2uε ⇀ um1 , ελ
m/2∇X1uε ⇀ um2 dans L2(Ω).

(La convergence veut dire composante par composante). Comme les dérivées sont continues dans

D′(Ω) et λ > 0 sur Ω on obtient

(2.45) um1 = ∇X2ũ
m, um2 = 0,

ce qui veut dire que

(2.46) λ(m+1)/2uε ⇀ ũm, λ(m+1)/2∇X2uε ⇀ ∇X2ũ
m, ελm/2∇X1uε ⇀ 0 dans L2(Ω).

D’autre part, pour tout Ω̃ ⊂⊂ Ω, comme λ > 0 et continue sur Ω pouvant être nulle seulement sur

le bord on déduit de (2.39) qu’il existe u0 ∈ L2
loc(Ω) (indépendamment du choix de Ω̃) vérifiant la

relation :

(2.47) ũm = λ(m+1)/2u0.

Et tel que :

(2.48) ε∇X1uε ⇀ 0, uε ⇀ u0, ∇X2uε ⇀ ∇X2u0 dans L2(Ω).
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Revenons à l’équation (2.12) satisfaite par uε et passons à la limite quand ε → 0 en prenant

v ∈ D(Ω). On calcule la limite terme par terme.

Comme suppv ⊂⊂ Ω et λ > 0 sur Ω on a grâce à (2.48)

(2.49)



∫
Ω

ε2∇X1uε · ∇X1v dx→ 0,

∫
Ω

ε2∇X2uε · ∇X1v dx→ 0,∫
Ω

A∇X2uε∇X2v dx→
∫
Ω

A∇X2u0∇X2v dx

Pour les termes du second membre de (2.12), on a les convergences suivantes :

Comme a est borné, il existe χ ∈ L2(Ω) tel que

a(x, uε) ⇀ χ dans L2(Ω).

Par conséquent, en prenant v = 1ω1ϕ où 1ω1 est la fonction caractéristique de ω1 et ϕ ∈ L2(ω2)

quelconque, on a ∫
Ω

a(x, uε)ϕdx→
∫
Ω

χϕdx

∫
Ω

a(x, uε)ϕdx =

∫
ω2

( ∫
ω1

a(x, uε)ϕ(X2) dX1

)
dX2 →

∫
ω2

( ∫
ω1

χϕ(X2) dX1

)
dX2

Ce qui veut dire aussi que ∫
ω1

a(x, uε)dX1 ⇀

∫
ω1

χdX1 dans L2(ω2).

Donc quand ε→ 0 on déduit de (2.12), (2.49) et (2.2.2.3) que :

(2.50)
∫
Ω

A∇X2u0 · ∇X2vdx =

∫
Ω

v

∫
ω1

χdX1dx+

∫
Ω

fvdx, ∀v ∈ D(Ω).

Ceci est encore valable, quand on remplace v par λ(m+1)/2v, à∫
Ω

A∇X2ũ
m · ∇X2vdx =

∫
Ω

λ(m+1)/2v

∫
ω1

χdX1dx+

∫
Ω

fλ(m+1)/2vdx, ∀v ∈ D(Ω).

Par densité de D(Ω) dans H1
0 (Ω) la dernière identité devient

(2.51)
∫
Ω

A∇X2ũ
m · ∇X2vdx =

∫
Ω

λ(m+1)/2v

∫
ω1

χdX1dx+

∫
Ω

fλ(m+1)/2vdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

On prend maintenant v = λ(m−1)/2uε ∈ H1
0 (Ω) dans (2.51).

Pour le premier terme on obtient :

lim
ε→+∞

∫
Ω

A

λ
∇X2ũ

m · ∇X2λ
(m+1)/2uεdx =

∫
Ω

A

λ
∇X2ũ

m · ∇X2ũ
mdx.

26



2.2. Premier problème

On a alors ∫
Ω

A

λ
∇X2ũ

m · ∇X2ũ
mdx =

∫
Ω

λmu0

∫
ω1

χdX1dx+

∫
Ω

fλmu0dx.

Ce qui achève la démonstration.

Dans le but d’identifier la limite faible χ du terme non linéaire en fonction de u0 on établit les

convergences fortes. Commençons d’abord par donner le lemme suivant

Lemme 2.2.3. On a la convergence forte suivante :

(2.52)
∫
ω1

λmuεdX1 −→
∫
ω1

λmu0dX1 dans L2(ω2) fortement.

Pour tout m ≥ 3

Preuve. On pose

ϕε =

∫
ω1

λm(X1)uε(X1, X2) dX1 et ϕ0 =

∫
ω1

λm(X1)u0(X1, X2) dX1.

On a par l’inégalité de Cauchy Schwartz

(2.53) |ϕε|L2(ω2) =

∫
ω2

|
∫
ω1

λmuε dX1|2 dX2 ≤
∫
ω2

( ∫
ω1

λm−1 dX1

)( ∫
ω1

λm+1u2
ε dX1

)
dX2

≤
( ∫
ω1

λm−1 dX1

)
.

∫
Ω

λm+1u2
ε dx ≤ C|λ

m+1
2 uε|2L2(Ω).

Par conséquent grâce à au lemme 2.2.1 on a

(2.54)
∫
ω2

|
∫
ω1

λmuε dX1|2 dX2 est bornée dans L2(Ω).

De la même façon on a

(2.55) | ∇X2ϕε|2L2(ω2) ≤ C|λ
m+1

2 ∇X2uε|2L2(Ω).

Par consequent grâce à (2.2.1) on a

(2.56)
∫
ω2

|
∫
ω1

λm∇X2uε dX1|2 dX2 est bornée dans L2(Ω).

Donc la suite (ϕε) est bornée dans H1(ω2). A une sous suite près on a

(2.57) ϕε =

∫
ω1

λm(X1)uε(X1, .) dX1 ⇀ ψ0 dans H1(ω2).
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Et on a de plus

ψ0 = ϕ0,

car en effet ∀η ∈ L2(ω2) on a :

(2.58)
∫
ω2

( ∫
ω1

λmuε dX1η
)
dX2 =

∫
Ω

(λmuε)η dx,

et grâce à (2.2.2) et (2.47) on a

(2.59)
∫
Ω

(λmuε)η dx =

∫
Ω

(λ
m+1

2 uε)(λ
m−1

2 )η dx

−→
∫
Ω

(λ
m+1

2 u0)(λ
m−1

2 )η dx =

∫
Ω

(λmu0)η dx.

Ce qui veut dire que :

ϕε ⇀ ϕ0 dans H1(ω2).

et donc

ϕε → ϕ0 dans L2(ω2).

Ce qui achève la preuve

Dans le lemme suivant on établit les convergences fortes.

Lemme 2.2.4. (Convergences fortes). A partir du lemme 2.2.1 et (2.39) on a

(2.60) ελ5/2∇X1uε −→ 0, λ3∇X2uε −→ λ3∇X2u0, λ3uε −→ λ3u0 dans L2(Ω).

Et

(2.61) χ = a(x, u0).

De plus on a

(2.62) ε2∇X1uε −→ 0, ελ1/2∇X2uε −→ 0, ελ1/2uε −→ 0 dans L2(Ω).

Preuve. On pose

Imε =

∫
Ω

ε2λm∇X1uε · ∇X1uε dx+

∫
Ω

ε2λm∇X2uε · ∇X2uε dx

+

∫
Ω

1

λ
A∇X2(λ

(m+1)/2uε − ũm) · ∇X2(λ
(m+1)/2uε − ũm)dx.

28



2.2. Premier problème

Développant Imε on obtient

Imε =

∫
Ω

ε2λm∇X1uε · ∇X1uε dx+

∫
Ω

ε2λm∇X2uε · ∇X2uε dx

+

∫
Ω

λmA∇X2uε · ∇X2uεdx−
∫
Ω

λ(m−1)/2A∇X2ũ
m · ∇X2uε dx

−
∫
Ω

λ(m−1)/2A∇X2uε · ∇X2ũ
mdx+

∫
Ω

1

λ
A∇X2ũ

m · ∇X2ũ
mdx.

Utilisant (2.38), on déduit que

Imε =

∫
Ω

(∫
ω1

a(x, uε)dX1 + f
)
λmuεdx−

∫
Ω

mε2λm−1uε∇X1uε · ∇X1λdx

−
∫
Ω

λ(m−1)/2A∇X2ũ
m · ∇X2uε dx−

∫
Ω

λ(m−1)/2A∇X2uε · ∇X2ũ
mdx

+

∫
Ω

1

λ
A∇X2ũ

m · ∇X2ũ
mdx.(2.63)

Grâce a (2.52) on a :∫
Ω

λmuε

∫
ω1

a(x, uε)dX1dx =

∫
Ω

a(x, uε)

∫
ω1

λmuεdX1dx

→
∫
Ω

χ

∫
ω1

λmu0dX1dx =

∫
Ω

λmu0

∫
ω1

χdX1dx.

Pour la deuxième intégrale dans (2.63) on a en prenant m = 5 et en utilisant l’inégalité de Cauchy

Schwartz : ∣∣∣ ∫
Ω

5 ε2λ4uε∇X1uε · ∇X1λdx
∣∣∣ ≤ 5 ε|λ|1/2

∣∣∣∇X1λ
∣∣∣
∞

∣∣∣λ2uε

∣∣∣
2

∣∣∣ελ3/2∇X1uε

∣∣∣
2
,

et à partir des estimations du lemme 2.2.1, écrites pour m = 3, la limite de l’intégrale ci-dessus

tend vers 0.

D’autre part prenant en considération (2.46), écrite pour m = 5, on obtient∫
Ω

λA∇X2ũ
5 · ∇X2uε dx→

∫
Ω

1

λ
A∇X2ũ

5 · ∇X2ũ
5dx

∫
Ω

λ2A∇X2uε · ∇X2ũ
5dx→

∫
Ω

1

λ
A∇X2ũ

5 · ∇X2ũ
5dx.(2.64)

Utilisant ce qui précède et (2.43) pour passer à la limite dans (2.63), on déduit que

lim
ε→0

I5
ε =

∫
Ω

λ5u0

∫
ω1

χdX1dx+

∫
Ω

fλ5u0dx−
∫
Ω

1

λ
A∇X2ũ

5 · ∇X2ũ
5dx = 0.
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Il s’en suit donc que

(2.65) ελ5/2∇X1uε −→ 0, λ3∇X2uε −→ λ3∇X2u0, λ3uε −→ λ3u0 in L2(Ω).

La preuve de (2.60) est donc établie.

On déduit, du fait que λ > 0 sur Ω, à une sous suite près que :

uε → u0 p.p. dans Ω.

Par application du théorème de Lebesgue et la continuité de a par rapport à la deuxième variable

et (2.6), on a :

a(x, uε) → a(x, u0) p.p. dans Ω,(2.66)

a(., uε) → a(., u0) L2(Ω).(2.67)

Ceci implique que

(2.68) χ = a(x, u0).

Par conséquent la relation (2.61) est établie.

Maintenant revenant à (2.50) utilisant (2.68) on en déduit que∫
Ω

A∇X2u0 · ∇X2vdx =

∫
Ω

v

∫
ω1

a(x, u0)dX1dx+

∫
Ω

fvdx, ∀v ∈ D(Ω).

On reprend maintenant la relation (2.34), on multiplie les deux cotés de l’equation par ε2, en

utilisant (2.37) et (2.67) et en passant à la limite en ε on obtient :

lim
ε→0

∫
Ω

ε4∇X1uε·∇X1uε+(ε2A+ε4I)∇X2uε·∇X2uε dx = lim
ε→0

∫
Ω

(∫
ω1

a(x, uε)dX1+f
)
ε2uεdx = 0.

Par conséquent on aura grâce à (2.3) et l’inégalité de Poincaré :

ε2∇X1uε → 0, ελ1/2uε → 0, ελ1/2∇X2uε → 0, dans L2(Ω).

Cela achève la preuve.

Maintenant pour compléter l’étude du problème principale (2.8), examinons la condition aux

bord vérifiée par u0.

Condition au bord

Grâce à (2.60) on a

(2.69)
∫
ω1

∫
ω2

(
λ3|∇X2(uε − u0)|

)2

dX2 dX1 −→ 0.
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Il s’en suit grâce à la réciproque du théorème de la convergence dominée 1.1.2 :

λ6

∫
ω2

|∇X2(uε − u0)|2 dX2 −→ 0, p.p.X1 ∈ ω1.

Comme {∫
ω2

|∇X2v|2 dX2

} 1
2

est une norme sur H1
0 (ω2), λ > 0 sur ω1 et que pour presque tout X1 uε(X1, ·) ∈ H1

0 (ω2) on

déduit que

u0(X1, ·) ∈ H1
0 (ω2) p.p.X1 ∈ ω1.

De plus, grâce à (2.60) on a

(2.70) u0 ∈ L2
λ3(ω1;H1(ω2)).

Et donc finalement

(2.71) u0 ∈ L2
λ3(ω1;H1

0 (ω2)).

On déduit de ce qui précède qu’il existe au moins une solution faible u0 du problème (2.8) telle

que 
u0 ∈ L2

λ3(ω1;H1
0 (ω2)) ∩ L2

loc(ω1;H1
0 (ω2))

∫
Ω

A∇X2u0 · ∇X2v dX2 =

∫
Ω

∫
ω1

a(x, u0)v dX1dx+

∫
Ω

f(X1, ·)vdX2,∀v ∈ H1
0 (Ω).

Ce ci achève la démonstration du théorème.

Il nous reste une dernière étape pour completer les résultats du théorème 2.2.1. Celle de l’amélio-

ration du poids dans l’espace contenant la solution u0.

Pour cela nous aurons besoin d’améliorer les convergences fortes obtenues dans le lemme 2.2.4.

C’est l’objet du lemme suivant :

Lemme 2.2.5. (Amelioration des convergences fortes).Grâce à (2.60) et (2.62) on a les conver-

gences fortes suivantes

(2.72) ελ3/2∇X1uε → 0, λ2∇X2uε → λ2∇X2u0, λ
2uε → λ2u0 dans L2(Ω).

(2.73) ε∇X1uε → 0, ∇X2uε → ∇X2u0, uε → u0 dans L2
loc(ω2).

31



2.2. Premier problème

Preuve. Grâce aux convergences fortes du lemme 2.2.4 on peut reprendre le passage à la limite

dans (2.63) pour m = 3. On aura en effet :

I3
ε =

∫
Ω

(∫
ω1

a(x, uε)dX1 + f
)
λ3uεdx−

∫
Ω

3ε2λ2uε∇X1uε · ∇X1λdx

−
∫
Ω

λ(A+ εI)∇X2ũ
3 · ∇X2uε dx

−
∫
Ω

λ(A+ εI)∇X2uε · ∇X2ũ
3dx+

∫
Ω

1

λ
(A+ εI)∇X2ũ

3 · ∇X2ũ
3dx.

Calculons la limite de I3
ε quand ε→ 0.

la limite du premier terme est obtenue en remplaçant tout juste ε par 0, grâce à (2.60) et (2.61).

On réécrit ensuite le second terme comme suit :

(2.74)
∫
Ω

3ε2λ2uε∇X1uε∇X1λ dx =

∫
Ω

3ελ1/2uεελ
3/2∇X1uε · ∇X1λdx,

Pour calculer la limite de I3
ε on utilise (2.67) on remplace juste ε par 0 dans la première intégrale

quand ε→ 0. Donc on peut facilement voir que la deuxième intégrale tend 0 si on la réécrit de la

manière suivante ∫
Ω

(3∇X1λ) · (ελ1/2uε)(ελ
3/2∇X1uε)dx,

et on voit que ce terme tend vers 0 quand ε tend vers 0, grâce à la convergence forte donnée par

(2.62) et la convergence faible donnée par (2.39) avec m = 3.

Enfin pour les termes suivants dans I3
ε , on utilise dans le passage à la limite en ε > 0, (2.39) avec

m = 3 pour avoir

(2.75)
∫
Ω

λA∇X2uε · ∇X2ũ
3
ε dx =

∫
Ω

A

λ
(λ2∇X2uε) · ∇X2ũ

3
ε dx→

∫
Ω

A

λ
∇X2ũ

3
ε · ∇X2ũ

3
ε dx.

et on utilise (2.62) pour avoir

(2.76)
∫
Ω

ελ∇X2uε · ∇X2ũ
3
ε dx −→ 0.

Finalement on obtient, grâce à (2.43) :

lim
ε→0

I3
ε =

∫
Ω

λ3u0

(∫
ω1

a(x, u0)dX1 + f
)
dx−

∫
Ω

1

λ
A∇X2ũ

3 · ∇X2ũ
3dx

=

∫
Ω

λ3u0

(∫
ω1

a(x, u0)dX1 + f
)
dx−

∫
Ω

λ3A∇X2u0 · ∇X2u0dx

= 0.
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Par conséquent on a

ελ3/2∇X1uε −→ 0, λ2∇X2uε −→ λ2∇X2u0, λ
2uε −→ λ2u0 dans L2(Ω).

Cela achève la preuve.

Suite à ce qui précède, on peut affirmer une première amélioration du poids par le résultat

suivant :

Théorème 2.2.3. Sous les hypothèses (2.2)- (2.7), il existe au moins une solution u0 du problème

(2.8) telle que u0 ∈ L2
λ2(ω1, H

1
0 (ω2)) ∩ L2(ω1, H

1
0 (ω2)) vérifiant :

(2.77)
∫
Ω

A∇X2u0 · ∇X2v dx =

∫
Ω

v

∫
ω1

a(x, u0) dX1 dx+

∫
Ω

fv dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

2.2.3 Amélioration des poids

Dans cette section on propose une amélioration des convergences fortes, pour cela on suppose, en

plus de l’hypothèse (2.4), que

(2.78) ∆X1λ ≤ 0

dans un voisinage de ∂Ω.

Soit Ω′ ⊂⊂ Ω tel que ∆X1λ ≤ 0 sur Ω/Ω′. Comme λ est supposée suffisamment régulière, il

existe des réels m,M > 0 tel que

(2.79) m ≤ λ ≤M,
∣∣∣∆X1λ

∣∣∣ ≤M sur Ω′.

Théorème 2.2.4. Sous les hypothèses (2.2)- (2.7), (2.78) et (2.79), il existe au moins une solution

du problème suivant
u0 ∈ L2

λ(ω1;H1
0 (ω2)) ∩ L2

loc(ω1;H1
0 (ω2))

∫
Ω

A∇X2u0 · ∇X2 dx =

∫
Ω

∫
ω1

a(x, u0) dX1vdx+

∫
Ω

fvdX dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω)

Dans le but de démontrer le théorème précédant, on commence par donner les estimations a

priori suivantes
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2.2.3.1 Quelques estimations a priori

Lemme 2.2.6. Soit uε une solution de (2.11). Sous les hypothèses (2.3) et (2.7), on a

(2.80) λuε, |ελ1/2∇X1uε|, |λ∇X2uε| sont bornés dans L2(Ω),

indépendamment de ε.

Preuve. Comme λ est supposée suffisamment régulières, on prend v = λ(X1)uε(x) ∈ H1
0 (Ω)

comme une fonction test dans (2.12) on obtient :

(2.81)∫
Ω

ε2∇X1uε·∇X1(λuε) dx+

∫
Ω

(A+ε2I)λ∇X2uε·∇X2uε dx =

∫
Ω

(∫
ω1

a(x, u)dX1+f
)
λuε dx.

L’utilisation de L’inégalité de Young donne

(2.82)
∫
Ω

ε2λ|∇X1uε|2 +

∫
Ω

ε2

2
∇X1u

2
ε · ∇X1λ dx+

∫
Ω

λ2|∇X2uε|2 dx ≤∫
Ω

1

2CΩ

(∫
ω1

a(x, u)dX1 + f
)2

dx+

∫
Ω

CΩ

2
λ2u2

ε dx

Où CΩ est la constante de Poincaré.

On a : ∫
Ω

∇X1u
2
ε · ∇X1λdx = −

∫
Ω

u2
ε∆X1λdx.

Revenant à (2.82), tenant compte de (2.79) et utilisant l’inégalité de Poincaré dans la direction X2

on aura∫
Ω

ε2λ|∇X1uε|2 + λ2|∇X2uε|2 dx ≤ C +
ε2

2

∫
Ω′

u2
ε∆X1λdx+

1

2

∫
Ω

λ2|∇X2uε|2dx

≤ C +M
ε2

2

∫
Ω′

u2
εdx+

1

2

∫
Ω

λ2|∇X2uε|2dx.

où C est une constante indépendante de ε.

Pour ε suffisamment petit (Mε < 2m2) L’inégalité précédentes devient∫
Ω

ε2λ|∇X1uε|2 +
λ2

2
|∇X2uε|2 dx ≤ C + ε

∫
Ω′

m2u2
εdx(2.83)

≤ C + ε

∫
Ω′

λ2u2
εdx

≤ C + ε

∫
Ω

λ2u2
εdx.
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On utilise l’inégalité de Poincaré dans la direction X2, et pour ε suffisamment petit, on obtient∫
Ω

ε2λ|∇X1uε|2 +
λ2

2
|∇X2uε|2 dx ≤ C +

1

4

∫
Ω

λ2|∇X2uε|2dx.

Par conséquent ∫
Ω

ε2λ|∇X1uε|2 +
λ2

4
|∇X2uε|2 dx ≤ C,

donc

λuε, |ελ1/2∇X1uε|, |λ∇X2uε| sont bornés dans L2(Ω),

indépendamment de ε.

Ce qui achève la preuve du lemme 2.2.6.

2.2.3.2 Passage à la limite

Du paragraphe précédent on a les convergences faibles suivantes

Lemme 2.2.7. (Convergences faibles). Sous les hypothèses du lemme 2.2.6 il existe ũ ∈ L2(Ω),

et χ ∈ L2(Ω) tel qu’à une sous suite près on a

1. Les convergences faibles suivantes :

(2.84) λuε ⇀ ũ, λ∇X2uε ⇀ ∇X2ũ, ελ1/2∇X1uε ⇀ 0 dans L2(Ω),

et il existe u0 ∈ L2
loc(Ω) tel que :

ũ = λu0

2. ũ satisfait l’identité intégrale suivante :

(2.85)
∫
Ω

1

λ
A∇X2ũ · ∇X2ũdx =

∫
Ω

ũ

∫
ω1

χdX1dx+

∫
Ω

fũdx.

Preuve. La preuve est la même que celle du lemme 2.2.2

Proposition 2.2.1. (Convergences fortes) On a les convergences fortes suivantes

(2.86) ελ1/2∇X1uε −→ 0, λ∇X2uε −→ λ∇X2u0, λuε −→ λu0 dans L2(Ω).

(2.87) ∇X1uε −→ 0, ∇X2uε −→ ∇X2u0, uε −→ u0 dans L2
loc(Ω).

De plus on a

χ = a(x, u0).

35



2.2. Premier problème

Preuve. De l’identité (2.81), on obtient par le même procédé utilisé dans (2.83) :

(2.88)
∫
Ω

ε2λ∇X1uε · ∇X1uε + Aλ∇X2uε · ∇X2uε dx−
ε2

2

∫
Ω′

u2
ε∆X1λdx

=

∫
Ω

(∫
ω1

a(x, uε)dX1 + f
)
λuεdx.

Maintenant on pose

Iε :=

∫
Ω

ε2λ∇X1uε · ∇X1uε dx+

∫
Ω

1

λ
A∇X2(λuε − ũ) · ∇X2(λuε − ũ)dx

− ε2

2

∫
Ω′

(uε − u0)2∆X1λdx.

Développant Iε on obtient

Iε =

∫
Ω

ε2λ∇X1uε · ∇X1uε dx+

∫
Ω

λA∇X2uε · ∇X2uεdx−
ε2

2

∫
Ω′

u2
ε∆X1λdx

−
∫
Ω

A∇X2ũ · ∇X2uε dx−
∫
Ω

A∇X2uε · ∇X2ũdx+

∫
Ω

1

λ
A∇X2ũ · ∇X2ũdx

+ ε2

∫
Ω′

uεu0∆X1λdx−
ε2

2

∫
Ω′

u2
0∆X1λdx.

Utilisant (2.88) on aura

Iε ≤
∫
Ω

λuε

∫
ω1

a(x, uε)dX1dx+

∫
Ω

fλuεdx−
∫
Ω

A∇X2ũ · ∇X2uε dx

−
∫
Ω

A∇X2uε · ∇X2ũdx+

∫
Ω

1

λ
A∇X2ũ · ∇X2ũdx+ ε2

∫
Ω′

uεu0∆X1λdx

− ε2

2

∫
Ω′

u2
0∆X1λdx.(2.89)

Noter que
∫
ω1

λuεdX1 converge fortement vers
∫
ω1

ũdX1 dans L2(ω2) (voir lemme 2.2.3). Prenant

ceci en considération on aura alors∫
Ω

λuε

∫
ω1

a(x, uε)dX1dx =

∫
Ω

a(x, uε)

∫
ω1

λuεdX1dx→
∫
Ω

χ

∫
ω1

ũdX1dx =

∫
Ω

ũ

∫
ω1

χdX1dx.

Maintenant on passe à la limite dans (2.89), utilisant (2.85) et les convergences faibles,

(2.90) lim sup
ε→0

Iε ≤
∫
Ω

ũ

∫
ω1

χdX1dx+

∫
Ω

fũdx−
∫
Ω

1

λ
A∇X2ũ · ∇X2ũdx = 0.
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D’un autre coté , pour ε suffisamment petit, on procède comme dans (2.83) on obtient

Iε =

∫
Ω

ε2λ∇X1uε · ∇X1uε dx+

∫
Ω

A

λ
∇X2(λuε − ũ) · ∇X2(λuε − ũ)dx

−ε
2

2

∫
Ω′

(uε − u0)2∆X1λdx

=

∫
Ω

ε2λ∇X1uε · ∇X1uε dx+

∫
Ω

A

λ
∇X2(λuε − ũ) · ∇X2(λuε − ũ)dx

−ε
2

2

∫
Ω′

1

λ2
(λuε − ũ)2∆X1λdx

≥
∫
Ω

ε2λ∇X1uε · ∇X1uε dx+
1

4

∫
Ω

|∇X2(λuε − ũ)|2dx ≥ 0.(2.91)

Combinant (2.90) et (2.91) on obtient

lim inf
ε→0

Iε ≥ 0.

Mais comme la suite Iε est positive on obtient

lim
ε→0

∫
Ω

ε2λ∇X1uε · ∇X1uε dx+
1

4

∫
Ω

|∇X2(λuε − ũ)|2dx = 0.

Il s’ensuit donc que

ελ1/2∇X1uε −→ 0, λ∇X2uε −→ λ∇X2u0, λuε −→ λu0 dans L2(Ω).

Par suite (2.86) est bien établie et on déduit facilement (2.87).

D’autre part, on peut aussi déduire, de (2.86) et comme λ > 0 sur ω1 qu’à une sous suite près

uε → u0 p.p dans Ω.

Prenant ceci en considération, Le théorème de Lebesgue et la continuité de a par rapport à la

dernière variable sont suffisants pour déduire que

χ = a(x, u0).

Cela achève la preuve 2.2.1.

En consequence de la proposition précédente, on peut réécrire l’identité (2.50) comme suit :

(2.92)
∫
Ω

A∇X2u0 · ∇X2vdx =

∫
Ω

v

∫
ω1

a(x, u0)dX1dx+

∫
Ω

fvdx, ∀v ∈ D(Ω).
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Il nous reste maintenant à préciser la condition au bord vérifiée parla solution u0 de l’équation

intégrale

Condition au bord.

La deuxième convergence dans (2.86) peut s’écrire comme

(2.93)
∫
ω1

∫
ω2

λ2|∇X2(uε − u0)|2 dX2 dX1 −→ 0.

On déduit donc que pour presque tout X1 ∈ ω1

λ2

∫
ω2

|∇X2(uε − u0)|2 dX2 −→ 0.

comme {∫
ω2

|∇X2v|2 dX2

} 1
2

est une norme sur H1
0 (ω2) et que uε(X1, ·) ∈ H1

0 (ω2) et λ > 0 on a

(2.94) u0(X1, ·) ∈ H1
0 (ω2) p.p.X1 ∈ ω1

De (2.92) et (2.94) on achève la preuve du théorème 2.2.3.

Dans la suite, on examine le problème (2.1) avec un terme non linéaire plus général.

2.3 Deuxième problème

2.3.1 Position du problème et théorème d’existence

Dans ce paragraphe, on présente un problème qui généralise celui qu’on a étudié dans le para-

graphe précédent. Dans le cas présent, on suppose que ∂Ω est de classe C2 On suppose également

que

(2.95) λ ∈ C1(Ω̄).

Le terme non linéaire est représenté par des fonctions caratheodory de valeurs réelles et vecto-

rielles a = a(x, r, s), a = a(x,X ′1, r) = (a1, ..., an) définies sur Ω × R × Rn et Ω × ω1 × R
respectivement (mesurable par rapport à x, X ′1, continues par rapport à r,s). De plus elles satisfont

aux conditions suivantes

(2.96)

{
| ∇a(x,X ′1, r)|, | a(x,X ′1, r)|, | a(x, r, s)| ≤ a0(x),

| ∂ra(x,X ′1, r)| ≤ b, ∀r ∈ R,∀s ∈ Rn, p.p.(x,X ′1) ∈ Ω× ω1,
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2.3. Deuxième problème

où a0 ∈ L2(Ω), b est une constante positive et∇a représente la matrice Jacobienne.

Dans ce travail, on s’interesse à la résolution du problème intégro-différentiel suivant

(2.97)



−∇X2 .(A∇X2u) =

∫
ω1

a(x, u,∇X2u) dX1

−∇X2 .

∫
ω1

a(x,X ′1, λ
k(X ′1)u(X ′1, X2)) dX ′1 dans Ω

u(X1, .) = 0 sur ∂ω2 p.p.X1 ∈ ω1,

où k est un nombre réel positif. Noter que le l’équation est elliptique semilinéaire en X2 sujette à

des conditions de Dirichlet sur le bord de la section X2 × ω2 pour presque tout X1 dans ω1.

Définition 2.3.1. On dit qu’une fonction u telle que pour m > 0, u ∈ L2
λm(ω1;H1

0 (ω2)) est une

solution faible du problème (2.97) si l’identité intégrale

(2.98)
∫
Ω

A∇X2u.∇X2v dx =

∫
Ω

v

∫
ω1

a(x, u,∇X2u) dX1 dx

+

∫
Ω

∇X2v.

∫
ω1

a(x,X ′1, λ
k(X ′1)u(X ′1, X2)) dX ′1 dx,

ait lieu pour tout v dans D(Ω)

Remarque 2.3.1. Si on prend v(X1, X2) = ϕ(X1)ψ(X2) tel que ϕ ∈ D(ω1), ψ ∈ D(ω2) dans

(2.98) et pour les mêmes raison que dans la remarque 2.2.2 on obtient la formulation suivante∫
ω2

A∇X2u.∇X2ψ dX2 =

∫
ω2

ψ

∫
ω1

a(x, u,∇X2u) dX1 dX2

+

∫
ω2

∇X2ψ

∫
ω1

a(x,X ′1, λ
k(X ′1)u(X ′1, X2)) dX ′1 dX2, ∀ψ ∈ D(ω2).

Si a = 0 et a est indépendante de u et de X ′1, le problème (2.97) est réduit à une famille de

problèmes elliptiques définies sur ω1 et X1 joue le rôle d’un paramètre, ce qui n’est pas possible

en général pour le problème (2.97) à cause du terme non local qui, aussi, oblige le problème à être

dégénéré près de la frontière de ω1.

Théorème 2.3.1. Sous les hypothèses (2.2)-(2.4) et (2.96) il existe au moins une solution faible

u0 du problème (2.97) telle que

(2.99)



u0 ∈ L2
λ3(ω1;H1

0 (ω2)) ∩ L2
loc(ω1, H

1(ω2))∫
Ω

A∇X2u0.∇X2v dx =

∫
Ω

v

∫
ω1

a(x, u0,∇X2u0) dX1 dx

+

∫
Ω

∇X2v ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
ku0) dX ′1 dx, ∀v ∈ D(Ω).
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Pour la démonstration du théorème 2.3.1 nous commençons par l’étude du problème perturbée

qui fera l’objet de la prochaine section.

2.3.2 Etude du problème perturbé

Ici la voie naturelle pour étudier l’existence des solutions du problème (2.97) consiste à utiliser la

méthode des perturbations singulières pour régulariser l’équation dans (2.97) et ceci en introdui-

sant le problème perturbé suivant :

(2.100)



−ε2∆X1uε −∇X2 .((A+ ε2I)∇X2uε) =

∫
ω1

a(x, uε,∇X2uε) dX1

−∇X2 .

∫
ω1

a(x,X ′1, λ
k(X ′1)uε(X

′
1, X2)) dX ′1 dans Ω

uε = 0 sur ∂Ω,

où ∆X1 est l’opérateur de Laplace en X1, où I est la matrice identité et ε est un paramètre positif

destiné à tendre vers 0, Le problème perturbé si dessus est un problème elliptique semilinéaire

nonlocal avec des conditions de Dirichlet homogènes classiques.

Définition 2.3.2. On dit qu’une fonction uε ∈ H1
0 (Ω) est une solution faible du problème (2.100)

si elle vérifie l’identité suivante

(2.101)
∫
Ω

ε2∇X1uε.∇X1v dx+

∫
Ω

ε2∇X2uε.∇X2v dx+

∫
Ω

A∇X2uε.∇X2v dx

=

∫
Ω

v

∫
ω1

a(x, uε,∇X2uε) dX1 dx+

∫
Ω

∇X2v.

∫
ω1

a(x,X ′1, λ
k(X ′1)uε(X

′
1, X2)) dX ′1 dx,

pour tout v ∈ H1
0 (Ω).

2.3.2.1 Existence de solutions du problème perturbé

Pour ε fixé,l’existence d’une solution uε ∈ H1
0 (Ω) du problème (2.100) peut se montrer en utilisant

le théorème du point fixe de Schauder. On a en effet :

Théorème 2.3.2. Sous les hypothèses (2.2)-(2.4) et (2.96), il existe au moins une solution faible

du problème perturbé (2.100).

Preuve. On suit les mêmes étapes de preuve du théorème 2.2.2. Pour plus de détail voir [19], [20]
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Lemme 2.3.1. (Estimations a priori) Sous les hypothèses (2.2), (2.3), (2.4) et (2.96) on a

(2.102) ελ3/2| ∇X1uε|, λ2uε, λ
2| ∇X2uε| sont bornés dans L2(Ω)

et

(2.103) ε2uε, ελ
1/2uε, ε

2∇X1uε, ε
2∇X2uε, ελ

1/2∇X2uε sont bornés dans L2(Ω)

Preuve. Commençons par les estimations (2.103) et regardons l’identité d’énergie suivante

(2.104)
∫
Ω

ε2∇X1uε.∇X1uε dx+

∫
Ω

(A+ ε2I)∇X2uε.∇X2uε dx

=

∫
Ω

uε

∫
ω1

a(x, uε,∇X2uε) dX1 dx+

∫
Ω

∇X2uε ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
kuε) dX

′
1 dx,

cette identité est obtenue en testant (2.101) par v = uε. Utilisant(2.3), (2.96) et l’inégalité de

Chauchy-Schwarz, on obtient∫
Ω

ε2| ∇X1uε|2 dx+

∫
Ω

ε2| ∇X2uε|2 dx+

∫
Ω

λ1/2| ∇X1uε|2 dx

≤ |ω1|1/2| a0|L2(Ω)

(
|uε|L2(Ω) + | ∇X2uε|L2(Ω)

)
≤
(
C1/2
ω2

+ 1
)
|ω1|1/2| a0|L2(Ω)| ∇X2uε|L2(Ω)

où Cω2 est la constante de Poincaré dans la direction ω2. Ceci implique en particulier que

ε2| ∇X2uε|L2(Ω) ≤
(
C1/2
ω2

+ 1
)
|ω1|1/2| a0|L2(Ω),

et par conséquent

ε2| ∇X1uε|L2(Ω), ε|λ1/2∇X2uε|L2(Ω) ≤
(
C1/2
ω2

+ 1
)
|ω1|1/2| a0|L2(Ω).

Les deux estimations dans (2.103) sont obtenues en utilisant l’inégalité de Poincaré. Ainsi la

preuve de (2.103) est achevée.

Maintenant dans le but de montrer les estimations (2.102) et comme λ est supposée suffisamment

régulière, on prend v = λm(X1)uε ∈ H1
0 (Ω), avec m un entier positif, comme une fonction test

dans (2.101), on aura

(2.105)
∫
Ω

ε2λm∇X1uε.∇X1uε dx+

∫
Ω

(A+ ε2I)λm∇X2uε.∇X2uε dx

=

∫
Ω

λmuε

∫
ω1

a(x, uε,∇X2uε) dX1 dx+

∫
Ω

λm∇X2uε ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
kuε) dX

′
1 dx

−
∫
Ω

mε2λm−1uε∇X1uε · ∇X1λ dx.
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Utilisant (2.3) et l’inégalité de Young, on obtient

(2.106) ε2|λ
m
2 ∇X1uε|2L2(Ω) + ε2|λ

m
2 ∇X2uε|2L2(Ω) + |λ

m+1
2 ∇X2uε|2L2(Ω)

≤
∫
Ω

Cλm−1
(∫
ω1

a0 dX1

)2

dx+

∫
Ω

1

8
λm+1| ∇X2uε|2 dx+

∫
Ω

1

8Cω2

λm+1|u2
ε| dx

+ ε4m2Cω2

∫
Ω

λm−3| ∇X1λ|2| ∇X1uε|2 dx+

∫
Ω

1

4Cω2

λm+1u2
ε dx.

Ici on suppose que m ≥ 3. Appliquant l’inégalité de Poincaré dans la direction X2 on obtient

ε2|λ
m
2 ∇X1uε|2L2(Ω) + ε2|λ

m
2 ∇X2uε|2L2(Ω) +

1

2
|λ

m+1
2 ∇X2uε|2L2(Ω)

≤ C|ω1|| a0|2L2(Ω) + ε4m2Cω2 |λ
m−3

2 ∇X1λ|2∞| ∇X1uε|2L2(Ω).

Grâce à (2.103) on a

(2.107) λ(m+1)/2uε, ελ
m/2| ∇X1uε|, λ(m+1)/2| ∇X2uε| sont bornés dans L2(Ω)

indépendamment de ε.

Ainsi on achève la preuve de (2.102) en prenant m = 3.

2.3.2.2 Passage à la limite

Comme une première étape le lemme précédent permet de passer à la limite dans (2.101). C’est

l’objet du lemme suivant :

Lemme 2.3.2. (Convergences faibles) Sous les hypothèses (2.2)-(2.4) et (2.96), il existe des fonc-

tions ũ, χ0 ∈ L2(Ω), χ1 ∈ [L2(Ω× ω1)]n et une sous suite, encore notée uε tel que, quand ε→ 0

(2.108) λ2uε ⇀ ũ, λ2∇X2uε ⇀ ∇X2ũ, ελ
3/2∇X1uε ⇀ 0 dans L2(Ω),

et

(2.109)



a(x, uε,∇X2uε) ⇀ χ0 dans L2(Ω),

a(x,X ′1, λ
kuε) ⇀ χ1 dans (L2(Ω× ω1))n,∫

ω1

a(x, uε,∇X2uε) dX1 ⇀

∫
ω1

χ0 dX1 dans L2(ω2),∫
ω1

a(x,X ′1, λ
kuε) dX

′
1 ⇀

∫
ω1

χ1 dX
′
1 dans (L2(Ω))n.

De plus, ũ satisfait l’égalité d’énergie suivante

(2.110)
∫
Ω

1

λ
A∇X2ũ · ∇X2ũ dx =

∫
Ω

λũ

∫
ω1

χ0 dX1 dx+

∫
Ω

λ∇X2ũ

∫
ω1

χ1 dX
′
1 dx

42
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De plus, il existe u0 dans L2(ω1;L2(ω2)), tel que

(2.111) ε∇X1uε ⇀ 0, uε ⇀ u0, ∇X2uε ⇀ ∇X2u0 dans L2(ω1;L2(ω2)).

Tel que

(2.112) ũ = λ2u0

Preuve du lemme 2.3.2. De (2.102), on déduit qu’il existe ũ ∈ L2(Ω), u1 ∈ (L2(Ω))n, u2 ∈
(L2(Ω))p tel qu’à une sous suite près

λ2uε ⇀ ũ, λ2∇X2uε ⇀ u1, ελ
3/2∇X1uε ⇀ u2 dans L2(Ω).

Soit ϕ ∈ D(Ω), on a d’une part

(2.113)
∫
Ω

λ2∇X2uεϕdx→
∫
Ω

u1, ϕ dx

(2.114)
∫
Ω

λ2∇X2uεϕdx = −
∫
Ω

λ2uε∇X2ϕdx→ −
∫
Ω

ũ∇X2ϕdx =

∫
Ω

∇X2ũϕ dx.

On en déduit que

(2.115) u1 = ∇X2ũ

D’une autre part on a dans D′(Ω) :

(2.116) ελ3∇X1uε = ε∇X1(λ
3uε)− 3ελ2∇X1λuε.

Pour ϕ ∈ D(Ω) on a :

(2.117)
∫
Ω

ελ3∇X1uεϕdx =

∫
Ω

ελ3/2∇X1uελ
3/2ϕdx→

∫
Ω

u2λ
3/2ϕdx =

∫
Ω

λ3/2u2ϕdx.

On a aussi grâce à (2.108) :∫
Ω

ελ3∇X1uεϕdx = ε

∫
Ω

∇X1(λ
3uε)ϕdx− 3ε

∫
Ω

(∇X1λ)λ2uεϕdx

= −ε
∫
Ω

λ2uελ∇X1ϕdx− 3ε

∫
Ω

λ2uε, ∇X1λϕdx→ 0,

Ce qui veut dire que :

λ3/2u2 = 0.
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Comme λ > 0 sur Ω, on obtient que

u2 = 0 sur Ω.

Ceci veut dire que (2.108) est montré.

D’un autre coté, pour Ω̃ ⊂⊂ Ω, comme λ > 0 et est continue on déduit de (2.102) qu’il existe

u0 ∈ L2(Ω̃) tel que :

ε∇X1uε ⇀ 0, uε ⇀ u0, ∇X2uε ⇀ ∇X2u0 dans L2(Ω̃)

On peut facilement voir que u0 est indépendante du choix de Ω̃ et

u0 ∈ L2
loc(Ω), u0 =

ũ

λ2
sur Ω.

Comme a et a sont uniformément bornés dans L2(Ω) et L2(Ω × ω1) respectivement, il existe

χ0 ∈ L2(Ω) et χ1 ∈ [L2(Ω× ω1)]n tel qu’à une sous suite près

a(x, uε,∇X2uε) ⇀ χ0, dans L2(Ω), a(x,X ′1, λ
kuε) ⇀ χ1 dans L2(Ω× ω1),

et par conséquent

(2.118)



∫
ω1

a(x, uε,∇X2uε) dX1 ⇀

∫
ω1

χ0 dX1 dans L2(ω2),∫
ω1

a(x,X ′1, λ
kuε) dX

′
1 ⇀

∫
ω1

χ1 dX
′
1 dans L2(Ω).

Revenons maintenant à l’équation (2.101) et passons à la limite pour v ∈ D(Ω) (suppv ⊂⊂ Ω et

λ > 0), on déduit

(2.119)
∫
Ω

A∇X2u0 · ∇X2v dx =

∫
Ω

v

∫
ω1

χ0 dX1 dx+

∫
Ω

∇X2v ·
∫
ω1

χ1 dX
′
1 dx, ∀v ∈ D(Ω).

Ceci est équivalent aussi (en remplaçant v par λ2v) à

(2.120)
∫
Ω

A∇X2ũ ·∇X2v dx =

∫
Ω

λ2v

∫
ω1

χ0 dX1 dx+

∫
Ω

λ2∇X2v ·
∫
ω1

χ1 dX
′
1 dx, ∀v ∈ D(Ω).

Par densité de D(Ω) dans H1
0 (Ω) la dernière identité devient

(2.121)
∫
Ω

A∇X2ũ·∇X2v dx =

∫
Ω

λ2v

∫
ω1

χ0 dX1 dx+

∫
Ω

λ2∇X2v·
∫
ω1

χ1 dX
′
1 dx, ∀v ∈ H1

0 (Ω).
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On prend maintenant v = λuε ∈ H1
0 (Ω) dans l’identité précédente on aura alors

(2.122)
∫
Ω

1

λ
A∇X2ũ · ∇X2(λ

2uε) dx =

∫
Ω

λ3uε

∫
ω1

χ0 dX1 dx +

∫
Ω

λ3∇X2uε ·
∫
ω1

χ1 dX
′
1 dx;

on fait tendre ε vers 0, on obtient alors (2.110) ce qui termine la preuve du lemme 2.3.2.

Pour identifier la limite du terme non linéaire, c’est à dire passer à la limite à l’intérieur de a et a

on a besoin de convergences fortes qui sont assurés par le lemme suivant

La demarche suivie consiste en réalité, à poursuivre l’analyse précédente pour m = 5 et en se

servant des estimations précédentes (m = 3), on obtient en premier lieu des convergences fortes

pour m = 5.

Ensuite on profite de ces résultats pour montrer des convergences fortes pour m = 3.

Lemme 2.3.3. Sous l’hypothèse (2.96), on a :

(2.123)
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
kuε) dX

′
1 →

∫
ω1

χ1 dX
′
1 dans L2(Ω).

Preuve. On pose

(2.124) ϕε =

∫
ω1

a(x,X ′1, λ
kuε) dX

′
1 et ϕ0 =

∫
ω1

χ1 dX
′
1.

On a grâce à (2.96) :

|ϕε|L2(Ω) =

∫
Ω

|
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
kuε) dX

′
1|2 dx ≤ C.

Et

| ∇X1ϕε|L2(Ω) =

∫
Ω

| ∇X1

∫
ω1

a(x,X ′1, λ
kuε) dX

′
1|2 dx ≤ C.

De la même manière on a :

| ∇X2ϕε|L2(Ω) =

∫
Ω

| ∇X2

∫
ω1

a(x,X ′1, λ
kuε) dX

′
1|2 dx

=

∫
Ω

|
∫
ω1

∇X2a(x,X ′1, λ
ku0) dX ′1 +

∫
ω1

∂ra(x,X ′1, λ
ku0)λk∇X2uε dX

′
1|2 dx ≤ C.

Où C est une constante indépendante de ε.

Donc

(2.125) (ϕε)ε est bornée dans H1(Ω).
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Par conséquent, il existe ψ0 ∈ H1(Ω) tel que

(2.126) ϕε ⇀ ψ0.

On peut vérifier que :

(2.127) ψ0 = ϕ0.

Et par consequent :

(2.128) ϕε → ϕ0 dansL2(Ω).

Lemme 2.3.4. (Convergences fortes) Sous les hypothèses précédentes et si

(2.129) λk∇X2uε est borné dans L2(Ω),

on a les convergences fortes suivantes, à une sous suite près

(2.130) ελ5/2∇X1uε → 0, λ3∇X2uε → λ3∇X2u0, λ
3uε → λ3u0 dans L2(Ω),

et

(2.131)

{
ε2∇X1uε → 0, ε2∇X2uε → 0,

ε2uε → 0, ελ1/2uε → 0, ελ1/2∇X2uε → 0, dans L2(Ω).

De plus, la dernière convergence dans (2.109) est forte et on a

χ0 = a(x, u0,∇X2u0), χ1 = a(x,X ′1, λ
ku0).

Preuve. On pose d’abord

Iε :=

∫
Ω

ε2λ5∇X1uε·∇X1uε dx+

∫
Ω

ε2λ5∇X2uε·∇X2uε dx+

∫
Ω

λA∇X2(λ
2uε−ũ)·∇X2(λ

2uε−ũ) dx

Il est maintenant clair que (2.129) est assuré quand ε → 0. Commençant par la dernière limite.

Développant Iε, on obtient

Iε =

∫
Ω

ε2λ5∇X1uε · ∇X1uε dx+

∫
Ω

ε2λ5∇X2uε · ∇X2uε dx

+

∫
Ω

λ5A∇X2uε · ∇X2uε dx−
∫
Ω

λ3A∇X2ũ · ∇X2uε dx

−
∫
Ω

λ3A∇X2uε · ∇X2ũ dx+

∫
Ω

λA∇X2ũ · ∇X2ũ dx.
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Utilisant (2.105) pour m = 5, on déduit

(2.132) Iε =

∫
Ω

λ5uε

∫
ω1

a(x, uε,∇X2uε) dX1 dx+

∫
Ω

λ5∇X2uε ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
kuε) dX

′
1 dx

− 5

∫
Ω

ε2λ4uε∇X1uε · ∇X1λ dx−
∫
Ω

λ3A∇X2ũ · ∇X2uε dx

−
∫
Ω

λ3A∇X2uε · ∇X2ũ dx+

∫
Ω

λA∇X2ũ · ∇X2ũ dx.

Noter que
∫
ω1
λ5uε dX1 converge fortement vers

∫
ω1
λ5u0 dX1 dans L2(ω2) voir lemme 2.2.3 et

lemme 3.1 de [6]. Prenant ceci en considération on obtient∫
Ω

λ5uε

∫
ω1

a(x, uε,∇X2uε) dX1 dx =

∫
Ω

a(x, uε,∇X2uε)

∫
ω1

λ5uε dX1 dx

→
∫
Ω

χ0

∫
ω1

λ5u0 dX1 dx =

∫
Ω

λ5u0

∫
ω1

χ0 dX1 dx

Pour le deuxième terme non linéaire a, on ne peut pas procéder comme pour a vu que l’intégrale∫
ω1

a(x,X ′1, λ
kuε) dX

′
1 dépend aussi de X1 et aussi le gradient de uε pour lequel on ne peut pas

appliquer le lemme 2.2.3. Donc on intervertie simplement les rôles D’où grâce à (2.108) et (2.122)

notre limite est conclue.

Revenons maintenant à (2.131), grâce à (2.108) on a la limite suivante :∣∣∣ ∫
Ω

5 ε2λ4uε∇X1uε · ∇X1λdx
∣∣∣ ≤ 5 ε|λ|1/2

∣∣∣∇X1λ
∣∣∣
∞

∣∣∣λ2uε

∣∣∣
2

∣∣∣ελ3/2∇X1uε

∣∣∣
2
→ 0.

Finalement on a

lim
ε→0

Iε =

∫
Ω

λ3ũ

∫
ω1

χ0 dX1 dx+

∫
Ω

λ3∇X2ũ ·
∫
ω1

χ1 dX
′
1 dx

−
∫
Ω

λA∇X2ũ · ∇X2ũ dx.

La limite qu’on obtient n’est rien d’autre que la différence entre les deux cotés de l’identité (2.120)

écrite pour v = λ3u0 (écrite pour v = λ3uε ensuite on passe à la limite en ε). Ce qui veut dire que

lim
ε→0

Iε = 0.

Comme est mentionné précédemment, (2.129) est conclue.

On peut maintenant en déduire, comme λ > 0 sur Ω qu’à une sous suite près on a

uε → u0, ∇X2uε → ∇X2u0, p.p. dans Ω.
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2.3. Deuxième problème

Prenant ceci en considération, le théorème de Lebesgue, la continuité de a par rapport à la deuxième

et la troisième variable et la continuité de a par rapport à la troisième variable sont suffisants pour

déduire que

(2.133)


a(x, uε,∇X2uε)→ a(x, u0,∇X2u0) p.p. dans Ω,

a(x, uε,∇X2uε)→ a(x, u0,∇X2u0) dans L2(Ω),

a(x,X ′1, λ
kuε)→ a(x,X ′1, λ

ku0) p.p. dans Ω× ω1,

a(x,X ′1, λ
kuε)→ a(x,X ′1, λ

ku0) dans L2(Ω× ω1).

Ce qui implique que

(2.134) χ0 = a(x, u0,∇X2u0), χ1 = a(x,X ′1, λ
ku0).

Pour terminer la preuve et montrer (2.130) on multiplie (2.104) par ε et on passe à la limite en

utilisant (2.103 ), (2.132), on obtient :

lim
ε→0

∫
Ω

ε4∇X1uε · ∇X1uε dx+

∫
Ω

(ε2A+ ε4I)∇X2uε · ∇X2uε(x) dx

= lim
ε→0

ε2

∫
Ω

uε

∫
ω1

a(x, uε,∇X2uε) dX1 dx+

∫
Ω

∇X2uε ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
kuε) dX

′
1 dx = 0

On a donc

ε2∇X2uε → 0, ε2∇X2uε → 0, ελ1/2∇X2uε → 0, dans L2(Ω).

En utilisant l’inégalité de Poincaré on obtient ε2uε → 0, ελ1/2∇X2uε → 0 dans L2(Ω).

Ce qui achève la preuve du lemme 2.3.4.

Nous allons maintenant montrer la condition au bord que vérifie la solution u0 du problème

(2.97).

Condition au bord

De (2.129), on peut déduire que pour presque tout X1 ∈ ω1

λ3

∫
ω2

| ∇X2(uε − u0)|2 dX2 → 0.

Comme {∫
ω2

| ∇X2v|2 dX2

}1/2
,

est une norme sur H1
0 (ω2) et que uε(X1, .) ∈ H1

0 (ω2) p.p.X1 ∈ ω1 et λ > 0 on a :

(2.135) u0(X1, .) ∈ H1
0 (ω2) p.p.X1 ∈ ω1.

48



2.3. Deuxième problème

les convergences faibles (2.108) suggèrent qu’une amélioration en terme d’existence et de conver-

gences fortes avec un poids meilleur est possible et ce qui fera l’objet du théorème suivant comme

une première amélioration du poids.

Théorème 2.3.3. Sous les hypothèses précédentes et si k ≥ 2, on a quand ε→ 0, à une sous suite

près

ελ3/2∇X1uε → 0 λ2∇X2uε → λ2∇X2u0, λ2uε → λ2u0 dans L2(Ω),

ε∇X1uε → 0, ∇X2uε → ∇X2u0, uε → u0 dans L2
loc(ω1, L

2(ω2)).

En plus u0 ∈ L2
λ2(ω1;H1

0 (ω2)) ∩ L2
loc(ω1, H

1(ω2)) et vérifiant l’identité suivante :

(2.136)
∫
Ω

A∇X2u0.∇X2v dx =

∫
Ω

v

∫
ω1

a(x, u0,∇X2u0) dX1 dx

+

∫
Ω

∇X2v ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
ku0) dX ′1 dx, ∀v ∈ D(Ω).

Preuve. Posons

Îε :=

∫
Ω

ε2λ3∇X1uε · ∇X1uε dx+

∫
Ω

ε2λ3∇X2uε · ∇X2uε dx

+

∫
Ω

1

λ
A∇X2(λ

2uε − ũ) · ∇X2(λ
2uε − ũ) dx.

Ici aussi on doit montrer que Îε → 0. Pour cela on utilise (2.105) avecm = 3, ce qui mène à écrire

Îε comme suit

Îε =

∫
Ω

λ3uε

∫
ω1

a(x, uε,∇X2uε) dX1 dx+

∫
ω1

λ3∇X2uε ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
kuε) dX

′
1 dX1

−
∫
Ω

3ε2λ2uε∇X1uε · ∇X1uε dx−
∫
Ω

λA∇X2ũ · ∇X2uε dx−
∫
Ω

λA∇X2uε · ∇X2ũ dx

+

∫
Ω

1

λ
A∇X2ũ · ∇X2ũ dx

Maintenant on est en mesure de passer à la limite dans les trois premières intégrales en utilisant

(2.108), les limites fortes (2.129), (2.130), (2.132) et on peut juste remplacer ε par 0. Pour la

dernière intégrale on utilise les convergences faibles (2.108). On obtient finalement :

lim
ε→0

Îε =

∫
Ω

λ3u0

∫
ω1

a(x, u0,∇X2u0) dX1 dx+

∫
Ω

λ3∇X2u0 ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
ku0) dX ′1 dx

−
∫
Ω

1

λ
A∇X2ũ · ∇X2ũ dx = 0.
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2.3. Deuxième problème

Où on a tenu compte de (2.110).

Ce qui achève la preuve du théorème 2.3.3.

2.3.3 Amélioration des poids

Dans la section précédente, on a montré l’existence d’une solution u0 ∈ L2
λ2(ω1;H1

0 (ω2)) du

problème (2.97) avec la condition k ≥ 2. L’argument de base qui nous a conduit à ce résultat est

celui des estimations affirmées dans le lemme 2.3.1.

L,amélioration de ces dernières estimations pourront donc nous conduire à une améliorations du

poids de l’espace contenant la solution limite u0. Cette amélioration est possible avec k ≥ 1 sous

certaines conditions que nous allons préciser dans deux situations.

2.3.3.1 Premier cas

On suppose qu’il existe une constante M arbitraire tel que l’hypothèse suivante soit satisfaite

(2.137) ∆X1λ ∈ L∞(ω1), ∆X1λ ≤Mλ,

presque partout dans un voisinage de ∂ω1.

Théorème 2.3.4. Sous les hypothèses (2.2)-(2.4), (2.96) et (2.136) il existe au moins une solution

faible u0 du problème (2.97) telle que

(2.138)



u0 ∈ L2
λ(ω1;H1

0 (ω2)) ∩ L2
loc(ω1;H1

0 (ω2))∫
Ω

A∇X2u0.∇X2v dx =

∫
Ω

v

∫
ω1

a(x, u0,∇X2u0) dX1 dx

+

∫
Ω

∇X2v ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
ku0) dX ′1 dx, ∀v ∈ D(Ω).

Lemme 2.3.5. Sous les hypothèses (2.2)-(2.4) et (2.96) On a

(2.139) λuε, ελ
1/2∇X1uε, λ∇X2uε sont bornés dans L2(Ω)

indépendamment de ε. De plus il existe u0 ∈ L2
λ(ω1;H1

0 (ω2)) on a à une sous suite près

(2.140) λuε ⇀ λu0, ελ
1/2∇X1uε ⇀ 0, λ∇X2uε ⇀ λ∇X2u0,

dans L2(Ω). La solution limite u0 satisfait, pour k ≥ 1, :

(2.141)
∫
Ω

λA∇X2u0 · ∇X2u0 dx =

∫
Ω

λu0

∫
ω1

a(x, u0,∇X2u0) dX1 dx

+

∫
Ω

λ∇X2u0 ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
ku0) dX ′1 dx.
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Preuve. Si on tient compte de l’hypothèse (2.136) et on utilise comme fonction test v = λ(X1)uε ∈
H1

0 (Ω), on obtient de (2.101)

(2.142)
∫
Ω

ε2∇X1uεuε · ∇X1λ dx+

∫
Ω

ε2λ| ∇X1uε|2 dx+

∫
Ω

ε2λ| ∇X2uε|2 dx

+

∫
Ω

λA∇X2uε · ∇X2uε dx =

∫
Ω

λuε

∫
ω1

a(x, uε,∇X2uε) dX1 dx

+

∫
Ω

λ∇X2uε ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
kuε) dX

′
1 dx.

Ce qui implique, en utilisant les inégalités de Young et de Poincaré que

(2.143)
1

2

∫
Ω

ε2∇X1u
2
ε · ∇X1λ dx+ ε2|λ1/2∇X1uε|2L2(Ω) + ε2|λ1/2∇X2uε|2L2(Ω)

+ |λ∇X2uε|2L2(Ω) ≤ |ω1|1/2| a0|L2(Ω)(|λuε|L2(Ω) + |λ∇X2uε|L2(Ω))

≤ (Cω2 + 1)|ω1|| a0|2L2(Ω) +
1

2
|λ∇X2uε|2L2(Ω).

on a utilisé ici (2.3) et (2.96). Donc par densité de D(Ω) dans H1
0 (Ω), on obtient

(2.144) ε2|λ1/2∇X1uε|2L2(Ω) + ε2|λ1/2∇X2uε|2L2(Ω) +
1

2
|λ∇X2uε|2L2(Ω)

≤ (Cω2 + 1)|ω1|| a0|2L2(Ω) +
ε2

2

∫
Ω

∆X1λu
2
ε dx.

Comme on sait que la norme L2 de uε est bornée loin de la partie du bord ∂ω1 × ω2, l’hypothèse

(2.136) sera utilisé ici pour traiter le dernier terme de l’inégalité précédente. On choisit ω′1 ⊂⊂ ω1

tel que (2.136) soit satisfaite sur Ω \ (ω′1 × ω2) et qu’il existe une constante m > 0, tel que

(2.145) |∆X1λ| ≤ m, dans Ω.

Revenant à (2.143) et utilisant l’hypothèse (2.136), on aura alors

ε2|λ1/2∇X1uε|2L2(Ω) + ε2|λ1/2∇X2uε|2L2(Ω) +
1

2
|λ∇X2uε|2L2(Ω)

≤ C +Mε2

∫
ω′1×ω2

λu2
ε dx+m

ε2

2

∫
ω′1×ω2

u2
ε dx ≤ C.

et ceci en utilisant le fait que ελ1/2uε est borné dans L2(Ω) déjà montré dans le lemme 2.3.1. Par

conséquent

ελ1/2∇X1uε, λ∇X2uε sont bornés dans L2(Ω),
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2.3. Deuxième problème

indépendamment de ε. Le fait que λuε soit borné dans L2(Ω) se déduit en utilisant l’inégalité de

Poincaré.

Ceci achève la preuve du lemme 2.3.5.

Nous aurons besoin dans la suite des convergences fortes suivantes :

Proposition 2.3.1. Sous les hypothèses (2.3)-(2.96) et (2.136), on a pour k ≥ 1

(2.146) ελ1/2∇X1uε → 0, λ∇X2uε → λ∇X2u0, λuε → λu0 dans L2(Ω),

Preuve. On considère l’hypothèse (2.136) et on pose

(2.147) Jε := ε2|λ1/2∇X1uε|2L2(Ω) + ε2|λ1/2∇X2uε|2L2(Ω)

+

∫
Ω

λA∇X2(uε − u0) · ∇X2(uε − u0) dx− ε2

2

∫
Ω

∆X1λu
2
ε dx,

qui n’est pas nécessairement positif. Cependant si Jε tend vers 0 il servira à montrer les conver-

gences (2.145) grâce aux convergences du théorème 2.3.3 et les hypothèses (2.136). En dévelop-

pant Jε, on obtient :

Jε = ε2|λ1/2∇X1uε|2L2(Ω) + ε2|λ1/2∇X2uε|2L2(Ω) +

∫
Ω

λA∇X2uε ·∇X2uε dx−
ε2

2

∫
Ω

∆X1λu
2
ε dx

−
∫
Ω

λA∇X2uε · ∇X2u0 dx−
∫
Ω

λA∇X2u0 · ∇X2uε dx+

∫
Ω

λA∇X2u0 · ∇X2u0 dx

Utilisant (2.141), on aura

Jε =

∫
Ω

λuε

∫
ω1

a(x, uε,∇X2uε) dX1 dx+

∫
Ω

λ∇X2uε ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
kuε) dX

′
1 dx

−
∫
Ω

λA∇X2uε · ∇X2u0 dx−
∫
Ω

λA∇X2u0 · ∇X2uε dx+

∫
Ω

λA∇X2u0 · ∇X2u0 dx

Prenant en considération le lemme 2.3.4, (la condition (2.128) ici est satisfaite pour k ≥ 1) et il

suffit juste de remplacer ε par 0 dans l’intégrale des termes non linéaires et grâce aux convergences

faibles du lemme 2.3.5 on déduit que

lim
ε→0

Jε =

∫
Ω

λu0

∫
ω1

a(x, u0,∇X2u0) dX1 dx+

∫
Ω

λ∇X2u0 ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
ku0) dX ′1 dx

−
∫
Ω

λA∇X2u0 · ∇X2u0 dx,
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En utilisant (2.140) on peut facilement déduire

(2.148) lim
ε→0

Jε = 0

Jusqu’à present on ne dispose pas encore des limites souhaitées. Posant donc

Ĵε = ε2|λ1/2∇X1uε|2L2(Ω) + ε2|λ1/2∇X2uε|2L2(Ω) + |λ∇X2(uε − u0)|2L2(Ω).

Il est claire que

Ĵε ≤ Jε +
ε2

2

∫
Ω

∆X1λu
2
ε dx.

On cherche à montrer que Ĵε → 0, pour cela on divise la dernière intégrale en deux intégrales,

l’une d’elle est prise sur Ω \ (ω′1 × ω2) pour appliquer (2.136). On obtient alors

Ĵε ≤ Jε +
ε2

2

∫
Ω\(ω′1×ω2)

∆X1λu
2
ε dx+

ε2

2

∫
ω′1×ω2

∆X1λu
2
ε dx

≤ Jε +
M

2

∫
Ω\(ω′1×ω2)

λε2u2
ε dx+

m

2

∫
ω′1×ω2

ε2u2
ε dx.

Maintenant, on passe à la limite en utilisant le fait que uε ∈ L2
loc(Ω) quand l’intégrale est prise sur

ω′1 × ω2, la convergence forte ελ1/2uε → 0 dans L2(Ω) montrée dans le lemme 2.3.4 et (2.147),

on en déduit donc que

lim sup
ε→0

ε2|λ1/2∇X1uε|2L2(Ω) + |λ∇X2(uε − u0)|2L2(Ω) = 0.

On a aussi

lim inf
ε→0

ε2|λ1/2∇X1uε|2L2(Ω) + |λ∇X2(uε − u0)|2L2(Ω) = 0.

Par suite les convergences fortes (2.145) ont lieux, ce qui achève la preuve de la proposition 2.3.1.

De la même manière on peut montrer (2.134) et par conséquent on aboutit à u0 ∈ L2
λ(ω1;H1

0 (ω2)).

2.3.3.2 Deuxième cas

on suppose cette fois ci qu’il existe une constante M positive telle que l’hypothèse suivante est

satisfaite

(2.149) ∆X1λ ∈ L∞(ω1), | ∇X1λ|2 ≤Mλ,

presque partout dans un voisinage de ∂ω1. On a alors le résultat suivant :
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Théorème 2.3.5. Sous les hypothèses (2.2)-(2.4), (2.96) et (2.148) il existe au moins une solution

faible u0 du problème (2.97) telle que

u0 ∈ Lλ3/2(ω1;H1
0 (ω2)) ∩ L2

loc(ω1;H1
0 (ω2))∫

Ω

A∇X2u0.∇X2v dx =

∫
Ω

v

∫
ω1

a(x, u0,∇X2u0) dX1 dx

+

∫
Ω

∇X2v ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
ku0) dX ′1 dx, ∀v ∈ D(Ω).

Lemme 2.3.6. Sous les même hypothèses précédente on a :

(2.150) λ3/2uε, ελ∇X1uε, λ
3/2∇X2uε bornés dans L2(Ω)

indépendamment de ε. De plus on a à une sous suite près

(2.151) λ3/2uε ⇀ λ3/2u0, ελ∇X1uε ⇀ 0, λ3/2∇X2uε ⇀ λ3/2∇X2u0,

dans L2(Ω). La solution limite u0 ∈ L2
λ3/2

(ω1, H
1
0 (ω2)) et satisfait, pour k ≥ 3

2
,

(2.152)
∫
Ω

λ2A∇X2u0 · ∇X2u0 dx =

∫
Ω

λ2u0

∫
ω1

a(x, u0,∇X2u0) dX1 dx

+

∫
Ω

λ2∇X2u0 ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
ku0) dX ′1 dx.

Preuve. En tenant compte de (2.148) et en utilisant v = λ2(X1)uε(x) ∈ H1
0 (Ω) comme une

fonction test dans (2.101) et en procédant comme précédemment on obtient alors l’équivalent de

(2.143) :

ε2|λ∇X1uε|2L2(Ω) + ε2|λ∇X2uε|2L2(Ω) +
1

2
|λ1+1/2∇X2uε|2L2(Ω)

≤ C(Cω2 + 1)|ω1|| a0|2L2(Ω) + ε2

∫
Ω

(| ∇X1λ|2 + λ∆X1λ)u2
ε dx.

en se servant de (2.148) et le fait que ελ1/2uε est borné dans L2(Ω). La preuve de (2.139) et

(2.140) est la même que ce qu’on vient de faire pour montrer le lemme 2.3.2. La limite du terme

nonlinéaire peut être identifiée à l’aide du lemme (2.105) comme (2.128) est vérifiée pour k ≥
1 + 1/2. Ce qui complète la preuve du lemme.

En plus des résultats précédents, on a les convergences fortes suivantes :
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Proposition 2.3.2. Sous l’hypothèse (2.148), on aura pour k ≥ 1 + 1
2
,

(2.153) ελ∇X1uε → 0, λ3/2∇X2uε → λ3/2∇X2u0, λ3/2uε → λ3/2u0 dans L2(Ω).

De plus u0 est une solution du problème :

(2.154)



u0 ∈ L2
λ3/2

(ω1;H1
0 (ω2)) ∩ L2

loc(ω1, H
1(ω2))∫

Ω

A∇X2u0.∇X2v dx =

∫
Ω

v

∫
ω1

a(x, u0,∇X2u0) dX1 dx

+

∫
Ω

∇X2v ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
ku0) dX ′1 dx, ∀v ∈ D(Ω).

Preuve. On pose

(2.155) Jε := ε2|λ∇X1uε|2L2(Ω) + ε2|λ∇X2uε|2L2(Ω) +

∫
Ω

λ2A∇X2(uε − u0) · ∇X2(uε − u0) dx

− ε2

∫
Ω

(| ∇X1λ|2 + λ∆X1λ)u2
ε dx

En suivant les mêmes étapes précédentes on déduit que lim
ε→0

Jε = 0 et le dernier terme peut être

traité de la manière suivante

ε2

∫
Ω

(| ∇X1λ|2 + λ∆X1λ)u2
ε dx ≤ ε2

∫
Ω\(ω′1×ω2)

(| ∇X1λ|2 + λ∆X1λ)u2
ε dx

+ ε2

∫
ω′1×ω2

(| ∇X1λ|2 + λ∆X1λ)u2
ε dx ≤ Cε2

∫
Ω\(ω′1×ω2)

λu2
ε dx+ Cε2

∫
ω′1×ω2

u2
ε dx

Les deux dernières intégrales tendent vers 0 grâce au fait que uε est bornée dans L2
loc(Ω) et la

convergence forte ελ1/2uε → 0 dans L2(Ω) montrée dans le lemme 2.3.4. Noter que (2.128) est

maintenant satisfaite pour k ≥ 1 + 1
2

qui garantie les résultats du lemme 2.3.4. Ce qui complète la

preuve du théorème.
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CHAPITRE 3

Etude du problème d’évolution

3.1 Position du problème et théorème d’existence

Il s’agit dans ce chapitre d’examiner le cas d’évolution (9) Plus précisément s’intéresse à l’étude

d’une classe de problèmes intégro-différentiels paraboliques anisotropes dégénérés et non locaux

en utilisant la méthode de perturbations singulières anisotropes.

Soit Ω = ω1 × ω2 ⊂ Rn−p × Rp, T > 0 réel et QT =]0, T [×Ω.

Soit A = (aij(t, x))n une matrice de taille n× n, n ∈ N et (t, x) ∈ QT telle que

(3.1) aij ∈ L∞(QT ), i, j = 1, ..., n.

(3.2) β| ξ|2 ≤ A(t, x)

λ(X1)
ξ.ξ ≤ α| ξ|2 ∀ξ ∈ Rn, p.p. t ∈ [0, T [, p.p. x ∈ Ω,

tels que α, β sont des nombres réels positifs et λ est une fonction définie sur ω1 telle que

(3.3) λ ∈ W 1,∞(ω1), 0 < λ ≤M, dans ω1,

et qui peut s’annuler sur ∂ω1.

Soit

(3.4) u0 ∈ L∞(Ω), f ∈ L∞(Ω),

Et que

(3.5) | f |L∞(Ω), |u0|L∞(Ω) ≤ C.
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3.2. Preuve du théorème d’existence

Où C est une constante positive.

On considère également une fonction non linéaire à valeurs réelles a = a(t, x, r) définie, mesu-

rable sur QT × R et continue par rapport à la dernière variable satisfaisant

(3.6) | a(t, x, r)| ≤ C1 + C2| r|, p.p. (t, x) ∈ QT .

Le problème d’évolution consiste alors à montrer l’existence d’une fonction u = u(t,X1, X2)

solution du problème intégro-différentiel suivant :

(3.7)


u′ −∇X2(A∇X2u) =

∫
ω1

a(t, x, u) dX1 + f dans ]0, T [×Ω,

u(t,X1, .) = 0 dans ∂ω2, p.p. t,X1 ∈ [0, T [×ω1,

u(0, .) = u0 dans Ω.

On définit l’espace fonctionnel L2
ξ(ω1;L2(0, T ;H1

0 (ω2))) pour un poids donné ξ = ξ(X1) > 0

p.p. sur ω1 comme étant l’espace :

L2
ξ(ω1;L2(0, T ;H1

0 (ω2))) =
{
u ∈ L2

loc(ω1;L2(0, T × ω2)), ξu, ξ∇X2
u ∈ L2(QT ), u(., X1, .) ∈ L2(0, T ;H1

0 (ω2)) p.p.X1 ∈ ω1

}
.

On note par 〈., .〉 le produit de dualité entre H1
0 (ω2) et H−1(ω2)

Définition 3.1.1. On dit qu’une fonction u est une solution faible du problème (3.7) si

i) u ∈ L2(QT ), λ1/2u ∈ L2(0, T ;H1
0 (ω2)) p.p. X1 ∈ ω1, u′(., X1, .) ∈ L2(0, T ;H−1(ω2))

p.p.X1 ∈ ω1,

ii) l’identité intégrale

(3.8) 〈u′(t,X1, .), v〉+

∫
ω2

A∇X2u∇X2v dX2 =

∫
Ω

a(t, x, u)v dx+

∫
ω2

fv dX2,

ait lieu pour presque tout (t,X1) ∈ (0, T )× ω1 et ∀v ∈ H1
0 (ω2).

Théorème 3.1.1. Sous les hypothèses (3.2)-(3.6) il existe une solution u0 du problème (3.7) au

sens de la définition 3.1.1.

3.2 Preuve du théorème d’existence

L’approximation du problème (3.7) est la voie naturelle pour montrer l’existence d’une solution.

Ceci fera l’objet de ce paragraphe. On introduit donc un problème de perturbations singulières

ou encore appelé problème perturbé qui est en fait une famille de problèmes classiques dont on

montre l’existence de solution pour chaque problème grâce au théorème du point fixe de Schauder.

Dans une seconde étape on donne les estimations à priori de ces solutions avant de faire le passage

à la limite et montrer que la limite de sous suites de solutions est une solution du problème initiale

(3.7).
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3.2. Preuve du théorème d’existence

3.2.1 Le problème perturbé

Le problème perturbé consiste alors à introduire la famille de problèmes suivante :

(3.9) (P)ε



u′ε − ε2∆X1uε −∇X2((A+ ε2I)∇X2uε)

=

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1 + f dans ]0, T [×Ω,

uε = 0 sur ]0, T [×∂Ω,

uε(0, .) = u0 dans Ω,

où ε > 0 destiné à tendre vers 0, et I est la matrice identité de taille n. Le problème (3.9) est

un problème parabolique semilinéaire non local, avec des conditions au bord de type Dirichlet

homogènes et une condition initiale u0 voir (3.4).

Définition 3.2.1. On dit qu’une fonction uε est une solution faible du problème (3.9) si

i) uε ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), u′ε ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)),

ii) l’identité intégrale

(3.10)

〈u′ε, v〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) +

∫
Ω

ε2∇X1uε∇X1v dx+

∫
Ω

ε2∇X2uε∇X2v dx+

∫
Ω

A∇X2uε∇X2v dx

=

∫
Ω

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1v dx+

∫
Ω

fv dx,

ait lieu dans D′(0, T ) pour tout v ∈ H1
0 (Ω).

3.2.2 Existence de solution du problème perturbé

Pour montrer l’existence d’une solution du problème (3.9) au sens de la définition 3.2.1, on utilise

le théorème du point fixe de Schauder.

Théorème 3.2.1. Sous les hypothèses (3.2), (3.6) et (3.4), il existe au moins une solution faible du

problème (3.9) au sens de la définition 3.2.1.

Remarque 3.2.1. La preuve de ce théorème reste aussi valable si on remplace l’hypothèse (3.4)

par u0 et f dans L2(Ω).

Preuve. La preuve est donnée pour C2 = 0 dans (3.6).

Soit W l’ensemble défini par

W = {w\w ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), w′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))}

58



3.2. Preuve du théorème d’existence

Muni de la norme

|w|W = |w|L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + |w′|L2(0,T ;H−1(Ω))

Pour w ∈ L2(QT ), soit u ∈ W la solution unique du problème parabolique linéaire suivant

(3.11)



u′ − ε2∆X1u−∇X2((A+ ε2I)∇X2u)

=

∫
ω1

a(t, x, w) dX1 + f dans ]0, T [×Ω,

u = 0 sur ]0, T [×∂Ω,

u(0, .) = u0 dans Ω.

On définit l’application S de L2(QT ) dans lui même par

(3.12) w 7→ u = S(w).

Le couple (w, u) ∈ L2(QT )×W satisfait pour presque tout t dans ]0, T [ l’égalité suivante

(3.13) 〈u′, v〉+

∫
Ω

ε2∇X1u∇X1v dx+

∫
Ω

ε2∇X2u∇X2v dx+

∫
Ω

A∇X2u∇X2v dx

=

∫
Ω

∫
ω1

a(t, x, w) dX1v dx+

∫
Ω

fv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω).

On pose v = u dans (3.13), on obtient

1

2

d

dt
|u|2L2(Ω) +

∫
Ω

| ε∇X1u|2 dx+

∫
Ω

| ε∇X2u|2 dx+

∫
Ω

A∇X2u · ∇X2u dx

=

∫
Ω

∫
ω1

a(t, x, w)u dX1 dx+

∫
Ω

fu dx.

En intégrant sur (0, t) et utilisant (3.2) et l’inégalité de Young on obtient

1

2
|u(t)|2L2(Ω) +

t∫
0

∫
Ω

| ε∇X1u|2 dxds+

t∫
0

∫
Ω

| ε∇X2u|2 dxds+

t∫
0

∫
Ω

|λ1/2∇X2u|2 dxds

≤ 1

2

t∫
0

∫
Ω

(

∫
ω1

a(t, x, w) dX1)2 dxds+

t∫
0

∫
Ω

u2 dxds+
1

2

t∫
0

∫
Ω

f 2 dxds+
1

2
|u(0)|2L2(Ω).

Utilisant (3.6), on obtient

1

2
|u(t)|2L2(Ω) ≤ K1 +K2

t∫
0

∫
Ω

u2 dxds,
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3.2. Preuve du théorème d’existence

On utilise l’inégalité de Gronwall , il vient que

(3.14) |u(t)|L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C.

indépendamment de w. En particulier on a

(3.15) |u|L2(QT ) ≤ C,

où C est une constante indépendante de w.

Maintenant on montre que u′ε est bornée dans L2(0, T ;H−1(Ω)). Pour cela soit v ∈ H1
0 (Ω),

|〈u′, v〉(H−1(Ω),H1
0 (Ω))| ≤ (C1|ω1|+ | f |L2(Ω))|v|L2(Ω) + |ε∇x1u|L2(Ω)|∇x1v|L2(Ω)

+(|ε∇x2u|L2(Ω) + |λ1/2∇x2u|L2(Ω))|∇x2v|L2(Ω)

≤
(
C1|ω1|+ | f |L2(Ω) + |ε∇x1u|L2(Ω) + |ε∇x2u|L2(Ω)

+|λ1/2∇x2uε|L2(Ω) +
)
| v|H1

0 (Ω).

On prend le carré des deux cotés et en intégrant sur (0, T ) et utilisant l’inégalité de Young, on

obtient

|u′|L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ K{{K2
1 + | f |L2(QT ) + | ε∇x1u|L2(QT ) + | ε∇x2u|L2(QT ) + |λ1/2∇x2u|L2(QT )}.

Grâce à (3.14), il suit que

|u′|L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C.

Par conséquent

(3.16) |u|W ≤ C.

Indépendamment de w.

On montre maintenant que S est continu. Soit (wn) ⊂ L2(QT ) une suite telle que

(3.17) wn → w dans L2(QT ).

De (3.17) et par la réciproque du théorème de la convergence dominée de Lebesgue il existe une

sous suite encore notée (wn′) telle que

(3.18) wn′ −→ w p.p dans QT .

Et il existe g ∈ L2(QT ) telle que

(3.19) |wn′| ≤ g p.p.
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3.2. Preuve du théorème d’existence

On pose un = S(wn) ∈ B. Il existe donc grâce à (3.14) une sous suite n′ et u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω))

tel que

(3.20) un′ ⇀ u dans L2(0, T ;H1(Ω)).

Et par le théorème de compacité d’Aubin on a

(3.21) un′ −→ u dans L2(QT ).

On reprend (3.13), le couple (wn′ , un′) satisfait dans D′(0, T )

(3.22) 〈u′n′ , v〉+

∫
Ω

ε2∇X1un′∇X1v dx+

∫
Ω

ε2∇X2un′∇X2v dx+

∫
Ω

A∇X2un′∇X2v dx

=

∫
Ω

∫
ω1

a(t, x, wn′) dX1v dx+

∫
Ω

fv dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

En passant à la limite en n′ dans (3.22), on obtient

(3.23) 〈u′, v〉+

∫
Ω

ε2∇X1u∇X1v dx+

∫
Ω

ε2∇X2u∇X2v dx+

∫
Ω

A∇X2u∇X2v dx

= lim
n′→∞

∫
Ω

∫
ω1

a(t, x, wn′) dX1v dx+

∫
Ω

fv dx.

Précisons maintenant la limite dans la partie droite de l’équation. Tenant compte de la continuité

de a et (3.18) on a

(3.24) a(t, x, wn′)→ a(t, x, w) p.p.QT × R

De (3.6) et (3.19) on déduit que

(3.25) a(t, x, wn′) borné dans L2(QT ).

Grâce à (3.24) et (3.25), en utilisant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue on

déduit que

(3.26) a(t, x, wn′)→ a(t, x, w) dans L2(QT ).

De (3.26) à une sous suite près on a grâce à la réciproque du théorème de la convergence dominée

de Lebesgue

(3.27)
∫
ω1

a(t, x, wn′) dX1 →
∫
ω1

a(t, x, w) dX1 p.p. (t, x2) ∈ (0, T )× ω2.
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3.2. Preuve du théorème d’existence

D’autre part on a

(3.28) |
∫
ω1

a(t, x, wn′) dX1| ≤ C.

Grâce à (3.27) et (3.28), utilisant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue on a

(3.29) lim
n′→∞

∫
Ω

∫
ω1

a(t, x, wn′) dX1 dx =

∫
Ω

∫
ω1

a(t, x, w) dX1 dx.

Ainsi on a

(3.30) 〈u′, v〉+

∫
Ω

ε2∇X1u∇X1v dx+

∫
Ω

ε2∇X2u∇X2v dx+

∫
Ω

A∇X2u∇X2v dx

=

∫
Ω

∫
ω1

a(t, x, w) dX1v dx+

∫
Ω

fv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω). p.p.t ∈]0, T [.

Comme u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) on a

u = S(w).

Par unicité de la solution du problème (3.10) on déduit que les convergences (3.20) et (3.21) ont

lieu pour toute la suite. Par conséquent l’application S est continue.

Soit B̄(0, C) la boule fermée de centre 0 et de rayon C, la constante C est donnée par (3.16). Il

est clair que S(B̄(0, C)) ⊂ B̄(0, C).

D’autre part S(B̄(0, C)) est bornée dans W .

Comme W ↪→
compact

L2(QT ) (d’après le théorème d’aubin) donc S(B̄(0, C)) est relativement com-

pact dans L2(QT ).

En utilisant le théorème du point fixe de Schauder on déduit l’existence d’une solution du problème

(3.9).

3.2.3 Estimation des solutions du problème perturbé

Dans le but de montrer l’existence de u0 solution de (3.8) on fait tendre ε → 0 dans (3.10) et on

montre que la limite est une solution du problème (3.8).

Dans ce paragraphe nous nous intéressons à l’étude du problème perturbé (3.9), nous commençons

par donner quelques estimations a priori qui vont permettre de passer à la limite pour certain

termes.

Lemme 3.2.1. (Estimations a priori). Sous les hypothèses (3.2)-(3.4), on a les estimations sui-

vantes

(3.31) uε, bornée dans L2(QT ) et dans L∞(0, T ;L2(Ω)),
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3.2. Preuve du théorème d’existence

(3.32) | ε∇X1uε|, | ε∇X2uε|, |λ1/2∇X2uε|, bornés dans L2(QT ),

(3.33) u′ε bornée dans L2(0, T ;H−1(Ω)),

indépendamment de ε.

Preuve. On prend v = uε dans (3.10), on obtient

1

2

d

dt
|uε|2L2(Ω) +

∫
Ω

| ε∇X1uε|2 dx+

∫
Ω

| ε∇X2uε|2 dx+

∫
Ω

A∇X2uε∇X2uε dx

=

∫
Ω

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1uε dx+

∫
Ω

fuε dx.

Intégrant sur (0, t) et utilisant (3.2) et l’inégalité de Young on obtient

1

2
|uε(t)|2L2(Ω) +

t∫
0

∫
Ω

| ε∇X1uε|2 dxds+

t∫
0

∫
Ω

| ε∇X2uε|2 dxds

+

t∫
0

∫
Ω

|λ1/2∇X2uε|2 dxds ≤
1

2

t∫
0

∫
Ω

(a(t, x, uε))
2 dxds

+

t∫
0

∫
Ω

u2
ε dxds+

1

2

t∫
0

∫
Ω

f 2 dxds+
1

2
|uε(0)|2L2(Ω).

Utilisant (3.6), on obtient

1

2
|uε(t)|2L2(Ω) +

t∫
0

∫
Ω

| ε∇X1uε|2 dxds+

t∫
0

∫
Ω

| ε∇X2uε|2 dxds

+

t∫
0

∫
Ω

|λ1/2∇X2uε|2 dxds ≤ K1 +K2

t∫
0

∫
Ω

u2
ε dxds,

où K1, K2 sont des constantes indépendantes de ε. On utilise l’inégalité de Gronwall, il vient

uε bornée dans L2(QT ).

Par conséquent on a

| ε∇X1uε|, | ε∇X2uε|, |λ1/2∇X2uε| bornés dans L2(QT ),
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indépendamment de ε.

Maintenant on montre que u′ε est bornée dans L2(0, T ;H−1(Ω)). Pour cela soit v ∈ H1
0 (Ω),

|〈u′ε, v〉(H−1(Ω),H1
0 (Ω))| ≤ (C1|ω1|+ C2|ω1||uε|L2(Ω) + | f |L2(Ω))|v|L2(Ω) + |ε∇x1uε|L2(Ω)|∇x1v|L2(Ω)

+(|ε∇x2uε|L2(Ω) + |λ1/2∇x2uε|L2(Ω))|∇x2v|L2(Ω)

≤
(
C1|ω1|+ C2|ω1||uε|2L2(Ω) + | f |L2(Ω) + |ε∇x1uε|L2(Ω) + |ε∇x2uε|L2(Ω)

+|λ1/2∇x2uε|L2(Ω)

)
| v|H1

0 (Ω).

On prend le carré des deux cotés et en intégrant sur (0, T ), on obtient

|u′ε|L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C{K2
1+K2

2 |uε|L2(QT )+| f |L2(QT )+| ε∇x1uε|L2(QT )+| ε∇x2uε|L2(QT )+|λ1/2∇x2uε|L2(QT )}.

Grâce à (3.31) et (3.32), il suit que

u′ε bornée dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

Le corollaire suivant est une conséquence du lemme précédent

Corollaire 3.2.2. Sous les mêmes hypothèses du lemme (3.2.1), on a les estimations suivantes

(3.34) λ1/2uε, ελ1/2| ∇X1uε|, ελ1/2| ∇X2uε|, |λ∇X2uε|, bornés dans L2(QT ),

(3.35) λ1/2u′ε bornée dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

indépendamment de ε.

3.2.4 Passage à la limite sur ε

3.2.4.1 Convergences faibles

Du paragraphe précédant on a les convergences faibles suivantes

Lemme 3.2.2. (Convergences faibles). Sous les mêmes hypothèses du lemme (3.2.1), il existe une

sous suite aussi notée uε, u0 ∈ L2(QT ) et χ ∈ L2(QT ) telles que

(3.36) uε ⇀ u0, ε∇X1uε ⇀ 0, ε∇X2uε ⇀ 0, λ1/2∇X2uε ⇀ λ1/2∇X2u0, dans L2(QT ),

(3.37) u′ε ⇀ u′0 dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

(3.38) a(t, x, uε) ⇀ χ dans L2(QT ).
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et

(3.39)

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1 ⇀

∫
ω1

χdX1 dans L2(QT ).

De plus la fonction limite u0 satisfait l’identité suivante :

(3.40)

−
t∫

0

(u0, v
′)L2(Ω) ds+

∫
QT

A∇X2u0∇X2v dxdt =

∫
QT

(

∫
ω1

χdX1 + f)v dxdt,∀v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

D’autre part, il existe ũ ∈ L2(QT ) tel que, à une sous suite près, on a

(3.41)

λ1/2uε ⇀ ũ, ελ1/2∇X1uε ⇀ 0, ε∇X2λ
1/2uε ⇀ 0, λ∇X2uε ⇀ λ1/2∇X2ũ, dans L2(QT ),

(3.42) λ1/2u′ε ⇀ ũ′ dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

avec

(3.43) ũ = λ1/2u0.

De plus, la fonction ũ satisfait l’identité suivante :

(3.44)

t∫
0

(ũ′, ũ)2
L(Ω) ds+

∫
QT

A∇X2ũ.∇X2ũ dxdt =

∫
QT

(

∫
ω1

χdX1 + f)λu0 dxdt,

Preuve. Il résulte de (3.32) et (3.33) qu’il existe, à une sous suite près, u0 dans L2(QT ), u1 dans

(L2(QT ))p, u2, u3 in (L2(QT ))n et u4 dans L2(0, T ;H−1(Ω)) tels que

uε ⇀ u0, ε∇X1uε ⇀ u1, ε∇X2uε ⇀ u2, λ1/2∇X2uε ⇀ u3, dans L2(QT ),

u′ε ⇀ u4 dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

(Convergence dans L2(QT )n veut dire convergence composante par composante).

D’un coté on a ∫
QT

λ1/2∇X2uε · v dxdt→
∫
QT

u3 · v dxdt

D’un autre coté on a∫
QT

λ1/2∇X2uε·v dxdt = −
∫
QT

λ1/2uεdivX2 v dxdt→ −
∫
QT

λ1/2u0divX2 v dxdt =

∫
QT

λ1/2∇X2u0· v dxdt,
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donc

u3 = λ1/2∇X2u0

De la même manière on peut montrer que

ε∇X1uε ⇀ 0, ε∇X2uε ⇀ 0, dans L2(QT ),

u′ε ⇀ u′0 dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

Par ailleurs on a , grâce à (3.6)∫
QT

a(t, x, uε)
2 dxdt ≤

∫
QT

(C1 + C2|uε|)2 dxdt ≤ C,

ce qui veut dire que a est bornée dans L2(QT ), donc il existe χ ∈ L2(QT ) tel que

a(t, x, uε) ⇀ χ in L2(QT ).

par conséquent∫
QT

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1v dxdt =

∫
QT

a(t, x, uε)

∫
ω1

v dX1 dxdt

→
∫
QT

χ

∫
ω1

v dX1 dxdt =

∫
QT

v

∫
ω1

χdX1 dxdt.

Ce qui veut dire ∫
ω1

a(t, x, uε) dX1 ⇀

∫
ω1

χdX1 in L2(QT ).

Par ailleurs, pour , v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), on a de (3.10)

(3.45)

−
t∫

0

(uε, v
′) ds+

∫
QT

ε2∇X1uε∇X1v dxdt+

∫
QT

ε2∇X2uε∇X2v dxdt+

∫
QT

A∇X2uε∇X2v dxdt

=

∫
QT

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1v dxdt+

∫
QT

fv dxdt.

L’équation (3.45) est équivalente à

−
t∫

0

(uε, v
′) ds+

∫
QT

ε2∇X1uε∇X1v dxdt+

∫
QT

ε2∇X2uε∇X2v dxdt

+

∫
QT

A

λ1/2
∇X2(λ

1/2uε)∇X2v dxdt =

∫
QT

(

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1 + f)v dxdt
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Donc par (3.36), (3.37) et (3.39) on fait tendre ε→ 0 dans (3.45) et on obtient

(3.46) −
t∫

0

(u0, v
′) ds+

∫
QT

A∇X2u0∇X2v dxdt =

∫
QT

∫
ω1

χdX1v dxdt+

∫
QT

fv dxdt.

En remplaçant v par λ1/2v l’équation précédente et en tenant compte de (3.43) on obtient

−
t∫

0

(ũ, v′) ds+

∫
QT

A∇X2ũ∇X2v dxdt =

∫
QT

(

∫
ω1

χdX1 + f)λ1/2v dxdt.

pour tout v ∈ D(QT ). Maintenant, par densité de D(QT ) dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)) la dernière iden-

tité devient

t∫
0

(ũ′, v) ds+

∫
QT

A∇X2ũ∇X2v dxdt =

∫
QT

(

∫
ω1

χdX1 + f)λ1/2v dxdt,

pour tout v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)). En replaçant maintenant v par λ1/2uε dans la dernière identité et

en passant à la limite sur εon obtient

t∫
0

(ũ′, ũ) ds+

∫
QT

A∇X2ũ.∇X2ũ dxdt =

∫
QT

(

∫
ω1

χdX1 + f)λu0 dxdt.

Ce qui achève la preuve.

3.2.4.2 Convergences fortes

Maintenant dans le but d’identifier la limite du terme non linéaire χ en fonction de u0, c’est à dire

passer à la limite à l’intérieur de a on établit des résultats de convergences fortes sur les solutions

approchées uε. Pour cela on commence par donner les lemmes suivants

Lemme 3.2.3. Soit (ϕn) ⊂ D(ω1) telle que ϕn → ϕ dans L2(ω1), on a

(i)
d

dt

∫
ω1

ϕuε dX1 ∈ L2(0, T ;H−1(ω2)),

(ii)
d

dt

∫
ω1

ϕnuε dX1 →
d

dt

∫
ω1

ϕuε dX1 dans L2(0, T ;H−1(ω2)).

Preuve. Soit v ∈ D(QT ), avec v(t, x1, x2) = θ(t)ϕ(x1)ψ(x2) tel que θ ∈ D(0, T ), ϕ ∈ D(ω1),

ψ ∈ D(ω2).

67



3.2. Preuve du théorème d’existence

Réécrivant d’abord le terme

t∫
0

〈u′ε, v〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) ds comme suit

t∫
0

〈u′ε, v〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) ds = −

t∫
0

∫
Ω

uεv
′ dx ds

= −
t∫

0

∫
ω2

∫
ω1

uε(ϕψθ)
′ dx1dx2 ds

= −
t∫

0

∫
ω2

∫
ω1

ϕuε(ψθ)
′ dX1 dX2 ds

= −
t∫

0

∫
ω2

(

∫
ω1

ϕuε dX1)(ψθ)′ dX2 ds

=

t∫
0

〈 d
dt

∫
ω1

ϕuε dX1, ψθ〉H−1(ω2),H1
0 (ω2) ds

=

t∫
0

〈 d
dt

∫
ω1

ϕuε dX1, ψ〉H−1(ω2),H1
0 (ω2)θ ds.

Réécrivant maintenant l’équation (3.45) comme suit

t∫
0

〈u′ε, v〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) ds =

t∫
0

〈 d
dt

∫
ω1

ϕuε dX1, ψ〉H−1(ω2),H1
0 (ω2)θ ds

=

∫
QT

ϕ(

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1 + f)− ε2∇X1uε∇X1ϕ

ψθ dxdt

−
∫
QT

ϕ(ε2∇X2uε + A∇X2uε)∇X2ψθ dxdt.

Utilisons la caractérisation des éléments de L2(0, T ;H−1(ω2)) en identifiant

f 0 = ϕ(

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1 + f)− ε2∇X1uε∇X1ϕ.

et

f 1 = −ϕ(ε2∇X2uε + A∇X2uε).

Ce qui implique que
d

dt

∫
ω1

ϕuε dX1 ∈ L2(0, T ;H−1(ω2)).
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Ainsi la preuve de (i) est achevée.

D’autre part on a grâce au théorème de Fubini

t∫
0

〈 d
dt

∫
ω1

ϕnuε dX1, ψ〉θ ds =

t∫
0

d

dt
〈
∫
ω1

ϕnuε dX1, ψ〉θ ds =

t∫
0

∫
Ω

uεϕnψθ
′ dx ds = −

∫
ω1

ϕn

t∫
0

θ′
∫
ω2

uεψ dX2 ds dX1

→ −
∫
ω1

ϕ

t∫
0

θ′
∫
ω2

uεψ dX2 ds dX1 =

t∫
0

〈 d
dt

∫
ω1

ϕuε dX1, ψ〉θ ds.

Ce qui eut dire

t∫
0

〈 d
dt

∫
ω1

ϕnuε dX1, ψ〉θ ds→
t∫

0

〈 d
dt

∫
ω1

ϕuε dX1, ψ〉θ ds dans L2(0, T ;H−1(ω2)).

Ce qui achève la preuve de (ii) et du lemme 3.2.3.

Lemme 3.2.4. Sous les hypothèses de la proposition 3.2.1, (3.32) et (3.33), on a

(3.47)
∫
ω1

λuε dX1 →
∫
ω1

λu0 dX1 dans L2((0, T )× ω2).

Preuve. Pour montrer la convergence (3.47) on utilise le lemme de Lions Aubin, pour cela la

preuve est donnée dans deux étapes.

Etape 1. On montre d’abord que
∫
ω1

λuε dX1 est borné dans L2(0, T ;H1
0 (ω2)).

De (3.36) on a pour v = v(t, x2)

t∫
0

∫
ω2

∫
ω1

λuε dX1v dX2 ds→
t∫

0

∫
ω2

∫
ω1

λu0 dX1v dX2 ds.

ce qui veut dire que

(3.48)
∫
ω1

λuε dX1 ⇀

∫
ω1

λu0 dX1 dans L2((0, T )× ω2).

Par conséquent ∫
ω1

λuε dX1 est borné dans L2((0, T )× ω2).

Etape2. On montre maintenant que
d

dt

∫
ω1

λuε dX1 est borné dans L2(0, T ;H−1(ω2)).

Soit v ∈ D(QT ) tel que v(t, x1, x2) = θ(t)ϕ(x1)ψ(x2) dans (3.45), avec θ ∈ D(0, T ), ϕ ∈ D(ω1),
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ψ ∈ D(ω2) tel que |ϕ| ≤M où M = |λ|L∞(ω1) + 1. on a

|
t∫

0

〈 d
dt

∫
ω1

ϕuε dX1, ψ〉H−1(ω2),H1
0 (ω2)θ ds| ≤

∫
QT

| ε2∇X1uε∇X1ϕψθ| dxdt

+

∫
QT

| ε2∇X2uε∇X2ψϕθ| dxdt+

∫
QT

|λ∇X2uε∇X2ψϕθ| dxdt

+

∫
QT

|
∫
ω1

a(t, x, uε) dX1ϕψθ| dxdt+

∫
QT

fϕψθ dxdt.

En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwartz, (3.6), (3.31) et (3.32) on obtient :

|
t∫

0

〈 d
dt

∫
ω1

ϕuε dX1, ψ〉θ ds| ≤ C|ψ|H1
0 (ω2)| θ|L2(ω2).

On a alors
d

dt

∫
ω1

ϕuε dX1 borné dans L2(0, T ;H−1(ω2)).

Soit ϕn une suite de D(ω1) qui converge fortement vers λ dans L2(ω1). D’après le lemme 3.2.3

on a quand n→ +∞

(3.49)
d

dt

∫
ω1

ϕnuε dX1 →
d

dt

∫
ω1

λuε dX1 dans L2(0, T ;H−1(ω2)).

Par suite on a
d

dt

∫
ω1

λuε dX1 borné dans L2(0, T ;H−1(ω2)).

On peut donc déduire de la partie 1 et la partie 2 en utilisant le théorème de Lions Aubin que∫
ω1

λuε dX1 →
∫
ω1

λu0 dX1 dans L2((0, T )× ω2).

Par conséquent on a ∫
ω1

λuε dX1 →
∫
ω1

λu0 dX1 dans L2(QT ).

Ce qui achève la preuve du lemme 3.2.4.

On établit maintenant les convergences fortes

Lemme 3.2.5. On a les convergences suivantes

(3.50)

λuε → λu0, ελ1/2∇X1uε → 0, ελ1/2∇X2uε → 0, λ∇X2uε → λ∇X2u0, dans L2(QT ),
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(3.51) uε → u0. p.p. QT .

(3.52) a(t, x, uε)→ a(t, x, u0) p.p.

Preuve. Dans toute la preuve 〈., .〉 désigne le crochet de dualité entre H−1(Ω) et H1
0 (Ω).

Commençons d’abord par poser v = λuε dans (3.10) et intégrons sur (0,T) on obtient

(3.53)
t∫

0

〈u′ε, λuε〉 ds+
∫
QT

ε2|λ1/2∇X1uε|2 dxdt+
∫
QT

ε2|λ1/2∇X2uε|2 dxdt+
∫
QT

Aλ∇X2uε·∇X2uε dxdt

=

∫
QT

(

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1 + f)λuε dxdt−
∫
QT

ε2uε∇X1uε∇X1λ dxdt.

On pose maintenant

(3.54) Jε :=

∫
QT

| ελ1/2∇X1uε|2 dxdt+

∫
QT

| ελ1/2∇X2uε|2 dxdt

+

∫
QT

A∇X2(λ
1/2uε − ũ).∇X2(λ

1/2uε − ũ) dxdt.

Nous allons montrer que Jε → 0 quand ε → 0. Pour cela développons Jε et tenant compte de

(3.53) on obtient

Jε =

∫
QT

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1λuε dxdt+

∫
QT

fλuε dxdt

−
∫
QT

ε2uε∇X1uε∇X1λ dxdt−
t∫

0

〈u′ε, λuε〉 ds+

∫
QT

A∇X2ũ.∇X2ũ dxdt

−
∫
QT

Aλ1/2∇X2uε.∇X2ũ dxdt−
∫
QT

A∇X2ũ.λ
1/2∇X2uε dxdt.

Soit (ξk) ∈ D(Ω), k ∈ N, une suite de fonctions régulières indépendantes de t qui sera choisie

ultérieurement. On a
T∫

0

〈u′ε, λuε〉dt =

T∫
0

〈λ1/2u′ε, λ
1/2uε〉dt =

T∫
0

〈(λ1/2uε − ξk)′, (λ1/2uε − ξk)〉dt

+

T∫
0

〈ξ′k, λ1/2uε − ξk〉dt+

T∫
0

〈λ1/2u′ε, ξk〉dt

=
1

2
|λ1/2uε − ξk|22,Ω(T )− 1

2
|λ1/2u0 − ξk|22,Ω +

T∫
0

〈λ1/2u′ε, ξk〉dt.
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On pose

Kε := Jε +
1

2
|λ1/2uε − ξk|2L2(Ω)(T )

=
1

2
|λ1/2u0 − ξk|22,Ω −

T∫
0

〈λ1/2u′ε, ξk〉dt+

∫
QT

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1λuε dxdt

+

∫
QT

fλuε dxdt−
∫
QT

Aλ1/2∇X2uε.∇X2ũ dxdt−
∫
QT

A∇X2ũ.λ
1/2∇X2uε dxdt

−
∫
QT

ε2λuε∇X1uε∇X1λ dxdt+

∫
QT

A∇X2ũ.∇X2ũ dxdt.

Noter que grâce au théorème de Fubini on a

(3.55)
∫
QT

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1λuε dxdt =

∫
QT

a(t, x, uε)

∫
ω1

λuε dX1 dxdt.

Et on a grâce à (3.3), (3.31), (3.32) et Cauchy Schwarz

|
∫
Ω

ε2λuε∇X1uε∇X1λ dx| ≤ ε|∇X1λ|∞|
∫
Ω

uεε∇X1uε dx|

≤ ε|∇X1λ|∞|uε|2L2(Ω)| ε∇X1uε|2L2(Ω).

(3.56)

Passons maintenant à la limite en ε en utilisant (3.38) (3.41) et (3.47), on aura

lim
ε→0
Kε =

1

2
|λ1/2u0 − ξk|22,Ω −

T∫
0

〈ũ′, ξk〉dt+

∫
QT

∫
ω1

χdX1λu0 dxdt

+

∫
QT

fλu0 dxdt−
∫
QT

A∇X2ũ.∇X2ũ dxdt

=
1

2
|λ1/2u0 − ξk|22,Ω −

T∫
0

〈ũ′, ξk〉dt+

T∫
0

〈ũ′, ũ〉dt

=
1

2
|λ1/2u0 − ξk|22,Ω +

T∫
0

〈(ũ− ξk)′, ũ− ξk〉dt

=
1

2
|λ1/2u0 − ξk|22,Ω +

1

2
| ũ− ξk|22,Ω(T )− 1

2
|λ1/2u0 − ξk|22,Ω

=
1

2
| ũ− ξk|22,Ω(T ).

On choisit ξk telle que

ξk → ũ(T ) dans L2(Ω).
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On déduit que

0 ≤ lim sup
ε→0

Jε ≤ 0.

Par conséquent

Jε → 0 quand ε→ 0.

Par ailleurs, par (3.2) on a∫
QT

| ελ1/2∇X1uε|2 dxdt+
∫
QT

| ελ1/2∇X2uε|2 dxdt+
∫
QT

∇X2(λuε−ũ).∇X2(λuε−ũ) dxdt ≤ Jε.

Il s’en suit que

ε∇X1uε → ũ, ε∇X2uε → ũ, λ∇X2uε → λ1/2∇X2ũ dans L2(QT ),

Utilisons l’inégalité de Poincaré pour la dernière convergence ci-dessus, on aura

λuε → λ1/2ũ = λu0 dans L2(QT ).

Par conséquent on a à une sous suite près

uε → u0 p.p. t, x ∈ QT .

Grâce à la continuité de a et (3.51) on a

a(t, x, uε)→ a(t, x, u0) p.p.

Ceci achève la preuve du lemme 3.2.5.

Proposition 3.2.1. Sous l’hypothèse (3.5), on a

(3.57) uε ∈ L∞(QT ).

et

(3.58) |uε|L∞(QT ) ≤ C(|u0|L∞(Ω), | f |L∞(Ω)).

indépendamment de ε

Preuve. Soit p, q deux nombres réels positifs tels que p > 1 et 1/p + 1/q = 1. On pose v =

|uε|p−2uε dans (3.10) et on note que 1
p
d
dt

(|uε|p) = |uε|p−2uεu
′
ε

1

p

t∫
0

∫
Ω

d

dt
(|uε|p) dxds+ε2

∫
QT

∇X1uε∇X1(|uε|p−2uε) dxdt+

∫
QT

(A+ε2I)∇X2uε∇X2(|uε|p−2uε) dxdt

=

∫
QT

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1|uε|p−2uε dxdt+

∫
QT

f |uε|p−2uε dxdt.
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Tenons compte de (3.2) et (3.6), on obtient

1

p

∫
Ω

|uε|p(t) dx+ε2(p−1)

∫
QT

| ∇X1uε|2|uε|(p−2) dxdt+(p−1)

∫
QT

|uε|(p−2)(A+ε2I)∇X2uε.∇X2uε dxdt

≤ C1|ω1|
∫
QT

|uε|p−1 dxdt+C2

t∫
0

∫
ω2

(

∫
ω1

|uε| dX1)(

∫
ω1

|uε|p−1 dX1) dX2 ds+

∫
QT

f |uε|p−1 dxdt+
1

p

∫
Ω

|u0|p dx.

On utilise les inégalités de Holder et Young pour la partie droite de l’inégalité il vient que∫
ω1

|uε| dX1 ≤ |ω1|
1
q (

∫
ω1

|uε|p dX1)
1
p .

∫
ω1

|uε|p−1 dX1 ≤ |ω1|
1
p (

∫
ω1

|uε|p dX1)
1
q .

∫
QT

f |uε|p−1 dxdt ≤ 1

p

∫
QT

| f |p dxdt+ (1− 1

p
)

∫
QT

|uε|p dxdt. Noter que
p

p− 1
= q

∫
QT

|uε|p−1 dxdt ≤ 1

p

∫
QT

dxdt+ (1− 1

p
)

∫
QT

|uε|p dxdt ≤
1

p
|QT |+ (1− 1

p
)

∫
QT

|uε|p dxdt.

On a donc

1

p

∫
Ω

|uε|p(t) dx+ε2(p−1)

∫
QT

| ∇X1uε|2|uε|(p−2) dxdt+(p−1)

∫
QT

|uε|(p−2)(A+ε2I)∇X2uε.∇X2uε dxdt

≤
(
|ω1|(C1+C2)+1−1

p
|ω1|(C1+C2)

) ∫
QT

|uε|p dxdt+
1

p

(
C1|ω1||QT |+T

∫
Ω

| f |p dx+

∫
Ω

|u0|p dx
)

On déduit donc que ∫
Ω

|uε|p(t) dx ≤ α(p)

t∫
0

∫
Ω

|uε|p dx ds+ β(p),

où

α(p) = p(|ω1|(C1+C2)+1)−|ω1|(C1+C2) and β(p) = C1|ω1||QT |+T
∫
Ω

| f |p dx+

∫
Ω

|u0|p dx.

Utilisons l’inégalité de Gronwall il vient que

t∫
0

∫
Ω

|uε|p dxds ≤ epT |ω1|(C1+C2)−T |ω1|(C1+C2)

TC1|ω1||QT |+ T 2

∫
Ω

| f |p dx+ (T + 1)

∫
Ω

|u0|p dx

 .
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3.2. Preuve du théorème d’existence

On a alors

|uε|Lp(QT ) ≤ eT |ω1|(C1+C2)− 1
p
T |ω1|(C1+C2)

{
TC1|ω1||QT |+ T 2| f |pLp(Ω) + (T + 1)|u0|pLp(Ω)

}1/p

.

On calcule la limite quand p→ +∞ dans le côté de droite de la dernière inégalité et tenant compte

de (3.5) on obtient

|uε|L∞(QT ) ≤ C(| f |L∞(Ω), |u0|L∞(Ω)).

Ce qui achève la preuve de la proposition 3.2.1

A cette étape on est capable d’identifier la limite faible χ en fonction de u0 ceci fera l’objet du

lemme suivant

Lemme 3.2.6. Sous l’hypothèse (3.6) on a

(3.59) a(t, x, uε)→ a(t, x, u0) dans L2(QT ).

(3.60)
∫
ω1

a(t, x, uε) dX1 →
∫
ω1

a(t, x, u0) dX1, dans L2(QT ).

(3.61) χ = a(t, x, u0).

Preuve. Grâce à (3.6), (3.52), (3.57), (3.58) et en utilisant le théorème de Lebesgue on obtient

a(t, x, uε)→ a(t, x, u0) dans L2(QT ).

Par conséquent, en utilisant le théorème de la réciproque de la convergence dominée de Lebesgue,

on a à une sous suite près,∫
ω1

a(t, x, uε) dX1 →
∫
ω1

a(t, x, u0) dX1, p.p. t, x2. ∈ (0, T × ω2)

D’autre part on a grâce à (3.58)

|
∫
ω1

a(t, x, uε) dX1| ≤ C(| f |L∞(Ω), |u0|L∞(Ω)).

Utilisons à nouveau le théorème de Lebesgue on aura∫
ω1

a(t, x, uε) dX1 →
∫
ω1

a(t, x, u0) dX1, dans L2(QT ).

De (3.59) on a

a(t, x, uε) ⇀ a(t, x, u0) dans L2(QT ).

Donc de (3.38) on déduit que

χ = a(t, x, u0).

Ce qui achève la preuve du lemme 3.2.6.
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3.2. Preuve du théorème d’existence

A ce stade là nous avons montré que la fonction u0 est telle que

(3.62) u0 ∈ L2(QT ), λu0 ∈ L2(0, T ;H1(ω2)).

Et elle satisfait l’équation faible suivante :

(3.63)

t∫
0

〈u′0, v〉 ds+

∫
QT

A∇X2u0∇X2v dxdt =

∫
QT

∫
ω1

a(tx, u0) dX1v dxdt+

∫
QT

fv dxdt,

pour tout v ∈ L2(0, T,H1
0 (Ω)).

Condition au bord

On précise maintenant la condition au bord satisfaite par u0

Proposition 3.2.2. La fonction limite dans (3.36) satisfait

(3.64) u0 ∈ L2(0, T ;H1
0 (ω2)) p.p. X1 ∈ ω1.

Preuve. On sait d’un coté grâce au théorème 3.2.1 que uε ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), on déduit grâce au

théorème de Fubini que

(3.65) uε ∈ L2(0, T ;H1
0 (ω2)) p.p.X1 ∈ ω1.

D’un autre coté, réécrivant la dernière convergence dans (3.50) comme suit

t∫
0

∫
ω1

∫
ω2

λ|∇X2(uε − u0)|2 dX2 dX1 ds =

∫
ω1

t∫
0

∫
ω2

λ|∇X2(uε − u0)|2 dX2 ds dX1 → 0.

On en déduit donc grâce à la réciproque de la convergence dominée de Lebesgue que

(3.66) λ(X1)

t∫
0

∫
ω2

|∇X2(uε − u0)|2 dX2 ds→ 0. p.p.X1 ∈ ω1.

Comme

t∫
0

∫
ω2

| ∇X2v|2 dX2 ds est une norme sur L2(0, T ;H1
0 (ω2)) et λ > 0 sur ω1 on en déduit

de (3.65) et (3.66) que

(3.67) u0 ∈ L2(0, T ;H1
0 (ω2)) p.p. X1 ∈ ω1.

Ce qui achève la preuve de la proposition 3.2.2 .

On précise maintenant l’espace de u′0, ceci fera l’objet de la proposition suivante
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3.2. Preuve du théorème d’existence

Proposition 3.2.3. On a

(3.68) u′0 ∈ L2(0, T ;H−1(ω2)).

Preuve. Réécrivons l’équation (3.63) avec v = θ(t)ψ(x2) tels que θ ∈ D(0, T ), ψ ∈ H1
0 (ω2) on

obtient

−
t∫

0

(u0, ψ)L2(ω2)θ
′ ds+

t∫
0

∫
ω2

A∇X2u0∇X2ψθ dX2 ds =

t∫
0

∫
ω2

ψθ

∫
ω1

a(t, x, u0) dX1 dX2 ds+

t∫
0

∫
ω2

fψθ dX2 ds.

Qu’on peut réécrire comme suit
t∫

0

〈u′0, ψ〉θ ds =

t∫
0

∫
ω2

(

∫
ω1

a(t, x, u0) dX1+f)ψθ dX2 ds−
t∫

0

∫
ω2

A∇X2u0∇X2ψθ dX2 ds p.p.X1 ∈ ω1.

On peut donc déduire que

u′0 = f +

∫
ω1

a(t, x, u0) dX1 +∇X2(A∇X2u0) dans D′(0, T × ω2).

Comme u0 ∈ L2(0, T ;H1
0 (ω2)), on a donc

u′0 ∈ L2(0, T ;H−1(ω2)) p.p. X1 ∈ ω1.

Condition initiale

Maintenant, dans le but de montrer la convergence de la condition initiale uε(0) vers u0, on a

besoin du lemme suivant

Lemme 3.2.7. Pour v ∈ H1
0 (Ω), les fonctions

(3.69) t 7→
∫
Ω

uεv dx, t 7→
∫
Ω

u0v dx,

sont dans H1(0, T ) et à une sous suite près on a

(i)
∫
Ω

uεv dx→
∫
Ω

u0v dx dans L2(0, T ), C(0, T ),

(ii)
∫
Ω

uεv dx ⇀

∫
Ω

u0v dx dans H1(0, T ).

Preuve. Dans ce lemme (., .) désigne le produit scalaire dans L2(Ω). Réécrivons l’équation (3.10)

comme suit

(3.70)
d

dt
(uε, v) +

∫
Ω

ε2∇X1uε∇X1v dx+

∫
Ω

ε2∇X2uε∇X2v dx+

∫
Ω

A∇X2uε∇X2v dx

=

∫
Ω

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1v dx+

∫
Ω

fv dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).
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3.2. Preuve du théorème d’existence

Tenons compte de (3.2) et (3.6)

| d
dt

(uε, v)| ≤ (C1|ω1|+ C2|ω1||u|L2(Ω) + | f |L2(Ω))|v|L2(Ω) + |ε∇x1uε|L2(Ω)|∇x1v|L2(Ω)

+(|ε∇x2uε|L2(Ω) + |λ1/2∇x2uε|L2(Ω))|∇x2v|L2(Ω)

≤
(
C1|ω1|+ C2|ω1||u|2L2(Ω) + | f |L2(Ω) + |ε∇x1uε|L2(Ω) + |ε∇x2uε|L2(Ω)

+|λ1/2∇x2uε|L2(Ω)

)
| v|H1

0 (Ω).

En prenant le carré des deux cotés et en intégrant sur (0, T ) il vient que

t∫
0

| d
dt

(uε, v)|2 ds ≤ C| v|2L2(Ω){K2
1 +K2

2 |u|L2(QT ) + | f |L2(QT ) + | ε∇x1uε|L2(QT )

+ | ε∇x2uε|L2(QT ) + |λ1/2∇x2uε|L2(QT )}.

En utilisant (3.4), (3.31) et (3.32) on en déduit que

(3.71)
d

dt
(uε, v) ∈ L2(0, T ).

D’un autre coté on a grâce à Cauchy Schwarz

(3.72) | (uε, v)| ≤ |uε|L2(Ω)| v|L2(Ω).

En prenant le carré des deux cotés et en intégrant sur (0,T) on obtient

(3.73)

t∫
0

(uε, v)2 ds ≤ | v|L2(Ω)|uε|H1
0 (QT ).

En tenant compte de (3.31) on obtient

(3.74) (uε, v) ∈ L2(0, T ).

Il existe donc une constante D indépendante de ε telle que

(3.75) | (uε, v)|H1(0,T ) ≤ D.

Par conséquent il existe une sous suite de (uε) telle que

(3.76) (uε, v) ⇀ Lv dans H1(0, T ).

et

(3.77) (uε, v)→ Lv dans L2(0, T ) et C(0, T ).
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On a d’un coté de (3.77) pour ϕ ∈ D(0, T )

(3.78)

t∫
0

(uε, v)ϕds→
t∫

0

Lvϕds.

D’un autre coté on a grâce à (3.36)

(3.79)

t∫
0

(uε, v) ds =

t∫
0

∫
Ω

uεvϕ dx ds→
t∫

0

∫
Ω

u0vϕ dx ds =

t∫
0

(u0, v)ϕds.

De (3.78) et (3.79) on déduit que

(3.80) Lv = (u0, v)

Et par unicité de la limite les convergences (3.76) et (3.77) ont lieu pour toute la suite uε.

Ce qui achève la preuve du lemme 3.2.7.

Lemme 3.2.8. La fonction limite dans (3.36) satisfait la condition initiale suivante

(3.81) u0(0, .) = u0.

Preuve. Pour v ∈ H1
0 (Ω), on a quand ε→ 0∫

Ω

u0v dx =

∫
Ω

uε(0, x)v dx→
∫
Ω

u0(0, x)v dx.

En utilisant le lemme (3.2.7)

(3.82)
∫
Ω

u0v dx =

∫
Ω

u0(0, x)v dx ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Par densité de H1
0 (Ω) dans L2(Ω) l’égalité est satisfaite pour tout v ∈ L2(Ω), finalement on a

(3.83) u0(0, .) = u0 dans Ω.

Ce qui achève la démonstration du lemme 3.2.8

3.3 Amélioration des poids

De la section précédente on sait que le problème (3.7) admet une solution faible dans l’espace

L2
λ(ω1;L2(0, T ;H1

0 (ω2))). Les convergences (3.50) du lemme 3.2.5 suggèrent une amélioration

des poids et par conséquent l’amélioration de l’espace d’existence. Ceci fera l’objet du théorème

suivant
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3.3. Amélioration des poids

Théorème 3.3.1. Soit u0 solution du problème (3.7) et uε solution du problème (3.9). Sous les

hypothèses du théorème 3.1.1, on a les convergences fortes suivantes :

(3.84)

λ1/2uε → λ1/2u0, ε∇X1uε → 0, ε∇X2uε → 0, λ1/2∇X2uε → λ1/2∇X2u0, dans L2(QT ),

(3.85) u′ε → u′0 dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

De plus, u0 satisfait

(3.86)



u0 ∈ L2(QT ) ∩ L2
λ1/2

(ω1;L2(0, T ;H1
0 (ω2))) ∩ C([0, T [;L2(ω2)),

u′0(., X1, .) ∈ L2(0, T ;H−1(ω2)),

u0(0, X1, .) = u0(X1, .) dans ω2,

〈u′0, v〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) +

∫
Ω

A∇X2u0∇X2v dx =

∫
Ω

∫
ω1

a(t, x, u0)v dX1 dx+

∫
Ω

fv dx,

∀v ∈ H1
0 (Ω), p.p. t ∈ [0, T [.

Démonstration. Dans toute la preuve 〈., .〉 désigne le crochet de dualité entre H−1(Ω) et H1
0 (Ω).

On pose

(3.87) Iε :=

∫
QT

| ε∇X1uε|2 dxdt+

∫
QT

| ε∇X2uε|2 dxdt+

∫
QT

A∇X2(uε−u0).∇X2(uε−u0) dxdt.

Nous montrons dans la suite que Iε → 0 quand ε→ 0. Pour cela développons Iε, on obtient

Iε =

∫
QT

| ε∇X1uε|2 dxdt+
∫
QT

| ε∇X2uε|2 dxdt+
∫
QT

A∇X2uε.∇X2uε dxdt+

∫
QT

A∇X2u0.∇X2u0 dxdt

−
∫
QT

A∇X2uε.∇X2u0 dxdt−
∫
QT

A∇X2u0.∇X2uε dxdt.

Par ailleurs, utilisons l’équation (3.63) on obtient

Iε = −
t∫

0

〈u′ε, uε〉 ds+
∫
QT

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1uε dxdt+

∫
QT

fuε dxdt−
t∫

0

〈u′0, u0〉 ds+
∫
QT

∫
ω1

a(t, x, u0) dX1u0 dxdt

+

∫
QT

fu0 dxdt−
∫
QT

A∇X2uε.∇X2u0 dxdt−
∫
QT

A∇X2u0.∇X2uε dxdt.

Maintenant soit (φk) ⊂ D(Ω), k ∈ N une suite de fonctions régulières indépendante de t qu’on

80



3.3. Amélioration des poids

précisera ultérieurement, on a

t∫
0

〈u′ε, uε〉 ds =

t∫
0

〈(uε − φk)′, (uε − φk)〉 ds+

t∫
0

〈φ′k, uε − φk〉 ds+

t∫
0

〈u′ε, φk〉 ds

=
1

2
|uε − φk|22,Ω(T )− 1

2
|u0 − φk|22,Ω +

t∫
0

〈u′ε, φk〉 ds

Revenant à ( 3.87) et posons

Rε := Iε +
1

2
|uε − φk|22,Ω(T )

=
1

2
|u0 − φk|22,Ω +

∫
QT

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1uε dxdt+

∫
QT

fuε dxdt−
t∫

0

〈u′ε, φk〉 ds

−
∫
QT

A∇X2uε.∇X2u0 dxdt−
∫
QT

A∇X2u0.∇X2uε dxdt.

Noter qu’on a

−
∫
QT

A∇X2uε.∇X2u0 dxdt−
∫
QT

A∇X2u0.∇X2uε dxdt

= −
∫
QT

A

λ1/2
λ1/2∇X2uε.∇X2u0 dxdt−

∫
QT

A

λ1/2
∇X2u0.λ

1/2∇X2uε dxdt.

En utilisant (3.36) on a quand ε→ 0

−
∫
QT

A

λ1/2
λ1/2∇X2uε.∇X2u0 dxdt−

∫
QT

A

λ1/2
∇X2u0.λ

1/2∇X2uε dxdt.

→ −
∫
QT

A

λ1/2
λ1/2∇X2u0.∇X2u0 dxdt−

∫
QT

A

λ1/2
∇X2u0.λ

1/2∇X2u0 dxdt.

= −
∫
QT

A∇X2uε.∇X2u0 dxdt−
∫
QT

A∇X2u0.∇X2uε dxdt.
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Grâce à (3.36) et (3.60) on a

lim
ε→0
Rε =

1

2
|u0 − φk|22,Ω −

t∫
0

〈u′0, φk〉 ds+

∫
QT

∫
ω1

a(t, x, u0) dX1u0 dxdt+

∫
QT

fu0 dxdt

−2

∫
QT

A∇X2u0.∇X2u0 dxdt.

=
1

2
|u0 − φk|22,Ω −

t∫
0

〈u′0, φk〉 ds+

t∫
0

〈u′0, u0〉 ds

=
1

2
|u0 − φk|22,Ω +

t∫
0

〈(u0 − φk)′, u0 − φk〉 ds

=
1

2
|u0 − φk|22,Ω +

1

2
|u0 − φk|22,Ω(T )− 1

2
|u0 − φk|22,Ω

=
1

2
|u0 − φk|22,Ω(T ).

On choisit φk tel que

φk → ũ(T ) dans L2(QT ),

on déduit que

0 ≤ lim sup
ε→0

Rε ≤ 0.

Donc

Rε → 0 quand ε→ 0,

et par coercivité on a∫
QT

| ε∇X1uε|2 dxdt+

∫
QT

| ε∇X2uε|2 dxdt+

∫
QT

∇X2(λ
1/2uε − u0).∇X2(λ

1/2uε − u0) dxdt ≤ Rε,

il s’en suit que

ε∇X1uε → 0, ε∇X2uε → 0, λ1/2∇X2uε → λ1/2∇X2u0 dans L2(QT ),

Il est question maintenant de montrer que u′ε → u′0 dans L2(0, T ;H−1(Ω)), pour cela on a

〈u′ε − u′0, v〉 =

∫
Ω

∫
ω1

a(t, x, uε) dX1 −
∫
ω1

a(t, x, u0) dX1

 v dx
−

∫
Ω

ε2∇X1uε · ∇X1v dx−
∫
Ω

ε2∇X2uε · ∇X2v dx

−
∫
Ω

(A∇X2uε − A∇X2u0) · ∇X1v dx
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Utilisons l’inégalité de Cauchy Schwarz

〈u′ε − u′0, v〉 ≤ |
∫
ω1

a(t, x, uε) dX1 −
∫
ω1

a(t, x, u0) dX1|L2(Ω)| v|L2(Ω)

+ | ε∇X1uε|L2(Ω)| ∇X1v|L2(Ω) + | ε∇X2uε|L2(Ω)| ∇X2v|L2(Ω)

+ |λ∇X2uε − λ∇X2u0|L2(Ω)| ∇X1v|L2(Ω)

≤ (|
∫
ω1

a(t, x, uε) dX1 −
∫
ω1

a(t, x, u0) dX1|L2(Ω)

+ | ε∇X1uε|L2(Ω) + | ε∇X2uε|L2(Ω) + |λ∇X2uε − λ∇X2u0|L2(Ω))|v|H1(Ω),

pour tout v ∈ H1
0 (Ω). Ce qui implique que

|u′ε − u′0|H−1(Ω) ≤ |
∫
ω1

a(t, x, uε) dX1 −
∫
ω1

a(t, x, u0) dX1|L2(Ω)

+ | ε∇X1uε|L2(Ω) + | ε∇X2uε|L2(Ω) + |λ∇X2uε − λ∇X2u0|L2(Ω).

On intègre sur (0, T ), on fait tendre ε → 0 et tenant compte de (3.50), (3.60) et (3.84) on déduit

que

|u′ε − u′0|L2(0,T ;H−1(Ω)) → 0.

Ce qui achève la preuve du théorème 3.3.1

Remarque 3.3.1. On peut avoir les mêmes résultats des théorèmes (3.1.1) et (3.3.1) si on suppose

que le terme non linéaire a est borné, c’est à dire C2 = 0 dans (3.6). On suppose dans ce cas que

les données initiales f et u0 sont seulement dans L2(Ω) au lieu de L∞(Ω).
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CHAPITRE 4

Conclusion générale et Perspectives

Ce travail de recherche m’a permis de découvrir le domaine des perturbations singulières et en

particulier les perturbations singulières anisotropes. de maitriser certaines techniques. Il m’a per-

mis aussi d’approfondir dans les subtilités des convergences et de renforcer mes connaissances

dans les outils de l’analyse fonctionnelle liés au sujet.

Dans cette thèse nous avons étudié des modèles mathématiques issus de l’équation de Boltzmann

modélisant la diffusion des neutrons dans un réacteur nucléaire.

Les problèmes dont nous avons traité sont des EDP intégro-différentielles non linéaires aniso-

tropes de type dégénéré.

Nous avons traité le cas stationnaire et le cas d’évolution et pour chacun des cas nous avons utilisé

la méthode des perturbations singulières pour montrer l’existence de solutions dans un espace de

Sobolev à poids.

Les perspectives de ce travail sont multiples, citons à titre d’exemple :

– Traiter différentes formes de non-linéarités. En effet dans cette thèse nous avons traité deux

formes du termes non linéaire qui sont∫
ω1

a(t, x, u) dX1.

Et ∫
ω1

a(x, u,∇X2u) dX1 −∇X2 ·
∫
ω1

a(x,X ′1, λ
ku(X ′1, X2)) dX ′1.

Il sera intéressant de voir par exemple des termes non linéaires de la forme

a(t, x

∫
ω1

u dX1).
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4. Conclusion générale et Perspectives∫
ω1

a(X ′1, X1, X2, u(X ′1, X2)) dX ′1, où a(X ′1, X1, X2, u(X ′1, X2)) = b(X ′1, X2, r)c(X1).

– Voir le cas où la dégénérescence est à l’intérieur du domaine au lieu à la frontière. Dans les

problèmes que nous avons traité dans cette thèse λ s’annule près de la frontière ∂Ω, il sera

envisageable de voir le cas où λ s’annule sur Ω′ ⊂⊂ Ω.

– Traiter le cas où les hypothèses sur les conditions initiales et au bord sont plus faibles.
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