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Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons a la résolution d’une classe de problemes intégro-
différentielles semilinéaires de type anisotrope et dégénéré avec des conditions de Dirichlet ho-
mogenes sur le bord. Malgré que la différentiation est prise dans seulement quelques directions, il
ne sera pas possible de voir ces problemes comme paramétrés par le reste des coordonnées vu la
présence du terme non local. Nous établissons 1’existence de solutions faibles dans un espace de
Sobolev a poids en utilisant une méthode de perturbations singulieres comme une voie naturelle
de régularisation. Chaque probleme obtenu apres perturbation est semi-linéaire classique et non
local. La limite des sous suites des solutions du probleme perturbé sont solutions du probleme
initiale. Nous proposons quelques améliorations concernant 1’espace d’existence de solutions et
les résultats de convergences dépendant du poids. Le travail donne une idée sur 1’étude des pertur-
bations singulieres anisotrope dans le cadre des espaces de Sobolev a poids. anisotropes dans les
espaces a poids.

Mots clés. Equations elliptiques, semilinéaires, dégénérés, paraboliques, anisotropes, problemes

integro-differentiels, perturbations singulieres, comportement asymptotique.
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Notations

w1

W2

Q=w; X wsy

X1 < wl,XQ € Woy

o0}

L=(9)

Lie(€)

ouvert borné de RP, p entier positif.

ouvert borné de R" P, n entier positif.

ouvert borné de R".

X1 = (21, s )y Xo = (Tpi1, ooy Tnp).

bord de (2.

mesure de €.

{u: Q — R, umesurable et | u|?> € L'(Q)}.

{u=(u1,...,un),u; € L*(N),1 < i< n}.

{u: Q — R, u mesurable et 3C' € R, telle que |u(x)| < C p.p.x € Q}.
{u:Q—Ruk e L*(Q) VK C Q compact}.

{u: Q — R, u continue}.

Espace des fonctions indéfiniment différentiables a support compact dans (2.

Espace des distributions sur €2, dual de D((2).



Hi () fermeture de D(£2) dans H'().
H Q) dual de H}(Q).

oo (Q) {u € L=(Q),d,ue L¥(Q),1<i<nb.

T
1/2
POTHY®) (w0 T HY@ avee ([ 1) [y dt) < o0
0
L*(0,T; H1(Q)) dual topologique de L*(0,T; HL(Q)) .

L>(0,T5L*(Q)  {u:[0,T] — L*(Q) tel que supess {|| u(t) ||r2@q)} < oo}
0<t<T

| .| e norme dans L”.
P

Ax,u Z 92 u.

i=1

n—p
Ax,u Z 02 u.

i=1
Vx, Vx, = (0yu,...,0,,u)" (gradient par rapport a X7).
Vx, Vx5 (0sy 1 Us .., O, u)T (gradient par rapport a X5).
(.,.) crochet de dualité.
(., )2 produit scalaire dans L.

suppu support de u.



Introduction générale

La motivation de ce travail remonte a I’équation de Boltzmann modélisant la distribution neu-
tronique dans un réacteur nucléaire gouvernée par une equation aux dérivées partielle du premier

ordre, hyperbolique et donnée par

1 A A A A A
(1) =y (1,8, B, 1) + Q- VY (784 B t) + o7, E) ¢ (7,8, B t) = q(7, Q, B 1),

v
ou t désigne le temps, 7~ est la position spatiale du neutron, () sa direction, E représente 1’énergie, v
est la vitesse du faisceau des neutrons dans la direction de ), Ww(r, Q, E,t) est le flux angulaire du
neutron et o (7, E) représente la section efficace macroscopique. Le symbole V dénote 1’opérateur

gradient par rapport a la la variable 7 et ¢(7, O F ,1) est le terme source vérifiant

QZQf+Qez+QSa

ou gy est le terme de fission, g., représente la source extérieure et
4s(7, 0, B, t) = /dE’ / AV (7, E — E QY- Q t)(7, Y, B, t),
0 oL

ou o, est la section efficace microscopique.

Dans un premier temps on examine le cas stationnaire, en faisant les hypotheses suivantes : vitesse
constante, absence de matériaux fissiles (ceci veut dire que gy = 0), faisceau monoénergitique
(c’est a dire I’énergie est constante). On considere le cas ou la diffusion a travers la section efficace
microscopique est isotrope ce qui se traduit par o, = o4(r).

Tenant compte des simplifications précédentes g, devient

0= 0.(r) [ wlr0)
Q
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Remplagant dans (1), on obtient I’équation de Boltzmann simplifiée suivante

2) Q- VY (F.Q) + o (F(7, Q) — 0,(F)(7) = (7. ),

ol ¢(7) = [ U(7, Q dSY est le flux scalaire et s(7, Q) est le terme de source extérieure.

On applique la méthode dite de Vladimirov a 1’équation (2) qui consiste a examiner 1’équation
vérifiée par la partie positive du flux angulaire ¢). Pour plus de détails sur 1’application de la
méthode de Vladimirov voir [6, 12, 16] et leurs références. On considere pour cela les parties

positive et négative de 1 (7, ) :

Par suite

et le flux scalaire s’écrit

grace au fait

puisque 1/~ est impaire et le domaine d’intégration étant symétrique (domaine angulaire).

On réécrit I’équation (2) en remplagant Q par —(, on obtient

3) = Q- VY(F. =) + o (AY(7, =) — 0,(M(7) = (7, —).
En faisant la somme de (2) et (3) on obtient

) Q- VY (7,Q) + o (MY (7, Q) — 0,(Mb(F) = s7(7, ),
Et par différence, on a

5) Q.VYH (7, Q) + o(r)= (7, Q) = s~ (7, Q).

Ou les termes s et s~ sont donnés par



TABLE DES MATIERES

et

s™(7,Q) = %(s(ﬁ Q) — s(7, —Q)).

On écrit ¥~ (7, ) en fonction de ¥ (7, ), a partir de (5) on a alors :

1

o(r)

(6) (7, Q) =

{s—(f, Q) — Q. V(7 Q)], () # 0.

Par substitution dans (4), on obtient I’équation suivante vérifiée par )+

7 —Q- v(a(lﬁfz.vw(f, Q)) + o (At (7, Q)
= 0,(T 7 Q) dQ + sT(F, € —AVS_(F’Q)
— S(*)/w(,gz)dgm (7, Q) — Q. o

L’équation (7) est une équation aux dérivées partielles du second ordre en 7~ avec un terme non
local donné par I’intégrale sur le domaine angulaire.

Motivé par le modele précédent, nous nous intéressons, dans notre travail, a I’étude d’une classe
de problemes intégro-différentiels de type anisotrope dégénéré qui englobe (7). Plus précisément,
on considere les problemes aux limites de la forme suivante

Le cas stationnaire

®) { V., (AV.u) = I(u)  dans O,

w(Xy,.) =0 surdwy p.p.X; € wy,
Le cas d’évolution

Ut — Vi, - (AVyu) = (u) dans |0, T[xQ,
9) u(t,Xy,.) =0 sur Ows, p.p.t,X; € [0,T[Xwr,
uw(0,z) =u® dans Q.

Ou ) = w; X wsy, wy un ouvert borné de R? et w, dans R™P (€2 peut étre un ouvert borné de
R™ plus général), x = (X1, X2) € wy X wa, [(u) est un terme non local et non linéaire et A est
une matrice définie positive (qui peut s’annuler sur une partie du domaine). Par exemple, dans

I’équation (7)
1

U(Xz)‘

~

A=Q O =

- X7,

qui dégénere pour X; = 0.

Noter que les problemes (8) et (9) considérés ci dessus sont plus proches du modele réel que celui
qui est étudié dans [6] vu qu’il tienne compte du caractere dégénéré de 1’équation.

On étudie pour chacun de ces problemes I’existence des solutions. Pour cela on utilise la méthode
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des perturbations singulieres anisotropes développée dans [1,3—10] en introduisant une suite de
problemes perturbés (P.), ol ¢ > 0 est un nombre destiné a tendre vers zero. En utilisant des
résultats de 1’analyse fonctionnelle et le théoreme du point fixe, on montre I’existence d’une suite
de solutions classiques (u.). qui a pour limite, dans des espaces de Sobolev a poids appropriés,
une solution pour chacun des problemes étudiés.

Comme I’existence et la convergence seront envisagées dans le cadre des espaces de Sobolev a
poids, on se donne I’ objectif d’optimiser les poids dans le sens d’avoir la puissance minimale pos-
sible de ces derniers.

Les difficultés de ce travail sont diies essentiellement aux termes non locaux et non linéaires ainsi
qu’au passage a la limite en €. Pour contourner ces difficultés on utilise entre autres des techniques
établies dans [3—10] ainsi qu’un résultat de compacité de Lions [14].

Le manuscrit est organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré a la présentation de la méthode des perturbations singulieres ani-
sotropes. Nous examinerons un probleme modele présenté par Chipot et Guesmia dans [2].

Dans le deuxieme chapitre on étudie le probleme stationnaire (8) dans lequel on traite deux cas :
dans le premier cas on considere un terme non local simplifié pour mieux percevoir les difficul-
tés dlies a la dégénérescence et 1’anisotropie de I’opérateur ; dans le deuxieme cas on considere
un terme non local assez général. on suivra dans les deux cas la méthode expliquée plus haut.
En particulier, pour pouvoir identifier la limite dans les termes non linéaires dans les problemes
approchés on établit des convergences fortes qui serviront également a améliorer les poids consi-
dérés.

Le troisieme chapitre est consacré a 1I’étude du cas d’évolution (9). Dans cette partie, on généralise
le procédé utilisé dans le chapitre précédent au cas des problémes d’évolution, en considérant des
espaces de Sobolev a poids plus appropri€s et en tenant compte de certaines propriétés caractéris-
tiques des problemes paraboliques comme 1’effet régularisant entre autres.

On acheve le manuscrit par une conclusion dans laquelle on résume et on évalue les résultats

obtenus et on donne quelques perspectives pour completer ce travail.



CHAPITRE 1

Rappels mathématiques et généralités sur les perturbations

singulieres anisotropes

Le but de ce chapitre est de rappeler dans un premier lieu les principaux outils mathématiques
utilisés dans ce travail et dans un second lieu présenter les méthodes de perturbations singulieres

et de perturbations singulieres anisotropes a travers des exemples élémentaires.

1.1 Rappels mathématiques

Dans cette section on présente une nomenclature d’outils mathématiques utilisés dans ce travail.

1.1.1 Quelques inégalités

On rappelle quelques inégalités utilisées fréquemment dans ce travail, notamment dans 1’étude des

estimations a priori.

Proposition 1.1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz). Soient u et v des fonctions dans L?((2). Alors
le produit uwv est dans L'(2) eton a:
| uv ’Ll(Q) S | u|L2(Q)| U’LQ(Q)‘
Proposition 1.1.2. (Inégalité de Young) Soit 1 < p,q < oo, i + % =1leta,b> 0. Alors
a? bl

ab < —+ —.
p q

Proposition 1.1.3. (Inégalité de Poincaré) Soit 2 un ouvert borné de classe C'*. Pour 1 < p < oo

il existe une constante C' = C'(€2, p) telle que

| u| o) < C(Q,p)| Vulrr) Yue Wol’p(Q).



1.1. Rappels mathématiques

Proposition 1.1.4. (Inégalité de Gronwall)
Forme différentielle. Soit 7)(.) une fonction positive, absolument continue sur [0, 7'] satisfaisant
pour presque tout t, I’'inégalité

' (t) < o(t)n(t) + (1),

avec ¢ et 1) deux fonctions positives, intégrables sur [0, T']. Alors

t
) < RO (0) 4 [ os)as]
0
Forme intégrale. Soit &(.) une fonction positive, intégrable sur [0, T'] qui satisfait presque partout
I’inégalité
t
f(t) < Cl /f(S)dS + Cg,

0

avec (', Cy deux constantes positives. Alors
E(t) < Cy(1 + Cite) pour 0 < t < T.

En particulier, si

£(t) < Cv [ &(s)ds,
/
alors

£(t) =0p.p.

1.1.2 Théorémes

Dans cette section on rappelle les principaux théoremes utilisés dans ce travail

Théoreme de la convergence dominée de Lebesgue

Le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue constitue dans ce travail un outil fondamen-

tal pour montrer certaines convergences importantes.

Théoreme 1.1.1. Soit 2 un ouvert de R™, f une fonction dans L?(£2) et ( f,,) une suite de fonctions

a valeurs réelles dans L?(£2) tel que pour tout n
fo= [ DD
Supposons qu’il existe une fonction g dans L”(€2) a valeurs réelles, positive telle que :

| fal <g pp

6



1.1. Rappels mathématiques

Alorsona:

/|fn—f|pdx—>0.
Q

Théoreme de la réciproque de la convergence dominée de Lebesgue

La réciproque du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue représente dans ce travail un

outil technique tres utile.

Théoreme 1.1.2. Soit 2 un ouvert de R”, soit (f,,) une suite de LP(2) et soit f € LP(1Q) telle que

| fo — flzr) — 0. Alors il existe une sous suite ( f,, ) et une fonction i € LP(2) tel que

~ fu(®) = f(x) p.p. dans ,
= | fur ()] < h(z), VK, p.p. dans S2.

Théoreme de Fubini

Ce théoreme représente un outil pratique, il permet d’intervertir les intégrales dans certain cas.

Théoréme 1.1.3. Soit f une fonction définie sur w; x wy. Supposant que f € L (w; X wo). Alors

f(l'l, ) S Ll((.UQ) p.p. 1 € Wy, /f(.flfl, ) dZL’Q € Ll(wl).

w2

De fagon similaire on a

f(,x9) € LYw1) p.p. 79 € wo, /f(.,:vz) dry € L' (ws).

w1

/(Zfdxg)dxl:/<!fdx1>dx2:/ /  dzydas.

w1 w2 w1 Xw2

De plus on a

Théoréme du point fixe de Schauder

Le théoreme du point fixe de Schauder est utilisé dans ce travail pour montrer 1’existence de

solutions pour certaines familles de problemes non linéaires.

Théoreme 1.1.4. Soit B un espace de Banach et K un fermé, convexe de B. Soit F' une application
continue de K dans lui méme telle que F'(K) est relativement compact alors F' admet un point

fixe.



1.1. Rappels mathématiques

Théoreéme de compacité d’Aubin

Ce résultat est utilisé dans ce travail pour obtenir certaines convergences importantes.

Théoreme 1.1.5. Soit By, B, B; trois espaces de Banach tel qu’on a

1. L’inclusion algébrique et topologique suivante :

ByCc BC B
2. Les espaces B; réflexifs 1 = 1, 2.
3. L’injection By — B est compacte.
Soit W I’espace défini par
W =A{u/u e L”(0,T; By),u" = Z—:: € LP(0,T; By)}.

Alors pour 1 < p; < 00,7 =0, 1, I'injection de W dans LP°(0,T’; B) est compacte.

Théoreme de Rellich-Kondrachov

Tout comme le théoreme précédent, ce théoreme nous sert a conclure des convergences fortes dans

le cas elliptique.

Théoréme 1.1.6. Soit Q un ouvert borné de R™ avec 0N de classe C*. On suppose que 1 < p < n,

alors :
WP(Q) — LY@,
compac
pour tout g tel que 1 < q < p* o p* = n”__f';

Densité de I’espace D(w;) X D(w,) dans D(w; X wy)
Le théoreéme suivant donne une justification de certain choix de fonctions test.

Théoreme 1.1.7. Soit ), wy, wy des ouverts de R™, RP, R" 7P tels que ) = wy X ws. Le sous sous

espace vectoriel D(wq) x D(ws) est dense dans D(w; X ws).

1.1.3 Définitions

Dans ce paragraphe on donne quelques définitions de modes de convergences.



1.1. Rappels mathématiques

Définition 1.1.1. (Convergence forte dans L?). Soit 2 un ouvert de R™ et (u,) une suite de

fonctions de LP(Q)) et u € LP(2). On dit que (u,,) converge vers u dans LP(Q2), 1 <p < ocosi:

lim |u, —u| = 0.
n—oo

Définition 1.1.2. (Convergence faible dans L”). Soit 2 un ouvert de R", (u,,) une suite de fonc-
tions de LP(Q) etu € LP(Q2) 1 < p < oo.

1. Sip <1 < o0, on dit que (u,,) converge faiblement vers u dans LP(£2) et on note u,, — u si

/u,wdx—)/uvdx,
Q

Q
pour tout v € L7(2) ol 213 + é = 1.
2. Si p = oo on dit que (u,) converge faiblement * vers u dans L>(Q) et on note u,, — u si

/unvdx—> /uvdx,
Q

Q

pour tout v € L'(12).

Définition 1.1.3. (Convergence dans I’espace L”(Q2)"). Soit Q un ouvert, (u,) = (ul,...,u")

n» "t 'n

une suite de fonctions de LP(Q)" et u = (u', ..., u" ) une fonction de L?(Q)™ . On dit que le suite

(u,) converge vers u dans LP(€) si :
u' — u'dans LP(Q) i=1,..,n.

Définition 1.1.4. (Fonction Caratheodory). Soient €21, 25 deux ouvert de R", (1, x2) € €3 X Q.
Soit f une fonction définie sur €2; x {25. On dit que f est une fonction Caratheodory si elle est

mesurable par rapport a x; et continue par rapport a zs.

Définition 1.1.5. (L’espace H '). Soit Q un ouvert de R™. L’espace H () est le dual de I’es-
pace H} (Q).

Caractérisation des éléments de H !

Ce théoréme est utilisé pour montrer qu’un élément f est dans H~'.

Théoréme 1.1.8. Soir Q un ouvert de R™ et f € H'(Q). Il existe des fonctions f°, f', ..., f*

dans L*(Q) telles que

(1.1) (fo)a—v@.mi@ = /fOU + Zfivl- dr v e Hy(Q).
A i=1



1.1. Rappels mathématiques

1.1.4 Existence et unicité de I’équation de Laplace

Soit €2 un ouvert borné de R" et f une fonction telle que

(1.2) f e L*9Q).
On considere le probleéme aux limites suivant

—Au = f dans ),
(1.3)
u=0 sur Jf2.

L’étude du probleme (1.3) par I’approche variationnelle consiste a introduire le probleme varia-

tionnel suivant

(1.4) Trouver u € Hy(S2) tel que /Vqu dzx = /fv dx Vv € Hy ().
Q Q
Théoréme 1.1.9. Sous ’hypothese (1.2) il existe un unique v € Hj (£2) solution de (1.4). De plus
u vérifie
—Au=f pp.Q,
et
u € H*(R).

Pour les preuves voir [18].

1.1.5 Existence et unicité de I’équation de la chaleur

Soit € un ouvert borné de R" et Q7 = (0,7") x £ ou T est un temps final 7" > 0.

Soit f et uy deux fonctions telles que
(15) f € LQ(QT), Uy € LQ(Q)
On considere le probleme aux limites suivant

v — Au=f dans Qr,
(1.6) u=20 sur [0, 7] x 012,
u(0,.) =ug dans .

Théoreéme 1.1.10. Sous les hypotheses (1.5) I’équation de la chaleur (1.6) admet une unique
solution u € L*(]0.T[, H}(Q2)) N C(J0.T[, L*(Q)) et € L*(J0.T[, H'(Q)).

Pour les preuves voir [18].
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1.2. Généralités sur les perturbations singuliéres anisotropes

1.2 Généralités sur les perturbations singulieres anisotropes

Avant de présenter la méthode de perturbations singulieres anisotropes qui représente la méthode
de résolution des problemes étudiés dans ce travail et pour mieux comprendre cette derniere on

commence par présenter la méthode de perturbations singulieres.

1.2.1 Principe de la méthode des perturbations singuliéres

Cette théorie est développée pour étudier les problemes dont les vitesses de diffusion sont tres
petites. Elle s’intéresse principalement a I’étude du comportement asymptotique de la solution de
tels problemes quand la vitesse de diffusion s’approche de 0.

Dans ce paragraphe, on va présenter la méthode sur un exemple classique (voir [2, 13, 14])

Un probleme modéle de perturbation singuliére

Soit 2 un ouvert borné de R™, f € H~1(2) et ¢ > 0 un paramétre petit destiné a tendre vers 0, on

considere u. la solution faible du probleme suivant

(17) { —eAu, +u. = f dans €,

u. € H ().

Le probleme (1.7) admet une solution unique, voir [2] Théoreme 4.1.
La question est donc de déterminer ce qui se passe quand € — 0, pour cela passant formellement

a la limite dans (1.7) on obtient
(1.8) ue — ug = f,

et ceci évidement pour une norme appropriée.
On peut tout de suite voir que si f ¢ Hj(€2) on ne peut pas avoir la convergence u. — f dans
Hy ().

Nous allons donner sans démonstration les principaux résultats

Théoreme 1.2.1. Soit u. la solution de (1.7).0n a alors

(1.9) ue — f  dans H(Q).

Théoréme 1.2.2. On suppose que f € L*(Q) alors si u. est la solution de (1.7) on a
(1.10) u. — f dans L*(Q).
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1.2. Généralités sur les perturbations singuliéres anisotropes

Théoréme 1.2.3. On suppose que f € LP(Q), 2 < p < +o0, alors si u. est la solution de (1.7)

ona
(1.11) u. € LP(Q), w. — f dans LP(Q).

Théoréme 1.2.4. On suppose que f € H} () alors si u. est la solution de (1.7) on a
(1.12) u. — f dans Hy(Q).

Pour les démonstrations on référe le lecteur a [2].

1.2.2 Perturbations singulieres anisotropes

Dans ce paragraphe on examine un probleme modele de perturbation singuliere anisotrope. Pour

simplifier soit ) = w; x w, un ouvert borné de R? et f une fonction telle que
(1.13) f e L*).

Soit € un nombre destiné a tendre vers 0. On considere le probleme suivant

—&20% u. — 0% u. = f dans Q,
(1.14) 1 2

u. = 0, sur Of).
La vitesse de diffusion étant tres petite seulement dans la direction de x4, le probleme (1.14) est
un probleme de perturbation singuliere anisotrope, en contraste avec les perturbations isotropes

par rapport a toutes les directions.

Noter que pour tout € > 0 fixé, il existe un unique u., solution faible du probleme (1.14) vérifiant :

U € H&(Q)7
(1.15) /528961@458“1) + Oy uOp,v dx = /f’U dr Vv € Hy(Q).
0

Q

La question qui se pose alors est de voir comment se comportent les solutions u. quand ¢ tend
vers 0.

Formellement, a la limite et si on dénote par v la limite de u. quand ¢ — 0, on a :

(1.16) /&M@wmz/nm Vv € Hy ().
Q Q

La forme bilinéaire du c6té gauche de (1.16) n’est pas coercive sur H} (). Par suite le probleme

(1.16) est mal posé.
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1.2. Généralités sur les perturbations singuliéres anisotropes

On peut procéder de la maniere suivante en considérant la variable x; € w; comme un parametre

et on suppose que :
(1.17) f(z1,.) € L*(w2) p.pxi € wi.
Il existe alors une unique solution uy = ug(x1,.) du probleme

uy € Hy(wa) p.p.a1 € wi,
(1.18) /@M@wm:/mmwm:WE%wﬁ

w2 w2

Noter que 1’existence et 1’unicité de la solution de (1.18) est une conséquence du théoréeme de

{/@ﬂym}

w2

Lax-Milgram puisque

est une norme sur H} (w,).

On souhaite maintenant montrer la convergence de la suite (u. ). dans un espace approprié.

Lemme 1.2.1. (Convergences faibles) Sous I’hypothése (1.13), la suite (u.) des solutions de
(1.14) vérifie quand £ — 0

(1.19) Ue — Uy,  Opytle — Opytlg, €0 ue — 0 dans L*(Q),

Preuve. On pose v = u. dans (1.15), on a, en utilisant 1’'inégalité de Cauchy-Schwartz dans le

second membre :

/82’8331U5|2dl’+/|8112U5|2dl’ S |f|L2(Q)|u5\L2(Q).
Q Q

En utilisant les inégalités de Poincaré et de Young on aura

C? 1
/52’ axluEP + | aﬂCQUEP dx < C' f|L2(Q)‘ 8xgus‘L2(Q) < 7‘ f’LQ(Q) + 5‘ 8562“’8‘[/2(9)'
Q

Ce qui donne
(1.20) Uz, |€0p,ue|, | Opyuc|, sont bornés dans L?(€2).

Par conséquent, il existe ug € L*(Q), u; € (L*(Q))? et uy € (L*(2))"? tel que, A une sous suite
pres, on a

U — Uy, €0y Uz — Uy, Ogyue — uy  dans L*(9).
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1.2. Généralités sur les perturbations singuliéres anisotropes

Comme la convergence dans L?(§2) implique la convergence dans D’(2) on peut donc identifier

uy et us, ce qui donne
Ue — g, 0p,u: — 0, Opue — Op,ug  dans L*(€).
On laisse ¢ tendre vers 0 dans (1.15), on aura alors

(1.21) /@Czuo - Op,vdr = /fv dx Yv e Hy ().
Q

Q

Ce qui acheve la preuve.

A ce stade 13, on ne sait pas encore si pour presque x; € w; on a
(1.22) up(w1,.) € Hy(wy).

Pour voir cela, nous aurons besoin que les convergences dans (1.19) soient des convergences fortes

dans L%(92), ce qui fera I’objet du lemme suivant :

Lemme 1.2.2. (Convergences fortes) Sous I’hypothese (1.13) on a :
(1.23) Ue — Uy,  Opylle — Opytlg, €0y ue — 0 dans L*(Q),
ot ug est la solution de (1.18).

Preuve. Posons

(1.24) I, = /628xlu5.8x1u5 dx + /8952(14E — Up).Opy (Ue — up) dx
Q Q

Développant I, et tenant compte de (1.15) écrite pour v = u. on aura

I, = /fus dx — 2/(912% - Op ue dx + /&EQUO + O, U diT.
Q Q Q
Passant a la limite on obtient

lim I, = /fuo dx — /azguo - Opyupdx =0
e—0
Q

Q
Ce qui donne

£0p,u: — 0,  Opyue — Opyug  dans L2(Q).

Utilisant 1’inégalité de Poincaré dans la direction de 25 on obtient
Ue — Ug.
Ce qui acheve la preuve.
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1.2. Généralités sur les perturbations singuliéres anisotropes

Condition au bord

La deuxieme convergence dans (1.23) peut s’écrire également

// ‘ axz(us - U0)|2d£ﬁ2dﬂ?1 — 0.

w1 wo
Ceci implique que

/ | Oy (e — o) Pdzy —> 0 p.p.xy € W1,
w2

Comme
{/|8x2v|2dx2}

est une norme sur H}(ws) et u.(zy,.) € Hj(ws) et par consequent
(1.25) up(wy,.) € Hy(wy),

pour presque tout xr; € w;y.
Tout ceci est a une sous suite pres. Maintenant comme le probleme (1.18) admet une unique
solution, les convergences (1.23) ont lieu pour toute la suite.

Par suite on a montré grace a la méthode des perturbations singuliere anisotrope le résultat suivant
Proposition 1.2.1. Le probleme (1.16) admet une solution ug vérifiant (1.25).

Nous nous proposons dans les chapitres suivants de généraliser cette méthode aux cas des pro-

blemes anisotropes dégénérés et non locaux.
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CHAPITRE 2

Etude du probleme stationnaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on souhaite utiliser la méthode de perturbations singulieres anisotropes pour la
résolution d’une classe de problemes intégro-différentiels elliptiques.
Soit = w; X wy un ouvert borné de R? x R"7? avec x = (X1, X3) ot X; € R?, X, € R"? On

considere la classe de problemes suivants

2.1) { —Vx,.(AVx,u) = l(u)

U(Xl, ) =0 sur 5w2 p.p. X1 € wq,

ou [ est la forme non linéaire en u et A = a;;(x) est une matrice de taille n x n telle que

2.2) aij € LOO(Q), 1,5=1,...,n,
A(x
(2.3) Blel* < A oo alé* VEER", pp.xeQ,
A(X7)
ou A est une fonction définie sur w; positive suffisamment réguliere qui peut s’annuler sur Ow;
vérifiant
(2.4) A€ Whe(wy),

et a, (3, sont des nombres réels positifs.
Remarque 2.1.1. Dans la suite du document et pour simplifier les calculs, on suppose que 5 = 1.

On remarquera que le probleme (2.1) est anisotrope puisque la dérivée en X; est absente et
qu’il est de plus dégénéré sur {( X1, Xo) € Q/A\(X;) = 0}.

16



2.2. Premier probléme

Enfin, le terme [(u) dans (2.1) représente la partie non linéaire et non locale du probleme, qui
prendra des formes variées selon les cas qui seront examinées.

Plus précisément, on considere dans ce chapitre deux problemes avec des formes différentes du
terme [(u).

Pour le premier probleme on montre I’existence d’une solution dans un espace de Sobolev a
poids approprié. Dans ce cas on considere une hypothese assez restrictive sur le terme non local
[ afin de mettre I’accent sur les méthodes développées pour contourner les difficultés inhérentes a
I’anisotropie et la dégénérescence. Enfin, le deuxieéme probleme est une généralisation du premier
avec un terme non local plus large.

Dans la suite on considere I’espace fonctionnel L7 (wy; Hg (w2)) pour un poids donné & = £(X) >

0 p.p. sur w; comme suit

(25)  Li(wi; Hy(w2)) = {u € L) (w15 L (w2)) /€u, EV x,u € L*(Q),u(X1,.) € Hy(w2) pp. X1 € wi ).

2.2 Premier probleme

2.2.1 Position du probléeme et théoreme d’existence

Dans ce premier probleme le terme non linéaire noté a = a(x,r) est une fonction définie, mesu-

rable sur 2 x R vérifiant

a(z,.) € C(R,R) p.p.x € Q,

(2.6)

a € L>(Q2 x R).
On suppose que
2.7) f e L*9).

On souhaite utiliser la méthode de perturbations singulieres anisotrope pour montrer 1’existence
d’une solution du probleme intégro-différentiel stationnaire suivant :

Trouver u telle que

—Vx,(AVx,u) = /a(:v,u)Xm—l—f in Q,
(2.8) o
u(Xy,-) =0 on Owy p.p X € w.

Remarque 2.2.1. /] clair qu’en raison du terme non local

I(u) = / a(z,u) dX1,

w1
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2.2. Premier probleme

il n’est pas possible de considérer le probleme (2.8) comme une famille a parameétre (X, € wy)
associés a l’opérateur en X :
P=-Vx,(AVx,").

Dans la suite on adoptera la définition d’une solution faible du probleme (2.8) suivante :

Définition 2.2.1. On dit qu’une fonction uy : ug € L3(wi; Hi(w2)) est une solution faible du

probléme (2.8) si elle satisfait ’identité intégrale suivante

(2.9) /AVXQu-VXQde://a(m,u)Xmvdx—l—/fvdx,
Q Q

Q wy

pour tout v € H}(Q).

Remarque 2.2.2. Sion prend v( X7, X3) = ¢(X;)1(Xs), dans (2.9), pour ¢ € D(w1), ¥ € D(ws)

on aura alors, en utilisant le théoréeme de Fubini

/go(/AVquo V¥ dXQ) dX, = /gp(//a(x,uo) dX11 dXs +/f¢ dX2> dx,

w1 w1 w2 W1

Par conséquent on a

(210) /AVXQUO‘VXdeXQ :/w/a($,U0> XmdXQ‘i‘/fdez,

w2

pour tout v € H}(ws) et pour presque tout X; € w;.
On a le résultat principal suivant :

Théoreme 2.2.1. Sous les hypotheses (2.2)- (2.7), il existe au moins une solution ug du probléme
(2.8) telle que

Uy € L3s(wi; Hy(ws)) N L (wi; Hy(w2))

/AVX2UO'VX2UCZX2 ://a(a:,uo)vXmdx—i—/fvng,Vv € Hy(Q).
Q Q w Q

2.2.2 Preuve du théoréme 2.2.1

Soit £ > 0. On considere la suite de problémes perturbés suivants :

—*Axue — Vx,((A+ ) Vx,u) = /a(w,ug)Xm + f dans €,
2.11) b
u. =0 sur 01,

On adoptera la notion de solution faible suivante :
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2.2. Premier probléme

Définition 2.2.2. On dit qu’une fonction u. telle que u. € H} (), est une solution faible de (2.11)

si Iidentité intégrale

(2.12) / 2V x,u.Vx,vdr + / 2V x,u.Vx,v dx + / AV x,u.V x,v dx

Q
://a(x,us)XmvdijQ/fvdx

Q w

est satisfaite pour tout v € HJ ().

Il est clair que le probleme (2.11) est un probleme elliptique semilinéaire nonlocal avec des condi-

tions au bord de Dirichlet homogenes.

2.2.2.1 Etude du probleme perturbé (2.11)

L existence de solution u, € H, (} (), € > 0 fixé, du probleme (2.11) peut &tre montrée en utilisant

le théoreme du point fixe de Schauder. On a en effet :

Théoreme 2.2.2. Sous les hypotheses (2.2)- (2.7), il existe au moins une solution faible du pro-
bleme (2.11).

Preuve. Pour w € L*(Q), soit u € HJ(f2) la solution unique du probléme parabolique linéaire

suivant

—?Ax,u — Vi, ((A+ 21V x,u) :/a(:z:,w) dX; + f dans €,
(2.13) w1

u=0 sur 0f2,
On définit I’application T de L?(£2) dans lui méme par :
(2.14) w— u=T(w).
Le couple (w,u) € L*(2) x HJ () satisfait

(2.15) / VXluvxlvdx+/€ VXQUVXQde+/AVX2uVXQde
Q

// a(x,w Xmvd:U—l-/fvdx Vv € Hy(S2).

Q wy

En prenant v = u dans (2.15) et en tenant compte de (2.3) on obtient :

(2.16)
/|5VX1u]2da: + /|€VX2u]2 dr + /W/Qv)@u\zdx < /(/a(m,w) dXy + f)udz.
Q Q Q

Q w1
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2.2. Premier probleme

Appliquons I’inégalité de Cauchy-Schwarz dans le second membre de (2.16)

(2.17) /\€VX1u|2dx—|—/|€VX2u]2d:c+/]Al/QVXZuFd:c
0 0

< (Q/ (/a(w,w) X + f) dm>1/2</u2 dx>1/2.
Q w1 Q

Par application de I’inégalité de Poincaré dans la direction X et en tenant compte de (2.6) et (2.7)

on obtient :

1/2
/IEVXIUIZdw + /ISVXQu\zdx + /Ml/QVXQu]Qd:U < Cl</]VX1u\2dx> .
0 0

Q Q

En appliquant cette fois ci I’inégalité de Poincaré dans la direction de X5, on aura

1/2
/|5VX1u]2dm + /|5VX2u|2dx + /|/\1/2VX2u|2dm < 02</|VX2U|2dZL‘> .
Q Q 0 Q

ou (y et (5 sont des constantes indépendantes de w. Ceci en particulier implique que
) ) 1/2
€ </ |V x,ul da:) < (.
Q

Et
1/2
£2</|VX2U|2dx> < Oy
Q

Utilisant a nouveau I'inégalité de Poincaré on déduit que
(2.18) | Vxulrz), | Vxoulzg), |ule < C.

indépendamment de w.

Par conséquent, ¢ > 0 étant fixé on a
(2.19) | ulm ) < C,

Ou C est une constante indépendante de la fonction w.

On montre maintenant que 7" est continu sur L*(§2). Pour cela soit (w,) C L*(f2) une suite telle

que

(2.20) w, — w dans L*(€2).
On a donc

(2.21) W,y — w p.p dans €.
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2.2. Premier probleme

On pose u, = T(w,) € B. Grice a (2.19), on a u,, pour tout n € N et il existe une sous suite

(un) etu € HY(Q) tel que

(2.22) Uy — udans H(Q).

Par suite, grice a I’injection compacte de Sobolev H'(Q2) — L*(Q2) on a
(2.23) Uy — u dans L*(Q) fortement.

Par suite le couple (w,, u,/) satisfait, grice a (2.12), I’identité intégrale :

(2.24) / QVXIUn/VXIde—i—/ QVXQUn/VXQUd:E—I—/AVXQUH/VXQde

Q
// a(x, wy Xm’Udaf—l-/fUd:C

Q wi

En passant a la limite en n’, on obtient :

(2.25) / 2V x,uV x,v dx + / 2V x,uV x,v dx + / AV x,uV x,v d

Q
= lim // a(x, wy ) dX v dz /fvdx
n/—o0

Q w

Pour calculer la limite dans le second membre de (2.25), on a d’abord grace a la continuité de a et
2.21):

(2.26) a(x, wy) — a(x,w) p.p.

D’autre part grace a (2.6), on peut déduire que la suite :

(2.27) (a(x,wy)), estbornée dans L*(€2).

De (2.26) et (2.27) et utilisant le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue on en déduit :
(2.28) a(x,w,) — a(z,w) dans L*(Q) fortement.

Par suite, grice a La réciproque de la convergence dominée de Lebesgue appliquée a ( fwl a(x, wy ) dXq)y

on a a une sous suite pres indexée aussi par n’ :

(2.29) /a(x,wn/)Xm — /a(x,w) dX1 p-p.

w1 w1
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2.2. Premier probleme

On a aussi grace a (2.6) :

(2.30) (/a(w, Wy ) dX1> est bornée dans L*(12).
De (2.29) et (2.30) et utilisant de nouveau le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue et

on en déduit :

(2.31) /a(m,wn/)Xm — /a(:v,w) dX; dans L*(f2) fortement.

w1 w1

Utilisant (2.31) et passant a la limite dans (2.25) on obtient 1’équation suivante :

(2.32) / 2V x,uVx,vdw + / 2V x,uV x,v dx + / AV x,uV x,v dx

Q
// a(x,w Xmvdx—l—/fvdx

Q w

Ainsi on a

—*Ax,u — Vi, ((A+ 1) Vx,u) = /a(:c, w)dX; + f dans D'(Q).
w1
Comme u € H}(2) on a bien u solution de (2.13) au sens de la définition 2.2.2 et par conséquent

on a
u="T(w).

Par unicité de la solution du probleme (2.13) on déduit que les convergences (2.22) et (2.23) ont
lieu pour toute la suite. Par conséquent 1’application 7’ est continue.

Soit B(0,C) la boule fermée de H'(2) centrée en 0 et de rayon C' ot C est la constante donnée
par (2.19). Il est clair que T'(B(0,C)) C B(0,C).

D’autre part on a T'(B(0, C')) est bornée dans H'(2). Comme H*(2) o L*(Q2) on déduit que
T(B(0,C)) est relativement compacte dans L?(52).

Cela nous conduit en utilisant le théoréme du point fixe de Schauder déduire I’existence d’une
solution du probleme (2.11).

Ceci acheve la démonstration du théoreme 2.2.2 concernant le probleme perturbé (2.11).

Dans la suite, on examine le passage a la limite par rapport au parametre ¢ > 0, ¢ — 0 dans

(2.11). ceci nous conduit a établir des estimations a priori sur la suite (u.).~o.

22



2.2. Premier probleme

2.2.2.2 Estimation des solutions du probleme perturbé

Maintenant dans le but de montrer I’existence d’une solution ug de (2.8) on fait tendre ¢ — 0 dans
(2.12) et on montre que la fonction limite des solutions u. du probleme (2.11) est une solution du

probleme (2.8). On commence par donner quelques estimations a priori

Lemme 2.2.1. (Estimations a priori) Soit m un nombre réel tel que m > 3. Sous les hypotheses
(2.3), (2.4) et (2.7), on a :

€2|Vx2u5|, 5]/\1/2VX2u5|, |€/\m/2VX2uE|, e2u., 62|VX1u5|,

(2.33) D20 X2V x|, ATV ug | sont bornés dans L*(Q).

Preuve. En posant v = u. dans (2.12), on obtient I’equation suivante :

(2.34) /Ezleug'VX1U5+(A+€2I)VX2UE'VXQUEdﬂf:/</a(ﬂf,ua) dXﬁ—f)ude.
Q

Q w1

En utilisant (2.3) et I’'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

/52|VX1u€]2dx+/A|Vx2u5\2d1:+/52|Vx2u5|2d:c

Q Q Q

< [/ </a($,u8)dX1 +f>2dx} 1/2(/u§dx>1/2.

Q w1 Q

En appliquant I’inégalité de Poincaré dans la direction X; et en tenant compte de (2.6) on obtient :

1/2
/€2|VX1U€|2dx + /A|Vx2u€|2dx + /52|VX2u€]2dx < C’(/|VX1u€]2dx> :
Q Q Q Q

C' est une constante indépendante de ¢.

Ceci en particulier implique que
1/2 1/2
(2.35) e (/ IV x| dm) <O, et & (/ IV x, ue]? dx) <C
Q Q
Ou (' est une constante indépendante de ¢.
Par conséquent
(2.36) (e?Vx,ue), (£*Vx,u.) sont bornées dans L*(12).
Utilisant I’inégalité de Poincaré, on déduit que
(2.37) e?u, borné dans L*(9?).
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2.2. Premier probleme

On pose cette fois v = X" (X )u.(z) € H () dans (2.12) il vient que :

(2.38) / EN"|Vx,u? + (A+ 2NNV x,u. - Vx,u.(z) dv

—/</a(x,u{_:)dX1—i—f))\mu6 dx—/maz)\m_luevxlue-VXlAdx.
Q Q

w1

Utilisant (2.3) et I'inégalité de Young on obtient

2
/SZAM\VXIUE\de—i-/)\m“]VXQuE]Qd$+/62)\m|vx2usl2dx < C/ (/a(w,ug) dX1+f) dx

Q Q Q Q w1

1
+/4Cw2)\m+1u2d$+/m20w2>\m S)VXl € |VX1u5| dx_|_/4cw2>\m+1 de‘

Ou C,,, est la constante indépendante de €.

En appliquant I’inégalité de Poincaré dans la direction de X, dans le second membre on obtient :

2
/82)\m|VX1u€|2dx+/)\m+1|VX2u€|2dx+/£2)\m|vx2u5|2dx < /C’(/a(m,ue) Xm—l—f) dx

Q Q Q Q w1
2 1
P, |V e / AT el e+ / A e d,
Q Q

ce qui donne en particulier :

/52)\m|VX1uE|2dx—|—/)\m+1|VX2uE|2dx+/52)\m|VX2u5|2dx
Q Q Q

2 2
< /C’(/a(x,ug)Xm +f) dz +m?Cl,|Vx, A 54//\m_3|VX1u5|2dx.
Q w1 Q

Grace a (2.36) et comme a € L>(2 x R), on a alors
AMHD2 ) (AP u)e, (XY xue)e,  (AMTD2T 5 u,),  sont bornés dans L2(Q),

indépendamment de €.

Ce qui acheve la preuve.

2.2.2.3 Passage a la limite

Du paragraphe précédent on peut en déduire les convergences faibles suivantes
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Lemme 2.2.2. (Convergences faibles). Il existe des fonctions u™, x dans L*(S2) est une sous suite

encore notée u, telles que

(2.39) A2y g™ dans L)
(2.40)  AMTDRG . u — Vi, 0™, e N2V x ue — 0, A2V x,u. — 0, dans (L*())".

(2.41) a(z,u.) — x dans L*().
(2.42) /a(x,ug)Xm — /XXm dans L*(ws). p.p. X, € wy.
w1 w1

De plus 1™ satisfait I’égalité d’énergie suivante :

A
(2.43) / SV Vi dr = / )\mu0< / del)dwr / FAMugde,
Q Q

Q w1

Oiug € L} (Q) vérifiant la relation

(2.44) i@ = Ny,

Preuve. A partir du lemme 2.2.1 on déduit qu’il existe @™ € L*(Q), uf* € (L*(Q))", uy €

(L?(£2))P tels qu’a une sous suite pres, notée encore (u.). on a:
D2y g XDl NPV g ue — ut dans L2(Q).

(La convergence veut dire composante par composante). Comme les dérivées sont continues dans
D'(€2) et A > 0 sur €2 on obtient

(2.45) ul' = Vx,u™, uy =0,
ce qui veut dire que
(2.46) A2y sqgm D2 o, — Vi, @™, eA™?V g ue — 0 dans L2(Q).

D’autre part, pour tout @ CC €, comme A > 0 et continue sur § pouvant étre nulle seulement sur

le bord on déduit de (2.39) qu’il existe uy € L (€2) (indépendamment du choix de Q) vérifiant la

loc

relation :

(2.47) am =AMLy,

Et tel que :

(2.48) eVxue =0, u. — uy, Vix,ue — Vx,up dans L*(Q).
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Revenons a I’équation (2.12) satisfaite par u. et passons a la limite quand € — 0 en prenant
v € D(Q2). On calcule la limite terme par terme.

Comme suppv CC et A > 0 sur {2 on a grice a (2.48)

/ZVXIUE Vledx%O/ VXQUE Vx,vdr — 0,

(2.49)
/AVXQUEVXQde—)/AVXQUOVXQde

Pour les termes du second membre de (2.12), on a les convergences suivantes :
Comme a est borné, il existe y € L?(Q) tel que
a(x,u.) — x dans L*(Q).

Par conséquent, en prenant v = 1,1 ou 1, est la fonction caractéristique de w; et ¢ € L2(w2)

/a(x,ug)gpdx%/xgodx
Q

Q

/ o, ) di = / ( / a1 p(Xz) dX1) dXs — / ( / o (Xs) dX1) dXs

Q wy w1 w w1

quelconque, on a

Ce qui veut dire aussi que

/a(a:,ug)Xm - /XdX1 dans L*(ws).

Donc quand € — 0 on déduit de (2.12), (2.49) et (2.2.2.3) que :
(2.50) /AVX2u0 -Vx,vdr = /v / xdXidx + /fvdx, Vv € D(Q).
Q Q Q

N

Ceci est encore valable, quand on remplace v par A" +1/2y, 3

/ AV x, 0™ - V x,vdx = / Alm+1)/2 / xdX dx + / FAMHD 2442 Wy € D(Q).

w1

Par densité de D(Q2) dans Hj () la derniere identité devient

(2.51) / AV x, 0™ - V x,vdx = / Alm+1)/2 / ydX dz + / AV 2040 o € HE(Q).
Q

w1

On prend maintenant v = \™~Y/2y_ € H}(Q) dans (2.51).

Pour le premier terme on obtient :

: Ao . m Ao m m
8Einoo/xvxgu Vo, A2y dy = /XVXQU -V x, 0" da.
Q
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On a alors
/ ;V)Qﬁm -Vx,u"dx = /)\muo / xdXidx + /f)\muodzv.
Q Q w1 Q

Ce qui acheve la démonstration.

Dans le but d’identifier la limite faible x du terme non linéaire en fonction de wu( on établit les

convergences fortes. Commencons d’abord par donner le lemme suivant

Lemme 2.2.3. On a la convergence forte suivante :

(2.52) /)\muaXm — //\muoXm dans L*(w,) fortement.

w1 w1

Pour toutm > 3

Preuve. On pose

QOEZ//\m(Xl)Ua(XhXQ) dXy €l§00:/)\m(X1)U0(X1,X2) dX;.

w1 w1

On a par l'inégalité de Cauchy Schwartz

(2.53) | el r2wn) =/| /)\mug dX: > dX, g/(/w—ldxl)(/xn“ug dX) dX,

w2 w1 w1

< (/Am—ldxl)./w“ug dr < )N T ucl2a g

w1 Q
Par conséquent grdace a au lemme 2.2.1 on a
(2.54) / | / Ny, dX1|>dXy  est bornée dans L*(Q2).
w2 w1
De la méme facon on a
m+1
(2.55) | Vo 0el 20y < CIA™ Vixyuel720).
Par consequent grace a (2.2.1) on a
(2.56) / | / NV x,ue dX1 > dXy  est bornée dans L*(S2).

wy w1l
Donc la suite (p.) est bornée dans H'(w). A une sous suite pres on a

(2.57) e = / N X ue(X1,.)dX, — o dans H' (wy).

w1
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Et on a de plus
Yo = o,
car en effet 'n € L*(wy) ona :

(2.58) /(/)\mus de) dX, = /()\mug)ndx,
Q

w2 w1

et grace a (2.2.2) et (2.47) on a

(2.59) /(Amua)n dx = /()\m;lug)()\Q)n dx
Q
— /()\m;luo)()\zl)n dx = /()\muo)n dx.
Q

Ce qui veut dire que :

Y. — o dans Hl(ch).

et donc

©. — o dans L*(wy).

Ce qui achéve la preuve
Dans le lemme suivant on établit les convergences fortes.

Lemme 2.2.4. (Convergences fortes). A partir du lemme 2.2.1 et (2.39) on a

(2.60) NPV x u. — 0, NMVyxu. — NVx,up,  Nuo — Nug  dans L* ().
Et

(2.61) X = a(x, up).

De plus on a

(2.62) Vi u. — 0, eA*Vxu. — 0, eAY?u. — 0 dans L*(Q).
Preuve. On pose

]gn = /52)\mVX1ua - Vix, Ue dr + /52)‘mVX2u6 - Vx,Ue dx
Q Q

1
+ / XAVXQ()\(’”“)/QUE — ™) - Vx, A2 — ™) d.
Q
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Développant /" on obtient

[gn = /52/\va17$5 : VX1u5 dx + \/52)\va2“5 ’ VX2U'5 dx

Q Q
+ / NTAV x, e - V xyueda — / AM=DR2AT 0™ -V x, e da
Q
(m-1)/2 —m 1 m m
— [ A AV x,u. - Vx,0™dx + XAVXZU -Vx,u"dx.
Q Q

Utilisant (2.38), on déduit que

I = / </a(:z:,u5)dX1 —i—f))\musdx— /m52)\m_1usvxlu€ - Vx, \dx
Q w1 Q
. /)\(ml)/ZAVXQ,[Lm . VXQUE dr — /)\(ml)/QAVX2u€ . vXﬂNLmdiC
Q Q

1
Q

Grace a (2.52)on a:

//\mug/a(x,ue)Xmdx = /a(x,us)/)\mueXmdx
Q w1 Q w1
— /X//\mungldx = /)\muo/deld:c.
Q w1 Q w1

Pour la deuxieme intégrale dans (2.63) on a en prenant m = 5 et en utilisant I’'inégalité de Cauchy

Schwartz :

Y

’/552)\4u5VX1u5-VX1)\dx’ < 5| A2

2
AU,
(e.)

2‘5)\3/2VX1u5

et a partir des estimations du lemme 2.2.1, écrites pour m = 3, la limite de I’intégrale ci-dessus
tend vers 0.

D’autre part prenant en considération (2.46), écrite pour m = 5, on obtient

1
/)\AVX21~L5 . VX2U€ dr — /XAVXZ@B . VX22~L5CZ[E
Q

1
(2.64) / N AV x,u. - Vi, i’dr — / XAVXJE’ - Vx, 0 dr.
Q

Utilisant ce qui précede et (2.43) pour passer a la limite dans (2.63), on déduit que

hm[5 /)\5u0/de1da:+/f)\5uodx—/ AVXQu -Vx,u Sdr = 0.
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Il s’en suit donc que
(2.65)  eN*Vxu. — 0,  NVxu. — NPVyug, — Mue — Ny in L3(Q).

La preuve de (2.60) est donc établie.

On déduit, du fait que A > 0 sur €2, a une sous suite pres que :
us — ug p.p. dans 2.

Par application du théoreme de Lebesgue et la continuité de a par rapport a la deuxieme variable

et (2.6),ona:

(2.66) a(r,u.) — a(zr,up) p.p.dans,
(2.67) a(.,us) — al,ug) L*(S).

Ceci implique que
(2.68) X = a(x, up).

Par conséquent la relation (2.61) est établie.

Maintenant revenant a (2.50) utilisant (2.68) on en déduit que

/AVXQUO - Vx,vdr = /v/a(az,uo)Xmda:+/fvdx, Vv € D(Q).
Q w1 Q

Q

On reprend maintenant la relation (2.34), on multiplie les deux cotés de I’equation par 2, en

utilisant (2.37) et (2.67) et en passant a la limite en € on obtient :

lim [ e*Vx,ue-Vx u+(2A+e* )V x,ue-V x, u. do = lim </a(3:, ug)Xm—i-f) 2u.dx = 0.

e—0 e—0
Q Q w1

Par conséquent on aura grace a (2.3) et I’inégalité de Poincaré :
2V ue = 0,eXY2u, — 0, eAY?Vx,u. — 0, dans L*(Q).
Cela acheve la preuve.

Maintenant pour compléter 1’étude du probléme principale (2.8), examinons la condition aux
bord vérifiée par uy.
Condition au bord
Grace a (2.60) on a

(2.69) / / (A3|VX2(uE —u0)|>2dX2 dX, —s 0.

w1 wa
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Il s’en suit grace a la réciproque du théoreme de la convergence dominée 1.1.2 :

)\6/ |V x, (ue — uo)|2 dX, — 0, p.p.Xi € wr.

w2
%
{/ |VX2U|2 dXQ}
w2

est une norme sur Hj(ws), A > 0 sur w; et que pour presque tout X u.(Xy,-) € Hj(wy) on

Comme

déduit que
u(X1,-) € Hy(wa) p.p. X1 € wy.

De plus, grace a (2.60) on a

(2.70) ug € L3s(wi; H (ws)).
Et donc finalement

(2.71) Uy € L3s(wy; Hy(wy)).

On déduit de ce qui précede qu’il existe au moins une solution faible uy du probleme (2.8) telle

que

uy € Lia(wi; Hy(w2)) N Li,(wi; Hy(we))

/AVXQUO -Vx,vdXe = //a(x,uo)v dX dx + /f(Xl, YvdXa, Vv € Hy(S2).
Q

Q Q w

Ce ci acheve la démonstration du théoreme.

Il nous reste une derniere étape pour completer les résultats du théoreme 2.2.1. Celle de I’amélio-
ration du poids dans I’espace contenant la solution uy.

Pour cela nous aurons besoin d’améliorer les convergences fortes obtenues dans le lemme 2.2.4.

C’est I’objet du lemme suivant :

Lemme 2.2.5. (Amelioration des convergences fortes).Grdce a (2.60) et (2.62) on a les conver-

gences fortes suivantes

(2.72) N2V x ue — 0, NV x,ue — NV, uo, Nue — Mg dans L*(Q).

(2.73) eVx,u. = 0, Vx,u. = Vx,ug, u. — ug dans Lfoc(wg).
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Preuve. Grace aux convergences fortes du lemme 2.2.4 on peut reprendre le passage a la limite

dans (2.63) pour m = 3. On aura en effet :

[53 = / (/a(xuue)Xm +f>)\3u€dx_ /352)\2u5VX1us : VXlAdx

w1 Q

MA+el)Vx, @ - Vx,u. dz

— [ MA+¢el)Vx,u. - Vx, 0 dr + / (A+el)Vx, @ - Vy, i dx.

Q

>

SR

Calculons la limite de 2 quand ¢ — 0.
la limite du premier terme est obtenue en remplagant tout juste € par 0, grace a (2.60) et (2.61).

On réécrit ensuite le second terme comme suit :

(2.74) / 362N,V x,u.Vx, A dz = / 3eA2u e NPV x u. - Vx, M,
Q Q

Pour calculer la limite de 72 on utilise (2.67) on remplace juste € par 0 dans la premiére intégrale
quand £ — 0. Donc on peut facilement voir que la deuxieme intégrale tend O si on la réécrit de la
maniere suivante

/ (3Vx, A) - (EAY?u) (e NV x, ue ) de,

Q
et on voit que ce terme tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, grace a la convergence forte donnée par

(2.62) et la convergence faible donnée par (2.39) avec m = 3.

Enfin pour les termes suivants dans 2, on utilise dans le passage 2 la limite en £ > 0, (2.39) avec
m = 3 pour avoir

(2.75) / MV x,u, - Vi, 02 de = / ;

A ,
(NVx,ue) - Vi, @2 do — / XVXQag-vXQag da.
Q Q Q

et on utilise (2.62) pour avoir

(2.76) / EAV x, U - Vi, @2 dv — 0.
Q
Finalement on obtient, grace a (2.43) :
1
lim/I? = /)\3u0</a(x,u0)dX1 +f)dx—/—AVX2ﬂ3~VX2ﬂ3dx
Q

e—0 A
w1 Q

= /A3u0</a(x,u0)dX1+f>da:—/)\3AVX2u0~VX2uOd:C
Q w1 Q

= 0.
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Par conséquent on a
5/\3/2VX1u5 — 0, )\2VX2UE — /\QVX2U07 /\Q’LLE — )\211,0 dans L2(Q)
Cela acheve la preuve.

Suite a ce qui précede, on peut affirmer une premiere amélioration du poids par le résultat

suivant :

Théoreme 2.2.3. Sous les hypotheses (2.2)- (2.7), il existe au moins une solution ug du probléme
(2.8) telle que ug € L3z (wr, Hj(w2)) N L*(wy, Hy(w2)) vérifiant :

2.77) /AVXQUO-VXQde = /U/a(a:,uo) dX, d:E—I—/fvd;v,Vv € Hi(Q).
Q QW Q

2.2.3 Amélioration des poids

Dans cette section on propose une amélioration des convergences fortes, pour cela on suppose, en

plus de I’hypothese (2.4), que
(2.78) Ax,A <0

dans un voisinage de 0f).
Soit ' CC Q tel que Ax, A < 0 sur /€. Comme \ est supposée suffisamment réguliére, il

existe des réels m, M > 0 tel que

(2.79) m< A< M,

Axl)\‘ < M sur Q.

Théoreme 2.2.4. Sous les hypothéses (2.2)- (2.7), (2.78) et (2.79), il existe au moins une solution

du probleme suivant

ug € L3 (wy; Hy(wa)) N L, (wi; Hy(ws))

/AVXQUU -Vx,dor = //a(x,uo) dX vdx + /fvdX dz, Yv € Hy(Q)
0

Q Q wy

Dans le but de démontrer le théoreme précédant, on commence par donner les estimations a

priori suivantes
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2.2.3.1 Quelques estimations a priori

Lemme 2.2.6. Soit u. une solution de (2.11). Sous les hypotheses (2.3) et (2.7), on a
(2.80) M, [eN?Vx |, |AVax,ue| sont bornés dans L*(Q),
indépendamment de .

Preuve. Comme ) est supposée suffisamment régulieres, on prend v = A(X1)u.(z) € H}(Q)

comme une fonction test dans (2.12) on obtient :

(2.81)
/»SQVXlug.VXl()\ua)dx+/(A+521))\VX2u€.VX2u5 dr = / (/a(z,u)dX1+f>)\uadx.
Q Q QO w

Lutilisation de L’inégalité de Young donne

(2.82) / 2NV x, u|* + / —Vx,u? VXl/\dac+//\2|VX2u€] dx <
Q

/ QCQ

a(x,u)dX; + f dx+/—)\2u2d

Ou Cq est la constante de Poincaré.
Ona:

/ Vxul - Vx,Adr = — / wrAx, M.

Q Q
Revenant a (2.82), tenant compte de (2.79) et utilisant ’inégalité de Poincaré dans la direction Xy

on aura
/52/\|VX1u5|2+/\2|Vx2u€|2dx < C’—I——/u Ax, Adx + 2/)\2|VX2u5| dx
Q Q

C+ M- / wlde + = /A2|Vx2u5| dx.

Q

IN

ou (' est une constante indépendante de ¢.

Pour ¢ suffisamment petit (Me < 2m?) L’inégalité précédentes devient

(2.83) /52)\|VX1UE|2—I—>\;|VXQU6|2dx < C—i—s/m%&?dm
Q
< C’—I—E//\2ugdx
&
< C’—i—&?/)?ugdx.
Q
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On utilise I’inégalité de Poincaré dans la direction X5, et pour ¢ suffisamment petit, on obtient

A2 1
/82)\|VX1U5|2 + 7|Vx2u5|2d:p <C+ Z/)\2|Vx2ue|2da:.
9) Q

Par conséquent

)\2
/52)\|Vxlu€|2 + Z|Vx2u5|2dx < C,
Q

donc
M, |eM?Vxue|, |AVx,u| sontbornésdans L*(Q),
indépendamment de €.
Ce qui acheve la preuve du lemme 2.2.6.
2.2.3.2 Passage a la limite

Du paragraphe précédent on a les convergences faibles suivantes

Lemme 2.2.7. (Convergences faibles). Sous les hypotheses du lemme 2.2.6 il existe 1 € L*(Q),

et x € L*(Q) tel qu’a une sous suite pres on a
1. Les convergences faibles suivantes :

(2.84) M, =@,  AVxu — Vi, e\/*Vxu.—0  dans L*(),

et il existe ug € L2, (Q) tel que :

loc

ﬂ:AUO

2. u satisfait l’identité intégrale suivante :

1
(2.85) / TAV it - Vi, ide = / i / YdX dw + / fldz.
Q Q Q

w1

Preuve. La preuve est la méme que celle du lemme 2.2.2

Proposition 2.2.1. (Convergences fortes) On a les convergences fortes suivantes

(2.86) A’ Vxu. — 0,  AVxu. — AVx,up, Mz — dug  dans L*(Q).

(2.87) Ve — 0, Vixue — Vxug,  u. — ug  dans L},(9).

De plus on a

X = CL(ZL’,U())-
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Preuve. De I’identité (2.81), on obtient par le méme procédé utilisé dans (2.83) :

2
(288) /EQAVXlug : leug + A)\VXQUS : VXleg dx — % /UEAXI)\dx
Q Ql

:/(/a(x,ug)Xm—Ff))\uadw.

Q w1
Maintenant on pose
1

[g = /€2>\VXIUE : leuﬁ dx+/)\

Q Q

AV x,(Au: — @) - Vx,(Au. — @)dx

22
-3 /(ue — ug)?Ax, M.
Q/
Développant /. on obtient
2
I, = /52)\VX1U5 - Vx,ue de + /)\AVX2u8 - Vx,udr — %/u?AXlAdx
Q Q &
1
- /AV)Q@ . ngus dx — /AVXQUE . VXQdeZL‘ + / XAV)QZNL . VX2’[~LdZL’
Q Q Q
£2
+€2/u€u0AX1>\dx - E/U3AX1>\CZ1:.
Q/

QI

Utilisant (2.88) on aura

I. < /)\us/a(x,ue)Xmda:+/f)\usdx—/AVX211~VX2u€ dx
Q w1 Q Q

A
Q 0

1
— / AV x,u, - V x, tids + / ~ AV, - Vx,adr + 2 / U A x, Adx
Q
g? )
(2.89) -3 ugAx, Adx.
Q/

Noter que / Au.d X, converge fortement vers / udX, dans L*(ws) (voir lemme 2.2.3). Prenant

w1 w1
ceci en considération on aura alors

/)\ug/a(x,us)Xmdx:/a(x,ug)/)\uEXmdx% /X/&Xmdx: /&/XXmdx.
Q w1 Q w1 Q w1

Q w1

Maintenant on passe a la limite dans (2.89), utilisant (2.85) et les convergences faibles,

e—0

1
(2.90) limsupl, < /ﬂ/deldx+/fﬂdas—/XAVXJL-VXQ&CZ:B:O.
Q  w Q Q
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D’un autre coté , pour ¢ suffisamment petit, on procede comme dans (2.83) on obtient

A
I, = /52/\Vxlu5-Vxluedx—k/XVXQ()\ug—71)-VXQ(Aug—ﬂ)dx
Q Q

g2 )
—5 /(uE — ug) Ax, Adx
Q/

A
= /62)\VX1U5 : VXlus dx + / XVXQ(AUE — ﬁ) : VXQ(AUE — ﬁ)dl’
Q Q

e [ 1 o
) ﬁ()\u8 — 0)*Ax, Adx
Q/

1
(2.91) > /52/\Vxlu5 - Vx, ue do + 1 / |V x,(Aue — @) [*dx > 0.
Q Q

Combinant (2.90) et (2.91) on obtient
liminfl. > 0.
e—0

Mais comme la suite /. est positive on obtient

e—0

1
lim [ e2AVx,u. - Vi, u. dz + 1 / |V x,(Aue — @) |*dx = 0.
Q Q

Il s’ensuit donc que
eANV2Vx u. — 0,  AVxu. — AVx,up,  Au. — Aug  dans L2(Q).

Par suite (2.86) est bien établie et on déduit facilement (2.87).

D’autre part, on peut aussi déduire, de (2.86) et comme A > 0 sur w; qu’a une sous suite pres
us — ug p.p dans €.

Prenant ceci en considération, Le théoreme de Lebesgue et la continuité de a par rapport a la

derniere variable sont suffisants pour déduire que

X = a(z, up).

Cela acheve la preuve 2.2.1.

En consequence de la proposition précédente, on peut réécrire 1’identité (2.50) comme suit :

(2.92) /AVXQUO-VXQde: /v/a(x,uo)Xmda:+/fvdw, Yu € D(Q).
Q Q  w Q
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2.3. Deuxieme probleme

Il nous reste maintenant a préciser la condition au bord vérifiée parla solution 1, de 1’équation
intégrale
Condition au bord.

La deuxieme convergence dans (2.86) peut s’écrire comme

(2.93) / / NV x, (ue — up)|> dXo dX, — 0.

w1 wa

On déduit donc que pour presque tout X; € w;

)\2 / |VX2(U€ — U0)|2dX2 — 0.

3
{/ |VX21)|2 dXQ}

est une norme sur H}(w;) et que u.(X1,-) € H}(wy) et A > 0 ona

comme

(2.94) ug(X1,) € Hy(ws) p.p. X, € wy

De (2.92) et (2.94) on acheve la preuve du théoreme 2.2.3.

Dans la suite, on examine le probleme (2.1) avec un terme non linéaire plus général.

2.3 Deuxieme probleme

2.3.1 Position du probléeme et théoréme d’existence

Dans ce paragraphe, on présente un probleme qui généralise celui qu’on a étudié dans le para-
graphe précédent. Dans le cas présent, on suppose que 92 est de classe C? On suppose également

que
(2.95) A e CHQ).

Le terme non linéaire est représenté par des fonctions caratheodory de valeurs réelles et vecto-
rielles a = a(z,r,s), a = a(z, X{,7) = (ai,...,a,) définies sur Q@ x R x R" et  x w; x R
respectivement (mesurable par rapport a x, X, continues par rapport a r,s). De plus elles satisfont

aux conditions suivantes

296 { | Va(e, X{,7)|. |a(x, X{.r)]. | a(z,r.8)] < ao(x),

| Oqa(z, X{,7)| <b,Vr e R,Vs € R", p.p.(z, X]) € Q X wy,
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2.3. Deuxiéme probleme

ol ag € L*(2), b est une constante positive et Va représente la matrice Jacobienne.

Dans ce travail, on s’interesse a la résolution du probleme intégro-différentiel suivant
(

—Vx,.(AVx,u) = /a(x,u,VX2u) dX,
2.97) —Vy,. / a(z, X!, N(XDu(X], X)) dX, dans

w(Xy,.) =0 surdwy p.p. X; € wy,

ou k est un nombre réel positif. Noter que le 1’équation est elliptique semilinéaire en X, sujette a

des conditions de Dirichlet sur le bord de la section Xy X ws pour presque tout X; dans w;.

Définition 2.3.1. On dit qu’une fonction u telle que pour m > 0, u € L3, (wy; H} (w2)) est une

solution faible du probleme (2.97) si l’identité intégrale

(2.98) /AVXQU.VXQUCL’B: /v/a(a:,u,VXQU) dX dx
0

Q w1

‘/vx2(/ (0, X0, N (X u(X), X)) dXT do,

ait lieu pour tout v dans D({2)

Remarque 2.3.1. Si on prend v(X7, Xs) = ¢(X1) ¥(Xs) tel que ¢ € D(wy), ¥ € D(w2) dans

(2.98) et pour les mémes raison que dans la remarque 2.2.2 on obtient la formulation suivante

/AVX2u.VX2de2 = /w/a(x,u, Vx,u)dX;dX,

w2

/VXQ'QD/ alr X{,)\k ) (X{,XQ))dX{ dXQ, V@ZJ ED(WQ).

Sia = 0etaest indépendante de u et de X7, le probleme (2.97) est réduit a une famille de
problemes elliptiques définies sur w; et X joue le role d’un parametre, ce qui n’est pas possible
en général pour le probleme (2.97) a cause du terme non local qui, aussi, oblige le probleme a étre

dégénéré pres de la frontiere de wy.

Théoreme 2.3.1. Sous les hypotheses (2.2)-(2.4) et (2.96) il existe au moins une solution faible
uo du probleme (2.97) telle que

(
o € L2 (en; HY(2) 1 Lo, H' ()
/AVX2u0 Vx,vdz —/ / a(z,ug, Vx,up) dX; do
(2.99)

w1

/VX2 / z, X, Noug) dX| de, Vv € D(RQ).
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Pour la démonstration du théoreme 2.3.1 nous commencgons par I’étude du probleme perturbée

qui fera I’objet de la prochaine section.

2.3.2 Etude du probléme perturbé

Ici la voie naturelle pour étudier I’existence des solutions du probleme (2.97) consiste a utiliser la
méthode des perturbations singulieres pour régulariser 1’équation dans (2.97) et ceci en introdui-
sant le probleme perturbé suivant :

p

—e?Ax,u. — Vi, .((A+&2)Vx,u.) = /a(x,ue, Vx,ue) dXy
w1
(2.100) —Vx,. / a(z, X! (XD (X!, X,))dX!  dans Q

w1

u. =0 sur €,

\

ou Ay, est ’opérateur de Laplace en X, ou / est la matrice identité et € est un parametre positif
destiné a tendre vers 0, Le probleme perturbé si dessus est un probleme elliptique semilinéaire

nonlocal avec des conditions de Dirichlet homogenes classiques.

Définition 2.3.2. On dit qu’une fonction u. € H} () est une solution faible du probleme (2.100)

si elle vérifie I’identité suivante

(2.101) /EQV)(lua.Vleda:—l—/52VX2u5.VX21}dx—I—/AVXQUE.V)QUda:
Q

0 0
:/v/a(a:,ug,vxgug) dX, da:—I—/VXQU./a(x,X{,)\k(X{)ug(X{,Xg))ch{ dr,
Q w1 Q

w1

pour tout v € Hj(Q).

2.3.2.1 Existence de solutions du probleme perturbé

Pour ¢ fixé,l’existence d’une solution u. € H}(£2) du probléme (2.100) peut se montrer en utilisant

le théoreme du point fixe de Schauder. On a en effet :

Théoreme 2.3.2. Sous les hypothéses (2.2)-(2.4) et (2.96), il existe au moins une solution faible
du probleme perturbé (2.100).

Preuve. On suit les mémes étapes de preuve du théoreme 2.2.2. Pour plus de détail voir [19], [20]
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2.3. Deuxiéme probleme

Lemme 2.3.1. (Estimations a priori) Sous les hypothéses (2.2), (2.3), (2.4) et (2.96) on a

(2.102) N2 Vx,ue|, Nue, N2| Vx,ue| sont bornés dans L*(S)
et
(2.103) e2u., eV, 2V x, Ue, €2V x, U, €A1/2VX2u€ sont bornés dans L*(12)

Preuve. Commencons par les estimations (2.103) et regardons 1’identité d’énergie suivante

(2.104) /52vxlu€.vxlu5 d$+/(A+€2[)VX2UE.VX2u5 dx
Q Q

:/us/a(x,ug,VXQUE)Xm dx+/VX2u5-/a(x,X{,)\kus)dX{ dx,
Q w1 Q w1
cette identité est obtenue en testant (2.101) par v = wu,.. Utilisant(2.3), (2.96) et I'inégalité¢ de
Chauchy-Schwarz, on obtient
/52|VX1u5|2dx—|—/62|VX2u6|2dx—|—/Al/QIVX1u€|2dx
Q Q Q
< w1 2| ao| 20y (| el r2() + | Viate| o))

S (0542 + 1) | w1|1/2| a0|L2(Q)| VX2U5|L2(Q)
ou C,,, est la constante de Poincaré dans la direction w». Ceci implique en particulier que

€2| VX2U5|L2(Q) < (C}Jé? + 1)|w1|1/2| a0|L2(Q),

et par conséquent
€2| VX1US|L2(Q), €| )\1/2VX2UE|L2(Q) S (ijf + 1) | w1|1/2| a0|L2(Q).

Les deux estimations dans (2.103) sont obtenues en utilisant I'inégalité de Poincaré. Ainsi la
preuve de (2.103) est achevée.

Maintenant dans le but de montrer les estimations (2.102) et comme A est supposée suffisamment
réguliere, on prend v = N™(X)u. € HZ (), avec m un entier positif, comme une fonction test

dans (2.101), on aura

(2.105) /52/\mVX1u5.VX1uE al:Jc+/(A—i—52]))\mVX2u€.VX2u6 dx
Q Q

:/)\mug/a(m,ua,VXQUE)Xm da:—l—/)\mVXQ%-/a(x,X{,)\"“ug) dX dz
Q w1 Q w1

— /m£2)\m_1uevxlu5 -Vx,Adz.
Q
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2.3. Deuxiéme probleme

Utilisant (2.3) et I'inégalité de Young, on obtient

m+1
(2 106) 82‘ Az Vxlue‘Lz Q) +¢€ |)\2 VXQUE’LQ(Q) + | A2 VX2U€|%2(Q)

1
g/cw—1</a0dxl> dx+/§)\m+1|vx2u£]2dx—l—/80 N 2| da

Q w1 Q
1
+54m20w2/Am_3|vX1A|2le1uE|2d$+/40 )\m—i—l 2dl’-
Q .

Ici on suppose que m > 3. Appliquant I'inégalité de Poincaré dans la direction X, on obtient

n m m+1
| NT Vx el T2y + €21 A% Vixytielfag) + —| A2 Vxytelia )

< Cllw]| a0|L2 +etm?C,, | N VXI)\|OO] VX1u8|L2(Q)
Grace a (2.103)on a
(2.107) AED2y e A2V |, A2V u.|  sont bornés dans L*(Q)
indépendamment de €.
Ainsi on acheve la preuve de (2.102) en prenant m = 3.
2.3.2.2 Passage a la limite

Comme une premiere étape le lemme précédent permet de passer a la limite dans (2.101). C’est

I’objet du lemme suivant :

Lemme 2.3.2. (Convergences faibles) Sous les hypothéses (2.2)-(2.4) et (2.96), il existe des fonc-

tions U, xo € L*(Q), x1 € [L*(2 X wy)|™ et une sous suite, encore notée u, tel que, quand € — 0

(2.108) Mu, = 0, MViy,ue = Vi, i, eX?Vx,u. — 0 dans L*(9),
et
[ a(z,ue, V,u) — xo dans L*(),
a(z, X|, \u,) — x1 dans (L*(2 x wy))",
(2.109) /a(x,us,vxgue) dX; — /XO dXy  dans L?(wy),

w1

w1
/a(m,X{,/\kug)dX{ — /Xl dX{  dans (L*(Q))".

\ w1 w1

De plus, u satisfait ’égalité d’énergie suivante

1
Q Q

Q
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2.3. Deuxiéme probleme

De plus, il existe ug dans L*(wy; L?(w5)), tel que

(2.111) eVxue =0, u. —ug, Vxue— Vx,ug dans L*(wi;L?*(ws)).
Tel que
(2.112) = N

Preuve du lemme 2.3.2. De (2.102), on déduit qu’il existe & € L*(Q), u1 € (L*(Q))", uy €

(L?(£2))P tel qu’a une sous suite pres
N, — @, N2V x,ue — U, 8)\3/2VX1u5 — uy dans L*(Q).
Soit ¢ € D(f2), on a d’une part

(2.113) /)\QVXZuEgod:L’ — /ul, pdx
Q Q

(2.114) /)\2vx2u5g0d$ = —//\2u6VX2<pdx — —/ﬂVXQQDda: = /Vx2ﬁ¢dx.
Q Q Q Q

On en déduit que

(2.115) u; = Vx,u

D’une autre part on a dans D’'(€2) :

(2.116) NV x, ue = eV, (ANu.) — 3eN?V x, ...
Pour ¢ € D(?) ona:

2.117) /6/\3VX1u6<,0dx = /5/\3/2VX1u5)\3/2<pdx — /uz)\3/2g0da: = //\3/2u2g0da:.
Q Q Q

On a aussi grace a (2.108) :

/5)\3VX1u€goda: = e/Vxl()\3u€)gpdx—36/(VX1)\))\2u5g0dx
Q 0 0

= —6/)\2u€/\vxlgodx—35//\2ue, Vx, Apdr — 0,
Q Q

Ce qui veut dire que :
)\3/2U2 = 0.
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2.3. Deuxiéme probleme

Comme A > 0 sur €2, on obtient que
ug =0 sur Q.

Ceci veut dire que (2.108) est montré.

D’un autre coté, pour Q cc Q, comme X\ > 0 et est continue on déduit de (2.102) qu’il existe

ug € L?(Q) tel que :
eV e =0, u.—uy, Vit — Vx,ug dans L*(Q)

On peut facilement voir que ug est indépendante du choix de Q et

ug € L, .(Q), = % sur 2.

Comme a et a sont uniformément bornés dans L*(2) et L*(2 X w;) respectivement, il existe

Xo € L*(Q) et x1 € [L*(Q2 x wy)]™ tel qu’a une sous suite pres
a(x,u., Vx,ue) = xo, dans L*(Q), a(x, X],\u.) =y dans L*(Q x wy),
et par conséquent

/a(x,us,VXQ%)Xm —\/Xo dX, dans L*(w,),

(2.118) “ “
/ a(r, X, \u,) dX| — / x1dX| dans L*(Q).

Revenons maintenant a I’équation (2.101) et passons a la limite pour v € D(2) (suppv CC Q et

A > 0), on déduit

(2.119) /AVXQUO-VX2vdx:/v/XOdX1 dx+/VX2v~/X1 dXidz, Yve D).
Q

9] Q w1 w1

Ceci est équivalent aussi (en remplagant v par \?v) a

(2.120) /AVXQQ-VX2vdx://\2U/XOdX1 dx+//\2VX2v-/X1 dX|dz, Yv e D).
Q Q w1 Q

w1

Par densité de D(2) dans H] () la derniére identité devient

(2.121) /Avx2a-vx2vdx: /A%/xg dX, dx+/A2Vx2v-/xl dX|dz, Vv e Hy(Q).
Q Q w1 Q

w1
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On prend maintenant v = \u. € Hj(f2) dans I'identité précédente on aura alors

1
(2.122) / XAVXQa - Vx,(Nu)dr = / N, / XodX dz + / NV e / x1dX; dz;
Q Q w1

Q w1

on fait tendre € vers 0, on obtient alors (2.110) ce qui termine la preuve du lemme 2.3.2.

Pour identifier la limite du terme non linéaire, c’est a dire passer a la limite a I’intérieur de a et a
on a besoin de convergences fortes qui sont assurés par le lemme suivant

La demarche suivie consiste en réalité, a poursuivre 1’analyse précédente pour m = 5 et en se
servant des estimations précédentes (m = 3), on obtient en premier lieu des convergences fortes
pour m = 5.

Ensuite on profite de ces résultats pour montrer des convergences fortes pour m = 3.

Lemme 2.3.3. Sous [’hypothese (2.96), on a :

(2.123) / a(z, X, \u,)dX| — / x1dX! dans L*(9).

w1 w1

Preuve. On pose

(2.124) ©r = /a(x,X{,/\kug) dX| et g =/>a dX].

w1 w1

On a grace a (2.96) :

el = [ 1 [[ate Xt axiPar <

Q w1
Et
| Vx, 0|2 =/|VX1/3($7X{,)\kUs)dXﬂZ de < C.

Q w1

De la méme maniére on a :

Voli@ = / Vi, / a(, X!, Nou,) dX | de
Q

w1

= /y /sza(x,X{,)\kuo)dX{ +/8Ta(:c,X{,)\ku0))\kVX2us dX;)*dz < C.
Q w1 w1

Ou (' est une constante indépendante de ¢.

Donc

(2.125) (0:). estbornée dans H'(Q).
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Par conséquent, il existe 1y € H'(Q) tel que

(2.126) e — o.

On peut vérifier que :

(2.127) Yo = $o-

Et par consequent :

(2.128) ©. — o dansL?(Q).

Lemme 2.3.4. (Convergences fortes) Sous les hypotheses précédentes et si

(2.129) NV x, ue est borné dans L*(Q),

on a les convergences fortes suivantes, a une sous suite pres

(2.130) N2V x ue — 0, NV x,u. — NV,uo, Nue — Nug dans L*(Q),

et

2Vx,u. — 0, e2Vx,u. — 0,
(2.131) {8 Xt = vl

e2u, — 0, e Y?u, — 0, eAV?Vx,uc — 0, dans L*(9).
De plus, la derniere convergence dans (2.109) est forte et on a
Xo = G(ZE,UO,VXQUO), X1 :a(l‘7X{7>‘ku0)'
Preuve. On pose d’abord

I = /62)\5VX1UE~VX1U5 dx+/ 2NV x, -V x, Ue dx+/ MV x, (N ue—1)-Vx, (N u.—1) do
0 0 0

Il est maintenant clair que (2.129) est assuré quand € — 0. Commengant par la dernicre limite.

Développant /., on obtient

I = /52/\5VX1uE -V x, Ue dz + /52)\5VX2u5 -V xy e d

Q Q

+ / N AV x,u. - Vx,u. dz — / N AV x, 11 - V x,u. do
Q Q

—/AgAVXQUS - ngﬂdx—k/)\AVXQﬁ-VXQﬂdx.
Q Q
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Utilisant (2.105) pour m = 5, on déduit

(2.132) I. = / N, / a(x, ue, Vx,u.) dX do + / NV x, U, - / a(x, X|, \ou,) dX/ dx
QO wr 0 w1
— 5/62)\4u5VX1u5 -Vx, Adx — /AsAVX2@ - Vx,u: dx
o) Q
- / N AV x,u. - Vy,idr + / MV x, it - Vi, i dr.
Q Q
Noter que fwl Au. dX; converge fortement vers fwl Mg dX, dans L?(ws) voir lemme 2.2.3 et

lemme 3.1 de [6]. Prenant ceci en considération on obtient

/)\5u5/a(at,ua,VX2u€)dX1 dx:/a(x,ua,v)@ua)/)ﬁug dX, dx
Q w1

Q w1
— /Xo/)\5U0 dX,dr = />\5U0/X0 dX dx
Q w1 Q w1

Pour le deuxieme terme non linéaire a, on ne peut pas procéder comme pour a vu que 1’intégrale
fwl a(z, X{, \u.) dX| dépend aussi de X, et aussi le gradient de u. pour lequel on ne peut pas
appliquer le lemme 2.2.3. Donc on intervertie simplement les roles D’ou grace a (2.108) et (2.122)
notre limite est conclue.

Revenons maintenant a (2.131), grace a (2.108) on a la limite suivante :

e

2‘8/\3/2VXIUE

‘/552)\4ugvxlu5 . VXl)\dx‘ < 5¢ )\|1/2’VX1)\ ) — 0.
Q

Finalement on a

hn%lg:/Agﬁ/xngldx+/)\3VX2ﬁ/X1 dX{ dx
e—
Q w1 Q w1
—/)\AVXQQVXQ’ZLCL'L'
Q

La limite qu’on obtient n’est rien d’autre que la différence entre les deux cotés de 1’identité (2.120)
écrite pour v = \3uq (écrite pour v = \3u, ensuite on passe 2 la limite en ¢). Ce qui veut dire que
lim/, = 0.

e—0

Comme est mentionné précédemment, (2.129) est conclue.

On peut maintenant en déduire, comme A > 0 sur {2 qu’a une sous suite pres on a
us — up, Vx,Us = Vx,ug, p.p.dans .
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Prenant ceci en considération, le théoreme de Lebesgue, la continuité de a par rapport a la deuxieéme
et la troisieme variable et la continuité de a par rapport a la troisieme variable sont suffisants pour

déduire que

a(x,ue, Vx,u:) = a(z,ug, Vx,up) p.p-dans €,

Q

(2.133)
x, X1, Nue) — a(z, X7, M) p.p. dans Q x wy,

a(z, X|, \u.) — a(z, X7, Nug)  dans L2(Q x wy).

a

(
(2, ue, Vx,u:) — a(z,up, Vx,up) dans L*(Q),
(
(

\

Ce qui implique que
(2.134) Xo = a(x, o, Vx,ug), x1 = a(z, X7, Nug).

Pour terminer la preuve et montrer (2.130) on multiplie (2.104) par € et on passe a la limite en
utilisant (2.103 ), (2.132), on obtient :

lim [ e*Vx,u. - Vx,u. do + /(82A + 'V x,ue - Vx,u () do

E‘)O

= lim &2 /ua/ a(x, ue, Vx,ue) Xmd:B—{—/VXng-/ a(x, X], \ou) dX! de =0

e—0
w1

On a donc
e2Vx,u. = 0, €Vyxu. =0, eX/?Vy,u. — 0, dans L3(Q).

En utilisant 1’inégalité de Poincaré on obtient £2u, — 0, eA'/2V x,u. — 0 dans L?(Q).

Ce qui acheve la preuve du lemme 2.3.4.

Nous allons maintenant montrer la condition au bord que vérifie la solution 1y du probleme
(2.97).
Condition au bord

De (2.129), on peut déduire que pour presque tout X; € w;

/\3/|ng<“5 — U0)|2 dXys — 0.

w2

Comme

{/|VXQU\2dX2}1/2,
est une norme sur H}(ws) et que u.(Xy,.) € Hj(wz) p.p.X; EwietA>0ona:
(2.135) up(X1,.) € Hy(wa) pp.X1 € wy.
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les convergences faibles (2.108) suggerent qu’une amélioration en terme d’existence et de conver-
gences fortes avec un poids meilleur est possible et ce qui fera I’objet du théoréme suivant comme

une premiere amélioration du poids.

Théoreme 2.3.3. Sous les hypotheses précédentes et si k > 2, on a quand € — 0, a une sous suite
pres
X2V ue = 0 ANVyue — NVxuo,  Nue — Ny dans L*(Q),

2 2
eVxu: — 0, Vxu. — Vx,ug, u.— ug dans Lj (w1, L7 (ws)).

En plus ug € L3, (wy; Hy(ws)) N L7

2 (w1, H (wy)) et vérifiant Iidentité suivante :

(2.136) /AVX2UO.VX2UdLE: /v/a(x,uo,VXQUO)Xm dx
Q 2 w

+/VX21)- a(z, X|, Noup) dX{ dz, Vv e D(Q).
Q w1

Preuve. Posons

I = / 2NV, ue - Vi, ue do + / 2NV x, e - Vix, e d
Q Q

+ / ;AVXQ()\QUE ) Ve, (Ve — @) dar
Q

Ici aussi on doit montrer que /. — 0. Pour cela on utilise (2.105) avec m = 3, ce qui mene a écrire

1. comme suit

I. = /)\3u5/a(x,u€,vx2ug)dX1 dx—i—/)\?)VXQus-/a(ac,X{,)\kug) dX|dX;
Q w1 w1 w1
—/352)\2u€VX1u€-VX1u5 dx — /AAVXZQ-VXQUE dx — /AAVX2u5~VX2ﬂd:U
Q Q Q

1
+/XAVX21~L . VXQZNLdl’

Q
Maintenant on est en mesure de passer a la limite dans les trois premieres intégrales en utilisant
(2.108), les limites fortes (2.129), (2.130), (2.132) et on peut juste remplacer € par 0. Pour la

derniere intégrale on utilise les convergences faibles (2.108). On obtient finalement :

e—0

liml, = /Aguo/a(a:,uo,vx2u0)dX1 dm+//\3VX2u0-/a(x,X{,)\kuo) dX dz
Q w1 Q

w1

—/%AVXZQ . VX2ﬂd$ =0.
Q
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2.3. Deuxieme probleme

Ou on a tenu compte de (2.110).

Ce qui acheve la preuve du théoreme 2.3.3.

2.3.3 Amélioration des poids

Dans la section précédente, on a montré I'existence d’une solution uy € L3,(wi; Hj(w2)) du
probleme (2.97) avec la condition £ > 2. L’argument de base qui nous a conduit a ce résultat est
celui des estimations affirmées dans le lemme 2.3.1.

L,amélioration de ces dernieres estimations pourront donc nous conduire a une améliorations du
poids de I’espace contenant la solution limite u,. Cette amélioration est possible avec k > 1 sous

certaines conditions que nous allons préciser dans deux situations.

2.3.3.1 Premier cas

On suppose qu’il existe une constante )/ arbitraire tel que I’hypothese suivante soit satisfaite
(2.137) Ax, A€ L>®(wy), Ax, A< M,
presque partout dans un voisinage de Ow;.

Théoreme 2.3.4. Sous les hypothéses (2.2)-(2.4), (2.96) et (2.136) il existe au moins une solution
faible uy du probleme (2.97) telle que

uy € L3 (wis Hy (w2)) N Li,o(wi; Hy (w2))

/AVX2UO Vx,vdr = / / a(x, ug, Vx,up) dXy dx

w1

/VX2 / a(x, X|, \oug) dX| dz, Yo e D(Q).

(2.138)

\

Lemme 2.3.5. Sous les hypotheses (2.2)-(2.4) et (2.96) On a

(2.139) iz, eNV?Vx u., \Vx,u.  sont bornés dans L*(Q)
indépendamment de . De plus il existe uy € L3 (wy; H} (w2)) on a & une sous suite prés
(2.140) iz — Mg, eNY2V iy, ue — 0, AV x,u. — AV x, ug,

dans L*(Q). La solution limite v satisfait, pour k > 1, :

(2.141) /)\AVXZUO‘V;Quodm: /)\uo/a(x,uo,vx2uo) dX, dz
Q

w1

+ / AV x, g - / a(x, X, \oug) dX| dz.

Q w1
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2.3. Deuxiéme probleme

Preuve. Sion tient compte de I’hypothese (2.136) et on utilise comme fonction test v = A\( X )u. €

H}(Q), on obtient de (2.101)

(2.142) /EQV)(lueug-VXl/\ dx+/62)\|Vxlua|2da7+/52A|Vx2u5|2dx
Q Q

—i—/)\AVXQuE-VXQude: /)\uE/a(x,uE,VXQUE) dX, dx

Q Q w1

+//\VX2u5-/a(:p,X{,)\kua)dX{ dr.

Q w1

Ce qui implique, en utilisant les inégalités de Young et de Poincaré que

1
(2.143) 5/ QVXI U, le)\dl’+€2’)\l/2VXlug‘L2 +82‘)\1/2VX2u5’L2(Q
Q

+ | )\VXQUE‘%Q(Q) S |w1|1/2| a0|L2(Q)(| /\u5|L2(Q) + ’ /\VX2U€|L2(Q))

< (o + D]l a0y + 51 AV, g
on a utilisé ici (2.3) et (2.96). Donc par densité de D(2) dans H;(2), on obtient
(2.144) 2| NPV x uclfag) + €2 APV e [F2g) + %| AV x, e |72 (0
< (Clo+ Dl oy + 5 [ Axnitds
Q
Comme on sait que la norme L? de u. est bornée loin de la partie du bord dw; X ws, I’hypothese

(2.136) sera utilisé ici pour traiter le dernier terme de I’inégalité précédente. On choisit w; CC wy

tel que (2.136) soit satisfaite sur 2 \ (w] X wy) et qu’il existe une constante m > 0, tel que
(2.145) | Ax,A\| <m, dans.

Revenant a (2.143) et utilisant I’hypothese (2.136), on aura alors

1
| N2V xuel T2 () + €71 APV sy e 72 + 35l AV x, e [72(q)
2
< C+ Me? / /\uzdx—i—m% / w2dz < C.
wh Xws W] Xwa

et ceci en utilisant le fait que e \'/?u, est borné dans L?(€2) déja montré dans le lemme 2.3.1. Par

conséquent
eAY?Vx u., AVx,u. sontbornés dans L*(Q),
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2.3. Deuxiéme probleme

indépendamment de ¢. Le fait que Au. soit borné dans L?(2) se déduit en utilisant I'inégalité de
Poincaré.

Ceci acheve la preuve du lemme 2.3.5.
Nous aurons besoin dans la suite des convergences fortes suivantes :

Proposition 2.3.1. Sous les hypotheses (2.3)-(2.96) et (2.136), on a pour k > 1
(2.146) N2V x ue — 0, AVix,ue — AVx,up,  Mue — Mg dans L*(Q),

Preuve. On considere ’hypothese (2.136) et on pose

(2.147)  J. = | NPV ucFo ) + €21 APV s, el 0

g2
+ /)u‘lVXQ(u€ —up) - Vx, (ue — up) do — g/AXl/\Ug dx,
Q Q
qui n’est pas nécessairement positif. Cependant si J. tend vers 0 il servira a montrer les conver-
gences (2.145) grace aux convergences du théoreme 2.3.3 et les hypotheses (2.136). En dévelop-

pant J., on obtient :

2
Jo = NPV x 72 ) + X NPV xyel a0 + / AAV x, . - V xy e da — % / Ay, u? da
Q Q
— //\AVXQUE : VX2U0 dr — /)\AVXQUU . VX2U€ dx + / )\AVXQUO : VXQUO dx
Q Q Q

Utilisant (2.141), on aura

J. = /)\us/a(:v,us,VXQus)Xm dx+/wx2u€ : /a(x,X{,)\kus) dX/ dx
Q w1

w1

— //\AVXQUE : VXQUO dx — /)\AVXQUU . VXQU‘E dx + / )\AVXQUQ : VXQUO dx
Q Q Q
Prenant en considération le lemme 2.3.4, (la condition (2.128) ici est satisfaite pour £k > 1) et il
suffit juste de remplacer € par 0 dans I’intégrale des termes non linéaires et grace aux convergences

faibles du lemme 2.3.5 on déduit que

e—0

limJ, = //\uo/a(ZE,U(),VXQUO) dX, d:p—k/)\VXQuo-/a(a:,X{,/\kuo) dX| dx
Q w1 Q w1

- //\AVX2u0 -V x,u dz,
Q
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2.3. Deuxiéme probleme

En utilisant (2.140) on peut facilement déduire

(2.148) limJ. =0

e—0

Jusqu’a present on ne dispose pas encore des limites souhaitées. Posant donc
ja = €2| Al/Qleugliz(Q) + €2| )\I/QVXQU8|%2(Q) + | )\VXQ(UE — U0)|%2(Q)
Il est claire que

2
<+ %/AXW@ dz.
Q

On cherche a montrer que J. — 0, pour cela on divise la derniere intégrale en deux intégrales,

I’une d’elle est prise sur 2\ (w] X ws) pour appliquer (2.136). On obtient alors

~

g2 g2
JS < Jg_'_? / AXI)\U?CL%—'—? / AXlAuzdx

O\ (w] Xw2) W] Xws
M
<L+ / Aetu? d + % / 22 da.
O\ (W] xw2) W Xwa

2
loc

Maintenant, on passe a la limite en utilisant le fait que u. € L; .(£2) quand I’intégrale est prise sur

w) X ws, la convergence forte eA\'/?u, — 0 dans L?*(2) montrée dans le lemme 2.3.4 et (2.147),

on en déduit donc que

hmjélp 2 /\1/2VX1u5|%2(Q) + | AV x, (ue — u0)|iz(ﬂ) = 0.
&€

On a aussi

lim inf €| N2V x, e[ + | AV, (ue — 1) [2(0) = 0.

Par suite les convergences fortes (2.145) ont lieux, ce qui acheve la preuve de la proposition 2.3.1.

De la méme maniére on peut montrer (2.134) et par conséquent on aboutit a ug € L3 (wy; Ha (w2)).

2.3.3.2 Deuxiéme cas

on suppose cette fois ci qu’il existe une constante M positive telle que I’hypothese suivante est

satisfaite
(2.149) Ax, A € L®(wy), |V A < M),

presque partout dans un voisinage de dw;. On a alors le résultat suivant :
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2.3. Deuxiéme probleme

Théoreme 2.3.5. Sous les hypothéses (2.2)-(2.4), (2.96) et (2.148) il existe au moins une solution
faible uy du probleme (2.97) telle que

(

uo € Liya2(wa; Ho(wa)) N Lipe(wi; H (w2))
/AVX2u0 Vx,vdz —/ / a(z,ug, Vx,up) dX; dz

w1

/VX2 / a(z, X|, \oug) dX| dz, Yv e D).

\

Lemme 2.3.6. Sous les méme hypotheses précédente on a :

(2.150) N2, eAV x, ue, )\3/2VX2uE bornés dans L*(12)
indépendamment de <. De plus on a a une sous suite pres

(2.151) N2 = N2, eAVxue — 0, N/ 2Vxue — N2V x,u0,

dans L*(Q2). La solution limite uy € L2, (w1, H} (w2)) et satisfait, pour k > 3,
(2152) /)\QAVXQUO : VX2UQ dr = //\ZUO/CL(ZL'7UO, VX2u0) dX1 dx

+/)\2VX2u0~/a(x,X{,)\ku0)dX{ dr.
Q w1

Preuve. En tenant compte de (2.148) et en utilisant v = \?(X;)u.(z) € H(Q) comme une
fonction test dans (2.101) et en procédant comme précédemment on obtient alors 1’équivalent de
(2.143) :

1
1AV X, UelF20) + [ AV xyte[F20) + 5 yA”l/?vXQue\Lz
< C(Cuy + 1) ] ooy + € /<| Ve A+ AAy Al da
Q

en se servant de (2.148) et le fait que e\'/?u. est borné dans L?((2). La preuve de (2.139) et
(2.140) est la méme que ce qu’on vient de faire pour montrer le lemme 2.3.2. La limite du terme
nonlinéaire peut étre identifiée a I’aide du lemme (2.105) comme (2.128) est vérifiée pour k >

1 + 1/2. Ce qui complete la preuve du lemme.

En plus des résultats précédents, on a les convergences fortes suivantes :
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2.3. Deuxiéme probleme

Proposition 2.3.2. Sous I’hypothése (2.148), on aura pour k > 1 + 1,
(2.153) eAVx, u. — 0, /\3/2VX2u5 — /\3/2VX2u0, Ny, — N3y dans L*(Q).

De plus ugy est une solution du probléme :

(

Uy € L3y (w1s Hy(wa)) N LY, (w1, H (ws))

/AVX2u0 Vx,vdx —/ / a(x, ug, Vx,up) dXy dx

w1

(2.154)
/VX2 / z, X, Noug) dX| de, Vv € D(Q).

\ w1

Preuve. On pose

(2.155) J. := 2| AV x, el T2y + €7 AV, Ue 720y + /)\ZAVX2 (ue — wg) - Vi, (ue — up) da
0
—¢? /(| Vi, AP+ My, N2 dz
Q

En suivant les mémes étapes précédentes on déduit que lir%lE = 0 et le dernier terme peut Etre
E—

traité de la maniere suivante

g /(| Vi, AP+ Mx, Mu? do < &2 / (| Vx, AI> + My, Nu? do
Q O\ (w] Xw2)
+¢&? / (| Vi, A2 + My, Nu? de < Oe? / u? dx + Ce? / u? dx

w] Xwa Q\(w] Xw2) W] Xws

(Q) et la

convergence forte eA'/?u. — 0 dans L?(Q2) montrée dans le lemme 2.3.4. Noter que (2.128) est

Les deux dernieres intégrales tendent vers O grice au fait que u. est bornée dans L7

maintenant satisfaite pour k > 1+ 1 5 qui garantie les résultats du lemme 2.3.4. Ce qui complete la

preuve du théoreme.
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CHAPITRE 3

Etude du probleme d’évolution

3.1 Position du probleme et théoreme d’existence

Il s’agit dans ce chapitre d’examiner le cas d’évolution (9) Plus précisément s’intéresse a 1’étude
d’une classe de problemes intégro-différentiels paraboliques anisotropes dégénérés et non locaux
en utilisant la méthode de perturbations singulieres anisotropes.

Soit 2 = wy X wy C R x RP, T' > 0 réel et Q7 =]0, T[xQ.

Soit A = (a;;(t, z)), une matrice de taille n x n,n € Net (t,z) € Qr telle que

(31) Qij € LOO<QT), Z,] = 1, ., n.

N

(t, )
A(X1)

3.2) Blef < (E<aléf VEER", pp.tel0,T], pp.ze
tels que «, [ sont des nombres réels positifs et A est une fonction définie sur w; telle que

(3.3) AE WP (wy), 0< A< M, danswy,

et qui peut s’annuler sur Jw;.

Soit

(3.4) u’ € L®(Q), fe€L™(Q),
Et que

(3.5) | [l | u°] L) < C.
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3.2. Preuve du théoréme d’existence

Ou C est une constante positive.
On considere également une fonction non linéaire a valeurs réelles a = a(t, x,r) définie, mesu-

rable sur ()7 x R et continue par rapport a la derniere variable satisfaisant
(3.6) la(t,x,r)| < C1 4+ Colr|, p.p. (t,z) € Qr.

Le probleme d’évolution consiste alors a montrer 1’existence d’une fonction u = u(t, X1, X5)

solution du probleme intégro-différentiel suivant :
W — V) (AV ) = /a(t,x,u) dX)+ f dans 0,T[x9,

(3.7 “
u(t,X1,.) =0 dans Owsy, p.p.t,X;€[0,T[xw,

u(0,.) =u® dans Q.
On définit I’espace fonctionnel L (wi; L*(0, T; Hy(wz))) pour un poids donné & = £(X;) > 0
p.p- sur w; comme étant I’espace :

LZ(w1; L*(0,T; Hy(w2))) = {u € Li(w1; L*(0,T x w2)), &u,&Vx,u € L(Qr), ul(., X1,.) € L*(0,T; Hy(w2)) p-p. X1 € wi } .
On note par (., .) le produit de dualité entre HJ(wo) et H ™! (wy)

Définition 3.1.1. On dit qu’une fonction u est une solution faible du probleme (3.7) si
i) u € L2Qr), \'?*u € L*(0,T; H(w2)) pp. X1 € wy, v/ (., X1,.) € L*0,T; H ' (wy))
pr1 € w1,
ii) lidentité intégrale
(3.8) (u'(t, X1,.),v) + /AVX2UVXZU dX, = /a(t,x,u)v dx + /fv dXs,
w2 Q w2
ait lieu pour presque tout (t, X1) € (0,T) X wy et Vv € Hj(wo).
Théoreme 3.1.1. Sous les hypotheses (3.2)-(3.6) il existe une solution ug du probleme (3.7) au
sens de la définition 3.1.1.

3.2 Preuve du théoreme d’existence

L’approximation du probleme (3.7) est la voie naturelle pour montrer 1’existence d’une solution.
Ceci fera I’objet de ce paragraphe. On introduit donc un probleme de perturbations singulieres
ou encore appelé probleme perturbé qui est en fait une famille de problemes classiques dont on
montre I’existence de solution pour chaque probleme grace au théoreme du point fixe de Schauder.
Dans une seconde étape on donne les estimations a priori de ces solutions avant de faire le passage
a la limite et montrer que la limite de sous suites de solutions est une solution du probleme initiale

3.7).
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3.2. Preuve du théoréme d’existence

3.2.1 Le probléme perturbé

Le probleme perturbé consiste alors a introduire la famille de problemes suivante :

/

ul — 2 Ax,u. — Vi, (A4 2 Vx,u,)

= /a(t,x,us) dX; + f dans |0, T[x2,
(3.9) (P)e o

ue =0 sur ]0,T[x09,

u:(0,.) =u’ dans Q,

\
ou £ > 0 destiné a tendre vers 0, et [ est la matrice identité de taille n. Le probleme (3.9) est
un probléme parabolique semilinéaire non local, avec des conditions au bord de type Dirichlet

homogenes et une condition initiale u° voir (3.4).

Définition 3.2.1. On dit qu’une fonction u. est une solution faible du probleme (3.9) si
i) u. € L*(0,T; H}(Q)), . € L*(0,T; H1(Q)),
ii) [’identité intégrale
(3.10)
(ul, V) -1 @) L Q) T /a2leu€vX1v dr + / 2V x,u:V x,v dx + / AV x,u-Vx,vdx

9) Q Q
://a(t,x,ug)Xmvdx—i-/fvdx,
o)

Q wy

ait lieu dans D'(0,T) pour tout v € Hj ().

3.2.2 Existence de solution du probleme perturbé

Pour montrer I’existence d’une solution du probleme (3.9) au sens de la définition 3.2.1, on utilise

le théoreme du point fixe de Schauder.

Théoreme 3.2.1. Sous les hypothéses (3.2), (3.6) et (3.4), il existe au moins une solution faible du
probleme (3.9) au sens de la définition 3.2.1.

Remarque 3.2.1. La preuve de ce théoreme reste aussi valable si on remplace I’hypothése (3.4)
par u® et f dans L*(Q).

Preuve. La preuve est donnée pour Cy = (0 dans (3.6).

Soit W I’ensemble défini par
W = {w\w € L*(0,T; Hy(Q?)), w' € L*(0,T5 H~(Q))}
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3.2. Preuve du théoréme d’existence

Muni de la norme
|w|w = |w|L2(o,T;Hg(Q)) + |w/|L2(0,T;H*1(Q))

Pour w € L*(Qr), soit u € W la solution unique du probleme parabolique linéaire suivant

u — 2 Ax,u— Vi, (A4 )V x,u)
= /a(t,x,w) dX; + f dans 0, T[xS,

w1

G.11) )
u=0 sur ]0,T[x09Q,
u(0,.) =u® dans Q.

\

On définit Uapplication S de L*(Qr) dans lui méme par
(3.12) w— u = S(w).

Le couple (w,u) € L*(Qr) x W satisfait pour presque tout t dans |0, T I’égalité suivante

(3.13) (u’,v>+/52VX1uVX1vdx+/€2VX2uVX2vdx+/AVX2UVX2vda;

Q Q Q

://a(t,x,w)Xmvd:c—l—/fvdx Vv € Hy(Q).
Q

Q wq

On pose v = u dans (3.13), on obtient

——|u|L2 /|8VX1u]2dx+/|5VX2U\2dx+/AVX2u Vx,udz

// txwuXmdx+/fudx

Q wi Q

En intégrant sur (0, ) et utilisant (3.2) et 'inégalité de Young on obtient

()72 //lavxlu\ dxds—l—//]eVXQu] da:ds+//\)\1/2v Lul? deds
_2/// (t,x,w)dX;) dxder//u dxds + ~ //f dxds + —|u( )|L2(Q)

Utilisant (3.6), on obtient

t

1

§|u(t)|%z(9) <K +K2//u2 dxds,
0 Q
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3.2. Preuve du théoréme d’existence

On utilise ’inégalité de Gronwall , il vient que

(3.14) | u()| L2011 (2) < C-
indépendamment de w. En particulier on a

(3.15) |ulz2@r) < C,

ou C' est une constante indépendante de w.

Maintenant on montre que u.. est bornée dans L*(0,T; H='(Q)). Pour cela soit v € H} (),

(W', v) (g @miapyl < (Cilwr| + | flrz@)lvlee@) + [eVa ul2) Ve vl
+(’€V1«2u|L2(Q) + |)\1/2V12u|L2(Q))|Vx2v|L2(Q)

IN

(Cl‘ Wll + ‘ f’m(g) + |5vx1U‘L2(Q) + ‘EVIQUILz(Q)
+|)\1/2Vx2u5|L2(Q) + ) | U|H3(Q)

On prend le carré des deux cotés et en intégrant sur (0,T) et utilisant I’inégalité de Young, on

obtient
|| 20,10 < KEET+ | flrzor +1eVatlrz@m + | eVatl i@ + | ANVl 2o }-

Grdce a (3.14), il suit que
|| 21y < C

Par conséquent
(3.16) |ulw < C.

Indépendamment de w.

On montre maintenant que S est continu. Soit (w,,) C L*(Qr) une suite telle que
(3.17) w, — w dans L*(Qr).

De (3.17) et par la réciproque du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue il existe une

sous suite encore notée (w,,) telle que
(3.18) Wy — w p.p dans Q.
Et il existe g € L*(Qr) telle que

(3.19) lw| < g pop.
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3.2. Preuve du théoréme d’existence

On pose u,, = S(w,) € B. Il existe donc grace a (3.14) une sous suite n’ et uw € L*(0,T; H}(Q))
tel que

(3.20) Uy — u dans L*(0,T; H'()).
Et par le théoreme de compacité d’Aubin on a
(3.21) U — u dans L*(Qr).

On reprend (3.13), le couple (w,,, u,) satisfait dans D'(0,T')

(3.22) (ug,,v>+/52vxlunrvxlvdufc+/€2VX2un/VX2vdx+/AVXQUWVXZvdx
Q ) )

://a(t,x,wn/)Xmvdx—i-/fvdx, Vv € Hy ().
%)

Q wy

En passant a la limite en n' dans (3.22), on obtient

(3.23) (u’,v}+/52VXIUVX1vdx—|—/52VX2UVX21)dx+/AVX2UVX2de

0 0 0
= lim //a(t,x,wn/)Xmvdx+/fvd:v.
Q

Q wp

Précisons maintenant la limite dans la partie droite de I’équation. Tenant compte de la continuité

deaet(3.18)ona

(3.24) a(t,z,w,) — a(t,z,w) p.p. Q7 x R
De (3.6) et (3.19) on déduit que

(3.25) a(t,z,w,) borné dans L*(Qr).

Grdce a (3.24) et (3.25), en utilisant le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue on

déduit que
(3.26) a(t,z,wy) — a(t,z,w) dans LQ(QT).

De (3.26) a une sous suite pres on a grdce a la réciproque du théoréme de la convergence dominée

de Lebesgue

(3.27) /a(t,x,wn/)Xm — /a(t,x,w) dX, p.p.(t,z2) € (0,T) X ws.

w1 w1
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3.2. Preuve du théoréme d’existence

D’autre part on a

(3.28) | / a(t, 2, wy) dX,| < C.

w1

Grdce a (3.27) et (3.28), utilisant le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue on a

(3.29) lim //a(t,z,wn/)Xmda:://a(t,x,w)Xmdx.

n/—oo
Q wi Q wp

Ainsi on a

(3.30) (v, v) + / 2V x,uVx,vdr + / 2V x,uV x,v dx + / AV x,uV x,v dx
Q Q Q

://a(t,x,w) Xmvdx—l-/fvdx Yo € Hy (). p.p.t €]0,T].
Q w Q
Comme u € L*(0,T; H}(Q)) ona

u=S(w).

Par unicité de la solution du probleme (3.10) on déduit que les convergences (3.20) et (3.21) ont
lieu pour toute la suite. Par conséquent ’application S est continue.

Soit B(0,C) la boule fermée de centre 0 et de rayon C, la constante C' est donnée par (3.16). I
est clair que S(B(0,C)) C B(0,0).

D’autre part S(B(0, C)) est bornée dans W.

Comme W i L*(Qr) (d’apres le théoréme d’aubin) donc S(B(0, C)) est relativement com-
pact dans L*(Qr).

En utilisant le théoréme du point fixe de Schauder on déduit I’existence d’une solution du probleme

(3.9).

3.2.3 Estimation des solutions du probleme perturbé

Dans le but de montrer I’existence de ug solution de (3.8) on fait tendre ¢ — 0 dans (3.10) et on
montre que la limite est une solution du probleme (3.8).

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a I’étude du probleéme perturbé (3.9), nous commengons
par donner quelques estimations a priori qui vont permettre de passer a la limite pour certain

termes.

Lemme 3.2.1. (Estimations a priori). Sous les hypothéses (3.2)-(3.4), on a les estimations sui-

vantes
(3.31) u., bornée dans L*(Qr) et dans L>=(0,T; L*(Q)),
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(3.32) |eVxue|, |eVixuel, |AY2Vx,u.|, bornés dans L2(Qr),

(3.33) u’ bornée dans L*(0,T; H (1)),
indépendamment de c.

Preuve. On prend v = u, dans (3.10), on obtient

zdtlus\Lg Q)—l—/\evxlug\ dx+/|eVX2u5| dx+/AVX2u5VX2uEd$

// (t,z,u.) Xmusdx—i-/fusdx

Q wi

Intégrant sur (0, ) et utilisant (3.2) et ’inégalité de Young on obtient

t ¢
%’u€<t)’%2(9)+//‘€VXIUE‘2dxd8—|—//’e’ivXQuE’leL'dS
0 9 0 0
¢ ¢
+//|)\1/2VX2US|2dxds§ %//(a(t,x,ug)fdxds
0 0
//u dxds + = //f dzds + = |u5( )72

Utilisant (3.6), on obtient

|u8 |L2 //|6VX1U€| dxds+// eV x,u.|* drds
0 Q
t
+//|)\1/2V u€|2d:r;ds<K1+K2//u dxds,
Q

ou K, K5 sont des constantes indépendantes de €. On utilise 1’inégalité de Gronwall, il vient
u.  bornée dans L*(Qr).
Par conséquent on a

|eVxte|, |eVxue|, |A/?Vx,u.| bornésdans L(Qr),
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indépendamment de €.

Maintenant on montre que . est bornée dans L*(0,T; H~*(€2)). Pour cela soit v € H}(Q2),

[(ul, v) -1yl < (Crlwi] + Colwnl| uel 20y + | flre@)lvlez@) + 1€V el 20| Ve vz
+(|eVaytie| r2i0) + N Vayte| 12(0)) [ Vay v 12(0
< (Cl| wi| + Cof wi | Ua|i2(g) + | f|L2(Q) + |5VI1U5|L2(Q) + |5szue|L2(ﬂ)
+|>‘1/2v$2u6|L2(Q))‘ U|H&(Q)
On prend le carré des deux cotés et en intégrant sur (0, 7"), on obtient
| u'E|L2(07T;H71(Q)) S C{K12+K22| U€|L2(QT)—|—| f’L2(QT)—|—| 5VI1U6|L2(QT)+| €Vx2u€]L2(QT)—|—| )\1/2V$2U’€|L2(QT)}'
Grace a (3.31) et (3.32), il suit que
u.  bornée dans L?(0,T; H~(Q)).

Le corollaire suivant est une conséquence du lemme précédent

Corollaire 3.2.2. Sous les mémes hypotheses du lemme (3.2.1), on a les estimations suivantes

(3.34) M2y eAV2|Vxue|, eAY? Vxue|, |AVx,uc|, bornésdans L*(Qr),

(3.35) AM/2u! bornée dans L*(0,T; H-1(Q)).

indépendamment de c.

3.2.4 Passage a la limite sur ¢

3.2.4.1 Convergences faibles
Du paragraphe précédant on a les convergences faibles suivantes

Lemme 3.2.2. (Convergences faibles). Sous les mémes hypothéses du lemme (3.2.1), il existe une

sous suite aussi notée u., ug € L*(Qr) et x € L*(Qr) telles que

(3.36)  wu. — ug, eVxue =0, eVx,u. — 0, MN2Vx,u. — \/?Vx,ug, dans L*(Qr),
(3.37) ul — ufy dans L*(0,T; H1(Q)).

(3.38) a(t,z,u.) — x dans L*(Qr).
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et
(3.39) /a(t,az,ua) dX, A/XXm dans L*(Q7).
w1 w1

De plus la fonction limite ug satisfait I’identité suivante :

(3.40)
¢

—/(uo,v')Lz(Q) ds+/AVX2u0VX2v dxdt = /(/XXm—l—f)v dzdt,Yv € L*(0,T; Hy(Q)).
0 Qr Qr w1

D’autre part, il existe i € L*(Qr) tel que, & une sous suite prés, on a
(3.41)
M2y, =7, eAV?Vxu. — 0, eV, \Y2u, =0, AVx,u. — N2V, i, dans L*(Qr),

(3.42) N2y~ dans L*(0,T; H1()).
avec
(3.43) i = A\

De plus, la fonction u satisfait I’identité suivante :

t

(3.44) /(ﬁ’,ﬁ)%(@) ds + /AVXQQ.VXQildxdt = /(/XXm + f)Aug dzdt,

0 Qr Qr w1

Preuve. Il résulte de (3.32) et (3.33) qu’il existe, a une sous suite pres, ug dans L?(Q7), u, dans
(L*(Qr))P, ug, uz in (L*(Qr))™ et uy dans L(0,T; H~1(Q)) tels que

Ue — ug, €Vix,Ue — U, ViU — Uy, AY/2Vix,u. — us, dans L*(Qr),

ul — uy dans L2(0,T; H1(Q)).

(Convergence dans L?(Qr)"™ veut dire convergence composante par composante).
D’un coté on a

/Al/QVXQUE -vdxdt — /u3 cvdxdt

Qr Qr
D’un autre coté on a

/)\I/QV)QILE'U drdt = — / Al/ngdivXQ vdxdt — — / /\1/2u0divx2 vdxdt = //\1/2VX2UO' v dxdt,
Qr Qr Qr Qr
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donc

Uz = Al/QVXZUO
De la méme maniere on peut montrer que
eVxu. — 0, eVx,u. — 0, dans L*(Qr),
u. — ) dans L*(0,T; H1(Q)).
Par ailleurs on a , grace a (3.6)

/a(t,a;, u.)? dadt < /(C’l + Co| ue|)? dxdt < C,
Qr Qr

ce qui veut dire que a est bornée dans L*(Qr), donc il existe x € L*(Qr) tel que

a(t,r,u.) — x in L*(Qr).

par conséquent

// (t,z,u.) dX v dedt = / (t,x,us)/vXm dxdt
Qr w1 w1
—>/X/UXmdiﬁdt:/v/XXmdxdt.
Qr w1 Qr w1

/a(t,x,ug)Xm —\/de1 in L*(Qr).

w1 w1

Par ailleurs, pour , v € L*(0,T; H}(Q2)), on a de (3.10)

Ce qui veut dire

(3.45)

t

—/(ua,v/) dS—|—/EQVXIUEVXIUd.CEdt+/€2vX2U5vX2Ud$dt+/AVXQUEVXQUd.CBdt

0 Qr
// (t, z,u. Xmvdxdt+/fvdxdt
Qr w1

L’équation (3.45) est équivalente a

t

— / (ue,v") ds + / e*Vx,u:V x, v drdt + / 2V x,u.V x,v drdt
0 Qr

/ AWVXQ (A2 V x, v dadt = / / (t,z,u.) dX, + f)vdzdt

Qr w1
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Donc par (3.36), (3.37) et (3.39) on fait tendre € — 0 dans (3.45) et on obtient

t

(3.46) —/(uo,v’) d$+/AVX2u0VX2vd:vdt://XXmvdxdt+/fvda:dt.
0 Qr Qr w1 Qr

En remplagant v par \Y?v ’équation précédente et en tenant compte de (3.43) on obtient

t
—/(ﬁ,v') ds + /AVXJLVXQ'U dxdt = /(/XdX1 + HINY2y dxdt.

0 Qr Qr w1

pour tout v € D(Qr). Maintenant, par densité de D(Qr) dans L*(0,T; H}(2)) la derniere iden-
tité devient

t

/(ﬂ’,v) ds + /AVXQQVXQU dxdt = /(/XXm + N0 dzdt,

0 Qr Qr w1
pour tout v € L*(0,T; HL(Y)). En replagcant maintenant v par \'/?u. dans la derniére identité et
en passant a la limite sur eon obtient

t

/(ﬂ',ﬂ) ds + /AVXQQ.VXQdexdt = /(/XXm + ) Aug dzdt.
0 Qr Qr w1

Ce qui acheve la preuve.

3.2.4.2 Convergences fortes

Maintenant dans le but d’identifier la limite du terme non linéaire x en fonction de g, c’est a dire
passer a la limite a I’intérieur de a on établit des résultats de convergences fortes sur les solutions

approchées u.. Pour cela on commence par donner les lemmes suivants

Lemme 3.2.3. Soit (p,) C D(w,) telle que ,, — ¢ dans L*(w), on a
d
(i) 5 [ oudXs € LO.T0H ),

w1

(ii) %/g@nuaXm — %/gouaXm dans L*(0,T; H ! (wy)).

Preuve. Soit v € D(Qr), avec v(t,x1,x2) = 0(t)p(x1)Y(x2) tel que 6 € D(0,T'), ¢ € D(wy),
w € D(WQ).
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t
Réécrivant d’abord le terme / (ul,v) g-1(0), Hi(e) ds comme suit
0

t

t
/<u/57U>H—1(Q),H3(Q) ds = —//usv’d:cds
0
= ///wE ob) drydry ds

= ///gous Y0) dX, dX, ds
w2 w1

= ///gpuEXm (v0) dXyds
wo w1

d
= /<dt/90u5 dX17¢9> 1(0.)2 Hl LUQ) dS

w1

0
t
d
= /<dt /gpue dX1,¢> L(wy), Hl(w2)6d8.
0

w1
Réécrivant maintenant I’équation (3.45) comme suit

t t

d
/<UIE7U>H—1(Q),H5(Q) ds = /<dt/90ust1 V) H1 (), HY (w) 0 A

0 0 w1

= [ et [ attwu i+ 1) - 290w | v0dude
Qr w1
—/@(52vxgu5 + AV x,u. )V x, 08 dxdt.
Qr

Utilisons la caractérisation des éléments de L*(0,T; H ' (w2)) en identifiant

P = o / alt, 2, 1) dX) + ) — €2V, 0.V, 0.

et
ft=—p(E®Vx,u. + AVy,u.).
Ce qui implique que
d
- | pue dX, € L*(0,T; H ' (wy)).

w1
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Ainsi la preuve de (i) est achevée.

D’autre part on a grace au théoreme de Fubini

t t

/<jt/90nung1 ¢>9d8_/jt</g0nust1 Gds—//uegonwe’d:cds— /wn/ﬁ’/usdeQ
0 w1
/ d
- = / / /us¢dX2d5dX1 /(E/@Ung1,¢>0dS

0 w1

Ce qui eut dire

t

d
/(dt/gonustl,w 0ds—>/ /QOUEXm,l/J>9dS dans L*(0, T; H ' (w2)).
0 w1

w1

Ce qui achéve la preuve de (ii) et du lemme 3.2.3.

Lemme 3.2.4. Sous les hypotheses de la proposition 3.2.1, (3.32) et (3.33), on a

(3.47) / u. dX| — / MugdX, dans L*((0,T) x ws).
w1 w1
Preuve. Pour montrer la convergence (3.47) on utilise le lemme de Lions Aubin, pour cela la

preuve est donnée dans deux étapes.
Etape 1. On montre d’abord que / Au. dX; est borné dans L2(0,T; H} (ws)).

w1

De (3.36) on a pour v = v(t, x9)

///)\unglvngds%///)\uoXmvngds

ce qui veut dire que
(3.48) / ug dX; — / MigdX; dans L2((0,T) x wy).

Par conséquent
/)\uE dX; estborné dans L*((0,T) x wy).

w1

d
Etape2. On montre maintenant que pr / Au. dX; est borné dans L2(0,T; H ™ (ws)).

w1

Soitv € D(Qr) tel que v(t, x1,z2) = O(t)p(x1)Y(x2) dans (3.45), avec 0 € D(0,T), ¢ € D(wy),
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Y € D(w,) tel que | | < M ot M = | A|peo(u,) + 1.0na

t
|/<%/<pust1,w>H1(w2),Hé(w2)9ds| < /\62VX1uEVX130¢«9|dxdt
0 w1 Qr
+/\ezvxgugv&wgp&\daﬁdt—l—/|)\VX2u€VX2w909|dxdt
Qr Qr
+/| /a(t,x,ug)dX1g0¢9|dxdt+/fgm/ﬁdxdt.
Qr Qr

w1

En utilisant I’inégalité de Cauchy Schwartz, (3.6), (3.31) et (3.32) on obtient :

t
d
| /@/wue dX1, )0 ds| < ClP| g ()] O] L2(0n) -
0

w1

On a alors
d
- | e dX, borné dans L*(0,T; H *(ws)).

Soit ¢,, une suite de D(w;) qui converge fortement vers \ dans L*(w;). D’apres le lemme 3.2.3

on a quand n — 400
d d 2 -1
(3.49) p Ol dX] — p Au.dX; dans L7(0,7; H™(w2)).
Par suite on a
d

pn Au. dX; borné dans L*(0,T; H *(w,)).

w1

On peut donc déduire de la partie 1 et la partie 2 en utilisant le théoreme de Lions Aubin que

/ Mg dX, — / MugdX; dans L2((0,T) x ws).

w1 w1
Par conséquent on a
/)\Ua Xm — /)\UO Xm dans LQ(QT)

w1 w1

Ce qui acheve la preuve du lemme 3.2.4.
On établit maintenant les convergences fortes

Lemme 3.2.5. On a les convergences suivantes

(3.50)

Mz = Aug, e Vg ue — 0, eN?Vyx,u. — 0, AVx,u. — AVx,u, dans L*(Qr),
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3.51) Ue — Ug. P.p. Qr.

(3.52) a(t,x,u.) — a(t,x,ug) p.p.
Preuve. Dans toute la preuve (., .) désigne le crochet de dualité entre H () et HJ ().
Commencgons d’abord par poser v = Au. dans (3.10) et intégrons sur (0,T) on obtient

(3.53)

t

/ (ul, M) ds+ / 2| N2V, ue | dadt+ / 2| A2V y,u|? dadt+ / ANV x, .-V x,u. dodt

0 Qr Qr Qr
= /(/ a(t,z,u:)dXy + f)Aue dedt — /&?QUEVXlueVXl)\dxdt.
Qr w1 Qr

On pose maintenant

(3.54) J.:= / | X2V x ue|? dadt + / | eXNY2V x| dadt

- / AV x, M Pu. — ).V x, (A%, — @) dadt.
Qr

Nous allons montrer que 7. — 0 quand € — 0. Pour cela développons J. et tenant compte de
(3.53) on obtient

://a(t,x,ug)Xm)\ugdxdt—k/f)\uada:dt

Qr w1 QT
t

— /52u£VX1u8VX1)\d$dt— /(u'a,)\ug> ds + /AVXzﬁ.szﬂdxdt
Qr 0 Qr
— / ANY2Y o u. Y x, i dadt — / AV x, 0. NY?V x,u, dxdt.
Qr Qr
Soit (&) € D(Q), k € N, une suite de fonctions régulieres indépendantes de ¢ qui sera choisie

ultérieurement. On a

T T 7
/<U'g,>\ua>dt = /(Al/zu'a,/\l/z / (Auc = &) (N Pu. — &))dt
0 0 0
T T
+ [N = gydes [0 g
0 0

T

1 1
= I GBa(T) — N — g+ [V )t

0
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Ke = J-+ |>\1/2Us §k‘%2(9)(T)

T

1
= §| AP0 — Gl3 g — /(Al/Qu;,§k>dt+//a(t,x,ug) dX \u. dxdt

0 QT w1

+ / fAu, dadt — / ANV x,ue N x, 0 dadt — / AV x, 0. ANY2V x,u, dodt
Qr Qr Qr

—/52)\UEVXIUEVX1)\dxdt+/AVXQQZ.VXQQIdxdt.
Qr Qr

Noter que grace au théoreme de Fubini on a

(3.55) // (t,x,u.) dX  \u, dedt = / (t,:v,ug)/)\uE dX; dxdt.

Qr w1 w1

Et on a grace a (3.3), (3.31), (3.32) et Cauchy Schwarz

| /EQAuEVXIuEVXI)\dﬂ < e|Vx, Aol /ugevxlug dx|
(3.56) Q

< €]V, Aloo] e 72y | €V x, e T2

Passons maintenant a la limite en ¢ en utilisant (3.38) (3.41) et (3.47), on aura

T
1
ll_rf(l)lC = §|/\1/2u0—§k|§79—/(ﬂ’,§k>dt+//de1/\uodxdt
0 Qr w1
/f)\uodxdt—/AVX2u Vx,udxdt
Qr
. T
= §|>\1/2 u —&l30 — /U dt+/
0 0
T

= SN g+ [ (@ &) a - gy

0

1 1, _ 1

_ 5| AL/2,0 _gkg@ + 5|u — §k|§7Q(T) - 5|,\1/2 0o §k|§,g
1

= Sla—&Ba(T).

On choisit & telle que
& — a(T)  dans L*(9).
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On déduit que
0 < limsupJ:. < 0.

e—0
Par conséquent

J- —+0 quande — 0.

Par ailleurs, par (3.2) on a

/|5)\1/2VX1U€|2 dxdt—i—/ | 5/\1/2VX2u5|2dxdt+/ V x, (AMue—0).V x, (Au.—10) dedt < T..
Qr Qr Qr

Il s’en suit que
eVx U = U, eVix,ue — U, AVx,u. — A\/2Vyx, @ dans L2(Qr),
Utilisons I’inégalité de Poincaré pour la derniere convergence ci-dessus, on aura
Az — A0 = dug  dans L2(Qr).
Par conséquent on a a une sous suite pres
Ue —> Uy p.p.t,x € Qr.
Grace a la continuité de a et (3.51) on a
a(t,z,u.) — a(t,z,up) p.p.
Ceci acheve la preuve du lemme 3.2.5.

Proposition 3.2.1. Sous I’hypothese (3.5), on a

(3.57) u. € L(Qr).
et
(3.58) | te| oo (@ry < C U’ @) | floe@)-

indépendamment de

Preuve. Soit p, ¢ deux nombres réels positifs tels que p > 1 et 1/p+ 1/qg = 1. On pose v =

1d

| ue|P~?u. dans (3.10) et on note que 5 % (| ue[") = | ue [P~ *ucul

t
1
o[ G dedss? [ Vs () dedes [+ DV 0Vl ) dode
0 Q Qr Qr

://a(z;ac,ug) Xm\ug|p2u5dxdt+/f|u5]p2u5dxdt.
Qr

Qr w1
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Tenons compte de (3.2) et (3.6), on obtient

1
]—j/\uglp(t) dx+€2(p—1)/|Vxlus\2]us|(p2) dxdt+(p—1)/]u5](p2)(A+821)VX2uE.VX2u5da:dt
Qr

Q Qr
/ 1
< Cl|w1\/lu5|p1 d:cdt+02//(/|u€\dX1)(/|u€\p1dX1)dX2ds+/f|u€\p1 d:z:dt+—/|u°]pdx.
p
Qr 0 Qr Q

w2 w1 w1

On utilise les inégalités de Holder et Young pour la partie droite de 1’inégalité il vient que

/|ue|dX1 < \wlré</|us|pdxl>i.
w1 w1

1 1
/|U€|p—1dX1 < |W1|p(/|u5|de1)Q.
w1 w1

1 1

/f|u5|1”_1 dxdt < —/|f|pdxdt—|— (1— —)/|u5|pdxdt. Noter que b k.
p p p—

Qr Qr Qr

1 1 1 1
[t s < [ avdes 0=y [ fuldsde < S Qe+ 0= [ fu s
D p p p
Qr Qr Qr Qr
On a donc

1
5/|u5|p(t) d:r;+52(p—1)/|VX1ug|2|ua|(p_2) d$dt+(p—1)/|ua|(”_2)(A+521)Vx2u5.vx2ugd$dt
Q Qr Qr
1 1 .
< (lanl@rOn 1= lwl(@+Co) [l dedtr(Clanl| Qel+T [ 5P dot [ ufl dr)
Qr Q Q

On déduit donc que
t
J1ur®ds<at) [ [ updsds+ s)
Q 0 Q
ou

a(p) = pl|wr] (CLHCo) 1) —|enl(C1+Ca) and  B(p) = Crlwnl| Ql+T / | PP dat / PP da.
Q Q

Utilisons I’inégalité de Gronwall il vient que

t

//\u5|pdxds§ ePTlwil(C14C2) =T wn|(C1+C2) TC’llleQﬂ+T2/\f]pdx+(T+1)/\u0]pdx
0 Q Q Q
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On a alors
w —1pw 1/p
|U5’LP(QT) < eTl 1/(C1+4C2) = T wi|(C1+C2) {Tcl‘ WIH QT| + T2| f|§P(Q) + (T + 1), u° iP(Q)} .

On calcule la limite quand p — +o0o dans le c6té de droite de la derniere inégalité et tenant compte
de (3.5) on obtient

| el (r) < C] flre @), | vz (@)-
Ce qui acheve la preuve de la proposition 3.2.1

A cette étape on est capable d’identifier la limite faible y en fonction de u, ceci fera I’objet du

lemme suivant

Lemme 3.2.6. Sous [’hypothese (3.6) on a

(3.59) a(t,z,u.) — a(t,x,uy) dans L*(Qr).
(3.60) /a(t,x,ug) dX; — /a(t,x,uo)Xm, dans L*(Qr).
(3.61) X = a(t, x, up).

Preuve. Grace a (3.6), (3.52), (3.57), (3.58) et en utilisant le théoreme de Lebesgue on obtient
a(t,z,u.) — a(t,z,uy) dans L*(Qr).

Par conséquent, en utilisant le théoreme de la réciproque de la convergence dominée de Lebesgue,

on a a une sous suite pres,

/a(t,x,us) dX, — /a(t,x,uo) dXy, p.p.t,xs. € (0, T X wy)

w1 w1

D’autre part on a grace a (3.58)

| / alt, 22 dX1] < C( flim@s |1 im@).

w1

Utilisons a nouveau le théoréeme de Lebesgue on aura

/a(t,a:,ug) dX, —>/a(t,3:,u0)dX1, dans L*(Qr).

w1 w1

De (3.59)on a
a(t,z,u.) — a(t,z,uy) dans L*(Qr).
Donc de (3.38) on déduit que
X = a(t, x, up).

Ce qui acheve la preuve du lemme 3.2.6.
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3.2. Preuve du théoréme d’existence

A ce stade 1a nous avons montré que la fonction u est telle que
(3.62) ug € L*(Qr), Aug € L*(0,T; H' (ws)).

Et elle satisfait I’équation faible suivante :

t

(3.63) /(ué,v) ds+/AVX2u0VX2vdxdt://a(tm,uo)Xmvdxdt—i—/fvdxdt,
0 Qr Qr w1 Qr

pour tout v € L*(0, T, H}(D)).
Condition au bord

On précise maintenant la condition au bord satisfaite par ug

Proposition 3.2.2. La fonction limite dans (3.36) satisfait
(3.64) ug € L*(0,T; Hy (w2))  p.p. X1 € wy.

Preuve. On sait d’un coté grice au théoreme 3.2.1 que u. € L*(0,T; H}(©2)), on déduit grice au

théoreme de Fubini que
(3.65) ue. € L*(0,T; H&(Wg)) p.p. X1 € wy.
D’un autre coté, réécrivant la derniere convergence dans (3.50) comme suit

t t
///)\’ng(ue - UQ)’2 dX2 Xm ds = ///)\’ng<ue - Uo)’2 dX2 deX1 — 0.
0 wi 0 wo

w1 w2
On en déduit donc grace a la réciproque de la convergence dominée de Lebesgue que

t

(3.66) /\(Xl)// Vi, (ue —up)|?dXods — 0. p.p. X, € wy.
0 wo

t
Comme // | Vx,v|? dX3 ds est une norme sur L?(0,T; Hi(w,)) et A > 0 sur w; on en déduit
de (3.65) et (3.66) que
(3.67) ug € L*(0,T; Hy (w2))  p.p. X1 € wy.
Ce qui acheve la preuve de la proposition 3.2.2 .

On précise maintenant 1’espace de ), ceci fera 1’objet de la proposition suivante
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3.2. Preuve du théoréme d’existence

Proposition 3.2.3. On a
(3.68) up € L*(0,T; H (ws)).

Preuve. Réécrivons I’équation (3.63) avec v = 0(t)v(z2) tels que 6 € D(0,T), v € H} (ws) on

obtient
t
/(Uo,w)LQ(WQ 0 dS+//AVX2U0VX2’¢9dX2 ds = //¢0/ t x Uo) dX1 dX2 dS-F//fwedXQ ds.
0 w1 0 wo

Qu’on peut réécrire comme suit

/uo, QdS—/// (t, z, ug dX1+f)2/10dX2ds—//AVXQUOVXng@dXQds p.p. X1 € wy.

0 wo w1

On peut donc déduire que

uy = f + /a’<t7x7u0) dX, + Vx,(AVx,ug) dans D' (0, T x ws).
w1

Comme uy € L*(0,T; H}(ws)), on a donc
uy € L*(0,T; H  (wg)) p.p. X1 € wy.

Condition initiale

Maintenant, dans le but de montrer la convergence de la condition initiale u.(0) vers 1%, on a

besoin du lemme suivant

Lemme 3.2.7. Pour v € H} (), les fonctions

(3.69) t— /ugvd:c, t > /uovdx,
Q

sont dans H'(0,T) et & une sous suite prés on a

(i) /ugvdx — /uov dr dans L*(0,T), C(0,T),

(ii) /usvdac4 /uovdx dans H'(0,T).

Preuve. Dans ce lemme (., .) désigne le produit scalaire dans L?(€2). Réécrivons I’équation (3.10)

comme suit

d
(3.70) a(ua,v)—|—/62VX1UEVX17de+/52VX2u5VX2vdm—l—/AVXQUEVXQde

Q 0 Q
://a(ta:,ug)Xmvdx—i-/fvdx, Vv € Hy(92).
Q w Q
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3.2. Preuve du théoréme d’existence

Tenons compte de (3.2) et (3.6)

d

’%(Uav)’ < (Chlw| + Colwil| ulrz@) + | flrze) V]2 + 1€Va te|2(0)| Ve, | 20

+(|eVate| o) + N2 Vayue| 12)) Va0 r20)
< (Chlwn ]+ ColwnllulZaig) + | flre) + 16V tel 2y + 1€ Vaytie| 2@

+|>\1/2Vm2u5|L2(Q))| U|H&(Q)

En prenant le carré des deux cotés et en intégrant sur (0, 7') il vient que

t
d
/| %(ua,v)Fds < Clolfao BT + K3l ulr2@r + | fliz@r + [€Vaytie]120n)
0

+ ‘ €VIQUE‘L2(QT) + ’ Al/Qngus\Lz(QT)}.
En utilisant (3.4), (3.31) et (3.32) on en déduit que

d 2
(3.71) 7 (ue0) € X0, 7).

D’un autre coté on a grace a Cauchy Schwarz

(3.72) | (ue, )| < el L2yl v]L2()-

En prenant le carré des deux cotés et en intégrant sur (0,T) on obtient

t

(373) /(UE, U)2 ds S ”U‘[Q(Q)‘ u€’H&(QT)
0

En tenant compte de (3.31) on obtient

(3.74) (ue,v) € L*(0,T).

Il existe donc une constante [ indépendante de ¢ telle que
(3.75) | (te, V)| 10y < D.

Par conséquent il existe une sous suite de (u.) telle que

(3.76) (ue,v) — L, dans H'(0,T).
et
(3.77) (uz,v) — L, dans L*(0,T) et C(0,T).
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3.3. Amélioration des poids

On a d’un coté de (3.77) pour ¢ € D(0,T)
t

t
(3.78) /(ua,v)gods — /ngods.
0

0

D’un autre coté on a grace a (3.36)

t t t t
(3.79) /(ug,v) ds = //ugvgodxds — //uovgodxds = /(uo,v)gods.
0 0 Q 0 Q 0

De (3.78) et (3.79) on déduit que
(3.80) L, = (ug,v)

Et par unicité de la limite les convergences (3.76) et (3.77) ont lieu pour toute la suite ..

Ce qui acheve la preuve du lemme 3.2.7.

Lemme 3.2.8. La fonction limite dans (3.36) satisfait la condition initiale suivante
(3.81) uo(0,.) = u®.
Preuve. Pour v € Hj(2), onaquande — 0

uv dr = /us(O,x)v dx — /uO(O,x)v dx.
Q Q Q

En utilisant le lemme (3.2.7)

(3.82) /uov dx = /uO(O,:v)v dr Vv € Hi ().

Q Q

Par densité de H} () dans L?(Q) I’égalité est satisfaite pour tout v € L*(Q2), finalement on a
(3.83) up(0,.) = v’ dans Q.

Ce qui acheve la démonstration du lemme 3.2.8

3.3 Amélioration des poids

De la section précédente on sait que le probleme (3.7) admet une solution faible dans 1’espace
L3 (wy; L*(0,T; H) (w2))). Les convergences (3.50) du lemme 3.2.5 suggerent une amélioration
des poids et par conséquent I’amélioration de 1’espace d’existence. Ceci fera 1’objet du théoreme

suivant
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3.3. Amélioration des poids

Théoreme 3.3.1. Soit ugy solution du probleme (3.7) et u. solution du probleme (3.9). Sous les

hypotheses du théoreme 3.1.1, on a les convergences fortes suivantes :
(3.84)

M2y, — A2y, eVxue — 0, eVxue — 0, AN/2Vxu. — A2Vx,ug, dans L*(Qr),

(3.85) ul — uy dans L*(0,T; H1(2)).
De plus, uq satisfait

up € L*(Qr) N L35 (w1 L0, T; Hy (w2))) N C([0, T[; L*(w2)),
up(., X1,.) € L*0,T; H  (ws)),

ug(0, X1,.) = u®(Xy,.) dans wo,

0

{(ug, v) - /AVX2UOVX2Uda:—// a(t, x, ug vXmdx+/fvdx
Q
Vv € Hy(Q),p.p. t €[0,T].

(3.86)

\

Démonstration. Dans toute la preuve (., .) désigne le crochet de dualité entre H~'(Q) et Hj ().

On pose

(3.87) Z. : /|8VX1UE| dxdt+/|8VX2u5|2dxdt+/AVX2( up).Vx, (us — up) ddt.
Qr

Nous montrons dans la suite que Z. — 0 quand € — 0. Pour cela développons Z., on obtient

7. —/|£VX1uE|2dxdt—|—/|€VX2u€|2d:cdt—|-/ AV x,ue.V x, e d:cdt—i—/ AV x,u0.V x,ug dxdt
Qr

—/AVXQuE.VXQUdedt—/AVXQuO.V)Qudedt.
Qr Qr

Par ailleurs, utilisons 1’équation (3.63) on obtient

t t

I. = /(ue,us d8+// (t,x,u.) dXu, dxdt+/ fue dedt— /(uo,uo ds+// (t,,up) dX1ug dzdt
0

QT w1 0 QT w1

/fuo dxdt — /AVXQuE V x,up dxdt — /AVX2u0 Vx,u. dxdt.
Qr Qr

Maintenant soit (¢;) C D(£2), k € N une suite de fonctions régulieres indépendante de ¢ qu’on
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3.3. Amélioration des poids

précisera ultérieurement, on a

t t

/<u/57u5> ds = /((ua — o)’ (ue —¢k)>d8+/t(¢>§c,ua — k) d8+/ uz, i) d

0 0
t
1 2 1 0 2 /
= SllUe = Pkl2.0 -5 — Pkl2,0 e Pk
Sl = dua(T) = Sl = duBo+ [ (k) ds

0

Revenant a ( 3.87) et posons

1
Re = I+ 5lue = delsa(T)

t

= —\u —¢k|29 // (t,x, u. Xmusdxdth/fugdxdt /(u'g,gbwds
0

Qr w1

—/AVXQuE.VXQudedt—/AVXZUO.VXQudedt.
Qr Qr

Noter qu’on a

—/AVXQUE.VXQUOd:Edt—/AVXQUO.VXQUEd:Bdt
Qr

A
/ \i/2 A2V .V x,ug dadt — / e ——Vx, o N2V x,u. dzdt.
Qr

En utilisant (3.36) on a quand ¢ — 0

A A
_/ MNPV u VY x,ug dedt — /)\1/2VX2UO A2V g u dadt.

E
Qr Qr
A
— — /}\1/2)\1/2VXQUO V x,ug dxdt — /)\1/2VX2UO>\ VXQuodagdt
Qr
_/AVXQU€'VXQUO dmdt_/AAVXQUO.VXQU6 dxdt.
Qr Qr
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3.3. Amélioration des poids

Grace a (3.36) et (3.60) on a

t
1
hI%RE = §]u0—¢k|gg—/(ug,qﬁk}ds—i—//a(t,x,uo)Xmuodxdt—i—/fuodxdt
e— ’
0 Qr w1 Qr
—2/AVX2UO.VX2u0d$dt.

Qr
t

t
1
= =B~ [thon st [ o) ds
0 0
t

1
= 5’“0—@‘%,9"‘/((“0—¢k)/,uo—¢k>d5
0
— 1 0 _ 2 1 _ 2 (T _1 0 _ 2
= Slu = dloq+ gluo = dulzalT) = Slu = dilrg

1
= §| uo — orl3.0(T).

On choisit ¢y, tel que

¢ — w(T) dans LQ(QT),

on déduit que

0 < limsupR. < 0.

e—0

Donc

R =0 quand e — 0,
et par coercivité on a
/ | eV x, ue|? dzdt + / | eV x,ue|? dadt + /VX2(/\1/2uE — 10).V x, (N2, — up) dedt < R,
Qr Qr Qr
il s’en suit que

eVxu. =0, eVxu. — 0, A/2Vx,u. — A\/2Vx,uo dans L2(Qr),

Il est question maintenant de montrer que u.. — uf, dans L*(0,T; H(2)), pour cela on a

(ul —ug,v) = / /a(t,a:,ue) Xm—/a(t,x,uo)Xm vdx

Q 1 w1

— /szvxlug -Vx,vdx — /€2VX2uE -Vx,vdx
Q

Q
- /(AVXQU‘E - AVXQUO) . Vxlv dx
Q
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3.3. Amélioration des poids

Utilisons I’inégalité de Cauchy Schwarz

(u. —ug,v) < | /a(t,x,ue) dX; — /a(t,x,uo) dXq|r2@)| V2@
w1 w1
+ [eVxuelrz o)) Vx,vlize) + [eViatelr2@)| Vx, vl
+ | )\VXQng - )\VXQUO|L2(Q)I VX1U|L2(Q)
<

(| /a(t,x,ue) dX, —/a(t,x,uo) dX1|r2@)

w1

+ |5VX1UE|L2(Q) + ‘€VXZUE‘L2(Q) + ‘ )\VXQUE — )\VXQU(]’L2(Q))’U|H1(Q),
pour tout v € H} (). Ce qui implique que

|l —uglp-10) < |/a(t,x,u€) Xm—/a(t,x,uo) dXq| 2
w1

w1

+ |6VX1U€|L2(Q) + |8VX2U€|L2(Q) + | )\VXQUE — AVXQ'LLO’L?(Q).

On integre sur (0,7"), on fait tendre ¢ — 0 et tenant compte de (3.50), (3.60) et (3.84) on déduit
que
| U/E — ugle(()’T;H_l(Q)) — 0.

Ce qui acheve la preuve du théoreme 3.3.1 [

Remarque 3.3.1. On peut avoir les mémes résultats des théoremes (3.1.1) et (3.3.1) si on suppose
que le terme non linéaire a est borné, c’est a dire Co = 0 dans (3.6). On suppose dans ce cas que

les données initiales f et u® sont seulement dans L*(Y) au lieu de L*° ().
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CHAPITRE 4

Conclusion générale et Perspectives

Ce travail de recherche m’a permis de découvrir le domaine des perturbations singulieres et en
particulier les perturbations singulieres anisotropes. de maitriser certaines techniques. Il m’a per-
mis aussi d’approfondir dans les subtilités des convergences et de renforcer mes connaissances
dans les outils de I’analyse fonctionnelle liés au sujet.
Dans cette these nous avons étudié des modeles mathématiques issus de 1’équation de Boltzmann
modélisant la diffusion des neutrons dans un réacteur nucléaire.
Les problemes dont nous avons traité sont des EDP intégro-différentielles non linéaires aniso-
tropes de type dégénéré.
Nous avons traité le cas stationnaire et le cas d’évolution et pour chacun des cas nous avons utilisé
la méthode des perturbations singulieres pour montrer 1’existence de solutions dans un espace de
Sobolev a poids.
Les perspectives de ce travail sont multiples, citons a titre d’exemple :

— Traiter différentes formes de non-linéarités. En effet dans cette these nous avons traité deux

formes du termes non linéaire qui sont

/a(t,x,u) dXi.

Et
/a(x,u, Vx,u) dX, —VXQ-/a(LX{,)\ku( 1, X)) dX7.

w1 w1

Il sera intéressant de voir par exemple des termes non linéaires de la forme

a(t, x/uXm).

w1
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/a(X{,Xl,Xg,u(X{,XQ))dX{, ol CL(XLXl,XQ,U(Xi,XQ)):b( {,XQ,T)C(Xl).

w1

— Voir le cas ou la dégénérescence est a I’intérieur du domaine au lieu a la frontiere. Dans les
problémes que nous avons traité dans cette thése A s’annule pres de la frontiere OS2, il sera

envisageable de voir le cas ou A s’annule sur 2" CC 2.

— Traiter le cas ou les hypotheses sur les conditions initiales et au bord sont plus faibles.
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