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Résumé

Déformation axisymmétrique d�une plaque
�ssurée délimitée par deux supports

circulaires rigides

Résumé

�������������������������������������������������

Nous proposons une solution analytique pour un problème axisymétrique d�une couche

élastique ayant une �ssure circulaire. La couche est bornée partiellement par deux supports

circulaires rigides. Une pression uniforme est exercée le long de la �ssure circulaire. Ainsi,

le contact entre les deux supports et le milieu élastique est supposé être lisse. Pour cela,

les contraintes de cisaillement sont alors négligées. Ce problème de doublement mixte aux

limites est transformé en un système d�équations intégrales duales en étulisant la méthode

de la transformation intégrale de Hankel. À l�aide de la formule de Gegenbauer et grâce à

certaines formules intégrales, ce dernier système est réduit à un système algébrique in�ni

d�équations. Le déplacement et la contrainte normale ont été exprimés par des séries appro-

priées, et les courbes sont calculées numériquement. L�épaisseur et les e¤ets du rayon de la

�ssure sur les contraintes et le déplacement sont discutés.

Mots clés: couche élastique, �ssure en forme de Penny, problème doublement mixte

aux limites, système d�équations intégrales duales, facteur d�intensité de la contrainte.

�������������������������������������������������
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Abstract

A Penny-Shaped Crack in an Elastic Layer
Bounded By Two Circular and Rigid

Supports

Abstract

�������������������������������������������������

An analytical solution is proposed for an axisymmetric problem of an elastic layer with

a penny-shaped crack situated in its middle plane. The layer is partially bounded by two

rigid circular plates.

A uniform pressure is exerted along the circular crack. The contact between the two

plates and the elastic medium is assumed to be smooth, while the shear stresses are then

neglected.

This doubly mixed boundary-value problem is transformed to a system of dual integral

equations by the Hankel integral transform method. Using some integral formulas with the

help of the Gegenbauer�s formula, the latter system is reduced to in�nite systems of algebraic

equations. The displacement and normal stress were expressed as appropriate series, the

curves are calculated numerically. The thickness and the crack radius e¤ects on the stress

and displacements are discussed.

Keywords : elastic layer, Penny-shaped crack, doubly mixed boundary problem, system

of dual integral equations, stress intensity factor.
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Introduction générale

Ces dernières années, des e¤orts considérables ont été consacrés à l�étude des �ssures

dans des solides, qui sont produites pour de nombreuses raisons comme : des défauts

dans les matériaux, des insu¢ sances dans la conception et des dé�ciences dans la construc-

tion ou l�entretien, et à cause à des opérations de chargement ou de l�environnement.

Synthèse bibliographique

Plusieurs problèmes dans l�ingénierie des sciences mathématiques appliquées sont for-

mulées en termes de problèmes doublement mixtes. Ces problèmes sont traités en utilisant

l�approche de l�équation intégrale de Fredholm.

Les problèmes de poinçonnement et de �ssuration sont des domaines d�étude essentiels

en mécanique des solides.

Ils sont formulés comme des problèmes doublement mixtes aux limites, et ils sont réduits

à d�équations intégrales duales.

Harding et Sneddon [20] ont considéré le problème d�un poinçonnement rigide pour un

demi espace élastique .

Alors que Lebedev et U�iand [26] ont considéré le cas d�une plaque épaisse.

Ce type de problème aux conditions mixtes se ramène généralement à des systèmes

d�équations intégrales duales, qui sont traités en utilisant l�approche de l�équation intégrale

de Fredholm.

Une solution analytique est présentée par Sakamoto et Koboyashi [40, 41] d�un problème

de contact axisymétrique d�une couche élastique. La couche est considérée soumise à une

contrainte de traction uniforme s�exerçant une région circulaire. Les équations intégrales

duales correspondantes sont obtenues à l�aide des conditions aux limites mixtes du problème,

et la résolution se déduisent à partir d�un système algébrique in�ni.
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Introduction générale

Plusieurs travaux ont traité le cas de problèmes doublement mixte aux limites. Dhaliwal

[10] a étudié le problème thermique d�une couche épaisse. Ainsi, Kuzmin et U�iand [24] ont

résolu le problème d�une couche élastique poinçonnante par deux cylindriques rigides.

Low [29] a considéré le problème d�un poinçonnement circulaire sur une couche élastique

reposante sur une fondation qui a un trou circulaire. Tous ces problèmes sont réduits à

un système d�équations intégrales duales qui sont transformées en un système d�équations

intégrales duales de Fredholm.

Concernant le travail présenté par Hara et Akiyama [18], il se rapporte au travail de Low

mais en utilisant une approche di¤érente. Ils ont trouvé les deux fonctions inconnues en

transformant l�équations intégrales duales à un système algébrique in�ni.

Notre étude est inspirée par le travail de Sakamoto [42] : problème axisymétrique d�une

couche isotrope et élastique, contenant une �ssure circulaire de rayon 2b et subissant une

pression interne et uniforme. Son étude considère le cas de surfaces libres de charges et le cas

où les frontières du milieu élastique sont délimitées par deux plaques rigides et lisses. Ces

problèmes aux conditions mixtes sont ramenés à un système d�équations intégrales duales.

Contrairement à la méthode classique, ces dernières équations intégrales sont réduites à un

système in�ni d�équations algébriques, çe qui a permet d�obtenir des expressions analytiques

pour les déplacements et les contraintes en fonction des coe¢ cients du système algébrique.

Les équations sont données sous forme d�intégrales. Ces dernières sont décomposées, et cal-

culées comme suites: la première partie est évaluée numériquement par la règle de Simpson

avec �0 = 1500 alors que, la seconde intégrale a remplacé par son expression asymptotique

en tenant compte de l�équivalent à l�in�ni de la fonction de Bessel. Les e¤ets de l�épaisseur

de la couche élastique et des conditions aux limites sur le déplacement, la contrainte nor-

male et le facteur d�intensité de contrainte ont été examinés. Les calculs numériques ont été

e¤ectués dans les trois cas : h=a = 0:7, h=a = 1, h=a = 1:5 et a = 1.

Description du problème

Dans cette étude, nous proposons une solution analytique pour un problème axisymétrique

d�une plaque élastique �ssurée au milieu. La plaque est partiellement bornée par deux sup-

ports circulaires rigides. Une pression uniforme est appliqée sur le long de la �ssure. Nous

admettons que le contact entre les deux supports et le milieu élastique est lisse. Les con-

2
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traintes de cisaillement sont alors négligables. Ce problème aux limites est transformé en

un système d�équations intégrales duales par la méthode de la transformation intégrale de

Hankel. A l�ai de la formule de développement de Gegenbauer de la fonction de Bessel et

grâce à certaines formules intégrales, ce dernier système est réduit à un système algébrique

in�ni. Le déplacement et la contrainte normale ont été exprimés par des séries appropriées.

Dans l�application numérique, nous donnons quelques conclusions sur l�e¤et de l�épaisseur

de la couche h et le rayon b de la �ssure sur la distribution de : le déplacement, la contrainte

normale et le facteur d�intensité de contrainte.

Organisation du mémoire

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres. Le premier rappellera l�importance des

fonctions des Bessel, la transformation intégrale de Hankel, et les équations intégrales qui

seront présentées tout au long de cette thèse. Ainsi, nous allons présenter la liaison entre

les EI linéaires et les ED linéaires.

Le deuxième chapitre présentera les notions élémentaires de l�élasticité linéaire (mé-

canique des milieux continus déformables) qui vont etre utilisées dans le suivant chapitre. Il

est constitué de quatre paragraphes. Le premier paragraphe s�attache à d´écrire la relation

entre contraintes et déformations. Dans le deuxième paragraphe, nous décrivons les essais

élastiques couramment utilisés pour ce chapitre, en explicitant en détail l�établissement du

système d�équilibre. Le paragraphe trois parlera de la loi de Hooke en décrivant le com-

portement des solides soumis à une déformation élastique, puis nous donnerons quelques

constantes élastiques. Qui sont utilisées dans la caractérisation des déformations. le dernier

paragraphe correspond à une procédure analytique de transformation intégrale en élasticité.

Le chapitre trois est consacré dans sa première partie à la méthode de résolution d�un sys-

tème d�équilibre en fonction de contraintes de Boussinesq (cas axisymétrique et en l�absence

des forces volumiques) en utilisant la loi de Hooke. Dans la deuxième partie de ce chapitre,

on donnera les méthodes numériques utilisées par Hara et Sakamoto. On insistera sur la

méthode de Sakamoto sur laquelle s�appuie notre étude. Après un petit rappel sur les

dé�nitions de Polynômes de Tchebychev, et de formules intégrales (produit des fonctions

de Bessel), nous allons décrire en détail l�idée développée sur la résolution numérique du

système algébrique in�ni.
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En�n, le dernier chapitre de ce mémoire établira les techniques utilisées dans le chapitre

précédent. Ceci permit d�étudier le problème de �ssuration considéré par Sakamoto [9] dans

lequel les surfaces limites sont sans contraintes en appliquant la même méthode que Hara.

Le travail est complété par une annexe de trois parties. Dans la première partie, nous

allons donner quelques dé�nitions et propriétés de la �ssure. Dans la deuxième partie, on

parllera sur le facteur d�intensité de contrainte pour divers modes de �ssure. La partie

trois de cette annexe consiste à décrire les calculs analytiques et les di¤érents programmes

numériques qu�on a appliqué pendant l�étude de ce problème.
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Rappels mathématiques
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1.1. Introduction

Ce chapitre présente des outils et des notions nécessaires qui seront présentés tout au

long de cette thèse. Dans un premier temps, on donne un aperçu et un rappel sur les fonc-

tions de Bessel et leurs propriétés. Ensuite, nous allons présenter comment transformer

les conditions aux limites d�un problème à des équations intégrales duales en se basant

à la transformation intégrale de Hankel. En�n, il est utile de donner des notions et cer-

taines méthodes concernant les équations intégrales, en se basant sur la transformation des

équations intégrales en une équation de Fredholm.

1.1 Introduction

Le laplacien de u noté par
�
r2u

�
apparaît souvent dans de nombreuses équations aux

dérivées partielles dans les domaines de la physique et de la technique. Le choix d�un

système de coordonnées qui dépend de la nature du problème envisagé peut être important

dans la recherche de la solution. Les problèmes des valeurs aux limites d�écrits en termes

d�équations aux dérivées partielles peuvent être résolus par la méthode de la fonction de

Bessel.

1.2 Équation et fonctions de Bessel

En analyse mathématiques, les fonctions de Bessel ont été découvertes par le mathé-

maticien Suisse Daniel Bernoulli, et portent le nom du mathématicien allemand Friedrich

Bessel. Bessel développa l�analyse de ces fonctions en 1817 dans le cadre de ses études

du mouvement des planètes induit par l�interaction gravitationnelle, généralisant les décou-

vertes antérieures de Bernoulli. Les fonctions de Bessel jouent un rôle important en physique

mathématique. Elles possèdent certaines analogies avec les fonctions trigonométriques, tel

que leur caractère oscillant. Les fonctions de Bessel sont aussi connues sous le nom de

fonctions cylindriques ou d�harmoniques cylindriques, parce qu�elles font partie des solu-

tions de l�équation de Laplace en coordonnées cylindriques (intervenant par exemple, dans

la propagation de la chaleur dans un cylindre). Ces fonctions sont présentées dans toutes

les bibliothèques mathématiques de programmation, dans les logiciels de calcul symbolique

comme Maple et dans un logiciel graphique comme xmgrace.
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Dans cette partie, nous retrouvons les dé�nitions des fonctions de Bessel et de Hankel,

ainsi que leurs principales propriétés. Nous désignerons par z = x + iy, x, y 2 R, un

nombre complexe quelconque. La lettre v 2 C représentera aussi un nombre complexe, alors
que n 2 N est réservée pour une variable entière. Nous utiliserons la constante d�Euler

valant r = 0; 5772156649..., qu�on ne confondra pas avec la fonction Gamma, d�une variable

complexe, dé�nie par:

� (z) =

Z 1

0

t z�1e�tdt, z > 0.

Nous notons que pour un argument entier, nous avons la relation :

� (n+ 1) = 1:2:3:::: (n� 1) :n = n!:

Nous posons aussi z = kr, où z 2 C et r 2 R sont des variables et k 2 C est un

paramètre.

Dé�nition 1.2.1 L�équation di¤érentielle de Bessel

d 2y

dz 2
+
1

z

dy

dz
+

�
1� �2

z 2

�
y = 0, (1.1)

admet pour solutions la fonction de Bessel d�ordre v de première espèce, notée Jv (z), et la

fonction de Bessel d�ordre v de seconde espèce, Yv(z).

En posant z = kr, nous obtenons encore que les fonctions de Bessel Jv (z) et Yv(z) sont

les solutions de l�équation di¤érentielle

d 2y

dr 2
+
1

r

dy

dr
+

�
k2 � �2

r2

�
y = 0, (1.2)

Dé�nition 1.2.2 L�équation di¤érentielle modi�ée de Bessel

d 2y

dz 2
+
1

z

dy

dz
�
�
1 +

�2

z2

�
y = 0, (1.3)

admet pour solutions la fonction de Bessel modi�ée d�ordre � de première espèce; notée

I� (z), et la fonction de Bessel modi�ée d�ordre � de seconde espèce; notée K�(z).

En posant z = kr, nous obtenons encore que les fonctions de Bessel modi�ées I�(z) et

K�(z) sont les solutions de l�équation di¤érentielle modi�ée de Bessel

d 2y

dr2
+
1

r

dy

dr
�
�
k2 +

�2

r2

�
y = 0, (1.4)
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Dé�nition 1.2.3 Les fonctions de Bessel de troisième espèce (ou fonctions de Hankel) sont

dé�nies à partir des fonctions de première et seconde espèce Jv (z) et Yv(z) par les relations

:

H(1)
� (z) = Jv (z) + iYv(z),

H(2)
� (z) = Jv (z)� iYv(z). (1.5)

1.2.1 Relations générales

Dans cette section, nous donnons plusieurs relations entre les fonctions de Bessel et les

fonctions de Hankel. Le classement des relations vont du général au particulier, et portent

sur le signe de l�argument, de l�indice, et sur la continuité analytique.

Jv (ze
n�i) = en��iJv (z) , J�n (z) = (�1)n Jn (z)

Y�n(z) = (�1)n Yn(z), Yv(ze
n�i) = e�n��iYv(z) + 2i sin (n��) cot (��) Jv (z) ,

K0 (iz) = e��iH
(1)
� (z) , I� (�z) = (�1)�n In (z) ,H(2)

�� (z) = e���iH
(2)
� (z) ,

I� (�iz) = e�
��i
2 Jv (z) , I�� (z) = I� (z) ,

In (z) = (i)
�n Jv (iz) , I0 (iz) = J0 (z) , I1 (iz) = iJ1 (z) ,

K� (z) =
�
2
e
�i(�+1)

2 H
(1)
� (iz) , K�� (z) = K� (z) ,

K0 (iz) =
�i�
2
H
(2)
0 (z) , K1 (iz) =

��
2
H
(2)
1 (z) .

(1.6)

1.2.2 Relations de dérivations

Les relations de récurrence et de dérivation suivantes sont valides, pour une fonction

spéciale F représentant l�une des fonctions J , Y , H (1) ou H (2).

F��1 (z) + F�+1 (z) =
2�

z
F� (z) ,

F��1 (z)� F�+1 (z) = 2F 0� (z) , (1.7)

F��1 (z)�
�

z
F� (z) = F 0� (z) ,

�F�+1 (z)�
�

z
F� (z) = F 0� (z) ,
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en particulier, ces relations entraînent que

F 0
0 (z) = �F1 (z) ,

F 0
1 (z) = F0 (z)� 1

z
F1 (z) , (1.8)

F 0
0 (kr) = �kF1 (kr) ,

F 0
1 (kr) = kF0 (kr) .

Les relations de récurrence et de dérivation suivantes sont valides, pour une fonction

spéciale G� représentant l�une des fonctions Iv ou e��iK�

G��1 (z)�G�+1 (z) = 2
�z
G� (z) ,

G��1 (z) +G�+1 (z) = 2G0� (z) , (1.9)

G��1 (z)� �
z
G� (z) = G0� (z) ,

G�+1 (z) +
�
z
G� (z) = G0� (z) .

En particulier, ces relations entraînent que

I 00 (z) = I1 (z) ,

K 0
0 (z) = �K1 (z) , (1.10)

I 01 (z) = I0 (z)� �
z
I1 (z) ,

K 0
1 (z) = �K0 (z)� 1

z
K1 (z) .

1.2.3 Comportement à l�origine

Les relations qui suivent donnent les premiers termes du comportement des fonctions

de Bessel et de Hankel lorsque l�argument z tend vers 0. Ici, les indices v et n sont supposés

grands par rapport à l�argument z. C�est pourquoi, nous trouvons aussi dans cette section

les premiers termes du comportement des fonctions de Bessel et de Hankel d�ordre 0 lorsque

l�argument z tend vers 0.

J� (z) =
( z2)

�

�(1+�)
+ :::::, � 6= �1;�2;�3; ::,

J� (z) =
( z2)

�

n!

�
1 +

( z2)
2

1!(1+n)
+

( z2)
4

2!(1+n)(2+n)
+ ....

�
,

J0 (z) = 1� (
z
2)

2

(1!)2
+
( z2)

4

(2!)2
+ ::::,
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1.2. Équation et fonctions de Bessel

J1 (z) =
z

2
� (

z
2)

3

1!2!
+

�
z
2

�5
2!3!

� ::::,

Yv(z) = �
�
�
2

� �(�)

( z2)
� + ::::, Re (�) > 0,

Yv(z) = �
�
2
z

�
(n�1)!
�

�
1 +

( z2)
2

(n�1) +
( z2)

4

2!(n�1)(n�2)

�
+ ::::,

Y0(z) = 2
�
ln (z)�

�
z
2

�2 �
1� 2

�
ln (z)

�
+ :::,

H(1);(2)
n (z) = �

�
2
z

�n (n�1)!
�

�
1 +

( z2)
2

1!(n�1) +
( z2)

4

2!(n�1)(n�2) + :::

�
,

H
(1);(2)
0 (z) = �

�
2i
�

�
ln (z)� i

�
2
z

�2 �
1� 2

�
ln (z)

�
+ :::, (1.11)

I� (z) =
( z2)

�

�(1+�)
+ ::::, � 6= �1;�2;�3; ::,

I0 (z) = 1 + z2

4
+ z4

64
+ ::::, I1 (z) = 1 + z

2
+ z3

16
+ z5

384
+ ::::,

K� (z) = �(z)

2( z2)
� + ::::, Re � � 0,

K0 (z) = � ln (z) + :::, K1 (z) =
1
z
+ :::, Re � > 0.

Nous remarquons que, quand z tend vers 0, les fonctions J0(z) et Io(z) tendent vers 1, les

fonctions Jn(z); n > 0 et In(z); n > 0 tendent vers 0, les fonctions Yn(z) tendent vers �1,
et les fonctions Kn(z) tendent vers +1. Ainsi, les fonctions H(1)

0 et H(1)
1 tendent toutes

vers �1.

1.2.4 Comportement à l�in�ni

Les relations qui suivent donnent les premiers termes du comportement des fonctions

de Bessel et de Hankel lorsque l�argument z tend vers l�in�ni. Ici, les indices v et n sont

supposés petits par rapport à l�argument z.

J� (z) =

�
2

�z

� 1
2

cos
�
z � ��

2
� �

4

�
+ :::, j arg (z) j< �,

Y� (z) =

�
2

�z

� 1
2

sin
�
z � ��

2
� �

4

�
+ :::, j arg (z) j< �,

H
(1)
� (z) =

�
2
�z

� 1
2 ei(z��)1 + (1+2�)

4
+ :::, �� <j arg (z) j< 2�,

(1.12)

H
(2)
� (z) =

�
2
�z

� 1
2 e�i(z��)1 + (1+2�)

4
+ :::, �2� <j arg (z) j< �,

I� (z) =
ez

(2�z)
1
2

�
1� 4�2�1

8z
� (4�

2�1)(4�2�9)
2!(8z)2

+ :::

�
, j arg (z) j< �

2
,

K� (z) =
�
�
2z

� 1
2 e�z

�
1 + 4�2�1

8z
� (4�

2�1)(4�2�9)
2!(8z)2

+ :::

�
, j arg (z) j< 3�

2
.
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Nous remarquons que, lorsque z tend vers l�in�ni ; les fonctions Jn, Yn, Kn, H
(1)
n et H(2)

n

tendent vers 0, et les fonctions In tendent vers l�in�ni. Par ailleurs, avec une transformée de

Fourier en temps ei !t; H(1)
n représente une fonction rayonnant à partir de l�origine, et H(2)

n

une fonction convergeant vers l�origine.

1.2.5 Limites des fonctions de Bessel

Si z �! 0 nous aurons :

J0 (z) �! 1 et J1 (z) �! 0. (1.13)

Si z �!1 nous aurons :

J0 (z) �! 0 et J1 (z) �! 0. (1.14)

1.2.6 Relations entre quelques fonctions trigonométriques

J� 1
2
(z) =

�
2

�z

� 1
2

cos (z) ,

J 1
2
(z) =

�
2

�z

� 1
2

sin (z) , (1.15)

J 3
2
(z) =

�
2

�z

� 1
2
�
sin (z)

z
� cos (z)

�
.

1.2.7 Représentation intégrale de quelques fonctions de Bessel

Pour les valeurs entières de � = n, les fonctions de Bessel [14, Hadamard. J.] peuvent

être représentées par des intégrales comme suite :

J� (z) =
1
2�

�Z
��

exp [i (z sin � � ��)] d� = 1
�

�Z
0

cos (z sin � � ��) d�,

J0 (z) =
1
2�

�Z
��

exp [i (z sin �)] d� =

+1X
k=0

(�1)k

(k!)2

�
z
2

�2k
,

J1 (z) =
1
2�

�Z
��

exp [i (z sin � � �)] d� =
+1X
k=0

(�1)k
k!(k+1)!

�
z
2

�2k+1
.

(1.16)
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1.2.8 Représentation graphique de quelques fonctions de Bessel

Les représentations graphiques des fonctions de Bessel ressemblent à celles des fonctions

sinus ou cosinus [28, Magnus W. and Soni. R. P.], mais s�amortissent comme s�ils s�agissait

de fonctions sinus ou cosinus divisées par un terme de la forme
p
x. Traçons les quelques

premièrs graphes de fonctions de Bessel de première espèce J� où, � = 0, 1, 2.

Figure 1.1: graphes de quelques fonctions de Bessel.

Les graphes de Jn semblent montrer que ces zéros sont distincts pour di¤érentes valeurs

de n, en dehors de Jn(0) = 0. Ce phénomène est appelé la conjecture de Bourget ; elle fut

démontrée par Carl Siegel en 1929.

1.3 Transformation de Hankel

En mathématiques, la transformation de Hankel exprime une fonction donnée f(r)

comme la somme pondérée d�un nombre in�ni de fonctions de Bessel J� (�r) du 1er espèce

d�ordre �. Ainsi, F� constitue la fonction transformée. La transformée de Hankel est une

transformation intégrale, qui a été développée par le mathématicien Hermann Hankel. [31].

Elle est également connue sous le nom de transformée de Fourier-Bessel. Il est dé�ni comme

F (
, �) = 1
2�

Z +1

�1
dy

Z +1

�1
f (x, y) e�i(
x+�y)dx,

alors que

f (x, y) = 1
2�

Z +1

�1
d


Z +1

�1
F (
, �) ei(
x+�y)d� , (1.17)
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et par passage aux coordonnées polaires: (x = r cos', y = r sin') et (
 = � cos �, � = sin �),

en tenant compte de

F (
, �) = F (� cos �, sin �) = � (�, �) ,

et

f (x, y) =  (r, �) ,

nous trouvons

� (�, �) = 1
2�

Z +1

0

rd�

Z 2�

0

 (r, ') e�ir� cos('��)d', (1.18)

alors

 (r, ') = 1
2�

Z +1

0

�d�

Z 2�

0

� (�, �) eir� cos('��)d�. (1.19)

Supposons en suite que

 (r, ') = e�in'f (r) ,

et posons dans (2:1), '� � = �
2
+ t. Nous aurons

� (�, �) = 1
2�

Z +1

0

rd�

Z ��+ 3�
2

����
2

f (r) e�in'e�ir� cos(
�
2
+t)dt, (1.20)

remarquons queZ ��+ 3�
2

����
2

e�i[r� cos(
�
2
+t)+n']dt = e�in(�+

�
2 ) 1
2�

Z 2�

0

ei(r' sin t�nt)dt = e�n(�+
�
2 )Jn (�r) .

Posons

Fn (�) =

Z +1

0

rf (r) Jn (�r) dr. (1.21)

La formule (2.2 ) s�écrite à l�aide de f (r) et Fn (�) comme suite :

f (r) = 1
2�

Z +1

0

Fn (�) �d�

Z 2�

0

ei[n('���
�
2 )+r� sin('��)]d�. (1.22)

En e¤ectuant le changement de variable � � ' = t � �
2
, nous pouvons réécrire le

2�emeintégrale de(1:22) comme suit :

1
2�

Z 2�

0

ei[�nt+r� sin t]dt = Jn (�r) , (1.23)

ce qui entraine

f (r) = 1
2�

Z +1

0

�Fn (�) Jn (�r) d�. (1.24)
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Dé�nition 1.3.1 la transformation de Hankel d�ordre � d�une fonction f(r) est dé�nie par

F� (�) =

Z +1

0

rf (r) J� (�r) dr, (1.25)

où J� est la fonction de Bessel du première espèce d�ordre � avec � � �1=2. Ainsi sa
transformée inverse est donnée par :

f (r) =

Z +1

0

F� (�) J� (�r) �d�, (1.26)

Exemple 1.3.1 à titre d�exemple, considérons l�opérateur de Bessel d�ordre n suivant:

f 00 (r) +
1

r
f 0 (r)� n2

r2
f (r) .

Déterminons d�abord la transformée de f 00 (r):

F (f 00) =

Z +1

0

rf 00rJn (�r) dr.

Intègrons par parties, nous obtenons

F (f 00) = �
Z +1

0

f 0 (r)
d

dr
[rJn (�r)] dr.

Où; les conditions sur f sont : (f bornée) et (rf , rf 0 �! 0) lorsque r �! 1. Nons
intégrons encore par parties en tenant compte de

d

d (r�)
[r�J 0

n (�r)] dr =
n2 � (�r)2

�r
Jn (�r) dr;

nous avons

F

�
f 00 +

f 0

r

�
=

Z +1

0

f (r)
d

dr
[�rJ 0

n (�r)] dr

= �

Z +1

0

f (r)
d

d (r�)
[r�J 0

n (�r)] dr,

et en tenant compte de la relation :

z
d

dz
[zJ 0

n (z)] =
�
n2 � z2

�
Jn (z) ;

nous trouvons :

F

�
f 00 +

f 0

r

�
=

Z +1

0

f (r)

�
n2

r
� r�2

�
Jn (�r) dr,

d�où;

F

�
f +

f 0

r
� n2

r2
f

�
=

Z +1

0

f (r)

�
n2

r
� r�2

�
Jn (�r) dr � n2

Z +1

0

f (r)

r
Jn (�r) dr

= ��2
Z +1

0

rf (r) Jn (�r) dr

= ��2Fn (�) .
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1.3. Transformation de Hankel

1.3.1 Domaine de dé�nition

La transformation de Hankel d�une fonction f (r) est valable en tout point au cours de

laquelle f(r) est continue à condition que la fonction est dé�nie dans (0, 1), et continue
par morceaux et à variation bornée dans chaque sous-intervalle �nie dans (0, 1) ainsi que,
l�intégrale : Z +1

0

jf (r)j r 12dr, (1.27)

est �ni, et le domaine peut être prolongé par un argument de densité en incluant certaines

fonctions pour les quelles l�intégrale ci-dessus n�est pas �nie : par exemple f(r) = (1+ r)�
3=2; cette extension ne sera pas abordée dans ce paragraphe.

1.3.2 Orthogonalité

Dé�nition 1.3.2 les fonctions de Bessel forment une base orthogonale par rapport au r

facteur de pondération :Z +1

0

Jn (�r) Jn (�
0r) rdr =

� (�� �0)

�
; (�, �0) 6= (0, 0) . (1.28)

Exemple 1.3.2 dans le cas axisymétrique, déterminons la solution du problème aux limites

suivant :

�u (r, z) =
@2u

@r2
+ 1

r

@u

@r
+
@2u

@z2
= 0, (0 � r <1) et (0 � z <1), (a)

[u (r, z)]z=0 = f (r) , r � 0, (b)

où; �u désigne l�équation de Laplace en coordonnée cylindriques.

Solution 1.3.1 multiplions (a) et (b) par r J0 (�r) et en intégrant ensuite le résultat suivant

r de 0 à 1, nous trouvons
��2U� (z) + U 00

� (z) = 0,

Posons

U� (z) =

Z +1

0

ru (r, z) J0 (�r) dr U� (0) = F�,

où U� est la fonction transformée de u tel que

U� (0) = F�,
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1.3. Transformation de Hankel

et comme

F� (z) =

Z +1

0

rf (r) J0 (�r) dr =) U� (z) = c1e
��z + c2e

�z = c1e
��z.

Alors la condition U� (0) = F� donne c1 = F�. Finalement, nous aurons :

U� (z) = F� (z) e
��z,

or

u (r; z) =

Z +1

0

�U� (z) J0 (�r) d� =

Z +1

0

�F� (z) e
��zJ0 (�r) d�,

d�où; la solution généralle est :

U� (z) = F� (z) e
��z +G (z) e�z.

1.3.3 Relation avec la transformée de Fourier

La transformation de Hankel d�ordre zéro est donnée par :

F (�) =

Z 1

r=0

Z 2�

�=0

f (r, �) ei�r cos(�)rdrd�,

où (r; �) désignent les coordonnées polaire. Ainsi, � est l�angle entre les deux vecteurs � et

r; et l�intégration sur � peut être e¤ectuée et on a :

F (�) = F (r) = 2�

Z 1

0

f (r) J0 (�r) rdr,

qui est juste 2� fois la transformation de Hankel d�ordre zéro de f(r). Pour la transformée

inverse, nous avons :

F (r) =
1

(2�)2

ZZ
F (�) e�i�rd� =

1

2�

Z 1

0

F (�) J0 (�r) �d�,

ce qui signi�e que f(r) est egale à (
1

2�
fois) la transformation de Hankel d�ordre zéro de

F (k).

f (r, �) =
1p
2�

+1P
m=�1

fm (r) e
im�,

et si �� est l�angle entre la direction de � et le � = 0 ( axe ), nous obtenons :

F (�) =

Z 1

0

rdr

Z 2�

0

d�f (r, �) ei�r cos(����).
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1.4. Équations intégrales

Substituons ' par (� � ��), nous trouvons :

F (�) =
1p
2�

+1P
m=�1

Z 1

0

rdr

Z 2�

0

d�fm (r) e
im�ei�r cos(����)

=
1p
2�

+1P
m=�1

ei m �

Z 1

0

rdrfm (r)

Z 2�

0

d'eim'ei�r cos'

=
1p
2�

+1P
m=�1

ei m �

Z 1

0

rdrfm (r) 2�i
mJm (�r)

=
p
2�

+1P
m=�1

imeim�
Z 1

0

fm (r) Jm (�r) rdr.

Si fm est su¢ samment lisse près de l�origine et nulle en dehors d�un rayon R , nous

pouvons la développer en série de Chebyshev :

fm (r) = rm
+1P
t�0

fmt

�
1�

� r
R

�2�t
, (0 � r � R) .

1.4 Équations intégrales

Une équation intégrale est une équation dont l�une des indéterminées est une intégrale.

Elle est importante dans plusieurs domaines physiques. Elle apparaît dans les problèmes de

transferts d�énergie radiative et des problèmes d�oscillations d�une corde, d�une membrane ou

d�un axe. Les problèmes d�oscillations peuvent être aussi résolus à l�aide des équations dif-

férentielles. Les équations intégrales sont a priori moins simples à résoudre que les équations

algébriques. Nous allons voir dans cette partie que pour des équations intégrales linéaires,

une fois réalisée la discrétisation de ces équations, on se ramène au problème de la recherche

de solutions d�un système linéaire [4, 46, Chakrabarti A. and Mandal N., Stankovic B.], et

les quatres types pour les équations intégrales sont dans l�ordre :

1.4.1 Équation intégrale de volterra

Dé�nition 1.4.1 nous appelons une équation intégrale de Volterra de seconde espèce l�équation

suivante :

y (x) = f (x) +

Z x

a

k (x, t) y (t) dt, (1.29)

telle que, f et k (noyaux de l�équation intégrale) sont données alors que, y est une fonction

inconnue, et le domaine de résolution est : a � x � b ce qui implique : a � t � x.
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1.4. Équations intégrales

Remarque 1.4.1 si f � 0, l�équation intégrale (1:29) est dite de première espèce.

Remarque 1.4.2 pour l�existence et l�unicité de la solution (1:29), il su¢ t que l�on ai la

continuité de f et k sur leurs domaines de dé�nition respectivement.

Remarque 1.4.3 si l�une des limites d�intégration est variable, il s�agit d�une équation

intégrale de Volterra.

1.4.2 Méthodes de résolution

1.4.2.i Méthode des approximations successives:

Dé�nition 1.4.2 nous cherchons la solution approchée comme suit :

yn (x) + f (x) +

Z x

a

k (x, t) yn�1 (t) dt, (1.30)

où; (n = 1, 2,...) et telle que; y0 (x) = f (x) est une approximation-initiale.

Exemple 1.4.1 à titre d�exemple, Considérons l�équation :

y (x) = 1�
Z x

0

(x� t) y (t) dt,

Posons d�abord :

y0 (x) = 1,

Ce qui entraine

y1 (x) = 1�
Z x

0

(x � t) dt = 1� x2

2
,

Par suite,

yn (x) =
nP
k=0

(�1)k x2k
(2k)!

,

En�n, et quand n �!1, nous aurons :

yn (x) =
1P
k=0

(�1)k x2k
(2k)!

= cos (x) .

18



1.4. Équations intégrales

1.4.2.ii Méthode opérationnelle (dans le cas du noyau k (x� t):

Nous réduisons l�équation(1:29) à l�aide de transformation à une équation algébrique dont

l�inconnue est y (p) (la transformée de y (x)).

Dé�nition 1.4.3 nous appelons transformation de Laplace d�une fonction f , la fonction

F de la variable complexe p donnée par:

F (p) =

Z 1

0

e�ptf (t) dt,

où; Re (p) > �0 = inf (�), et on note : f (t) A F (p).

Exemple 1.4.2 considérons l�équation de première espèce suivante:Z x

0

sin (x� t) y (t) dt = x sin (x) .

Solution 1.4.1 par l�application de la transformation de Laplace, nous trouvons:

y (x) = 2 cos (x) .

Exemple 1.4.3 il s�agit d�appliquer directement la transformation de Laplace pour l�équation:

y (x)�
Z x

0

sin (x� t) y (t) dt = ex,

nous obtenons :

y (x) = 2ex � x� 1.

Pour le cas d�un noyau dégénéré, supposons que

k (x, t) =
nP
k=1

Pk (x)Qk (t) ,

la solution se réduit à la détermination de fonctions auxiliaires à l�aide d�un système dif-

férentiel aux conditions initiales. Dans ce cas, l�équation intégral (3:1:1) s�écrit sous la

forme

y (x) = f (x) +
nP
k=1

Pk (x)

Z x

a

Qk (t) y (t) dt.

Soit :

Uk (x) =

Z x

a

Qk (t) y (t) dt ; k = 1; 2...n, (1.31)
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1.4. Équations intégrales

nous aurons alors;

y (x) = f (x) +
nP
k=1

Pk (x)Uk (x) dt. (1.32)

Déterminons la fonction auxiliaire Uk (x) en dérivant la relation (1:31), et en tenant

compte de (1:32) nous trouvons :

U 0
m (x) = qm (x) y (x) = qm (x)

�
f (x) +

nP
k=1

Pk (x)Uk (x)

�
= qm (x) f (x) +

nP
k=1

Pk (x) qm (x)Uk (x) ,

ceci est un système d�équations di¤érentièlles avec les conditions initiales

Um (x) = 0; m = 1; 2; :::.

La solution Um de l�équation intégrale se calcule alors à partir de (1:32).

Exemple 1.4.4 à titre d�exemple, nous considérons l�équation intégrale suivante :

y (x) = 1 +

Z x

0

cosh (t)

cosh (x)
y (t) dt.

Le noyau de cette équation intégrale est dégénéré :

k (x, t) = P (x) q (t) où; P (x) =
1

cosh (x)
et q (t) = cosh (t) .

Soit la fonction auxiliaire

u (x) =

Z x

0

cosh (t) y (t) dt, (1.33)

nous aurons alors;

y (x) = 1 +
u (x)

cosh (x)
. (1.34)

Déterminons l�équation di¤érentièlle satisfaite par u . Pour cela, nous dérivons (1:33) en

tenant compte de (1:34), nous trouvons :

u0 (x) = cosh (x) y (x) = cosh (x)

�
1 +

u (x)

cosh (x)

�
.

Ce qui entraine

u0 (x) = u (x) + cosh (x) , (1.35)

alors que la condition initiale est :

u (0) = 0, (1.36)
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1.4. Équations intégrales

La résolution du problème (1:35) et (1:36) donne :

u (x) =
ex

4

�
1 + 2x� e�2x

�
.

Finalement, la solution de l�équation intégrale s�obtient à l�aide de (3:1:1:c) par

y (x) = 1 +
ex

4 cosh (x)

�
1 + 2x� e�2x

�
= 1 +

sinh (x) + xex

2 cosh (x)
.

1.4.2.iii Système d�équations intégrales:

Exemple 1.4.5 cherchons la solution du système suivant :8<: y1 (x)� 1 +
R x
0
y2 (t) dt;

y2 (x) = x�
R x
0
y1 (t) dt;

,

ainsi que :

1 A 1

p
, x A 1

p2
et
Z x

0

f (t) dt A F (p)

p
,

donc 8><>:
y1 (p) =

�1
p
+
y2 (p)

p
;

y2 (p) =
1
p2
� y1 (p)

p
;
=)

8<: y1 (p) = 1� 2 cos (x) ;
y2 (p) = 2 sin (x) :

.

En �n, nous obtenons 8<: y1 (x) = 1� 2 cos (x) ;
y2 (x) = 2 sin (x) :

1.4.3 Équation intégrale de Fredholm

Dé�nition 1.4.4 Nous appellons une équation intégrale de Fredholm du premier type l�équation

suivante :

f (x) =

Z b

a

k (x, t) y (t) dt, (1.37)

où; y est la fonction inconnue ; f est une fonction connue; et k une autre fonction connue

à deux variables.

Souvent la fonction k est appelée la fonction opérateur intégral du noyau. Ainsi, les

limites d�intégration sont constantes, c�est la caractéristique principale d�une équation de

Fredholm.
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1.4. Équations intégrales

Remarque 1.4.4 l�équation intégrale de Fredholm du premier type est une équation plus

simple pour les calculs.

Dé�nition 1.4.5 nous appellons une équation intégrale de Fredholm du second type l�équation:

y (x) = f (x) + �

Z b

a

k (x, t) y (t) dt, (1.38)

où ; y est la fonction inconnue, f est une fonction connue, et k une autre fonction connue

à deux variables et le paramètre � est un facteur inconnu, qui joue le même rôle que la

valeur propre en algèbre linéaire. Si la fonction inconnue y apparaît à la fois à l�intérieur

et à l�extérieur de l�intégrale, alors il s�agit de l�équation intégrale de Fredholm du second

type. Si la fonction connue f est identiquement zéro, l�équation intégrale est alors appelée

« équation intégrale homogène» . Si elle est di¤érente de zéro, elle est appelée « équation

intégrale non-homogène» .

Remarque 1.4.5 ces équations sont classées selon trois dichotomies :

i. Limites d�intégration :

a. Les deux �xées on obtient l�équation de Fredholm.

b. L�une variable:on obtient l�équation de Volterra.

ii. Placement de la fonction inconnue :

a. Seulement à l�intérieur de l�intégrale:équation de Volterra du premier type.

b. Á l�intérieur et à l�extérieur de l�intégrale:équation de Volterra du second type.

iii. Nature de la fonction connue f :

a. Identiquement zéro:homogène.

b. Di¤érente de zéro:non-homogène.

Exemple 1.4.6 déterminons la solution de l�équation intégrale :

y (x)� 1
2

Z 1

0

y (t) dt = sin (�x) .
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1.4. Équations intégrales

Solution 1.4.2 d�abord, remarquons que � = 1
2
. La méthode des approximations successives

entraine

y0 (x) = sin (�x) ;

y1 (x) = sin (�x) +

Z 1

0

sin (�t) dt,

d�où;

y1 (x) = sin (�x) +
1

�
;

y2 (x) = sin (�x) +
1

�
+
1

2�
,

par suite;

yn (x) = sin (�x) +
1

�

1P
k=0

1

2k
= sin (�x) +

2

�
.

Remarque 1.4.6 nous pouvons véri�er la condition de convergence de k comme suite :

k (x; t) = 1 =) jkj =
Z 1

0

dx

Z 1

0

12dt = 1� 1
2
< 1,

Remarque 1.4.7 toute équation de Volterra peut être considérée comme un cas particulier

d�une équation de Fredholm. Pour une meilleure compréhension, nous donnons comme

exemple l�équation de Volterra suivante :

y (x) = f (x)�
Z x

0

k (x, t) y (t) dt, 0 � x � 1,

qui peut être écrite comme une équation de Fredholm

y (x) = f (x)�
Z 1

0

k (x, t) y (t) dt,

et si nous posons k (x, t) = 0 pour t > x, la Théorie classique de Fredholm peut être

appliquée aux équations de Volterra, mais perd toute sa puissance car, le noyau ne peut

pas être symétrique. C�est une étude directe des équations de Volterra qui donne milleure

résultats qui ne peuvent pas être obtenus par la théorie de Fredholm.
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1.4. Équations intégrales

1.4.4 Équation intégrale de Schlomilch

Dé�nition 1.4.6 nous appelons une équation de Schlomilch l�équation suivante :

f (x) =
2

�

Z �
2

0

' (x sin (�)) d� = sin (�x) ; jxj � �, (1.39)

où; f est donnée et ' inconnue dans C1 ainsi que;

' (x) = f (0) + x

Z �
2

0

(x sin (�)) d�, (1.40)

1.4.5 Transformation des équations intégrales duales en une équa-

tion de Frédholm

On considére le problème de conduction thermique d�une plaque épaisse occupant le domaine

D où ;

D = f(r, ', z) : 0 � r <1 et 0 � ' <1 et 0 � z <1g ,

et pour plus d�information, la �gure (1:2) montre la géométrie du problème.

Figure 1:2: Géométrie du problème.
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1.4. Équations intégrales

Les conditions aux limites du problème sont :

�u (r, z) =
@2u

@r2
+
1

r

@u

@r
+
@2u

@z2
= 0, (r � 0) , (0 < z < h) , (a)

(u)z=h = f (r) , (r < R) , (b)�
@u

@z

�
z=h

= 0, (r > R) ; (c)

(u)z=0 = 0; (r � 0) . (d)

(1.41)

Nous multiplions l�èquation (1:41:a) par rJ0 (�r), et nous intégrons ensuite le résultat de 0

à 1 suivan r, on trouve :

��2U + U 00 = 0;

dont la solution est:

U� (z) = A0e
��Z +B0e

�Z = A1 cosh (�z) +B1 sinh (�z) . (1.42)

Nous utilisons la transformée inverse de Hankel en posant :

u (r, z) =
Z 1

0

�U� (z) J0 (�r) d� =

Z 1

0

�B1 sinh (�z) J0 (�r) d�,

où; A1 = 0 car, si nous multiplions l�èquation (1:41:d) par rJ0 (�r), nous trouvons :

(U�)z=0 = 0:

et par suite, nous posons

�B1 (�) = B2 (�) ,

nous avons

u (r, z) =
Z 1

0

B2 (�) sinh (�z) J0 (�r) d�,

Nous déterminons B2 à l�aide des conditions mixtes (1:41:b) et (1:41:c), nous avons :

u (r, z) = f (r) ,
@u (r, z)

@z
= 0.

Ce qui donne : 8>><>>:
Z 1

0

B2 (�) sinh (�z) J0 (�r) d� = f (r) , r < R;Z 1

0

�B2 (�) cosh (�z) J0 (�r) d� = 0, r > R:

(1.43)
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1.4. Équations intégrales

Nous transformons les deux équations (1:43) en posant :

C (�) = B2 (�) cosh (�z) ,

et comme

B2 (�) sinh (�z) = B2 (�) cosh (�z)
�
e�h+e��h�2e��h

e�h+e��h

�
= C (�) [1� g (�)] ,

où;

g (�) =
e��h

cosh (�z)
,

ainsi, C (�) s�obtient de :8><>:
Z 1

0

C (�) [1� g (�)] J0 (�r) d� = f (r) , r < R;Z 1

0

�C (�) J0 (�r) d� = 0, r > R:
, (1.44)

Rappelons quelqes formules :

Z 1

0

J0 (�r) d� cos (�t) dt =

8><>:
1p

r2 � t2
; t < r;

0; t > r;
, (i)

Z 1

0

J0 (�r) d� sin (�t) dt =

8><>:
0; t < r;
1p

r2 � t2
; t > r:

, (ii)

Posons :

C (�) =

Z 1

0

' (t) cos (�t) dt, (1.45)

où; ' est à déterminer, et de classe C1. Ainsi, la 2ème équation de (1:44) est satisfaite, et

pour déterminer
Z r

0

'(t)p
r2�t2dt, il su¢ t d�injecter l�équation (1:45) dans l�équation (1:44).

Finalement, nous e¤éctuons le changement de variable t = r sin (�) pour (i) et (ii) en

remplaçant J0 (�r) par 2
�

Z �
2

0

cos (�r sin (�)) d�, ainsi que,

Z r

0

' (t)p
r2 � t2

dt =

Z �
2

0

' (r sin (�))p
r2 � r2 sin2 �

r cos (�) d� =

Z �
2

0

' (r sin (�)) d�, (1.46)

d�où;

f (r) =

Z �
2

0

f' (r sin (�))� 1

�

Z r

0

' (t) [G (t+ r sin (�)) +G (t� r sin (�))]dtgd�, (1.47)
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1.5. Relation entre les EI et les ED

où;

G (x) =

Z 1

0

g (�) cos (�x) d�: (1.48)

Remarquons que, (1:45) est une équation de Schlomilch et par suite ' véri�e l�équation

intégrale de Fredholm :

F (x) = ' (x)� 1

�

Z r

0

K (x,t)' (t) dt; 0 < x < r, (1.49)

avec

K (x; t) = G (t+ x) +G (t� x) = 2

Z 1

0

g (�) cos (�x) cos (�t) d�, (1.50)

alors que

F (x) =
2

�

"
f (0) + x

Z �
2

0

f 0 (x sin (�)) d�

#
. (1.51)

1.5 Relation entre les EI et les ED

Dans cette partie, nous allons étudier la liaison qui existe entre les EI linéaires et les ED

linéaires. D�abord, nous étudions la réduction d�une EDO à une EI, en notant qu�un prob-

lème aux valeurs initiales se réduit à une EI de Volterra, tandis que le problème aux limites

se réduit à une EI de Fredholm. Ensuite, nous examinons la réduction d�une EI à une EDO.

En�n, nous étudions la réduction des EDP linéaires du deuxième ordre à coe¢ cients con-

stants à une EI, en constatant que les EDP elliptiques se réduisent à des EI de Fredholm,

et les EDP hyperboliques et paraboliques se réduisent à des EI de Volterra.

1.5.1 Quelques applications aux EDO

Soit le problème de Cauchy 8<: y 0 = f (x, y (x)) , x � 0,
y (0) = y0,

(1.52)

qui peut être converti à l�équation de Volterra

y (x) = y0 +

Z x

0

f (s, y (s)) ds, (1.53)

Remarque les propriétés de l�équation (1:52), comme l�existence et l�unicité de la solu-

tion sont équivalentes aux propriétés de l�équation (1:53).
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1.5. Relation entre les EI et les ED

1.5.2 Réduction du problème à valeurs initiales à une équation

de Volterra

Proposition soit l�équation di¤érentielle ordinaire d�ordre n;

dny

dsn
+ A1 (s)

dn�1y

dsn�1
+ ::::+ An�1 (s)

dy

ds
+ An (s) y = F (s) , (1.54)

avec comme conditions initiales ( n valeurs initiales )

y (a) = q0, y 0 (a) = q1, ...., y n�1 (a) = qn�1, (1.55)

telles que les fonctions A1, A2, ...., An, et F sont dé�nies et continues sur [a; b]. Alors les

équations (1:54) et (1:55) sont équivalentes à l�équation de Volterra de deuxième espèce

g (s) = f (s) +
R s
a
K (x, t) g (t) dt, (1.56)

où

K (x, t) = �
nP
k=1

Ak (s)
(s�t)k�1
(k�1)! ;

f (s) = F (s)� qn�1A1 (s)� [(s� a) qn�1 + qn�2]A2 (s)� :::

�
nh

(s�a)n�1
(n�1)!

i
qn�1 + :::+ (s� a) q1 + q0

o
� An (s) .(1.57)

Preuve. on pose
dny

dsn
= g (s) , (1.58)

on obtient

dn�1y

dsn�1
=

Z s

a

g (t) dt+ qn�1,

dn�2y

dsn�2
=

Z s

a

(s� t) g (t) dt+ (s� t) qn�1 + qn�2, (1.59)

et donc par l�identitéZ s

a

Z sn

a

:::

Z s3

a

Z s2

a

F (s1) ds1ds2:::dsn�1dsn =
1

(n�1)!

Z s

a

(s� t)n�1 F (t) dt, (1.60)

on aura

dy

ds
=

Z s

a

(s�t)n�2
(n�2)! g (t) d (t) +

(s�a)n�2
(n�2)! qn�1 +

(s�a)n�3
(n�3)! qn�2 + :::+ (s� a) q2 + q1, (1.61)
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1.5. Relation entre les EI et les ED

y =

Z s

a

(s�t)n�1
(n�1)! g (t) d (t) +

(s�a)n�1
(n�1)! qn�1 +

(s�a)n�2
(n�2)! qn�1 +

(s�a)n�2
(n�2)! qn�2 + :::+ (s� a) q1 + q0.

(1.62)

Nous multiplions les relations (1:58) et (1:59) par 1, A1 (s), A2 (s), et en additionnant

nous retrouvons le problème aux valeurs initiales dé�nit par (1:54), (1:55), et en posant

K (x, t) = �
nX
k=1

Ak (s)
(s�t)k�1
(k�1)! , (1.63)

f (s) = F (s)� qn�1A1 (s)� [(s� a) qn�1 + qn�2]A2 (s)� :::

�
nh

(s�a)n�1
(n�1)!

i
qn�1 + :::+ (s� a) q1 + q0

o
� A2 (s) , (1.64)

nous trouvons l�équation de Volterra désirée.

Exemple pour n = 2, nous obtenons un problème d�équation di¤érentielle ordinaire

y00 + A (s) y0 +B (s) y = F (s) , (1.65)

avec les conditions initiales

y (a) = q0, y 0 (a) = q1, (1.66)

telles que A, B, et F sont des fonctions dé�nies et continues sur l�intervalle fermé a � s � b.

En intégrant de a jusqu�à s par parties nous obtenons

y0 (s)�q1 = �A (s) y (s)�
Z s

a

�
B (s1)� A0 (s1) y (s1) ds1 +

Z s

a

F (s1) ds1 + A (a) q0.
�
(1.67)

En faisant une deuxième intégration nous obtenons

y (s)� q0 = �
Z s

a

A (s1) y (s1) ds1 �
Z s

a

Z s2

a

[B (s1)� A 0 (s1)] y (s1) ds1ds2

+

Z s

a

Z s

a

F (s1) ds1ds2 + [A (a) q0 + q1] (s� a) , (1.68)

et utilisant l�identité (A:6), nous avons :Z s

a

Z s2

a

F (s1) ds1ds2 =

Z s

a

(s� t)F (t) dt, (1.69)

nous déduisons que

y (s) = q0 + [A (a) q0 + q1] (s� a) +

Z s

a

(s� t)F (t) dt

�
Z s

a

fA (t) + (s� t) [B (t)� A 0 (t)]g y (t) dt. (1.70)
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1.6. Conclusion

Si on pose

K (x, t) = �fA (t) + (s� t) [B (t)� A 0 (t)]g , (1.71)

f (s) =

Z s

a

(s� t)F (t) dt+ [A (a) q0 + q1] (s� a) + q0, (1.72)

nous obtenons une équation de Volterra de seconde espèce.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, une présentation détaillée de la technique de transformation de Hankel

à d�abord été proposée en montrant l�importance de fonctions de Bessel. Ceci permet de

résoudre divers problèmes pratiques : calcul des intégrales, équations intégrales et des EDP.
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Chapitre 2

Élasticité linéaire
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2.1. Introduction

La plupart des résultats que nous aurons besoin par la suite sont introduits succincte-

ment dans ce chapitre. Pour commencer, nous établissons le système d�équilibre. Ensuite,

nous introduisons la théorie de la déformation; cette dernière nous a amené à envisager

les constantes élastiques. Ainsi, la loi de comportement de Hooke permet d�expliciter les

contraintes en fonction des déplacements, et dans ces relations interviennent le coe¢ cient de

Poison v et le module de Yong G (ou E). Pour �nir, nous donnons des exemples illustratifs.

2.1 Introduction

L�élasticité linéaire est une dixpline scienti�que étudiant les solides déformables par

des méthodes analytiques. Elle décrit la déformation de l�objet ainsi que les contraintes

internes qu�il subit. Les notions fondamentales de cette étude sont les contraintes et les

déplacements dont la correspondance est biunivoque. La déformation élastique est une

déformation réversible c�est-à dire que le milieu retourne à son état initial une fois la charge

supprimée. La formulation mathématique de ce problème (système d�EDP et des conditions

limites) est basée sur un certain nombre d�hypothèses simpli�catrices. Seulement l�échelle

macroscopique est prise en compte (continuité du milieu, négligence de l�e¤et interatomique

entre les molécules;...). Aux plus grandes déformations, l�élasticité devient non linéaire pour

certains matériaux [2, 3, Barber J. R. ].

2.2 Établissement du système d�équilibre

La déformation élastique est une déformation réversible d�un objet : le milieu retourne

à son état initial lorsque l�on supprime les sollicitations.

La déformation élastique est un domaine important de la mécanique des milieux

continus (MMC) et de la thermodynamique (compression des gaz).

Supposons qu�un élément de volume d�arêtes dx, dy, dz soit soumis à une force

volumique dont les composantes sont Fx, Fy, Fz comme indiqué sur la �gure (2:1).
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2.2. Établissement du système d�équilibre

Figure 2:1 : Etablissement du système d�équilibre.

Les composants de la force sollicitant le volume sont : (Fxdxdydz), (FY dxdydz) et

(Fzdxdydz) ainsi, les inconnues sont : �x, �y, �z et �xz, �xy, � yz.

Remarque 2.2.1 Les surfaces principales 1, 2 et 3 ont pour l�origine O.

Remarque 2.2.2 L�interaction de ce volume avec le milieu extérieur conduit à l�apparition

des forces surfaciques.

2.2.1 Système d�équilibre en coordonnées Cartésiènnes

Comme indiqué sur la �gure précédente, nous établissons le système d�équilibre de cet

élément élémentaire en contraintes telle que :

� =
dF

dS
.

-Face 1(OABC) : dydz est sollicité par la force dont les composantes s�expriment à l�aide

de : (�x-contrainte normale) et (�xy, �xz-contraintes tangentielles), ainsi les composantes de

33



2.2. Établissement du système d�équilibre

la force sollicitant la face (OABC) sont :

�xdydz, �xydydz, �xzdydz.

Le même résonnement est appliqué aux faces 2 et 3.

2.2.1.i Orientation des contraintes

Soit une surface dont la normale extérieure est dirigée suivant l�un des axes O~x, O~y et

O~z comme indiqué sur la �gure (2:2) suivante :

Figure 2:2 : Orientation des contraintes.

Nous voyons que les contraintes agissant sur cette surface sont positives si leurs orienta-

tions coïncident avec le sens positifes des trois axes. Si la normale est orientée dans le sens

inverse , les contraintes sont alors positives si leurs orientations sont dans le sens négatif des

trois axes.

Remarque 2.2.3 Les sens positif et négatif correspondent aux contraintes sollicitant une

traction ou une compression.
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2.2. Établissement du système d�équilibre

2.2.1.ii Établissement du système d�équilibre

L�orsqu�on se limite à des oscillations de faible amplitude autour de la position d�équilibre,

on rappelle qu�on peut utiliser pour l�élasticité linéaire un dévellopement de Taylor d�ordre

un :

f (x+ dx, y, z) = f (x, y, z) +
@f

@x
dx+ (termes négligés). (2.1)

Nous obtenons les contraintes agissant sur la face (1)
0
:�

�x +
@�x
@x

dx

�
,
�
�xy +

@�xy
@x

dx

�
,
�
�xz +

@�xz
@x

dx

�
, (2.2)

Ecrivons que la projection sur x de la somme des forces appliquées au parallélépipède, de

centre O et de côtés dx, dy et dz, est nulle. Ainsi, nous avons :

��xdydz +
�
�x +

@�x
@x

dx

�
dydz � � yxdxdz +

�
� yx +

@� yx
@y

dy

�
dxdz � � zxdxdy

+

�
� zx +

@� zx
@z

dz

�
dxdy + Fxdxdydz = 0.

(2.3)

Il vient après simpli�cation :

@�x
@x

+
� yx
@y

+
� zx
@z

+ Fx = 0, (2.4)

De même, les projections sur y et sur z donnent :

@�xy
@x

+
@�y
@y

+
@� zy
@y

+ Fy = 0, (2.5)

@�xz
@x

+
@�z
@z

+
@� yz
@z

+ Fz = 0, (2.6)

Soit maintenant, �O
�
dx

2
,
dy

2
,
dz

2

�
comme illustré sur la �gure(2:3) où;

�
�O�
�
�� (Ox),�

�O�
�
�� (Oy) et

�
�O'
�
�� (Oz)

35



2.2. Établissement du système d�équilibre

Figure 2:3 : Moments de forces.

Les trois moments de forces (le moment à la force multipliée par le bras), provoquant

la rotation de l�élément de volume des axes �o�, �o� et �o' respectivement sont nuls, et nous

avons :

�
�
� yx +

@� yx
@y

dy

�
dxdz

dy

2
� � yxdxdz

dy

2
+

�
�xy +

@�xy
@x

dx

�
dydz

dx

2
+ �xydydz

dx

2
= 0.

(2.7)

Nous simpli�ons l�équation (2:7) en négligeant les éléments d�ordre 4, et nous trouvons :

�� yxdxdydz + �xydxdydz = 0 =) � yx = �xy.

Ainsi, les deux autres moments donnent :

� yz = � zy, � zx = �xz.

Finalement, les inconnues du modèle sont :

�x, �y, �z, � xy , � xz , � yz . (2.8)
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2.2. Établissement du système d�équilibre

2.2.2 Système d�équilibre en coordonnées sylindriques

Pour établir le système d�équilibre en coordonnées cylindriques [29, Martin. H. Sadd.],

considérons un élément de volume élémentaire délimité par les six faces curvilignes comme

indiqué sur la �gure (2:4) :

Figure 2:4: Système d�équilibre en coordonnées sylindriques.

Pour cela, soit �O��' un système de coordonnées cylindriques tel que : �O
�
r + dr

2
, � + d�

2
, z + dz

2

�
,

�O� et �O� sont les vecteurs radials et angulaires, respectivement.

2.2.2.i Contraintes et leurs orientations

- Les contraintes normales agissant sur les faces (principales) ab�b�a et a�add
0
sont :

�r, �� et �z.

- Les contraintes tangentielles agissant sur les faces précédentes sont :

�
r�
, � rz , � �r et � �z , � zr , � z� .

- Les contraintes normales : positives dans le cas d�une traction et négative pour une

compression.
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2.2. Établissement du système d�équilibre

2.2.2.ii Établissement du système d�équilibre

Appliquons sur 
 une force volumique F (Fr, F�, Fz). Cet élément est en équilibre si

a somme des projections des forces sur chacun des axes �O�, �Or, �O' est nulle ainsi que les

trois moments, À l�aide de la �gure (2:5)

Figure 2:5: Etablissement du système d�équilibre

On obtient les conditions d�équilibre suivantes :X
F �O� =

�
�r +

@�r
@r

dr

�
(r + dr) d�dz � r�rd�dz +

�
� zr +

@� zr
@z

dz

�
rd�dr � r� zrd�dr

�
�
�� +

@��
@�

d�

�
sin
�
d�
2

�
drdz � �� sin

�
d�
2

�
drdz +

�
� �r +

@� �r
@�

d�

�
cos
�
d�
2

�
drdz

�� �r cos
�
d�
2

�
drdz + rFrdrd�dz = 0.

(2.9)

Or, l�angle d� est in�nement petit ainsi sin
�
d�
2

�
= d�

2
et cos

�
d�
2

�
= 1. En négligeant les

termes d�ordre quatre, nous aurons :
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2.2. Établissement du système d�équilibre

�r���+r
@�r

@r
+r

@� zr
@z

+
@� �r
@�

+rFr = 0 =)
@�r

@r
+
@� zr
@z

+ 1
r

@� �r
@�

+
�r � ��

r
+Fr = 0. (2.10)

Ensuite,

X
F �O� =

�
� r� +

@� r�
@r

d�

�
� (r + dr) d�dz � � r�d�dz +

�
� z� +

@� z�
@z

dz

�
rd�dz � � z�rd�dr

+

�
�� +

@��
@�

d�

�
cos
�
d�
2

�
drdz � �� cos

�
d�
2

�
drdz +

�
� �r +

@� �r
@�

d�

�
sin
�
d�
2

�
drdz

+� �r sin
�
d�
2

�
drdz + F�rdrd�dz = 0,

et les contraintes tangentielles qui interviennent sont représentées sur la �gure (2:6).

Figure 2:6: Conditions d�équilibre sur les contraintes.

Il vient, en négligeant les termes d�ordre quatre, nous obtenons :

@� r�
@r

+
@� z�
@z

+
1

r

@��
@�

+
� r� + � �r

r
+F� = 0 =)

@� r�
@r

+
@� z�
@z

+
1

r

@��
@�

+
2

r
� r�+F� = 0. (2.11)
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2.2. Établissement du système d�équilibre

En�n,

P
F �O' =

�
�z +

@�z
@z

dz

�
rd�dz � �zrd�dr +

�
� rz +

@� rz
@r

dr

�
(r + dr) d�dz

�� rzrd�dz +
�
� �z +

@� �z
@�

d�

�
drdz � � �zdrdz + Fzrdrd�dz = 0,

alors
@�z
@z

+
@� rz
@r

+
1

r

@� �z
@�

+
� rz
r
+ Fz = 0. (2.12)

Remarque 2.2.4 Ce dernier système est appelé système d�équilibre en contrainte.

Conditions d�équilibre sur les moments

Figure 2:7: Conditions d�équilibre sur les moments.

Comme indiquée sur la �gure (2:7), le moment par rapport à l�axe o" entraine aisément�
� r� +

@� r�
@r

dr

�
(r + dr) d�dz

dr

2
� � �rdrdz

�
r +

dr

2

�
d�
2
+ � r�rd�dz

dr

2

+

�
� �r +

@� �r
@�

d�

�
drdz

�
r +

dr

2

�
d�
2
= 0 =) �

r�
= �

�r
.

(2.13)
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2.3. Théorie de la déformation

2.3 Théorie de la déformation

2.3.1 En coordonnées Cartésiennes

Étudions la déformation caractérisant les allongements et les notations de la face plane

abcd d�un élément de volume élémentaire (parallelepipede) [45]. Après déformation sous

l�e¤et d�un champs de contrainte, Les points a(x, y) et b(x + dx, y) et c(c, y + dy) se

ramènent à �a, �b et �c. Voir la �gure(2:8) suivante :

Figure 2:8: Déformation d�élément de volume élémentaire (par allelipipede).

où u, v sont les composantes de vecteur de déplacement suivant les deux axes : o~x et o~y.

Posons (u = ua, v = ub) et en tenant compte de l�hypothèse de continuité et de la formule

de Taylor à l�ordre 1, on trouve :

ub = u(x+ dx, y) = u (x, y) +
@u

@x
dx,

uc = u(x, dy + y) = u (x, y) +
@u

@y
dy, (2.14)

vb = v(x+ dx, y) = v (x, y) +
@v

@x
dx,

vc = v(x, dy + y) = v (x, y) +
@v

@y
dx.
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2.3. Théorie de la déformation

Ainsi l�allongement relatif en a suivant l�axe o~x est donné par:

"x =
�a�b� ab

ab
=) �a�b = (1 + "x) ab = (1 + "x) dx. (2.15)

Remarquons aussi que : �
�a�b
�2
= (�ah)2 +

�
h�b
�2
,

d�où

�ah = u+
@v

@x
dx+ dx� u

= 1 +
@u

@x
dx

=) h�b =
@v

@x
dx.

(2.16)

En tenant compte des relations (2:15) et (2:15) on aura :

(1 + "x)
2 =

�
1 +

@u

@x

�2
+

�
@v

@x

�2
=) (1 + "x) =

s�
1 +

@u

@x

�2
+

�
@v

@x

�2
. =) "x =

@u

@x

(2.17)

par contre, dans le cas de la déformation angulaire, posons :



xy
= �+ �,

et en tenant compte des relations (2:15) et (2:15) et de l�approximation8<: tg (�) = �

tg (�) = �
,

nous aurons :


xy =
�bh

�ah
+
�cl

�al

=
@v
@x

1 + @u
@x

+

@u
@y

1 + @u
@y

(2.18)

=
@v
@x

�
1� @u

@x

�
1�

�
@u
@x

�2 +

@u
@y

�
1�@v

@y

�
1�
�
@v
@y

�2 .
En négligeant les termes d�ordre deux, nous obtenons :


xy =
@u

@y
+
@v

@x
. (2.19)

42



2.4. Constantes élastiques

Remarque 2.3.1 En trois dimensions, les expressions des déformations sont

"x =
@u

@x
, "y =

@v

@y
, "z =

@w

@z
;



xy
=
@u

@y
+
@v

@x
,



xz
=
@u

@z
+
@w

@x
,



yz
=
@v

@z
+
@w

@y
.

(2.20)

2.3.2 En coordonnées cylindriques

Soient (ur, u�, uz) les composantes radiale, angulaire et axiale respectivement du vecteur

de déplacement. Les déformations sont données par :

"r =
@ur
@r
, "� =

@ur
@r

+
1

r

@u�
@�
, "z =

@uz
@z
,



r�
=
1

2

�
1

r

@ur
@�

+
@u�
@r

� u�
r

�
;



rz
=
1

2

�
@uz
@r

+
@ur
@z

�
,



�z
=
1

2

�
@u�
@z

+
1

r

@uz
@�

�
(2.21)

2.4 Constantes élastiques

Supposons que le milieu homogène et isotrope. Les propriétés mécaniques de ces milieux

sont complètement dé�nies par les deux constantes: �-coe¢ cient de poisson et G-module

de cisaillement ou bien (module de Young E) [22].

2.4.1 Coe¢ cient de poisson � � �

Le coe¢ cient de Poisson fait partie des constantes élastiques. Il est compris entre �1 et
0; 5. Les valeurs expérimentales obtenues dans le cas d�un matériau parfaitement isotrope

sont très proches de la valeur théorique (1=4). Pour un matériau quelconque, on obtient en

moyenne 0; 3. Il existe également des matériaux à coe¢ cient de Poisson négatif : on parle

alors parfois de matériaux auxétiques.
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2.4. Constantes élastiques

Supposons maintenant qu�une tige élastique dont l�une des extrémités est �xé, de longueur

l et de largeur m est soumise à une traction (ou bien une compression) d�intensité uniforme

F .

Alors que le coe¢ cient de poisson est donné par :

� =
l

4l �
4m
m
, (2.22)

où
4l
l
représente déformations longitudinale, et

4m
m

représente transversale. Pour la plus

part des métaux, le coe¢ cient de poisson � varie de 0:25 à 0:33.

2.4.2 Module de cisaillement � G �

Le module de cisaillement, aussi appelé module de glissement, est une grandeur physique

propre à chaque matériau et qui intervient dans la caractérisation des déformations causées

par des e¤orts de cisaillement.Si l�on considère un parallélépipède rectangle, le cisaillement

est une variation de l�angle, qui n�est plus droit. Cela correspond à des forces s�exerçant

parallèlement à la face (voir la �gure (2:9)).

Figure 2:9: Module de cisaillement G:
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2.4. Constantes élastiques

Nous dé�nissons d�abord la contrainte de cisaillement :

� =
F

S
,

où ; F est la force, S est l�aire sur laquelle la force agit. La dé�nition du module de

cisaillement G est le rapport entre la contrainte de cisaillement et la déformation :

G =
�

d

h

=
�

tan 

=
�




�
N
mm2

�
, (2.23)

où; d est le déplacement latéral et 
 est l�écart à l�angle droit, ainsi h est l�épaisseur. Le

module de cisaillement a la dimension d�une contrainte et est généralement exprimé en

Newtons par millimètre carré ou en GPa (gigapascals). A titre d�exemple, le module de

cisaillement de l�acier vaut 81000 N/mm2 soit 81 GPa. Dans le cas d�un milieu isotrope, le

module de cisaillement est lié au module d�Young et au coe¢ cient de Poisson.

2.4.3 Module de young � E �

Le module de Young (ou module de traction) est la constante qui relie la contrainte

de traction (ou de compression) et la déformation pour un matériau élastique isotrope [11].

Le physicien britannique Thomas Young (1773� 1829) avait remarqué que le rapport entre
la contrainte de traction appliquée à un matériau et la déformation qui en résulte (un

allongement relatif) est constant, tant que cette déformation reste petite et que la limite

d�élasticité du matériau n�est pas atteinte. La loi d�élasticité est la loi de Hooke. Soit

maintenant S l�aire de la section transversale de la tige, alors le module de Young est dé�ni

par :

E =
F

S
� l

4l
�
N=mm2

�
, (2.24)

G =
E

2 (1 + �)
:

En élasticité interviennent aussi les deux constantes deLamé : �, � (= G) où;

� =
2�

1� �2
G,

� =
E�

(1 + �) (1� �2)
:
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Remarque 2.4.1 De manière générale, toute loi peut localement (c�est-à-dire pour de pe-

tites variations) être remplacée par un développement limité du premier ordre, ou « approx-

imation linéaire » , à condition que la tangente de la loi ne soit pas horizontale autour du

point considéré. Les lois élastiques sont donc des approximations linéaires du comportement

réel, plus complexe.

2.4.4 Tableau de quelques constantes élastiques

Tableau 2:1 : Constantes élastiques.

où;

1 (Gpa) = 103 (Mpa) ,1 (Mpa) = 106 (pa) et 1
�
N/mm2� = 1 (Mpa) .

2.5 Loi de Hooke

La loi de Hooke a été énoncée par Robert Hooke, par la phrase en latin : "ut tensio

sic vis" (ou son anagramme ceiiinosssttuv) (en 1678 ; experiences datant de 1675). Elle est

employée dans plusieurs domaines et principalement en physique. Hooke n�a considéré que

la phase élastique et linéaire, donc proportionnelle et réversible. [36]. La loi de Hooke est

une loi de comportement des solides soumis à une déformation élastique de faible ampli-

tude. Cette loi permet d�expliciter les contraintes en fonction des déplacements, et dans ces

relations interviennent les deux constantes élastiques � et G.
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2.5. Loi de Hooke

2.5.1 En coordonnées cartésiennes

2.5.1.i Contraintes normales

�x = �� + 2G"x,

�y = �� + 2G"y, (2.25)

�z = �� + 2G"z,

où;

� = "x + "y + "z � dilatation volumique.

2.5.1.ii Contraintes tangentielles

�xy = G
xy,

�xz = G
xz, (2.26)

� yz = G
yz.

En tenant compte de la loi de Hooke, le système d�équilibre en déplacement est :

4u+ 1

1� 2�
@�

@x
+
Fx
G

= 0,

4u+ 1

1� 2�
@�

@y
+
Fy
G

= 0, (2.27)

4u+ 1

1� 2�
@�

@z
+
Fz
G

= 0.

2.5.2 En coordonnées cylindriques

2.5.2.i Contraintes normales

�r = �� + 2G"r,

�z = �� + 2G"z, (2.28)

�� = �� + 2G"�.

où;

� = "r + "z + "� � dilatation volumique.
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2.5. Loi de Hooke

2.5.2.ii Contraintes tangentielles

� rz = G

rz
,

� r� = G

r�
, (2.29)

� �z = G
�z.

En trois dimensions les déformations sont données :

"x =
@u

@x
, "y =

@v

@y
et "z =

@w

@z
.

Ainsi que :


xy =
@u

@y
+
@v

@x
,


xz =
@u

@z
+
@w

@x
, (2.30)


yz =
@v

@z
+
@w

@y
.

Soient (ur, u� et uz les trois composantes du vecteur de déplacement en coordonnées),

les expressions des déformations sont alors :

"r =
@ur
@r
,

"� =
1

r

�
ur +

@u�
@�

�
, (2.31)

"z =
@uz
@z
,

ainsi que :


r� =
1

2

�
1

r

@ur
@�

+
@u�
@r

� u�
r

�
,


rz =
1

2

�
@uz
@r

+
@ur
@z

�
, (2.32)


yz =
1

2

�
@u�
@z

+
1

r

@uz
@�

�
.
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2.5. Loi de Hooke

Le système d�équilibre est :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

4ur �
1

r2
ur �

2

r2
@u�
@�

+
1

1� 2�
@�

@r
+
Fr
G
= 0,

4u� �
1

r2
u� +

2

r2
@ur
@�

+
1

1� 2�
1

r

@�

@�
+
F�
G
= 0,

4uz +
1

1� 2�
@�

@z
+
Fz
G
= 0.

(2.33)

Dans le cas axisymétrique et en l�absence de forces volumiques, le déplacement est in-

dépendant de la coordonnée � c�est-à-dire u� = 0. Alors que ur et uz dépendants uniquement

de r et z. Ainsi que � r� = � �z = 0, et le système d�équilibre correspondant est:8>>>><>>>>:
(=`+ 1)

�
@2u

@r2
+
1

r

@u

@r
� u

r2

�
+ (=`� 1) @

2u

@z2
+ r2

@2w

@r@z
= 0,

(=`� 1)
�
@2w

@r2
+
1

r

@w

@r

�
+ (=`+ 1) @

2w

@z2
+ 2

@

@z

�
u

r
+
@u

@r

�
= 0.

(2.34)

Telle que =` � Kappa = 3 � 4� (constante de Mash). Posons : (ur = u, uz = w) alors

les contraintes s�obtiennent par :

�r =
G

=`� 1

�
(=`+ 1) @u

@r
+ (3�=`)

�
u

r
+
@w

@r

��
,

�z = G
=`�1

�
(3�=`)

�
u

r
+
@u

@r

�
+ (=`+ 1) @w

@z

�
, (2.35)

�� =
G

=`� 1
�
(=`+ 1) u

r
+ (3�=`)

�
@u
@r
+ @w

@z

��
,

� rz = G

�
@u

@z
+
@w

@r

�
.
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2.6. Application analytique de la méthode de transformation intégrale en élasticité

2.6 Application analytique de la méthode de transfor-

mation intégrale en élasticité

Pour valider l�extension de la méthode de transformation de Hankel, nous allons traiter

di¤érents problèmes d�élasticité linéaire. Nous en dénombrons trois en fonction de la con-

�guration géométrique. Plus précisément, ces problèmes sont :

� Problème de conduction thermique dans une plaque métallique bicouches dont les
coe¢ cients de conductivité thermique sont �1 (0 < z < h) et �2 (z > h).

� Problème d�une plaque élastique a¤aibli par une �ssure circulaire.

� Problème d�un espace élastique a¤aibli par deux �ssures dans le plan z = 0 : l�une

circulaire subissant une contrainte normale de traction d�intensité p0 alors que, la seconde

est externe non chargée.

2.6.1 Problème de conduction thermique

Pour une plaque métallique bicouches dont les coe¢ cients de conductivité thermique

sont �1 (0 < z < h) et �2 (z > h). Ainsi, les conditions limites sur la frontière fz : z = 0g
sont :

u1 (r, z)
��
z=0
= 1 , (r < 1), (a)

@u1 (r, z)
@z

��
z=0
= 0 , (r > 1), (b)

(2.36)

alors que sur la zone de séparation fz : z = hg le contact est supposé idéal; c�est à dire :

u1 (r, z)
��
z=h

= u2 (r, z)
��
z=h

, (a)

�1
@u1 (r, z)

@z

��
z=h

= �2
@u2 (r, z)

@z

��
z=h

, (b)
(2.37)

la continuité des températures et des �ux correspondants entraine u2 �! 0 ( lorsque z !
1), et la �gure (2:10) montre la géométrie du problème.
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2.6. Application analytique de la méthode de transformation intégrale en élasticité

Figure: 2:10: Problème de conduction thermique.

Proposition 2.6.1 Soient les équations de conduction thermique suivantes :8><>:
�u1 (r, z) = 0, (0 � z � h) , (r � 0) ,

�u2 (r, z) = 0, (z � h) , (r � 0) ,
(2.38)

où;

� =
@2

@r2
+
1

r

@

@r
+

@2

@z2
.

Alors que, les conditions aux limites sont :

u1 (r, z)
��
z=0
= 1, si r < 1; (a)

@u1 (r, z)
@z

��
z=0
= 0, si r > 1; (b)

u1 (r, z)
��
z=h

= u2 (r, z)
��
z=h

, (c)

�
@u1 (r, z)

@z

��
z=h

= �
@u2 (r, z)

@z

��
z=h

. (d)

(2.39)
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Nous multiplions les équations de conduction (2:38) par rJ0(�r), et on intègrons en suite

le résultat de 0 à 1 suivant r. En tenant compte de (u2 �! 0 lorsque z !1), et à l�aide
de la transformation inverse de Hankel, on trouve :

u1 (r, z) =

Z 1

0

�
A1 (�) e

��z +B1 (�) e
�z
�
J0(�r)d�, (2.40)

u2 (r, z) =

Z 1

0

A2 (�) e
��zJ0(�r)d�. (2.41)

Véri�ons les transformées de (2:39:c) et (2:39:d) ; nous avons les équations algébriques :

A1 (�) e
��z +B1 (�) e

�z = A2 (�) e
��z, (2.42)

A1 (�) e
��z �B1 (�) e

�z =
�1
�2
A2 (�) e

��z. (2.43)

En additionnant (2:42) et (2:43) nous obtenons :

2A1 (�) e
��z =

�1 + �2
�2

A2 (�) e
��z i.e., A1 (�) =

�1 + �2
2�2

A2 (�) ,

Par suite, en soustrayant (2:42) et (2:43) nous aurons :

2B1 (�) e
�z =

�2 � �1
�2

A2 (�) e
��z i.e., B1 (�) =

�2 � �1
�2

A2 (�) e
�2�h,

ce qui donne

u1 (r,z) =
1

2�2

Z 1

0

A2 (�)
�
(�1 + �2) e

��z + (�2 � �1) e
�(z�2h)� J0(�r)d�,

u2 (r,z) =

Z 1

0

A2 (�) e
��zJ0(�r)d�.

Véri�ons les conditions mixtes (2:39:a) et (2:39:b), on en déduit : les équations duales

suivantes:

1

2�2

Z 1

0

A2 (�)
�
(�1 + �2) + (�2 � �1) e

�2�h� J0(�r)d� = 1; (r < 1) , (2.44)

1

2�2

Z 1

0

A2 (�)
�
(�1 + �2)� (�2 � �1) e

�2�h� J0(�r)d� = 0; (r > 1) . (2.45)

Si on suppose

A1 (�) =
1

2�2
�A2 (�)

�
(�1 + �2)� (�2 � �1) e

�2�h� ,
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on déduit les équations dérivées :

a+ be�2�h =
�
a� be�2�h

�

, (2.46)

où;


 =
a+ be�2�h

a� be�2�h
=

 
1 + b

a
e�2�h

1� b
a
e�2�h

!
H (�) .

- Si 0 <
�
b

a
= k

�
< 1, on aura :

H (�) =
�
1 + ke�2�h

� +1X
n=0

kne�2n�h +

+1X
n=1

kne�2n�h

' 1 + 2
+1X
n=1

kne�2n�h (2.47)

=) �n = 2k
n, �

n
= 2nh.

- Si A (�) = �

Z 1

0

' (t) cos (�t), l�équation (2:45) est satisfaite. Ce qui correspond à poser

A (�) comme suit :

A (�) = �

Z 1

0

' (t) cos (�t) . (2.48)

Dans ce cas, l�équation (2:44) permet de donner l�équation de Fredholm suivante :

' (x) +

Z 1

0

' (t) k (x, t) dt = 1, (r < 1) , (2.49)

où ;

k (x, t) = �2�
Z 1

0

g (�) cos (�t) d�,

g (�) = �2
+1X
n=1

kne�n�h

i.e., H (�) = 1� g (�) .

(2.50)

2.6.2 Problème d�une plaque élastique a¤aibli par une �ssure

Nous nous intéressons ici au problème d�une �ssure circulaire contenue dans une plaque

élastique sous une pression interne d�intensité uniforme p0. Dans le plan z = 0, les bords de

la plaque sont libres de charges comme indiquer dans la �gure (2:11).
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Figure 2:11 : Problème d�une plaque élastique a¤aibli par une �ssure.

En raison de la symétrie du problème, les conditions aux limites sécrivent :

�z
��
z=0 = �p0, � zr

��
z=0

= 0 , (r < R) ,

wz = � zr
��
z=0

= 0, (r > R) ,

�z
��
z=h = � zr

��
z=h

= 0 ,

(2.51)

Proposition 2.6.2 Soient ' et  deux fonctions s�écrivent sous les formes :

' (r,z) =

Z 1

0

fA(�) cosh(�z) +B(�) sinh(�z)g J0(�r)d�,

(2.53)

 (r,z) =

Z 1

0

fC(�) cosh(�z) +D(�) sinh(�z)g J0(�r)d�.

où

�' (r,z) = � (r,z) = 0,

� =
@2

@r2
+
1

r

@

@r
+

@2

@z2
. (2.54)
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Alors que le système d�équilibre s�écrira comme suit :

2Gur =
@'

@r
+ z

@ 

@r
, (a)

2Gwz =
@'

@z
+ z

@ 

@z
� (3� 4�) , (b)

�z =
@2'

@z 2
+ z

@2 

@z2
� 2 (1� �)

@ 

@z
, (c)

� rz =
@2'

@r@z
+ z

@2 

@r@z
� (1� 2�) @ 

@r
. (d)

(2.55)

Les conditions aux limites suivantes :

� rz
��
z=0

= 0 =) B (�) =
1� 2�
�

C (�) ,

� zr
��
z=h

= 0 =) A(�) = �
�
�2h2 + (1� 2�) sinh2(�z)

�
k (�)

C (�) ,

�z
��
z=h

= 0 =) D (�) = �sinh
2(�z)

k (�)
C (�) . (2.56)

s�expiment les trois paramètres A, B et D de (2:53) en fonction de C. Puis, en tenant

compte de la loi de Hooke, on aura les équations intégrales duales :

�z
��
z=0

=

Z 1

0

��(�)C(�)J0(�r)d� = �p0, (r < R) ,

wz
��
z=0

= �1� �

G

Z 1

0

C(�)J0(�r)d� = 0, (r > R) ,

(2.57)

où,

�(�) =
sinh2(�z)� cosh2(�z)

k (�)
. (2.58)

2.6.3 Problème d�une plaque élastique a¤aiblie par deux �ssures

On traite ici le problème d�une plaque élastique a¤aiblie par deux �ssures dans le plan

z = 0 : l�une circulaire subissant une contrainte normale de traction d�intensité p0 alors que,

la seconde est externe non chargée, ce qui est un peu loin de la réalité si nous observons le

problème décrit sur la �gure (2:12).
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Figure 2:12: Plaque élastique a¤aibli par deux �ssures.

Proposition 2.6.3 Soit le système d�équilibre en déplacement suivant :8>>>>><>>>>>:
2 (1� �)

�
@2u

@r2
+
1

r

@u

@r
� u

r2

�
+ (1� 2�) @

2u

@z2
+

@2w

@r@z
= 0,

(1� 2�)
�
@2w

@r2
+
1

r

@w

@r
� u

r2

�
+ 2 (1� �)

@2w

@z2
+

@

@z

�
@u

@r
+
u

r

�
= 0.

(2.59)

où ; u et w sont les composantes radiale et axiale du vecteur de déplacement respectivement.

A ces équations aux dérivées partielles on adjoint les conditions aux limites suivantes :

�z
��
z=0 = �p0, � zr

��
z=0

= 0 , (r < a) ,

w
��
z=0
= � zr

��
z=0

= 0, (a < r < b) ,

�z
��
z=0 = � zr

��
z=0

= 0 , (r > b) ,

(2.60)

Alors que les contraintes �z et � zr sont données par :

�z =
2G

1� 2�

�
�
1

r

@

@r
(ru) + (1� �)

@w

@z

�
, (2.61)

� zr = G

�
@u

@z
+
@w

@r

�
. (2.62)
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La méthode des fonctions de contraintes de Boussinesq permet de déduire les relations :

2Gu =
@'

@r
+ z

@ 

@r
, (2.63)

2Gw =
@'

@z
+ z

@ 

@z
� (3� 4�) . (2.64)

Ainsi

�' = � = 0 où ; � =
@2

@r2
+
1

r

@

@r
+

@2

@z2
. (2.65)

La loi de Hooke donne les deux contraintes normale �z et tangentielle � zr suivantes

�z =
@2'

@z2
+ z

@2 

@z2
+ 2 (1� �)

@ 

@z
, (2.66)

� zr =
@2'

@r@z
+ z

@2 

@r@z
� (1� 2�) @ 

@r
. (2.67)

On pose

' (r, z) =
Z 1

0

A (�) J0 (�r) e
��zd�,  (r, z) =

Z 1

0

B (�) J0 (�r) e
��zd�, (2.68)

où
@

@r
J0 (�r) = ��J1 (�r) . (2.69)

La condition � zr
��
z=0
= 0 donne

�2A� (1� 2�) (��)B = 0 =) A (�) = � (1� 2�) B (�)
�

, (2.70)

' (r, z) = � (1� 2�)
Z 1

0

��1B (�) J0 (�r) e
��zd�. (2.71)

On en déduit

2Gu =

Z 1

0

[(1� 2�)� �z] J1 (�r) e
��zd�, (2.72)

2Gw = �
Z 1

0

[2 (1� �) + �z]B (�) J0 (�r) e
��zd�. (2.73)

Alors que

�z =

Z 1

0

[(1 + �z)B (�)�] J0 (�r) e��zd�, (2.74)

� zr = z

Z 1

0

�2B (�) J1 (�r) e
��zd�. (2.75)
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2.7. Conclusion

Finalement, les équations intégrales

�z

����z=0 = Z 1

0

�B (�) J0 (�r) d� = �p0 , (r < a) ,

� G

1� �
w

����z=0 = Z 1

0

B (�) J0 (�r) d� = 0 , (a < r < b) ,

�z

����z=0 = Z 1

0

�B (�) J0 (�r) d� = 0 . (r > b) .

(2.76)

s�obtiennent à l�aide des conditions mixtes lorsque z = 0.

2.7 Conclusion

Un premier objectif a été atteint dans ce chapitre à savoir la méthode de la transfor-

mation d�équations intégrales duales en une équation intégrale de Fredholm. Néanmoins,

cette dernière méthode de transformation est souvent réalisée di¢ cilement pour trouver

une solution exacte. Ce chapitre a présenté la modélisation des déformations en présentant

les notions élémentaires d�élasticité linéaire qui vont être utilisées dans les deux chapitres

suivants. Les formules utilisées par la suite ne reprendront que les résultats �naux de cette

modélisation, qui ramène les problèmes à un système d�équations intégrales duales.
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Chapitre 3

Applications et méthodes de

résolutions
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3.1. Introduction

Ce chapitre comporte quatre sections. Premièrement, nous donnons la méthode de réso-

lution d�un système d�équilibre en se basant sur les fonctions de contraintes de Boussinesq

(cas axisymétrique et en l�absence des forces volumiques) et la loi de Hooke. Ensuite, nous

présontons les techniques de résolution "analytique" et "numérique". Ainsi, nous illus-

trons la procédure de Hara et de Sakamoto en explicitant les dé�nitions des polynômes de

Tchebychev et les formules intégrales (produit de fonctions de Bessel). Puis, nous donnons

une méthode sur la résolution numérique du système algébrique in�ni développé dans [39,

Sakamoto M. (2003)]. Nous terminons par une conclusion.

3.1 Introduction

Nous pouvons résoudre les problèmes d�élasticité dans n�importe quel système de coor-

données. Mais les conditions aux limites peuvent avoir une forme plus ou moins compliquée

suivant ce choix. On est généralement guidé par la forme du corps élastique étudié. Nous

choisissons de préférence un système de coordonnées qui facilite l�écriture des conditions

aux limites. Pour les problèmes axisymétriques, nous choisissons toujours un système de

coordonnées dont l�une des coordonnées est l�angle � autour de l�axe d�axisymétrie. Dans

certains problèmes, nous pouvons faire des hypothèses à priori sur la solution recherchée.

Selon que ces hypothèses portent sur les contraintes ou sur les déformations, on choisit la

formulation correspondante.

Méthode en déplacement

� postuler la forme du champ de déplacement,

� véri�er les conditions limites en déplacements,

� calculer les déformations, puis les contraintes,

Cette approche en déplacement est utilisée pour résoudre le problème du cylindre sous

pression.

Méthode en contrainte

� postuler un champ de contrainte,
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3.2. Méthodes de résolution d�un système d�équilibre

� véri�er les conditions d�équilibre en volume,

� véri�er les conditions aux limites en contrainte,

� calculer les déformations, puis les déplacements à partir des contraintes,

� véri�er les conditions aux limites en déplacement.

Les techniques analytiques sont vite dépassées lorsque le problème devient un peu com-

plexe, il faut alors recourir à des approches numériques. On distingue trois grandes familles

d�approches numériques pour la mécanique des milieux continus :

- Les éléments �nis;

- Les di¤érences �nies;

- Les éléments de frontière;

La première approche a le mérite d�être applicable quelle que soit la géométrie du milieu.

Elle est donc utilisée pour tous les problèmes de mécanique faisant intervenir des géométries

complexes (crash de voitures, écoulement sanguin, étude vibratoire de fusée, design de puce

électronique contre l�échau¤ement excessif, ...). Les codes industriels les plus connus sont

Samcef (le seul européen), Abaqus, Nastran et Ansys. La méthode des di¤érences �nies

nécessite des domaines de formes simples. Elle est particulièrement utilisée en météorologie

(l�atmosphère a une forme simple) et pour l�étude d�écoulement. En�n, la méthode des

éléments frontières permet la prise en compte simple d�un milieu in�ni ou semi-in�ni (mais

ce milieu doit être linéaire).

3.2 Méthodes de résolution d�un système d�équilibre

Choix de Boussinesq: Dans le cas axisymétrique et en l�absence des forces volumiques,

nous considérons le système suivant :

2 (1� �)

1� 2�

�
@2ur
@r2

+
1

r

@ur
@r

� ur
r2

�
+
@2ur
@z2

+
1

2 (1� �)

@2uz
@r@z

= 0,

@2uz
@r2

+
1

r

@uz
@r

+ 2
(1� �)

1� 2�
@2uz
@z2

+
1

1� 2�
@

@z

�
@ur
@r

+
ur
r

�
= 0. (3.1)
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3.2. Méthodes de résolution d�un système d�équilibre

Ce système est equivalent à la recherche de deux fonctions auxiliaires harmoniques F et

G tel que :

2Gur = � (1� 2�) @F
@r

� 2 (1� �)
@G

@z
,

2Guz = � (1� 2�) @F
@z

+ 2 (1� �)
1

r

@

@r
(rG) , (3.2)

où F et G sont des fonctions auxiliaires dépendantes de r et z. En portant (3:2) dans le

système d�équilibre (3:1), nous obtenons :�
�� 1

r2

��
@F

@r
+
@G

@z

�
= 0, (3.3)

�

�
@F

@z
� 1
r

@

@r
(rG)

�
= 0, (3.4)

où,

� =
@2

@r2
+
1

r

@

@r
+
@2

z2
.

désigne l�opérateur de Laplace.

a. Nous choisissons F et G telles que :

@F

@r
+
@G

@z
= 0, (3.5)

pour cela, nous posons

2�3 =
@F

@z
� 1
r

@

@r
(rG) , (3.6)

ainsi, �3 est harmonique, puisque ��3 = 0.

b. En tenant compte de (3:5) et (3:6) nous trouvons;

2
@�3
@z

=
@2F

@z2
� 1
r

@

@r

�
r
@G

@z

�
=
@2F

@z2
+
1

r

@

@r

�
r
@F

@r

�
= �F . (3.7)

c. La solution de cette équation de Poisson est :

F = z�3 + �0, (3.8)

où �0 est harmonique, puisque

��0 = 0,

ainsi

�(z�3) = �3�(z) + z�(�3) + 2� (z)��(�3) .
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3.2. Méthodes de résolution d�un système d�équilibre

Comme

�(z) = 0 et �(�3) = 0 =) �(z�3) = 2 (0, 1)�
�
@�3
@r
,
@�3
@z

�
.

d�où,

�(z�3) = 2
@�3
@z
.

d. En tenant compte de (3:2), nous pourrons exprimer les composantes du vecteur de

déplacement en fonction de �0 et �3 par :

2Gur = � (1� 2�)
@F

@r
+ 2 (1� �)

@F

@r
=
@F

@r
.

Alors que

2Gur =
@�0
@r

+ z
@�3
@r
.

D�après (3:6), nous aurons

2Guz = � (1� 2�)
@F

@z
+ 2 (1� �)

�
@F

@z
� 2�3

�
=
@F

@z
� 4 (1� �)�3.

Par suite, et d�après (3:8) nous trouvons :

2Guz = z
@�3
@z

+ �3 +
@�0
@z

� 4 (1� �)�3.

En�n, nous obtenons

2Guz =
@�0
@z

+ z
@�3
@z

� (3� 4�)�3.

e. En tenant compte ensuite de la loi de Hook, nous aurons :

�r =
@2�0
@r2

+ z
@2�3
@r2

� 2� @�3
@z
,

�� =
@�0
(r@r)

+ z
@�3
r@r

� 2� @�3
@z
,

�z =
@2�0
@z 2

+ z
@2�3
@z2

� 2 (1� �)
@�3
@z
,

� rz =
@2�0
@r@z

+ z
@2�3
@r@z

� (1� 2�) @�3
@r
.
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3.3. Résolution des équations intégrales duales

3.3 Résolution des équations intégrales duales

3.3.1 Polynômes de Tchebychev

Soit x 2 [�1 , +1]. Posons � = arccos(x). Nous choisissons � 2 [0 , � ]. Alors, pour n
2 N, nous aurons :

[cos (�) + i sin (�)]n = [cos (arccos (x)) + i (sin arccos (x))]n =
�
x+ i

p
1� x2

�n
.

En comparant les parties réelles des deux extrémités de cette chaîne d�égalités, on en

déduit

cos(n�) = cos (n arccos (x)) ,

est une fonction polynomiale de degré n.

cos (n arccos (x)) = xn + C2n:x
n�2:(x2 � 1) + C4n:x4:(x2 � 1)2 + : : : .

Proposition 3.3.1 Soit n un entier naturel. Il existe un et un seul polynôme de 1èr espèce

noté Tn tel que

8 ' 2 R, Tn [cos (')] = cos (n') , (3.9)

ce qui fournit encore

Tn (x) = cos [n arccos (x)] = cos (n') . (3.10)

où

x = cos (') :

Proposition 3.3.2 Soit n un entier naturel non nul. Il existe un et un seul polynôme de

2ème espèce noté Un tel que

8 ' 2 R, sin (')� Un [cos (')] = sin (n') , (3.11)

ce qui fournit encore

Un (x) =
sin [(n+ 1) arccos (x)]p

1� x2
=
sin [(n+ 1)']

sin (')
. (3.12)

où

x = cos (') .
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3.3. Résolution des équations intégrales duales

Remarque 3.3.1 Pour tout réel � et tout entier naturel n, nous aurons :

1. 8 n 2 N�, Un = 1
n
T 0
n .

2. 8 n 2 N�, Tn+2 � 2xTn+1 + Tn = 0:

Proposition 3.3.3 Soit n un entier naturel non nul. Pour tout réel �, on a

Tn [cos (�)] = cos (n�) ;

En dérivant cette relation, pour tout réel �, on obtient

� sin [(�)]T 0
n (cos (�)) = �n sin (n�) :

A partir de la relation de récurrence ou à partir de l�expression de Tn en calculant

directement cos (2')), cos (3'), , nous obtenons

T0 = 1, T1 = x, T2 = 2x2 � 1,

et de même, à partir de l�égalité

Un =
1

n
T 0
n ,

nous trouvons

U1 = 1,

U2 = 2x,

U3 = 4x2 � 1.

3.3.2 Formules intégrales (produit des fonctions de Bessel)

Proposition 3.3.4 Pour tout entier n où (n = 0, 1, 2,...), nous avons :

Z 1

0

�J0 (�r) Jn+ 1
2

�
�
a

2

�
J�(n+ 1

2)

�
�
a

2

�
d� =

8<:
2

�r
Tn+2(r=a)p
a2�r2 où 0 � r < a,

0 où r � a.
(3.13)
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3.4. Méthodes de résolution

Proposition 3.3.5 Pour tout entier n où (n = 0, 1, 2,...), nous avons :Z 1

0

�J0 (�r)
h
Jn+ 1

2

�
�
a

2

�
J�(n+ 1

2)

�
�
a

2

�
� Jn+ 3

2

�
�
a

2

�
J�(n+ 3

2)

�
�
a

2

�i
d�

=

8<:
4

�ar
U2n+2 (r=a) où 0 � r < a,

0 où r � a,

(3.14)

or, pour r=a = cos ('), nous obtenons :

T2n+1 (r=a)� T2n+3 (r=a) = cos (2n+ 1)'� cos (2n+ 3)' = 2 sin (2n+ 2)' sin'.

Nous posons :

sin (') =

q
1� (r=a)2 = 1

a

p
a2 � r2.

Ce qui entraineZ 1

0

�J0 (�r)
h
Jn+ 1

2

�
�a
2

�
J�(n+ 1

2)
�
�a
2

�
� Jn+ 3

2

�
�a
2

�
J�(n+ 3

2)
�
�a
2

�i
d�

=
2

�r

1p
a2 � r2

2
a

p
a2 � r2 sin (2n+ 2)'

=
4

�r
sin (2n+ 2)' =

4

�r
U2n+1 (r=a) sin (') .

(3.15)

Remarque 3.3.2 Pour :

cos (x)� cos (y) = �2 sin
�
x+ y

2

�
sin

�
x� y

2

�
,

on déduit :Z 1

0

�J 1
2
(n+�) (�a) J�(n+ 1

2)
(�a) J� (�b) d�

=

8>>><>>>:
2

�b

Tn
�
b
2a

�
p
4a2 � b2

où [a > 0, Re (�) > �1, 0 < b < 2a] ,

0 où [a > 0, Re (�) > �1, 2a < b] .

(3.16)

3.4 Méthodes de résolution

3.4.1 Méthode de Hara

Hara a donné une méthode ou bien une approche au lieu d�utiliser la représentation de

l�équation intégrale de Fredholm, qui permet d�obtenir un système algébrique in�ni, pour
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3.4. Méthodes de résolution

déterminer les deux fonctions inconnues du système d�équations intégrales duales. Les deux

exemples suivants montrent la technique de cette méthode en tenant compte des formules

intégrales, et n�ont pas pour vocation d�étudier les détails, mais seulement d�exposer la

méthode de résolution qui sera alors prise comme base, ou bien technique ultérieurement.

Considérons les conditions aux limites d�un problème de conduction thermique suivant

�T (r, z) = 0,

T (r, z) jz=0 = T0, r < a,
@T (r, z)

@z
jz=0 = 0. r > a,

(3.17)

où;

� =
@2

@r2
+
1

r

@

@r
+

@2

@z2
,

et la géométrie du problème est illustrée sur la �gure (3:1) suivante :

Figure 3:1 :. Géométrie du problème pour une conduction thermique.

D�abord, nous multiplions les équations de conduction (3:17) par rJ0(�r), et nous intè-

grons ensuite le résultat de 0 à 1 suivant r, nous avons

T (r, z) =
Z 1

0

A (�) J0 (�r) e
��zdz, (3.18)

en procédant avec le même raisonnement que l�exemple (1:4:7).
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3.4. Méthodes de résolution

Ensuite, nous véri�ons les conditions aux limites de (3:17), nous trouvons les équations

duales suivantes : Z 1

0

A (�) J0 (�r) d� = T0, r < a, (i)Z 1

0

�A (�) J0 (�r) d� = 0. r > a. (ii)
(3.19)

Puis, nous utilisons la formule intégrale :

Z 1

0

A (�) J0 (�r) Jn+ 1
2

�
�a
2

�
J�(n+ 1

2)
�
�a
2

�
d� =

8><>:
2

�r

Tn+2 (r=a)p
a2 � r2

où r < a,

0 où r > a.

; (n = 0; 1,...) ,

(3.20)

on cherche la solution des équations intégrales (3:19)sous la forme :

A (�) =

1X
n=0

�nMn (�) , (3.21)

où

Mn (�) = Jn+ 1
2

�
�a
2

�
J�(n+ 1

2)
�
�a
2

�
, (3.22)

ainsi, l�équation (3:19:ii) est satisfaite 8�n. En portant (3:21) dans (3:19:i) telle que (r < a),

nous avons :
1X
n=0

�n

Z 1

0

J0 (�r)Mn (�) d� = T0, (3.23)

posons

r2 = c2 + d2 � 2cd cos (') ,

alors que

J0 (�r) = J0 (�c) J0 (�d) + 2
1X
m=1

Jm (�c) Jm (�d) cos (m') ,

et si
�
c = d =

a

2

�
, nous aurons r2 =

a2

2
[1� cos (')] c�est-à dire : r = a sin

�
'
2

�
, et par suite

J0 (�r) =
1P
m=0

(2� �0m)xm (�) cos (m') ,

où;

xm (�) = J 2
m

�
�a
2

�
,

�0m =

8<: 1, m = 0

0, m 6= 0
,
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3.4. Méthodes de résolution

ce qui signi�e
1P
n=0

an
1P
m=0

(2� �0m) cos (m')

Z 1

0

xm (�)Mn (�) d� = 1,

où;

an =
�n
T0
,

alors que
1P
m=0

(2� �0m) cos (m')
1P
n=0

an

Z 1

0

xm (�)Mn (�) d� = 1,

or fcos (m')g ; m = 0, 1,..:; est un système linéaire indépendant. Ce qui donne

1P
n=0

an

Z 1

0

xm (�)Mn (�) d� = �0m, où; m = 0, 1,.... (3.24)

L�équation (3:24) permet d�obtenir le système algébrique in�ni suivant

1P
n=0

Amnan = �0m, (3.25)

où;

Amn =

Z 1

0

xm (�)Mn (�) d�. (3.26)

Supposons maintenant les condutions aux limites suivantes :

@T (r, z)
@z

jz=0 = T0, r < a,

T (r, z) jz=0 = 0. r > a,
(3.27)

où;

� =
@2

@r2
+
1

r

@

@r
+

@2

@z2
.

et

�T (r, z) = 0;

Ainsi, la géométrie du problème, est illustrée sur la �gure (3:2) suivante :
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3.4. Méthodes de résolution

Figure 3:2: Géométrie du problème pour une conduction thermique.

Nous multiplions les équations de conduction par rJ0(�r), et nous intègrons en suite le

résultat de 0 à 1 suivant r, nous aurons

T (r, z) =
Z 1

0

A (�) J0 (�r) e
��zdz. (3.28)

Véri�ons les conditions mixtes; nous trouvons les équations duales suivantes :8><>:
Z 1

0

�A (�) J0 (�r) d� = �T0, r < a, (i)Z 1

0

A (�) J0 (�r) d� = 0. r > a. (ii)
(3.29)

Remarquons aussi que,

Z 1

0

J0 (�r)Nn (�) d� =

8><>:
4

�ar
U2n+2 (r=a) où 0 � r < a,

0 où r � a,
, (3.30)

telle que

Nn (�) = �
�
Mn (�)�Mn+1 (�)

�
,

avec

Mn (�) = Jn+ 1
2

�
�a
2

�
J�(n+ 1

2)
�
�a
2

�
,

où; (n = 0; 1; :::). Posons

A (�) =
1P
n=0

�nMn (�) . (3.31)
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3.4. Méthodes de résolution

L�équation (3:29:ii) est satisfaite 8�n. Ainsi, l�équation (3:29:i) entraine :P1
n=0 an

Z 1

0

�Nn (�)
P1

m=0 (2� �0m) cos (m')xm (�) d�

=
P1

m=0 (2� �0m) cos (m')
P1

n=0 an

Z 1

0

�Nn (�)xm (�) d� = 1,

où;

an =
�n
T0
.

Ce qui donne
1P
n=0

an

Z 1

0

�Nn (�)xm (�) d� = �0m; m = 0, 1, ... (3.32)

Ensuite, e¤ectuons la soustraction des équations d�ordre m et (m+ 2), nous trouvons :

1P
n=0

an

Z 1

0

�Nn (�) ym (�) d� = �0m � �0, m+1; m = 0, 1, ... (3.33)

où;

ym (�) = �
�
xm (�)� xm+2 (�)

�
. (3.34)

Le système d�́ équations intégrales duales est alors transformé en un système algébrique

in�ni, et nous déterminons donc an.

1P
n=0

Amnan = �0m, (3.35)

où;

Amn =

Z 1

0

ym (�)Nn (�) d�. pour tout entier m = 0, 1, ...et n = 0, 1, ... (3.36)

3.4.2 Méthode de Sakamoto

Sakamoto a présenté une approche di¤érente pour la résolution des équations intégrales

duales. Ces dernières équations intégrales sont ramenées à un système algébrique in�ni [39].

Considérons le système d�équations intégrales duales suivantes :

�z
��
z=0

=

Z 1

0

�p (�)D (�) J0 (�r) d� = �P0, r < a, (i)

uz
��
z=0

= 


Z 1

0

D (�) J0 (�r) d� = 0. r � a. (ii)
(3.37)

D�abord, posons :

p (�) =
sinh (�h)� (�h)2

�h+ cosh (�h) sinh (�h)
, (3.38)
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et


 =
1� �

G
. (3.39)

En tenant compte de la formule intégrale (3:14), nous cherchons la solution sous la forme:


D (�) =
1P
n=0

�nNn (�) , (3.40)

ainsi, l�équation (3:37:ii) est satisfaite 8�n. L�équation intégrale

�z
��
z=0

=

Z 1

0

�p (�)D (�) J0 (�r) d� = �P0, r < a, (3.41)

entraine que,

1P
n=0

an

Z 1

0

�p (�)Nn (�)
1P
m=0

(2� �0m) cos (m')xm (�) d� = 1, (3.42)

où;

an =
��n

p0

.

Ainsi,
1P
n=0

an

Z 1

0

�p (�)Nn (�)xm (�) d� = �0m, (3.43)

le système d�́ équations intégrales duales (3:43) est alors transformé en un système al-

gébrique in�ni :
1P
n=0

Amnan = �0m, (3.44)

où;

Amn =

Z 1

0

p (�) ym (�)Nn (�) d�. pour tout entier m = 0, 1, ...et n = 0, 1, ... (3.45)

3.5 Résolution numérique du système algébrique in�ni

La résolution numérique d�un système algébrique in�ni sous la forme :

1P
n=0

Amnan = �0m. Où; m = 0, 1, ... (3.46)

Correspond à déterminer Amn où;

Amn =

Z 1

0

p (�) ym (�)Nn (�) d�. (3.47)
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On commence par décomposer Amn comme suit :

Amn =

Z 1

0

[p (�)� 1] ym (�)Nn (�) d�+
Z �0

0

ym (�)Nn (�) d�+

Z 1

�0

ym (�)Nn (�) d�, (3.48)

ceci a�n de calculer l�expression asymptotique de l�intégraleZ 1

�0

ym (�)Nn (�) d�. (3.49)

tell que

ym (�b) = �
�
xm (�b)� xm+2 (�b)

�
où; xm (�a) = J 2

m

�
�a
2

�
,

ym (�b) = �
�
J 2
m

�
�b
2

�
� J 2

m+2

�
�b
2

��
,

Nn (�b) = �
�
Mn (�b)�Mn+1 (�b)

�
où; Mn (�a) = Jn+ 1

2

�
�a
2

�
J�(n+ 1

2)
�
�a
2

�
,

Nn (�b) = �
h
Jn+ 1

2

�
�b
2

�
J�(n+ 1

2)
�
�b
2

�
� Jn+ 3

2

�
�b
2

�
J�(n+ 3

2)
�
�b
2

�i
. (3.50)

Pour tout réel x et tout entier naturel �, nous prenons le développement limité d�ordre

2 de la fonction J� tell que :

J� (x) =
q�

2
�x

� h
cos
�
x� � �

2
� �

4

�
� 4�2�1

8x
sin
�
x� � �

2
� �

4

�
+O

�
1
x2

�i
, (3.51)

et à partir de ce développement, nous avons

Jn+ 1
2
(x) J�(n+ 1

2)
(x)� Jn+ 3

2
(x) J�(n+ 3

2)
(x) = 2

�x
fcos

�
x�

�
n+ 1

2

�
�
2
� �

4

�
cos
�
x+

�
n+ 1

2

�
�
2
� �

4

�
� cos

�
x�

�
n+ 3

2

�
�
2
� �

4

�
cos
�
x+

�
n+ 3

2

�
�
2
� �

4

�
� 4(n+ 1

2)
2�1

8x
[cos

�
x�

�
n+ 1

2

�
�
2
� �

4

�
� sin

�
x+

�
n+ 1

2

�
�
2
� �

4

�
+ cos

�
x+

�
n+ 1

2

�
�
2
� �

4

�
sin
�
x�

�
n+ 1

2

�
�
2
� �

4

�
]

+
4(n+ 3

2)
2�1

8x
[cos

�
x�

�
n+ 3

2

�
�
2
� �

4

�
sin
�
x+

�
n+ 3

2

�
�
2
� �

4

�
+cos

�
x+

�
n+ 3

2

�
�
2
� �

4

�
sin
�
x�

�
n+ 3

2

�
�
2
� �

4

�
] + :::g.

(3.52)

où;

cos
�
x�

�
n+ 1

2

�
�
2
� �

4

�
cos
�
x+

�
n+ 1

2

�
�
2
� �

4

�
= 1

2

�
cos
�
2x� �

2

�
+ cos

�
n+ 1

2

�
�
�
= 1

2
sin (2x) ,

cos
�
x�

�
n+ 3

2

�
�
2
� �

4

�
cos
�
x+

�
n+ 3

2

�
�
2
� �

4

�
= 1

2

�
cos
�
2x� �

2

�
+ cos

�
n+ 3

2

�
�
�
= 1

2
sin (2x) .

(3.53)
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Ainsi que cos
�
n+ 1

2

�
� = 0 et cos

�
n+ 3

2

�
� = 0. En suite

2

�x

�
�4(n+ 1

2)
2�1

8x
sin

�
x+

�
2x� �

2

�
+

4(n+ 3
2)

2�1
8x

sin
�
2x� �

2

�
+ :::

��
= 2

�x
�1
8x
cos (2x)

h
4
�
n+ 3

2

�2 � 4 �n+ 1
2

�2
+ :::

i
= cos(2x)

�x2

��
n2 + 3n+ 9

4

�
�
�
n2 + n+ 1

4

�
+ :::

�
= � cos(2x)

�x2
[2n+ 2 + :::] .

(3.54)

En �n, en tenant compte de la limite et pour
�
x = �a

2

�
, nous obtenons :Z 1

�0

ym (�)Nn (�) d� '
128 (�1)m (m+ 1) (n+ 1)

�2a4

Z 1

�0

cos2(�a)

�2
d�. (3.55)

Maintenant, calculons l�intégrale Z 1

�0

cos2(�a)

�2
d�. (3.56)

Remarquons que Z 1

�0

cos2(�a)

�2
d� =

Z 1

�0

1+cos(2�a)
2

d� (3.57)

Utilisons l�intégration par partie comme suit8<:
1+cos(2�a)

2
�! �a sin (2�a)

1
�2
�! � 1

�

, (3.58)

alors Z �0

0

1+cos(2�a)

2�2
d� = �

�
1 + cos (2�a)

2�

�1
�0

� a

Z 1

�0

sin (�a)

�
d�, (3.59)

et en tenant compte du changement de variable t = 2�a, nous obtenons

�
Z 1

�0

sin (�a)

�
d� = �

Z 1

2�0

sin (t)

t
dt = si (2�0a) , (3.60)

ainsi,

si (x) = �
Z 1

x

sin (t)

t
dt. (3.61)

Finalement, on auraZ 1

�0

ym (�)Nn (�) d� '
128(�1)m(m+ 1)(n+ 1)

�2a3

�
cos2(�0a)

�0a
+ si(2�0a)

�
, (3.62)

où �0 est su¢ sament grand, et les deux premières intégrales de Amn se calculent numérique-

ment.
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Lemme 3.5.1 Pour tout réel � et tout entier naturel n, et m, nous aurons :

R1
�0
Mn(�)Xm(�a)d� ' 4

�2a2

n
sin(�0a)

�0
� a ci(�0a) +

(�1)m
2

h
1�cos(2�0a)

�0
� 2a si(2�0a)

io
,

(3.63)

où

xm (�a) = J 2
m

�
�a
2

�
,

Mn (�a) = Jn+ 1
2

�
�a
2

�
J�(n+ 1

2)
�
�a
2

�
. (3.64)

Preuve. Pour tout réel x et tout entier naturel �, le développement limité d�ordre 2 de

la fonction J� tell que

J� (x) =
q�

2
�x

� �
cos
�
x� � �

2
� �

4

�
+O

�
1
x

��
, l�orsque � �!1.

à parti de ce développement, et pour x = �a
2
nous obtenons d�une part

J 2
m

�
�a
2

�
' 2

�
�a
2

cos
�
�a
2
�m�

2
� �

4

�
= 2

��a

�
1 + cos

�
�a�m� � �

2

��
= 2

��a
[1 + sin (�a�m�)] = 2

��a
[1 + (�1)m sin (�a)] .

Et d�autre part

Jn+ 1
2

�
�a
2

�
J�(n+ 1

2)
�
�a
2

�
' 2

��a
2

sin(�a)
2

= 2
��a
sin (�a) .

Alors que

J 2
m

�
�a
2

�
Jn+ 1

2

�
�a
2

�
J�(n+ 1

2)
�
�a
2

�
' 4

�2�2a2

h
sin (�a) + (�1)m

2
(1� cos (2�a))

i
.

Ainsi

cos2 (x) = 1
2
[1 + cos (2x)] et sin2 (x) = 1

2
[1� cos (2x)] ,

ce qui entraineZ 1

�0

Mn(�)Xm(�a)d� =

Z 1

�0

J 2
m

�
�a
2

�
Jn+ 1

2

�
�a
2

�
J�(n+ 1

2)
�
�a
2

�
d�

' 4
�2a2

�Z 1

�0

sin(�a)

�2
d�+ (�1)m

2

Z 1

�0

1�cos(2�a)
�2

d�

�
,
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où; Z 1

�0

sin(�a)

�2
d� =

sin(�0a)
�0

� a ci (�0a) ,Z 1

�0

1�cos(2�a)
�2

d� =
1�cos(�0a)

�0
� 2a si (2�0a) .

Finalement, nous auronsZ 1

�0

Mn(�)Xm(�a)d� ' 4
�2a2

n
sin(�0a)

�0
� a ci(�0a) +

(�1)m
2

h
1�cos(2�0a)

�0
� 2a si(2�0a)

io
;

où

si (x) = �
Z 1

x

sin(t)
t
dt,

ci (x) = �
Z 1

x

cos(t)
t
dt.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposés une méthode de résolution d�un système d�équilibre.

Dans le but d�exploiter cette méthode pour les problèmes de structures �ssurées. Deux méth-

odes ont proposé par Hara et Sakamoto à la compréhension des transformées des équations

intégrales duales en un système d�équations algébriques in�ni, et le chapitre suivant a ainsi

pour objet à ces techniques.
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Chapitre 4

Formulation et résolution du

problème
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4.1. Introduction

Le présent chapitre propose une solution analytique pour un problème axisymétrique

d�une couche élastique ayant une �ssure circulaire en utilisant les techniques considérées par

Sakamoto [42] et Hara [18]. Pour commencer, nous donnons la formulation mathématique

ainsi que la géométrie de ce problème. Ensuite, nous e¤ectuons la résolution numérique en

déterminant les équations intégrales duales. Il s�agit de déterminer les fonctions inconnues

C(�) et D(�) en donnant des représentations pour la contrainte normale et le déplace-

ment normal sous formes des développements en séries. Ceci permet d�obtenir le système

algébrique in�ni. Pour �nir, nous donnons les résultats numériques en procédant comme

dans le chapitre précédent.

4.1 Introduction

Un problème est dit axisymétrique si le domaine étudié possède une symétrie de révolu-

tion. Ainsi, les tenseurs des contraintes et le tenseur des déformations sont aussi à symétrie

de révolution.

Dans ce cas, la solution est axisymétrique. Si l�on utilise un système de coordonnées

cylindriques ou sphériques autour de l�axe de symétrie axiale, les dérivées des fonctions

suivant l�angle polaire � sont nulles. On est donc ramené à un problème à deux variables

(r, z). Pour résoudre ce type de problèmes, on peut utiliser la formulation en contraintes

ou la formulation en déplacements.

4.2 Formulation mathématique du problème

4.2.1 Hypothèses et établisement du système d�équilibre

Dans cette étude, considérons les coordonnées cilindriques(r, �, z). Les composantes du

déplacement suivant r, � et z sont alors désignées par le vecteur (ur, u�, uz) ainsi que, �r, ��,

�z et � rz, � �z, � r� représentent les contraintes normales et tangentièlles respectivement. Dans

tout ce qui suit on posera uz = wz. Le système d�équilibre de Boussinesq (voir pp. 60-61)

s�écrira donc sous la forme suivante :

2Gur =
@�0
@r

+ z
@�3
@r
, u� = 0, (a)

78



4.2. Formulation mathématique du problème

2Gwz =
@�0
@z

+ z
@�3
@z

� (3� 4�)�3, (b)

�r =
@2�0
@r2

+ z
@2�3
@r2

� 2� @�3
@z
, (c)

�� =
@�0
(r@r)

+ z
@�3
r@r

� 2� @�3
@z
, (d)

�z =
@2�0
@z 2

+ z
@2�3
@z2

� 2 (1� �)
@�3
@z
, (e)

� rz =
@2�0
@r@z

+ z
@2�3
@r@z

� (1� 2�) @�3
@r
, (f)

� r� = � �z = 0. (g)

(4.1)

où, � et G représentent les coe¢ cients de poisson et le module de cisaillement respective-

ment, tandis que �0 et �3 satisfons l�équation suivante:

r2�0 = r2�3 = 0, r2 � @2

@r2
+

@

r@r
+

@2

@z2
. (4.2)

4.2.2 Géométrie et description du problème

Supposons qu�une plaque élastique isotrope d�épaisseur 2h soit délimtée par deux supports

circulaires rigides de rayon a, la plaque est soumise à une contrainte uniforme d�intensité

p0 s�exercant le long de la �ssure circulaire de rayon b. Dans le plan, z = �h le contact
entre les deux supports et le milieu élastique est supposé etre lisse. De plus les contraites

de frottement sont négligées. C�est ce que l�on peut voir sur la �gure (4:1).

Figure 4.1: Géométrie du problème.
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4.2.3 Conditions aux limites du problème

Compte tenu de la symétrie du problème (4:1) étudié, on considére seulement la moitié de

la plaque, ce qui permet de réduire le nombre d�équations.

Figure 4.2: La géométrie du problème d�une plaque d�épaiseur h.

A ces équations aux dérivées partielles précédentes, on adjoint les conditions aux limites

suivantes du problème

considéré :
(wz)z =h = 0, (0 � r � a), (a)

(wz)z =0 = 0, (r � b), (b)

(�z)z =h = 0, (r � a), (c)

(�z)z =0 = �p0, (0 � r � b), (d)

(� rz)z =0 = 0, (r � 0), (e)

(� rz)z =h = 0, (r � 0). (f)

(4.3)

4.3 Résolution numérique

Cette partie constitue la plus importante de ce chapitre. Elle est consacrée à déterminer

les équations intégrales duales, ainsi la réduction du problème en déterminant les fonctions

inconnues C(�) et D(�). La condition aux limites (4:3:c) permet de formuler et mettre les
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fonctions de contrainte �0 et �3 sous les formes suivantes :

�0 (r, z) =
R1
0
fA(�) sinh(�z) +B(�) cosh(�z)g J0(�r)d�, (4.4)

�3 (r, z) =
R1
0
fC(�) sinh(�z) +D(�) cosh(�z)g J0(�r)d�,

où, Jn(�r) est la fonction de Bessel de première espèce d�ordre n et A(�), B(�), C(�), D(�)

sont des fonctions inconnues dépendantes de � ainsi que tous les variables sont exprimées

en fonction de �x.

4.3.1 Exprimons A(�) et B(�) en fonction de C(�) et D(�)

D�abord, substituons les formules d�équations (4:4) dans (4:1.f), telle que :

@�0
@r

= �
R1
0
� fA(�) sinh(�z) +B(�) cosh(�z)g J1(�r)d�,

@�3
@r

= �
R1
0
� fC(�) sinh(�z) +D(�) cosh(�z)g J1(�r)d�,

@�0
@z

=
R1
0
� fA(�) cosh(�z) +B(�) sinh(�z)g J0(�r)d�,

@�3
@z

=
R1
0
� fC(�) cosh(�z) +D(�) sinh(�z)g J0(�r)d�,

@2�0
@r@z

= �
R1
0
�2 fA(�) cosh(�z) +B(�) sinh(�z)g J1(�r)d�,

@2�3
@r@z

= �
R1
0
�2 fC(�) cosh(�z) +D(�) sinh(�z)g J1(�r)d�,

@2�0
@r2

=
R1
0
�2 fA(�) sinh(�z) +B(�) cosh(�z)g J2(�r)d�,

@2�3
@r2

=
R1
0
�2 fC(�) sinh(�z) +D(�) cosh(�z)g J1(�r)d�,

(4.5)

on aura

� rz = �
R1
0

��
�2A(�)� z�2C(�) + (1� 2�)�D(�)

�
cosh(�z) (4.6)

+
�
�2B(�)� z�2D(�) + � (1� 2�)C(�)

�
sinh(�z)

	
J1(�r)d�.

Véri�ons (� rz)z =0 = 0 en utilisant la condition aux limites (4:3.e) nous trouvons :

(� rz)z =0 = �
R1
0

�
�2A(�)� (1� 2�)�D(�)

�
J1(�r)d� = 0,

ce qui entraine

�A(�) = (1� 2�)D(�). (4.7)
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Ensuite, véri�ons (� rz)z=h = 0; en injectant (4:7) dans (4:6) nous aurons

� rz = �
R1
0

��
� (1� 2�)D(�)� z�2C(�) + (1� 2�)�D(�)

�
cosh(�z)

+
�
�2B(�)� z�2D(�) + � (1� 2�)C(�)

�
sinh(�z)

	
J1(�r)d�,

et utilisons la condition aux limitex (4:3.f) nous trouvons :

(� rz)z=h = �
R1
0

��
� (1� 2�)D(�)� h�2C(�) + (1� 2�)�D(�)

�
cosh(�h)

+
�
�2B(�)� h�2D(�) + � (1� 2�)C(�)

�
sinh(�h)

	
J1(�r)d� = 0

ce qui donne

�B(�) =

�
1� 2� � �h

cos (�h)

sin (�h)

�
C(�)� �hD(�).

En �n, nous obtenons

�A(�) = (1� 2�)D(�), (4.8)

�B(�) = (1� 2� � �h coth(�h))C(�)� �hD(�).

4.3.2 Détermination des composantes des déplacements et des

contraintes

Dans cette étape, substituons (4:8) dans (4:1.a) en utilisant (4:5), nous obtenons

2Gur = �
R1
0
� [A(�) sinh (�z) +B(�) cos (�z)] J1(�r)d�

�z
R1
0
� [C(�) sinh (�z) +D(�) cos (�z)] J1(�r)d�

= �
R1
0
(1� 2�)D(�) sinh (�z) + [((1� 2�)� �h coth(�h))C(�)

�hD(�)] cos (�z) J1(�r)d�

2Gu
Z
= �

R1
0
f[(1� 2� � �h coth(�h)) cosh(�z) + �z sinh(�z)]C(�)

+ [(1� 2�) sinh(�z) + (�z � �h) cosh(�z)D(�)]gJ1(�r)d�,

où,

J 0
0 (�r) = ��J1(�r).

En procédant avec le même raisonnement que précédemment, nous aurons les com-

posantes des déplacements et des contraintes suivantes :
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2Gur = �
R1
0
f[(1� 2� � �h coth(�h)) cosh(�z) + �z sinh(�z)]C(�)

+ [(1� 2�) sinh(�z) + (�z � �h) cosh(�z)D(�)]gJ1(�r)d�,
(a)

2Gwz = �
R1
0
f[(2� 2� + �h coth(�h)) sinh(�z)� �z cosh(�z)]C(�)

+ [2 (1� �) cosh(�z)� (�z � �h) sinh(�z)]D(�)gJ0(�r)d�,
(b)

�r + �� = �
R1
0
f[(1 + 2� � �h coth(�h)) cosh(�z) + �z sinh(�z)]C(�)

+ [(1 + 2�) sinh(�z) + (�z � �h) cosh(�z)]D(�)g�J0(�r)d�,
(c)

�r � �� = �
R1
0
f[(1� 2� � �h coth(�h)) cosh(�z) + �z sinh(�z)]C(�)

+ [(1� 2�) sinh(�z) + (�z � �h) cosh(�z)]D(�)g�J2(�r)d�,
(d)

�z = �
R1
0
f[(1 + �h coth(�h)) cosh(�z)� �z sinh(�z)]C(�)

+ [sinh(�z)� (�z � �h) cosh(�z)]D(�)g�J0(�r)d�;
(e)

� rz = �
R1
0
f[�z cosh(�z)� �h coth(�h) sinh(�z)]C(�)

+ [(�z � �h) sinh(�z)]D(�)g�J1(�r)d�:
(f)

(4.9)

4.3.3 Détermination des équations intégrales duales

Cette étape consiste à déterminer les équations intégrales duales en fonction de C(�)

et D(�). En tenant compte de la loi de Hooke, et pour cela en portant d�abord l�équation

(4:9:b) puis véri�ons les conditions aux limites (4:3.a) et (4:3.b) nous trouvons :

(wz)z =h = � 1
2G

R1
0
f
h
(2� 2� + �h cosh(�h)

sinh(�h)
) sinh(�h)� �h cosh(�h)

i
C(�)

+ [2 (1� �) cosh(�h)� (�h� �h) sinh(�h)]D(�)gJ0(�r)d�

= � 1
2G

R1
0
f(2� 2�) sinh(�h)C(�) + [2 (1� �) cosh(�h)� (0) sinh(�h)]D(�)gJ0(�r)d�

= �1��
G

R1
0
fsinh(�h)C(�) + cosh(�h)D(�)gJ0(�r)d�, (0 � r � a),
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(wz)z =0 = � 1
2G

R1
0
f[(2� 2� + �h coth(�h)) sinh(0)� �� 0 cosh(0)]C(�)

+ [2 (1� �) cosh(0)� (�� 0� �h) sinh(0)]D(�)gJ0(�r)d�

= �2(1��)
2G

R1
0
f[(1 + �h coth(�h))(0)� �� 0 cosh(0)]C(�) + [1]D(�)gJ0(�r)d�

= �2(1��)
2G

R1
0
D(�)J0(�r)d� = �1��

G

R1
0
D(�)J0(�r)d�,(r � b),

,

En suite, en portant l�équation (4:9:e) et véri�ons les conditions aux limites (4:3.a) et

(4:3.b) nous trouvons

(�z)z =h = �
R1
0
f[(1 + �h coth(�h)) cosh(�h)� �h sinh(�h)]C(�)

+ [sinh(�h)� (�h� �h) cosh(�h)]D(�)g�J0(�r)d�

= �
R1
0
f
h�
1 + �h cosh(�h)

sinh(�h)

�
cosh(�h)� �h sinh(�h)

i
C(�)

+ [sinh(�h)� (0) cosh(�h)]D(�)g�J0(�r)d�

= �
R1
0
f
h
cosh(�h) + �h cosh

2(�h)
sinh(�h)

� �h sinh(�h)
i
C(�) + sinh(�h)D(�)g�J0(�r)d�

= �
R1
0
f
h
cosh(�h) + �h cosh

2(�h)�sinh2(�h)
sinh(�h)

i
C(�) + sinh(�h)D(�)g�J0(�r)d�v

= �
R1
0
f
h
cosh(�h) + �h

sinh(�h)

i
C(�) + sinh(�h)D(�)g�J0(�r)d�;

(�z)z =0 = �
R1
0
f[(1 + �h coth(�h)) cosh(0)� 0� sinh(0)]C(�)

+ [sinh(0)� (�� 0� �h) cosh(0)]D(�)g�J0(�r)d�

= �
R1
0
f(1 + �h coth(�h))C(�) + �hD(�)g�J0(�r)d�;

En �n, on obtient les équations intégrales duales suivantes :

(wz)z =h = ��
R1
0
fsinh(�h)C(�) + cosh(�h)D(�)g J0(�r)d� = 0, (0 � r � a); (a)

(�z)z =h = �
R1
0

nh
cosh(�h) + �h

sinh(�h)

i
C(�) + sinh(�h)D(�)

o
�J0(�r)d� = 0, (r � a), (b)

(�z)z =0 = �
R1
0
f[1 + �h coth(�h)]C(�) + �hD(�)g�J0(�r)d� = �p0, (0 � r � b), (c)

(wz)z =0 = ��
R1
0
D(�)J0(�r)d� = 0, (r � b), (d)

(4.10)

84



4.3. Résolution numérique

où,

� =
1� �

G
.

Les équations intègrales duales (4:10) sont réduites généralement à des équations intè-

grales de Fredholm, voir par exemple [17; 23], qui est résolue numériquement. Dans cette

étude, nous nous proposons une technique importante et di¤érente, qui est utilisée par Hara

et Sakamoto. La raison essentielle est de déterminer les fonctions inconnues C(�) et D(�) en

utilisant des représentations pour la contrainte normale (�z)z =h et le déplacement normal

(wz)z=0 sous formes de développements en series. Pour plus détails, nous pouvons consulter

l�article de [15; 37; 39].

Proposition 4.3.1 Pour tout entier n,on a les relations :

�(�z)z =h =
�2
�

+1P
n=0

�n
T2n+1 (r=a)

r
p
a2 � r2

, (0 � r � a), (4.11)

(wz)z=0 =
�4
�br

+1P
n=0

�nU2n+2 (r=b) , (0 � r � b), (4.12)

où; �n et �n sont des coe¢ cients inconnus. Ainsi, Un et Tn représentent les fonctions de

Tchebychev du première et deuxième espèce d�ordre n respectivement.

Proposition 4.3.2 Pour tout entier n [13], nous admettons les relations suivantes :

R1
0
Mn(�a)�J0(�r)d� =

8><>:
2T2n+1 (r=a)

�r
p
a2 � r2

, (0 � r � a),

0, (a � r � 1),

R1
0
Nn(�b)J0(�r)d� =

8><>:
4U2n+2 (r=b)

�br
, (0 � r � b),

0, (b � r � 1),
(4.13)

où;

Mn(�a) = Jn+1=2(�a=2)J�n�1=2(�a=2), (4.14)

Nn(�b) = � fMn(�b)�Mn+1(�b)g . (4.15)
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4.3.4 Détermination de C(�) et D(�)

Notre première démarche consiste à remarquer que l�équation (4:13) entraine que

U2n+2 (r=b) =
�br
4

R1
0
Nn(�b)J0(�r)d�.

En suite, la dernière équation de (4:10:d) et l�équation (4:12) permettent de fournir que:

��
R1
0
D(�)J0(�r)d� =

�4
�br

+1P
n=0

�nU2n+2 (r=b) ,

alors que

��
R1
0
D(�)J0(�r)d� =

�4
�br

+1P
n=0

�nU2n+2 (r=b) =
�4
�br

+1P
n=0

�n
�br
4

R1
0
Nn(�b)J0(�r)d�

= �
+1P
n=0

�n
R1
0
Nn(�b)J0(�r)d� = �

R1
0

+1P
n=0

�nNn(�b)J0(�r)d�.

En �n, on en déduit par identi�cation :

D(�) =
1

�

+1P
n=0

�nNn(�b). (4.16)

De même, on injecte (4:16) dans la deuxième équation de (4:10:b), on obtient

(�z)z =h = �
R1
0

�h
cosh(�h) + �h

sinh(�h)

i
C(�) + sinh(�h)

1

�

+1P
n=0

�nNn(�b)

�
�J0(�r)d�

= �
R1
0

h
cosh(�h) + �h

sinh(�h)

i
C(�)�J0(�r)d��

R1
0
sinh(�h)

1

�

+1P
n=0

�nNn(�b)�J0(�r)d�,

il s�agit de remarquer que :

�(�z)z =h =
�2
�

+1P
n=0

�n
T2n+1(r=a)

r
p
a2�r2 =

�2
�

+1P
n=0

�n
�
2

R1
0
Mn(�a)�J0(�r)d�

= �
+1P
n=0

�n
R1
0
Mn(�a)�J0(�r)d�,

il vient

�(�z)z =h = ��
R1
0

h
cosh(�h) + �h

sinh(�h)

i
C(�)�J0(�r)d��

R1
0
sinh(�h)

+1P
n=0

�nNn(�b)�J0(�r)d�

= ��
R1
0

h
sinh(2�h)+2�h
2 sinh(�h)

i
C(�)�J0(�r)d��

R1
0
sinh(�h)

+1P
n=0

�nNn(�b)�J0(�r)d�,

alors que

�
R1
0
f
h
sinh(2�h)+2�h
2 sinh(�h)

i
�C(�)+sinh(�h)

+1P
n=0

�nNn(�b)g�J0(�r)d� = �
R1
0

+1P
n=0

�nMn(�a)�J0(�r)d�.
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On en déduit par identi�cation :h
sinh(2�h)+2�h
2 sinh(�h)

i
�C(�) + sinh(�h)

+1P
n=0

�nNn(�b) =
+1P
n=0

�nMn(�a),

d�où

C(�) = 2 sinh(�h)
�(sinh(2�h)+2�h)

+1P
n=0

f�nMn(�a)� sinh(�h)�nNn(�b)g. (4.17)

Finalement, nous réécrivons les équations (4:16) et (4:17) comme suites

D(�) =
1

�

+1P
n=0

�nNn(�b), (4.18)

C(�) =
f0(�)

�

+1P
n=0

f�nMn(�a)� �nNn(�b) sinh(�h)g , (4.19)

où;

f0(�) =
2 sinh(�h)

2�h+ sinh(2�h)
. (4.20)

Système algébrique in�ni

On remplaçe (4:18) et (4:19) dans (4:10:a), on obtient :

(wz)z =h = ��
R1
0
fsinh(�h)f0(�)

�

+1P
n=0

[�nMn(�a)� �nNn(�b) sinh(�h)]

+ cosh(�h)
1

�

+1P
n=0

�nNn(�b)gJ0(�r)d�

= �
R1
0
fsinh(�h)f0(�)

+1P
n=0

[�nMn(�a)� �nNn(�b) sinh(�h)]

+ cosh(�h)
+1P
n=0

�nNn(�b)J0(�r)d�; (0 � r � a),

= �
R1
0

+1P
n=0

fsinh(�h) 2 sinh(�h)
2�h+sinh(2�h)

�nMn(�a)� sinh(�h) 2 sinh(�h)
2�h+sinh(2�h)

�nNn(�b) sinh(�h)

+ cosh(�h)
1

�
�nNn(�b)gJ0(�r)d�

= �
R1
0

+1P
n=0

fsinh(�h) 2 sinh(�h)
2�h+sinh(2�h)

�nMn(�a); (0 � r � a);

+
h
cosh(�h)� sinh(�h) 2 sinh2(�h)

2�h+sinh(2�h)

i
�nNn(�b)gJ0(�r)d�

= �
R1
0

+1P
n=0

f 2 sinh2(�h)
2�h+sinh(2�h)

�nMn(�a) +
h
cosh(�h)� 2 sinh3(�h)

2�h+sinh(2�h)

i
�nNn(�b)gJ0(�r)d�,
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Remarquons que
2 sinh2(�h)

2�h+ sinh(2�h)
=

cos (2�h)� 1
2�h+ sinh(2�h)

,

et

cosh(�h)� 2 sinh3(�h)

2�h+ sinh(2�h)
=

2�h cosh(�h) + cosh(�h) sinh(2�h)� 2 sinh3(�h)
2�h+ sinh(2�h)

=
2�h cosh(�h) + 2 cosh2(�h) sinh(�h)� 2 sinh3(�h)

2�h+ sinh(2�h)

=
2�h cosh(�h) + 2

�
1 + sinh2(�h)

�
sinh(�h)� 2 sinh3(�h)

2�h+ sinh(2�h)

cosh(�h)� 2 sinh3(�h)

2�h+ sinh(2�h)
=

2�h cosh(�h) + 2 sinh(�h)

2�h+ sinh(2�h)
.

Alors

(wz)z =h = �
R1
0

+1P
n=0

f
h

cos(2�h)�1
2�h+sinh(2�h)

i
�nMn(�a)+

h
2�h cosh(�h)+2 sinh(�h)

2�h+sinh(2�h)

i
�nNn(�b)gJ0(�r)d� = 0.

(4.21)

En suite, on injecte (4:18) et (4:19) dans (4:10:c), nous avons

(�z)z =0 = �
R1
0
f[1 + �h coth(�h)] 2 sinh(�h)

�(sinh(2�h)+2�h)

+1P
n=0

[�nMn(�a)� sinh(�h)�nNn(�b)]

+�h
1

�

+1P
n=0

�nNn(�b)g�J0(�r)d� = �p0, (0 � r � a)

= �1
�

R1
0

+1P
n=0

f[1 + �h coth(�h)] 2 sinh(�h)
(sinh(2�h)+2�h)

[�nMn(�a)� sinh(�h)�nNn(�b)]

+�h�nNn(�b)g�J0(�r)d�; (0 � r � b)

= �1
�

R1
0

+1P
n=0

f[1 + �h coth(�h)] 2 sinh(�h)
(sinh(2�h)+2�h)

�nMn(�a)

+
h
�h� sinh(�h) (1 + �h coth(�h)) 2 sinh(�h)

(sinh(2�h)+2�h)

i
�nNn(�b)g�J0(�r)d� = �p0,

Remarquons que

[1 + �h coth(�h)] 2 sinh(�h)
(sinh(2�h)+2�h)

=
2 sinh(�h)+2�h sinh(�h)

cosh(�h)
sinh(�h)

(sinh(2�h)+2�h)
= 2�h cosh(�h)+2 sinh(�h)

2�h+sinh(2�h)
,

et

�h�sinh(�h) (1 + �h coth(�h)) 2 sinh(�h)
(sinh(2�h)+2�h)

= �h�2 sinh2(�h)+2�h sinh(�h) cosh(�h)
(sinh(2�h)+2�h)

= 2(�h)2�2 sinh2(�h)
(sinh(2�h)+2�h)

.
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Il vient

(�z)z =0 = � 1
�

R1
0

+1P
n=0

f
h
2�h cosh(�h)+2 sinh(�h)

2�h+sinh(2�h)

i
�nMn(�a)

+
h
2(�h)2�2 sinh2(�h)
(sinh(2�h)+2�h)

i
�nNn(�b)g�J0(�r)d� = �p0.

(4.22)

On pose

f1(�) =
cosh(2�h)�1
2�h+sinh(2�h)

, f2(�) = 2
sinh(�h) + �h cosh(�h)

2�h+ sinh(2�h)
, f3(�) =

2 (�h)2 + 1� cosh(2�h)
2�h+ sinh(2�h)

.

nous avons

(wz)z =h = �
+1X
n=0

R1
0
f�nf1(�)Mn(�a) + �nf2(�)Nn(�a)g J0(�r)d�

=
+1X
n=0

R1
0

n�
��n
�p0

�
f1(�)Mn(�a) +

�
��n
�p0

�
f2(�)Nn(�a)

o
J0(�r)d�, (0 � r � a),

(�z)z =0 = �
1

�

+1X
n=0

R1
0
f�nf2(�)Mn(�a) + �nf3(�)Nn(�b)g�J0(�r)d�; (0 � r � b),

=
+1X
n=0

R1
0

n�
��n
�p0

�
f2(�)Mn(�a) +

�
��n
�p0

�
f3(�)Nn(�b)

o
�J0(�r)d� = 1,

Finalement, nous réécrivons les équations (4:21) et (4:22) comme suites

+1X
n=0

R1
0
f��nf1(�)Mn(�a) + ��nf2(�)Nn(�a)g J0(�r)d� = 0, (0 � r � a), (4.23)

+1X
n=0

R1
0
f��nf2(�)Mn(�a) + ��nf3(�)Nn(�b)g�J0(�r)d� = 1, (0 � r � b). (4.24)

où; les conditions aux limites (wz)z =0 et (�z)z =h sont automatiquement satisfaites.

On pose

��n =
��n
�p0

, ��n =
��n
�p0

.

Les équations (4:23) et (4:24) sont indépendantes de r dans leurs intervalles respective-

ment.
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Proposition 4.3.3 Pour tout entier m, [13] on a la formule

J0(�r) =
+1P
n=0

(2� �0m)Xm(�) cos(2m x), (0 � r � x : x = a, b) , (4.25)

où; 8><>:
Xm(�x) = J 2

m

�
�x
2

�
, (m = 0,1,...),

 x = sin
�1
� r
x

�
, (0 � r � x).

(4.26)

En procédant comme dans le chapitre précédent, nous avons les deux équations suivantes

1P
n=0

R1
0
f��nf1(�)Mn(�a) + ��nf2(�)Nn(�b)g�

1P
n=0

(2��0m)Xm(�a) cos(2m a)d� = 0, (4.27)

1P
n=0

R1
0
f��nf2(�)Mn(�a) + ��nf3(�)Nn(�b)g��

1P
n=0

(2� �0m)Xm(�b) cos(2m b)d� = 1,

(4.28)

où;

�0m =

8<: 1; m = 0,

0; m 6= 0,
désigne lafonction de Kronecker�s delta.

Ensuite, nous adoptons de chaque côté les coe¢ cients de cos (2m a) et cos (2m b) pour

(4:27) et (4:28) respectivement, on trouve

+1P
n=0

R1
0
f��nf1(�)Mn(�a) + ��nf2(�)Nn(�b)gXm(�a)d� = 0, (4.29)

+1P
n=0

R1
0
f��nf2(�)Mn(�a) + ��nf3(�)Nn(�b)g�Xm(�b)d� = �0m, (4.30)

où; (m = 0,1,...).

En fait la soustraction des équations de la (m+2) à m pour (4:29) et (4:30), nous avons

le système suivant :8>>><>>>:
+1P
n=0

R1
0
f��nf1(�)Mn(�a) + ��nf2(�)Nn(�b)gXm(�a)d� = 0,

+1P
n=0

R1
0
f��nf2(�)Mn(�a) + ��nf3(�)Nn(�b)gYm(�b)d� = �0m.

(4.31)

où;

Ym(�) = � fXm(�b)�Xm+2(�b)g , (m = 0, 1 ,...). (4.32)
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En�n, et pour estimer le facteur d�intensité de la singularité de la contrainte normale,

nous pouvons dé�nir les coe¢ cients Sy (y = 0, h) comme suit :

Sy = lim
x!0

p
2�a (r � x)� j (�z)z =y j où; (x = b, a et y = 0, h) , (4.33)

où;

Sh =
2

a
p
�

+1P
n=0

��n,

S0 = 8

r
a

�b5

+1P
n=0

(n+ 1) ��n.

4.4 Résultats numériques et discussion

Pour déterminer les deux coe¢ cients ��n et �
�
n, nous devons chercher la solution du

système algébrique (4:31), qui se réduit à calculer les quatre intégrales suivantes :R1
0
f1(�)Mn(�a)Xm(�a)d�, (a)R1

0
f2(�)Nn(�b)Xm(�a)d�, (b)R1

0
f2(�)Mn(�a)Ym(�b)d�, (c)R1

0
f3(�)Nn(�b)Ym(�b)d�. (d)

(4.34)

Si la valeur de � est plus grande, les fonctions f1(�), f2(�) et f3(�) sont exprimées

asymptotiquement comme suit : f1(�) 7�! 1, f2(�) 7�! 0, f3(�) 7�! �1.
Comme les deux intégrales (4:34.b) et (4:34.c) convergent rapidement, ils sont alors

remplacés par

R1
0
f2(�)Nn(�b)Xm(�a)d� '

R �0
0
f2(�)Nn(�b)Xm(�a)d�, (4.35)R1

0
f2(�)Mn(�a)Ym(�b)d� '

R �0
0
f2(�)Mn(�a)Ym(�b)d�, (4.36)

et les autres intégrales sont calculés en adoptant la démarche basée sur les expressions

asymptotiques comme dans le chapitre précédent, et on aura

R1
0
f1(�)Mn(�a)Xm(�a)d� '

R �0
0
f1(�)Mn(�a)Xm(�a)d�+

R1
�0
Mn(�a)Xm(�a)d�,(4.37)R1

0
f3(�)Nn(�b)Ym(�b)d� '

R �0
0
f3(�)Nn(�b)Ym(�b)d��

R1
�0
Nn(�b)Ym(�b)d�, (4.38)
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Proposition 4.4.1 Pour tous entiers n et m, on a les expressions asymptotiques suivantesR1
�0
Nn(�)Ym(�b)d� '

128(�1)m(m+ 1)(n+ 1)
�2a3

�
cos2(�0a)

�0a
+ si(2�0a)

�
, (4.39)

R1
�0
Mn(�)Xm(�a)d� ' 4

�2a2

n
sin(�0a)

�0
� a ci(�0a) +

(�1)m
2

h
1�cos(2�0a)

�0
� 2a si(2�0a)

io
,

(4.50)

où; si(x) et ci (x) représentent les fonctions sinus integral et cosinus integral respectivement,

et �0 est supposée grande.

Dé�nition 4.4.1 Pour tout réel x et pour tout réel t, les fonctions sinus integral et cosinus

integral respectivement sont données par

Si(x) = �
R1
x

sin(t)
t
dt, ci (x) = �

R1
x

cos(t)
t
dt.

Alors ces intégrales :R �0
0
f1(�)Mn(�a)Xm(�a)d�,

R �0
0
f2(�)Nn(�b)Xm(�a)d�,R �0

0
f2(�)Mn(�a)Ym(�b)d�;

R �0
0
f3(�)Nn(�b)Ym(�b)d�,

(4.51)

ont été calculés en appliquant la formule de Simpson pour une grande valeur �0. Ainsi,

le programme (C:1) (voir l�annexe) synthétise les di¤érents résultats qui sont relatifs à un

cas d�étude pour la convergence. Tableau 4.1. et 4:2: rassemblent les valeurs de ��n et �
�
n

respectivement comme suit:

Tableau 4:1: Valeurs de coe¢ cients ��n et �
�
n pour h = 0:5; 1 respectivement

n ��n ��n

0 1:130094419245507 �0:471538602485724
1 �0:145780439192096 �0:153405892072816
2 �0:041150483596885 0:008472001416906

3 �0:012823569978996 0:018625084054209

4 0:001274669639838 �0:003018272240739
5 0:000363264317674 �0:002330242621946
6 �0:000024874169699 0:000775286839158

7 �0:000014029538692 0:000237294506170

8 �0:000008850389321 �0:000165141817247
9 �0:000004013250419 �0:000006866875110

n ��n ��n

0 0:928113882097652 �0:605300814473870
1 �0:294021011589831 �0:055865667909401
2 �0:003387425075263 0:006750861888071

3 0:002726386221647 0:000783455750898

4 0:000053134062851 �0:000356235047203
5 �0:000018187731779 0:000017754771471

6 �0:000002711734031 0:000013551326023

7 �0:000003970991552 �0:000002947956563
8 �0:000007422157624 0:000000245296062

9 �0:000004934960828 0:000000697668389
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Tableau 4:2: Valeurs de coe¢ cients ��n et �
�
n pour h = 1:5; 2 respectivement

n ��n ��n

0 0:739105798524184 �0:722281763161126
1 �0:234716352036342 �0:021434133535949
2 0:012093066405713 0:002505109358769

3 0:000467646790954 �0:000054997546303
4 �0:000053966116770 �0:000029246482346
5 �0:000001221030820 0:000004837373984

6 �0:000001448150360 �0:000000057486948
7 �0:000003279734450 0:000000189833051

8 �0:000006040478345 0:000000360373086

9 �0:000004013250419 0:000000576357887

n ��n ��n

0 0:570662962982279 �0:788747510995462
1 �0:154480368359463 �0:008346888658317
2 0:009346512457349 0:000868469079572

3 �0:000125623136096 �0:000041985435658
4 �0:000011864914449 �0:000001386163316
5 �0:000000010673503 0:000000566036305

6 �0:000001328917955 0:000000071764009

7 �0:000002685145075 0:000000267752525

8 �0:000004949772131 0:000000369111158

9 �0:000003290588619 0:000000612213520

Nous observons que pour avoir la convergence de ��n et �
�
n, il su¢ t de considérer les

dix termes de la série. Ainsi, la répartition des contraintes et de facteur d�intensité dans la

couche élastique sont représentées graphiquement.
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Figure 4.3: La distribution du (wz
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Figure 4. 4: La distribution du (
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)z pour b = 1:5 et h = 1:5:

Les �gures 3 et 4 montrent les distributions de w�z et �
�
z pour � = 0; 3, h = 1; 5 et b

= 1; 5 respectivement. Pour des valeurs in�niment petite z=h, le déplacement normal w�z

tend vers w�z = 0 lorsque r tend vers l�in�ni. Ainsi, La distribution de �
�
z est toujours à la

compression en prenant la valeur ��z = �1 dans la région z = 0. Les �gures de 4 à 7 illustrent
le comportement des déplacements et les contraintes pour certaines valeurs de paramètres h

et b sur la surface de la �ssure. Nous remarquons que pour des variantes couches élastiques,

les déplacements et les contraintes augmentent avec une couche de plus en plus épaisseur.
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4.5 Conclusion

Plusieurs applications d�aspects pratiques de l�élasticité linéaire ont été traitées dans ce

chapitre. Nous avons proposé une technique importante et di¤érente. La raison essen-

tielle est de déterminer les fonctions inconnues C(�) et D(�) en constatant des représenta-

tions pour la contrainte normale (�z)z =h et le déplacement normal (wz)z=0 sous formes de

développements en series. La validation de cette dernière repose sur des comparaisons avec

des solutions analytiques lorsqu�elles sont disponibles ainsi qu�avec des résultats obtenus en

utilisant di¤érentes modélisations pour les mêmes applications, et pour plus détails, nous

pouvons consulter l�article de ( voir [15, 39, Hara et Akiyama, Sakamoto]). Les résultats du

mémoire se résument comme suit :

1. Les premiers coe¢ cients du système algébrique ��n convergent plus rapidement pour

des valeurs croissantes de l�épaisseur de la couche h.

2. Une situation inverse est observée pour les coe¢ cients ��n.

3. Le déplacement normal décroissant avec des valeurs croissantes de z=h. Ainsi la surface

de la �ssure prend une forme parabolique.

4. Sur la région 0 < z < h, la contrainte normale est en compression.

5. Le déplacement normal (w�z)z=0 sur la surface de la �ssure est croissant ainsi l�épaisseur

de la couche élastique est croissante.

6. Dans le voisinage du bord de la �ssure, la contrainte normale (��z)z =0 est normalisée

et tend vers l�in�ni.
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Conclusion générale et perspectives

Conclusion générale

Dans une théorie tridimensionnelle de l�élasticité, nous avons proposé un cadre analytique

pour un problème axisymétrique d�une couche élastique in�nie �ssurée au milieu et délimitée

partiellement par deux supports circulaires et rigides. Le problème est équivalent à un

problème doublement mixte aux limites. La solution analytique a été obtenue à l�aide des

coe¢ cients d�un système algébrique in�ni. La convergence du système in�ni est réalisée à

partir des dix premiers termes de la série. L�expression du déplacement et la contrainte

normale sont données sous forme d�une série appropriée.

Perspectives

La méthode analytique développée dans ce mémoire peut être appliquée pour la résolu-

tion d�une classe intéressante des problèmes de recherche. Nous envisageons d�étudier des

problèmes de déformation axisymétrique ayant une �ssure au milieu dans le cas où les deux

supports ne sont pas rigides. A titre d�indication, l�un des problèmes à résoudre par la

méthode utilisée et le suivant : « déformation axisymétrique d�une plaque élastique �ssurée

au milieu, et délimitée par deux supports circulaires pas forcément rigides » .
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Annexe

A. Les �ssures

A.1 Introduction
Toutes les plaques élastiques contiennent des �ssures, même si cela ne se voit pas à l��il

nu. Ces �ssures peuvent croître lentement ou brutalement, la prévision de ces phénomènes

est donc un enjeu essentiel pour le dimensionnement. La branche de l�élasticité qui permet

de modéliser la �ssuration s�appelle � l�élasticité de la Bifurcation �. Nous en présentons

ici quelques concepts, et notamment la notion de ténacité qui caractérise la résistance d�un

matériau à la bifurcation par �ssuration, et peut être identi�ée expérimentalement par des

techniques de mesures de champs. Les �ssures font partie intégrante de notre quotidien.

Toutes les pièces mécaniques en contiennent à diverses échelles. Les �ssures les plus grandes

sont visibles. Par exemple, chaque conducteur est conscient du danger de rouler avec un

impact sur son pare-brise. Malgré les précautions prises dans la réalisation des pare-brises

(multicouches), un simple impact de quelques millimètres (une �ssure de petite taille en fait)

peut se propager très rapidement sous charge, jusqu�à couvrir toute l�étendue du pare-brise.

Cependant, la plupart des �ssures sont invisibles à l��il nu.

Les structures soumises à des chargements cycliques sont inévitablement �ssurées. La

présence de �ssures constitue un risque potentiel, car les �ssures grandissent de manière

irréversible (on dit qu�elles se propagent) et cela peut entraîner la bifurcation de la pièce.

Dans le cas de la fatigue, cette propagation s�e¤ectue selon deux régimes di¤érents :

� En-dessous d�une certaine taille critique (dépendant de la structure et de son charge-
ment), la �ssure se propage "lentement", de manière progressive et stable au cours des cycles

de chargement.

� Une fois la taille critique atteinte, la �ssure se propage brutalement de manière instable,
ce qui conduit généralement à la bifurcation. Tout l�enjeu est donc de prévoir à quel moment

la taille critique risque d�être atteinte. Dans l�aéronautique, dans le ferroviaire (roues des

trains), les �ssures sont régulièrement inspectées lors des phases de maintenance, et leurs

tailles et positions sont suivies attentivement. Des simulations permettent donc de prévoir

les risques de propagation jusqu�à l�inspection suivante ; ces simulations font généralement

appel à la Mécanique de la �Rupture�, dont quelques concepts essentiels sont présentés dans

les paragraphes suivants.
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A.2 Dé�nitions et modélisation de la �ssure
Une �ssure est une petite fente dans une plaque élastique. Cette fente peut apparaître

à la surface de la plaque (�ssure super�cielle), se trouver complètement à l�intérieur et

être donc invisible depuis l�extérieur (�ssure interne), ou traverser complètement la plaque

(�ssure traversante). Pour décrire les �ssures, on suppose souvent que leur géométrie est

simple :

� Leur forme est elliptique, semi-elliptique ou en forme de coin .
� Les deux faces de la �ssure sont planes, parallèles et écartées d�une distance très petite

devant les deux autres dimensions de la �ssure. On assimile donc la �ssure à son plan moyen.

� Les deux faces se rejoignent selon un bord anguleux ; en conformité avec l�hypothèse
précédente (faces parallèles), l�angle formé par les deux faces est supposé quasiment nul. La

�ssure est donc modélisée par une discontinuité de la matière, plane, "pointue" et d�épaisseur

nulle. Lorsque les deux faces ne se touchent pas, nous a¢ rmons que la �ssure est ouverte.

Dans le cadre de la Mécanique des Milieux Continus (c�est-à-dire en termes de déplace-

ments et de contraintes), la �ssure est alors modélisée en écrivant les conditions aux limites

suivantes sur le plan moyen :

� Le vecteur contrainte est nul (car chacune des deux faces est un bord libre).
� Le déplacement peut être discontinu de part et d�autre du plan (et sa discontinuité

correspond alors à l�ouverture de la �ssure).

A.3 Les modes de propagation des �ssures
Nous supposons ici que les �ssures sont planes et se propagent dans leur plan. Il est

ainsi possible de montrer que l�état général de propagation se limite à la superposition de

trois modes :

Figure A.1: Modes de

propagation des �ssures.
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� mode I (mode par ouverture) : les surfaces de la �ssure se déplacent perpendiculaire-
ment au plan de �ssure.

� mode II (glissement de translation) : les surfaces de la �ssure se déplacent dans le plan
de �ssure et dans une direction perpendiculaire au front de �ssure.

� mode III (glissement de rotation) : les surfaces de la �ssure se déplacent dans le plan
de �ssure et dans une direction parallèle au front de la �ssure.

Remarque A Le mode I est souvent le plus critique et les études théoriques sont donc

souvent limitées à ce mode de propagation.

A.4 Champ de contraintes en pointe de �ssure
Pour réaliser des simulations, il est nécessaire de calculer les champs de déplacements

et de contraintes dans la structure �ssurée et chargée. Analytiquement dans certains cas

simples, ou par éléments �nis pour des géométries complexes, la �ssure est modélisée par une

discontinuité plane. Nous constatons que le champ de contraintes présente une singularité:

�lorsque l�on se rapproche de la pointe de la �ssure�, la contrainte maximale tend vers

l�in�ni . Autrement dit, si l�on suppose que la rupture survient lorsque la contrainte excède

un certain seuil (ce qui est globalement vrai dans un certain domaine), alors le modèle

prédit que la structure peut rompre pour un chargement �très petit�! Cela ne correspond

heureusement à aucune observation physique. Cet écart avec la réalité s�explique par le

simplisme du modèle choisi : dans les faits, la �ssure n�est pas "pointue" (elle a un rayon

de courbure non nul), et une zone plastique se développe autour de la pointe de �ssure

(le comportement du matériau ne reste donc pas élastique, et ce même pour les matériaux

dits �fragiles�). La valeur in�nie de la contrainte à la pointe de la �ssure est donc hors du

domaine de validité du modèle, et n�a pas de sens mathématique physique. Le problème

est qu�il serait délicat d�utiliser une modélisation plus réaliste : cela demanderait de décrire

�nement la géométrie de la pointe de la �ssure et d�utiliser un modèle de comportement non-

linéaire rendant compte de la plasticité locale. Plutôt que de compliquer la modélisation,

la mécanique linéaire de la rupture propose de conserver la modélisation ci-dessus, mais en

modi�ant les quantités d�intérêt au lieu de s�intéresser à la valeur maximale (in�nie donc non

pertinente !) de la contrainte, la quantité dimensionnante sera une mesure de l�ensemble du
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champ de contraintes aux abords de la �ssure. C�est la solution analytique en contraintes

et en déplacements.

B. Facteur d�intensité de contrainte

B.1 Introduction
On les appelle facteurs d�intensité de contrainte KI , KII et KIII respectivement en mode

I, mode II et mode III. L�intensité de la singularité du champ des contraintes à la pointe

de la �ssure est sont proportionnelles à la discontinuité du déplacement des lèvres de la

�ssure. On les appelle aussi les facteurs de discontinuité des déplacements, caractérisent à

la fois la géométrie du détail et de la �ssure, et la nature des sollicitations, évaluation du

facteur d�intensité de contrainte K en fonction du rayon du noyau r. K est le produit d�une

contrainte par la racine carrée d�une longueur

[K] = [�][L]
1
2 , (B.1)

et se mesure en MPa.m
1
2ou Nm�3=2. Si l�on connaît leurs valeurs, ils permettent de déter-

miner complément les champs de contrainte ou déplacement dans la structure �ssurée, con-

sidérée comme élastique inversement, si l�on connaît les expressions des composantes non

nul des contraintes et des déplacements. En mode I, L�expression générale de KI est de la

forme :

KI = 
�
p
�a. (B.2)

Le résultat du calcul analytique montre qu�en coordonnées polaires (r; �) que le premier

terme du développement limité du champ des contraintes s�écrit en r�1=2 quelles que soient

les conditions de chargement, et la géométrie indiqée dans la �gure (B:1).

Figure B.1: Fissure dans les coordonnées (r; �).
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B.2 Facteurs d�intensité de contrainte pour divers modes

Plus précisément, on peut toujours l�écrire sous la forme suivante :

�ij =
Kp
2�r

fij (�) . (B.3)

La constante K est une fonction du chargement, et qu�on appelle facteur d�intensité des

contraintes. C�est cette quantité utilisant pour décrire le niveau du chargement au voisinage

de la �ssure et dimensionner la structure, plutôt que la "contrainte maximale". Ainsi, au

lieu de considérer que le point où se trouve le "maximum", l�ensemble de la singularité

spatiale du champ des contraintes est pris en compte. Les critères en contrainte stipulent

alors que la �ssuration devient instable lorsque le facteur d�intensité des contraintes excède

une certaine valeur limite. Cette dernière est appelée "ténacité", et généralement considérée

comme une propriété intrinsèque du matériau dans un état donné (température, traitements

thermiques...). (Signalons qu�il existe une autre famille de critères de propagation, basés

sur l�énergie potentielle libérée lors de l�avancement de la �ssure ; nous ne les développons

pas dans cette ressource.).

Le facteur d�intensité des contraintes peut évoquer par son rôle; les coe¢ cients de con-

centration de contraintes utilisés pour dimensionner les structures comportant des accidents

géométriques. Il est vrai que ces deux grandeurs décrivent la solution au voisinage du dé-

faut, et peuvent être trouvées dans des abaques ou des formulaires pour un grand nombre

de problèmes-type. Cependant, l�analogie s�arrête là : les coe¢ cients de concentration de

contraintes sont des nombres sans dimension donnant directement la valeur maximale de

la contrainte, tandis que le facteur d�intensité des contraintes s�exprime en MPa.
�
m1=2

�
(c�est-à-dire le produit d�une contrainte par la racine carrée d�une longueur) et caractérise

l�ensemble du champ des contraintes autour de la pointe de �ssure.

B.2 Facteurs d�intensité de contrainte pour divers modes
Trois modes de craquage linéairement indépendants sont utilisés dans la mécanique de

la rupture. Ces charges types sont classées comme illustré sur la �gure (A:1). Les indices

di¤érents sont utilisés pour désigner le coe¢ cient d�intensité de contrainte pour les trois

modes di¤érents comme illustés dans la section (A:1). Le coe¢ cient d�intensité de contrainte

pour le mode I est désigné par KI , et appliqué le mode d�ouverture de �ssure. Le mode II

est révélé par KI , s�applique à la �ssure mode de glissement, et la mode III est désigné

par KIII , s�applique à la mode de le déchirement. Ces facteurs sont dé�nies o¢ ciellement
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comme suit :

KI = lim
r!0

p
2�r�yy (r; 0) , KII = lim

r!0

p
2�r�yx (r; 0) , KIII = lim

r!0

p
2�r�yz (r; 0) . (B.4)

B.3 Propriétés
Pour une �ssure sous (mode I), je le chargement est liée au coe¢ cient d�intensité de

contrainte par

G = K2
I

�
1��2
E

�
, (B.5)

où E est le module du Young et � coe¢ cient de Poisson de la matière. Le matériel est

supposé pour être un élastique isotrope, homogène et linéaire.

Pour une déformation plane, la �ssure s�étendent le long de la direction. Pour les condi-

tions de contraintes, nous obtenons la relation :

G = K2
I

�
1
E

�
, (B.6)

Pour une �ssure sous (mode II), nous avons les relations :

G = K2
II

�
1��2
E

�
ou G = K2

II

�
1
E

�
, (B.7)

Exemple B.1 (Facteure d�intensité de contrainte uniaxiale et uniforme). Le coe¢ cient

d�intensité de contrainte pour une �ssure par le biais de longueur 2a à angle droit, et dans

un plan in�ni à un champ de contrainte uniforme � comme indiquée sur la �gure (B:2) :

Figure B.2: Fissure sous le mode I.
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KI = �
p
�a, (B.8)

Si la �ssure est située dans une plaque �nie de 2b largeur et hauteur 2h, une relation

approximative pour le coe¢ cient d�intensité de contrainte est

KI = �
p
�a

�
1� a

2b
+0:326(ab )

2

p
1�a

b

�
, (B.9)

Si la �ssure n�est pas située centralement,telle que d 6= b, nous avons le coe¢ cient

d�intensité de contrainte

KI = �
p
�a

�
1 +

19P
n=2

Cn

�a
b

�n�
, (B.10)

où Cn sfacteur se trouve sous forme de tableau pour diverses valeurs de d

Exemple B.2 (Edge crack dans une plaque sous contrainte uni axiale). Pour un support

de dimension h� b contenant un edge crack de rayon a comme indiquée sur la �gure (B:3):

Figure B.3: Edge crack in a �nite plate under uni axial stress.

Le coe¢ cient d�intensité de contrainte est

KI = �
p
�a
h
1:12� 0:23

�
a
b

�
+ 10:6

�
a
b

�2 � 21:7 �a
b

�3
+ 30:4

�
a
b

�4i
. (B.11)

Pour h=b � 1et a=b � 0:3, une relation approximative pour le coe¢ cient d�intensité de
contrainte est

KI = �
p
�a

�
1+3a

b

2
p
� a
b (1�

a
b )

3=2

�
. (B.12)
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Exemple B.3 (Fissure dans un champ de contrainte bi axiale).

Figure B.4: A slanted crack in a thin plate under biaxial load.

Le facteur d�intensité de contrainte por le mode I et le mode II est

KI = �
p
�a
�
cos2 � + � sin2 �

�
, (B.13)

KII = �
p
�a (1� �) sin � cos �, (B.14)

où � est l�angle de la �ssure pour l�axe des x.

Exemple B.4 (Fissure dans une plaque élastique in�nie).

Figure B.5: Penny-shaped crack in an in�nite domain under uniaxial tension.

Le facteur d�intensité de contrainte est donné par la relation

2�
q

a
�
. (B.15)
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C. Programmes numériques

C. Programmes numériques
C.1 Programme de calculs les coe¢ cients ��n et �

�
n
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C.1 Programme de calculs les coe¢ cients ��n et �
�
n
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C. 2 Programme de la distribution du (wz
��0
)z pour b, (h = 1:5):

C.2 Programme de la distribution du (wz��0 )z pour b, (h = 1:5):
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C. 2 Programme de la distribution du (wz
��0
)z pour b, (h = 1:5):
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C. 3 Programme de la variation du (wz
��0
)z pour b, (h = 1:5):

C.3 Programme de la variation du (wz��0 )z pour b, (h = 1:5):
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C. 3 Programme de la variation du (wz
��0
)z pour b, (h = 1:5):
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C. 4 Programme de la variation du (��z )z=h pour b, (h = 1:5):

C.4 Programme de la variation du (��z )z=h pour b, (h = 1:5):
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C. 5 Programme de la distribution du (
�z
�0
)z pour b = 1:5 et h = 1:5:

C.5 Programme de la distribution du (
�z
�0
)z pour b = 1:5 et

h = 1:5:
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