Ned’ordre : 25/2017-C/MT

République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université des Sciences et de la Technologie Houari Boumediene

Faculté de Mathématiques

Ot gt (5 Ipd d2als
Laagdoisully sodall
v & T H B

THESE

Présentée pour 'obtention du dipléme de Doctorat 3™ cycle (LMD)
En : MATHEMATIQUES
Spécialité : Recherche Opérationnelle et Management

Par : Asma BOUMESBAH

Sujet

APPROCHE DE RESOLUTION DU PROBLEME DE
L’ARBRE MULTIOBJECTIF

Soutenue publiquement le :11/05/2017 a 9h30, devant le jury composé de :

M. A. BERRACHEDI Professeur a I’'USTHB Président

M. M.E-A CHERGUI =MCA a ’'USTHB Directeur de these
M. M.O. BIBI Professeur a 'UAM.Bejaia Examinateur

M. M. BOUDHAR Professeur a I’'USTHB Examinateur

M. M. MOULAI Professeur a I’'USTHB Examinateur

M. M.S. RADJEF Professeur a I’'UAM.Bejaia Examinateur

M. A. YASSINE Professeur a 1’'U. HAVRE-France Examinateur



Remerciments

Louange a Allah, Clément et
Miséricordieux, sans lui rien de tout

cela n’aurait pu étre

Je remercie tres chaleureusement mon directeur de these, Dr CHERGUI Mohamed
El-Amine, qui a accepté de prendre la direction de cette these, transformant les difficul-
tés rencontrées en une expérience enrichissante. Je lui suis également reconnaissante de
m’avoir assuré un encadrement rigoureux tout au long de ces années. Monsieur CHERGUI
a su diriger mes travaux avec beaucoup de disponibilité, de tact et d’intérét, ses qualités

scientifiques, pédagogiques et surtout humaines.

Mes vifs remerciements sont également adressés au Professeur A. BERRACHEDI qui
a eu 'amabilité de bien vouloir présider le jury. Je remercie tres chaleureusement les Pro-
fesseurs : M.O. BIBI, M. BOUDHAR, M. MOULAI, M.S. RADJEF et A. YASSINE qui
ont accepté, sans réserve aucune, d’évaluer cette these a sa juste valeur, et de me faire part
de leur remarques siirement pertinentes qui, contribueront, sans nul doute, au perfection-

nement du présent travail.

Je remercie spécialement monsieur MEZGHICHE Abdelhak pour ses encouragements,
ses conseils et ses appuis, et aussi pour m’avoir accueilli dans son bureau durant toutes ces
années. Un grand remerciement & monsieur M. BENDRAOUCHE pour sa disponibilité et

pour avoir corrigé mon papier rédigé en anglais.

Je remercie également tous les membres du laboratoire RECITS de 'USTHB pour la
bonne humeur et la convivialité qui y régnaient. J’exprime ma profonde gratitude a la
responsable de la bibliotheque Taous OULMANE, & Samia GASMI, a tous les employés

et a tous mes enseignants.



Je ne saurais terminer sans souligner le soutien amical et chaleureux de mes copines
Asma LOUARDANTI et Meriem TIACHACHAT de tous les jours qui m’ont soutenu du-
rant ce parcours. Je m’abstiens de les nommer tellement la liste est longue. Je nommerai

tout de méme mes amies Hadjer BELKHIRI, Hadjer OUZZANE et Wafa KAROUCHE.

Mes remerciements vont particulierement & mes tres cher parents, qui m’ont constam-
ment encouragés et soutenus tout au long de ces années et qui ont toujours été a mes cotés.
Je ne saurai passer sous silence I'apport inestimable des autres membres de ma famille,
Souad, mes sceurs et leurs époux, fréres et leurs épouses, mon cher oncle et pére Abbas et
a sa petite famille, aussi & mes niéces, neveux, cousines et cousins qui m’ont soutenus, de

pres ou de loin durant mes études.

Je remercie Allah de m’avoir entouré de personnes formidables qui ont contribué, cha-
cune a sa fagon, et ce, a différentes étapes de mon cheminement, d’une manieére ou d’une

autre, a la réalisation de cette these de doctorat.






Table des matieres

Introduction

1 Concepts de graphes
1.1 Généralités sur les graphes . . . . . . . . .. . Lo oL
1.1.1 Notions et concepts fondamentaux sur les graphes . . . . .. .. ..
1.1.2  Arbres . . . . ..
1.2 Probleme de 'arbre de poids minimum . . . . . . . ... ... ... .....
1.2.1  Description du probleme . . . . . . . .. .. Lo
1.2.2  Algorithmes de résolution du probleme . . . . . . . .. .. ... ...

1.2.3 Applications du probleme . . . . . . . .. ... L.

2 Programmation linéaire
2.1 Résultats fondamentaux de la programmation linéaire . . . . . ... .. ..
2.1.1 Formes matricielles classiques . . . . . . . . ... ... L.
2.1.2 Méthode de résolution d’un programme linéaire . . . . . . . . . . ..
2.2 Programmation linéaire en nombres entiers (PLNE) . . . . ... ... ...
2.2.1  Quelques méthodes de résolution des PLNE . . . . . . ... ... ..
2.2.2 7Branch and Bound” . . . . . ... . Lo oL

2.2.3 Coupesde Gomory . . . . . . . ...

3 Programmation linéaire multiobjectif
3.1 Sur la programmation multiobjectif linéaire discrete . . . . . ... ... ..
3.1.1 Terminologie - Définitions . . . . . . . .. ... ... ... ... ..

3.1.2 Notionde cOnes. . . . . . . . . . o o v i e

co Ut ot R



Table des matieres )

3.2 Détection graphique de lefficacité . . . . . . . ... ... ... ... ... 33
3.2.1 Solutions supportées et solutions non supportées . . .. ... .. .. 34
3.2.2 Fonctions scalarisantes . . . . . . .. ... Lo 34
3.2.3 Approches de résolution . . . . . .. ... 41
3.2.4 Quelques méthodes exactes de résolution . . . . .. ... ... ... 42

4 Probléeme de I’arbre multiobjectif (MOST) - Etat de I’art 49

4.1 Position du probleme . . . . . ..o 49
4.1.1 Définitions et notations . . . . . . ... 49
4.1.2 Basedecycles . . .. ... .. 50
4.1.3 Modele mathématique . . . . . . . . ... 51

4.2 Btatdelart . . . .. ... 52
4.2.1 Extension multicritere des algorithmes "Prim” et "Kruskal” . . . . . 52

4.2.2 Méthodes d’optimisation combinatoire multiobjectif appliquées au

probleme MOST . . . . . . . . . . ... ... .. 55

5 Meéthode exacte pour la résolution du probléeme de I’arbre multiobjectif 60

5.1 Une méthode exacte de résolution de MOST . . . . . . ... ... ... ... 60
5.1.1 Principe de la méthode exacte . . . . .. ... ... ... ...... 61

5.2 Procédures de lalgorithme . . . . . . . .. .. Lo oo 63
5.3 Principaux résultats . . . . . . ... L oo 66
5.4 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . ... 71

6 Une méthode approchée GA-VNS pour MOST 75
6.1 Principe de la méthode approchée GA-VNS . . . . . ... ... ... .... 80
6.1.1 Adaptation de lalgorithme GA-VNS . . . . . . .. ... ... .... 80

6.2 Résultats expérimentaux . . . . . . . ..o 86
Conclusion et perspectives 88

Bibliographie 90



Table des figures

1.1
1.2
1.3
1.4

2.1
2.2

3.1
3.2
3.3

3.4

3.5

3.6
3.7
3.8

4.1

5.1
5.2

6.1

Graphe simple et non orienté G . . . . . . . . .. .. ... 9
Arbrede G . . . . . . . e 9
Graphe pondéré G . . . . . . . . . 11
Arbre de coit minimum de G . . . . . ... L 12
Exemple d’arbre de recherche . . . . . . . . ... ... L. 23
Exemple d’arbre binaire . . . . . .. ... oo 23
Représentation du point idéal et du point "nadir”.. . . . . . . .. . ... .. 31
Exemples d’ensemble convexe et d’ensemble non convexe. . . . . ... ... 31

Schéma des différentes solutions et points caractéristiques de ’espace des
objectifs . . . . . L L 36
Ensemble réalisable du probleme (MOIPL1) dans I'espace des décisions et
I’espace des objectifs de 'exemple 3.1 . . . . .. ... ... .. .. ..... 38

Ensemble réalisable du probleme (M OIPL1) dans 'espace des décisions et

I’espace des objectifs de 'exemple 3.2 . . . . . .. .. ... ... ...... 39
Solutions efficaces supportées et non supportées . . . . . . . .. ... .. .. 40
Régions des solutions efficaces non supportées . . . . . . .. . ... ... .. 41
Illustration de la méthode e—contrainte. . . . . . . . . ... ... ... ... 45

Contre-exemple pour la version modifiée de 1’algorithme de Corley (1985) [17] 54

Un graphe connexe G . . . . . . . . .. L 69

Un graphe connexe G traité dans [2] . . . . ... ... ... ... .. ... 71

Principe de 'algorithme NSGA-IT . . . . . .. . ... ... ... ... .... 78

iii



TABLE DES FIGURES

w
6.2 Distance de Crowding . . . . . . . . .. ... 78
6.3 Recherche a voisinage variable (Hansen et al., 1997) . . . .. .. ... ... 80
6.4 Croisement a deux points . . . . . . . . . . ... 83



Liste des tableaux

2.1

5.1
5.2

6.1
6.2
6.3
6.4

Ecriture canonique de (P)/B . . . . . . ... 20

Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . ... ... 72
Résultats en moyenne pour les graphes ayant un petit nombre d’arétes de

type €2c . . . .o 74

Comparaison de GA-VNS avec un croisement & un point et celui a deux points 82

Comparaison de GA-VNS avec les procédures 2 et 3 . . . . ... ... ... 84
Comparaison entre M OST-Algorithme et GA-VNS . . . . . ... ... ... 86
Comparaison entre GA-VNS et KEA . . . . .. ... ... ... ....... 87



Introduction

L’optimisation combinatoire est un domaine intensivement étudié en raison de son
potentiel d’application & de nombreux problemes rencontrés dans des situations réelles.
Les recherches dans ce domaine sont longtemps restées confinées aux situations ou un
unique objectif est & optimiser. Cependant, de nombreux problemes d’optimisation pra-
tique impliquent généralement la minimisation (ou la maximisation) de plusieurs critéres
de décision contradictoires. Par exemple, dans le probleme de conception de réseau topolo-
gique, il est souhaitable de trouver la meilleure disposition des composants optimisant les
criteres de performance, tels que le cout financier, le délai de message, le trafic, la fiabilité
de liaison, etc. Ces criteres sont contradictoires et ne peuvent pas étre optimisés simulta-
nément. Il faut plutét trouver un compromis satisfaisant. Ainsi, un décideur doit choisir
la meilleure solution de compromis, en tenant compte de la préférence des criteéres. Le but
de 'optimisation combinatoire multicriteres (MCCO) est d’optimiser simultanément r cri-
teres ou r objectifs, r > 1 et de trouver un compromis satisfaisant. Les problemes MCCO
ont un ensemble de solutions optimales (au lieu d’un seul optimum) en ce sens qu’aucune
autre solution ne leur est supérieure lorsque tous les criteres sont pris en compte. Elles
sont connues comme Pareto optimales ou solutions efficaces.

La résolution des problemes de MCCO est tres différente de celle du cas monobjectif
(r = 1), ot une solution optimale est recherchée. La difficulté n’est pas seulement due a la
complexité combinatoire comme dans le cas d’un seul objectif, mais aussi a la recherche de
tous les éléments de I'ensemble efficace, dont la cardinalité croit avec le nombre d’objectifs.
Dans la littérature, certains auteurs ont proposé des méthodes exactes pour résoudre des
problémes spécifiques aux problemes de MCCO [26]. Ces méthodes sont généralement va-

lables pour des problemes biobjectif (r = 2) mais ne peuvent pas étre facilement adaptées
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a un plus grand nombre d’objectifs. En outre, les méthodes exactes sont inefficaces pour
résoudre a grande échelle des problemes de MCCO N P-difficiles. Comme dans le cas d'un
seul critere, 'utilisation de techniques heuristiques et métaheuristiques semble étre 1’ap-
proche la plus prometteuse pour MCCO en raison de leur efficacité, de leur généralité et
de leur simplicité relative de mise en ceuvre. Ces techniques génerent de bonnes solutions
approximatives de bon compromis dans un temps de calcul raisonnable.

Le probleme de I’arbre minimum multiobjectif (M OST), est une représentation plus
réaliste des problemes pratiques dans le monde réel et se pose dans beaucoup de contextes.
Comme exemple, nous citons celui de 'optimisation de la qualité de service dans un réseau
de télécommunication dont I’évaluation est exprimée selon un ensemble de criteres : délai
minimum, débit maximum, taux d’erreurs minimum, cotit d’utilisation minimum, etc. Ce
probléme est connu pour étre N P-difficile méme pour r = 2 [10,40] et & notre connais-
sance, peu d’approches de résolution valides ont été développées pour le cas biobjectif, sont
théoriquement généralisées pour des problemes comportant plus de deux objectifs [14,40],
sans avoir effectué une étude expérimentale.

Dans ce présent travail, nous proposons une méthode exacte pour trouver ’ensemble
complet efficace sans aucune restriction sur le nombre de critéres considérés. Son principe
de recherche arborescente repose sur un procédé en deux étapes exécutées en alternance, la
séparation d’abord par rapport a des arétes communes a au moins deux cycles du graphe
donné, induisant ’étape de construction des contraintes du probléme sous forme d’égalités
et d’inégalités linéaires qui assurent la non création des cycles. Chacune des branches de
I’arborescence induit un programme multiobjectif linéaire discret en variables bivalentes
(MOLBP) modélisant le probléeme correspondant a cette branche. Par conséquent, les
programmes M OLBP obtenus peuvent étre résolus par 'une des deux méthodes décrites
dans [1] et [51].

On présente aussi dans cette these une méthode approchée qui permet de trouver une
meilleure approximation du front de Pareto pour le probleme MOST. L’approche cor-
respond a une hybridation de deux métaheuristiques : "Non-dominates Sorting Genetic”
Algorithm (NSGA-II) [23] et "Variable Neighborhood Search” (VNS) [42]. On commence
par adaptation de NSGA-II sur notre probléme en générant une population initiale qui

contient des arbres efficaces supportés ainsi, un nouvel opérateur de croisement a deux
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points et une heuristique de mutation sont appliqués pour obtenir la population fils et fi-
nalement les éléments du premier front obtenu dans I'opérateur de sélection sont améliorés
par lalgorithme VNS. Cette approche consiste en 'avantage des algorithmes NSGA-II et
VNS et permet de trouver de bons individus pour contrebalancer entre la diversification
et I'intensification au cours du processus de recherche.

L’organisation de cette these est la suivante :

Nous présentons des notions essentielles de la théorie des graphes utilisées dans toute
la suite du document dans le chapitre 1. Le chapitre 2, a pour objectif de présenter le
contexte et les résultats concernant la programmation linéaire, notamment les méthodes
de résolution classiques (méthodes du simplexe, coupes de Gomory et "Branch & Bound”).
Ensuite, dans le chapitre 3, I'essentiel des définitions et résultats liés a I'optimisation mul-
tiobjectif en nombres entiers est présenté et quelques méthodes d’optimisation multiobjectif
discrete existantes dans la littérature sont relatées. Le chapitre 4 présente le probleme de
I’arbre multiobjectif et des méthodes exactes dédiées a ce problemes pour le cas biobjectif.
Notre contribution par une méthode exacte et une méthode approchée pour la résolution
du probleme posé sont exposées en détails dans les chapitres 5 et 6 respectivement. On
finalise chacune des deux méthodes par une étude expérimentale réalisée sous environne-
ment Matlab 2014a, sur PC portable hp, core i5, 8 Go de rame, sur des instances générées

aléatoirement.



Chapitre 1

Concepts de graphes

La théorie des graphes est, avec la combinatoire, une des pierres angulaires de ce qu’il
est commun de désigner par mathématiques discretes. En effet, la théorie des graphes appa-
rue dans le magasin des curiosités mathématiques "les ponts de Konigsberg”, puis devenue
un outil pour I’étude des circuits électriques "Kirshhoff”, elle a été utilisée par la chimie,
la psychosociologie et 1’économie avant méme d’avoir été constituée. Elle constitue une
branche a part entiere des mathématiques, grace aux travaux de Koénig, Menger, Cayley
puis de Berge et d’Erdos [4].

Les applications de la théorie des graphes et de la recherche opérationnelle sont aujour-
d’hui immenses : aide a la décision, stratégie, optimisation (plus court chemin, arbre de
colit minimum), réseaux de transports : chemins de fer, lignes aériennes, électricité, gaz,
oléoducs (transport de 1’énergie), internet (réseau de l'information), ports et aéroports,
ordonnancement des taches, etc.

Un graphe peut représenter toutes sortes de situations dans les phénomenes d’organisation,
par exemple, un réseau, c’est a dire un graphe comportant une entrée et une sortie, peut
correspondre a des canalisations ou circule un fluide (liquide, gaz). Les graphes constituent
donc une méthode de pensée qui permet la représentation (modélisation) et la résolution

de problemes discrets que pose la recherche opérationnelle.
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1.1 Généralités sur les graphes

1.1.1 Notions et concepts fondamentaux sur les graphes

Les différentes définitions et notions données dans cette section sont prises des livres

suivants : [4,5,11,31,57].

I. Graphe orienté

Un graphe orienté ou digraphe (directed graph) G = (V, E) est défini par 1’ensemble
fini V' = {v1, v, ..., v, } dont les éléments sont appelés sommets (Vertices en anglais), et par
I’ensemble fini E = {ej, ea, ..., €, } dont les éléments sont appelés arcs (Edges en anglais).
- Pour un arc e = (u,v) de 'ensemble E, on dit que u € V est 'extrémité initiale et v € V'

I'extrémité finale de e.

II. Graphe non orienté

Un graphe non orienté G = (V, E) est défini par I'ensemble fini V' = {vy, v, ..., v, }
dont les éléments sont appelés sommets, et par 'ensemble fini £ = {ej, eg, ..., e, } dont les
éléments sont appelés arétes (edges en anglais).

- Une aréte e de 'ensemble E est définie par une paire non ordonnée de sommets, appelés
les extrémités de e.

- Sil’aréte e relie les sommets u et v, on dira que ces sommets sont adjacents, ou incidents
avec e, ou bien que 'aréte e est incidente avec les sommets u et v.

Dans tout ce qui suit, on considére des graphes non orientés.

- Une aréte dont les extrémités sont identiques est appelée une boucle, et une aréte dont
les extrémités sont distinctes un lien. Deux liens ou plus ayant la méme paire d’extrémités
sont appelés des arétes paralleles.

- Un graphe est simple s’il n’a ni boucle ni arétes paralleles.

- On appelle ordre (Order) d’un graphe le nombre de ses sommets.

- Le degré (Degree) d'un sommet est le nombre d’arétes dont il est extrémité.

- Le voisinage (neighborhood) d’un sommet est I’ensemble de tous ses sommets adjacents.
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ITI. Matrices d’un graphe

Définition 1.1. Une matrice d’adjacences (adjacency matrix) d’un graphe non orienté
simple G = (V, E) est une matrice carrée contenant des 0 et des 1, dont les lignes et les
colonnes sont classées par sommets. Un 1 en position (i, j) signifie qu’il y a une aréte reliant

les sommets ¢ et 5. Un 0 indique qu’il n’y a aucune aréte.

Définition 1.2. Une matrice d’incidences (incidence matrix) Une matrice contenant
des 0 et des 1, dont les lignes et les colonnes sont indicéex respectivement par les sommets
et les arétes. Un 1 en position (i, j) signifie que I'aréte e; est incidente au sommet z;. Un

0 indique le cas contraire.

IV. Sous-graphe, graphe partiel

Définition 1.3. Soit G = (V, E) un graphe, un sous-graphe (induced subgraph) de
G = (V,E) est un graphe de la forme G' = (V/,E') et V! C V et E' C E tel que toute

aréte de E’ a ses extrémités dans V.

Définition 1.4. Un sous-graphe G’ = (V', E’) de G est dit couvrant si V' = V. On dit
dans ce cas que G’ est un graphe partiel (spanning subgraph) de G. On peut préciser

graphe partiel engendré par E’, et on note ce sous-graphe G(E’).

V. Connexité

Définition 1.5. Soit G = (V, E) un graphe, u,v € V. Une chaine (chain) joignant u et
v dans G est une séquence d’arétes de E telle que :
e La premiere aréte de la séquence est adjacente a u par une de ses extrémités et a la
seconde aréte de la séquence par son autre extrémité.
e La derniere aréte de la séquence est adjacente & v par une de ses extrémités et a
I’avant derniere aréte de la séquence par son autre extrémité.
e Chaque aréte intermédiaire de la séquence est adjacente au précédente par une de
ses extrémités et au suivante par 'autre extrémité.
- La longueur d’une chaine est le nombre d’arétes qu’elle comporte.

- Une chaline est simple si la séquence d’arétes qui la constituent ne comporte pas plusieurs
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fois le méme élément. Une chaine est élémentaire si elle n’utilise pas deux fois un méme

sommet.

Définition 1.6. Un cycle (cycle) est une séquence circulaire d’arétes toute distinctes
telle que chaque aréte de la séquence soit adjacente a l'aréte précédente par une de ses
extrémités et a ’aréte suivante par 'autre extrémité.

- Un cycle est élémentaire si chacun de ses sommets est adjacent a deux arétes de la

séquence au plus.

Proposition 1. Un cycle est élémentaire si et seulement s’il est minimal (c’est-a-dire si

on ne peut en déduire un autre cycle par suppression d’arétes).
Proposition 2. Tout cycle est la somme de cycles élémentaires sans arétes communes.

Définition 1.7. Dans un graphe, une composante connexe (connected component) est
un sous-graphe maximal connexe.
- Maximal signifie qu’il n’y a pas de sous-graphe connexe plus grand contenant les sommets

de la composante.

Définition 1.8. Un graphe G est connexe (connected) si chaque sommet est accessible a
partir de n’importe quel autre. Autrement dit, deux quelconques des sommets sont reliés
par une chaine.

- Un graphe qui n’est pas connexe est dit non connexe, et se décompose en composantes

connexes.
Proposition 3. Si un graphe contient un graphe partiel conneze, il est lui méme conneze.

Définition 1.9. Un isthme (isthmus) d’un graphe G est une aréte e dont la suppression

augmente le nombre de composantes connexes.

Lemme 1.1. Une aréte d’un graphe G est un isthme si et seulement si elle n’appartient

pas a un cycle de G.

Définition 1.10. Un point d’articulation (articulation point) d’un graphe connexe G

est un sommet dont la suppression déconnecte le graphe.
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1.1.2  Arbres
I. Propriétés des arbres

Théoréme 1.2. [’adjonction d’une aréte e a un graphe G a pour effet :
e Soit de diminuer le nombre de composantes connexes de une unité ; auquel cas l'aréte
e = (u,v) n‘appartient o aucun cycle de G' = (V, E U {e}).
e Soit de laisser inchangé le nombre de composante connexes; auquel cas l'aréte e
appartient a un cycle de G' = (V, EU {e}).
Théoréme 1.3. Soit G = (V,E) avec |V]| =n
1. Si G est connexe alors, |E| >n — 1.
2. Si G est sans cycle alors |E| <n — 1.
Théoréme 1.4. Soit G = (V, E) un graphe avec |V| =n, n > 2 sommets. Les propriétés
susvantes sont équivalentes et caractérisent un arbre.
1. G est connexe et sans cycle,
2. G est sans cycle et posséde n — 1 arétes,
8. G est connexe et admet n — 1 arétes,
4. G est sans cycle, et en ajoutant une aréte, on crée un et un seul cycle,
5. G est conneze, et en supprimant une aréte quelconque, il n’est plus conneze,

6. Il existe une chaine et une seule entre deux sommets quelconques de G.
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:“3:

FIGURE 1.1 — Graphe simple et non orienté G

Exemple 1.1.

FIGURE 1.2 — Arbre de G

Proposition 1.5. Un graphe partiel d’un graphe connexe G est un arbre de G si et
seulement s’il est conneze et minimal avec cette propriété (relativement a la suppression

d’arétes).
Proposition 1.6. Un graphe partiel d’un graphe connexe G est un arbre de G si et seule-
ment s’il est acyclique et mazimal avec cette propriété (relativement a l'ajout d’arétes).

Les résultats suivants ont un caractere plus technique, mais sont classiques et utiles.

Proposition 4. Etant donnés un arbre T de G et e une aréte de G qui n’appartient pas

aT, T+ e contient un seule cycle élémentaire.

Lemme 1.7. (D’échange) Etant donné un arbre T de G et e une aréte de G qui n’appar-

tient pas a T et f une aréte du cycle T + e, alors T + e — f est un arbre de G.

Définition 1.11. Les voisins d’un arbre sont ’ensemble des arbres qui possedent |V|—2
arétes en commun. Btant donnés deux arbres Ty et T5 voisins et les deux arétes e et f les

distinguant donc 77 \ 1o = {e} et To \ 11 = {f}

Définition 1.12. Le complémentaire E \ T' d'un arbre T" est appelé un co-arbre, et est

noté T.
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D’apres le théoreme 1.3, pour toute aréte e := uv d’un co-arbre T' d’un graphe G, il
y a une unique chaine dans 7' connectant ses extrémités. Ainsi T' + e contient un unique
cycle. Ce cycle est appelé le cycle fondamental de G selon T et e. Par souci de concision,

on le note Ce.

Remarque 1.1. On peut tirer d’intéressantes conclusions sur la structure d’un graphe a
partir des propriétés de ses cycles fondamentaux selon un arbre.

Théoréme 1.8. Formule de Cayley

Le nombre d’arbres dans un graphe complet & n sommets est n" 2.

Définition 1.13. Notation Vectorielle
Les arétes du graphe étant numérotées de 1 a m, on peut faire correspondre a tout cycle
un “vecteur” composé de 1 et 0 de la maniere suivante :

— Si l’aréte n’appartient pas au cycle, on met un ”0”,

— Si l’aréte appartient au cycle et est parcourue on met un ”17.

Définition 1.14. Une base de cycles (au sens vectoriel) notée B, est définie comme
étant une famille de cycles libres (tous les cycles indépendants, aucun ne peut se définir
comme combinaison linéaire des autres) et génératrice (tout cycle peut s’écrire comme

combinaison linéaire des cycles de la famille).

Théoréme 1.9. Soit un graphe G d’ordre n (n sommets) avec m arétes et p composantes
connezes, la dimension d’une base des cycles B (appelée «nombre cyclomatique » de G)

est donné par : |B| = m —n+ p.
Définition 1.15. Une forét est un graphe sans cycle mais non connexe.
Définition 1.16. Une feuille ou sommet pendant est un sommet de degré 1.

Définition 1.17. Graphe valué (pondéré)
Un graphe valué G = (V| E) est un graphe auquel on adjoint une fonction de valuation.

Un graphe peut étre valué sur ses sommets comme sur ses arétes.

Définition 1.18. Soit G = (V, E) un graphe non-orienté. Etant donné U C V, la coupe
(ou cocycle) 6(U) (ou dg(U)) est définie comme 'ensemble des arétes de G de la forme
e=wuvouu€ V\U. Lorsque U = {u}, on écrit simplement 6(u) & la place de 6({u}). On
note 6(U) =46(U \ V).
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1.2 Probleme de ’arbre de poids minimum

Il s’agit d’un probleme d’optimisation concernant des objets de base dans les graphes,
notamment Parbre minimum nommé MST (Minimum Spanning Tree) qui s’applique
a de nombreuses situations concrétes. Nous présentons les algorithmes de Prim [54] et
Kruskal [47] qui permettront de trouver en un temps polynomial un arbre de cotit minimum

dans un graphe non-orienté G = (V, E) (pour des poids quelconques).

1.2.1 Description du probleme

Soit G = (V, E) un graphe et soient w. € Q (e € E) des cotits (ou poids) associés a ses

arétes. Pour tout sous-ensemble T' C F, le cout de T est défini par :

U.)(T) = ZeGT We

Nous identifions ici un arbre de G avec un sous-ensemble T' C FE pour lequel le graphe
partiel (V,T) est un arbre. Le probléeme de l’arbre de cott minimum (Minimum
Spanning Tree) est de trouver un arbre 7" de G dont le cott w(7") est minimum. I1 est clair
que le probleme a une solution si et seulement si le graphe est connexe; nous supposons
dans la suite qu’il en est ainsi.

Ce probleme, qui est 'un des problemes de base de la recherche opérationnelle, s’applique
a un grand nombre de situations concretes : par exemple, lors de 1’élaboration d’un réseau

routier ou ferroviaire, ou d’un réseau de lignes électriques ou téléphoniques, etc. [31].

Exemple 1.2.

FI1GURE 1.3 — Graphe pondéré GG
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FIGURE 1.4 — Arbre de cotit minimum de G

1.2.2 Algorithmes de résolution du probleme

Pour la résolution de ce probleme, nous proposons les algorithmes de Prim [31,54], et

Kruskal [47,57].

I. Algorithme de Prim

Il construit itérativement un ensemble de sommets U C V et un arbre T' C E.
début algorithm
— U :={v}, T :=10 (vg € V est un sommet quelconque) ;
— tant que U # V faire
e prendre e = {v,v1} une aréte de cout minimum dans la coupe §(U);
o U:=UU{wn},T:=TU{e};
— fin tant que
— retourner 7' (solution quand U = V).
fin algorithme

Temps d’exécution : O(n?).

II. Algorithme de Kruskal

Apres avoir ordonné les arétes par colits croissants, il construit progressivement le
graphe partiel (V,T) qui est un arbre de colit minimum.
début algorithme

— ordonner les arétes : eq, ..., ey, de telle sorte que we, < ... < we,, ;

- T:=0;

— pour j :=1 a m faire

e si (V,TU{e;}) ne contient pas de cycle alors T':= T U {e;}
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e fin si
— fin pour
fin algorithme

Temps d’exécution : O(m log n).
Remarque 1.2. On peut arréter 'exécution des que |T'| =n — 1.

Théoreme 1.10. La solution retournée par chacun des algorithmes de Prim et de Kruskal

est un arbre de cout minimum.

Remarque 1.3. On note que le probléeme de 'arbre de cotit minimum est équivalent au
probleme de ’arbre de cotit maximum si on remplace les colits w, des arétes e € E par

—we et les algorithmes précédents sont applicables a ce probleme.

1.2.3 Applications du probleme
I. Application en réseaux [11]

Ce probleme peut se poser lors de 1’établissement d’un réseau, qu’il soit de communi-
cation ou d’interconnexion, si, ayant estimé le cout des liaisons directes entre toute paire
d’objets a relier, on cherche a réaliser un réseau connexe de coiit minimum. Il est clair
qu’une solution optimale a ce probleme est un graphe sans cycle puisque tous les cofits
étant positifs, si une solution comportait un cycle, on obtiendrait une solution plus éco-
nomique en supprimant une aréte de ce cycle. Or, on prouve aisément que la suppression
d’une aréte ne peut déconnecter un graphe connexe. (autrement dit, une aréte d’un cycle

n’est jamais un isthme).

II. Application en traitement d’image [11]

Une image (en noir et blanc) est présentée sous forme de pixels, définis par les 512
lignes et 512 colonnes d’un réseau. Chaque pixel possede un certain niveau de gris et, en
dehors des points situés sur les bords, admet huit voisins. On cherche a déterminer des
régions dans cette image, c’est a dire des parties connexes de I'image constituées de points
de niveaux de gris tres voisins. On modélise la donnée par un graphe, dont presque tous

les sommets sont de degré 8 : chaque sommet du graphe correspond a un des 262144 pixels
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de Iimage, deux sommets sont adjacents si et seulement si les pixels qu’ils représentent
sont voisins, et on value 'aréte qui les joint par un nombre proportionnel a la différence
de leurs niveaux de gris.

Moriss et Constantinides ont proposé une heuristique, c’est a dire une méthode approchée,
pour déterminer les région d’une image : construire un arbre de colit minimum puis suppri-
mer de cet arbre les arétes de cout supérieur a un seuil donné, fixé de fagon a séparer deux
pixels dont les niveaux de gris sont trop différents pour qu’ils appartiennent a la méme
zone. On obtient ainsi une forét couvrante, dont les composantes connexes qui sont des

arbres, couvrent ce que ’on considerera comme les zones cherchées.



Chapitre 2

Programmation linéaire

Ce chapitre a pour objectif principal de présenter le contexte de ’optimisation linéaire.
Nous rappelons en premier lieu des éléments essentiels de la théorie de la programmation
linéaire en variables aussi bien continues qu’entieres. Nous introduisons ensuite, les notions
fondamentales ainsi que les principaux résultats liés a la théorie de la programmation mon-

objectif linéaire en nombres entiers.

2.1 Résultats fondamentaux de la programmation linéaire

La programmation linéaire est la technique la plus célebre et I'outil le plus puissant
de la recherche opérationnelle, depuis longtemps elle a prouvé sa valeur comme un modele
important pour de nombreux probléemes d’allocation et des phénomenes économiques. Les
applications en expansion continue dans la littérature, ont démontré a maintes reprises
I'importance de la programmation linéaire comme un cadre général pour la formulation de
problemes. En effet, un programme mathématique est un probleme d’optimisation d’une
fonction objectif de plusieurs variables en présence de contraintes. Le programme est dit
linéaire si la fonction et les contraintes sont toutes des combinaisons linéaire de variables.
Ce chapitre est principalement basé sur les livres : [36,56,57,61]

Modélisation d’un programme linéaire
La formalisation d’un programme est une tache délicate mais essentielle car elle conditionne
la découverte ultérieure de la bonne solution. Elle comporte les mémes phases quelles que

soient les techniques requises ultérieurement pour le traitement (programmation linéaire

15
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ou programmation non linéaire) :

1. La détection du probleme et 'identification des variables. Ces variables doivent corres-
pondre exactement aux préoccupations du responsable de la décision. En programmation
mathématique, les variables sont des variables décisionnelles.

2. La formulation de la fonction objectif traduisant les préférences du décideur exprimées

sous la forme d’une fonction des variables identifiées.

Définition 2.1. On appelle probleme d’optimisation linéaire sous forme générale un pro-

bléme de la forme :

maz Z(x)
Gl(x) <0

Galm) <0 (2.1.1)

Gn(z) <0

x € R".

Oun,m € N*,Z : R® — R est une fonction linéaire et G;,Vi = 1,...,m sont des

applications affines définies sur R" et a valeurs réelles .

Définition 2.2. On dit que T € R™ est une solution réalisable du probleme (2.1.1) si
T vérifie le systéeme d’inéquations précédent, autrement dit si G;(z) < 0,Vi = 1,...,m.
L’ensemble S de toutes les solutions réalisables d’un probleme d’optimisation est appelé

son ensemble réalisable.

Définition 2.3. On dit que z* € R™ est une solution optimale du probleme (2.1.1) si z*
est une solution réalisable du probleme (2.1.1) et si de plus, quelle que soit la solution
réalisable y € R™ du probléeme (2.1.1), on a nécessairement Z(y) < Z(z*). Autrement dit,
une solution réalisable est optimale si elle maximise la fonction objectif sur I’ensemble des

solutions réalisables.

Remarque 2.1. L’ensemble S est un polyédre dans R”, c¢’est-a-dire une intersection finie
de demi-espaces fermés de R™. Si S est de plus non vide et borné (cela n’est pas nécessai-

rement le cas), et puisque la fonction objectif est une fonction continue, 'existence d’au
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moins une solution optimale est alors garantie. Dans tous les cas, nous verrons que si la
fonction est majorée sur S, alors le probleme de maximisation a toujours au moins une

solution optimale.

2.1.1 Formes matricielles classiques

Notons & = (x1, 2, ..., 7,)! le vecteur des variables, b = (b1, ba, ..., by,)t celui des seconds
membres des contraintes, ¢ = (¢, ¢a, ..., ¢y) les couts ou profils associés aux variables, et
A = a(ij) la m x n-matrice des contraintes. Deux formes matricielles sont courantes : la
forme canonique avec des contraintes Ax < b et la forme standard avec des contraintes
d’égalités, pour la résolution algébrique par des programmes. Par convention, la forme
standard est exprimée avec les seconds membres positifs.

Un probleme sous forme canonique s’écrit donc :

Az <b (2.1.2)

max 7 = cx
Ax =b (2.1.3)
x>0

Remarque 2.2. - Dans la réalité, un PL peut comporter a la fois des égalités et des
inégalités, on peut donc convertir les formes mixtes en formes classiques. Ainsi, toute
contrainte d’égalité peut étre remplacée par des inégalités (< et >).

- On peut convertir une inégalité en égalité en ajoutant une variables d’écart, propre a
chaque contrainte.

- On peut passer d’'une maximisation & une minimisation, car maximiser Z revient a

minimiser —Z.

Théoréme 2.1. Tout programme linéaire peut étre écrit sous forme canonique ou Sous
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forme standard.

Remarque 2.3. Sans perte de généralité, on peut supposer que dans un probléme sous
forme standard, les lignes de A sont linéairement indépendantes (si ce n’est pas le cas soit
certaines contraintes sont redondantes, soit I’ensemble des contraintes est vide). Dans la
suite, lorsque nous parlerons de probleme sous forme standard, nous supposerons implicite-

ment que les lignes de A sont linéairement indépendantes, autrement dit que rang(A) = m.

Définition 2.4. Considérons le probleme d’optimisation linéaire sous forme standard

max Z = cx
(P)q Az =1b (2.1.4)
x>0

Définition 2.5. Soit B C {1,2,...,n} un ensemble d’indices avec card(B) = m tel que
les colonnes A7, j € B, de A sont linéairement indépendantes. On dit que I’ensemble des
colonnes A7, j € B, est une base et les indices de B sont appelés indices de base.

— les variables g = (2,7 € B) sont appelées variables de base.

— les variables zn = (z,j ¢ B) sont appelées variables hors base.

Définition 2.6. On dit que = = (xp,xn) est solution de base associée a la base B si
zy = 0. ¢ = (zp,xy) est une solution de base réalisable si xy = 0 et Agrp = b,

rp = Aglb > 0. Dans ce cas, on dit que la base B est réalisable.

Définition 2.7. Etant donnée une base réalisable B du programme linéaire (P), le pro-

gramme linéaire est équivalent & (P’) :

Ny = z(mazx) — b

g+ A]g,lANxN = Aélb z>0
Le probleme (P’) est dit forme canonique de (P) par rapport & la base B ol :
- N={1,2,..,n}\B
~r=cbB A;l est dit vecteur multiplicateur relatif a la base B

— ¢ =c— A est dit vecteur des couts réduits relatif & la base B
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Théoreme 2.2. Si le vecteur des cotts réduits ¢ relatif a une base réalisable B est négatif
ou nul, la solution de base correspondante est une solution optimale de (P). La base B est

alors dite base optimale.

2.1.2 Meéthode de résolution d’un programme linéaire

Un probleme linéaire peut étre résolu en temps polynomial. L’algorithme du simplexe
[17] est le plus célebre (et le plus efficace dans le cas général) des algorithmes de résolution,
bien qu’il ne soit pas polynomial!. L’algorithme du simplexe repose sur le fait qu’une
solution optimale d’un programme linéaire peut étre prise parmi les sommets du polyedre
de R™ déterminé par Az < b. On donne les étapes de I'algorithme du simplexe et on détaille

la (PLNE) dans la section suivante.

Algorithme du simplexe

L’algorithme du simplexe, introduit en 1947 par G.B. Dantzig [17], décrit un moyen
intelligent de se déplacer d’une solution de base admissible a une autre améliorant la valeur
de la fonction objectif, jusqu’a trouver une solution optimale en un nombre fini d’étapes.
Malgré une complexité théorique dans le pire des cas exponentielle, il permet de résoudre
la plupart des problemes non générés aléatoirement rapidement.

Soit & résoudre le programme linéaire :

On définit 'application linéaire col par :
col: {1,....m} — {l,...,n}
i — col(i) = indice de la variable de base associée a la ligne 1.
1. Ecriture canonique. Soit B une base réalisable de départ, alors ’écriture canonique

de (P) par rapport & B donne :
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1 0 0

0 : AN — (AB)~1AN b= (AB)"1p
0

0 0 1

0 -+ 0 0|cv=cy—cp(AB)1AN | 2 —cp(AP)~1b

TABLE 2.1 — Ecriture canonique de (P)/B

2. Choix de la colonne pivot. (variable a entrer en base)
(a) SiVje N, ¢ <0, alors STOP (la solution optimale est trouvée).
(b) Sinon, choisir une colonne s telle que : ¢ = maz C;
j€

3. Choix de la ligne pivot. (variable a sortir de la base)

(a) SiVi=1,m, ﬁf < 0, alors STOP (la fonction objectif n’est pas bornée).

(b) Sinon, choisir une ligne 7, telle que :

b b~
— = min { —|A >0
As i=Tm Af

B = BU{s}\ col(r)

4. Opération pivot. (passage au tableau suivant) : Soient Ly, Lo, ..., Ly, les m pre-
mieres lignes du tableau 2.1 correspondants aux contraintes du probleme et L, 11

la (m + 1) ®me ligne correspondant a la fonction objectif, alors les lignes du nouveau

tableau sont calculées ainsi :

LA

(a) Li+ Li— —=—L i=1,m,i#r
S
T

L,cs

b) Lyt1 ¢ L4 — —=

( ) +1 +1 A;ﬁ
L,
C Lr >~
© L = 7

Retour a (1)

On distingue dans la programmation linéaire (PL), la programmation en nombres
entiers (PLNE), pour laquelle les variables sont astreintes a étre entiéres, si les variables

ne peuvent prendre que les valeurs 0 ou 1, le programme est linéaire a variables bivalentes,
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binaires ou de décision, et la programmation linéaire en nombres réels, pour laquelle les
variables sont continues. Bien entendu, il est possible d’avoir les deux en méme temps
(variables entieres et continues), on parle alors, de programme linéaire mixte. Cependant,
a partir du moment ou au moins une contrainte ou la fonction objectif n’est plus une
combinaison linéaire de variables, on a affaire & un programme non linéaire (PNL). Les
PLNE et PL en 0-1 sont plus difficiles a résoudre que les PL ordinaires, et les PN L sont
encore plus difficiles et les algorithmes actuels ne trouvent en général qu’un optimum local.
La difficulté d’un probleme découle donc de 'efficacité des algorithmes de résolution qu’on

peut lui appliquer.

2.2 Programmation linéaire en nombres entiers (PLNE)

La programmation linéaire en variables entiéres est trés importante, car la plupart des
problemes réels comportent des variables qui doivent, par nature, prendre nécessairement
une valeur entiere. La programmation linéaire en nombres entiers étudie des programmes li-
néaires dans lesquels les variables sont astreintes a étre entieres. En particulier, les variables
peuvent étre simplement binaires. De nombreuses contraintes, en apparence non linéaires,
peuvent étre linéarisées grace a des variables entieres. Ces possibilités augmentent énor-
mément le champ d’application de la programmation linéaire. Méme si les programmes
linéaires obtenus sont souvent difficiles a résoudre, la programmation linéaire en nombres
entiers est déja tres utile comme langage de modélisation : elle permet de décrire de facon
concise des problemes d’optimisation discrete. [36,56, 58, 67]

Un probléeme de la programmation linéaire multiobjectif en nombres entiers peut étre for-

mulé comme suit :

maz z(x) (22,1

x € S, x vecteur entier

ol x est un vecteur de n variables entiéres positives ou nulles, z est une fonction scalaire
et S Pensemble des contraintes défini comme suit : S = {z € R"/Ax < b,x > 0}, tel que
AezZmm be Zm.

Le PLNE est un probleme N P-difficiles, car de nombreux problemes N P-difficiles

peuvent étre exprimés comme des PLN E (par exemple trouver un stable dans un graphe
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G = (V, E) revient & trouver un vecteur z € {0, 1}¥ satisfaisant z,, + 2, < 1 pour toute
aréte uv € ).

Remarque

Les remarques suivantes soulignent les difficultés de PLNE :

- L’optimum entier n’est pas forcément un sommet du polyedre, il doit étre a l'intérieur
du polyedre.

- Si le PL relaxé avait un optimum entier, ce serait aussi 'optimum du PLNE.

- Sinon, le cout optimal du PL relaxé donne une borne supérieure (une bonne inférieure
en minimisation) du cott optimal du PLNE.

- L’arrondi de la solution du PL relaxé n’est pas nécessairement optimal pour le PLNE,
il pourrait méme ne pas étre réalisable.

- Le polyedre peut étre non vide mais, n’admettre aucune solution entiere.

2.2.1 Quelques méthodes de résolution des PLNE

Les deux principales familles de méthodes actuellement connues pour résoudre les pro-
blemes de programmation linéaire en nombres entiers sont les méthode arborescentes et
les méthodes des coupes. On présente ci-dessous la méthode : "Branch and Bound” [48] et

la méthode des Coupes de Gomory [38].

2.2.2 ”Branch and Bound”

La méthode par séparation et évaluation ("Branch & Bound) est treés efficace pour
la résolution des probléemes de programmation linéaire en nombres entiers. Elle a été a
lorigine développée par Land et Doig (1960) [48] et a été modifiée plus tard par Dakin
(1965) [19].

L’algorithme consiste a séparer de maniere récursive le probleme en sous-problemes
de cardinalité inférieure tant que la résolution de ces problemes reste difficile. Le cardinal
de I’ensemble a explorer est réduit en imposant a cet ensemble des contraintes supplé-
mentaires (réduction du domaine). Une série de tests, appliquée a tous les sous-problemes
permet de supprimer de ’espace de recherche les sous-probléemes qui ne peuvent pas en-
gendrer de solution optimale.

Cette recherche par décomposition de l’ensemble des solutions peut étre représentée
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graphiquement par un arbre. C’est de cette représentation que vient le nom de méthode
de recherche arborescente .

- Chaque sous-probléme créé au cours de 'exploration est symbolisé par un nceud de ’arbre
(ou sommet), le noeud racine représentant le probleme initial.

- Les branches de ’arbre symbolisent le processus de séparation, ils représentent la relation
entre les nceuds.

- Les nceuds non séparés sont appelés nceuds pendants (par exemple, (S1) , (S3) et (S4),

de la figure 2.1 :

Moeud racine (probléme initiale)

Premier niveau de séparation

(54)

Deuxigéme niveau de séparation

(s21) (s22) (s23)

FI1GURE 2.1 — Exemple d’arbre de recherche

Un arbre construit durant la résolution afin de représenter toutes les combinaisons de va-

leurs possibles pour les variables binaires est présenté dans la figure 2.2 :

FIGURE 2.2 — Exemple d’arbre binaire

Chaque nceud de P'arbre ci-dessus représente un sous-probleme pour lequel certaines va-
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riables binaires sont fixées. Les variables dont la valeur n’est pas encore fixée sont appelées
variables libres. Le nceud racine représente le probleme originel a résoudre sans variable
binaire fixée et les feuilles de ’arbre correspondent aux sous-problemes pour lesquels toutes
les variables binaires sont fixées.

Le "Branch and Bound” est basé sur trois axes principaux :

— L’évaluation
L’évaluation permet de réduire I’espace de recherche en éliminant quelques sous en-
sembles qui ne contiennent pas la solution optimale. L’objectif est d’essayer d’éva-
luer l'intérét de I’exploration d’un sous-ensemble de ’arborescence. Le "Branch and
Bound” utilise une élimination de branches dans ’arborescence de recherche de la
maniere suivante : la recherche d’une solution de colit minimal, consiste & mémoriser
la solution de plus bas cout rencontré pendant ’exploration, et a comparer le cott de
chaque nceud parcouru a celui de la meilleure solution. Si le cotit du nceud considéré
est supérieur au meilleur cotit, on arréte ’exploration de la branche et toutes les
solutions de cette branche seront nécessairement de cout plus haut que la meilleure
solution déja trouvée. La partie évaluation consiste a calculer une borne inférieure b
et une borne supérieure ub pour un ensemble donné, de sorte que la borne b < ub.
Une borne inférieure peut étre la valeur de la meilleure solution trouvée jusqu’a cet
instant de la recherche, ou la valeur d’une solution obtenue avec une méthode ap-
prochée. La borne supérieure est utilisée pour fermer certaines régions de I'espace a
explorer. Une bonne borne supérieure doit étre rapide a calculer tout en étant serrée.

Cependant, ces deux qualités s’opposent en pratique.

— La séparation
La séparation consiste a diviser le probleme en deux sous-problemes selon les valeurs
d’une variable déja choisie z. Pour un PLN E général, on sépare en considérant un
entier p et les deux sous-problemes z < p et x > p+ 1. Pour un PL en 0-1, on sépare
en considérant les deux cas x =0 et x = 1. Les PLN E des sous-problemes peuvent
a leur tour étre séparés, ce qui forme progressivement une arborescence dont chaque

noeud correspond & un sous-probléme. Cette arborescence peut étre énorme. Ainsi,
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en résolvant tous les sous-problemes et en gardant la meilleure solution trouvée, on
est assuré d’avoir résolu le probleme initial. Cela revient a construire un arbre per-
mettant d’énumérer toutes les solutions. L’ensemble de nceuds de 'arbre qu’il reste
encore & parcourir comme étant susceptibles de contenir une solution optimale, c¢’est-

a-dire encore a diviser, est appelé ensemble des nceuds actifs.

— Les stratégies de parcours

La largeur d’abord : Cette stratégie favorise les sommets les plus proches de la
racine en faisant moins de séparations du probleme initial. Elle est moins efficace que
les deux autres stratégies présentées.

La profondeur d’abord : Cette stratégie avantage les sommets les plus éloignés
de la racine (de profondeur la plus élevée) en appliquant plus de séparations au pro-
bleme initial. Cette voie mene rapidement a une solution réalisable en économisant
la mémoire.

Le meilleur d’abord : Cette stratégie consiste a explorer des sous-problémes pos-
sédant la meilleure borne. Elle permet aussi d’éviter ’exploration de tous les sous-

probléemes qui possedent une mauvaise évaluation par rapport a la valeur optimale.

2.2.3 Coupes de Gomory

L’algorithme utilisant les coupes de Gomory procede comme suit :

Soit Z une solution optimale du probleme relaxé (PL) trouvée par la méthode du
simplexe. Si T est une solution entiere, elle est optimale pour (PLN E). Sinon, choisir une
variable x; telle que la valeur Z; est fractionnaire et considérer la ligne correspondante du

tableau du simplexe, par exemple la ligne 7 :

xj+ Z ik Tl = Tj
keN

ou N est I’ensemble des indices des variables hors-base.

La contrainte

> f@in)zr > f(T5) (2.2.2)

kEN
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est alors déduite de I’expression précédente, ou f(r) = r—|r| désigne la partie fractionnaire
du nombre réel r.

Cette coupe, appelée coupe fractionnaire de Gomory, ou coupe fondamentale, peut
étre rajouter au tableau courant du simplexe. Dans la pratique, les coupes fractionnaires
de Gomory convergent tres lentement. D’autres coupes ont été introduites dans 'intention
de les rendres plus performantes. En particulier, Gomory [38] lui méme a donné les coupes

suivantes :

Proposition 5. L’inéquation

S mind (@), £() - @)

kEN ﬁ(@)}xk > f(z;) (2.2.3)

est une coupe. De plus, elle est plus profonde que la coupe 2.2.2

De méme, pour tout entier naturel t, l'inéquation

1 — f(ta)

W}Q:k > f(tfj) (2.2.4)

Z mand{ f (ta), f(tZ;)

keN

est une coupe plus profonde que (77)

Remarque 2.4. Cette méthode a un sérieux inconvénient qui est associé aux erreurs d’ar-
rondis qui surgissent pendant les calculs numériques. En raison de ces erreurs d’arrondis,
nous pouvons finalement obtenir de faux résultats concernant le test d’intégrité sur les va-
riables. D’autre part, le nombre de coupes de Gomory [38] & générer peut étre trés grand.
Ce qui fait augmenter la taille du probléme sans limite, puisqu’une variable d’écart et une
contrainte sont ajoutés a chaque fois que b n’est pas entier ou b est le vecteur des seconds

membres des contraintes du probleme apres les opérations de pivotage.
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Programmation linéaire

multiobjectif

De nombreux problémes rencontrés quotidiennement dans divers domaines (transport,
télécommunication, économie ...) peuvent étre modélisés sous la forme de programmes
linéaires en nombres entiers et sont étudiés dans le cadre de I’optimisation combinatoire. De
nombreuses méthodologies, exactes ou approchées, ont été proposées et il est aujourd’hui
possible de résoudre des problemes de taille conséquente.

Par ailleurs, la prise en compte simultanée de plusieurs objectifs contradictoires est de
plus en plus considérée et forme 'objet d’étude de l'optimisation combinatoire multiob-
jectif. Les méthodes pour 'optimisation multiobjectif ont connu un intérét croissant ces
vingt dernieres années. Cependant, le domaine de recherche a tendance a s’enliser, privilé-
giant des méthodes basées sur les métaheuristiques tels que les algorithmes évolutionnaires.
Alors que I'on recense des centaines d’études dédiées aux algorithmes évolutionnaires mul-
tiobjectif, le nombre portant sur les méthodes exactes multiobjectif est de I'ordre de la
dizaine.

Ainsi, un effort reste a fournir pour amener les méthodes multiobjectif au méme ni-
veau d’utilisabilité et de performance que les méthodes en optimisation classique, et ainsi
développer 'adoption et 'utilisation de ’optimisation combinatoire multiobjectif, en leur
permettant de s’attaquer a des problemes réalistes de grande taille.

Le projet de cette these sera d’explorer ’adaptation et I’élaboration de techniques,

27
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notamment des méthodes exactes comme les algorithmes de séparations en utilisant la
programmation mathématique pour l'optimisation multiobjectif, en se focalisant sur les
problemes linéaires en nombres entiers et plus particulierement les problemes en variables
0-1.

Les problemes d’optimisation combinatoire issus des problématiques réelles sont la plu-
part du temps de nature multiobjectif, car plusieurs critéeres d’évaluation souvent contra-
dictoires sont & considérer simultanément. Optimiser un tel probléeme releve donc de I'op-
timisation combinatoire multiobjectif.

L’optimisation multiobjectif possede ses racines dans les travaux en économie de Ed-
geworth [24] et Pareto [52]. Elle a ainsi été initialement utilisée en économie et dans les
sciences du management, puis graduellement dans les sciences de 'ingénieur.

Pourtant, malgré 'intérét indéniable de la modélisation et de la résolution multiob-
jectif des problemes rencontrés dans l'industrie, dans les télécommunications et d’autres
domaines de la vie quotidienne, peu de travaux ont été réalisés en optimisation combina-
toire multiobjectif avant les années 80-90. Mais depuis,un fort intérét a été montré pour
I’aide & la décision multiobjectif qui consiste pour un probléeme comportant plusieurs objec-
tifs, a déterminer, parmi les solutions de meilleur compromis entre les objectifs, la solution
la plus intéressante pour le probléme en question. Ainsi, une phase importante concerne
I'optimisation multiobjectif qui recherche les solutions de compromis.

L’objet de ce chapitre est de présenter quelques notions fondamentales concernant les
problémes de programmation linéaire en nombres entiers dans le cas ou plusieurs objectifs

a optimiser sont & considérer.

3.1 Sur la programmation multiobjectif linéaire discrete

Un probléme d’optimisation mono-objectif peut étre formulé comme suit :

mazimiser z(x)

(PL) (3.1.1)
sous resS

ol x est un vecteur de n variables, z est une fonction scalaire et S ’ensemble des
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solutions réalisables défini par des contraintes comme suit : S = {x € R"/Az < b,z > 0},

A est une m X n-matrice réelle et b un m-vecteur réel.

La formulation précédente était relative a un probléme dans lequel on recherchait un
optimum pour une fonction objectif. Cependant, lorsque 'on modélise un probleme, on
cherche souvent a satisfaire k, (k > 1 et entier) objectifs. Par exemple, on veut un systéme
performant et on veut aussi que ce systéme consomme peu. Dans ce cas, on parle de
probleme d’optimisation multiobjectif (ou probleme d’optimisation multicritere). Celui-ci

s’écrit de la maniére suivante :

() mier 2(2) = (21(@),2() - 24(2) (3.1.2)

sous xesS
ou S = {xr € R"/Azx < b,z > 0} est 'ensemble des solutions réalisables de (P) (appelée
aussi espace de décision) définies ci-dessus. A chaque solution réalisable 2 dans S, on
associe son image z(x) = (21(z), z2(z), ..., zx(z)) dans R* (espace des critéres ) et on
construit donc, I'ensemble C' = {y € R" : y = z(x),z € S} = 2(9).
Sans perte de généralité nous supposerons par la suite que nous considérons des problemes

de maximisation.

3.1.1 Terminologie - Définitions
I. Relation de dominance et solutions efficaces [66, 70]

Pour qu’une solution = € S soit un possible compromis satisfaisant, il apparait naturel
d’imposer qu’il n’existe aucune autre solution admissible y € S qui fournisse des valeurs
au moins aussi bonnes que celles de = sur chaque critere et méme meilleur sur au moins

un critere. C’est une condition minimale a satisfaire qui justifie les définitions suivantes :

Définition 3.1. - Un point z € R™ domine un point 2’ € R”, si et seulement si Vi = 1...k,
zi > 2 et 3i € {1...k} tel que z; > 2., (c-a-d z # 2/).
- Un point z € R™ est non-dominé s’il n’existe aucun point 2’ € R™ qui le domine.

- Nous noterons Z(5) ’ensemble de ces vecteurs.

Définition 3.2. Une solution 2 € S est efficace (ou Pareto optimale) si son image z(z)
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est non-dominée. L’ensemble des solutions efficaces est noté FE(P).

Définition 3.3. - Le front Pareto est, dans ’espace des criteres, ’ensemble correspondant
des points non dominés.

- L’ensemble des solutions efficaces est I’ensemble des solutions intéressantes du point de
vue multicritere. Il est cependant généralement de grande cardinalité et méme, pour un

probleme en variables continues, infini non dénombrable.

Résoudre le probléeme (P) revient & trouver, soit ’ensemble des solutions efficaces dans
I’espace des décisions, soit I’ensemble des solutions non dominées dans I’espace des criteres.
II. Point idéal, matrice des gains et point “nadir”

Définition 3.4. Le point idéal z* = (27, 23, ..., 2) est le vecteur qui optimise chacune des
fonctions objectifs z; = ¢ , i.e : 27 = min{c;x\z € S}. Les coordonnées de ce point sont

obtenues en optimisant chaque fonction objectif séparément.

Définition 3.5. La matrice des gains associée au probleme (P) peut étre représentée par

une matrice carrée G de dimension k(k > 1) comme suit :

*

2 z212 ... Z1k
1 7 22k
2 DY
(3.1.3)
*
231 232 .- 2

avec z; = migzi =y, Vi =1,..,k, et 25 = Cil’;, Vi=1,..,k,Vj =1,...,k, avec
Tre
R
I1 faut noter que cette matrice dépend de la solution optimale z] et peut donc, ne pas

étre unique.

Définition 3.6. Le point "nadit” N € R¥ : n; = max{c;z\z efficace pour (P)}. Les
coordonnées de ce point correspondent aux pires valeurs obtenues par chaque fonction

objectif lorsque 'on restreint I'espace des solutions & la surface de compromis.
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12

Point nadir

Ji

FIGURE 3.1 — Représentation du point idéal et du point "nadir”.

ITI. Convexité

Définition 3.7. Un ensemble S est convexe si, étant donnés deux points distincts quel-
conques de cet ensemble, le segment qui relie ces deux points est contenu dans ’ensemble

S.

b b5

N i

(a) Un ensemble convexe (b) Un ensemble non convexe

FIGURE 3.2 — Exemples d’ensemble convexe et d’ensemble non convexe.

3.1.2 Notion de cones

Définition 3.8. Soit u € U C R", U # (). Alors, U est un coéne si et seulement si au € U

pour tout scalaire o > 0. L’origine 0 € R™ est contenu dans chaque cone.

Excepté de ’ensemble singleton qui contient uniquement ’origine, tous les cones sont non
bornés. Comme exemple, le demi espace fermé {a; € R"|ctz < 0} est un cone mais le demi

espace ouvert {x € Rtz > 0} n’est pas un cone car il ne contient pas l'origine. [66]

2

Définition 3.9. Considérons {ul,u ,...,uk}, un ensemble de k vecteurs de R™ et I'en-
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semble U tel que :

k
U= {uER”M:Zaiui, o; > O},

1=1

U est 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires a coefficients non négatifs des u', i =

2

1, k, et il est le cone convexe engendré par I’ensemble {ul, uc, ... ,uk}. Les vecteurs u’, i =

1, k sont appelés les générateurs de U.

Le seul coéne pour lequel I'ensemble des générateurs est unique est {0 € R"}.

Soit {ul,uz,...,uk } un ensemble de générateurs pour le cone convexe U et soit u! €

{ul, u?, ... ,uk}. Alors, ul est générateur non essentiel si U peut étre généré par {ul, u?, ... ,uk}\
{ul}. Un générateur non essentiel est celui qui peut étre exprimé comme combinaison li-

néaire d’autres générateurs, il est dit essentiel sinon.

Définition 3.10 (Dimension d’un céne). La dimension d’un cone U C R™ est donné

par le nombre de vecteurs linéairement indépendants de U'.

Par exemple, la dimension du céne singleton {0 € R"} est 0, et la dimension d’un coéne
convexe généré par un ensemble de k vecteurs linéairement indépendants est k. On peut
déterminer la dimension d’un cone en calculant le rang de la matrice dont les lignes (ou

les colonnes) sont les générateurs de ce cone.
Définition 3.11. Soit U C R™ un cone. Alors, le céne polaire non négatif de U (noté U=)

est le cone convexe :

Uz = {y € R"|y'u > 0 pour tout u € U}7

c’est a dire, tous les vecteurs de UZ font un angle inférieur ou égal & 90° avec chaque

vecteur de U.

Définition 3.12. Soit U C R™ un cone généré par I’ensemble {ul,uz, ces ,uk}. Alors, le

cone polaire semi positif de U noté U~ est le cone convexe :

U~ = {y € R"|y'u" > 0 pour tout i et y'u’ > 0 pour au moins uni} U {0 € R"}
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Notons qu’un vecteur y € U~ doit avoir un produit scalaire positif avec au moins 'un des

u', i = 1, k. L’origine {0 € R"} est incluse car sinon U~ ne serait pas un cone. [66]

3.2 Détection graphique de Defficacité

Soit le probléme de programmation linéaire multiobjectif en nombres entiers suivant :

[15,68]

"Max? Z'=dcx i=1,r
(P)
xeD

D={zeZ"Ax =b, 2 >0} avec: Ac Z™ ", beZm et C = (ci)i:ﬁ ez "
Pour tester lefficacité en un point * € D, Ralph E. Steuer [66] a introduit le concept
d’ensemble dominant qui est principalement basé sur la notion du cone étudiée précédem-

ment.

Définition 3.13 (Ensemble dominant). Soit 2* € D et C~ le cone polaire semi positif

du cone C généré par les gradients des r fonctions objectifs, i.e. :
C” = {y € R"[y"(c")" > 0 pour tout i et y*(c')’ > 0 pour au moins uni} U {0 € R"}

On définit ’ensemble dominant noté ED,« , comme étant la somme des ensembles {z*}
et C~ :

EDg =x* @ C~,

c’est & dire :

EDy ={z e R"z=a"+y, Cy >0, Cy # 0}

L’ensemble dominant FD,+ contient tous les points dont les vecteurs criteres dominent le
vecteur critere de z* € D. Notons que la somme des ensembles {z*} et C~ effectue une

translation du cone polaire semi positif de 'origine vers le point en question.

Théoréme 3.1. [66]
Soit ED,~ l’ensemble dominant en x* € D. Alors x* est efficace si et seulement si :

EDg- N D = {a*}.
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Preuve 1. = / Supposons que z* est efficace et que EDy,« N D # {x*}. Alors, il existe
T € EDy» N D, T # x*. Puisque T € EDy«, alors T = 2* +y ouy € C~. Comme
Cy >0, Cy # 0 alors CT > Cx*, CT # Cx*. Ceci contredit le fait que x* est efficace.
Alors si x* est efficace, EDyz< N D = {x*}.

< / Si EDy« N D = {x*}, ceci implique que si le vecteur critére de T domine le vecteur
critére de x*, T ¢ D alors le vecteur critére de x* est non dominé, et par conséquent, x*

est efficace.

Corollaire 1. Si CZ = {Ogn}, alors Yz € D, x est solution efficace.

3.2.1 Solutions supportées et solutions non supportées

Cette section est rédigée sur la base des documents cités en [15,68,71].
Sur le front Pareto, deux types de solutions peuvent étre différenciées : les solutions sup-
portées et les solutions non supportées. Les premieres sont celles situées sur 1’enveloppe
convexe de I'ensemble des solutions (Figure 3.3) et peuvent donc étre trouvées a l'aide
d’une agrégation linéaire des objectifs [34]. Elles sont donc plus simples & obtenir que les
solutions non supportées. D’ailleurs, la principale difficulté réside dans la détermination des
solutions non supportées puisqu’on ne dispose pas de méthode algorithmiquement simple
pour les calculer, comme c’est le cas pour les solutions supportées et les premiers travaux
en optimisation combinatoire multiobjectif se sont pour la plupart focalisés sur la recherche
de ces solutions supportées en optimisant des combinaisons linéaires des objectifs utilisant

différents vecteurs de poids.

3.2.2 Fonctions scalarisantes

S’il apparailt naturel de limiter la considérations des solutions efficaces comme solutions
potentielles de compromis, ceci ne résout cependant pas le probleme de décision propre-
ment dit qui nécessite de sélectionner une seule solution de "meilleur compromis”. cette
section exige une information supplémentaire relative a la structure de préférence du dé-
cideur, elle peut parfois se traduire en termes de parametres de préférences, appelés les
poids \;(i = 1, ..., k) qui refletent 'importance relative de chaque critere (le plus souvent

ils sont normés : Zle Ai =1, >0).
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Les poids, servent en général a agréger les différents criteres en une fonction unique. Ces
fonctions d’agrégation sont appelées fonctions scalarisantes. Elles ont le plus souvent un
role technique, interne a la méthode ; leur optimisation (moncritére donc) permet de géné-
rer une solution efficace.

Caractérisation des solutions efficaces [34]

Les fonctions scalarisantes ci-dessus permettent de caractériser, entierement ou partielle-
ment, ’ensemble des solutions efficaces. Ce sont davantage des caractérisations théoriques
car leur mise en ceuvre conduit a la résolution de problemes multi-paramétrique, peu aisé

a traiter si le nombre de parametres (égal au nombre de criteres) est élevé. Posons

A={\¢e R’“\Zk:)\i =1,\>0i=1,..,k},
i=1
Théoréme 3.2. [68]
Soient P un MOP ayant k fonctions objectifs et A\ € R¥. Le probléme pondéré Py est
défini par :
(P\) : Max{\'Cz | z € D}

avec A € A et Zp = {z(z) € R¥|z € D}
a) Si x est une solution optimale de (P), x est une solution efficace.
b) Si x est solution efficace et que Zp est un ensemble convexe, il existe X\ € A tel que x

est solution optimale de (Py).

Définition 3.14. L’ensemble des solutions efficaces est noté X et I’ensemble des points

non dominés est Yy.

Définition 3.15. Cette méthode de calcul, populaire grace a sa simplicité de mise en
ceuvre, a conduit a la distinction des solutions efficaces et des points non dominés en deux
catégories :

- les points non dominés supportés, se trouvant sur la frontiere de ’enveloppe convexe de
Yn. Les ensembles de points non-dominés supportés et des solutions efficaces supportées
correspondantes sont notés Ysy et Xgg. Ces points sont obtenus par la résolution de
sommes pondérées.

- les points non dominés non supportés, constitués des points de Yy situés a l'intérieur de
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son enveloppe convexe. Les ensembles de points non dominés non supportés et des solutions
efficaces non supportées correspondantes sont notés Yyy et Xyg.

Par ailleurs, on peut encore distinguer deux types de solutions parmi Xgg :

- les solutions efficaces supportées extrémes dont I'image se situe sur un sommet de conv(Y).
Ces solutions forment Xgp, et Ysn, = 2(Xgsg,) est 'ensemble des points non dominés
supportés extrémes ;

- les solutions efficaces supportées non extrémes dont I'image n’est pas sur un sommet de
conv(Y'). Ces solutions forment Xgp, et Ysn, = 2(Xgg,) est I'ensemble des points non

dominés supportés non extrémes.

Remarque 3.1. Alors pourquoi ne pas se satisfaire des solutions supportées ? Tout d’abord
parce que ces solutions peuvent ne représenter qu'un petit sous ensemble des solutions
efficaces. De plus, ces solutions supportées ne sont pas forcément bien réparties le long du

front et ne représentent pas toujours un bon compromis.

22 X point supporté

% point non supporté

4+ point domingé
point nadir

¥ point idéal

—— fermeture convexe de la frontiére efficace

FIGURE 3.3 — Schéma des différentes solutions et points caractéristiques de ’espace des
objectifs
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Exemple 3.1. [71]

Soit le programme linéaire biobjectif suivant :

;

minz; = — x1—4x9
minzs = — 2x1+ 229
S.C. — z1+2z22 < 9
(MOPL1)
6x1 — 222 < 30
1+ 220 < 12
T; > 0 i=1,2

Les ensembles réalisables et efficaces de M OPL1 sont représentés sur les figures 3.4 (a) et
3.4 (b). En particulier, le polytope X est délimité par cinq solutions extrémes :
— z1 = (0,0) dont 'image est z; = (0,0);

x9 = (0,4.5) dont I'image est yo = (—18,9);

x3 = (1.5,5.25) dont I'image est y3 = (—22.5,7.5);
— x4 = (6,3) dont I'image est y4 = (—18,—6);
— x5 = (5,0) dont 'image est y5 = (—5, —10).
Ici, une infinité de solutions sont efficaces : les segments [x3, x4] et [z4, z5]. On peut remar-
quer que ces solutions peuvent étre décrites en utilisant uniquement les trois solutions x3,
x4,75. On dit que ces solutions sont efficaces extrémes. Généralement, elles sont utilisées

pour décrire implicitement I’ensemble efficace et ’ensemble non dominé, et leur nombre

peut augmenter exponentiellement avec la taille du probleme [28].
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. ]

]
Tl mE

(a) Ensemble réalisable de (MOPL1) et solutions ef- (b) Image de I’ensemble réalisable de (MOPLI) et
ficaces. points non dominés.

FIGURE 3.4 — Ensemble réalisable du probleme (M OIPL1) dans l'espace des décisions et
I’espace des objectifs de I'exemple 3.1

Théoréme 3.3. [71]

Toutes les solutions efficaces d’un (MOLP) sont supportées.

Dans l'exemple 3.1 on a donc Xp = Xgp = [r3,24] U [24,25], Xsp, = {x3, 24,25}
et Xgp, =|xs, x4[U]zq, x5[. Afin d’illustrer les autres ensembles introduits, considérons un
exemple de programme discret.

Exemple 3.2. [71] Soit le programme linéaire biobjectif suivant :

4

minz; = —x1 —4x9
minzo = —2x1 + 2x9
s.c. —x1 + 2x9 <9

6xl — 2x9 <30

x1 + 229 <12

r; €N 1=1,2

Les ensembles réalisable et efficace de (MOIPL1) sont représentés sur les figures 3.5 (a)
et 3.5 (b). Dans cet exemple :
~ Xp={(2,5),(4,4),(6,3), (5,0, (5, 1)} et Yy = {(—22,6), (—20,0), (—18, —6), (—5, —10),
(=9, -8)}
- Xsp ={(2,5),(4,4),(6,3),(5,0)} et Yoy = {(—22,6),(—20,0), (—18,—6), (—5,—10)}
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- XNyE = {(5, 1)} et Ynny = {(—9, —8)}
- Xsp, =1(2,5),(6,3),(5,0)} et Ysn, = {(—22,6),(—18,—-6), (—5,—10)}
- Xsg, = {(474)} et Yon, = {(_2070)}

xr9 /

[ [ T !
¢ o o o o I el 114
¢ o o o o T ST? il Tz
¢ o o o o PURERPY |
ﬁ\’.\ﬁ 11§ PN /
[ 2 { 2 { 2 L] ®
(a) Ensemble réalisable de (MOIPL1) (b) Comparaison des valeurs des solutions extrémes

de (MOIPLI)

FIGURE 3.5 — Ensemble réalisable du probleme (M OIPL1) dans I'espace des décisions et
I’espace des objectifs de 'exemple 3.2

Il existe donc des solutions non supportées dans les (M OILP).

Exemple 3.3. [70] Considérons l'exemple suivant :

mazrz, = 6x1 + 3x2 + T3
maxzg = 1 + 3x9 + 63

sc. 1+x04+23<1

z; = (0,1) j=1,23.

Par application du théoreme de Geoffrion, nous savons que les solutions optimales du



Chapitre 3 : Programmation linéaire multiobjectif 40

probleme paramétrique :

max \(6x1 + 3z2 + x3) + (1 — A) (21 + 32 + 6x3)
soumis a :
r1+22+23<1

z; = (0,1) j=1,2,3.

avec 0 < A <1

sont des solutions efficaces. Ces solutions optimales sont :

=1, 20=0, 23=0= 21 =6;20 =1

1 =0, 20=0, 23=1=21=1;20=6

Or il est aisé de constater que la solution :
$1:0,x2:1,x3:02>21:3;22:3

est également efficace mais n’est pas solution optimale du probleme paramétrique (figure3.6).

Z2

FIGURE 3.6 — Solutions efficaces supportées et non supportées

La raison en est que I’ensemble des solutions admissibles n’est pas un ensemble convexe.
Nous appellerons ensemble des solutions supportées, noté SE(P), 'ensemble des solutions

efficaces générées par résolution du probleme :
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A
gy

et ’ensemble de solutions non supportées, I’ensemble E(P) \ SE(P). La principale diffi-
culté théorique des problemes M OILP concerne la génération des solutions non suppor-
tées, c’est-a-dire celles qui ne sont pas sur la frontiere efficace mais sont situées dans la

région hachurée de la figure 3.7.

—\

h 4
o
—

FIGURE 3.7 — Régions des solutions efficaces non supportées

3.2.3 Approches de résolution

La solution d’un probleme multiobjectif est un ensemble de solutions. Cependant, pour
un probleme réel, une seule solution pourra étre déployée. Un choix par un décideur doit
donc étre effectué; le décideur peut intervenir en amont de la résolution, apres celle-ci,
ou de maniere interactive. On distingue classiquement trois grandes familles de méthodes
selon la maniere dont sont combinés ces processus :

— Préférence a priori : le décideur définit ses préférences entre les différents objectifs

avant d’utiliser la méthode d’optimisation.

— Préférence progressive interactive : le décideur affine son choix de compromis au fur

et & mesure du déroulement de la méthode d’optimisation.

— Préférence a posteriori : le décideur choisit la solution de son choix parmi I’ensemble

des solutions fournies par la méthode d’optimisation.
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Il est a noter que certaines méthodes n’entrent pas forcément dans une seule catégorie.
En effet, la méthode qui consiste a agréger les différents objectifs a 1’aide de poids est une
méthode a préférence a priori; le décideur affectant les poids de maniére a favoriser tel ou
tel objectif. Cependant, si les poids sont affectés aléatoirement et si la méthode est itérée
en changeant les poids a chaque exécution, il s’agit alors d’'une méthode & préférence a

posteriori.

3.2.4 Quelques méthodes exactes de résolution

Un grand nombre d’approches existent pour résoudre les problémes multiobjectif. Cer-
taines utilisent des connaissances du probleme pour fixer des préférences sur les criteres
et ainsi contourner ’aspect multicritére du probleme. D’autres mettent tous les criteres
au méme niveau d’importance, mais la aussi il existe plusieurs fagons de réaliser une telle
opération.

Nous nous placerons dans le cadre de méthodes ou la modélisation des préférences n’est
pas requise et ou le procédé d’optimisation doit étre puissant afin de fournir I’ensemble des

solutions de bons compromis par des méthodes exactes.

Méthode de Abbas, Chergui et Ait Mehdi [1]

L’approche [1] génére toutes les solutions entiéres non dominées sans passer en revu
toutes les solutions possibles. C’est une méthode Branch and Bound qui fait appel aux
coupes efficaces pour passer d’un vecteur entier & un autre. Elle fait appel a la méthode du
simplexe pour résoudre le programme linéaire P; a I’étape [ de la méthode. Les vecteurs
criteres sont alors adjoints au tableau du simplexe et évoluent de facon dynamique dans
ce dernier de la méme fagon que le critére z de F;. Si la solution optimale obtenue de P,
n’est pas entiere, ce qui correspond a un nceud de type 1 de I'arbre, seul un processus de
branchement est effectué pour détecter une solution entiere (contrairement aux autres mé-
thodes existantes, la méthode n’a pas besoin de rechercher une solution entiere optimale,
mais seulement une solution entiere voisine a la solution optimale courante qui n’est pas
entiere). Quand une solution entiére est obtenue, le nceud est de type 2, le vecteur critere
correspondant est comparé a ceux déja trouvés et ’ensemble des solutions potentiellement

non dominées est mis a jour. En vue de rechercher une autre solution entiere, les directions
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d’amélioration des criteres sont utilisées pour construire des coupes efficaces permettant

d’éviter 'exploration de domaines ne contenant que des solutions entieres dominées.

Notations

Mazx Z =5F  dx
(7) (3.2.1)

T € X

Ot Xo = X et Xjy1 = Uier, {7 € Xj|c’x > clal + > in N\ Hi LCZJx] + max{1, Lc/;\oj}}
— 2! : Une solution du probleme (P,).
— B! : Ensemble des indices des variables de base de z'.
— N': Ensemble des indices des variables hors base de z'.
— &' Vecteur critere réduit relatif au critere 4,i = {1,....k} .
— 63 : La j%*™¢ composante du cout réduit du vecteur critere 1.
— H} : L’ensemble définit comme suit : Hf = {j € N | é; > 0}
- K K ={ie{l,. .k} | H #0}
est 'ensemble des criteres pouvant étre améliorés & partir de .

— Pour chaque i € Kj, on définit la coupe efficace suivante :

dz >l + Z |0 |25 + maz{1, Lé;j} (3.2.2)
JENI\H]

NS v .
ou : &j, = min{¢}} pour i € K.
jeH

Algorithme 1. SND =0, i =0, pg = {(P)}.

1. Tant que pg # ()
— Choisir un programme (P;) de pg et pg = pg/(P,).
— Résoudre (P)).
— Si (B)) est irréalisableyi :=1i + 1.
~ Sinon,soit 2! la solution trouvée, aller ¢ 2
Fin tant que
2. — Sial est entiére.

~ Si Cz! n'est pas dominée par toute solution de SND alors SND := SND U



Chapitre 3 : Programmation linéaire multiobjectif 44

{Cal}.
- 8i Cz! domine Cy ,une solution de SND,alors SND := SND\ {Cy} U {Cxz'}.
— Déterminer : Nt | Hf pour chaque vecteur critere 5 et Kj.
- Si |K;j| = 0,aller a 1
— Sinon,| K| nouwveaux programmes ajoutée au pg :
(F)
la contrainte 3.2.2
aller a 1

- Sinon, deur nouveaux programmes ajoutée au pg :
(7) (7)

z < | x> [x;]

aller a 1

Méthode e-contrainte. [39]

La méthode a été proposé par Haimes et al. (1971). Elle consiste a transformer les
(k — 1) objectif en contraintes. L’objectif restant, qui peut étre choisi arbitrairement, est
la fonction d’objectif du probléeme d’optimisation mono-objectif qui en résulte, en d’autre
termes dans cette approche, le probleme consiste & optimiser une fonction f; sujette a des
contraintes sur les autres fonctions. En effet, en utilisant cette méthode itérativement, en
repartant a chaque fois de la solution trouvée pour définir la borne suivante [39], il est
possible en utilisant une méthode exacte mono-objectif de générer I’ensemble des solutions
Pareto.

Soit le probleme a résoudre :

) min  f(x) = (fi(2), fo(2), ., fi(2)) (3.2.3)

sous x €S8

ou f:R" — R¥ telle que f(z) = (fi(z))iz1,..k

Pour un objectif i € {1,...,k} du probleme (P), résoudre le probléme suivant :
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min fi(z)

(Pi){zes (3.2.4)

i@ <6 Vi {1 BN )

ou €; est une borne supérieure pour le jieme objectif.
{}[}Ilf
£, A
2 F_ ){"—#—/j ———————— Borne Bl
Opt 2
- - = = Onti T Borne B2
VA L Borne B3
_____ }(_ - em am mm Em == = .
———————— Mo - .
o o - Fwe_ ___ *
__________ Y
fl

FI1GURE 3.8 — Illustration de la méthode e—contrainte.

La figure 3.8 illustre un exemple pour lequel, la solution efficace optimale pour I’'objectif
f1 est d’abord recherchée (solution Optys;). Cette solution détermine la borne B1 sur
lobjectif f2 en dessous de laquelle 'objectif f2 va devoir étre optimisé. Cela nous donne
la solution Opt sy qui elle méme détermine la borne B2, etc...

La méthode Epsilon-Contrainte est facile a utiliser. Elle permet de trouver les solutions
du front méme les fronts non-convexe. L’inconvénient principal de cette méthode est de
trouver les bornes de variation pour les fonctions objectifs qui seront transformées en

contraintes.

Méthode de Ozlen et Azizoglu [50]

La méthode de Ozlen et Azizoglu est une amélioration de la méthode e—contrainte.
Dans la méthode [39], les valeurs ¢; sont diminuées d’une unité dans le cas de minimisation
multiobjectif, la méthode décrite dans [50] diminue ces valeurs en tenant compte de la
solution non dominée actuelle. En outre, la fonction objectif n’est plus I'un des criteres,

mais une combinaison pondérée et appropriée des criteres de (P) qui assure Uefficacité des
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solutions obtenues.
Dans cette méthode, on montre que le probleme multiobjectif (P) est équivalent (au
sens des solutions efficaces) au probleme suivant, obtenu en transformant le k™€ critere

en contrainte :

min fi(z) + e fr(z)

min fr—1(z) + e fr(x) (3.2.5)
fe(z) <1,

rzes
\

ou I, est une borne supérieure de fi. Ce probléme est a son tour équivalent au probleme
obtenu en transformant le critére £ — 1 en contrainte et ainsi de suite jusqu’a arriver a la

résolution du programme linéaire en nombres entiers mono-objectif suivant :

min fil@) + 8 wifi(2)
file) <l i=2,...k (3.2.6)

resS

ol les poids w; sont calculés en fonction des f; et fi, bornes supérieure et inférieure de
fi respectivement, de sorte que la solution optimale de 3.2.6 soit efficace pour le probleme
(P) et induit donc, une solution non dominée.

L’idée est que pour résoudre un probléme bi-objectif, on le raméne a un probléme mono-
objectif. Pour résoudre un probleme tri-objectif, on détermine d’abord les solutions non
dominées d’'un probléeme biobjectif correspondant, et de facon générale, pour résoudre un
probléme avec r objectifs, on doit le ramener & un probléme a r, on doit le ramener a un
probléeme a on doit le ramener a un probleme a r — 1 objectifs en utilisant chaque fois la

transformation e—contrainte.

Méthode récursive améliorée de Ozlen et Burton [51]

La principale contribution est d’améliorer I'algorithme récursif d’Ozlen et Azizoglu

pour générer ’ensemble non-dominé en utilisant I’ensemble de sous-problemes déja résolus
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et leurs solutions pour éviter de résoudre un grand nombre de programmes en nombres
entiers (I P).

Un inconvénient majeur de I’algorithme récursif décrit dans [50] est qu’il ne stocke pas ou
n’utilise pas de sous-probléemes d’information qui ont déja été résolus. Dans cet esprit, les
auteurs dans [51] proposent un algorithme amélioré qui utilise ces informations pour éviter

de résoudre un grand nombre d’IP.

Méthode en deux phases [69]

L’algorithme en deux phases est un cadre méthodologique pour les MOCO proposée par
Ulungu et Teghem [69]. L’idée générale est de construire I’ensemble des solutions efficaces en
séparant la recherche des solutions supportées et la recherche des solutions non supportées,
et de réutiliser des algorithmes efficaces pour le cas mono-objectif quand il en existe.
Ces algorithmes ayant été congus pour profiter pleinement de la structure du probleme,
toute modification de cette structure empéche leur utilisation. C’est pourquoi on s’interdit
avec cette méthode d’ajouter des contraintes sur les valeurs des fonctions objectifs afin de
rechercher les solutions efficaces. L’objectif de la premiere phase est d’obtenir I’ensemble
des solutions Pareto supportées. Comme nous ’avons vu précédemment, ces solutions
ont l'avantage d’étre relativement faciles a trouver puisqu’elles optimisent une certaine
combinaison linéaire des objectifs. Ainsi, durant la premiere phase de la méthode, les deux
solutions extrémes (solutions optimisant chacun un des deux objectifs) sont recherchées.
Puis, de fagon récursive, dés que deux solutions supportées sont trouvées, la méthode
recherche d’éventuelles autres solutions supportées entre les deux premieres a l'aide de
combinaisons linéaires bien choisies des objectifs. A la fin de la premiere phase ’ensemble
des solutions supportées est donc trouvées solutions supportées dans 'intervalle. Ensuite,
les autres solutions efficaces sont calculées durant la phase 2. Cette phase tire partie des
solutions obtenues lors de la phase 1 pour déterminer des zones de recherche dans lesquelles
des points non dominés peuvent étre trouvés. Ces zones de recherche sont ensuite visitées au
moyen d’une stratégie énumérative garantissant la détermination d’un ensemble complet.

La méthode en deux phases présente un schéma de résolution exacte tres intéressant
car tres général et qui ne dépend pas du probleme. Son intérét réside dans une décomposi-

tion de I'espace de recherche et 'utilisation de méthodes mono-objectif pour les différentes
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résolutions successives (recherche des points extrémes, résolution par agrégation...). Ap-
pliquer la méthode en deux phases pour la résolution d’un probléeme biobjectif nécessite
donc d’avoir une méthode mono-objectif efficace (si possible polynomiale). C’est le cas
pour les problemes traités par Ulungu et Teghem, et c’est ce qui rend leur méthode per-
formante pour ces problemes la. Cependant, lorsque la restriction du probleme & un seul
objectif génere un probleme déja N P-difficile, la non existence de méthode exacte efficace
pouvant optimiser chaque objectif séparément peut compromettre 'intérét de la méthode
et notamment rendre la premiere phase tres couteuse. Dans le cas biobjectif, la zone de
recherche est donnée par I’ensemble des triangles dont les hypoténuses sont définies par des
points supportés adjacents (c’est-a-dire consécutifs par rapport a un objectif). En général,
ces triangles sont explorés séparément par des techniques énumératives en utilisant des
bornes inférieures et supérieures, des cotuits réduits... Contrairement a la premiere phase,
I’exploration de la zone de recherche doit utiliser les spécificités du probleme pour étre

efficace.



Chapitre 4

Probleme de ’arbre multiobjectif

(MOST) - Etat de art

Le probleme de I’arbre & objectifs multiples (M OST') se pose dans beaucoup de contextes.
Comme exemple, nous citons celui de 'optimisation de la qualité de service dans un réseau
de télécommunication dont 1’évaluation est exprimée selon un ensemble de criteres : dé-
lai minimum, débit maximum, taux d’erreurs minimum, cott d’utilisation minimum,...etc.
Dans notre étude, nous nous intéressons a la recherche ’ensemble de tous les arbres efficaces
d’un graphe connexe dont chacune des arétes est munie d’un vecteur de poids de dimension
p > 2. Ce probléme est connu pour étre de type N P-difficile méme pour p = 2, [10]. A
notre connaissance, peu d’approches de résolution ont été implémentées, particulierement

pour des probléemes comportant plus de deux objectifs.

4.1 Position du probleme

La résolution d’un probleme multiobjectif consiste a déterminer soit ’ensemble des
arbres efficaces dans I'espace des décisions, soit I’ensemble des arbres non dominées dans

I’espace des criteres.

4.1.1 Définitions et notations

Etant donnée un graphe G = (V,E) d’ordre n, non orienté, simple et connexe, dans

lequel V' = {v1,va,...,v,} représente I’ensemble des sommets et £ = {e1,e2,...,en} est

49
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I’ensemble des arétes et chaque aréte e; € E,i = 1,m, est valuée par un vecteur-cout

¢i = (cig), k=1,r,7 > 2. Soit T C E un arbre de G, le vecteur-coiit de T" est donné par

Cr(T) = >, er ik, k=1,r. On note C(T) = (C(T)) p—15- (voir [17]).

1r:
Définition 4.1. On dit qu'un vecteur C(T") domine un autre vecteur C(T”) si Cy(T) <

Cy(T") Yk =1,r avec Cx(T) < Cx(T") pour au moins un indice k € {1,...,7}.

Définition 4.2. L’arbre T de G est efficace s’il n’existe aucun arbre 7" de G tel que C(T”)

domine C(T).

On rappelle que dans la programmation multiobjectif, le point idéal est obtenu en

collectant chacune des valeurs objectives optimales. [66].

Définition 4.3. Pour le probleme M OST, le point idéal I a pour coordonnées I tel que :

I = Cx(T) = min {Cx(T) : T arbrede G} ,k = 1,r.

Définition 4.4. Les arétes de GG de type e2c¢ sont des arétes qui appartiennent & au moins

deux cycles de G.

4.1.2 Base de cycles

L’étude des bases du cycle remonte aux premiers jours de la théorie des graphes;
MacLane (1937) [45] a donné une caractérisation des graphes planaires en termes de bases
de cycles. Pour plus de détails, voir [45,49].

On note l'ensemble T = {e € E : e ¢ T}. Alors, pour chaque aréte e € T, T U {e}
contient un unique cycle p. et B = {pe,e € T} est une base de cycle de G. Ce qui
signifie que le vecteur représentatif V' (u.) des arétes des cycles e € B forment une base

du sous espace vectoriel de dimension (m —n + 1) de R™, ou les coordonnées de V()

sont données par Vj(u.) =1 si l'aréte e; € . et 0 sinon, pour tous j = 1,m.

Théoréme 4.1. Soit G un graphe connexe, T un arbre de G ; e est une aréte de G ne
figurant pas dans T, son adjonction a T détermine un cycle p. d’apres la propriété (4)
du théoréeme 1.4, et les différents cycles p. constituent une base de cycles indépendants

(appelés les cycles associés a Uarbre T') [4].

Exemple 4.1. Soit le graphe G connexe, simple et non orienté avec 7 sommets et 10

arétes, dont les aréte coloriées en rouge forment un arbre couvrent 7' de G.
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OO0
(—)

Considérons un arbre 7' de G défini par ses arétes {12,13,16,17,34,65} et le coarbre
associé T = {23,37,45,67}. Le nombre cyclomatique de G =m —n+1=10—-7+1=4,
donc les 4 cycles indépendants sont :

T U {23} — uy = {12,13,23}.
TU{37} — uo = {13,17,37}.
TU{45} — pus = {13,16,34,65,45, }.
TU{76} — 4 = {13,16,17,67}.

4.1.3 Modele mathématique

Un modele mathématique associé au probleme M OST est donné comme suit [40] :

1 silaréte e; €T, i=1,m
Ty =

0 sinon

. m
MZTLZl = Zi:l Ci1%;

. m
MinZy =" ciow;

MinZ, = 371", cirx;
Stry=n—-1 L (1)
Yeien(s) T SIS —1LVS CV,S£0 ... (2)
z;€{0,1} Vi=T,m

ou E(S) représente ’ensemble des arétes du sous-graphe induit par S, S C V.
On note que, dans ce modele (P), le nombre de contraintes de type (2) (les inégalités
éliminant la création des cycles) est exponentiel et toute tentative de résolution de ce

modele par une méthode s’avere inutile déja dans le cas monobjectif.
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Théoréme 4.2. (Hamacher and Ruhe [40]) Un arbre efficace extréme est la solution du

programme parameétrique suivant :

min(\,T) = >y XiZ;i(T)

ANET
(Pr) (4.1.1)

A+ Ao+ N =1

A >0, Vi=1l..r

Un probleme d’optimisation combinatoire multiobjectif est dit intraitable si le cardinal
de ’ensemble des solutions non dominées, peut étre exponentiel relativement a la taille de
I'instance (voir [28]). MOST est intraitable et N P-difficile, méme pour r = 2 fonctions

objectifs.

Théoréme 4.3. (Camerini, Galbiati, and Maffioli [10]) Le probléme MOST est
"N P-difficile”.

Théoréme 4.4. Hamacher and Ruhe [40] Le probléme MOST est intraitable.

Les preuves des théoremes 4.2 et 4.4 sont données dans article [40].

4.2 Etat de art

En optimisation monocritere, les algorithmes de Prim (Prim, 1957) et Kruskal (Krus-
kal, 1956) permettent de déterminer I’arbre de poids minimal en temps polynomial. Les
extensions multicriteres de ces algorithmes pour le probleme MOST ont rencontré des
difficultés inattendues, entrainant la proposition de plusieurs algorithmes inexacts dans la

littérature. Nous présentons ici brievement les raisonnements qui ont mené a ces erreurs.

4.2.1 Extension multicritere des algorithmes ”Prim” et "Kruskal”

Nous considérons dans cette sous-section des généralisations des algorithmes de Prim

et de Kruskal pour le probleme MOST a objectifs multiples [33].

I- Extension multicritére de I’algorithme de Prim
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L’algorithme de Prim appliqué a un graphe scalaire construit un arbre optimal a partir
d’une solution partielle optimale en choisissant, & chaque itération, un sommet adjacent
amenant a une solution partielle optimale. Une généralisation est due a Corley [17], qui
suggere de composer de fagon itérative des arbres similaires a 'idée de Prim. Dans chaque
itération, I’ensemble des sommets déja contenus dans le sous-arbre définit une coupe dans
le graphe. Le sous-arbre est agrandi par toutes les arétes non dominées le long de cette
coupe. Contrairement au cas monobjectif, un ensemble d’extensions efficaces doit étre en-
visagé et, par conséquent, un ensemble de sous-arbres doit étre traité. Le but est donc
d’étendre l’algorithme de Prim au cas multicritéere en construisant une arborescence de
recherche de la maniére suivante :

- la racine de I'arborescence de recherche est un sommet quelconque de V.

- un nceud de 'arborescence de recherche correspond a un graphe partiel connexe sans
cycle couvrant un sous-ensemble de sommets vg C V' (i.e. ce que nous avons aussi appelé
un sous-arbre).

- une branche de ’arborescence correspond au choix d’augmenter le sous-arbre par une
aréte efficace parmi les arétes adjacentes a ce sous-arbre ne formant pas de cycle. Une
branche est créée pour chacune de ces arétes.

Or, I’ensemble des solutions retournée par ’algorithme de Corley est en fait un sur-ensemble
de l'ensemble de Pareto. Hamacher et Ruhe (1994) ont signalé cette erreur et ont alors
suggéré de couper les sous-arbres dominés a chaque niveau de profondeur de ’arbores-
cence de recherche. Cette version modifiée de I’algorithme de Corley est reprise par Zhou
et Gen [72]. Cependant, comme 'ont montré Knowles et Corne [46], des arbres efficaces
peuvent étre omis. Cela implique également que certains arbres non efficaces peuvent étre
retournés par I’algorithme et ne peuvent pas étre filtrés. Pour s’en convaincre, nous repre-
nons le contre-exemple proposé par Spanjaard [63], dont le graphe complet K, de la figure
ci-dessous :

Les arbres efficaces de ce graphe sont les arbres 71 = {b,¢,d},Ts = {c,d, e}, T5 = {b,c, f}
et Ty = {c,e, f}. Or, en choisissant le nceud 3 a la racine de I'arborescence, la version
modifiée de V'algorithme de [17] retourne les arbres T5 = {a,c, f}, T3 et Ty. Les arbres
Ty et Ty sont omis et Uarbre T5 est retourné alors qu’il est dominé (par 71). De plus, T

n’étant dominé ni par T3 , ni par 74, on ne peut savoir qu’il n’est pas efficace sans recourir
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1 a (8,8) 2
¢ (3,5)
d (7,7) b (1,10)
e (9,1)
4 f (1,9 .

FIGURE 4.1 — Contre-exemple pour la version modifiée de I’algorithme de Corley (1985) [17]

a une énumération exhaustive de tous les arbres du graphe. Cette erreur est due au fait
que I'arbre 77 ne comporte pas de sous-arbre efficace parmi les sous-arbres & la profondeur
2 de larborescence (i.e.composé de deux arétes). En effet, le sous-arbre {c,d} de cout (10,
12) est dominé par le sous-arbre {e, f} de cout (10, 10), et le sous-arbre {b,c} de cott (4,
15) est dominé par le sous-arbre {c, f} de cout (4, 14).

Selon Spanjaard [63], ces inexactitudes successives pourraient provenir d’une confusion
faite lors de ’extension multiobjectif de ’algorithme de Prim entre :

1. choisir une aréte telle que la solution augmentée obtenue soit efficace parmi les complé-
tions de cette méme solution partielle.

2. choisir une aréte telle que la solution augmentée soit efficace parmi toutes les complé-
tions de toutes les solutions partielles de méme taille.

En effet, le premier cas revient a choisir une aréte efficace parmi les arétes restantes comme

I’a proposé Corley (1985), ce qui n’est pas équivalent au deuxieéme cas.

II- Extension multicritere de 1’algorithme de Kruskal

La généralisation provient de Serafini [60]. Son algorithme repose sur le théoréme suivant :

Théoréme 4.5. Pour tout arbre efficace T, il existe un rangement des arétes compatible

avec la Pareto-dominance pour lequel I’algorithme de Kruskal retourne T

L’algorithme de Kruskal appliqué a un graphe scalaire construit un arbre optimal a
partir d’une solution partielle optimale en choisissant, & chaque itération, ’aréte opti-

male parmi les arétes non comprises dans la solution partielle. Serafani (1986) a proposé
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d’étendre ce principe au cas multicritere par le maintien d’un ensemble de foréts (i.e. un
graphe partiel sans cycle non connexe) en procédant de la sorte :

- stocker toutes les arétes efficaces du graphe dans ’ensemble F; des foréts a une aréte.

- a litération i(< |V]) : pour chaque forét F' € F; et pour chaque aréte efficace a € A — F
ne formant pas de cycle, construire une nouvelle forét F/ = F U {a} et insérer F’ dans
Fiq1.

Cependant, ’algorithme proposé par [60] n’est pas exact non plus. En effet, d’une part,
des solutions efficaces peuvent ne pas étre retournées par cet algorithme, d’autre part,
parmi les solutions retournées, certaines peuvent étre Pareto-dominées. Si 'on applique
cet algorithme sur le graphe de la figure 4.1 par exemple, 'arbre efficace 77 ne sera pas
retourné alors que l'arbre Tg = {a,c¢,d} de cout (18, 20), et donc Pareto-dominé par Ty,
sera retourné.

On constate d’apres ces échecs qu’il n’est pas évident d’élaborer une méthode constructive
(i.e. gloutonne) pour la recherche de I’ensemble des arbres efficaces en se basant sur les
algorithmes constructifs de 'optimisation monocritére. Ainsi, un des probléemes les plus
faciles en optimisation monocritere devient un probleme pour lequel toute intuition est

faussée en optimisation multicritere.

4.2.2 Méthodes d’optimisation combinatoire multiobjectif appliquées au

probleme MOST

- Dans [40], les auteurs abordent la théorie du probleme de 'arbre & objectifs multiples
et fournissent un algorithme pour le cas biobjectif, qui se base sur la méthode en deux
phases. La premiere phase qui permet de calculer ’ensemble des arbres efficaces suppor-
tés, est réalis ee en se basant sur I'ordre lexicographique et 'ordre lexicographique inverse
pour obtenir les arbres optimaux efficaces. Etant donnée deux arbres optimaux efficaces,
un programme de somme pondérée est résolu pour déterminer soit un nouvel arbre extréme
efficace entre les deux premiers ou de décider qu’il n’y a pas une telle solution. Lors de la
seconde phase, une recherche de voisinage (voir définition 1.11) & partir des solutions sup-
portées. Etant donnés deux arbres T} et Th voisins et les deux arétes e et f les distinguant
(T1 \ Ty = {e} et To \ T1 = {f}), il faudrait alors ne considérer que les échanges d’arétes

entre deux voisins tels que le vecteur de cout c(e) — ¢(f) ait des composantes strictement
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négatives et strictement positives, puisque les arbres Pareto-optimaux doivent avoir des
cotts incomparables. Ehrgott et Klamroth (1997) [27] ont démontré que cette méthode ne
fonctionne pas. et ont exhibé un contre-exemple.

- Dans [18], les auteurs proposent de trouver 1’ensemble des solutions non dominées
du probleme de ’arbre minimum biobjectif en le ramenant a un probleme monobjectif. La
méthode repose sur les fonctions somme pondérées qui fait appel a I’algorithme de Kruskal
une seule fois pour obtenir le premier arbre efficace supporté T7. Ensuite, les arétes qui
n’appartiennent pas a 17 sont remplacées par des arétes qui doivent quitter 77 compte
tenu de la préservation de la non-dominance, pour construire un nouvel arbre T5 efficace.

- Une procédure en deux phases pour le probleme de I’arbre minimal biobjectif est pro-
posé par Ramos et al. [55], leur procédure ne permet pas seulement de trouver une solution
efficace pour chaque point non-dominé, mais toutes les solutions efficaces. A cet effet, une
procédure énumérative pour trouver tous les arbres optimaux du probléme mono-objectif
est développée. La premiere phase de ’algorithme pour le probleme biobjectif est similaire
a 'algorithme de [40]. Cependant, étant donné deux points extrémes consécutifs, toutes
les solutions efficaces donnant le méme point non-dominé sont calculées par 'algorithme
d’énumération a objectif unique. Des solutions efficaces non prises en charge sont trouvées
par une méthode "Branch and Bound”. Un arbre de recherche ayant N niveaux, de la
racine 0 au niveau le plus bas N — 1, est construit et passé dans la stratégie profondeur
d’abord. Chaque sommet x de cet arbre de recherche correspond a une aréte de la liste
d’adjacence du sommet ¢ € V. De plus, avec chaque nceud z une solution partielle (une
forét) est associée. Cette solution correspond a toutes les arétes sur le chemin de la racine
de noeud de recherche au nceud z. Le branchement est effectué pour chaque aréte dans la
liste d’adjacence du sommet i 4+ 1. Les arétes qui font déja partie de la solution partielle
ou celles qui conduisent a un cycle dans la solution partielle sont négligées. Pour chaque
solution partielle, une limite inférieure du vecteur de cout est calculée. Si cette limite in-
férieure est dominée par une solution préalablement trouvée, la branche correspondant a
cette solution est sondée. Les solutions trouvées par cette méthode "Branch and Bound” ne
doivent pas nécessairement étre efficaces. Ainsi, une procédure de filtrage supplémentaire
doit étre appliquée afin d’exclure les solutions dominées. La performance de cet algorithme

en deux phases est étudiée numériquement. L’avantage c’est le temps d’exécution qui di-
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minue avec un nombre croissant de sommets. Ramos et al. [55] notent que le nombre de
solutions efficaces non supportées diminue pour leur configuration d’essai avec un nombre
croissant de sommets.

- Andersen, Jornsten, et Lin [2] ont contribué par une comparaison numérique de deux
heuristiques pour le probleme de I'arbre biobjectif. Dans les deux heuristiques, ’ensemble
des solutions non dominées supportées est trouvé dans la premiere phase par un algo-
rithme, par exemple, 'algorithme dans [40]. Bien que le fait que 1’ensemble des solutions
efficaces ne soit pas connexes, les auteurs suggerent d’exploiter I’adjacence pour construire
une approximation de I’ensemble non-dominé. Deux méthodes différentes sont proposées
pour générer des arbres supportés : Une recherche par voisinage "neighborhood search” et
une recherche par adjacence "adjacent search”. Dans la recherche par voisinage, les arbres
qui sont adjacents (au sens de [27]) & au moins un arbre efficace déja trouvé (localement)
sont étudiés. Dans la recherche par adjacence, les arbres qui sont construits sont ceux ad-
jacents & au moins deux arbres (localement efficaces). Deux méthodes sont proposées pour
générer des arbres adjacents a au moins deux arbres donnés, ces deux heuristiques sont
testées sur différents cas. En moyenne, la recherche par adjacence étudie moins de points
candidats que la recherche par voisinage et le temps de calcul durant la construction de
nouvelles solutions candidates est cependant plus important.

- L’étude numérique de Steiner et Radzik [65] compare deux méthodes différentes en
deux phases pour le probleme de ’arbre minimum entier biobjectif. Pour la premiere phase,
I'algorithme de Hamacher et Ruhe [40] est utilisé pour trouver l’ensemble des solutions ef-
ficaces supportées pour les deux approches. Dans la seconde phase, l'algorithme d’arbre
minimum (mono-objectif) "k-best” de Gabow [32] est comparé & un algorithme de "Branch
and Bound”. Dans I'ancienne variante, les triangles entre toutes les paires de points ex-
trémes non dominés consécutifs sont recherchés pour des arbres efficaces non supportés
par l'algorithme "k-best”. Pour obtenir un arbre de cott unique, les deux composantes du
colit sont agrégées par une somme pondérée. L’algorithme de Gabow [32] est alors appliqué
avec cette fonction de cotit. Chaque solution est utilisée pour réduire I’espace de recherche
en divisant le rectangle original en deux plus petits. Cette approche "k-best” est comparée
a la procédure "Branch and Bound” de Ramos [55] dans les tests numériques.

Steiner et Radzik [65] concluent que 'algorithme ”k-best” est nettement plus performant
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que la méthode "Branch and Bound” en raison de ’arbre de recherche énorme et de la
procédure de délimitation plutot inefficace de la seconde approche.

- Sourd et Spanjaard [62] ont proposé et mis en cevre une procédure "Branch and
Bound” aussi pour le cas biobjectif, qui surpasse tous les algorithmes précédents. L’ins-
tance est pré-traitée en appliquant les regles de coloration généralisée présentées dans leurs
papier, notamment grice a une gestion fine des bornes supérieures et inférieures au cours
de la recherche. Dans leur algorithme, un nceud n de ’arborescence de recherche peut
étre supprimé de 'arborescence s’il existe une hyper surface séparatrice entre une borne
supérieure des solutions efficaces déja connues et une borne inférieure des solutions que
I’on peut obtenir & partir du noceud n. La borne inférieure qu’ils proposent d’utiliser est
celle proposée par Ehrgott et Gandibleux [25] qui consiste a déterminer les solutions sup-
portée d’un sous-ensemble de solutions a l’aide de 'optimisation de somme pondérées des

cotits. Cependant, Sourd et Spanjaard [62] montrent que dans le cas bicritére, pour m

~ . . —1 ~ .z
arétes il existe au plus % fagons d’ordonner les m arétes par une somme pondérée
N . , . m(m—1
de leur cout. Ainsi, ils proposent de déterminer ces ( 3 ) ordres au cours d'une phase

d’initialisation, puis d’appliquer I'algorithme de Kruskal sur I’ordre adéquat au cours de la
recherche. Ce calcul préalable permet d’obtenir un gain de temps considérable lors de leurs
expérimentations. La borne supérieure qu’ils proposent est définie par I’ensemble des points
non dominés par les solutions détectées. Afin d’initialiser cet ensemble, ils déterminent au
préalable un ensemble de solutions efficaces approché par la méthode de voisinage proposée
par Hamacher et Ruhe [40]. Enfin, ils exploitent aussi le fait que les cotits sont entiers,
améliorant ainsi 'efficacité des coupes dans ’espace de recherche.

L’algorithme de "Branch and Bound” qu’ils proposent permet de déterminer ’ensemble
des solutions efficaces du probléme bicritere de 'arbre allant jusqu’a 500 nceuds, ce qui, a

notre connaissance, sont les meilleurs résultats obtenus pour ce probléeme bicritere.

Remarque 4.1. Le probleme d’optimisation bicritere a été largement étudié car des ré-
sultats tres satisfaisants ont pu étre obtenus grace, notamment, a ’avantage de disposer
d’un espace de recherche & deux dimensions. L’ajout d’une contrainte dans le plan divise
simplement ’espace de recherche en deux sous-espaces. En revanche, des que le nombre

de criteres augmente, le nombre de zones a explorer augmente de maniere exponentielle.
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C’est pourquoi les nombreux résultats proposés pour la recherche des solutions efficaces en
optimisation bicritére ne s’étendent généralement pas (ou alors au détriment de Defficacité

des méthodes) & plus de deux criteres (voir par exemple Sourd et al. [62]).



Chapitre 5

Méthode exacte pour la résolution
du probleme de ’arbre

multiobjectif

Compte tenu de ’absence de méthodes exactes pour la recherche de ’ensemble des
arbres efficaces et/ou non dominés pour le probléme de l’arbre multiobjectif (MOST)
avec plus de deux criteres, nous nous sommes attelés a la mise en ceuvre d’une méthode

exacte pour le probleme MOST considérant au moins deux criteres .

5.1 Une méthode exacte de résolution de MOST

Dans cette étude, une méthode exacte est présentée pour le probleme de ’arbre mul-
tiobjectif. Elle est basée sur un principe de séparation par rapport a des arétes particulieres
du graphe, induisant une étape de construction des contraintes du probleme, de proche en
proche, dans une structure arborescente. Ceci a pour effet de partitionner le graphe ini-
tial en sous graphes, chacun correspondant & un programme multiobjectif linéaire discret

permettant de trouver des arbres efficaces du probleme [6, 7].

60
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On rappelle que Le modele mathématique associé au probleme MOST est donné

comme suit :

1 silaréte e; €T; 1=1,m
€Ty =

0 sinon

. m

MinZy =" ciz;
. m

M’LTLZQ = Zi:l Ci2Z;

MinZ, =" cirt;
Stizi=n-1 L (1)
Yeicrs) T < |S|—=1L,VSCV.S#0 .. (2)
x; €{0,1} Vi=1,m

5.1.1 Principe de la méthode exacte

Nous commencons par rappeler une propriété importante dans les graphes, notamment
une aréte d'un graphe G = (V, E) est soit un isthme (une aréte dont la suppression aug-
mente le nombre de composantes connexes de (), soit elle appartient a un cycle de G (voir
théoreme 3.1). Notre méthode est basée sur cette propriété en ce sens que l'obtention de
tous les arbres de G se fait en disséquant les arétes des cycles de G, en particulier ceux de
type e2c. En effet, 'appartenance ou non de ces arétes a un arbre 7' empéche la création
de cycles dans T'. L’approche proposée est de type séparation et construction dans une
arborescence de recherche structurée et construite en utilisant un parcours en profondeur.
La séparation se fait sur les arétes e2c de G et induit ’étape de construction pour décrire
les contraintes (2) du programme (P) qui assure 1’élimination des cycles par rapport aux
arétes e2c. Chaque branche de 'arbre de recherche est construite en agissant alternati-
vement sur les étapes de séparation et construction, qui se termine en une feuille f sans
aucune aréte de type e2c.

Dongc, a chacune de ces feuilles f, on obtient un sous-graphe H avec deux possibilités. Dans
le premier, les arétes de H constituent un arbre réduit a la solution unique de la branche

correspondante. La deuxiéme possibilité est que H ne contienne que des cycles arétes-
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disjoints, auquel cas les contraintes éliminant tous ces cycles sont ajoutées au systeme
de contraintes précédemment établi. L’ensemble de contraintes obtenu avec les variables
binaires et les critéeres du programme (P), constitue un programme linéaire multiobjectif
(MOLBP) noté (Py) qui peut étre résolu en utilisant I'une des méthodes existantes dans
la littérature pour générer I’ensemble SAM STy des arbres efficaces et / ou de ’ensemble
SND; de vecteurs de cotlits non dominés associés en la feuille f. Pour fournir une étude
expérimentale, on envisage adapter la plus rapide des deux méthodes décrites dans [1]
et [51] pour générer I'ensemble SN D des solutions non dominées du probleme MOST.
Nous rappelons que le but de ce travail n’est pas de résoudre un programme MOLBP
mais de décrire une approche générale pour le probleme MOST appliquant simultané-
ment les propriétés de la théorie des graphes et de la programmation linéaire.

Pour rendre rapide notre algorithme basé sur la méthode "Branch and Bound”, un en-
semble SU B bornant supérieurement, est utilisé. Cet ensemble contient les solutions non
dominées trouvées en optimisant les sommes pondérées des criteres (solutions efficaces
extrémes [66]) et des solutions potentiellement non-dominés, c’est-a-dire qui ne sont pas
dominées par déja connue, générées par un algorithme de VNS [42]. Fondamentalement,
I’algorithme VNS est basé sur le changement systématique du voisinage des solutions gé-
nérées pour éviter les minimums locaux et s’échapper des vallées qui les contiennent. Pour
adapter cette idée au probleme M OST, nous considérons une population de solutions, ou
la premiere population est générée aléatoirement a ’aide de I'algorithme de Kruskal. VNS
est appliquée a chacune des solutions actuelles potentiellement non dominées de ’ensemble
SUB. A chaque étape de 'algorithme, 1’ensemble bornant SU B est tenu a jour au moyen
d’une comparaison paire a paire des solutions de SUB et SN Dy. Ainsi, 'ensemble SUB
est composé de solutions potentiellement non dominées. A la fin de I’algorithme, I’ensemble
SUB doit donc correspondre a SN D.

De plus, il est facile de calculer 'arbre minimal mono-objectif permettant d’obtenir les
coordonnées de points idéaux, utilisées comme limite inférieure dans l’algorithme pour
sonder les noeuds de l'arbre de recherche. Si un point de SUB domine ce point idéal, alors
le noeud est sondé par dominance. Si ce n’est pas le cas, alors les nceuds fils, dans les-
quels une variable binaire plus des contraintes associées sont fixées, sont créés pour que les

sous-problemes correspondants soient explorés.
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5.2 Procédures de ’algorithme

Dans cette section, les étapes de 'algorithme MOST sont présentées en détail [6].

1. Procédure SUB

Entrées G = (V, E) : graphe connexe, colts des arétes de G.

Sorties L’ensemble initial SUB des solutions potentiellement non dominées

Etape 1.1. Générer ¥ un ensemble d’arbres supportés en utilisant une fonction scalari-
sante.

Etape 1.2. Générer ¥y un ensemble de solutions potentiellement non dominées en utilisant
I’algorithme VNS adapté. Pour ce faire, nous ne considérons que deux types de structures
de voisinage telles que les voisins d’un arbre 7' sont obtenus en changeant k arétes de T
qui n’appartiennent pas & un méme cycle de G, k =1 ou k = 2.

Etape 1.3. Ensemble initial SUB est composé des solutions non dominées de ’ensemble

Uy U Ws.

2. Procédure Réduction

Entrées G = (V,E) : graphe connexe avec |V| = n et |E| = m, colts des arétes de
G.

Sorties G’ : un graphe partiel du graphe G, B : base cycle de G’, F' : un ensemble des
aréte e2c de G'.

Etape 2.1. Trouver une base de cycle B = {u1, 42, .., fm—n+1}-

Etape 2.1.1. S’il existe une aréte e appartenant a un cycle p de la base B telle que le
vecteur-cott de e soit dominé par tous ceux des arétes de u, supprimer e du graphe G pour
obtenir un graphe partiel G’ (voir proposition 5.1).

Etape 2.1.2. S’il existe une aréte e appartenant a un ensemble A de cycles de B telle que
le vecteur- colit de e domine tous ceux des arétes de A, alors 'aréte e appartient a tous
les arbres non dominés du probleme MOST (voir proposition 5.2).

Etape 2.2. Déterminer une nouvelle base B.
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Etape 2.3. Trouvez l'ensemble F' = {eg € E/3; and py € Biey € pg Ny}

3. Procédure Séparation et Construction

Entrées G, B, F et SUB. (sans perte de généralité, on suppose que G’ est d’ordre n
et de taille m)
Sorties Un ensemble de contraintes linéaires modélisant ’ensemble des arbres de la branche
qui se termine & la feuille courante f.
Etape 3.1.
a- Si B = {u1, 2, -, fhm—n+1} €t F =0, on est donc sur feuille f, donc ajouter 'ensemble
des contraintes pour casser tous les cycles arétes-disjointes dans B :

D @i S il =1L,Vi=1lm—n+1  (3)

Zez‘GE i =" — 1 (4)
b-Si B=0,F=0et (3, cpri=n—1), nous sommes en la présence d’une feuille f,

on obtient alors un arbre. Sonder cette feuille.
c- Si F' # () alors, aller a I’étape 3.2.
Etape 3.2. Sélectionner une aréte e; € F et créer deux noeuds.
Etape 3.2.1. Dans le premier noeud, ajouter la contrainte suivante a l’ensemble des
contraintes précédemment imposées au nceud parent : z; = 1 (5)
a- Si I’aréte e; crée un cycle avec I’ensemble des arétes déja fixées, alors ce nceud est sondé.
b- Sinon, ajouter les contraintes suivantes pour détruire les cycles p; et i contenant I’aréte
€ :

Deiem i Sl =1 (6)

Desem T <l =1 (7)

z; €{0,1} j=1,|m|+ || -1

Etape 3.2.2. Dans le second noeud, ajouter la contrainte suivante a I’ensemble des contraintes
précédemment imposées au nceud parent : z; =0 (8)
Considérer le graphe G' = G \ {e;} et aller & Procédure Réduction.

Aller a I’étape 3.1.

L’étape suivante correspond & une feuille f dans laquelle on récupere un programme linéaire
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multiobjectif avec des variables binaires (Py) écrit sous la forme générale donnée ci-dessous.

4. Procédure Evaluation

Entées Un programme linéaire en variables binaires a objectifs multiples.

Sorties SN Dy I’ensemble des vecteurs-cotits non dominés et / ou SM STy I'ensemble des
arbres efficaces associés.

Etape 4.1 Résoudre le programme (Py) suivant. Cela se fait en utilisant la méthode [51]
pour les programmes dont le nombre de critéeres est inférieur ou égal a quatre. Pour un

plus grand nombre de criteéres, la méthode citée dans [1] est utilisée.

<

.Z\fl?”LZZ = Z;rlzl Cjij ;i = 1,
Deiem i Sl —Llel
(Pf) Ze]-GExj =n—1

p=LpeM

[ 2q=0;q ¢ N
ol le long de la branche de la feuille f, M désigne ’ensemble des indices des arétes appar-
tenant a tous les arbres efficaces, N désigne I’ensemble des indices des arétes exclues de

tous les arbres efficaces et L ’ensemble des indices des cycles de la base construite.

Etape 4.2. Retourne 'ensemble SN Dy et / ou SMST.

Dans ce qui suit, nous présentons notre algorithme « Algorithme-MOST » pour résoudre
le probleme M OST'. Cet algorithme principal appelle toutes les procédures présentées pré-

cédemment pour obtenir ’ensemble de tous les arbres non-dominés.

5. Algorithme-MOST

Entrées G = (V, E) : graphe connexe, C' : vecteur-cout des arétes de G.
Sorties SN D : liste des solutions non dominées du probleme MOST.
Etape 5.1. Exécuter Procédure SUB

Etape 5.2. Exécuter Procédure de réduction



Chapitre 5 : Méthode exacte pour la résolution du probléme de I’arbre multiobjectif 66

Etape 5.3. Tant qu’il existe encore des noeuds non sondés dans ’arborescence de re-
cherche, faire :

Etape 5.3.1. Choisir un nceud en fonction de la stratégie en profondeur d’abord.

Etape 5.3.2 Déterminer les coordonnées du point idéal I correspondant a ce nceud.
Etape 5.3.3. Comparer I avec les éléments de ’ensemble SUB :

Etape 5.3.3.1. Si I est dominé par un élément z de I'ensemble SUB, alors stériliser ce
neceud et aller a ’étape 5.3.

Etape 5.3.3.2. Sinon, aller a ’étape 5.3.4.

Etape 5.3.4. Exécuter Procédure séparation et construction

Etape 5.3.4.1. Si on obtient & la feuille f un arbre Ty, alors : SNDy := C (7). Stériliser
ce nceud et aller a ’étape 5.3.

Etape 5.3.4.2. Procédure Evaluation

Pour tous les vecteurs-cotits C7 dans SN Dy, faire :

a- Si C7 n’est pas dominée par z, Vz € SUB, alors SUB := SUB U {Cr}.

b- Si 3z € SUB dominé par Cr, alors SUB := SUB \ {z} U {Cr}. Stériliser ce nceud et
aller a I’étape 5.3.

Etape 5.4. Terminer, SND := SUB.

5.3 Principaux résultats

Dans cette section, les résultats suivants sont prouvés pour justifier la convergence de
I’algorithme-MOST.
Soit G = (V, E) un graphe connexe et non-orienté d’ordre n et de taille m. Les propo-
sitions suivantes permettent de mettre en évidence des arétes particulieres du graphe G

dont ’appartenance ou non a des arbres non dominés est prouvée selon la Procédure de

Réduction de l'algorithme-MOST.

Proposition 5.1. Soit p un cycle de G et e une aréte de G, e € p. Si tous les vecteurs-
cotuts des autres arétes du cycle u dominent celui de l’aréte e, alors e ne peut appartenir a

aucun arbre non-dominé. [6]

Preuve 2. Soit T un arbre et e € p, p un cycle de G tels que tous les vecteurs-coits des

autres arétes du cycle p dominent celui de l’aréte e et supposons que e € T'. Soit f € pu et
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[ &T, alorsT' =TU{f}\{e} est un arbre puisque; e € TUp et f € p mais f ¢ T. Alors,
Cr(T") = Cip(T) + cp, — Ceky, Yk = 1,7. Par conséquent, Cp(T') < Cy(T), Yk =1,r,
avec au moins une inéqgalité stricte car le vecteur-cott de f domine celui de e. Alors le

vecteur-coit de T' domine celui de T .

Proposition 5.2. Soit e une aréte de G commune & un ensemble A de cycles de G et
supposons que le vecteur-cotut de e domine tous les autres vecteurs-couts des arétes des

cycles de A, alors l’aréte e appartient a tous les arbres non dominés de G. [6]

Preuve 3. On note E(A) lensemble de toutes les arétes dans A. S’il existe un arbre
non-dominé T qui ne contient pas laréte e, alors T' = T U{e} \ {f},Vf € E(A) est
un arbre dont le vecteur-cout domine celui de l’arbre T parce que l'aréte e domine [’aréte

f,Vf e E(A).

Remarque 5.1. Soit B une base de cycles d’un graphe donné, la fagon de briser les cycles
de B dépend de 'existence ou non des arétes de type e2c¢ afin d’associer les contraintes
linéaires spécifiques dans la Procédure de séparation et de construction. Pour justifier

I'inexistence des arétes e2c, nous prouvons le théoréeme suivant.

Théoreme 5.3. Si G admet une base de cycles B telle que tous les cycles sont arétes-
disjoints, alors il n’existe pas une autre base de cycles B dont au moins deuz cycles ont

des arétes communes. [6]

Preuve 4. Supposons qu’il existe une base de cycles B’ telle qu’il existe deuz cycles uy et
po dans B', avec py et us ayant au moins une aréte commune et jy # pa.

Soit B ={0;,i =1,m —n+ 1} une autre base de cycles G.

Comme py Npo # 0, alors Je; € E tel que ej € py N po.

D’autre part, dans la base B les vecteurs représentatifs des cycles py et po sont écrits d’une

maniére unique selon ceuz des cycles de B :

V() =0 aiV(oy)

Vipz) = Y BV (04)

tel que : Vi(ug) =11if e; € pg, 0 sinon, k=1,2 et oy, 0; € {—1,0,1}.

Comme les cycles g;,i = 1,m —n + 1 sont élémentaires arétes-disjoints, il n’y a qu’un
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cycle o, Contenant l'aréte ej ce qui prouve que o;, = 1 et 05, = po. Contradiction avec

p F 2.

Le théoréme suivant prouve la convergence de 'algorithme-MOST.

Théoréme 5.4. L’algorithme-MOST est capable de construire tous les arbres non domi-

nés en un nombre fini d’itérations. [6]

Preuve 5. Il est évident que [’étape de séparation de la procédure séparation et construction
assure l'indépendance des problémes obtenus aux neuds de l’arbre de recherche et donc la
non-redondance des arbres trouvés, tandis que [’étape de comstruction met en évidence les
contraintes qui assurent que les arétes d’un cycle donné u de G ne devraient pas toutes
étre prises ensemble, sinon les solutions obtenues ne seraient pas des arbres.

Ceci conduit a trouver toutes les contraintes linéaires du probléeme MOST a chaque feuille
f de Uarborescence de recherche, ce qui permet a la Procédure d’évaluation de déterminer
I’ensemble non-dominé SNDy, puis l’ensemble des arbres potentiellement non dominés
SUB est mis & jour par conséquent.

Le nombre de feuilles créées étant fini, donc, ’ensemble de tous les arbres non dominés

SND est obtenu en un nombre fini d’itérations.

Exemple didactique Considérons le graphe G = (V, E) ou V = {1,2,3,4,5,6} et
E = {12,13,15,23,34,36,45,56}. Trois colts sont associés a chaque aréte comme indiqué

dans la matrice suivante des couts :

02124013
C=133223211
10324012

Le graphe G est donné dans la figure ci-dessous :
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(1,1,1)

FIGURE 5.1 — Un graphe connexe GG

Procédure SUB.

ST, = {12,13,15,45,36}, Z(ST1) = (4,11,5).
ST, = {12,13,45,65,36}, Z(ST) = (6,10, 4),
STy = {12,15,45,65,36}, Z(STs) = (5,9,7),
ST, = {15,23,45,56,36}, Z(STy) = (7,8, 8).
SUB = {Z(ST), Z(STy), Z(STs), Z(STy)}.

Procédure Réduction

Soit la base de cycles B = {1, pa, us} avec up = {13,36,65,51} et us = {43, 36,65, 54}.

- Dans le cycle u3 le vecteur-colit de I'aréte 34 est dominé par ceux de toutes les arétes de
3. Selon la proposition 5.1, cette aréte est supprimée du graphe G et E := E \ {34}.

- Déterminer alors une nouvelle base de cycles et trouver ’ensemble :
F={ije E/3 et py €B; ij € py Ny}

Soit B = {1, p2} avec F = {13}.

Procédure Séparation et Construction

1 silaréte ijeT, 1,7=1,n
xij =
0 sinon

La séparation se fait par rapport a I’aréte 13 en créant deux noeuds. Au neeud 1, on déduit

le systeme suivant :
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r13 =1
36 + Te5 + 15 < 2
(S1) Q4 x32 + 291 <1

T19 + T15 + To3 + T36 + Tas + xg5 = 4

T12, %13, 15, £23, 36, T45, Tes € {0, 1}

Procédure Evaluation (au nceud 1)

F := (), Alors le noeud 1 est une feuille. En utilisant la méthode décrite dans [51] pour
la résolution d’un programme linéaire multiobjectif en des variables binaires (P;) dont le
systeme de contraintes est (S1), Il renvoie tous les arbres efficaces associés a cette branche
de I'arborescence de recherche :

T, = {12,13,45,65,36}, Z(T}) = (6, 10, 4),

Ty = {13,23,45,65,36}, Z(T>) = (8,9,5),

T3 ={12,13,15,45,36}, Z(13) = (4,11, 5).

SNDy, ={Z(Th), Z(T»), Z(T3)}.

SUB = SUBU Z(T).

Procédure Réduction

Au niveau du nceud 2 de I'arbre de recherche, 'aréte 13 est supprimé et E := E'\ {13}.
Le point idéal I correspondant & ce noeud est donné par : Z(I) = (4,8,6) qui n’est pas
dominé par les solutions trouvées précédemment dans le premier noeud, d’ou, ce deuxieme
nceud n’est pas stérilisé.

La nouvelle base B = 4 est obtenue avec py = {12,23, 36, 65,51}.

Procédure Séparation et Construction : Le systeme de contraintes linéaires corres-
pondant est :

z13 =0

x12 + T23 + x36 + Tes + 51 < 4

(52)
z12 + T15 + x23 + T36 + a5 + Tes = O

T12, %13, 15, £23, 36, T45, Tes € {0, 1}

Procédure Evaluation (au nceud 2)
Dans cette feuille, la méthode décrite dans [51] est utilisée pour résoudre le programme

linéaire multiobjectif en variables binaires (FP2) associé a (S2). Tous les arbres efficaces
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associés a cette branche sont : Ty = {12,23,45, 65,36}, Z(Ty) = (6,9, 6),

Ty = {12,15,45,65,36), Z(T5) = (5,9,7),

Ty = {12,23,15,45,36}, Z(Ts) = (4,10,7),

T: = {15,23,45, 56,36}, Z(T%) = (7.8,8).

SNDy, ={Z(T4), Z(T5), Z(Ts), Z(T7)}.

SUB = SUBU{Z(Ty), Z(Ts)}.

Ainsi, ’ensemble efficace final des arbres de G est : SMST = {STy, ST>, ST3, STy, To, Ty, Ts}

et I’ensemble des solutions non dominées associées est : SND = SUB.

Exemple 5.1. On présente aussi un exemple donné dans l'article [2] dont le graphe est
celui présenté dans la figure ci-dessus : Ce graphe a 7 sommets et 13 arétes avec r = 2,

(3,14)

(11,15)

(64,34)

(31,9)

FIGURE 5.2 — Un graphe connexe G traité dans [2]

est connexe et contient 7 cycles élémentaires. Dans [2], les auteurs ont mentionné que ce
graphe contient 480 arbres dont 7 sont des arbres efficaces supportés et 15 efficaces non
supportés.

On a déroulé notre algorithme M OST-Algorithme pour ce graphe, ’ensemble des 22 arbres

efficaces a été obtenu en un temps négligeable (tend vers 0 seconde).

5.4 Résultats expérimentaux

L’étude expérimentale est réalisée sous Matlab 2014a sur un ordinateur portable hp,
Intel Core i5, 8 Go de RAM, sur des instances générées aléatoirement. Dans ce cas, toutes

les instances générées considerent les vecteurs de couts de dimensions 3, 4, 5, qui sont
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uniformément répartis dans l'intervalle [—10, 50]. Les graphes sont générés de fagon aléa-
toire comme décrit par Erdos et al. dans [29] proposent a 'utilisateur de fixer le nombre
de sommets du graphe et la probabilité qu’une aréte existe entre deux sommets. Pour ce
faire, nous avons jugé utile de grouper dans chaque ligne du tableau 1 les résultats moyens
pour vingt (20) graphes pour lesquels le nombre d’arétes varie dans un méme intervalle de

longueur ne dépassant pas dix (10).

r|mn m nbSND CPU(s) Cub | nbL
avg min | max avg min maxr | avg avg
3120 [35,45] | 38,1 18 102 30,7 10,4 87,9 | 0,04 | 301,2
3|20 | [46,55] 67 35 105 115,9 45,2 216,8 | 0,1 | 5954
3130 | [45,55] | 121,3 51 186 337,1 83 858,2 | 0,08 | 2240,8
3130 | [56,65] | 273,2 87 403 1203 703,2 | 2301,7 | 0,5 2603
3150 | [65,75] | 881,6 | 107 | 1025 | 2489,9 | 1833,2 | 3581,7 | 1,2 | 48432
4 120 | [35,45] 102 66 222 44,2 28,2 178 1,17 | 356,4
4 |20 | [46,55] | 104,3 44 130 186,7 70,3 2277 | 1,3 660
4 130 | [45,55] | 188,5 63 305 557,4 1122 | 1038,4 | 2,6 | 2452,6
4 130 | [56,65] | 320,3 94 690 | 17239 | 921,1 3074 | 3,02 | 3008,7
4 | 50 | [65,75] | 1060,2 | 230 | 2003 | 3030,68 | 2100,4 | 3864 | 4,6 | 5036,4
5120 | [35,45] 246 87 | 440 88,2 47,2 206 4,8 | 489,5
5|20 | [46,55] | 274,8 | 105 | 473 2945 161,6 | 924,9 | 5,01 | 1090,8
5130 | [46,55] | 758,3 | 123 | 1053 | 1033,4 | 452,6 2785 | 5,21 | 2821,3
5130 | [55,65] | 930,3 | 202 | 2066 | 2034,7 | 1132,7 | 3520,3 | 7,09 | 3140,6
5|50 | [65,75] | 1300,4 | 314 | 2135 | 3423,1 | 2306,1 | 4037,8 | 7,9 | 5453,5

TABLE 5.1 — Résultats expérimentaux

Dans le tableau 5.1, nous avons enregistré la moyenne, le minimum et le nombre maxi-
mal de solutions non dominées nbS N D, ainsi que le C'PU en secondes, le Cub qui représente
le temps d’exécution utilisé pour générer I’ensemble initial SUB et le nombre moyen de
feuilles (nbL).

Pour les cas avec trois et quatre criteres, les meilleurs résultats sont obtenus en utilisant



Chapitre 5 : Méthode exacte pour la résolution du probléme de I’arbre multiobjectif 73

la méthode décrite dans [51], alors que tous les autres résultats sont obtenus en utilisant
la méthode décrite dans [1] qui est plus rapide avec un nombre croissant de criteres.

Les résultats montrent clairement ’augmentation du temps C' PU par rapport au nombre
d’arétes et celle des feuilles (nbL). Cependant, le nombre de critéres ne semble pas beaucoup
agir sur ce temps et ’évaluation exacte du point idéal en chaque noeud de 'arborescence de
recherche a apporté une amélioration a la méthode puisque le nombre de noeuds stérilisés
représente une moyenne de 55.63% du nombre total de feuilles créées (nbL).

De plus, I’'ensemble SU B considéré comme borne supérieure pour ’ensemble SN D fixé
le long des étapes de 'algorithme-M OST, évolue de maniére dynamique et est mis a jour
dans un temps polynomial. En effet, ’ensemble SN D contient des solutions potentielle-
ment non dominées que nous mettons a jour pendant la recherche. En particulier, tout
élément de cet ensemble pourrait étre supprimé s’il est dominé par une nouvelle solution
récemment rencontrée.

Algorithme qui qui géneére des graphe avec un petit nombre d’aréte de type
e2c

Entrée : n : le nombre de sommets du graphe G, s=0,p=10,7 = 1.

Sortie : E : I'ensemble des arétes de G.

Etape 1. : Générer aléatoirement un nombre i € [3, ]

Etape 2. : Tant que s < n faire :

Etape 2.1. : Générer un cycle élémentaire p11 qui passe par les sommets v, vj11, .., v;
Etape 2.2, : poser j =1

Etape 3. : Générer aléatoirement un nombre i € [7,n].

Etape 3.1. : Générer un cycle élémentaire p, qui passe par les sommets v;, vjy1, .., v;, et
on note Fuy ’ensemble des arétes du cycle puy.

Etape 4. : s=le plus grand indice des sommets des cycles déja construits.

Etape 5.:p=p+ 1.

Etape 5.1. : E = EU{E(u)}.

Fin tant que

]:Jtape 6. : Générer aléatoirement un ensemble d’arétes F' de type e2c, tel que |F| < 7.

Etape 6.1. : E = EU{F}.
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Un algorithme ci-dessus est utilisé pour la génération des graphes du tableau 5.2 :

r| n | m | nbe2c | CPU(s) | nb SND
3| 100 | 130 3 47,3 148
3 | 300 | 340 4 956,24 566
3 | 400 | 445 5 1030,32 759
4 | 100 | 130 3 1404,38 768
4 1 300 | 340 3 1521,12 1095
4 1400 | 445 5) 2234,81 1155

TABLE 5.2 — Résultats en moyenne pour les graphes ayant un petit nombre d’arétes de

type e2c

Le temps de calcul de 'algorithme-M OST diminue avec un nombre décroissant nb e2c

des cycles arétes-disjoints dans G. En effet, les graphes avec un faible nombre nb e2c

ont également été considérés. Dans ce cas, les résultats rapportés dans le tableau 5.2

montrent que ’algorithme MOST est plus rapide, ce qui permet de traiter des instances

de dimensions plus grandes.

Au cours de notre expérimentation, le calcul est interrompu pour les instances nécessitant

plus de 2 heures de calcul.
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Une méthode approchée GA-VNS
pour MOST

Le passage au cadre multiobjectif rend explicitement les problémes plus ardus, en par-
ticulier du fait du nombre tres grand de solutions efficaces. Cela est aussi vrai pour le
probléeme de l’arbre minimum. Ainsi, alors que des algorithmes pour le cas mono-objectif
peuvent résoudre des instances ayant plusieurs centaines de milliers de variables en un
temps raisonnable, les résultats disponibles pour les algorithmes de la version multiobjec-
tif de MOST se cantonnent a deux criteres au plus. De plus, la méthode exacte que nous
avons proposée dans le chapitre précédent arrive juste a résoudre des instances moyennes
de graphes de 'ordre d’une centaine d’arétes, en des temps raisonnables. Il est alors naturel
de s’orienter vers des méthodes approchées pour pouvoir résoudre des instances de grande
taille. C’est dans cette optique que plusieurs métaheuristiques ont été appliquées au pro-
bleme M OST. Nous nous limitons a mentionner les principales contributions existantes.

L’algorithme déterministe des points extrémes (EPDA) a été proposé [21] pour trouver
a la fois des solutions efficaces supportées et non supportées pour plus de deux criteres. Cet
algorithme est validé a I’aide d’un algorithme de recherche exhaustive, basé sur la méthode
proposée par Christofides [13], en utilisant des instances de benchmarks générées par des
algorithmes suggérés par Knowles [46]. Ces derniers se composent de graphes complets
ayant trois fonctions de cotts différentes.

Lorsque le nombre de nceuds est important et que les algorithmes déterministes sont lents

75
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a converger et deviennent impraticables, des algorithmes probabilistes peuvent étre utilisés
pour trouver de bonnes représentations des fronts Pareto en moins de temps. Les quelques
algorithmes évolutifs proposés dans la littérature ont été testés sur de petits cas, pour
des problémes bicritere et la majorité algorithmes trouve seulement les solutions efficaces
supportées.

Zhou et Gen [72] semblent avoir été les premiers a suggérer d’appliquer la premiere ver-
sion de l'algorithme génétique "Non-dominated Sorting Genetic Algorithm” (NSGA) [64]
au probleme MOST avec seulement deux criteres, afin d’énumérer toutes les solutions
Pareto non dominées. Cependant, Knowles [46] a souligné que 'algorithme d’énumération
proposé n’était pas correct puisque il retourne des solutions Pareto-dominées et omettre
certaines solutions efficaces.

Un algorithme appliquant 'algorithme "Greedy Randomized Adaptive Search Proce-
dure” (mc-GRASP) a été suggéré par Arroyo et al. [3]. L’algorithme est basé sur 'optimi-
sation de différentes fonctions d’utilité pondérées. A chaque itération, un vecteur de poids
d’agrégation des criteres est défini et une solution est obtenue en utilisant une procédure
constructive. La solution trouvée est soumise a une recherche locale en essayant d’amé-
liorer la valeur de la fonction d’utilité pondérée. Afin de trouver une variété de solutions
efficaces, les auteurs utilisent différents vecteurs de poids, qui sont répartis uniformément
sur la frontiere de Pareto. Cet algorithme permet d’obtenir a la des solutions efficaces
supportées et non supportées.

Plus récemment, d’autres algorithmes génétiques ont été proposés par Han et Wang [41]
et par Chen et al. [12] qui ont été testés sur des graphes de petites tailles avec seulement
deux criteres.

Gue et al. [37] ont présenté un algorithme d’Essaimes Particulaire pour plus de deux
criteres, mais aucune expérimentation informatique n’a été rapporté.

Un algorithme appelé ”A novel fast and scalable Knowledge-based Evolutionary Algo-
rithm” (KEA) est proposé dans [22], dont les principales caractéristiques sont :

- L’application d’approches déterministes pour calculer les points extrémes du front Pa-
reto. Celles-ci sont utilisées pour produire la population initiale composée d’un ensemble
de parents.

- Une recherche évolutionnaire élitiste tente de trouver les points optimaux de Pareto res-
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tants en appliquant un opérateur de mutation. La détermination des solutions est basée
sur les approches "k-best” bien connue dans les méthodes déterministes.

- Des systemes de marquage permettant de réduire la réévaluation des solutions ainsi que
des points de coupure qui éliminent des régions dominées de l'espace de recherche sont
aussi appliqués.

Cet algorithme peut étre applicable a plus de deux criteres et calcule a la fois les solutions

supportées et non supportées.

Sachant que la méthode décrite dans [22] est la plus récente et la plus efficace par rapport
a ce qui existe dans la littérature, d’apres les auteurs, on a jugé utile de la comparer avec
notre approche qui est détaillée dans la section suivante. On rappelle d’abord les deux
méthodes connues dans la littérature, "Non-dominated Sorting Genetic Algorithm-I1”; et

"Variables Neighborhood Search”.

1- ”"Non-dominated Sorting Genetic Algorithm-II” (NSGA-IT)

L’algorithme génétique NSGA-II proposé par Deb et al. [23], apparait comme 1'un des
algorithmes les plus efficaces pour approximer ’ensemble optimal de Pareto avec une ex-
cellente variété des solutions. Il est basé sur les trois caractéristiques suivantes : il utilise
le principe de I’élitisme, favorise les solutions non dominées et utilise une variété explicite
des solutions.

L’algorithme NSGA-IT commence par une génération aléatoire d’une population initiale Py
de N individus (parents). A la génération ¢, une population Q; de N enfants est créée a par-
tir de la population parent P; en utilisant les opérateurs génétiques (sélection-croisement-
mutation). Ensuite, les deux populations sont combinées pour former une nouvelle po-
pulation R; de taille 2IN. La recherche des solutions non dominées permet de classer les
individus de R; en plusieurs fronts de rangs différents. Elle est effectuée de la maniere
suivante : chaque individu de la population R; est comparé a tous les autres par le concept
de dominance. Les individus non dominés appartiennent au front de rang 1, le front de Pa-
reto. En éliminant temporairement ces individus de I’ensemble de recherche, ’algorithme
est itéré pour fournir le front de rang 2, et ainsi de suite. La nouvelle population parent Py

est alors construite avec les N individus appartenant aux fronts de rangs les plus faibles.
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Généralement, pour le dernier front il y a plus de solutions que de places restantes dans la
nouvelle population P;1q. Les individus sont alors triés selon une distance connue sous le
vocable anglais de "crowding distance”. Ce choix permet d’offrir la meilleure distribution
des individus sur le front le plus élevé.

Tri selon la distance de

Individus rejetés

Tri selon la dominance crowding
Nouvelle
r | [ T | | populaon
— o | | O Qs
F> est créée
par
Sélection
Y F; Y Croisement
Mutation
\ l:'l+l
—/1
—/1

R .
L I Boucle sur les générations I—

FIGURE 6.1 — Principe de 'algorithme NSGA-II

Calcul de la distance de ”crowding”

S

5

FI1GURE 6.2 — Distance de Crowding

La distance de "crowding” d; d’'un point particulier ¢ se calcule en fonction du périmetre
de 'hypercube ayant comme sommets les points les plus proches de i sur chaque fonction

objectif.
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Sur la figure ci-dessus est représenté I’hypercube en deux dimensions associé au point i.
Un algorithme de calcul de la distance de "crowding” est détaillé dans [Deb, 2001]. Cet
algorithme est de complexité O(M Nlog(N)), o M est le nombre d’objectifs du probléme
et N le nombre d’individus & traiter. Une fois tous les d; calculés, il ne reste plus qu’a les
trier par ordre décroissant et a sélectionner les individus possédant la plus grande valeur
de "crowding”.

Les techniques de sélection en vue d’un croisement ou d’une mutation peuvent aussi bé-
néficier de ce type de calcul. En effet, 'opérateur de sélection le plus fidele a l'esprit de
Pareto tombe en défaut des que les deux individus en compétition ont le méme rang de
dominance (i.e. sont non dominés). Pour pallier a ce probleme, NSGA-II utilise la distance
de "crowding” pour départager les deux individus. Ce processus permet de conserver les
bonnes propriétés de la sélection Pareto tout en préservant une certaine diversité sur les

individus sélectionnés.

2- ”Variable Neighborhood Search” (VNS)

La Recherche & voisinage variable, proposée par Hansen et Mladenovié [42] en 1997, est
une métaheuristique récente pour la résolution de problemes d’optimisation, dont I'idée
de base est le changement systématique de voisinage au sein d’une recherche locale. Nous
présentons dans ce qui suit, les regles de base de VNS.

L’heuristique VNS utilise les constats suivants :

- Un minimum local par rapport a un voisinage n’en est pas nécessairement un par rapport
a un autre

- Un minimum global est un minimum local par rapport a tous les voisinages possibles

- Pour de nombreux problemes, les minimas locaux par rapport a un ou a plusieurs voisi-

nages sont relativement proches les uns des autres.



Chapitre 6 : Une méthode approchée GA-VNS pour MOST 80

A (Solution initiale

b
>

FIGURE 6.3 — Recherche a voisinage variable (Hansen et al., 1997)

6.1 Principe de la méthode approchée GA-VNS

Le but de notre méthode est de trouver une bonne approximation du front de Pareto
pour le probleme de I'arbre minimum multiobjectif (M OST). Nous proposons un algo-
rithme hybride GA-VNS ("Genetic Algorithm-Variable Neighborhood Search”) qui com-
bine les avantages des algorithmes NSGA-II et VNS. Cet algorithme commence par la
génération d’une population initiale P de solutions réalisables (arbres), adopte un nouvel
opérateur de croisement a deux points et applique une heuristique qui décrit 'opérateur de
mutation. La population finale obtenue a la fin de NSGA-II apres sélection, est améliorée
par un algorithme basé sur la méthode VNS. L’expérimentation montre que cette hybri-
dation permet de trouver de bons individus pour contrebalancer entre la diversification et

I'intensification au cours du processus de recherche d’optimisation [8,9].

6.1.1 Adaptation de I’algorithme GA-VNS

1- Codage d’un individu (solution arbre)
Initialement les arétes du graphe GG, d’ordre n et de taille m, sont numérotées. Le codage
direct d’un chromosome (correspondant & un arbre) est un ensemble de dimension n — 1,

dans lequel chaque coordonnée représente le numéro associé d’une aréte.

Remarque 6.1. Dans larticle [46], les auteurs soulignent que le codage direct est meilleur

et plus efficace que le codage de Purfer [35], contrairement & ce que Zhou a montré dans
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son article [72].

2- Génération d’une population initiale
La premiere population de taille p des arbres est générée moyennant les trois procédures
suivantes :
- a l’aide des arbres optimaux correspondants a chaque critere,
- par génération aléatoire avec agrégation de criteres,
- par 'application de I’algorithme de Kruskal en sélectionnant aléatoirement les arétes du

graphe G.

Remarque 6.2. 1- Nous notons que le processus de construction de la population initiale
permet d’obtenir des solutions réalisables et d’adapter un équilibre entre la qualité et
diversité des individus.

2- La reproduction consiste & recombiner deux individus par I'opérateur de croisement,
éventuellement suivi d’'une mutation des genes des individus. Par conséquent, & partir de
la population initiale, une nouvelle population est obtenue. De cette nouvelle population,
une seconde nouvelle population est produite par le méme processus et ainsi de suite. Le

critere d’arrét est basé sur le nombre de générations.

3- Croisement
Avant de décrire les étapes de croisement des individus, nous présentons une étude compa-

rative entre le croisement a un point et celui a deux points pour notre probleme MOST.

Remarque 6.3. Comme pour la méthode exacte décrite dans le chapitre précédent, I’étude
expérimentale est réalisée sous Matlab 2014a sur un ordinateur portable hp, Intel Core i5,
8 Go de RAM, sur des graphes complets d’ordre n et les vecteurs cotlts de dimensions r

sont générées aléatoirement.
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n | r | CPUl(s) | C(C—-2p,C—1P) | CPU2(s) | C(C —1p,C —2P)
k30 | 3 18,88 0,50 18,94 0,77
kd0 | 3 63,90 0,60 47,01 0,85
k80 | 3 96,48 0,57 77,05 0,87
k100 | 3 220,68 0,48 167,49 0,73
k80 | 5 | 281,60 0,19 307,87 0,88
k100 | 5 | 321,61 0,33 328,12 0,77

TABLE 6.1 — Comparaison de GA-VNS avec un croisement a un point et celui & deux points

On note C(C — 1p,C — 2p) la proportion des solutions trouvées par notre algorithme
avec un croisement a un point qui dominent celles trouvées par GA-VNS avec un croise-
ment a deux points et CPU1(s) le temps de calcul associé en seconde. C(C' —2p,C'—1p) la
proportion des solutions trouvées par notre algorithme avec un croisement & deux points
qui dominent celles trouvées par GA-VNS avec un croisement a un point et CPU2(s) le
temps de calcul associé en seconde
Il convient d’observer que 44% des solutions obtenues par GA-VNS avec un croisement &
un point dominent les solutions obtenues par GA-VNS avec un croisement a deux points,
tandis que 81% des solutions obtenues par GA-VNS avec le croisement & deux points do-
minent les solutions obtenues par GA-VNS avec un croisement a un point. Ce résultat est
trés important pour le choix de 'opérateur de croisement . En effet, notre champ d’appli-

cation est de fournir de nouveaux moyens pour améliorer davantage cet opérateur.

Croisement a deux points :

Il est similaire au croisement a un point, sauf que deux points de coupure sont générés au
hasard au lieu d’un seul. Les chromosomes issus obtenus ne correspondent pas forcément
a des solutions arbres. Pour surmonter cette infaisabilité, nous avons introduit des procé-
dures de réarrangement des arétes pour chaque descendant qui n’est pas un arbre.

Le croisement a deux points est décrit comme suit :
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Parent T1
Al A2 A3
A A A
r 4 N ™
I I I I I I |
Parent T2
I I I I I I |
w ~ ) . — ) AN ~ /
Bl B2 B3
Child T3
Al A A4 N A A3
i~ ' Y ' ™y
I I I I I I |
Child T4
I I I I I I |
\_ N AR _/
B]?r B4 e he B3

FIGURE 6.4 — Croisement a deux points

Procédure 1 : Choisir les arétes de A4 dans les ensembles, dans 'ordre suivant : B2,
B1, B3 et E\ A1U A3. Ceux de B4 des ensembles, dans 'ordre suivant : A2; Al; A3 et
E\ B1U B3.

Procédure 2 Choisir les arétes de A4 dans l'ordre décroissant des sommes de cotits de
chaque aréte e dans l'ensemble : E(T2)U E '\ A1 U A3.
Procédure 3 Choisir les arétes de A4 dans l'ordre lexicographique des couts de chaque

aréte e dans ’ensemble : E(T2) U E \ A1U A3.

Remarque 6.4. Chaque descendant obtenu par I'opérateur de croisement proposé, est un

arbre (solution réalisable), donc une correction ne sera nécessaire pour assurer la faisabilité.

Le tableau ci-dessous présente une comparaison de GA-VNS avec le croisement a deux

points en appliquant la procédure 2 et la procédure 3.
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n | r | CPUL(s) | C(som,lex) | CPU2(s) | C(lex,som)
k80 | 3 152,13 0,37 186,17 0,46
k100 | 3 253,08 0,82 255,32 0,57
k200 | 3 741,33 0,71 776,37 0,55
k80 | 5 100,59 0,72 147,17 0,53
k100 | 5 | 223,01 0,94 268,53 0,46
k200 | 5 | 898,46 0,85 945,23 0,33

TABLE 6.2 — Comparaison de GA-VNS avec les procédures 2 et 3

On note C(som, lex) la proportion des solutions trouvées par notre algorithme en appli-
quant la deuxieme procédure, qui dominent celles trouvées par GA-VNS avec en appliquant
la premiere procédure et CPU1(s) le temps de calcul associé en seconde. C(lex, som) la
proportion des solutions trouvées par notre algorithme en appliquant la premiere procé-
dure, qui dominent celles trouvées par GA-VNS avec en appliquant la deuxieme procédure,
CPU2(s) le temps de calcul associé en seconde
On remarque que la deuxieme procédure donne de meilleur résultats (74% par rapport a
48%).

3- Mutation

La mutation est réalisée comme dans le processus biologique évolutionnaire. Son objectif
prioritaire est de générer de meilleures solutions, au sens de la domination, que celles de
la population actuelle. L’opérateur de mutation est appliquée a chaque descendant dans
la population avec une faible probabilité prédéterminée, il consiste a choisir aléatoirement
un aréte (géne) qui ne se trouve pas dans l'arbre (chromosome) descendant (7') (Une aréte
e = (z,y) de G\ T) et le remplacer par une autre aréte f dont le vecteur-cotit domine
celui de e. On obtient un arbre T'1. L’aréte f est dans 'arbre T'1 et appartient a la chaine
élémentaire C dans T'1 reliant les sommets x et iy, C'Ue est alors un cycle de GG. Cela permet
de trouver un autre chromosome (c’est-a-dire un arbre) dont le vecteur-cotit domine celui
de T'. S’il n’y a pas d’aréte dans la chaine C' dont le vecteur-cout domine celui de ’aréte
e, on choisit une aréte au hasard dans la chaine C dont le vecteur-cout n’est pas dominé

par celui de laréte e et on remplace cette derniere pour obtenir un nouvel arbre 7”.
1. Choisir une aréte e = (z,y) de G\ T.

2. Trouver une chaine C dans T reliant les sommets x et y (C' U e est alors un cycle de

Q).
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3. Déterminer une aréte f de C dont le vecteur-cout est dominé par celui de e :

— Si f existe, T' := (T'\ f) Ue est un arbre qui domine ’arbre fils 7T'.

— Sinon, choisir une aréte f de la chaine C et T := (T'\ f) Ue.
5- Sélection
L’opérateur de sélection consiste a procéder d’abord a la partition de la population de
taille 2p, composée de parents et de descendants dans les fronts, le premier contenant les
individus non dominés, le second contenant encore des individus non dominés apres avoir
enlevé les éléments du premier front, et ainsi de suite. La nouvelle population consiste a
choisir des individus dans l'ordre de dominance des fronts. Les individus du front k& qui
doivent compléter la taille p de la nouvelle population sont sélectionnés en fonction d’une
distance de “crowding”. On note ASN D les éléments du premier front.
6- Amélioration des éléments du premier front ASND
Des solutions voisines sont générées pour chaque solution non dominée appartenant a l’en-
semble des solutions du premier front de NSGA-II, pour construire une nouvelle population
ASND, et réaliser la mise a jour de I’ensemble courant non dominé a chaque étape.
La mise a jour du ASND se fait selon la relation de dominance et a chaque itération, les
populations obtenues n’ont pas nécessairement la méme taille.
Enfin, on maintient une approximation améliorée avec un nombre plus élevé de solutions
non dominées. Nous détaillons les étapes de cette amélioration en adaptant I'algorithme
VNS comme suit :
- ASND : ensemble des solutions non dominées.
- Ni,k = 1,2,3 est un ensemble de structures de voisinages qu’on appelle aussi k — opt,
k=1,23.
- Critére d’arrét : un nombre fixé d’itérations est atteint,
- Ni(T') est 'ensemble des solutions dans le k — iéme voisinage de 1'arbre T
Pour le voisinage 1 —opt une recherche locale est appliquée, pour le voisinage k —opt chacun
des voisins de l'arbre T dans Ny (T') peut étre atteint en changeant exactement k arétes de
T.
- Le choix des arétes, qui ne sont pas des isthmes de G, a changer dans un arbre donné T,
se fait de la maniere suivante :

- Choisir aléatoirement k arétes de G \ T'.
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- Pour chaque aréte e € G\ T', trouver la chaine qui relie des extrémités dans 7.
- S'il existe une aréte f tel que C(f) < C(e), T =T\ {e} U{f}.
- En utilisant ces trois structures, nous assurons la faisabilité des solutions voisines obte-

nus(i.e., arbre).

6.2 Résultats expérimentaux

L’objectif de ce travail est de montrer 'efficacité de 1’algorithme proposé GA-VNS pour
obtenir une bonne approximation du front de Pareto du probleme M OST. Pour ce faire,
Palgorithme GA-VNS est comparé a notre méthode exacte qui génere ’ensemble de toutes
les solutions (arbres) non dominées pour des instances de taille moyenne générées aléatoi-
rement.

Nous exécutons GA-VNS et M OST-Algorithme pour dix instances de méme dimension,
et nous comparons les résultats en moyenne en utilisant la mesure de proportion. On note
C(SND,ASND) : la proportion de solutions de I’ensemble ASN D appartenant effective-

ment & I’ensemble exact des solutions non dominées trouvées par M OST-Algorithme.

n m r SND/ASND

avg min max

20 | [46,55] | 3 | 67,14% | 49,36% | 77,81%

30 | [56,65] | 3 | 70,89% | 50,79% | 81%

50 | [65,75] | 3 | 68,60% | 58,12% | 79,06%

20 | [46,55] | 5 | 76,27% | 56,26% | 84,16%

30 | [56,65] | 5 | 71,28% | 47,70% | 88,12%

50 | [65,75] | 5 | 68,64% | 42,89% | 86,24%

TABLE 6.3 — Comparaison entre M OST-Algorithme et GA-VNS

D’apres ce tableau 6.3 comparatif , on remarque que plus de 70% de solutions non
dominées ont été trouvées par notre méthode approchée GA-VNS.
Une autre étude comparative entre notre algorithme et 1’algorithme présenté KEA dans [22]

est faite avec le méme générateur de graphes et les résultats sont présentées dans le tableau
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ci-dessous :

n | r | C(GA-VNS,KEA) | CPUL(s) | C(KEA,GA-VNS) | CPU2(s)
K50 | 3 80% 113,86 36% 206,72
K80 | 3 78% 204,38 28% 104,21
K100 | 3 79% 523,31 37% 319,17
K200 | 3 84% 882,31 38% 842,938
K80 | 5 85% 296,79 32% 185,395
K100 | 5 76% 617,93 37% 525,395
K200 | 5 82% 1160,1 41% 981,13

TABLE 6.4 — Comparaison entre GA-VNS et KEA

On note C(GA—V NS, KEA) la proportion des solutions trouvées par notre algorithme
GA-VNS qui dominent celles trouvées par KEA, et C(KEA,GA — VNS) la proportion
des solutions trouvées par 'algorithme KEA qui dominent celles trouvées par notre algo-
rithme GA-VNS. CPU1(s) le temps de calcul que dépense GA-VNS et CPU2(s) le temps
de calcul de KEA.

Les résultats montrent que 81% de solutions trouvées par notre méthode GA-VNS do-
minent les solutions trouvées par la méthode KEA tandis que 36% solutions trouvées par

notre méthode GA-VNS sont dominées les solutions trouvées par la méthode KEA.



Conclusion et perspectives

Constatant ’absence d’algorithmes exactes pour la résolution de problemes de ’arbre
a objectifs multiples, la motivation centrale de nos travaux fut de proposer des réponses
efficaces pour ce probleme N P-difficile.

Dans cette étude, on a proposé une méthode exacte basée sur un processus de séparation
sur des arétes qui appartiennent a au moins deux cycles d’un graphe donné. Cela génere
une procédure de construction de contraintes qui cassent les cycles tout en conservant la
connexité du graphe. Ainsi, en chaque feuille de I’arbre de recherche, le graphe obtenu a
une structure particuliere; il ne contient que des cycles arétes-disjoints, ou bien, il s’agit
d’un arbre. Par conséquent, si la premiere base de cycles du graphe initial ne contient que
des cycles arétes-disjoints, ’algorithme ne crée qu’une seule feuille et un seul programme
linéaire bivalent multiobjectif est résolu, ce qui induit un temps d’exécution plus rapide.
Sinon a chaque feuille d’'une branche arbitraire de ’arborescence de recherche, on résout
un programme linéaire bivalent multiobjectif du probléme de ’arbre minimum en fonction
des contraintes induites le long de cette branche.

A travers ce processus de séparation-construction, nous avons cherché a surmonter les
difficultés liées a la résolution directe du programme linéaire bivalent (P) (voir page 54) as-
socié au probleme M OST. En effet, cette décomposition a permis I'obtention de problemes
de méme nature que (P), mais de dimensions beaucoup plus réduites avec, chaque fois,
des matrices de contraintes creuses, ce qui conduit a une résolution plus rapide. D’autre
part, le calcul des coordonnées du point idéal est un probleme facile, on se ramene & la
résolution de r problemes classiques de ’arbre de poids minimum, ce qui a permis de ne
pas visiter des zones du domaine des solutions arbres qui ne contiennent pas d’arbres non

dominés. Ce résultat apparait clairement a travers I’expérimentation réalisée qui montre,

88
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qu’en moyenne, plus de 50% des noeuds de I'arbre de recherche sont stérilisés avant terme,
et cela explique aussi pourquoi la méthode est capable de traiter des milliers de feuilles
dans un temps acceptable.
D’autre part, pour palier a l'incapacité de la méthode exacte de résoudre des instances de
grandes dimensions, compte tenu de la combinatoire explosive du probleme M OST, nous
avons jugé utile de proposer notre méthode approchée GA-VNS. Cette derniere présente
de bonnes caractéristiques d’apres les résultats de I'expérimentation de part : sa capacité
de calculer a la fois les solutions supportées et non supportées ; sa possibilité d’explorer des
régions de l'espace de recherche que d’autres algorithmes approchés ne font pas, ainsi que
la bonne répartition du front Pareto. En effet, les résultats de I’expérimentation que nous
avons réalisés, montrent que le front de Pareto approché épouse bien la forme du front de
Pareto exacte, puisque pres de 70% des solutions non dominées obtenues par I'algorithme
GA-VNS sont données par MOST-algorithme.

Comme futures pistes de recherche, nous citons la construction des arbres non dominés
basée sur des outils de graphes ainsi que la réalisation d’un schéma d’hybridation d’autres

methaheuristiques.
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