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Introduction
generale

1.Introduction

L’analyse des series chronologiques occupe une place prépondérante dans I’étude
des phénomeénes aléatoires, a savoir I’économie, I’automatique, la météorologie,
I'nydrologie... Celle-ci rassemble un ensemble de techniques et de méthodes mathématiques
permettant la construction de modéles stochastiques a travers des séries de données indexée
dans le temps. Cette construction se fait généralement selon trois étapes essentielles :
I'identification du modéle paramétrique, I'estimation de ses parameétres et les tests permettant
la validation de cette construction. Le modele ainsi obtenu peut étre exploité entres autres
dans la prévision ou le contréle.

Bien qu’ils ne représentent souvent qu’une approximation brutale de la réalité, les
modeles stationnaires (ou ceux qui peuvent étre rendus stationnaires) tels que les modeéles
ARIMA, SARIMA, VARMA, etc., sont les plus répandus et les plus utilisés dans I’analyse
des séries temporelles. Depuis les années 70 et avec la parution du fameux livre de Box et
Jenkins (1970) ces modeles ont fait I’objet d’une littérature surabondante en effet, les travaux
de ces deux auteurs ont rendu célébres ce genre de modeles, en proposant une méthodologie
permettant la construction du modele adéquat.

Une fois le modéle identifié, I’estimation de ses parametres est sirement une
étape trés importante dans la construction de celui-ci. Elle a constitué, jusqu’a lors le centre
d’intérét des chercheurs, et s’est soldée par de nombreux résultats intéressants. Les méthodes
d’estimations sont généralement classées en deux grandes classes, et ce, en fonction du type
de données sur lesquelles elles se basent : les méthodes hors-ligne et les méthodes en-ligne.
Dans le premier cas, il s’agit d’une série de taille fixe, par contre dans le second les données
sont progressivement disponibles.
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Les techniques d’estimation hors-ligne des parametres de modeles de séries
chronologiques, peuvent étre classees en deux catégories générales: les méthodes
d’estimation utilisant directement les données et les méthodes qui n’utilisent les données qu’a
travers une transformation de celles-ci en résumés statistiques. Parmi les méthodes de la
premiére classe nous citons en particulier la méthode du maximum de vraisemblance et ses
différentes approximations (ces approximations sont astreintes a préserver quelques propriétés
asymptotiques telles que la convergence et I’efficacité asymptotique) et la méthode des
moindres carrés et ses variantes. Parmi les méthodes de la seconde classe, probablement
I’approche commune est de transformer les données en un ensemble fini de résumés
statistiques (moyenne empirique, covariance empirique) et d’estimer, par la suite, les
parametres du modéle (estimateur de Yule-Walker, estimateur de Durbin-Levinson,...). Pour
les parametres d’un modeéle autorégressif moyenne mobile (ARMA), la méthode des moindres
carrés (conditionnelle et non conditionnelle) a été I’une des premieres a étre utilisée et a
montré des résultats satisfaisants, mais le besoin croissant de I’analyse des séries a eu pour
conséquence, la naissance de nouveaux problemes pour lesquels cette méthode est devenue
lourde et insuffisante. Avec I’amélioration des performances des ordinateurs ainsi que
I’apparition de nouveaux algorithmes, la méthode du pseudo maximum de vraisemblance s’est
révélée d’une importance capitale, aussi bien du point de vue théorique que pratique, et a
donné beaucoup de satisfaction pas pour la précision des résultats seulement, mais aussi pour
la stabilité et la rapidité des calculs. Donc il est tout a fait naturel que cette méthode figure
maintenant dans les meilleurs logiciels de statistique. Le principe de celle-ci consiste a
optimiser, donc a évaluer plusieurs fois, une fonction non linéaire en inversant a chaque
itération une certaine matrice. Plusieurs algorithmes ont vu le jour, afin de palier aux carences
dd a I’inversion des matrices, pour justement réduire le temps de calcul et I’espace mémoire.

Le traitement en-ligne des données était au début propre aux problemes
qu’encouraient les ingénieurs, car ils ont été les premiers a les confronter, (les phénomeénes a
temps continu : traitement de signal en automatique, transmission, télécommunication, etc.).
Cependant, avec I’avenement de grandes bases de données plusieurs domaines du fait de leur
complexité croissante, font actuellement appel a des données en-ligne (météorologie,
économétrie, finances et bourses,...). De ce fait, tout laisse a croire que les méthodes en-ligne,
bien qu’elles soient peu répandues en statistique, connaitrons sans doute un nouvel essor. Les
methodes d’estimations hors-ligne sont trop lourdes voir impossibles lorsqu’elles sont
appliquées a des donneées en-ligne, car leur utilisation contraint, a chaque introduction d’une
nouvelle donnée, de refaire la procédure d’estimation pour tout le bloc des données ce qui est
tres colteux en terme de complexités spatiale et temporelle. Face a ce probléeme, les
ingénieurs ont developpé une méthodologie complete, portant le nom d’identification
récurrente. Cette méthodologie part de la conception des algorithmes a I’examen des
conditions de mise en ceuvre numérique sur calculateur, en passant par I’étude approfondie de
la convergence et I’optimisation de leur vitesse. Une des raisons de I’existence de plusieurs
algorithmes récurrents est la diversité de la nature des probléemes a traiter. Cette diversité
implique I'utilisation de différentes approches qui peuvent étre énumérées selon les quatres
classes suivantes : méthodes issues par modification des méthodes hors-ligne, méthodes
basées sur les filtres non linéaires, les méthodes d’approximations stochastiques et les
méthodes pseudo-régression linéaire. Les algorithmes récurrents ont occupé une place
consideérable, d0 au développement du traitement numérique et a I’augmentation constante de
la puissance des calculateurs, permettant ainsi I’implémentation en temps réel d’algorithmes
de plus en plus sophistiqués. L’intérét de la forme récursive des algorithmes récurrents, est dd
a la possibilité du traitement en-ligne des données en temps réel, grace a une mémorisation
finie dans un vecteur de taille fixe. En effet I’estimation courante est remise a jour de maniére
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a ce que le nombre d’opérations et I’espace mémoire ne croissent pas avec le nombre
d’observations, et ne dépendent que du modéle choisi.

Parmi de nombreuses variantes de I’estimation en-ligne, nous avons choisi la
classe des méthodes issue de I’identification hors-ligne, appelée méthodes d’erreur de
prévision minimale (‘Recursive Predictor Error Method” RPEM). Dans le cas gaussien, ces
méthodes conduisent a la méme fonction critere que celle du maximum de vraisemblance
conditionnelle, et donne des estimateurs de qualités proches. On notera par ailleurs deux cas
particuliers de cette méthode : le premier, relatif aux modeles autorégressifs, est I’algorithme
des moindres carrés récursifs (RLS), quant au second qui n’est autre que la généralisation du
premier, aux cas de I’ajout de composante moyenne mobile, est I’algorithme Recursive
Maximum Likelihood (RML). Celui-ci donne, sous certaines conditions, des estimateurs ayant
des propriétés statistiques (convergence, efficacité asymptotique,...) voisines de celles de
I’estimateur du maximum de vraisemblance (Ljung et Soderstrom (1983) et Duflo (1990)).
L’idée de base de ces algorithmes est de condenser I’information apportée par I’échantillon
dans une quantité auxiliaire, exprimée sous forme d’une matrice, et de remettre a jour
I’estimateur, a I’introduction d’une nouvelle donnée. Cependant, Mélard (1989) a observé que
cette quantité auxiliaire est fort variable, générant ainsi des perturbations nuisibles a
I’estimation. En conservant le principe de I’algorithme RML, Zahaf (1998) y a proposé une
amélioration en remplacant la quantité d’information auxiliaire par son espérance
mathématique, qui n’est autre que la matrice d’information de Fisher. 1l a, en outre, analysé
les propriétés statistiques de I’estimateur obtenu par I’algorithme proposé (RMLyz) et a
montré aussi que, sous quelques conditions de régularités moins restrictives, celui-ci
converge. Il a ainsi vérifié, suite a une étude de comparaison par simulation, que I’algorithme
RML vz est dans la plupart des cas meilleur que I’algorithme RML.

Dans la pratique, de nombreuses séries chronologiques présentent un caractere
non régulier qui ne peut étre remédié par des transformations tendancielles, saisonnieres ou
mixtes. Utiliser les modéles classiques de Box et Jenkins pour traiter ce genre de séries serait
donc insuffisant et inefficace. Il est clair que la manipulation des modeles non stationnaires,
bien qu’elle soit plus astreignante et délicate, serait plus intéressante car il existe des
phénomeénes aléatoires ne pouvant étre représenter de maniére adéquate par les modeéles
ARIMA classiques de Box et Jenkins (1976), mais plutdt par des modeles linéaires a
coefficients évolutifs dans le temps. En effet, la généralisation due a Cramér (1961), de la
décomposition de Wold (1938), aux processus non stationnaires, a permit d’élargir la classe
des modeles linéaires autorégressifs moyenne mobile, a coefficients constants (ARMA), a la
classe des modeles linéaires autorégressifs moyenne mobile a coefficients dépendant du
temps (ARMA,).

Une classe particuliere des modéles ARMA évolutifs qui est souvent tres utile
pour la modélisation des séries saisonnieres est celle dont les parametres sont périodiques
dans le temps. L’incapacité des modeles SARIMA, proposés par Box et Jenkins (1970), a
représenter certaines séries saisonnieres, spécialement pour les séries issues de processus dont
la fonction d’autocovariance est périodique (Tiao et Crupe (1980)), a favorisé les
développements apportés aux travaux de recherches relatifs a cette classe de modéles. En
effet, plusieurs chercheurs se sont penchés aussi bien sur I’étude des processus
périodiquement corrélés que celle des modeéles ARMA périodiques. Pour étudier les propriétés
théoriques des modéles ARMA périodiques nous pouvons distinguer deux approches
différentes : la premiére, appelée "perio-span-lumping"”, se base directement sur le théoréme
de Gladyshev (1961) et consiste a ramener un processus périodiquement corrélé univarié au
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processus stationnaire multivarié qui lui est associé et d’étudier, au sens du second ordre les
propriétés de ce dernier. Soulignons que cette technique a été appliquée par plusieurs auteurs
afin d'étudier les différents problémes liés aux modeles linéaires a coefficients périodiques
(Pagano (1978), Tiao et Crupe (1980)...). Par la suite d'autres chercheurs ont exploité cette
approche, nous citerons entre autres les travaux de Newton (1982), Cipra (1984) et Ghysels et
Hall (1992), pour étudier le probléeme d'inversibilité des modeéles univariés périodiques.
Cependant, la condition d'inversibilité obtenue par ces auteurs n'est que suffisante ce qui a été
montré dans Bentarzi et Hallin (1994). Bentarzi et Hallin (1994) ont élaboré par contre une
condition nécessaire et suffisante pour I'inversibilité des modéles moyenne mobile multivariés
d-périodiques, d'ordre g. La seconde approche, quant a elle, consiste a ramener I'étude des
propriétés d'un modeéle m-varié, d-périodique d'ordre g, a I'étude de ces propriétés pour un
modeéle mqg-varié d-périodique d'ordre un. Cette derniere technique, introduite par Bentarzi et
Hallin (1994) et appelée par Ula et Smadi (1997) "order-span-lumping", permet I'étude de
plusieurs propriétés théoriques d'un modéle m-varié moyenne mobile d-périodique tels que
I'inversibilité et la factorisation spectrale (voir Bentarzi (1998), Bentarzi et Hallin (1998),
Bentarzi (1995) et Bentarzi et Hallin (1994)). En adoptant I'approche "order-span-lumping",
pour les processus moyenne mobile univarié d'ordre un (respectivement m-varié d'ordre fini
guelconque), d-périodique, le célébre probléme de la factorisation spectrale d'un processus
périodique qui consiste a la construction de tous les modéles adéquats possibles
correspondants a une fonction d'autocovariances périodique donnée, d'un certain processus
périodiquement corrélé, a été résolu dans Bentarzi et Hallin (1998) (respectivement Bentarzi
(1998)). Ula et Smadi (1997) ont exploité par la suite cette technique pour introduire par
analogie une condition nécessaire et suffisante de causalité des modeles ARMA d-
périodiques.

Depuis la fin des années 70, la modélisation ARMA périodique (identification,
estimation et validation) n'a pas cessé d'étre en expansion. L'objectif principal était de
généraliser les méthodes classiques relatives aux modeles ARMA, au cas de modéles ARMA
périodiques. En effet le probleme de I’identification a été étudiée par plusieurs chercheurs,
citons en particulier : Cleveland et Tiao (1979), Sakai (1982), Vecchia (1985b), Mcleod,
(1992), etc. La plupart de ces travaux visaient a généraliser les méthodes basées sur la théorie
de I’information, tels que les criteres : AIC, BIC, CIC ou celles basées sur les fonctions
d'autocorrélations, les fonctions d'autocorrélations partielles et les fonctions d'autocorrélations
inverses (Benouamer et Bentarzi (1996) pour la méthode du coin). Plus récemment, Hemis
(1999) et Bentarzi (2000) ont généralisé une méthode basée sur I’analyse bayesien (critére
PDC) introduite par Djuric et Kay, (1992) dans le cas ARMA classique. Dans le méme
travail, Hemis (1999) s'est intéressée d'une part a I'estimation, par la technique de Gibbs, des
parameétres de modeles autoregressifs péeriodiques a tendance explicative et d'autre part a
I'étude de I'effet de l'application des estimateurs obtenus, en introduisant la technique de
Gibbs, sur la performance des criteres de sélection de I'ordre du processus autoregressif pur et
a tendance explicative. Le probléme de la validation qui consiste essentiellement a tester le
modeéle obtenu par rapport aux observations n'a pas eu par contre autant d'intérét, citons
exceptionnellement quelques travaux, tels que Vecchia et Balerini, (1991), pour le test de la
périodicité et Mcleod, (1992) pour le probleme de la validation mais en se restreignant
uniquement dans les modeles AR périodiques. En étudiant la propriété de normalité
asymptotique locale (LAN) ainsi que la propriété de linéarité asymptotique (Bentarzi (1995),
Bentarzi et Hallin (1996)), Bentarzi (1995) a construit un test (paramétrique et non
paramétrique) localement asymptotiquement le plus serré ("stringent™) pour tester un modéle
autoregressif classique (hypothése nulle) contre un modéle autoregressif périodique
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(hypothese alternative locale contigué) (voir aussi Bentarzi et Hallin (1993) et Bentarzi et
Hallin (1996)).

Pour des données hors-ligne, les méthodes d’estimation des modeéles périodiques
ont connu un développement important. La littérature est en fait surabondante et I’intérét n’a
pas cessé de croitre. Apres la généralisation (Cramér (1961)), aux processus non stationnaires,
du théoreme de Wold (1938) I’étude des processus périodiquement corrélés (périodiquement
stationnaires) amorcée par Gladyshev (1961) a permit a plusieurs chercheurs de s’intéresser
aux modeles périodiques. John et Brelsford (1967), en traitant des modeles a structure
périodique, se sont penchés sur le probléme de I’estimation des parametres de modeéles
autorégressifs périodiques particuliers mais sans pour autant étudier les propriétés
asymptotiques. Apres un nombre considérable de travaux n’ayant pas aboutit a des résultats
consistants, Pagano (1978) a obtenu des résultats fort-intéressants concernant les modeles AR
périodiques. Il a en outre, déterminé les estimateurs des moments, établit leurs propriétés
statistiques et a généralisé les estimateurs de Yule-Walker tout en assurant leur convergence.
D’autres parts des chercheurs, tel que Troutman (1979) et Cleveland et Tiao (1979) ont traité
le méme cas par I’usage d’approches différentes de celles déja utilisées. Grace a Tiao et Crupe
(1980), qui ont montré I’insuffisance des modeéles saisonniers de Box et Jenkins (1976) a
représenter les modeles a caractére périodique, la modélisation ARMA périodiques, qui était
d’usage courant dans le domaine de I’hydrologie, a connu un développement important,
notamment, les problémes de I’estimation des parametres. Depuis, une large série de travaux
concernant I’estimation a été effectués par plusieurs chercheurs, citons en particulier, Salas et
al. (1982), Vecchia et al. (1983), Vecchia (1983) et Andel (1983). Par ailleurs, Sakai (1982) a
amélioré du point de vue algorithmique la méthode de Pagano, (1978) en proposant une
approche récursive (vis-a-vis de I’ordre du modéle) basée sur la généralisation, aux modéles
périodiques, des équations récursives de Durbin-Levinson, il a, de plus généralisé la notion
d’autocorrélation partielle, qui se trouve étre un instrument tres utile dans les probléemes de
I’identification. Jusque 1a, la plus part des travaux et investigations de I’estimation des
parameétres se sont principalement axés sur les modeles AR périodiques. Cipra, (1985), par
contre, s’est intéresser aux modeles moyenne mobile périodiques, en adaptant les méthodes de
Durbin (1959) consistant a transformer un modele moyenne mobile & un modéle AR d'ordre
élevé aux modeéles périodiques. Indépendamment des travaux antérieurs, Vecchia (1985) a
proposé un algorithme efficace basé sur le critere du maximum de vraisemblance, la méthode
proposée donne des estimateurs exacts pour le cas de modeles MA et approximatifs pour le
cas de I’ajout d’une composante AR. Pour la méme approche, Li et Hui (1988) ont proposé un
algorithme de calcul de la fonction de vraisemblance exacte d’un modéle ARMA périodique.
Jiminez et al. (1989) ont par la suite introduit un algorithme basé sur le filtre de Kalman. Plus
récemment, Boshnakov (1994a, 1994b) s’est intéressé aux méthodes récursives (vis-a-vis de
I’ordre) d’estimation de modéles AR périodiques, et a aussi généralise (Boshnakov, (1996)) la
méthode de Sakai (1982) et la méthode de Franke (1985) aux modéles PARMA. L'estimation
en-ligne n'a pas connue par contre autant de succes dans le cas de modeles ARMA périodique,
la littérature est en fait relativement maigre par rapport a l'estimation hors-ligne. Adams et
Goodwin (1995) ont introduit un algorithme récursif pour I'estimation en-ligne d'un modéle
PARMA en généralisant un algorithme de la classe des méthodes pseudo régression linéaire
(PLR), ils ont établit la convergence et ont montré aussi I'efficacité numérique de I'algorithme
proposé. Dans le cas adaptatif, Talbi et Bentarzi (1996) ont exploité la propriété LAN et la
propriété de linéarité et la propriété Minimax, au sens de Fabian et Hannan (1982) pour
construire des estimateurs Localement Asymptotiguement Minimax Adaptatifs (LAM-
Adaptif) pour I'estimation des paramétres des modeles autorégressifs périodiques.
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L’intérét du travail propose sera porté sur I’estimation, en présence des données
en ligne et hors ligne, d’un modele autorégressif moyenne mobile périodique (PARMA).
Nous tenterons, donc d'étendre et de généraliser quelques méthodes d'estimation en-ligne et
hors ligne aux modéles PARMA. Dans un premier temps, nous faisons une extension, aux
modéles PARMA périodiques, de I’algorithme RML. L’application de I’algorithme RML vz
aux modeles ARMA stationnaires, ayant donné, des résultats meilleurs que ceux obtenus par
I’algorithme RML, nous laisse a croire que la supériorité de RML iz reste valable pour le cas
des modéles PARMA. Dans cette optique, nous essayerons de généraliser I’algorithme
RML vz pour la classe des modeéles PARMA. Nous aurons donc besoin, de calculer la matrice
d’information de Fisher pour un modéle PARMA, un algorithme spécifique basé sur
I'algorithme de Klein et Mélard (1989) sera introduit. Notons que ce dernier fait appel au
calcul des autocovariances d'un certain modele autorégressif périodique, pour cela nous avons
élaboré une procédure basée sur I'algorithme de McLeod (1975). Nous Vérifierons finalement,
par une étude de simulation intensive, les résultats obtenus.

2. Présentation et apport de la these

Ce travail intitulé estimation en-ligne et hors-ligne des modéles ARMA
périodiques, est bati sur deux parties essentielles. La premiére, se composant de trois
chapitres, concerne I'étude des problémes de I'estimation hors-ligne, dans les modéles ARMA
classiques et dans les modeles ARMA périodiques. La seconde partie (en trois chapitres),
quant a elle, est consacrée aux méthodes d'estimation en-ligne dans les deux classes de
modeéles : ARMA classique et ARMA périodiques. Dans ce qui suit, nous exposerons
brievement les problémes majeurs étudiés et les contributions essentielles apportées.

Premiere Partie Estimation hors-ligne

La premiére partie de notre travail sera consacrée a l'estimation en présence de
données fixes de modeles ARMA classiques et périodiques.

Chapitre 1

Puisque nous traitons de I’estimation en-ligne et hors-ligne dans les modéles
PARMA, il sera indispensable de rappeler dans un premier chapitre les principaux résultats
concernant I’estimation dans les modeles ARMA classique. Nous rappelons les criteres
essentiels de base pour I’estimation ainsi que les méthodes d’optimisations utilisés, nous
passerons en revue les algorithmes les plus connus.

Chapitre 2

Le deuxieme chapitre du travail sera consacré a I’étude des processus
périodiquement corrélés et les modéles autorégressifs moyenne mobile périodique, nous y
présenterons les méthodes et résultats théoriques principaux et y passerons en revue les
propriétés de base concernant ces méthodes.

Chapitre 3

Le troisiéme chapitre sera consacré a I’estimation hors-ligne dans les modéles
ARMA peériodique (PARMA). Aprés avoir rappeler les criteres utilisés, nous exposerons deux
classes de méthodes d’estimations : la premiére concerne les méthodes qui utilisent des
transformations de données en résumés statistiques (fonction d'autocovariance), basée sur les
équations de Yule-Walker périodiques, ce genre de méthodes est souvent appelé méthode des
moments. La seconde classe concerne les méthodes (itératives en général) qui utilisent
directement les données, nous distinguons en particulier, la méthode des moindres carrés et
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ses variantes et la méthode du maximum de vraisemblance et ses approximations. Compte
tenu du caractére itératif de ce type de méthodes, de bonnes valeurs initiales seront
nécessaires, les estimations par la méthode des moments en seront un bon moyen. Nous
terminons le chapitre par une application numeérique permettant de comparer entre certaines
méthodes en faisant ressortir la meilleur.

2°™ Partie Estimation en-ligne

Cette deuxieme partie traite de l'estimation en présence de données en-ligne de
modéles ARMA classiques et périodiques.

Chapitre 4

Dans le quatrieme chapitre, nous nous intéressons a l'estimation hors-ligne dans
les modeles ARMA classiques. Nous présenterons donc la méthode de I'erreur de prévision
récursive (Recursive Predictor Error Method, RPEM) ainsi que son cas particulier RML sur
un modele autorégressif moyenne mobile de parametres p et ¢ ARMA(p,q). Nous détaillerons
en suite I’algorithme RMLyz (amélioration de Mélard et Zahaf) basé sur le calcul de la
matrice d’information de Fisher pour un modele ARMA(p,q). Nous terminerons le chapitre
par I'étude des propriétés théoriques de ces algorithmes.

Chapitre 5

Nous nous intéresserons dans le cinquieme chapitre a I’estimation en-ligne d’un
modéle autorégressif moyenne mobile périodique PARMA(p,q). Nous présenterons en
premier lieu une extension de I’algorithme des moindres carrés récursifs (RLS) a la classe des
modeles PARMA, nous proposons ensuite une généralisation de I'algorithme RML pour cette
méme classe de modeéles. Nous passerons ensuite a la formulation de I’algorithme RML iz
pour les modéles PARMA. Notons qu'a chaque itération de cet algorithme il est nécessaire
d'obtenir la matrice d'information de Ficher des parametres du modele PARMA ; un
algorithme spécifique sera présenté. Nous terminons le chapitre par I'exposé d'une méthode
d'obtention des autocovariances d'un modéle PAR; celle-ci sera indispensable pour
I'obtention de la matrice d'information de Ficher.

Chapitre 6

Ce chapitre est consacré aux problemes de I’implémentation numérique sur
ordinateur des algorithmes récurrents que nous avons établit, nous montrerons sur des séries
artificielles, générées par simulation, I’efficacité des algorithmes proposes.
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Chapitre 1

Estimation hors-ligne
dans les modeles ARMA
classiques

1. Introduction

Tous les problémes d’estimation évoqués dans ce travail concernent I’estimation
paramétrique, c’est a dire le cas ou la famille de lois de probabilité de la composante aléatoire
du modele sous-jasent est connue (généralement supposée gaussienne). Le but de ce chapitre
est de donner un apercu genéral sur I’estimation hors-ligne des parameétres d’un modele
ARMA.

Le plan de ce chapitre est alors le suivant : Nous aurons besoin de commencer en
premier lieu par la présentation des modéeles ARMA classiques (autorégressifs moyenne
mobile). Nous rappelons entres autres quelques propriétés théoriques essentielles telles que la
causalité et I’inversibilité, nous présentons en particulier les équations de Yule-Walker pour
les modeles autorégressifs purs. Nous exposerons ensuite la classe des méthodes utilisant des
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transformations des données et qui est souvent appelée méthode des moments. Ce type de
méthodes est basé sur les équations de Yule-Walker. Nous passons apreés, a I’algorithme de
Durbin-Levinson pour I’estimation récursive des paramétres d’un modele autorégressif qui,
lui aussi, est basé sur ces équations. Nous détaillerons ensuite I’algorithme de Wilson (1979)
pour le calcul récursif des fonctions d’autocovariances qui n’est rien d’autre qu’une variante
de I’algorithme de Durbin et qui sera utilisé tout au long de ce travail. La quatriéme section
sera consacrée a I’étude des méthodes utilisant directement les données, comme la plupart de
ces méthodes sont itératives nous serons ramener & exposer aussi quelques routines
d'optimisation que nous aurons besoin dans la suite de notre travail. Nous terminons ainsi le
chapitre par un expose des propriétés limite des estimateurs étudiés.

2. Généralités

Tout au long de ce travail, nous considérons un processus, {yt e Z}, du second
ordre, centre.

Définition 1.2.1 (Modeéle autorégressif moyenne mobile)

On dit que le processus aléatoire {yt,tez} admet une représentation
autorégressive moyenne mobile d’ordre p et q notée ARMA(p,q), s’il est
solution de I’équation aux différences stochastique suivante :

Ve = Yia = PoYio = —PpYip =& — 016 — 026, —...—O4E 4 - (1.2.1)

ol {g,,t € Z} estun processus bruit blanc de variance ¢.?
L’équation (1.2.1) est équivalente a la suivante :

#(L)y, =6(L)é,

ol ¢(L)=1-¢L—¢,L> —...—¢pr est un polynbme d’ordre p,
O(L)=1-6,L-0,L° —...—0qu est un polynéme d’ordre q et L est I’opérateur
retard défini par : L'y, =y.;, i=01...,p.

Remarque

- Le modele particulier obtenu a partir de (1.2.1), lorsque les (¢;), j =1,...,q sont
nuls, est appelé modele autorégressif d’ordre p que I'on note par AR(p).
- De méme, lorsque les (¢;), j =1,..., p sont nuls le modele particulier obtenu a

partir de (1.2.1), est appelé modele moyenne mobile d’ordre g.
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3. Estimation par la méthode des moments

Avant de passer a I'étude des methodes des moments pour l'estimation des
parameétres d’un modéle AR, il nous semble utile de rappeler les équations qui sont de base
pour ces méthodes et qui permettent d'établir un lien entre les paramétres d’un modéle
autorégressif pur et ses autocovariances. Nous présentons dans un premier temps, deux
méthodes d'estimation (dites méthodes des moments) qui utilisent des transformations des
données. La premiére, appelée méthode de Yule-Walker, la seconde, quant a elle, est une
amélioration de la méthode de Yule-Walker du point de vue algorithmique et est appelée
méthode de Durbin-Levinson, notons que ces méthodes concernent uniquement les modeles
autorégressifs purs. Pour le cas ARMA général le systeme de Box et Jenkins, (1976)
substituera la méthode de Yule-Walker. Quant a la méthode récursive de Durbin-Levinson
elle sera remplacée par la méthode de Franke, (1985).

3.1. Les équations de Yule-Walker

Considérons le processus {yt te Z}, autorégressif causal, suivant :

Ye =Y —DYio =~ Yip = & (1.3.1)

Sur la base d’une observation Vy,,V,,..,Y,, Supposee étre une réalisation du processus
s o= - by T .
(1.3.1), nous desirons estimer le vecteur des parametres ¢ = (¢;,4,,...,¢,) et la variance du

bruit blanc ¢.? En multipliant chaque membre de I’équation (1.3.1) par Yioj, 1 =0..,p, eten

prenant I’espérance des membres obtenus nous aurons un systéeme d'équations appelé les
équations de Yule-Walker, d'ou

Log=v,
" =141, (132)

ou I, est la matrice des covariances (Vi—i)i,jzl ’’’’’ ) ety, = (7/1,)/2,...,7/p)T

Ces équations, comme nous allons voir, peuvent étre également utilisées pour
déterminer les autocovariances y,, 7,7, a partir de la connaissance de o’ etde ¢.

3.2. Estimateurs de Yule-Walker (des moments)

Par ailleurs, si nous remplagons les autocovariances théoriques y;, j=01..,p,
par leurs estimations empiriques y;, nous obtenons un ensemble d'équations permettant

d'obtenir les estimateurs 5 et 62 appelés estimateurs de Yule-Walker de ¢ et o2

G =706, (133)

11
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Remarques

- Ces estimateurs sont aussi appelés les estimateurs des moments, puisqu’ils sont obtenus au
moyen du remplacement des moments théoriques par leurs estimations empiriques.

- Souvent, les estimateurs des moments sont moins efficaces que les estimateurs obtenus par
des méthodes alternatives tels que la méthode des moindres carrés ou la méthode du
maximum de vraisemblance. Cependant, pour un modele AR(p), il est montré (voir Brockwell
et Davis (1988)) que les estimateurs de Yule-Walker possédes des propriétés asymptotiques
équivalentes a celle de I’estimateur du maximum de vraisemblance.

Théoreme 1.2.1 (Convergence)

Si {yt,t € Z} est un processus, autorégressif causal, AR(p) et gZ est I’estimateur
de Yule-Walker du vecteur des parametres ¢, alors

N¥2( —¢) > N(0,52T; 1), (1.2.4)(1.3.4)

4. Algorithmes récursifs pour I’estimation des moments

Supposons que nous disposons d'une observation vy,,Y,,..,y, d’une série
stationnaire. Nous admettons que cette série est une réalisation d'un processus stochastique
satisfaisant un modele autorégressif d’ordre p définit par (1.2.1). Alors nous envisageons les
deux problemes suivants : Le premier consiste a estimer les parametres ¢,,4,,...,¢, sur la
base de la connaissance des autocovariances y,, via les équations de Yule-Walker. Le second
quant a lui (probléme inverse) consiste a déterminer les autocovariances y,, sur la base de la
connaissance des parametres du modele.

Nous allons donc donner des équations récursives permettant d’établir le lien
entre les parametres du modele et ses autocovariances. L'idée générale de cette méthode se
réduit a construire une suite de modeéles AR(k) d’ordre k, pour k variant de 1 jusqu'a p, qui
ajustent pour chaque rang les données selon un critere déterminé (au sens des moindres
carrés).

4.1. Algorithme de Durbin pour I’estimation des parametres

Soit y;,Y,,..., Yy une série d'observations d’un processus autorégressif d’ordre

p. Alors le schéma récursif pour calculer les estimateurs ¢;,¢,,...,4, de ¢,¢,,...¢, a partir

de 7(0),7(@),...,7 (p) est donné par I’algorithme de Durbin (1960) suivant :

(Pour alléger I’écriture nous allons omettre le symbole tilde qui symbolise I’estimateur des
parametres et non pas les parametres.)

12
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Algorithme 1.1

Etape (1) (Initialisation)

Commencer par calculer les valeurs initiales o2 et ¢, au moyen des équations :

2
Oy =70
(1.4.2)
{0‘1 =@, = 7/1/55

Etape (2) (Construction des ¢, ;)

Pour k =0,..., p—1, nous appliquons les équations suivantes dans I’ordre :

i1 = Puiapar = (Yks1 = 1V k _"'_¢k,k71)/013 (1.4.3)
Pirj = D) — naProkaa-j i=1..k, (k=1) (1.4.4)
oty =otll-at,) (1.4.5)

Etape (3)
Poser o’=07, ¢ =¢px, Kk=L1..p

4.3. Algorithme de Wilson pour I’estimation des autocovariances pour un modele
ARMA

4.3.1. Cas autorégressif AR

Cet algorithme, d0 a Wilson (1979), n’est rien d’autre qu’une procédure inverse
de I’algorithme de Durbin (1960). Son objectif est de construire, de fagon récursive, les
autocovariances du modele a partir de ses paramétres. Supposons alors que les parameétres,

G 0y Py o? du modéle sont connus. Nous allons appliquer une procédure inverse & celle
de Durbin (1960).

Algorithme 1.2

Etape (1) (Initialisation)
Poser o) =c’et ¢, =4, k=1..p
Etape (2) (Reconstitution des ¢, ;)

Pour k = p—1,...,0 appliquer les équations suivantes dans I’ordre :

Oy = ¢k+1,k+l (146)
¢k,j = (¢k+1,j _ak+l¢k+1,k+1—j)/(1_alf+1)’ J=1..k, (k=1) (1.4.7)
o? = o2, [lL-ak,) (14.8)
Etape (3)
Poser Yo = O¢
pour k =0,...p -1, faire Vit = Fealk + ot B+ Ok (1.4.9)
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Remarques

1- L’algorithme précédent permet de déterminer les autocovariances uniquement pour les
horizons k =0,..., p, car ce sont les seuls dont nous aurons besoin ultérieurement (dans

I’évaluation de la matrice d’information de Fisher). Bien entendu, pour le cas ou k > p, nous
utiliserions la relation
Yk =91k +---+¢p7k+1—p- (1.4.10)

2- Lorsque cette procédure inverse est appliquée a un polynéme arbitraire, alors la condition
de causalité (stationnarité) est équivalente & ¢ ;| <1, k =0,..., p—1, voir aussi par exemple

Anderson (1975) et Duffin (1969).

3- Le point principal tiré de la construction des y,,7;,...,y, a partir de ¢,4,,...,4,, o’ par
I’utilisation de la procédure inverse est que cette procédure requiert un nombre d’opérations
de I’ordre de O(p?) contrairement & la méthode proposée par McLeod, (1975) qui nécessite la
résolution d’un systéeme de p équations et qui requiert par suite un nombre d’opérations

élémentaires de I’ordre de O(p?).

4.3.2. Cas autorégressif moyenne mobile ARMA

Pour un modéle ARMA, le calcul de la fonction d’autocovariances peut étre
établit de la méme maniére que celle pour un modele AR, mais nous allons utiliser une
approche alternative basée sur la fonction génératrice.

Considérons le modéele ARMA de (1.2.1) et supposons que ¢(z) =0 pour tout
+00
zeC tel que |z|s1. Alors la fonction génératrice des autocovariances F(z):Zykzk
verifie :

[(2) =0 0(2)0(z ")/ $(2)p(z ") (1.4.11)

alors le second membre de (1.4.11) se factorise comme suit
0(@)0(z ™)/ p(2)p(2) =v(2)/p(2) +v(z )/ p(z ") (1.4.12)

ol v(z)=Vvy+Vvyz+...+v,z" et r=max(p,q). les coefficients de v(z)sont déterminés en

résolvant les équations linéaires obtenues par identification des coefficients de z*, k =01,....r
dans I’identité suivante :

sV +d(z V() =0(2)0(z7h) (1.4.13)

Pour obtenir les y,, nous développons v(z)¢(z) = gy + 9,2+ 9,22 +... par
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Ok = 0ka +o -+ Pp0k p +Vi, k=012.. (1.4.14)

En prenant g, =0 pour k <0 et v, =0 pour k > r. Alors nous aurons finalement,
70 =29,0°% et y, =g,0? pour k >0. (1.4.15)

Cette approche est économique pour le temps de calcul et pour I’espace mémoire aussi, mais
pour déterminer les v, il faut résoudre un systéme a r équations. Cependant, Wilson (1979)

a proposé une solution récursive qui requiert un nombre d’opérations de I’ordre de O(r?).

Nous ne détaillerons pas donc cette approche, pour une lecture plus compléte voir Wilson
(1979). Nous allons juste synthetiser cet algorithme.

Algorithme 1.3  Etant donné le modéle ARMA définit par (1.2.1) (nous supposons que
p > Q). Admettons que les parametres ¢, i=1..p, 8;, j=1..4q, €t o sont connus et que
nous désirons déterminer les »,, h=0%2,. Alors nous appliquons les cing étapes suivantes :
q
Etape (1) Déterminer les coefficients B, de B(z) = ZBkz" par la relation
k=—q
q-k
B(z) =6(2)0(z ") ou également B, =B_, = Zeienk pour k =01,...,q,
i=0
soit B, =0 pour k=q+1,..., p,
Etape (2) (Calcul des coefficients ¢;, i,j=1..p,)
Poser ¢, =&, k=1..p

Poser oy, =@ qxq POUrk=p-1..0
bi = B s Bt/ U-aig),  (k=21)  Pour j=1..k,
Etape (3) (Calcul des coefficients By, i,j=1..,p,)

Pour k =1,...p faire B, ; = B;
5k+l = Bk+1,k+l (1416)
Pour j=1,.k, faire By ; =By, +c Pk j avec k=1 (1.4.17)

Etape (4) (Calcul des coefficients v;, j=1..,p.

Poser v, :%BO‘O, Vickst = Ot k=01%..p-1 (1.4.19)
Vk+l,j = (Vk,J +ak+1Vk'k+17j )/(1—0£|§+1) y j = 0,1,..., k +1 (1420)
Poser Vi=Vy 1=L..p,
Etape (5) (Calcul des coefficients g,, k=012,...)
O =0+ + 90, + Vi (1.4.21)

g, =0 si k<0 et v, =0 pour k>r.
Etape (6) (Calcul des fonctions y,, h=012,...)
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70 =2900'2
7k =90 k>0 (1.4.22)
Yk =7k~

5. Méthodes alternatives d'estimation dans les modeles ARMA

Nous passerons ensuite a une description générale des méthodes de la seconde
classe qui nécessite un traitement direct des données, en outre la méthode des moindres carrés
conditionnelle et non conditionnelle, et la méthode du maximum de vraisemblance non
conditionnelle. Notons que dans le cas AR pur les deux classes deux méthodes possedent des
propriétés statistiques équivalentes. Dans le cas ARMA général, il est montré (voir Porat et
Friedlander, (1986a)) que les méthodes a traitement direct sont plus efficaces. Comme la
plupart des algorithmes d'estimation utilisés dans ce travail sont de nature itérative, nous
aurons besoin d'énumérer les différents types de routines d'optimisation que nous utiliserons
ultérieurement. Nous terminons le chapitre par I'exposé des propriétés statistiques désirables
des différents estimateurs utilises.

5.1. Critéres

Le but est d’estimer les parametres d’un processus ARMA(p,q) a partir d’une
réalisation de taille N. nous commencons tout d’abord par la sélection d'un critére de choix
qui caracterise une certaine perte engendrée par I’utilisation d’un tel ou tel estimateur. Nous
avons envisageé les trois criteres suivants (Box and Jenkins (1976)) :

- Le critére des moindres carres conditionnel (MCC).
- Le critére des moindres carrés non conditionnel (MCN).
- Le critere du maximum de vraisemblance (MV).
Nous illustrerons essentiellement sur le processus ARMA(p,q) de (1.2.1)

Vi = Yia =Y o == PpYip =& 0161 — 08 5 — .= 048 (1.5.1)

Supposons que nous voulons estimer les parameétres de ce modele en se basant sur
la réalisation donnée. Alors ces estimateurs seront choisit de facon & minimiser la fonction
critere fixée. Comme généralement cette fonction est non linéaire donc nous devons utiliser
des routines d’optimisation itératives pour la minimiser, par consequent plusieurs évaluations
seront nécessaires. Il faut d’abord se pencher sur I’évaluation de la fonction critere. Le
probléme d’optimisation sera abordé dans le dernier paragraphe de cette section.
5.2. Evaluation des fonctions criteres

Pour une réalisation y,,Y,,...,yy le modéle (1.5.1) peut se mettre sous la forme
suivante :

Ay =Bey +Cl. (1.5.2)

ou Yy = (Y1, Yore Yn )7, en = (&1, 62,0 8N ) oet I :(yo,...,yl_p,go,...,gl_q)T.
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Notons que A et B sont des matrices triangulaires inférieurs de taille (N xN) a diagonale

unité. La matrice C, quant & elle, est de taille (N x (p+q)) ou seulement les h (= max{p,q})
premiéres lignes sont non nulles. L’expression exacte de ces matrices est donnée par :

1 0 v e e 0 1 0 v i e 0
¢4, 1 0 - o 0 -, 1 0 - - 0
A 2| - s - ° : : :
(NxN) _¢p " : (NxN) —6’p .
0 — Py -¢ 1 0 -0, -0, 1
_¢1 _¢p 1 Hq
0 -, ¢p—1 0 6 eq—l
= : : 153
(Nx(p+) : P T Y ( )
: : 0
0 0 0 0

5.2.1. Evaluation de la somme des carrés conditionnelle

La méthode des moindres carrés conditionnelle (MCC) basée sur la somme des
carrés conditionnelle consiste a calculer

Sc(9.0) = 352(6.0)

ou & (¢,0) n'est autre que &, calculée par récurrence, avec une valeur initiale 1. fixée égale
a 0. Nous pouvons donc déterminer a partir de (1.5.1) &, =y,. puis

=Y~ Y1~ —PpVip +O1E L+ H 046 (1.5.4)

pour t>h (h=max(p,q))

avec p et g fixés, nous pouvons ainsi, expliciter la valeur de &, seulement en fonction de ¢,
6 et de y et ce, en substituant les valeurs de chaque membre du membre gauche de
I’équation (1.5.4) par sa valeur récursive. Par suite nous obtenons

6($.0) = £, (v 0100 O Yoroo Vi) (15.5)

ou f,(.) est une fonction dépendante du modele dont la forme est bien connue dés que nous
fixons p et g. Lasomme des carrés (S;) conditionnellea I. =0 s’écrit donc
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S (8.0)=2626.0) =Y. 1,6.6.9) (156

Nous remarquons que la fonction f,(.) n’est pas une fonction quadratique en ¢ et
6 . L’équation normale permettant le calcul de ¢ et & n’est donc pas linéaire.

5.2.2. Evaluation de la somme des carrés non conditionnelle

La méthode de Box et Jenkins, (1976) consiste a déterminer une valeur de
I.. meilleure que 0. Si le modeéle (1.5.1) était correct, nous pouvons aussi écrire

Yi _¢lyt+l _""_¢p yt+p = gt' _ngt’+l _"'_Hqgt'Jrq (157)

ou les {&} sont les innovations en temps inversé (Box and Jenkins (1976)). En supposant

&n.x =0. pour k =1, nous déterminons successivement &y, puis &y ...

De facon similaire a (1.5.5) ce qui fournit finalement une estimation, I, pour |, (prévision
rétrospective). En considérant maintenant . nous pouvons obtenir les &, (¢,6) par (1.5.4)
seulement en fonction de ¢, &, . et de y. Nous en déduisons alors la somme des carrés non
conditionnelle.

5, (4,60 = 6(6.0) (158)

5.2.3. Evaluation de la fonction de vraisemblance conditionnelle

Nous avons besoin d’une hypothése trés précise sur la distribution liée des {s, }.

Ce sont des variables aléatoires indépendantes, de loi N(0,5?). Considérons d’abord la
fonction de vraisemblance 1. (¢,0) conditionnelle & 1. =0. Alors la fonction densité du

vecteur & = (&,,&,,...,€y)" estdonnée par la relation

f(y) = (27) ™2™ exp{— L EN:gf}. (1.5.9)

20°

Notons par y=(Yy,,Y,...Yy) le vecteur des observations. La matrice

Jacobienne de la transformation de R" qui applique y sur ¢ a I’aide de I’équation (1.5.1)
est triangulaire inférieure et les éléments diagonaux sont égaux a 1. La fonction de densité de
y conditionnellement & I. =0 est donc donnée par (1.5.9) ou & est exprimé en fonction de

Yy, au moyen des relations (1.5.1). Nous aurons donc
N
log L. (8) =—N/2log(27) - N/2logo? -1/2 & (1.5.10)

t=1

L’équation de vraisemblance correspondant & o fournit la relation suivante :
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o’ =1/NS.(4,0) (1.5.11)
par substitution dans (1.5.10), nous obtenons donc & une constante additive prés
—N/2log(S¢ (¢,6)/N) .

Ce qui montre que I’estimateur du maximum de vraisemblance de ¢ et de & est tel que

Sc(é,é) est minimum. Connaissant (13 et & nous déterminons I’estimateur &2 de o> par
(1.5.11). Nous retrouverons ainsi le critere MCC du 5.2.1.

5.2.4. Evaluation de la fonction de vraisemblance non conditionnelle

Le critére du MV ne coincide pas avec le critere MCN du 5.2.1 contrairement au
cas conditionnel. il y a a cela une double raison :

1. 1. devrait étre I’espérance conditionnelle de 1., étant donné y mais ce n’est pas le cas ici.
2. Le Jacobien de la transformation de ¢ a y n’est pas 1 mais dépend de ¢ et de 6. (Mélard

(1985)).

La justification de la méthode MCN est donc faible, bien qu’elle soit souvent
utilisée. A premiere vue I’évaluation de la fonction de vraisemblance n’est pas simple, nous
pouvons en effet I’écrire sous la forme générale

L, ($,0) = (27) V2o (detT) 2 exp{—ziz yTFly} (1.5.12)
O

ou T estla matrice de covariance du vecteur y et qui peut étre obtenue a I’aide de (1.5.3).
Remarquons que I’équation de vraisemblance associée & o est

oc’=—y' Tty (1.5.13)

D’ou loglL, (¢,0) peuts’écrire, a une constante additive prés, comme

— (N/2)log[(1/N)y ' Ty] - (1/2) log(detT) (15.14)
Ce qui montre qu’il suffit de minimiser
Sy (4,6) = (detD)*™ (y'T'y) (1.5.15)

Il semble donc qu’il faut inverser une matrice N x N ce qui requiert un nombre

d’opérations de I’ordre de N* multiplications et divisions et au moins N? mots en mémoire,
ceci, méme pour un ordinateur puissant, est relativement colteux, d’autant plus qu’il est
nécessaire d’utiliser des algorithmes d’optimisation, ce qui nécessite de nombreuses
évaluations de la fonction de vraisemblance. Le choix de ce critére de comparaison entre
différents algorithmes (nombre de multiplications et de divisions) est justifié par le fait que ce
sont ces opérations qui prennent le plus de temps comparativement aux autres. Toutefois il est
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montré (voir Zahaf (1998)) que parfois les résultats donnés par ce critere ne sont pas toujours
verifiés dans la pratique. Plusieurs algorithmes performants ont été développés a cette fin. En
effet, de tres nombreux travaux ont d’abord viseé a développer un algorithme pour des cas trés
particuliers, par exemple : Siddiqui, (1958) pour les modéles AR(p), Shaman, (1975) pour les
modeéles MA(1) et MA(Q), Tiao et Ali, (1971) pour les modéles ARMA(1,1). Par ailleurs
d’autres travaux pour le cas plus genéral ont été élabores depuis Newbold, (1974) puis Dent,
(1977), Ali (1977) et Hall et Nicolls (1980). Ils ont permit de réduire nettement le temps de
calcul. Ljung et Box (1979) ont pu synthétiser quelques-unes de ces méthodes et ont donné un
algorithme qui reduit fortement la taille de la matrice a inverser. Ils utilisent des valeurs
estimées et un algorithme d’inversion par blocs. Ansley (1979) a utilisé la factorisation de
Cholesky de la matrice de covariance du processus étudié. En transformant le processus il
obtient une matrice de covariance de type bande, c’est a dire dont seulement un nombre
restreint de diagonales paralléles a la diagonale principale sont non nuls ce qui améliore
fortement la rapidité de cet algorithme. Les méthodes de Ljung et box (1979) et d’Ansley
(1979) requiérent un nombre d’opérations qui est borné par un polyndéme de degré un. En se
basant sur le filtre de Kalman (1960), Gardner, Harvey et Philips (1980) ont développé un
algorithme qui permet d’avoir aussi un nombre d’opérations proportionnel a la taille de la
série. Pearlman (1980) a proposé une méthode alternative qui consiste a remplacer le filtre de
Kalman par d’autres relations de récurrence, qui porte le nom de chandrasekhar et sont dues a
More et al. (1974). Meélard (1984) a encore amélioré cet algorithme et I’a implanté.
L’algorithme le plus rapide pour évaluer (1.5.12) dans le cas d’un modele ARMA(p,q)
nécessite un nombre d’opérations d’ordre N. En pratigue on évalue la fonction de
vraisemblance exacte aussi rapidement que pour le cas des moindres carrés. Toutefois ces
algorithmes sont trop longs pour pouvoir étre exposes ici.

5.3 L optimisation

Ayant défini le modéle parameétrique (il s’agit dans ce présent chapitre d’un
modele ARMA) et la fonction critere a optimiser (les criteres de 5.1), nous allons construire
des algorithmes de calcul permettant de réaliser cette tache. Bien entendu la capacité de
construire efficacement de tels algorithmes dépendra de fagcon importante de la complexité de
la fonction critére et des propriétés de régularité. L’objet de ce paragraphe est de rappeler
brievement les deux grandes classes d’algorithmes numériques pour I’optimisation des
criteres retenus pour I’estimation des parametres. Nous parlons d’optimisation déterministe
dans la mesure ou nous travaillons directement sur la fonction a optimiser qui sera supposée
connue. Dans le cas contraire I’optimisation se fera a partir des données et I’algorithme sera
nommé algorithme d’optimisation stochastique. Sauf dans des cas particuliers, nous devons
minimiser une fonction qui est une forme quadratique des observations mais qui n’est pas
quadratique en les paramétres. Généralement on ne peut méme pas I’exprimer de fagon
compacte. Il faut donc recourir a un algorithme itératif de minimisation de fonction a
plusieurs variables ou plus particulierement (dans le cas d’un algorithme des moindres carrés)
a un algorithme de minimisation d’une somme de carrés (algorithme de régression non
linéaire). 1l n’est donc pas possible de décrire ces algorithmes ici. Pour illustrer nous
considerons simplement trois algorithmes usuels : I’algorithme du gradient, I’algorithme de
Newton, et I’algorithme de Maraquart, pour une revue plus détaillée voir par exemple Harty,
(1996) ou Kennedy et Gentle, (1980).

La fonction critére notée par V() sera supposée au moins de classe C? sur le

domaine D de g, et tous les algorithmes d’optimisation sont basés sur I’approximation locale
de V() par une fonction quadratique a I’aide de la formule de Taylor
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_ N (B,) 1 OV(Bo)
V(B)=V(B,)+ v 1+ [ﬂ Bol' pof LB Byl+o(|B - B[ )
d’ou il résulte qu’une condition nécessaire d’optimum en £ est la stationnarité
N () =0 et MZO (1.5.16)
op’ opop’

c’est cette condition que nous cherchons a satisfaire par les algorithmes numériques.
Notons aussi que tous les algorithmes de calcul sont de la forme itérative suivante,
construisant a partir d’un point initial S, (en général arbitraire), une suite d’approximations

B, d’une solution B~ de (1.5.16)

Etape 1  Choix de la valeur initiale g,

oV ()
B’

Etape 3  Critere d’arrét : si le critere est vérifié alors fin, sinon aller en 2)

Etape 2  Calcul itératif f,., = B +7.S,

Avec: y, suite scalaire des pas de déplacement ou encore suite de gains scalaires.

Sk suite de matrices positives, gains matriciels de I’algorithme
suite de directions de déplacement.
Les algorithmes seront classés selon la méthode de choix des gains scalaires et des gains
matriciels :
Nous parlons d'algorithme de gradient s’il n’y a pas de gain matriciel, cestadire: S, =1.
Si la suite de gains matriciels approche, quand k — oo, l'inverse du hessien (g ) alors il

s'agit d'un algorithme de Newton.
5.3.1. Algorithme du gradient

Cet algorithme s’applique a des situations générales (il n’est pas obligatoire que la
fonction critére soit une somme de carrés). Prenons par exemple le critere MV avec le modele

(1.5.1) et notons par S =(¢",6")" le vecteur des paramétres a estimer.
Sachant que

L, (B) =L, (Bo) + 9(B")B - Bo) (1.5.16)

ou
aL, (B)

9(B") =
o' B=F

et chaque composante de S~ est comprise entre les composantes correspondantes de S et de
B,, Nous minimisons L, () en prenant g(8 )(B - f,) négatif, il suffit donc que chacune
des composantes de (S — f,) soit de signe opposé a la composante correspondante du vecteur
gradient de L, (f) en B°. Comme B~ est inconnu nous prenons

b= 180 - klg(ﬂo)T (1.5.17)
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ou k, >0 est choisi de sorte que L, (f,) <L, (5,). S’il s’avere difficile d’évaluer le gradient

g(B, (1)) au point S, (i) (ou p,(i)est la iéme composante du vecteur S,) nous le remplacons
par la différence divisée §(/3,(i)) définie par :

3(5o () = s P K o0 ) =Ly o s So0 S0 +0) (151
2

ou k, est choisi selon I’instance du probléme.

Ayant déterminé p, a partir de f,, nous iterons la procédure ce qui donne la suite

Lo Prrees By Bigs-- NOus décidons d’un critere d’arrét, par exemple

”ﬂ. _ﬂm” < k3 (1.5.19)

18]

Notons qu'il existe un lien entre la vitesse de convergence et le conditionnement
du Hessien (voir Michaut, (1992)). Cette dépendance est une caractéristique de I'inconvenient
majeur des méthodes de gradient, en effet la convergence de la méthode du gradient peut
devenir extrémement lente en cas de mauvais conditionnement du Hessien.

5.3.2. Algorithme de Gauss-Newton

Les methodes de Gauss-Newton visent a éliminer l'inconvénient ci-dessus des
méthodes du gradient, et & obtenir une vitesse de convergence meilleure que la premiére et
indépendante du conditionnement du Hessien. Cette classe de méthodes utilise une
approximation de I’ordre 1 de ¢, (/). Choisissons par exemple le critére (MCC). Soit

&.(B)=e.(Bo)+ f.(B)B - Bo) (1.5.20)

0z, ()
0B’

est le vecteur gradient de &, au point B~ avec B défini comme ci
B=p

ou ft(ﬂ*) =

N
dessus. Donc nous pouvons minimiser la quantité Z(gt (p))?, ol
t=1

e (By) =1 (B)(B - By) + (D) (1.5.21)

et &, (B,) est connu, ainsi que f,(5,), approché par différence divisées comme ci-dessus.
Par conséquent la méthode des moindres carrés ordinaire fournit

B- ﬁo = _%g(ﬂo){z ftT (,Bo) ft (ﬂo)} (1.5.22)

comme solution de (1.5.21), tout en remarquant que

> (BB =5 9(6)
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en pratique nous déterminons plutét

B = :Bo - k4g(ﬂo){z ftT (,Bo) ft (ﬂo)} (1-5-23)

ou k, esttel que S. () < S (5,)

Comme pour la méthode du gradient, nous itérons la procédure jusqu’a I’obtention de la
solution a la précision choisie. Un inconvénient de la méthode de Newton est probablement la
non garantie de descente et donc le risque de ne pas avoir une convergence globale.

Il existe cependant d’autres méthodes telles que les méthodes dites de compromis en outre
I'algorithme de Marquardt.

5.3.3. Algorithme de compromis de Marquardt

L’algorithme de Marquardt qui s’applique uniquement pour I’estimation des
moindres carrés combine de maniere optimale la méthode de Gauss-Newton et la méthode du
gradient. En effet, I’algorithme de Gauss-Newton, bien qu’il converge rapidement, il peut étre
absorbé par des extremums locaux. L’avantage de la méthode du gradient est qu’elle converge
toujours vers les estimateurs des moindres carrés, mais tellement lentement qu’elle tend a
devenir inefficace. Le compromis de Marquardt combine les avantages et non les défauts de
chacune de ses méthodes. C’est-a-dire que celui-ci converge toujours tres rapidement vers les
estimateurs des moindres carres. A partir de valeurs initiales données pour les coefficients, le
compromis de Marquardt établit de nouveaux coefficients qui donnent une plus faible somme
de carrés (RSS) et qui, de plus, sont trés proches des coefficients a fonction critére minimum.
L’ algorithme progresse donc dans la bonne direction et, en plus, il choisit la correction
optimale des coefficients c’est-a-dire qu’il arrive trés rapidement vers la RSS minimale. A
I’opposé de I’algorithme du gradients, le compromis de Marquardt ne se déplace pas d’une
longueur constante dans la direction du gradient. La longueur du déplacement évalue en
fonction de I’angle formé par les directions du gradient de deux itérations successives. Le
compromis de Marquardt est une procédure itérative a huit étapes. Nous en proposons une
illustration au travers de I’algorithme qui suit :

Etape 1 : I’algorithme choisit des valeurs initiales pour les (p+q+1) coefficients du modeéle

ARMA(p,q). Ces valeurs initiales sont placées dans un vecteur de
taille(p+q+1).
Etape 2 : I’algorithme calcule la somme des carrés des résidus (RSS,) associée a ces valeurs

initiales. A ce niveau, la procédure est identique a la méthode de recherche par
balayage.

Etape 3 : On calcule les dérivées de la méthode de Gauss-Newton.

Etape 4 : On détermine des approximations linéaires de la relation non linéaires entre les

résidus et les coefficients estimes ¢3i Jd=1...,p et éj'j =1...,Q

Etape5 : On établit un nouveau vecteur des coefficients ¢, a I’aide d’un vecteur de corrections
des équations linéarisées.

Etape 6 : Ces nouvelles estimations fournissent une nouvelle somme des carrés des résidus.

Etape 7: on compare les sommes des carrés des résidusRSS, et RSS, pour savoir si

I’algorithme converge vers un minimum.

Etape 8 : on calcule la variation relative de somme des carrés des résidus que I’on compare a
un critere de convergence arbitrairer. Si cette variation relative est inférieure a
a.on peut supposer que le dernier vecteur des coefficients¢ est le vecteur des
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parametres des moindres carrés. Dans le cas contraire, on revient a I’étape 3 en ré-

initialisant la RSS.
Ces huit étapes ne sont qu’une procédure de linéarisation de Gauss-Newton. Il est possible,
qu’a I’étape 7, cette méthode ne tende pas vers une somme des carrés des résidus plus faible.
C’est dans ce cas gu’intervient la méthode du gradient. Si, a I"étape 7,RSS > RSS,, on
incrémente d’une certaine valeur un parameétre # défini au début du cycle, Les équations
linéarisées, dont les parametres dépendant de £, sont modifiées se qui conduit a nouvelles
corrections Ainsi, & mesure que S augmente, les corrections apportées tendent vers les
corrections optimales de la méthode du gradient.

6. Propriétés statistiques des estimateurs

Au 5.1, Nous avons envisagé plusieurs méthodes d’estimation, du point de vue
asymptotique, c’est a dire quand la longueur N de la série tend vers I’infini, ces différentes
méthodes sont équivalentes. Sous certaines conditions générales les estimateurs convergent
(en probabilité) vers les vraies valeurs de parameétres et sont asymptotiquement distribuées
selon la loi normale.

Une évaluation d’un estimateur n’est intéressante que si nous pouvons estimer la
matrice de covariance associée. En effet les tests sur les paramétres, les méthodes de scoring
et le probléme de la détermination de la taille d’un échantillon nécessitent la connaissance de
cette matrice. Par ailleurs, I’obtention de la matrice de covariance peut étre faite a I’aide de
I’inverse de la matrice d’information de Ficher. Nous commencons d’abord par définir la
matrice d’information de Fisher pour les paramétres d’un modele ARMA

6.1. Matrice d’information de Fisher

La matrice d'information de Fisher, F,des paramétres S d'un modéle ARMA,
correspondant a la série d'observations vy,,Y,,..., Y, est définie par

FN:_{E[azmgLfﬂ))] (1.6.1)
opop

ou L(.) est la fonction de vraisemblance de g relativement a la série y,,y,,..., ¥y -
Whittle, (1953) a introduit la notion de matrice d'information asymptotique F en normalisant
la matrice F par lataille de I'observation N. C’est a dire

F= hIlim N~F, (1.6.2)

Par ailleurs, la densité spectrale f(w) d’un modéle ARMA est une fonction

absolument continue de @, donc f(w) est strictement positive pour tout . Par suite les
éléments de F peuvent étre donnés par la formule de Whittle, (1953)

o [ A@ @) g,y <prgt (16.3)
4r © (o) op; P
ou f(w) est donnée par
f(w) = Z;/h cos(hw) (1.6.4)
h=—o0
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avec y, est la fonction d'autocovariances du processus a I'horizon h.

6.2. Propriétés statistiques de I'estimateur du MV

Soit y,,Y,,...,Yy une suite de v. a. indépendantes gaussiennes et identiquement
distribuées de moyenne £ et notons par ,BN I'estimateur du maximum de vraisemblance de
S alors
,@N est un estimateur convergent vers 6 de plus

\/WL@N —,BJ est asymptotiquement une loi gaussienne de moyenne nulle et de variance
I'inverse de la matrice d'information de Fisher.

Sous certaines conditions générales, les estimateurs convergent (en probabilité)
vers les vraies valeurs des parametres et ont une distribution limite la loi normale dont les
caractéristiques sont a préciser. De ce fait la variance asymptotique de l'estimateur du
maximum de vraisemblance peut étre approchée par la matrice d'information de Fisher. Ainsi
en considérant par exemple le critere MCC alors nous avons

- o logLo(A))|
v =| | ———2 M7 1.6.5
{2 459

_ 202{5(_@2%(/3)}]
b

or
0°S. (p) | 96() de () | 0°¢.(B)
E 2Y E &,
[W@ﬂ j Z{ op' (ﬂ)aﬂaﬂ}
et [ (ﬁ’)a “ (’B)} 0 car t(ﬂ) s’écrit comme combinaison linéaire du passé de vy,
opop’ 8ﬁ5ﬂ

comme ¢, est I’innovation du processus il s’ensuit qu’elle est non corrélée avec le passé du

processus et donc par toutes ses combinaisons linéaires.
Ainsi nous aurons :

v ﬁ)__[ [agaéﬂ) ag ﬂ(ﬂ)ﬂ (166)

Comme nous allons voir plus loin, plusieurs algorithmes sont développés afin d’évaluer
(1.6.6).
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Chapitre 2

Processus Périodiguement

correlés et modeles ARMA
périodigues

1. Introduction

L’introduction des modéles ARIMA(p,d,q) par Box et Jenkins (1970) a permit la
modeélisation d’une gamme tres étendue de séries chronologiques. En effet, il est montré que
pour la classe des séries stationnaires, nous pouvons toujours trouver deux entiers p et q pour
lesquels le modéle ARMA(p,q) associé soit représentatif. Pour certaines séries non
stationnaires il existe des transformations usuelles telles que la technique d’élimination de la
tendance ou de la saisonnalité permettent de passer a des séries stationnaires.

Cependant, il existe des séries temporelles non stationnaires qui ne peuvent étre rendues
stationnaires au moyen de techniques citées ci-dessus. Et c’est dans ce besoin qu’on a élargit
la classe des modeles ARMA a des modeles ARMA(pt,q:), a parameétres dépendant du temps
(les bases théoriques de cette construction sont assurées par la généralisation du théoréme de
Wold (1938) par Crameér (1961) au cas de processus non stationnaires). Une classe
particuliére des modeles ARMA évolutifs dans le temps qui est souvent tres utile pour la
modeélisation des séries & caractére saisonnier est la classe de modéles autorégressifs moyenne
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mobile notée PARMA ou les parameétres associés sont périodiques dans le temps. Du fait que
la structure de la corrélation de certaines series saisonniéres dépend de la saison que
I’application des techniques usuelles & ces series ne permet pas de passer a des modeles
adéquats : En effet sur I’exemple suivant (de Tiao et Grupe, (1980)) on apercoit I’utilité de
I’introduction d’un modele périodique : Etant donné une série de mesures représentant la
quantité d’ozone ambiant a chaque heure sur le bassin de Los-Angeles (cette série est
saisonniére de saison 24), alors il est bien connu que la concentration de I’0zone dans ce
bassin s’accumule typiquement durant les heures du matin, atteint le pic au début de I’aprés
midi et se dissipe doucement pour atteindre le zéro vers la nuit. Donc pour un jour donné :
Nous apercevons que la corrélation entre les valeurs de I’0zone des heures matinales et celles
des heures de I’apres midi soit nettement plus élevée que la corrélation entre les valeurs des
heures matinales et celles des heures de la nuit précédente. Il est clair donc que I’application
de la technique d’élimination de la saison ne rend pas la série obtenue stationnaire. Ce
phénomeéne a été souvent observé dans la pratique et a été établit théoriquement par ces méme
auteurs et d’autres.

Dans un aspect purement théorique, Gladyshev, (1961) a introduit pour la
premiére fois dans la littérature des processus aléatoires le concept des processus
périodiquement corrélés. Ce sont des processus du second ordre dont la moyenne et la
fonction d’autocovariance sont des fonctions périodiques du temps. Le profit principal tiré de
cette nouvelle classe de processus est le lien, établit par ce méme auteur, existant entre ces
processus et les processus multivariés stationnaires qui leur sont associés. En effet, cet auteur
a donné un théoreme consistant a ce qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
processus aléatoire soit périodiquement corrélé est que le processus multivarié qui lui
correspond soit faiblement stationnaire. Par ailleurs, la généralisation, aux processus non
stationnaires par Cramér (1961), du théoreme de Wold (1938) qui est relative aux processus
stationnaires du second ordre et qui consiste en une représentation linéaire de ces processus, a
permit d’introduire les modéles linéaires a coefficients évolutifs dans le temps. Une classe
particuliére de ces modeles et qui permet de représenter les processus périodiquement corrélés
est la classe des modeles linéaires a coefficients périodiques. Par la suite plusieurs travaux de
recherches ont montré que les modéles linéaires périodiques PARMA (représentation linéaire
des processus périodiquement corrélés) s’averent efficaces pour la modélisation des series
saisonnieres.

Un autre intérét des modeles périodiques, autre qu’ils permettent I’étude des
phénomeénes saisonniers, est qu’ils peuvent étre exploités dans I’analyse des modeles ARMA
multidimensionnelles, dans le but de réduire sensiblement le nombre de parametres a prendre
en considération (Pagano (1978)). En effet, I’introduction du théoréme de Gladyshev (1961) a
permit donc d’étendre et d’étudier les propriétés théoriques des modeles autorégressifs
moyenne mobile périodiques. Ce résultat a donné naissance a une nouvelle technique dite
‘period-span lumping’ pour I’étude des modeles périodiques en exploitant les résultats
existant dans la littérature des processus aléatoires multidimensionnels stationnaires. En effet
I’étude des propriétes théoriques d’un modele autorégressif moyenne mobile d-périodique
(tels que la causalité et I’inversibilité,...) se ramene a celle du modéle autorégressif moyenne
mobile d-varié stationnaire qui lui correspond.
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2. Processus périodiquement correélés

Dans ce qui suit nous allons emprunter de la littérature des processus aléatoires
quelques principaux résultats concernant les processus périodiquement corrélés.

Soit {yt, te Z} un processus du second ordre, de moyenne g, = E(y,);t €Z et de fonction
d’autocovariance

y(t,s)=cov(y, y,) t,s e Z (2.2.1)

Nous supposons sans perdre de geneéralité que x4, =0, teZ c’est a dire que {yt, te Z}
représente une déviation d’un processus {Zt, te Z} de sa moyenne g,.

Définition 2.2.1 Processus périodique au sens strict

Le processus {yt, te Z} est dit strictement périodique (ou périodique au sens
fort) s’il existe un entier d positif tel que pour tout entier positif k et pour tout
ti,tz,... . t, o la distribution conjointe de (y, ,Y,, - ¥, )" est la méme que celle de

(Yeear Yigea o Yo sa) | - Autrement dit, si :

Ft1+d,t2+d ty +d X1y Xp 10 X ) = Ftl,t2 ..... t (Xis Xz X)) (2.2.2)

ou F(.) est la fonction de distribution du processus {yt, te Z}.

Le plus petit entier d positif, vérifiant la derniere condition, est appelé période du
processus.

Remarque
Il est clair que le cas ou d =1 correspond au cas des processus stationnaires au
sens strict.

Comme pour la stationnarité, il est également impossible en pratique d’étudier la
périodicité stricte des processus aléatoires, sauf dans des cas trés spéciaux. Toutefois,
plusieurs propriétés importantes des processus aléatoires peuvent étre obtenues juste a partir
de leurs moments du premier et du second ordre. La périodicité dans ces deux moments peut
étre donc suffisante pour expliquer les proprietés peériodiques du processus. D’ou
I’introduction (Gladyshev, 1961) d’une classe particuliére des processus aléatoires appelés
processus périodiquement correlés.

Définition 2.2.2 Processus périodiquement correlés

Le processus {yt, te Z} est dit périodiquement corrélé (ou encore périodique au
sens faible) s’il existe un entier d strictement positif, tel que :

) Hior = 1 vz eZ

. (2.2.3)
i) y(t+dz,s+dz ) = y(t,s) Vs, t, reZ
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Autrement dit, si la moyenne et la fonction d’autocovariance sont d-periodiques dans le
temps.

Remarque
Un processus faiblement stationnaire est un processus périodiquement correlé 1-
périodique (d =1).

2.1. Fonction d’autocovariance d’un processus périodiqguement corrélé

Soit {yt, te Z} un processus périodiquement corrélé d-périodique de moyenne
nulle et de fonction d’autocovariance y(.,.) d-périodique. Pour tout entier te Z, i=1,...,d et
teZ, telque: t=i+drz, alors la fonction d’autocovariance pour I’horizon h (ou d’ordre h)

et relative a la i*™ période (ou saison), notée »”, i=1....,d, est définie par :

7 =y(t.t=h)=y(i,i-h), (2.2.4)
i=1..,d, heN etteZ

Il est facile de vérifier que :

}/r(]ndr) :yr(]i) et }/Eih) :7r(1i+h)' (2.2.5)

2.2. Fonction d’autocovariance empirique d’un processus périodiquement corrélé

Supposons que nous disposons d’une serie d’observations {yl, Yoo Ynd } générée
a partir d’un processus périodiquement correlé de moyenne nulle et de fonction
d’autocovariance »\", alors la fonction d’autocovariance empirique pour la période i et &

I’horizon h, notée 7", est définie par

) N-1
}7h(l) = N 712 yi+dr yi+dz’—h' (226)

=0
OU VYi,q, =0 pouri+dzr—1<1oupouri+dzr—I>Nd.
Lemme 2.2.1 (Convergence de la fonction d’autocovariance empirique)

Si {yt te Z} est un processus gaussien periodiquement corrélé. Alors la fonction
d’autocovariance empirique 7, telle qu’elle a été définie dans (2.2.6), converge

presque slrement et en moyenne quadratique, quand N — +o0, vers la fonction
d’autocovariance y.

Preuve voir (Pagano, 1978) [
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Théoreme 2.2.1 (Pagano (1978)) (Matrice d’information de Fisher pour un PAR)

Soit {yt ,teZ} un processus autorégressif d’ordre p,,t=1...,d d-périodique,

notons par F la matrice d’information de Fisher relative aux paramétres du modele
et par F(a, ) I’élément de cette matrice correspondant aux paramétres « et f.

Alors la matrice d’information de Fisher est diagonale par bloc et est donnée par

F(:bm) = Sy (k= i, k=1)/0?
F(¢g.00)=0 (2.2.7)
F(Ulfio-ri):é‘km/zalf

pour j=1...p, I=1...,p,, km=1..d.

Preuve voir (Pagano 1978) [

2.3. Processus multivarié stationnaire associé a un processus univarié périodiquement

corrélé

Lors de [I’introduction, pour la premiere fois, de la notion de processus

périodiquement corrélés, Gladyshev (1961) a montré que I’on peut toujours construire a partir
d’un processus périodiquement corrélé d-périodique, le processus stationnaire d-varié qui lui
est correspondant. Cette relation permet la représentation d’un processus d-périodique par un
certain processus d-varié qui est stationnaire. Par conséquent I’étude des processus
périodiques se ramene immédiatement a celle des processus stationnaires multivariés.

Théoreme 2.2.2 (Gladyshev (1961))

Soit {y,, teZ} un processus centré périodiquement corrélé de période d. Pour
tout t € Z, I’entier i € {0,1,...d —1} et I’entier 7 tel que : t=i+dz on définit
le processus d-varié X (z) o0 : X,(r)=y,.,,. Ce processus est alors donné par le
vecteur

X(r)=(X,(2), X, (7). X4 (0))
= (Y1+dw Yoirdr o Yauede )T

Alors {y,, teZ} est périodiquement corrélé si et seulement si le processus
multivarié correspondant est stationnaire.

2.4. Relation entre les autocovariances d’un processus multivarié stationnaire et celles
d’un processus périodiquement corrélé

7,7, €L,

Soit I'(z,,7,) la matrice de variance-covariance de X(z,) et X(z,)définie par :

nous avons alors
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[ (7,7,) = Vi(i)jm(rl—rz) ij=1.d (2.2.8)

Le processus d-varié X () étant stationnaire, alors sa matrice d’autocovariance a I’horizon h
est de la forme :

ou Fij (k) = 7i(—i)j+dk-
2.5. Processus bruit blanc périodique

Les processus bruits blancs stationnaires sont souvent utilisés pour générer
d’autres processus stationnaires. De maniére analogue, les processus bruits blancs
périodiques, quant a eux jouent le méme réle dans le cas de processus périodiquement
corrélés. Ainsi le processus {gt, te Z} est dit processus bruit blanc périodique s’il vérifie les

propriétés suivantes :

i) {&,, teZ} estcentré, c’estadire : E(s,) =0 pour tout t € Z.
i) 1l est de variance d-périodique : o, = o2 pourtout i =1,...,d et r € Z.

Iii) Le processus {Et, te Z} est non corrélé : E(g,e,) =0, pour touttetstel que t=s.

3. Prédiction des processus périodiquement corrélés

Supposons que nous disposons de r variables aléatoires connues et que nous
désirons d’avoir, sur la base de celles-ci, une approximation d’une certaine variable aléatoire
inconnue. Alors une bonne approximation de celle-ci sera la combinaison linéaire des r
variables dont les coefficients seront choisis de maniere optimale. Dans ce qui suit nous allons
étudier ce genre d’approximations et ce, pour les variables aléatoires d’un processus
périodiquement corréle.

3.1. Equation de prédiction

Soit L*(Q, A,P) (ou simplement L?) I’espace de Hilbert des variables aléatoires
de carrés intégrables, muni du produit scalaire (.) et définit par:(X,Y)=E(XY). Et
considérons le processus du second ordre {y,, teZ}. Notons aussi par M,,,teZ

reN-{0}, le sous-espace de Hilbert engendré par les r variables aléatoires :

Yers Yirar Yoq. Alors le prédicteur lineaire (ou le meilleur prédicteur linéaire au sens des
moindres carrés) ¥ de y, basé sur M, est definit comme la projection orthogonale (au
sens de L?) de y, dans le sous-espace M, ,, c’esta dire :

t,r?

9, = Py, Y, (2.3.1)
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3.1.1. Equation de prediction prospective

Puisque ¥ eM,, donc §{” peut s’écrire comme combinaison linéaire des

Yers Yeorsrn Yeq. Ainsi il existe des coefficients ¢, j=1...r tels que:

9t(r) = z¢q(r) Yo (2.3.2)
=L

ou les coefficients ¢t§”, j =1,..,r satisfont les équations de prédiction, c’est a dire que :

Oou encore

d’ou

DOyt —kt—=ytt—j), j=t..r (2.3.3)
k=1

ou y(.,.) est la fonction d’autocovariance du processus {y,, t € Z}. La derniére équation peut
se mettre également sous une forme matricielle,

1—‘t,rth,r = }/t,r

ou th,r :(¢t(1r)! t(zr)""' t(rr))Tl Vir =(]/(t,t—1),}/(t,t—2),...,}/(t,t—r))T et Ft,r :(Ft,r)jk
L (k) =7 —Kot= i), jk=tr

Si de plus la matrice T’

.+ est non singuliere alors les coefficients du meilleur prédicteur

lingaire (" de y, peuvent étre trouvés au moyen de I’équation suivante
O, = rtjrlyt,r (2.3.4)

3.1.2. Equation de prediction rétrospective

Notons maintenant par y " la meilleure projection (au sens des moindres carrés)

de y, sur le sous espace M engendré par les r variables y,.,, ¥, Y., . Comme y "

t+r+l,r

donc il existe des coefficients S, j=1..r tels que:

est dans I'espace M P

t+r+1,r

yt(r) = Zﬂér)ym (2.3.5)
=
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Puisque ¥, e M, donc Y, peut s’écrire comme combinaison linéaire des Y, ., Y, . Yis-

ou encore

d’ou

DBy kt+ ) =ptt+]),  G=tr (2.3.6)
k=1

ou y(.,.) est la fonction d’autocovariance du processus {yt, te Z}.

Remarques
- Si le processus {y,, teZ} est stationnaire alors pour tout t e Z, la matrice T

tr

et le
vecteur y, . sont indépendants de t c’est a dire que pour tout t nous aurons : I, =T, et

Vi =7, - Par suite les coefficients ¢{”, j=1..r eux aussi ne dépendent que de r. Ainsi

®, . =, donc nous pouvons réécrire (2.3.4) comme suit :
®, =T, (2.3.7)

- Si le processus {yt, teZ} est périodiquement corrélé de période d, alors la fonction
d’autocovariance est d-périodique, par suite la matrice I’ et le vecteur y, sont
périodiques, donc nous aurons pour tout t,ze Z et i=1,...,d telque t=i+dz :

Fi+dz’,f =1—‘i,r et Viedex = Vi i=1..d ,7€Z

si de plus les matrices I, pour i=1..d sont non singulieres alors les coefficients de
prédiction seront d-périodiques. D’ou :
P =00 i=1..d ;7€Z, j=1..r (2.3.8)

i+dr, j

L’equation (2.3.3) peut s’écrire également comme :
Sy =0, jetri=1.d (2.3.9)
k=1

Maintenant nous allons donner, pour le cas d’un processus stationnaire, une condition
suffisante pour que la matrice T, soit non singuliére.
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Proposition 2.3.1

Si la fonction d’autocovariance y d’un processus {y,, t € Z} stationnaire vérifie
les conditions suivantes: »(0)>0 et y(h)—=2-50 alors la matrice
[, =((@i-])u. de covariance du vecteur (Y., ¥, .- Y.y) €St non

singuliére pour tout t et r. (Pour la preuve de la proposition le lecteur est renvoyé
chez Brockwell et Davis, (1986)).

4. Modele autorégressif moyenne mobile périodique

Avec I’incapacité des modeles SARIMA, traités dans le fameux ouvrage de Box
et Jenkins (1970), a décrire et a representer certaines séries a caractére non régulier (des séries
générées par des processus non stationnaires) mais aussi avec la parution de la généralisation,
par Cramér (1961), du théoréeme de Wold (1938), de la décomposition des processus
stationnaires aux processus non stationnaires, les modéles linéaires non stationnaires a
coefficient dépendants du temps (ARMA; évolutifs ) ont connu un développement trés
important ces derniéres années et sont souvent utilisés malgré leur complexité par rapport aux
modeles linéaires stationnaires. Par analogie aux processus stationnaires et aux modeles
ARMA qui les représentent, une classe particuliere de modéles non stationnaires ARMA
évolutifs et qui permet de représenter les processus periodiquement corrélés est la classe de
modeles linéaires a coefficients périodiques dans le temps. Ce paragraphe est consacré a
I’étude de ce type de modéles. Nous commencgons d’abord par présenter le théoreme de
Wold-Cramér pour la décomposition des processus non stationnaires.

4.1. Représentation linéaire des processus périodiquement corrélés

Du fait que les processus périodiquement corrélés sont des processus non
stationnaires, au sens faible, la représentation de ces processus par la famille des modéles
classiqgues ARMA n’est pas justifiée par le théoreme de Wold (1938) qui assure I’existence et
I’unicité d’une décomposition linéaire uniquement pour les processus, du second ordre,
faiblement stationnaires. Néanmoins, les modeéles linéaires autorégressifs moyenne mobile
intégrés saisonniers étudiés par Box et Jenkins (1976) ont montré leur efficacité pour
modéliser (apres les avoir ramener au cas stationnaire a l'aide d'une ou de plusieurs
transformations) plusieurs séries saisonnieres et sont justifiés par la représentation de Wold.
Toutefois, cette classe de modéles ne s’avere adéquate que pour une classe particuliere de
processus périodiquement corrélés (saisonniers) a savoir ceux qui peuvent étre ramenés par le
biais d’une transformation saisonniére ou mixte au cas stationnaire faible et par conséquent
peuvent étre modélisés par des membres de la famille des modeles saisonniers de Box et
Jenkins. La pratiqgue a montré qu’une diversité de processus périodiquement corrélés ne
peuvent pas étre modélisés de fagon adéquate par cette classe de modéles intégrés saisonniers.
Le théoreme suivant de Cramér (1961) qui a donné une impulsion remarquable a I’analyse des
séries chronologiques non stationnaires a permit I’introduction des modéles linéaires
évolutifs, dans le temps, en particulier, les modéeles ARMA périodiques.

4.2. Représentation linéaire de Wold-Cramér

Une généralisation du cas d’un processus, du second ordre, non stationnaire, du
théoréme de Wold (1938) concernant I’existence et I’unicité de la décomposition linéaire d’un

34



Chapitre 2 Généralité sur les processus Périodiguement corrélés et modéles ARMA périodiques

processus du second ordre faiblement stationnaire, a été établie par Cramér (1961). Ce
résultat, connu sous le I’appellation décomposition (linéaire) de Wold-Cramér, a permis
I’extension des modeles linéaires usuels (a coefficients constants) ARMA(p,q) aux modeles
linéaires non-stationnaires, a coefficients dépendants du temps, ARMA:(p:,q:), dont les
modeéles autorégressifs moyennes mobiles périodiques sont des cas particuliers.

4.3. Processus purement indéterminable et processus déterminable du second ordre

Notons par H?(y,,t) le sous-espace de Hilbert, H*(y,,]-,t]), engendré par le
passe et le présent (..., Y, ,, Y, Y,) du processus du second ordre {yt, te Z}.

Définition 2.4.1

Un processus stochastique, du second ordre, {yt, teZ} est dit purement
indéterminable ou encore régulier, si

lim H?(y,,t) = {0} (24.1)

et purement déterminable ou singulier si

lim H2(y, 1) = lim H2(y,, ) (2.4.2)

Théoreme 2.4.1 (Cramér (1961))

Tous processus stochastique, du second ordre, {yt} possede une décomposition
linéaire unique donnée par :

y, =U, +V, (2.4.3)
telle que :

- Les processus U, et V, appartiennent au sous-espace de Hilbert H?(y,,t).
- Ces processus sont orthogonaux, de plus le processus U, est purement
déterminable (singulier) et V, est purement indéterminable (régulier) et peut étre

représenté par une combinaison linéaire infinie unique convergente (en moyenne
quadratique) de la forme

t
V, =D a.e, (2.4.4)

ou {g } est un processus bruit blanc. Le processus {amgt,t eZ} est, alors, dit
innovation du processus et le processus {g, } est I’innovation normée.
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Cette décomposition a permit donc la construction des modeles linéaires non
stationnaires qui ne sont que des approximations de la représentation de Wold-Cramér. Dans
ce qui suit nous présenterons une classe particuliére de ces modeéles qui est la classe des
modeéles autorégressifs moyennes mobiles périodiques.

Considérons un processus périodiquement corrélé génére a partir d’un bruit blanc périodique
{é‘t te Z}
Yi =&+ zat,sgt—s (2.4.5)

s=1

ou la suite {a } est absolument sommable pour tout t, alors les coefficients {at]s} sont
périodiques dans le temps (en t).

t,s

4.4. Modele ARMA périodique (PARMA)

Comme pour les modeles ARMA classiques, un processus périodiquement corrélé
peut étre représenté par un modéle ARMA périodique qui n’est rien d’autres qu’une
approximation de la décomposition de Wold-Cramér.

Définition 2.4.2 (Processus Autorégressif moyenne mobile périodique)

Le processus périodiquement corrélé {y,, t € Z} d-périodique est dit admettre une

représentation autorégressive moyenne mobile d’ordre (p,q:), périodique de
période de période d, noté PARMA(pt,qt), S'il est solution de I’équation aux
différences stochastique suivante :

Pt )3
Yi — Z¢tj Yioj =& — thj i (2-4-6)
=1 j=1
ou encore : @, (L)X, =0,(L)e, teZ

ou: {Ew te Z} est un bruit blanc périodique de variance o, les paramétres
Oy j=1..d,; @; i=L.p, ; Q¢ et p; sont des fonctions d-périodiques et les

Pt . G .
polyndmes @ (B)=1-> ¢ L' et ©,(B)=1-) 6, L' ne possédent pas de
i=1 =1
z&ros communs.
Posons p=max,,, p, et g=max,,.,q, alors (2.4.6) peut s’écrire également dans une

forme plus simple

p q
Yi _Z¢tj Yioj = & _Zetjgt_j- (2.4.7)
j=1 j=1
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4.5. Modeéle autorégressif périodique (PAR)
Définition 2.4.3. (Processus Autorégressif périodique)

Le processus périodiguement corrélé {yt, te Z} d-périodique est dit admettre une

représentation autorégressive périodique d’ordre p;, de période d, noté PARy(p:),
s'il est solution de I’équation aux différences stochastique suivante :

Pt
Ve =D #iVei = & teZ; (2.4.8)
i=1

olu: {g, teZ} est un bruit blanc périodique de variance o,’, les paramétres

¢, i=L..p, ; etp;etlavariance o,”sont des fonctions d-périodiques.

Le modele PARy(p:) est un modeéle particulier, du modéle d-périodique général correspondant
aucasou &; =0 pour j=12,....q,etteZ.

4.5.1. Equations de Yule-Walker périodiques

Comme pour le cas des modeles autorégressifs univariés classiques, les
parametres ¢, i=1...d;l=1..,p; et o; ;j=1..d du processus périodique {yt te Z}

sont liés avec la fonction d’autocovariance au moyen des équations de Yule-Walker dans une
forme modifiée appelée souvent les équations de Yule-Walker périodiques.

Théoreme 2.4.2 (Les équations de Yule-Walker périodiques)

Si {yt te Z} est un processus autorégressif d-périodique d’ordre p, de fonction
d’autocovariance y alors pour tout k =1,...,d Nous avons :
Pk
y(K=v)=> gy (k- j.k—-v)=05,0% v >0. (2.4.9)
j=1
\ - e 1 si v>0
ou J,, désigne le symbole delta Kronecker (définit par ,, = 0 sinon

Preuve :
Le processus {yt te Z} étant autorégressif d-périodique d’ordre p, t=1,..,d ,, alors pour

tout t € Z posons t =k +dz avec k =1,...,d et 7 € Z. Ainsi Nous avons

Py
Ye — Z¢tj Yeioj =€
=1
qui peut s’écrire autrement

Py
Yisdr = D Padr Yirdeoj = Ekagr 1K =L d, (2.4.10)
j=1
Multiplions les membres de [I’équation (2.4.10) par vy,, (ou également par

Yisdry +K=1..,d). Pour v positif & est supposée non corrélée avec y,, en prenons
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donc I’espérance mathématique des deux membres de I’équation nous obtenons le résultat du
théoréme (voir aussi Pagano, 1978). [

4.5.2. Matrice d’information de Fisher limite d’un modéle PAR

La matrice d’information de Fisher asymptotique des paramétres d’un modéle
ARMA a déja été définie au chapitre 1. Pour un modéle autorégressif périodique la définition
est la méme, notons seulement que la relation entre la matrice limite est la matrice exacte dans
le cas périodique n’est pas la méme que celle dans le cas classique, en effet pour un modeéle
ARMA périodique, la matrice d’information de Fisher asymptotique sera normalisée par la
taille du canal et non pas par la taille de I’observation.
Soit F,, la matrice d’information de Fisher pour les paramétres d’un modele PARMA
relativement a une série d’observation y,,y,,..., Yy, alors nous avons la relation suivante

F=Ilim(@/N)F,

N—w©

Théoreme 2.4.3 (Matrice d’information de Fisher pour un AR périodique)

Soit {yt,teZ} un processus autorégressif d’ordre p,,t=1...,d d-périodique,

notons par F la matrice d’information de Fisher relative aux parametres du modéle et
par F(a, ) I’élément de cette matrice correspondant aux parametres « et 3. Alors

la matrice d’information de Fisher est diagonale par bloc et est donnée par

F(dy:0m) =Sy (k= j.k=1)/c?
F (4 o2)=0 (2.4.11)
F(o?,02) =6 /20

pour j=1...p, I=1...p,, km=1..d.
Preuve voir (Pagano, 1978) [
4.6. Modeles moyenne mobile périodique (PMA)
Définition 2.4.4. ( processus moyenne mobile périodique)

Le processus périodiquement corrélé {yt, te Z} d-periodique est dit admettre une

représentation moyenne mobile périodique d’ordre g; de période d, noté MA(q;:),
s'il est solution de I’équation aux différences stochastique suivante :

9t
Yo =& — D046 teZ; (2.4.12)
j=1

ol les parametres ¢, j=Ll...q,; t e Z et la variance du bruit blanc o} sont des

fonctions périodiques, en t, de période d.
Le modéle MA(q:) est un modele particulier, du modéle d-périodique général correspondant
aucasou ¢, =0, pourj=1,2,....q;, et t eZ.
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5. Méthode d’études des modeles ARMA périodiques

Avant de passer a I’étude des modeles ARMA périodiques nous commengons
d’abord par rappeler deux propriétés essentielles qui sont la causalité et I’inversibilité.

Définition 2.5.1. Causalité

Le modeéle (2.21) est dit causal s’il admet une solution de la forme

o0

Yo =D e & tez (2.5.1)

i=0

ou la série infinie est convergente, en moyenne quadratique. L’expression
précédente est dite représentation de Wold-Cramer du processus {yt te Z} .

Définition 2.5.2. Inversibilité

Le modele (2.21) est dit inversible s’il existe des fonctions 4 telles que :

S = Z :Bti Yei teZ (2.5.2)
i=0

ou la série est convergente, en moyenne quadratique. L’expression, convergente,
précédente est dit formule de déconvolution.

Pour étudier les propriétés des modeles ARMA peériodiques nous pouvons
distinguer deux approches. La premiére se base directement sur le théoreme de Gladyshev
(1961). Et consiste a ramener un modele périodique univarié a un modele classique multivarié
et d’étudier les propriétés de ce dernier. Quant a la deuxieme, elle ramene un modele
moyenne mobile (autorégressif) périodique a un modele moyenne mobile périodique
(autorégressif) mais seulement d’ordre 1.

5.1. Technique « period-span lumping » et étude des modeles univariés ARMAy
périodiques

La technique la plus ancienne et la plus couramment utilisée pour étudier diverses
propriétés théoriques des modeles autorégressifs moyennes mobiles périodiques univariés est
la technique dite "Period-Span Lumping”. L'essence de cette méthode est de ramener I’étude
des propriétés d’un modeéle périodique univarié a celle du modele d-varié autorégressif
moyenne mobile qui lui correspond. Ceci permet d’exploiter les résultats déja existant
concernant I’analyse des modeles multivariés classiques pour étudier les modeles périodiques.
Dans ce qui suit nous allons présenter le lien entre un modéle périodique univarié et un
modele multivarié classique.
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5.2. Modéle ARMA multivarié associé a un modele ARMA(pt,q:) univarié

Soit {yt, teZ} un processus univarié périodiquement corrélé admettant une
représentation autorégressive moyenne mobile d’ordre (pt,qt), périodique de période d

Pt It
Yi _Z¢tj Yej =& _Zetjgt—j' (2.5.3)
j=1 j=1

Alors le processus d-varié {X ()} définitpar: X,(z)= ;.4

X(7)= (X, (2), X, (7)., Xy (7))

ou .
= (yl+dr’ Yoirdrr yd+dr)

satisfait a un modéle d-varié autorégressif moyenne mobile donné ci-dessous

#0)X (2) + )X (z =D +..+¢(p )X (z = p*) = HO)n(z) + OV)n(r 1) +...+ (a0 )n(z - ")
(2.5.4)

ou

n(z) = (n,(2),7,(2),....7s (v))" avecn, () =s,,4,, 1 = 1,..,d est un processus bruit blanc d-

varié.

* pi_i *_ M .
R TR el
1 o . . . 1 o .
(2 10 : . 62 1 0
oO= . .1 0 .| et 00)= @. (2.5.5)
b0 . . 1 a.,(0)
bo(d) . . 4(d) 1 6, ,(d)
et
b® @ O . . . C heae®
ben@ 4@ ha@ . @
PR= i b ) Ba) o ()
buoa(d) L @ 4@
(2.5.6)

aveci=12,....d et k=1,2,....p

et
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edr (1) Hdr—l (1) Hdr—z (1) : : : ' ' 0dr+1—d (1)
9dr+l (2) ¢dr (2) edr—l (2) ' : : ' ' Hdr+2—d (2)
M=) 6a0) 60 6.® . 6.0
9dr+d—1 (d) : ' : ' ' : 0dr+1 (d) edr (d)
(2.5.7)

avec i=1.2,..,d et r=12,...,q.

Cette relation entre un ARMAg(p;,q:) univarié et un ARMA(p',q") d-varié permet de vérifier
guelques propriétés théoriques tel que la causalité et I’invisibilité.

Le modele d-varié autorégressif moyenne mobile (2.5.4) associé au modéle
périodique (2.5.3) ainsi obtenu peut étre exploité, pour étudier par exemple les problémes de
causalité et d’inversibilite d’un modéle d-varié a coefficients constants. Du fait que les
coefficients (matrices) du modele d-varié (2.5.4) sont donnés en terme des coefficients du
modeéle périodique (2.5.3) alors on obtient les conditions nécessaires et suffisantes que
doivent satisfaire les parametres du modéle périodique pour qu’il soit causal et inversible.

5.3. Condition de Causalité d’un modele ARMA multivarié
Les conditions de causalité du modéle ARMA(p’,q) multivarié & coefficients

constants,
p

ZAiX(t—i)=Z;ng(t—j) (2.5.8)

i=0

ou &(t) est un processus multivarié non corrélé et les matrices A et B;, sont des matrices

carrées réelles. Sont données par Hannan (1970) et consistent a ce que les racines de
I’équation :

det{zp: Aiz’“} =0; zeC (2.5.9)

sont a I’intérieur du cercle unité.
5.4. Condition d’invisibilité d’un modele ARMA multivarié

Les conditions d’invisibilitt du modéle multivarié a coefficients constants,
ARMA(p ,q)

iAX(t—iFiBje(t—j) (2.5.10)

ou &(t) est un processus multivarié non corrélé et les matrices A et B;, sont des matrices
carrées réelles; consistent a ce que les racines de I’équation :
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q
det{z szq-i}o; zeC (2.5.11)
i=0

sont a I’intérieur du cercle unité.

Remarque

Les conditions de causalité et d’inversibilité du modéle (2.5.3) découlent,
directement, de celles du modele multivarié qui lui est équivalent.

5.5. Condition d’inversibilité d’un modéle autorégressif périodique :

Le modeéle univarié PAR(p;) d-périodique :
Pt
yt_z¢tiyt—i =& teZ;
i=1

est causal si, et seulement si le modéle d-varié autorégressif a coefficients constants qui lui
correspond :

$(0)X (2) + M) X (z =D +...+4(p )X (= p) = 1(7) (25.12)

est causal. C’est a dire, si et seulement si les racines de I’équation caractéristique

P’ .
det(zclb(k)zp ‘k]:O, zeC

k=0
sont & I’intérieur du cercle unité , ou les matrices d(k), k =1....,p" sont données par (2.5.6).

5.6. Condition d’inversibilité d’un modéle moyenne mobile périodique :

«j» estinversible si et

9
Le modéle univari¢ MA(q) d-périodique : y, =&, — Y ;¢
j=1

seulement si le modéle d-varié moyenne mobile a coefficients constants qui lui correspond est
inversible. C’est a dire, les racines de I’équation caractéristique

q X
det[Z@)(k)zq -kj =0, zeC
k=0

sont & I’intérieur du cercle unité, ol les matrices ®(k), k =1,...,q" sont données par (2.5.7)

5.7. Technique « order-span lumping » et étude des modeles univariés autorégressifs
moyenne mobile périodiques ARMA4(pt,0t)

Dans cette section, nous présentons briévement une autre approche, dite « order-
span lumping », utilisé dans I’étude des propriétés théoriques des modeles de seéries
chronologiques périodiques (cf., Bentarzi (1998), Bentarzi et Hallin (1995) et (1998) et Ula et
Smadi (1997)). Cette nouvelle approche consiste en la représentation d’un modele univarié
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(m-varié) moyenne mobile d-périodique d’ordre g par un modéle g (mg) varié moyenne
mobile S-périodique d’ordre 1, ou S est en fonction de d et g. ainsi le modele obtenu est
exploité pour étudier les propriétés d’un processus moyenne mobile périodique, en particulier
les conditions d’inversibilité et le probléeme de la factorisation spectrale. Cette technique a été
exploitée par Ula et Smadi (1997) pour établir une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un modele autorégressif périodique soit causal.

5.8. Modele multivarié moyenne mobile périodiques d’ordre 1 associé a un modele
multivarié moyenne mobile périodique d’ordre q :

Soit {yt, te Z} un processus m-varié moyenne mobile d’ordre g et d-périodique
Yo =006 +0,,6, +...+ 0,6, teZ (2.5.13)

ou {Et} est un processus bruit blanc de variance périodique et 6,;,i=0,..,q sont des
matrices (mxm).

Bentarzi et Hallin (1995) considérent le processus mqg-varié

Yy = (y(qu ' y;qT—l""’ yg(m)ﬂ)'

Iy = (qu '8qT—l1"'1gq(T—1)+l)

Le modéle moyenne mobile périodique (2.5.13) se présente, en terme de processus {Yr, TeZ
} sous la forme suivante :

Y; = ®T,077T +®T,177T—1 (2.5.14)

Les matrices ©;, et ®;,, de dimension (mgxmg) sont données en fonction des coefficients
périodiques 6, ;, i =0,...,q, du modele (2.5.13) comme suit :

‘9qT,o eqT,l t eqT,i—l o eqT,q—l
0m eqT -1,0 qu -11 "' o eqT -1,g-2
O,,=| . ' ' ' (2.5.15)
T 0m 0m t 0qT—i+1,0 ”' 0qT—i+l,q—i
0, e Ogr_giig

et
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O 0, .
HqT -1,0-1 qu -1,9 0 m ' m
0., =| h (2.5.16)
T HqT —i+1,q-i+1 9qT—i+1,q 0 m 0 m
Ot i . .. e O g

Le modele (2.5.14) est un modele mg-varié moyenne mobile S-périodique d’ordre 1, ou S
(S >1) est le plus petit entier tel que : Sq est le plus petit multiple commun de g et d.

Proposition 2.5.1 ( Bentarzi et Hallin (1995)) :

Le modeéle m-varié moyenne mobile d-périodique d’ordre g, (2.5.13), est
inversible si et seulement si les racines du polynéme :

W —1Iz| =
sont a I’intérieur du cercle unité.
ou ¥ est une matrice carrée, de dimension (mg x mq) donnée par :

Y= @;'106)511@;17110@371'0 "'®£,10®2,1®I,%)®1,1

ou les matrices ®,, et ®;,, j=1,..,S sont données respectivement par (2.5.15)
et (2.5.16).

Nous remarquons que les éléments de la matrice W sont exprimés en terme des
coefficients d-périodiques du modéle périodique (2.5.13).

Dans le cas simple d’un modele univarié moyenne mobile périodique d’ordre 1, la
condition nécessaire et suffisante est donnée par le corollaire suivant :

Corollaire 2.5.1 (Bentarzi et Hallin(1995)) :
Le modele univarié moyenne mobile d-périodique d’ordre 1 :
Vi =0, 08 +0,,6, teZ
est inversible si et seulement si :

| 6,,0,,..0,, |

1.
o

Bentarzi (1998) a exploité cette nouvelle technique pour résoudre le probléeme de
la factorisation spectrale d’un modele m-varié moyenne mobile d-périodique.

Par analogie, Ula et Smadi (1997) ont exploité la technique introduite par Bentarzi

et Hallin (1995) pour obtenir une condition simple et suffisante pour la stationnarité des
modeéles autorégressifs moyennes mobiles.
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5.9. Modéle AR multivarié périodique d’ordre 1 associé a un modéle AR multivarié
périodique d’ordre p :

Soit {yt, te Z}un processus périodiquement corrélé de période d satisfaisant au
modéle m-varié autorégressif périodique de période d et d’ordre p et :

Ye =0 Yea Tt Y, & (2.5.17)

Ula et Smadi (1997) définissent

Yr = (y‘pT ) y'pT—l7"'1 ylp(T—l)+l)l

= (ng ’ng—l""’gp(T—l)+l)

le modéle (2.5.17) s’écrira donc sous la forme suivante :

D Y7 + Dy Yoy =171 (25.18)

les matrices @ , et @, ,, de dimension (mgxmq) sont données en fonction des coefficients
périodiques ¢,;, i=1,...,p, t € Z dumodele (2.5.17) comme suit :

I mo ¢Tp,1 - ¢Tp,2 - ¢Tp,p—1
Om I m - ¢Tp—1,1 T ¢Tp—1, p-2
D,y = : (2.5.19)
Om Om Im
et
_¢Tp,p 0m Om Om
- ¢Tp—1, p-1 - ¢Tp—1, p Om o Om
@, = : R : (2.5.20)
- ¢Tp—p+1,1 - ¢Tp— p+12 T Tt T ¢Tp—p+1,p

Proposition 2.5.2 (Ula et Smadi (1997)) :

Le modéle m-varié autorégressif d-périodique d’ordre q (2.5.17) est inversible si
et seulement si les racines du polynéme :

Q—-1z|=0

sont a I’intérieur du cercle unité, ou Q est la matrice carrée de dimension
(mgxmq) donnée par :
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-l -1 -1 -1
Q= q)s,oq)s,1®5—1,oq)5—1,o "'q)z,oq)z,lq)l,oq)n

ou les matrices @, et ®;,, j=1...,Ssontdonnées par (2.5.19) et (2.5.20).

i

Ces deux derniers auteurs ont montré que I’utilisation de I’approche de Gladyshev
(1961), pour déterminer les conditions de causalité, consiste & montrer que les valeurs propres
d’une certaine matrice, de dimension (mdp*xmdp*), sont a I’intérieur du cercle unité. La
nouvelle représentation (2.5.18) donne les mémes conditions de causalité mais pour une
matrice ©Q de dimension (mpxmp), avec mp<mdp” (I’égalité est vérifiée lorsque p= d,
p=2d...).
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Chapitre 3

Estimation hors-ligne d’un
modele autoregressif moyenne
mobile Périodique

1. Introduction

L’objet du présent chapitre est de présenter les principaux résultats concernant
I’estimation hors-ligne des parametres d’un modele autorégtressif moyenne mobile d-
périodique (PARMA). Nous présenterons une revue détaillée, mais non exhaustive, des
différents algorithmes d’estimations disponibles. Comme il a été déja signalé dans les
chapitres précédents, les méthodes d'estimation hors-ligne peuvent étre classées en deux
groupes : les méthodes utilisant directement les données (méthode du maximum de
vraisemblance, méthode des moindres carrés...) et les méthodes utilisant des transformations
des données (méthode de Yule-Walker...). Nous commencons, en premier lieu, par étudier la
classe de méthodes utilisant des transformations des données. Nous présenterons, a ce sujet
deux méthodes particulieres : la premiére est basée sur les équations de Yule-Walker
périodiques et la seconde est la méthode récursive de Durbin-Levinson, ce type de méthodes
est souvent appelé methodes des moments. Notons que les estimations produites par cette
classe de méthodes seront considérées comme bonnes valeurs initiales pour les méthodes
itératives (méthodes utilisant directement les donneées) telles que la méthode du maximum de
vraisemblance ou la méthode des moindres carrés. Nous passerons ainsi a I'exposé de cette
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classe des méthodes qui utilisent directement les données. Les algorithmes de cette classe sont
de nature itérative, elles nécessitent en effet, plusieurs évaluations de la fonction critere et une
routine d’optimisation numérique. Le choix de I'algorithme d’optimisation est plus ou moins
arbitraire puisque d’une part les différentes méthodes connues sont équivalentes et d’autre
part le facteur prépondérant qui influe sur la rapidité des calculs et I’espace mémoire est bien
le probléme de I’évaluation de la fonction critére.

Nous avons partagé ce chapitre en cing sections : Suite a cette succincte
introduction, nous étudierons dans une deuxiéme section la classe des méthodes des moments,
nous commencgons ainsi par I'exposé des principaux résultats concernant I’estimation, par la
méthode des moments, des parameétres d’un processus autorégressif pur d-périodique d’ordre
p. Nous récapitulons, ensuite dans cette méme section la méthode des moments pour
I’estimation des parameétres d’un modele PARMA général. Nous terminerons cette section par
un exposé concis d’une méthode, récursive, plus efficace, pour I’estimation des parametres
d’un modéle autorégressif périodique pur. La troisieme section sera consacrée a la
présentation des différentes méthodes utilisant directement les données, a savoir la méthode
des moindres carrés, la méthode du maximum de vraisemblance et leurs différentes variantes.
Nous exposerons dans la section suivante un algorithme précis de Vecchia (1985a) pour
I'estimation du maximum de vraisemblance d'un modéle PARMA. Nous terminons le chapitre
par une application numérique en vérifiant les résultats obtenus a travers une étude de
simulation intensive sur des séries artificielles supposées obtenues a partir de modéles bien
spécifiés.

2. Méthodes basées sur des transformations des données dans les modeéles
ARMA périodiques (méthodes des moments)

L’estimation, par la méthode des moments, des parametres d’un modele PARMA
est basée sur les équations de Yule-Walker géneralisées au cas de modeéles périodiques ou sur
les équations récursives de prédiction. Le principe de la méthode des moments consiste a
remplacer, dans les équations de Yule-Walker périodiques ou dans les équations récursives de
prédiction (cf. chapitre 2), les autocovariances théoriques par leurs estimations empiriques.
Celles-ci méme sont obtenues grace au remplacement des moments théoriques par leurs
correspondants empiriques.

Supposons que nous disposons d’une série d’observations {V,,¥,..... Yy |

considérée comme réalisation d'un modéle PARMA gaussien. Soit alors la série standard
{yl, Yoo Ynd } obtenue a partir de la premiére par correction de la moyenne empirique c’est a

direque: V.4, = Yig, — 4, 7=0,..,N-leti=1..d ou:

N-1
o = Nilzy”dr ' i=1..d 3.2.1)
=0

est un estimateur de la moyenne g; relative a la saison i.
Dans ce cas I’estimateur, par la méthode des moments, de la fonction d’autocovariance y{",

pour la saison i et a I’horizon h, est la fonction d’autocovariance empirique notée 7", est
donnée par (2.2.6) (cf. chapitre 2).
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2.1. Méthodes basées sur les equations de Yule-Walker périodiques

Dans un premier lieu nous allons expliciter les équations de Yule-Walker pour un
modéle AR périodique, nous donnerons ensuite une approche pour [I’estimation des
parameétres dans le cas des modeles PARMA.

2.1.1. Cas de modeles Autorégressifs périodiques AR

Considérons le processus {deT Jd=1..d;7e Z} supposé étre représenté par le
modéle PARy(p) suivant

p
Viear = 2 BiVivar = Eingrr i =1.,d etz eZ (3.2.2)
j=1

Notons par ¢, i=1...,d le p; x1 vecteur des parametres, relatif a la saison i, definit par

¢ = (¢i1,¢i2,...,¢ip)T. Multiplions (3.2.2) par Y. 4,.n» h=1..,p, et prenons I’espérance
mathématique des deux membres, alors nous obtenons pour chaque i, I’ensemble des p+1
équations suivantes :

(i-1) (i-2) (i-p) _ ()
Yo PutVi PtV i P =71
(i-1) (i-2) (i-p) _ ()
71 P tVe Pt tVa, P =7

i._. .............. I ._.....................i._ .............. I i :1’_._’d. 3.2.3
e S S L P (32:3)
et

of =1 — byl — oy — oy
ou encore sous forme matricielle condensée :
{Fi¢i =7
O'i2 :7/3” _¢iTY i
Avec:  (D)g =75 (ij=1..p) et 1= e ry)

Les estimateurs ¢, et & par la méthode des moments de ¢, et o7 sont obtenus a partir de
(3.2.3) en remplagant les autocovariances théoriques »" par leurs correspondants empiriques
7" et en résolvant le nouveau systéme d’équations suivant :

{Fi¢i = i ] (324)

5-i2 :770(i) _¢iT7i

oo Oy =75 ki=Ll.,p) ety =0".7" .7y
Cela requiert, pour chaque i I’inversion d’une matrice d’ordre px p.
Nous avons maintenant besoin de déterminer les propriétés théoriques de ces estimateurs.
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Théoreme 3.2.1 (Convergence des estimateurs des moments)

Si Y, Y, Yy €St une série d’observations générée par un modele autorégressif
d-périodique d’ordre p, alors les estimateurs q;et o définis par (3.2.4) sont

convergent (quand N — +o0) presque sirement. Et N¥? (ng -¢) k=1..d se
distribue assymptotiquement selon une loi gaussiene de moyenne nulle et de
matrice de covariance F', ol F est le bloc approprié de la matrice
d’information donnée par le théoreme 2.2.1 (cf. chapitre 2). Ainsi les estimateurs
sont, dans ce sens, assymptotiquement efficaces.
ol ¢, :(¢k1’¢k2""’¢kp)T'

Preuve voir (Pagano, 1978) [

2.1.2. Cas de modeéles autorégressifs moyennes mobiles périodiques

Lorsque nous rajoutons une composante moyenne mobile c’est a dire en
considérant le modele PARMA général, I’estimation par la méthode des moments devient
plus délicate. En effet, pour les parametres MA périodiques, nous aurons besoin de résoudre
des systemes non linéaires tres compliqués. Pour le cas trés particulier q; =1, i =1,...,d les

équations obtenus par la méthode des moments ont été détaillées par (Salas et al., (1982)).
Cependant pour notre présent cas, les estimateurs obtenus seront considérés seulement comme
outils nécessaires (valeurs initiales) pour les méthodes itératives telles que du maximum de
vraisemblance ou des moindres carrés. En effet cette classe de méthodes, comme nous verrons
plus loin, requiert une routine d’optimisation numérique et par conséquent un ensemble
d’itérations nécessaire jusque I’obtention de la convergence voulue. Donc il y a un grand
intérét d’utiliser des valeurs initiales convenables pour ne pas heurter la sensibilité de la
méthode.

D’aprés Vecchia, (1985b), la valeur ¢7, obtenue par résolution du systeme :
Lia® =7 iq (3.2.5)

OU : (ri,q)kj :ygijkk:qq) (k1 J :1""’ p) et Y i,q = (77(4(?1’77(1(?2""’}7q(i+)p)-r
Semble étre une valeur initiale convenable.

La procédure du maximum de vraisemblance qui sera présentée dans la section 4
a montré une certaine relative insensibilité aux valeurs initiales des paramétres MA
périodiques. Par conséquent, afin d’éviter la résolution des équations relatives aux parametres
MA périodiques qui, comme nous avons mentionné ci-dessus, engendre un co(t de calcul
considérable, ces paramétres prendront comme valeur initiale nécessaires aux estimations
itératives la valeur zéro.

2.1.3. Exemple d’application

Pour illustrer I’estimation par la méthode des moments basée sur une serie y,,Y,,..., Ynq-
Considérons le modele AR2(1) suivant :
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{y1+21 =Y, + o, . (3.2.6)
Yoi2: = P2 Viiar T Erias
Soit " = (i,i—h) la covariance relative a la saison i pour I’horizon h. Multiplions (3.2.6)
par VYi.,,n ,i=12. h=01 et prenons I’esperance mathématique des deux membres. Alors
les équations de Yule-walker périodiques (ou saisonnieres) sont données par :

yO g2y @ = 52

(2) ¢227/(§1) - 622 (3 2 7)
7O _gy@ = o
(2) gy =

Les autocovariances empiriques 7" ,i =1,2; h =0,1 sont données par :

y (l) =N~ Z yl+dr yl+dr
~(2) =N~ z y2+dr y2+dz‘
~(1) N_lz Yicdr Yar

~ (2) -1
=N Z y2+dr yl+dr

En remplagant dans (3.2.7) les " par les 7" et en résolvant le systéme obtenu par rapport &

(3.2.8)

¢, 6,, of, o2, nous aurons les estimateurs des moments ¢,, ¢,, 62, 55, donnés par

4 7O /7(2)
Y (2) ()
o || PR 329
O, Vo =PV
5) (7o g7

2.2. Estimation des moments par des méthodes récursives

Au chapitre 2 nous avons vu que les coefficients du meilleur prédicteur linéaire de
y, basé sur les r variables aléatoires: Y, .,V ., Yiq, OU {y,, teZ} est un processus

périodiquement corrélé, s’obtiennent en résolvant un systeme d’équations de dxr variables.
Nous verrons plus loin qu’il est possible d’obtenir ces coefficients par d’autres méthodes
alternatives (méthodes récursives). Afin d’éviter le risque de toute confusion, notons qu’il
existe deux types de méthodes récursives, le premier, que nous allons I’aborder dans la
premiére partie de notre travail, concerne les méthodes non récursives vis-a-vis du temps mais
récursives vis-a-vis de I’ordre du modele. Le second type, qui sera I’objet des chapitres de la
deuxiéme partie, concernera les méthodes récursives vis-a-vis du temps. L’objet de ce
paragraphe est de présenter une méthode récursive (vis-a-vis de I’ordre du modéle) pour
I’estimation des parameétres d’un modele autorégressif périodique pur. Le principal profit tiré
de cette méthode, spécialement pour les modéles d’ordres élevés, est la réduction du nombre

d’opérations élémentaires (multiplications et divisions) qui sera de I’ordre de O(d” x p?) au
lieu de O(d x p®) opérations pour la méthode directe (cf. Sakai, (1982)) aprés résolution des
équations de Yule-Walker périodiques. A cause de la périodicité du processus {yt, te Z} les

51



Chapitre3 Estimation hors ligne d’un modéle autorégressif moyenne mobile Périodigue

coefficients du meilleur prédicteur de 'y, basé sur les p variables aléatoires :
Yips Yioparrn Yias SONt identiques aux parametres (dans I’ordre convenable) d’un modele

autorégressif d’ordre p, d-périodique. Pour déterminer de maniere récursive ces parametres,
I’idée principale est de déterminer progressivement les coefficients du meilleur prédicteur de
y, base sur r variables aléatoires : y, ., Y, ;.. Y,4, €t C&, pour r variant de 1 jusqu’a p.

Pour les équations récursives de ce type, deux ensembles de prédicteurs linéaires
sont introduit. Le prédicteur linéaire prospéctif et le prédicteur linéaire retrospectif. Le
premier sera noté par un ‘chapeaux’, quant au second il sera noté par un ‘tilde’. Le meilleur
prédicteur linéaire (ou I’espérance conditionnelle linéaire ) d’une variable y par rapport a
I’ensemble des variables vy,,Yy,,... est noté par If’(y/ Y1, Y,,...). Pour alléger cette écriture nous

remplacons I’ensemble des variables vy,,y,,... par le sous-espace engendré par celle-ci, ce qui
donne I'écriture suivante : f’(y/M), ou M est I’espace en question. Cette notation est

similaire a celle utilisée pour I’espérance conditionnelle avec la lettre P a la place de E. Ces
quantités sont définies par :

I = PO Yoy Yer) = Z(ﬁ“’yr—J

j=1

2(r o(r
G():Hyt_Yt()

(I’) P(yt /yt+l’ ’yt+r) Zﬁér) yt+J

2(r) _ Sm?
Vi - Hyt — Y

L algorithme qui suit est la généralisation de I’algorithme de Durbin-Levinson (Durbin
(1960)), aux cas des modeles autorégressifs d-périodiques, par Boshnakov (1996). Notons que
des équations équivalentes construites par une autre approche se trouvent dans Sakai, (1982).

Proposition 3.2.1
Considérons le modele autorégressif périodique suivant :

P
Zivge =D BiZivar = Einge =L, diTeZ (3.2.10)
j=1

Notons par ¢, i=1,...,d le Px1 vecteur des paramétres pour la saison i définit
par & =(4,,6,...6,) . Et supposons que le processus est causal. Alors le
schéma récursif pour le calcul de ¢; a partir de yOi=1..,d, jh=1..P est
donné par Boshnakov (1994a, b) et contenant les équations suivantes :

r-1
go-{r0 S s

=1

B0 =g — g B j=1..,r-1 (r=1) (3.2.12)

GHD = G2 _ (¢<r>)2 2 (3.2.13)

(- Skt J Jaie 3214
i

ﬂm ﬂ(f D ﬂ(r)¢l(+f;1r’_j j=1..,r=1 (r=1 (3.2.15)
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V2D = 20D (B0 52D (3.2.16)
Ces six équations seront appliquées dans I’ordre donné pour k=1,...,P
i=1..,d, en commengant par o’® =v*® =y i=1..d, la premiére étape
donne :

g =y [y® et pO =y0/y®  Par la suite les coefficients autorégressifs
seront obtenus a partir de
g =0 et ol=0", i=1..d. (3.2.17)

Cette procédure est fréquemment utilisée lorsqu'une estimation des
autocovariances est disponible. Si les »{ sont les autocovariances d’un processus
périodiquement correlé alors ¢i}”, i=1..d, j=1..,r sont les coefficients du meilleur
prédicteur linéaire de y, basé sur les r variables vy, ,,...,y,,, et o’ est la variance de
I’erreur de prédiction. Les ﬁ(r) i=1..d, j=1..r sont, quant a eux, les coefficients du

meilleur prédicteur linéaire de y, basé sur y,,,,...,Y,,,, et v est la variance de I’erreur de
prédiction correspondante.

Preuve

La démonstration de cette proposition n'a pas été donnée dans Boshnakov (1996)
cependant, en s'inspirant de la démonstration de Brockwel et Davis (1986) pour le cas
classique nous avons établit cette preuve.
Notonspar: M, ,teZ, reN- {O} le sous-espace de Hilbert engendré par les r
variables aléatoires y, ., Y, 4 Y, M ,4,t€Z, le sous-espace engendré par les r-1
variables Y, .1, Y o0 Yeq €6 My, ,teZ, le sous-espace engendré par la variable
Ve, — I3(yt_r IM,,,) ou I3(y/A) note la projection orthogonale du vecteur y dans le sous

espace A. Comme les sous-espaces M, , et M, ; sont orthogonaux dans M, alors nous
pouvons écrire

Py, /M) = (Y IM )+ P(Y M) (3:218)
or, NoUS avons

yt(r) = Is(yt /Mt,r) = Z¢i§r)yt—j
Py, /M,, )= Zcé“ 2y

P(Y, /M) = Zﬂt‘r‘”yt "

P(Yt /Mt,r—l) = a(yt—r - P(yt—r /Mt,r—l)
avec a est une constante qui s’obtienne au moyen de I’équation suivante :

<Yt ) yt—r - F’S(yt—r /Mt,r—1)>
= - 2
Yir — P(yt—r /Mt,r—l)

(3.2.19)

(3.2.18) devient
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Is(yt /Mt,r) = Is(yt / Mt,r—l) + a(yt—r - Is(yt—r /Mt,r—l))
par la suite nous aurons

r r-1
Z;¢t§r) Yo Z¢(r - Yeoj t a(yt—r _Z;lgt(rrlj) Yi- r+l]
i= i=

Oou encore
r-1
(r-1) _ (r-1) (r) (r)
ay”+2(¢ aBl Dy =g+ g0y,
=l

Par identification il s’en suit que

" _

tr

(0 _ gl -

s —ap i, j=1..r-1

En explicitant (3.2.19), a peut se mettre comme suit

a= <yt’ yt—f> <yt ! ZIBI(rrlj) Yo r+j >/ tZ(rril)
B

A 2
Yi — P(yt /Mt,r)

d’ou

i) Par definition,

51 <[y, -9 -

yt - Is(Yt /Mt,r—l) - Is(yt /Mt%rfl)uz
~ 2 ~ 2 ~ ~

Yi — P(yt /Mt r—l)” +Hp(yt /Mtj,_r—l)H - 2<yt - P(yt / Mt,r—l)’ P(yt /Mtj,_r—l)>

= o +a v —2a(y, Yo, ~ Py, I M)

or d’aprés (3.2.19) nous avons <yt Yo, — I3(yt_r /Mm_l)> =av U™
d’ou

~ 2
=Yt _P(yt/Mt,r) =

O_tz(r) _ O-tZ(r -1) az 2(r ) _ O-tZ(r -1) (¢t(rr))2 2(r 1)_
iii) Notons maintenant par : M., ,,t € Z, r e N—{0}, le sous-espace de Hilbert engendré par
les r variables aléatoires y, ., Y . Yir» My, .t €Z, le sous-espace engendré par les
r—1 variables Y., Yy, Yora €8 M., t € Z, le sous-espace engendré par la variable
Yior — I5(yt+r IM,,, ). Comme les sous-espaces M, ., et M, , sont orthogonaux dans
M alors nous pouvons donc écrire

yt(r) = |3(yt /Mt+r r) = Is(yt /Mt+r r—1) + Is(yt /MtJ-;—r r) (3220)

t+r,r

r-1

Z (r_l) yt+J + b( yt+r z¢t(:r_lj) yt+r j J

=1

(r 1) (r—1)
- byt+r + z< t+r,r—j t+r—j
Ainsi nous obtenons I’identité suivante :

r-1

(r) (r) _ (r-) _ (r -1)

tr yt+r +Zﬂtj yt+J byt+r +Z( t+r,r—j t+r—j
j=1
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dont la solution est donnée par

0 =b
-1 -1 .
(r) ﬂtjr ) b¢t(:r,r)fj! j=1.,r-1
ou b est une constante qui s’obtlenne au moyen de I’équation suivante :
. <yt’ yt+r - P(yt+r /Mt+r,rfl)>

~ 2
yt+r - P(yt+r /Mt+r,r—1)H

b = [< yt ! yt+r > o <yt ! 2¢t(:r_lj) yt+r j >J/Jt2+(rr_l)
j=1

(N _ (t) (r-1),,, (1) 2(r-1)
tr L Z¢t+r171 rJ/UHr
iv) Nous avons déja que

VtZ(r) =Hyt - yt(r) i =Hyt - FA)(yt /Mt+r,r) 2
- yt - Is(yt /Mt+r,r—1) - Is(yt /Mttr r 1)”

=y =P M ]+ M ] -2 - B M ) By ME )
=V b0l = 20(y,, Yy, — PV I Miy)

or d’aprés (3.2.21) nous avons <yt, Yer = P(Yeur /Mt+,',_l)> boll ™

(3.2.21)

d’ou

t+r
d’ou
2(r) _ \,2(r-1) 2 2(r—1) 2(r—1) (r)y2 __2(r-1)
Vit =Y, -b —(By') o :

O-t+r t+r
v) Comme les coefficients sont périodiques en t donc pour t =i+ dz nous pouvons remplacer
dans les équations précédentes t par i. i variera de 1 jusqu’a d.

vi) Notons aussi que les équations récursives précédentes établissent le lien existant entre les
coefficients du meilleur prédicteur d’une certaine variable y, basé sur les r variables
précédentes du processus Y, ;,...., Y, ,, et ceux du meilleur prédicteur linéaire de la méme
variable basé sur les r —1 précédentes y, ,,...., ¥, ,.,- Donc pour un modele ARy d’ordre p les
paramétres ¢;, i=1..d, j=1.,p seront les coefficients du meilleur prédicteur linéaire
d’une variable y,,, basé sur les p variables précédentes. Ainsi pour obtenir les estimations
nous écrivons les équations récursives de prédiction pour r =1,...,p. Ce qui achévera la
démonstration.

Remarque Les équations (3.2.13) et (3.2.16) peuvent étres remplacés de maniere
équivalente par les équations suivantes (Boshnakov, (1996))
o2 =(1- g B0, Jo 2 (3.:2.132)
V2O = ( g0 B0 N2 (3.2.16a)

En effet en utilisant la formule de Burg (Burg, (1975)) appliquée aux modeles autorégressifs
périodiques par Sakai, (1982) nous retrouvons directement le résultat.
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3. Estimation dans les modeles PARMA par des méthodes utilisant
directement les données

Comme pour le cas des modeéles ARMA classiques, ce qui a déja été présenté au
chapitre 1, nous traiterons dans cette section le probléme de I’estimation des parametres d’un
modele ARMA périodique selon deux grands critéres, la méthode des moindres carrés et la
méthode du maximum de vraisemblance. Nous commencons tout d’abord par dénombrer les
différents critéres pris en compte.

3.1. Criteres

Le but est d’estimer les paramétres d’un modele PARMA(p,q) a partir d’une
réalisation de longueur Nd. Nous avons envisageé les quatres critéres suivants :
- Le critére des moindres carrés conditionnels (MCC).
- Le critére des moindres carres non conditionnel (MCN).
- Le critére du maximum de vraisemblance conditionnel (MVC).
- Le critéere du maximum de vraisemblance non conditionnel (MV).
Nous verrons par la suite que les criteres (MCC) et (MVC) peuvent se
confondent. Nous illustrerons essentiellement sur le processus PARMA(p,q) suivant :
Yivar = GiYisara — Pi2Yisar2 =~ PipYisar—p = Eivar — Cur€ivara =~ Oiq€irarq
i=1,2,...,d, (3.3.1)
Supposons que nous désirons estimer les parameétres de ce modéle en se basant sur
la réalisation donnée. Alors ces estimateurs seront choisit de fagcon a minimiser (ou
maximiser) la fonction critére fixée. Comme généralement cette fonction est non linéaire donc
nous devons utiliser des routines d’optimisations itératives pour la minimiser, par conséquent
plusieurs évaluations seront nécessaires. Il faut d’abord se pencher sur I’évaluation de la
fonction critere. Le probléme d’optimisation a déja été abordé dans le chapitre 1.

3.2. Evaluation des fonctions critéres

Pour une réalisation y,,V,,..., Y, & modéle (3.3.1) peut se mettre sous la forme

suivante :
Ay, =Bey +Cl. (3.3.2)

ol Yy = (Y1, Yarn Yn) ' €= (61,650 6ng)" €L L = (Ygoomn Y1fp'50’---’517q)T-

Notons que A et B sont des matrices triangulaires inférieurs de taille (Nd x Nd)
a diagonale unité. La matrice C, quant a elle, est de taille (Nd x(p+q)) ou seulement les
h (= max{p,q}) premiéres lignes sont non nulles. L’expression exacte de ces matrices est
donnée par ( voir Vecchia (1985a)) pour le cas de modeles moyenne mobile périodique) :

1 0 1
¢y 1 0 ” 0
(N><N)= —¢p’pil : '(N><N)= —Qq’qfl
0 =gy o =gy, L 0 =G, - 0, 1
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— e =gy Oy e e Oy
0 _¢2p ¢ 0 ‘92,q Oy
iy | R S (3.33)
) : : ) L : 0
0 0 0 0
Ces matrices peuvent s’écrire sous la forme condensée suivante
_[¢i,i—j] si j<i
A =11 si j=i i, j=1...Nd
0 Si j>i
“lo.] sioi<i
B =11 Si j=i i,j=1..Nd
0 si j>i
. si j<i etj<p
Ci = —[Hi'mqﬁ_j Si i<j—p et j>p i=1..Nd, j=1..p+q
0 ailleurs
ou
Py si j=1...,p 0; si j=1...,9Q
[¢”]:{O ailleurs’ [0”]:{0 ailleurs

Pour plus de clarté considérons la série y,,Y,,..., Yy, Supposee issue du modele MA;(1)
suivant :
{yl+27 = &0, — 0,8, . (3.3.4)
Yorze = €2400 — 01610,
ou & =(6,,0,)" estle vecteur des paramétres a estimer. Sur la base de I’observation donnée
nous allons exprimer explicitement I’erreur ¢, a I’instant t en fonction des paramétres et des

observations et ce pour chaque critére.
3.2.1. Somme des carrés conditionnelle

Ce critére consiste a choisir un estimateur des paramétres du modele minimisant
la sommes des carrés. Contrairement au cas ARMA classique les membres de la somme
seront pondérés par la variance de I'erreur. Nous supposons que |. =g, est fixé, soit par

exemple égal a 0. Nous pouvons donc déterminer a partir de (3.3.4) ¢, = y,. puis

&, =Y, 0,y

E3=Y,+0,y, +6,0,Y,

et ainsi de suite I’erreur &, s’exprime en fonction de la parité de t. Pour 7 >0 nous trouverons

27 . )
Erar = 20100y, (3.3.50)
j=0
1427 /2] pli1)2]
82+dr = 2911/ 02(J+)/ y2+21—j (335b)
j=0
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ou [x] désigne la partie entiére de x.
Nous avons pu expliciter la valeur de &, en fonction de (6,,0,,0,,02) etde y
seulement. Par suite la somme des carrés (S.) conditionnellea I. =0 s’écrit comme suit :
0 10 i) H
S (91,02,0_1’02) th ZZ |+21( 1 2 Gl 0-2) (336)
t=1 O

i=1 7=0 O-

i+dz
N-—

:z€1+27(01792761’0-2 z 2+21('91192161’0-2)

=0 O-1 7=0 02

27 . . 2 1+27 ) 2
- (Z 91[(J+1)/2]92[J/2] Vi ] - (Z 9[1/2]92[(J+1)/2] Yoz J
=z =0 +z j=0
2

2
=0 0-1 =0 62
Nous pouvons remarquer que la fonction (S.) n’est pas une fonction quadratique

en (0,,0,,07,05). L’égquation normale permettant d’estimer (6,,60,,07,55) n’est donc pas
linéaire.
Notons qu’en pratique nous ne pouvons pas toujours evaluer la fonction (S.) explicitement

en fonction des paramétres et des observations comme dans (3.3.5). Mais la valeur de I’erreur
&, sera deéduite a partir du schéma récursif.

3.2.2 Somme des carrés non conditionnelle

Ce critere se differe du premier par le fait que nous devons déterminer une valeur

de 1. =&, meilleure que 0. Si le modéle (3.3.1) est correct, nous pouvons ecrire aussi
{yl+22' = &1, ~0,63,5,
Yorze = 9000 = 015,00

ou les {&/} sont les innovations en temps inverse. En supposant ¢;,,, =0. pour k >1, nous
déterminons successivement &, = Y,y PUIS &5y 1 = Yona + 61 Yo
De fagon similaire au (3.3.6) nous obtenons :
Ena = Yono +02Yon 1 T010,Y,y

(3.3.7)

2N . .
g = 291[1/2]92[(173/2]3/]

j=1
ce qui fournit finalement la prévision rétrospéctive Y, =—-0,&, qui se met sous la relation
suivante

S glirzlgltionra)

— J ]+
_2‘91 6’2 yj

j=1
En prenant maintenant &, = y, nous pouvons obtenir les &, par (3.3.6) seulement en fonction
de (0,,0,,06/,06%), ¢, et de y. Nous en déduisons alors la somme des carrés non

2

N
conditionnelle, soit S, (8,,6,,07,07) = zg_

t=0

N1 20 9[(]+1)/2]0[J/2] . N-1l2r [1/2]6)[(1+1)/2] 2N _
Z : Yiior . Yoi2,-j 26,1[1/2]492&1&)/2]yj (3.3.8)
7=0 j= 0, =0 j=0 2 j=
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3.2.3 Fonction de vraisemblance conditionnelle

Comme nous allons voir plus loin, ce critéere se confond avec celui du critére
MCC. Nous avons donc besoin d’une hypothése trés précise sur la distribution liée des {et}.

Ce sont des variables aléatoires indépendants, de loi N(0,572). Considérons d’abord la
fonction de vraisemblance | (6,,6,) conditionnelle a ¢, =0. La fonction densité du vecteur
£=(£,,€y,Epy )" €St

-1/2 2

2N &
t
exp— Z .y
t=1

-4 e

O-t
ou encore
ON ~ N-1 52+ Nflgz‘# .
fe)= (1/«/27[) o, Vo, exp— {z B2 N } (3.3.9)
=0 2(71 =0 2(72

Notons par y=(Y,,Y,...Y,y) le vecteur des observations. La matrice

Jacobienne de la transformation de R*™ qui applique y sur ¢ a I’aide de I’équation (3.3.2)
est triangulaire inférieure et les éléments diagonaux sont égaux a 1. La fonction de densité de
y conditionnellement a ¢, =0 est donc donnée par (3.3.9) ou ¢ est exprimé en fonction de

y au moyen des relations (3.3.2). Nous aurons donc
N-1 o2 N-1 o2

log L (6,,6,) =—N/2log(27) —N/2loga? —N/2logo? — ¥ ‘;Hf ~y e (3310)

2 2
7=0 O-l =0 20_2

L’équation de vraisemblance correspondant a o, et o fournit les deux équations suivantes :
N-1
0-12 = 1/N nglz+21
2 'G:_(])- 2
o; =1/N ngJrZT
=0
par substitution dans (3.3.10), nous obtenons donc & une constante additive prés
N-1 N-1
—~N/2log> &l, —N/2log> &7, (3.3.12)
=0 7=0

Ce qui montre que I’estimateur du maximum de vraisemblance (671,92) de (6,,0,) esttel que

(3.3.11)

I’expression de (3.3.12) est minimum. Connaissant (671,672) nous déterminons I’estimateur
67 de o par (3.3.11).

Remarque
Pour un modéle PARMA(p,q) générale I’équation de vraisemblance pour o
i=1..,d, fournit:

N-1
ol =1NY &y i=1..4,
=0

ainsi, par substitution dans I’équation générale, I’estimateur du maximum de vraisemblance

i+dz
i=1 =0

d N-1
conditionnel est tel que la fonction Iog[HZg? ] est minimum
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3.2.4 Fonction de vraisemblance non conditionnelle

Comme pour le cas ARMA classique, le critere du MVC ne coincide pas avec le
critere MCN du 3.2.1 contrairement au cas conditionnel.
D’apres (3.3.2) il vient que
y=A"Be+A'Cl,

cov(y) = A"Bcov(¢)BTA™ + A'Ccov(l.)CTA™
Or NOUS avons
cov(e) = Diag (o7 ..., g Mg = Dinglng -
(I est la matrice identité d’ordre Nd, D/; est la matrice diagonale d’éléments o....,c7.).
Alors pour des raisons de commodité notons par I' la matrice de covariance du vecteur
Diag(c;*,...,0 )Y alors nous obtiendrons cov(y) = D, 4 I'D;

A premiére vue I’évaluation de la fonction de vraisemblance n’est pas simple. nous pouvons
en effet I’écrire sous la forme générale

Nd
L, (4.0) = (22) ™2 ([ | o detT) ** exp{—%yT Dyl " Dig y} (33.14)

t=1
d’ou
logl(A3,y) =—Nd/2log 27z —1/2log Detl" - N/Zi logo? —1/2y" Dy 3T 'Diygy. (3.3.15)
En explicitant I’équation normale par rapport at_laf et en le remplagcant dans I'équation
(3.3.15) ce qui fourni l'estimateur du maximum de vraisemblance.

Il faut optimiser la fonction L, par des routines numériques qui nécessitent
I’évaluation de celle-ci au point courant. Il semble donc qu’il faut inverser une matrice
Nd x Nd ce qui requiert un nombre d’opérations de I’ordre de (Nd)>. Une autre difficulté

mis a part que le nombre d’opérations croit trés vite avec la taille de I’observation est que
I’expression de la matrice de covariance I" est trées compliquée. Dans ce qui suit nous avons
choisit de détailler un algorithme efficient (dG a Vecchia, (1985a) ) pour I’estimation des
parameétres par la méthode du maximum de vraisemblance non conditionnelle.

4. Estimation par la méthode du Maximum de Vraisemblance d’un modele
PARMA

4.1. Le modeéle et sa fonction de vraisemblance :

Considérons une série chronologique v,,Y,,...,Y\s SUPPOSée obtenue a partir du
processus périodiquement corrélé d-périodique {yt(m,i :1,...,d,rez}ou t(i,7) =i+dr;
1<i<d est I’index cumulatif du temps, 7 : I'index de I’année (r =0,£1,+2, )et i I’indice
de saison (i=12,...,d).

Nous supposons sans perte de généralité que
E(Wyin)=0 VrzrelZVie {L,....,d} (le cas ou {yt(m} n’est pas centré se ramene au cas

précédent voir plus haut.)
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Nous rappelons que le processus {yt(m} est dite suivre un modéle ARMA(pt,qt)
si I’équation suivante est vérifiée pour tout i et 7,

Pt N
Yo — Z¢ij Yiio-i = i) — zaij Et(io)-j (3.4.1)
= =1

Nous supposons aussi que :
- Les paramétres p, et g, sont constants. Le cas ou p, et g, sont périodiques de période d

est traité par Vecchia (1983).

- Les innovations {%,f)} sont non corrélees de moyenne nulle et de variance périodique dans
le temps. C’est a dire: E(g,;,,) =0 et var(ey,)=o0; etcomme nous allons considérer
la fonction de vraisemblance de (3.4.1) donc nous admettons que les {gt(m} sont
normalement distribuées et que les données sont disponibles pour les années 7 =0,1,...,N —1.

Comme nous avons vu au chapitre 2, le modele (3.4.1) peut s’exprimer en une

forme équivalente ARMA multivariée.

®(L)y, =0(L)¢, ou y, = [yt(ﬂ),yt(ﬂ), ...... , yt(ad)r , ©(L) et ®(L) sont des polynomes de
matrices en L dont I’expression en détail est donnée dans le chapitre 2.
Remarque
- Pour donner une bonne estimation, il est nécessaire de supposer que le processus {yt(ivr)}
est causal (stationnaire).

- Une méthode d’obtenir les estimateurs de maximum de vraisemblance est de convertir
(3.4.1) a sa forme ARMA multivariée équivalente puis utiliser les résultats de Hilmer et Tiao,
(1979). Mais le codt de calcul et de capacité de stockage nous incite a utiliser une autre
approche.

La premiére étape consiste a écrire la fonction de vraisemblance dans la forme la
plus simple a évaluer : soit le vecteur y = [yl, Yo eeens Y e ]T . La fonction de vraisemblance de
y est donnée par :

L(y) = (27) ™™g exp{—% yTZ‘ly}

ou X =cov(y) est la matrice de variance-covariance qui sera fonction des parametres
6 etg.

Toutefois, la fonction donnée si dessus présente deux inconvénients majeurs : Le
1% est que le calcul de T est une tache difficile. La seconde est que la dimension de X
augmente rapidement avec N ce qui rend le calcul de son déterminant et son inverse plus
compliqué. Pour contourner ces problémes Vecchia (1985a) a développe une technique
efficace pour le calcul de la fonction de vraisemblance exacte dans le cas ou p est pas nul et
une approximation valide pour N suffisamment grand dans le cas ou p n’est pas nul. Nous
commencons tout d’abord par le cas ou p est nul.

4.1.1. La fonction de vraisemblance quand p =0

p =0 (3.4.1) devient donc :

q
Yii.o) = €t _zeijgt(i,r)—j (3.4.2)
i1
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et considérons la construction suivante :

.
Vo = [ym+1,ym+2, ........ : yNd]
aveC 0<m<Nd-1

.
En = [smﬂ,gmz, .......... ,gNd]
En explicitant chaque composante de vy, selon I’équation (3.4.2) nous aurons le systéme

suivant

Yn = I‘6’,m‘c"m - Me,mg* (3-4-3)

ou
g, = [gm+1_q,gm+2_q, ......... ,gm]T
L, estune (Nd —m)x (Nd —m) matrice triangulaire inférieure définie par :

1 j=Kk
(LH,m)jk = 0 J < k

= Ohniiix >k
M, ., estune (Nd —m)xq matrice avec :

(7. i <
(Mgm)-k _ m+j.q+j—k - q - -
o 0 i>q ou i<]j

Proposition 3.4.1
La fonction de vraisemblance du vecteur y, de (3.4.2) est donnée par :

1 (Ne=m) -1/2
L(e’ ol ym) = (—j ‘Dm+1—q,Nd‘ ‘Ae,m

NP

1) a1 2 AL AT L A
Xexp{—g &, Dm+l—q,m e tén Dm+1,Nd Em

-1/2

(3.4.4)

ou:
D, = diaglo?(i),......o(j)}

Ae,m = Dr;il—q,m + FeT,m Dr;il,Nd Fe,mf
Fe,m = _L;mMﬁ,m ’ ‘2’:* = E(é‘*/ym) et

En =E(en ! Yn)

Preuve
Nous avons d’aprés (3.4.3) :
ym = I-6',m‘9m - M&,mg*
avec :
&, est un vecteur gaussien de moyenne nulle et de matrice de variance-covariance D, ,; 4,
&, est un vecteur gaussien de moyenne nulle et de matrice de variance-covariance D, ., ;-

Comme ¢, et ¢ sont indépendants car {gt(i‘r)}sont independants. Par conséquent la densité
conditionnelle de ¢, sachant &, est la méme que la densité de ¢,.
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fenle) =l N2r )" "D MNd\‘”zexp{—leTDmﬂNds} (3.45)

D’autres part, a partir de (3.4.3) nousavons: g, = L;’m(ym + Mg,mg*)

par consequent le Jacobien de la transformation de (&,/¢,) vers (ym /g*) est tel que tous les
éléments de la diagonale valent 1. Il se réduira donc a 1.

Ainsi,
f(yn/e)=flen(yn)e.)
1\ -1/2 Tip
= E ‘Dm+1,Nd‘ exp __(ym +M9mg ) L m+1Nd LHm(ym +M6m‘9 )

(3.4.6)
En multipliant f(y, /&) par f(e), nous obtenons f(y,,e ), la densité conjointe de

(Yo &)
1 Y’ /2 1
f vEL ) = —/— D ex - ID_l *
(ym ‘9) (m} ‘ m+1—q,m‘ p{ 28 m+1—q,mg }X

NS-m
1 172 .
(E} ‘Dm+l,Nd‘ exp{__(ym + M e, )’ LT D m+1 na Lo, o (Y + Me,mg*)}

En utilisant le fait que :
Dm+l—q,m

Dm+1—q,m‘ ’ ‘Dm+l,Nd ‘ = 0 D

ayer=(0)(5 2l
etque X' AXx+Yy'By= v o sy

nous aurons :

f(ym,sg:(ﬁ]

ou:

r ° t X 'y
= _ e = ’
Lelm - LglmMHm

L’exposant de f(y,,e, ) peut sécrire :

- Dm+l—q,Nd‘

m-+1,Nd

_ 1 ~
Dpsan| eXp{—E(Fym — X&) Doty qna (MY, — Xe, )} (3.4.7)

(Fym - X&‘ ) Dm+l q,Nd (Fym XS*)=

;
:(Fym — Xe, + X &,— X é*j Dl Nd(l“ym — Xe, + X &,— X é*j

:((Fym—Xé‘*)—X(g )J m+1qu[(rym_Xé*)_x(‘g*_é*)J

_(rym -Xé ) Dm+l q,Nd (rym _X§*)+(8* _é*)TXTX(E*_é*)_

- 2(‘9 g*) X Dm+l q,Nd (rym -X ‘2’:*)
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oll &. est choisit de maniére & ce que: —2(e, —&,) XDy g MYy — XE,) =0
le.:

(e, —¢ ) (X Dm+1—q Nl Ym — XT Dr;l+1 q.Nd Xe)=0
Il suffit que
X7 Dr;il—q Nd Fy - X7 Dr;il q,Nd Xé*) =0
d’ou
&, = (X ! Dr;l+l—q,Nd X) X Dy gl Y (3.4.8)
Finalement,
f(Ym €)=

Nd-m
1 -1/2 _1/2 A
(_,—27[} ‘Dm+l—q,Nd ‘ ‘X T Dm+1_q,Nd X‘ EXp{_—(Fym — Xé'*) Dm+l aNd (Fym — Xg*)} x

1Y -1/2 1 -
(E) ‘X ! Dm+1—q,Nd X‘ exp{—a(g g*)Derl q,Nd (‘9* - ‘9*)}

f(Yme)=T(y,)x (e ly,)
Avec :

NS-m
1 2|, -v2 A
f(Yn) = [E} ‘Dm+l—q,NS‘ ‘X Dm+l—q,NS X‘ eXp{__(rym - X 5 ) Dm+l q,NS Ty, —X 5*)}

est la fonction de vraisemblance de € et de o qui relativement au vecteur fixé y,, .
Aprés manipulations Algébriques, la fonction de vraisemblance devient :

Nd-m
1 -1/2 -1/2 1. ~ 1. ~
L(H, ol ym) = (\/ZJ ‘Dm+l—q,Nd ‘ ‘Aam‘ exp{_ 2 Dmil q,Nd Ex _E T Dml+1 Nd € m}

(3.4.9)
Avec :
A ,m = Airl—q,m + FHTm Dr;il,Nd Fﬁ,m
F m =_L—lml\/I m
7 omee i (3.4.10)
En =E(en!Yn)=LonYn+ L;lmMgme*
é* = E(é‘* / ym) = Aﬁ_lm FQT,m m+l Nd L¢_91m ym
Remarques

La fonction de vraisemblance donnée ci-dessus présente les avantages suivants :
Les formes incluant D;" sont simples a calculer car D; est une matrice diagonale.

L, est une matrice triangulaire inférieure avec éléments diagonaux égal a 1, alors I’inverse
de F,,, estfacilement calculable de maniere récursive.
A, . est une matrice gxq définie positive et sa dimension n’augmente pas avec N et son

déterminant peut étre calculer par la décomposition de Cholesky.
Pour &. donné les éléments & peuvent étre obtenus de maniére récursive par :
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a
Emii = Ymei + D Om ik j=12...Nd-m (3.4.11)
k=1

Les valeurs initiales, {Qk } seront déduites a partir des equations de Yule-Walker périodiques.

A
La seule difficulté rencontrée est la détermination de ¢. ou

é* = Ao;lm FHTm Dr;il,Nd ;lm ym (3412)
mais & partir de (3.4.3) il est évident que E(s, /Yy, & =0) =Ly, donc L.y, peut étre
déduite a partir de (3.4.12) avec &. =0 ainsi il reste a calculer I’inverse de A, .

4.1.2. Approximation de la fonction de vraisemblance pour p >0

Pour p >0 nous ne pouvons calculer la fonction de vraisemblance exacte en

utilisant la méthode précédente, cependant une transformation adéquate permet d’obtenir une
bonne approximation de celle-ci.

Pour m=0 la quantit¢ L(6,0/y,) est la fonction de vraisemblance exacte du
modele. Quand nous rajoutons une composante autorégressive AR au modele précédent (i.e.
p > 0) nous devons calculer la fonction de covariance d’un modele ARMA(p,q) qui présente
une tache difficile, surtout lorsque p ou d deviennent grands. Donc quand p >0 la fonction

de vraisemblance exacte doit étre remplacée par la fonction de vraisemblance des (Nd-p)
dernieres observations. Tout en fixant les p premiéres.
Soit alors la transformation suivante :

p
Wp+j = yp+j _Z¢p+j,k yp+j—k J :1'2""'1 Nd — p (3413)
k=1

et soit w, =[w w ,de]T. Cette transformation permet de passer a une série

p+1? "ip20rerre

{Wt(i’,)}d’un modéle MAgy(q) en considérant y,,V,,....... Y, fixes. La transformation de y, a
w, a un Jacobien égale a 1 (car: w, =1L, y,- M, y.en gardant les mémes notation
-1
et|L,,| =1).
Or w, suit un modele MA4(q) périodique en commengant a I’instant p +1 donc d’apres la
section précedente le logarithme de la fonction de vraisemblance de w, est donnée par :
—2Log [L(¢,¢9, olw, )J:
(Nd — p)Log27z + Log‘Dp+1_q'Nd‘+ Log‘A,,,p‘ +&/ D

A~ AT -1 ~
e+&,D €y

p+1-q,p
(3.4.14)
ou
Dy, Ay, Fy, sontdonnées selon la formule (3.4.10).
T
~ ~ ~ ~ -1 T -1 -1
Ex = |:8p+lq ! 8p+2—q 1y gpj| = AH,p Fe,p Dp+1,Nd LH,pr (3415)
et
a
£ =Wy, + .0, 1 Eprin =L Nd = p (3.4.16)

k=1
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4.2. Estimation du maximum de vraisemblance

Les estimateurs des parametres : ¢,6,c obtenus en minimisant (3.4.14) sont

appelés les estimateurs de maximum de vraisemblance. Lorsque p est strictement positif, la
vraisemblance est basée sur seulement les (Nd — p) observations @ y,.;, Y,z ,Yns Pour

Yis Yo reeeenn Y, fixés. Nous pouvons vérifier facilement que si g =0 I"estimateur obtenu est

équivalent aux estimateurs de Yule-Walker saisonnier (voir Pagano 1978). Cependant, tout le
long de ce travail nous admettons que q est strictement positif au quel cas la minimisation
directe de (3.4.14) est pratiquement infaisable. L’algorithme donné ci-dessous, di a Vecchia
(1985a), permet de converger en un temps considérablement petit, par rapport a celui obtenu
par minimisation directe de (3.4.14).

Le principe de I’algorithme est le suivant

Nous commengons par des estimations initiales ¢, et 6, obtenues a partir de la méthodes des
moments.
Nous considérons que &. =0 et nous calculons ¢, selon la formule récursive (3.4.16).

A A
A partir de &, et & Nous estimons &'

- 2L09[L[¢,9, ol wpﬂ . |

puis nous minimisons la quantité

Nous recalculons &, et ¢. selon (3.5.16) et (3.5.15) et nous réitérons cette procédure jusqu'a
ce que le critére d’arrét choisit (convergence) soit vérifié.

4.3. Algorithme

Etape (0)
Calculer les estimateurs initiaux ¢,,6, de ¢ et @ en utilisant les équations de
Yule-Walker périodiques.

Etape (1)
Poser ¢. = 0 et calculer (Aem par la formule
A q R
Ep+j =Wp+j +20k(p+ J)8p+j_k ] =1,..., Nd-p
k=1
Etape (2)
Soit :

K1 le plus grand entier satisfaisant : K,d < p+1-q
K le plus grand entier satisfaisant : K,d < p+1+d

Alors on calcule les estimateurs des variances résiduelles
N-K,

o =(N-K,) 28K1d+i+(n—l)d
n=1

ol & =0 quand il existe j vérifiant: K,d < j< p-q
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Etape (3)

Utiliser une routine d’optimisation non linéaire pour déterminer ¢3 et g

minimisant — 2Log[L(¢,0, cA)-/ Wpﬂ

Etape (4)

Calculer em et ¢. a partir des formules

T
& = [‘gpﬂ—q 1Epragrre "C"p} - Ae_,lp FHT,leil,Nd L;l’pr
A q A .
Epri =W, +kz-;‘9p”’k Eprik j=1,...Nd-p

Répéter les étapes (2), (3), (4) jusqu'a obtenir une convergence a la précision voulue.
Fin de I’algorithme.

5. Application numérique

Nous avons simulé 1000 séries de longueur variant de 80 a 200, supposées
obtenues a partir de modéeles PARMA différents. Nous avons fait varier les paramétres de
facon & ce que les propriétés de causalité et d'inversibilité soient vérifiées. Pour chaque
modeéle nous avons appliqué les différentes méthodes exposees dans ce chapitre, I'objet de
cette section n'est pas de faire une comparaison complete des différentes méthodes mais plutdt
I'obtention d'une sorte de synthése. Les sorties de simulations seront les moyennes et les écart-
types, sur le nombre de réepétitions, des estimations produites. Notons que la mesure de
dispersion RMSE (root minium square error) est aussi utilisée. Les résultats seront donnés
sous forme de tableaux.
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Modéle PARMA(1,0)

Paramétre \N:80 MM RMSE MCC RMSE |MV RMSE
&, 0.7 0.6890 [0.3264 |0.8167 |1.0252 |0.6891 |1.1235
@, 0.2 0.1966 |0.0700 |0.2119 |1.2587 |0.1971 |1.3548
o} 2 2.0844 |0.4675 |2.1322 |0.6808 |1.9907 |0.8769
o? 10 9.4821 |2.2147 |10.9865 |1.9527 |9.7025 |1.8972
Tableau 3.1
Parametre \N:100 MM RMSE MCC RMSE |MV RMSE
&, 0.7 0.6811 [0.3255 |0.7867 |1.0252 |0.7105 |1.3584
b, 0.2 0.2060 |0.0553 |0.2133 |1.2587 |0.2110 |1.2357
o} 2 2.0688 |0.3440 |1.8897 |0.4985 |1.8793 |0.9658
o} 10 9.3283 [1.7596 |11.8972 |2.3168 |11.0284 |1.2547
Tableau 3.2
Parametre \N:120 MM RMSE |MCC RMSE |MV RMSE
&, 0.7 0.6882 [0.2845 [0.6841 |0.8792 |0.7204 |1.5492
b, 0.2 0.1976 [0.0516 |0.1917 |1.3197 |0.1987 |0.5847
o} 2 2.0763 |0.3762 |2.2195 |0.5784 |2.1209 |2.5478
o’ 10 9.2924 |1.7332 |9.8623 |2.2968 |10.9854 |1.2587
Tableau 3.2
Parametre \N:140 MM RMSE |MCC RMSE |MV RMSE
&, 0.7 0.6995 [0.2327 |0.7267 |1.0252 |0.7125 |1.1124
@, 0.2 0.2019 [0.0513 |0.2333 |1.2587 |0.2198 |2.3687
o} 2 2.0821 |0.3219 |1.9562 |0.4985 |2.1138 |0.7895
o? 10 9.5036 |1.7868 |10.7271 |2.3168 |9.2146 |1.5746
Tableau 3.4
Parametre \N:160 MM RMSE MCC RMSE |MV RMSE
&, 0.7 0.7147 ]0.2481 |0.7167 |1.1568 |0.6901 |0.9874
@, 0.2 0.2003 [0.0532 |0.1819 |1.4587 |0.1897 |1.2547
ol 2 2.0977 |0.3609 |1.9897 |0.6689 |2.0193 |0.9874
o? 10 9.5964 |1.5287 |9.8473 |2.1058 |11.2359 |1.5789

Tableau 3.5
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Parameétre \N:180 MM RMSE |MCC RMSE |MV RMSE

&, 0.7 0.7111 ]0.2280 |0.7155 |1.1973 |0.7018 |0.5879

@, 0.2 0.1984 [0.0451 |0.2033 |1.1895 |0.1987 |1.4789

ol 2 2.0590 |0.2929 |1.8328 |0.3429 |2.0489 |0.8587

o? 10 9.5543 |1.4343 |10.1254 [2.0095 |10.6589 |1.5874
Tableau 3.6

Paramétre [N=200 |MM RMSE |MCC RMSE |MV RMSE

&, 0.7 0.6974 10.2164 |0.7055 |1.2568 |0.7047 |0.8974

b, 0.2 0.1970 |0.0411 |0.2013 |1.4495 |0.2078 |1.2578

o} 2 2.0638 [0.2887 [2.0358 |0.7658 |2.1476 |1.2547

o’ 10 9.5932 |1.4791 |10.0254 |1.9785 |10.3587 |1.6587
Tableau 3.7

Modéle PARMA(1,0)

Paramétre [N=100 |MM RMSE |MCC RMSE |MV RMSE

&, -0.9 -0.7997 |0.8579 |-0.8512 |1.2578 |-0.879 |0.8974
b, 0.4 0.5178 |1.2547 |0.3754 |2.0487 |0.3697 |1.2587
P, 0.2 0.2314 |0.9587 |0.1857 |1.2591 |0.1954 |0.8433
o} 1 1.2314 |1.6587 |1.3258 |1.3354 [1.2586 |1.2541
o’ 1 0.9874 10.9874 |1.0578 |0.7299 |1.2581 |1.6582
o? 1 1.4978 |1.5872 |0.8795 |1.2873 |[1.1247 |0.6987
Tableau 3.8
Parametre \N:150 MM RMSE |MCC RMSE |MV RMSE
&, -0.9 -0.8069 |1.4725 |-0.8236 |1.5551 |-1.0489 |1.0213
b, 0.4 0.3748 |0.9587 0.4388 |0.6471 |0.4211 |0.8821
P, 0.2 0.1872 |1.2547 |0.2313 |2.0104 |0.2143 |1.2546
o} 1 1.0971 |1.1694 |1.1123 |1.8721 |0.8814 [0.5268
o’ 1 0.8974 [1.0028 |0.9885 |0.6587 |1.2456 |1.2549
o? 1 1.2038 |1.6675 |1.2255 |1.2894 |[1.2583 |[1.2450
Tableau 3.9
Paramétre [N=200 |MM RMSE |MCC RMSE |MV RMSE
" -0.9 -0.8476 |1.2451 |-0.8615 |1.3584 |-0.8712 [1.0214
@, 0.4 0.3874 |0.2457 |0.4285 |0.8495 |0.4089 |2.0351
Py 0.2 0.2208 |0.8741 |0.1954 |0.63214 |0.2198 |1.2116
o} 1 1.1354 |1.2971 |1.3584 |0.6584 |0.9845 |1.3254
0-22 1 1.0192 [0.7854 |0.9524 |1.5498 |[1.2548 |1.4512
o? 1 0.9854 |1.3549 |1.3258 |2.2584 |1.0219 |1.6782

Tableau 3.10
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Modéle PARMA(1,0)

Paramétre |[N=100 |MM RMSE |[MV RMSE
&, 1.5 1.5901 [0.8945 |1.5613 |1.5483
b, -0.5 -0.4301 |0.5234 |-0.4751 |0.2581
P, 1.2 1.3109 |1.2548 |1.1547 |0.9658
P, 0.7 0.8457 |1.3695 |0.6512 |0.4567
o} 1 1.2354 |0.6985 |1.3291 |1.3254
o} 1 0.9842 |0.8952 |1.0257 |0.9618
o2 1 1.3512 |0.7583 |1.2961 |0.9944
o’ 1 1.1024 [1.9281 |1.5522 |1.2541
Tableau 3.10

Paramétre |N=160 |MM RMSE |MV RMSE

&, 1.5 1.5647 [0.3651 |1.5393 |1.4984
@, -0.5 -0.4423 |1.2546 |-0.4725 |0.3584
/8 1.2 1.2235 |1.3651 |1.2604 |1.0354
P, 0.7 0.6299 |1.9662 |0.8022 |0.5612
o} 1 1.2540 |0.3558 |1.2332 |1.1259
o2 1 0.8882 |2.0210 |1.3035 |[1.3954
o’ 1 1.0941 |0.9654 |1.2230 |0.7787
o’ 1 1.2005 [0.9841 |0.9621 |1.3540
Tableau 3.11

Paramétre |N=200 |MM RMSE |MV RMSE

& 1.5 1.5539 [0.4521 |1.5206 |1.5471
@, -0.5 -0.5367 |1.3240 |-0.4895 |0.4028
8 1.2 1.3654 [1.5421 |1.1851 |1.0025
o, 0.7 0.6654 |1.7548 |0.7312 |0.5247
o 1 1.0234 |0.4823 |1.1129 |1.3675
ol 1 0.9239 |1.7869 |1.0058 |1.0025
ol 1 1.1124 |0.8477 |1.2597 |1.1657
o} 1 1.2254 |1.3254 |1.0025 |0.9871

Tableau 3.12
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Modéle PARMA;(1,0)

Paramétre [N=100 |MM RMSE |MCC RMSE

" 1.5 1.4371 |1.2347 |1.5382 |0.9618
@, -0.5 -0.599 |0.4325 |-0.4596 |0.6548
@, 1.2 1.1631 |[1.3574 |1.0936 |1.2937
o, 0.7 0.6661 |0.6574 |0.7695 |0.6999
P 0.8 0.7780 |1.2547 |0.8462 |0.4598
Ps -1.4 -1.3859 |0.3259 |-1.4819 |1.5362
&, 0.9 0.8747 |1.2586 |0.7607 |0.3254
of 1 1.1231 |1.3252 |1.1149 |1.3254
ol 0.91247 |1.2433 |1.1954 |0.8954

1

1 0.9952 |0.5421 |1.1364 |0.7410
ol 1 1.2033 |1.0953 |0.8651 |1.2361

1

1

1

1.1157 [1.0257 [0.9248 0.9248
1.1987 ]0.5621 |[1.0354 |1.3594
0.8247 |0.3658 |1.1941 |0.2357

Tableau 3.13

Paramétre |[N=150 |MM RMSE |MCC RMSE

&, 15 14201 [1.1325 |15213 |0.8136
@, 05 -0.5176 |0.5943 |-0.4406 |0.5349
&, 1.2 1.1120 [1.0325 |1.1359 |1.1291
. 0.7 0.7414 |0.5684 |0.7381 |0.7329
&, 0.8 0.7503 |1.1378 |0.8214 |0.4421
&, 1.4 -1.3530 |0.4451 |-1.4521 |1.2541
&, 0.9 0.9157 |1.1189 |0.8311 |0.1235
o 1 1.0231 |1.3126 |0.9124 |1.4567
o 0.9519 [1.2791 |1.2351 |0.1328

1

1 0.9803 |0.6349 |1.0951 |0.6731
ol 1 1.1046 |1.3569 |0.9234 |1.1143

1

1

1

1.0152 (1.3258 |[1.1369 |0.9523

0.9401 |0.8534 |0.9561 |1.1327

0.8829 [0.4329 |[1.1349 |0.4521
Tableau 3.14
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Modéle PARMA(2,0)

Paramétre [N=200 |MM RMSE |MCC |RMSE
¢, 1.5 1.3560 [1.2319 [1.4823 |[0.2314
&, -0.5 -0.4972 [0.4217 |-0.4841 [0.4875
&, 1.2 1.1876 [1.1349 [1.1920 [0.9542
é, 0.7 0.6965 [0.4531 [0.7127 [1.1382
& 0.8 0.7836 [1.2999 [0.8299 |0.6543
s -1.4 -1.4115 [0.4178 [-1.3913 [1.1634
é- 0.9 0.9064 [1.1336 [0.8812 [0.4369
o2 1 1.1354 [1.5421 [0.9561 |[0.2841
o2 1 0.9821 [1.1954 [1.0384 [1.5483
o2 1 1.0654 [0.3584 [1.1002 [0.5621
o2 1 0.9217 [1.1254 [0.9575 [1.5671
o2 1 0.9521 [0.9541 [1.0654 |1.0238
o2 1 1.0354 [1.0747 [0.9234 |0.9842
o2 1 0.9290 [0.6543 [0.9217 [0.6214
Tableau 3.15
Paramétre [N=100 | MM RMSE |MCC |RMSE
b, 0.2 0.2028 [0.2345 [0.1843 [0.3548
b1, -0.5 -0.6443 |1.4628 |[-0.4526 |1.2358
b 0.9 0.9590 [0.4943 [0.8649 [0.5373
by 0.7 0.8185 [1.2373 [0.6663 |1.3693
o2 5 43611 [2.1546 |5.3617 |1.9872
o’ 9 8.7234 [2.1591 [9.2376 [2.3671
Tableau 3.16
Paramétre [N=150 | MM RMSE |MCC |RMSE
by 0.2 0.2606 [0.3254 [0.2248 [0.6541
b1, -0.5 -0.6229 |1.3467 |-0.5213 [1.1254
bry 0.9 0.9346 [0.6543 [0.8741 [0.6123
b 0.7 0.6521 [1.1137 [0.7329 [1.3325
o2 5 49009 [2.2464 |5.1395 |1.1472
o2 9 8.7823 [1.9871 |8.9124 |[2.5481
Tableau 3.17
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Modéle PARMA,(2,0)

Paramétre [N=200 | MM RMSE |[MCC |RMSE
b, 0.2 0.2230 [0.5421 [0.2136 |0.5984
b1, 0.5 -0.5695 |1.2254 |[-0.4987 |1.2354
by 0.9 0.8641 [0.7412 |0.9124 |0.4587
by 0.7 0.7456  [1.2315 [0.7171 [1.1235
o2 5 48245 |2.2354 [4.9841 [1.2135
o2 9 0.1443  |2.3298 [9.1037 |2.3211
Tableau 3.18
Paramétre [N=100 |MM RMSE |MCC |RMSE
é., -0.2 -0.2234 |0.5487 |-0.1824 |0.5584
. 0.35 0.3045 [0.6548 |0.3845 |0.6458
b1 1.2 1.1013 [0.9452 [1.7123 [0.8456
b -0.27 -0.2758 |0.6548 |-0.2952 |1.2145
ba -0.3 -0.2315 [0.6397 |-0.3356 |0.6515
bz 0.54 0.5023 [0.9654 |0.5553 |0.8852
ba 1.7 1.7360 [1.0314 [1.6679 |0.8547
b -0.7 -0.6549 |0.8745 |-0.7327 |0.9542
o2 1 1.2354 |0.8957 |0.9871 |1.2478
o 1 0.9017 [0.5364 |1.1125 |0.7154
Tableau 3.19
Paramétre |N=160 |MM RMSE |MCC |RMSE
b, 0.2 -0.1732 [0.6548 [-0.2254 |0.5245
. 0.35 0.2958 [0.7253 [0.3692 |0.4523
by 1.2 1.1965 |0.6354 [1.2153 |0.8266
by -0.27 -0.2854 [0.8521 [-0.2992 |1.1471
bs -0.3 -0.3125 [0.8470 [-0.3421 |0.6218
bz 0.54 0.5328 [0.8173 |0.5427 |0.7854
b 1.7 1.7215 [1.1258 [1.6926 |0.8699
by -0.7 -0.6821 [1.2401 [-0.7164 |0.8590
2 1 1.1116 |0.9075 [0.9754 |[1.2112
o2 1 1.1254 |0.5940 [1.0325 |[0.7177

Tableau 3.20
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Paramétre |[N=200 |MM RMSE |MCC RMSE
b -0.2 -0.2129 |0.6678 |-0.2025 |0.6654
o 0.35 0.3325 [0.7324 ]0.3421 |0.7412
@ 1.2 1.1748 |0.8721 |1.9628 |0.4520
[/ -0.27 -0.2701 |0.7732 |-0.2552 |0.8453
b -0.3 -0.3256 [0.6231 |-0.2716 |0.7124
1/ 0.54 0.5377 ]0.9541 |0.5232 |0.7326
Bur 1.7 1.6810 [1.1304 [1.7321 [0.9527
Psr -0.7 -0.7241 ]0.9229 |-0.7125 |0.8241
0-12 1 1.0654 [0.7548 |1.0547 |1.0235
o2 1 0.9813 |0.8523 |0.9650 |0.8529
Tableau 3.21

Modéle PARMA(0,1)

Paramétre [N=100 |[MCC |RMSE |[MVC |RMSE

0, 0.4 -0.3221 [0.8405 [-0.4321 |0.9845

0, 0.6 0.5587 [0.8395 [0.6325 [0.9542

o2 1 1.2499 [1.0245 [0.9123 [1.0245

o’ 1 0.8759 [1.2254 [0.9542 [1.2345
Tableau 3.22

Paramétre |N=150 |MCC RMSE |MVC RMSE

6, -0.4 -0.4421 |0.9202 |-0.3703 |0.9548
0, 0.6 0.5621 [0.9195 |0.6245 |1.0254
o} 1 1.2053 |1.2304 |1.1094 |1.1123
o} 1 0.9245 |1.2034 |0.9555 |1.2547
Tableau 3.23
Paramétre |[N=200 |MCC RMSE |MVC RMSE
6, -04 -0.3878 [0.9548 |-0.4121 |0.9054
0, 0.6 0.5821 ]0.9437 |0.6025 |0.9054
o} 1 1.0749 |1.0234 |0.9123 |1.2304
o} 1 0.9230 |[1.1254 0.9842 |1.2230

Tableau 3.24
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Modéle PARMA,(3,0)

Paramétre | N=100 | Estimateur MCC RMSE
by -0.9 -0.7952 1.0235
b1y 0.4 0.3524 0.3145
Pra 0.2 0.1952 0.5216
P -0.6 -0.5584 0.9854
1/ 0.35 0.3354 0.4631
/. -0.3 -0.2421 0.3467
o} 1 1.0394 1.0235
o) 1 0.9234 1.5241
Tableau 3.25
Paramétre |N=150 |Estimateur MCC  |RMSE
by -0.9 -0.8312 1.2354
b1, 0.4 0.4256 0.4521
Pi 0.2 0.2134 0.4325
by -0.6 -0.5421 0.8792
/. 0.35 0.3745 0.5214
Py -0.3 -0.2847 0.2358
o} 1 0.9743 0.8546
o} 1 0.9432 1.4321
Tableau 3.26
Paramétre | N=200 | Estimateur MCC RMSE
by -0.9 -0.8654 0.9542
b1, 0.4 0.3910 0.5511
Pra 0.2 0.1923 0.5629
Py -0.6 -0.6321 0.6624
1/ 0.35 0.3214 0.2534
Py -0.3 -0.2951 0.2754
o} 1 1.0654 0.9235
o} 1 0.9921 1.2104

Tableau 3.27
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Modéle PARMA(1,1)

Paramétre |[N=100 |[MCC |RMSE
b, 0.8 0.7135 |1.2345
0, 0.3 0.2654 |0.6548
b, 0.6 0.5548 |0.7459
0, 0.5 0.5231 [0.9854
o2 1 1.2340 [1.0245
o2 1 0.8742 [1.3254
Tableau 3.28

Paramétre |[N=100 |[MCC |RMSE
.\ 0.8 0.7465 |1.1136
0, 0.3 0.3325 |0.5632
b, 0.6 0.6231 |0.6845
0, 0.5 0.4879 [0.6789
o7 1 1.1254 [0.9874
o 1 0.9254 [1.1354
Tableau 3.29
Paramétre |[N=100 |[MCC |RMSE
., 0.8 0.7732 |1.2149
0, 0.3 0.3127 |0.6548
b, 0.6 0.6065 |0.5617
0, 0.5 0.4946 |0.4987
o7 1 0.9548 |1.0254
o 1 1.0897 [1.2154

Tableau 3.30
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Chapitre 4 Estimation en-ligne des modéles ARMA classigues

Chapitre 4

Estimation en-ligne dans les
modeles ARMA
classiques

1. Introduction

Le probleme de I’estimation des paramétres de modeles de séries chronologiques
a été largement traité, tant dans la littérature des statisticiens que celle des ingénieurs. Les
techniques d’estimation peuvent étre classées en deux catégories générales, selon que la taille
de la série est fixe ou non : Les méthodes hors-ligne et les méthodes en-ligne. La premiére
concerne le cas ou la série sous-jacente est de taille fixe, la deuxiéme apparait quand les
données sont progressivement disponibles.

Les méthodes d’estimation hors-ligne basées essentiellement, sur la méthode du
pseudo-maximum de vraisemblance ou sur la méthode des moindres carrés, s’averent trop
lourdes voir impossibles lorsqu’elles sont appliquées a des données en-ligne. Car elles
nécessitent a I’introduction de chaque nouvelle donnée de refaire complétement la procédure
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d’estimation, ce qui est trées colteux en terme de complexité temporelle et spatiale.
L’introduction, par les ingénieurs, des méthodes d’estimation récurrentes portant le nom
d’identification récurrente a permit de soulever ce probleme.

2. Méthodes d’erreur de prévision minimale (RPEM)

Parmi les nombreux algorithmes récurrents qui existent, nous avons choisi une
famille d’algorithmes issue des méthodes d’estimation hors-ligne. Le critére de base pour les
algorithmes de cette classe est la minimisation de I’erreur de prévision moyenne, exprimée
sous forme empirique. Dans le cas gaussien, cette classe nommée ‘Recursive Predictor Eror
Method” (RPEM) conduit & la méme fonction critére que le maximum de vraisemblance
conditionnelle, et donne des estimateurs dont les qualités sont équivalentes a celui-ci. Nous
commencons d’abord par traiter le plus ancien et le plus populaire des algorithmes récurrents.
Il s’agit de I’algorithme des moindres carrés récursif (Recursive Least Square, RLS). Cette
méthode est d’usage courant en contr6le adaptatif et en traitement de signal, I’un de ses
avantages, du fait que la fonction critere a optimiser est quadratique par rapport aux
parameétres, est que les estimateurs qu’elle produise sont obtenus de maniére exacte.
Cependant, I’handicapes majeur de cette méthode est qu’elle se restreint uniquement aux
modeéles, linéaires, ne comportant pas de composante moyenne mobile. En effet, en présence
d’une composante moyenne mobile la fonction critere ne serait plus quadratique des
parameétres et I’estimateur ne peut étre obtenu analytiquement. Ainsi en opérant quelques
approximations, I’optimisation numérique, au moyen des méthodes stochastiques de Gauss-
Newton, fournit I’algorithme appelé Recursive Maximum Likelihood (RML). L’avantage de
cet algorithme, bien gu’il donne des estimations calculées approximativement, est qu’il peut
étre appliqué a des situations plus larges (modéles ARMA, ARMAX, PARMA ...). De plus
pour le cas des modéles autorégressifs purs I’algorithme RML se confond avec I’algorithme
RLS.

2.1. Principes

Le principe de I’estimation récurrente est le suivant, étant donnée une série
chronologique issue d'un processus stochastique du second ordre {yt, te Z}, dont la taille

n’est pas fixée a I’avance. Notons y' ={y1,ya,...,y:} la série disponible a I’instant t. Supposons
gue cette série est générée a partir d’un modele de série chronologique, soit ARMA(p,q). Les

paramétres du modele seront notés par le vecteur g et I’estimateur récurrent, S,, de S est
fonction de y".

Notons que toute méthode d’estimation récurrente se contraint par la condition
suivante : Les complexités temporelles et spatiales doivent étre indépendantes de la taille de
I’observation (en d’autres termes, I’espace meémoire et le temps de calcul ne croissent pas en
méme temps que t). Pour répondre a cette contrainte I’idée de base sera de condenser, dans
une quantité auxiliaire S; de dimension fixe (et dépendante du modele), I’information,

concernant 3, contenue dans la série y'. L’estimateur S, et la quantité S; seront alors calculés
selon un algorithme ayant la structure suivante :

{ﬁt = F(Iét—l’ S,E’ yt) (4_2.1)
St =H (St—l’ﬂt—l’ yt)
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ou vy, est I'observation de la série a l'instant t, F et H sont des fonctions dépendantes de la
méthode utilisée et du modéle choisit. L'estimation j, est fonction de /3, ,, S, et de y;. Donc
a chaque instant t, il ne sera nécessaire de stocker que les quantités {ﬁt : St}.

2.2. Criteres

Notons que toute méthode récurrente part d’une fonction objectif a réaliser, passe
par le choix d’une structure de réalisation et de procedures d’optimisation, et ce traduit par un
algorithme précis pour la mise en ceuvre effective sur les données. Plusieurs criteres peuvent
étre donc intéressant a optimiser (Approche Bayesienne, Maximum de vraisemblance,...).
Mais souvent, le critere retenu pour optimiser le choix des paramétres dans les algorithmes
récurrents est la minimisation de I’erreur quadratique moyenne, a savoir :

B = Argminl (8) = E(Z2(5))} (4.2.2)

LM

ou M est le référentiel des parametres et & () est Ierreur de prévision obtenue en
approchant I’état courant (y,) par sa prévision, notée V,, ,(f5), basée sur le passé du

processus sous étude. Ce critere théorique définit le but a atteindre par les algorithmes
d’identification récurrente. Cependant, le critere de I’erreur quadratique moyenne cité ci-
dessus peut faire I’objet d’un algorithme d’optimisation numérique, a condition que I’on
sache obtenir la fonction critére V() et ses propriétés caractéristiques (le gradient, la

hessienene). Mais cela nécessite la connaissance a priori des propriétés statistiques au second
ordre des processus traités. A ce moment la I’identification du paramétre S ne se fera pas

directement a partir des observations. Afin de pouvoir estimer le paramétre du modéle par
traitement direct des données, (nous supposons avoir N observations nous remplagons donc le
critere V() par un critére calculable effectivement a I’aide des données. Une fagcon naturelle

de le faire est de remplacer I’espérance théorique dans (4.2.2) par son estimation empirique.
En d’autres termes il revient a minimiser le critére suivant

Vy(B) = %Zsﬁ (B) (4.2.3)

Cette approche permet de construire une suite d'estimateurs ﬁt du paramétre
vectoriel, permettant d’approcher de plus en plus la valeur B." La question sera donc
d’étudier le comportement de ,ét quand t tend vers I'infini, et notamment la convergence vers

la solution B”. L’ergodisme permet d’espérer un tel résultat dans la mesure ol V, (3) tend
vers V() quand N tend vers l'infini.

Dans ce qui suit nous utiliserons le critere des moindres carrés pour la
construction d’algorithmes récurrents. Avant de passer au schéma général de I’algorithme,
nous allons montrer comment calculer, de maniére récursive, la prévision (Y,,.,(3)) de vy,,

faite a I’instant t—1, pour I’horizon 1. Cette étape, comme nous allons voir ultérieurement,
est indispensable pour la construction de I’algorithme récurrent.
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2.3. Calcul récursif de I’erreur de prévision

Zahaf, (1998) a pris comme exemple le modéle ARMA(1,1) pour decrire la
méthode RPEM, cependant nous avons préférer le modéle ARMA(p,q) général. Nous allons
donc montrer comment évaluer la prévision V,,, ,(8) ainsi que I’erreur £,(f)a I’instant t.

Considérons le modéle ARMA(p,q) suivant
Vi = Yea— DY~ ¢p Yiep =6~ 0,6, — 0,6 5 —... _qut—q (4.2.4)

ol {g,, teZ} estun bruit blanc de variance o et 8= (¢1,42,....6p,61,6 2,....0 )" est le

vecteur des paramétres du modéle.
Alors la prévision, ¥, ,(f), de vy, faite a I’instant t —1, sera définie par

9t/t—1(ﬂ) =Y _ét (ﬂ) (4-2-5)

ou & (f) est une approximation de I’erreur &, qui s’obtient par récurrence sur la base de
Yoo, k=1..,petée  (B) |=1..40. Etce, selon I’équation suivante

=Y =Yg B Y, TOE L, — . —OE (4.2.6)
Par suite la prévision y,,, ,(4) peut se mettre sous la forme

yt/t—l(ﬁ) = ¢1Yt71 +.o.t ¢p thp - ‘915}71 —925}72 T eqét—q (4-2-7)

Il est nécessaire d’avoir des valeurs initiales Yo, Y-1,..., Yip, £gs& 3,0y MAIS

I’effet de celles-ci décroit en supposant que les parametres vérifient les conditions
d’inversibilité, nous pouvons alors les choisir arbitrairement sans affecter la prévision.
Notons qu’a l'instant t, les observations y, , étant connues et ce, pour k =1,..., p.

Pour avoir une formule de récurrence exprimant la prévision Y,,_,(£) nous
remplagons les termes &, (8) par y, — V,,.,(fB) dans I’équation (4.2.7), aprés manipulation il
vient que

Yerea(B) =01 112 (B) == 0V qit-qa(B) = (B —61) Vg +- -+ (B —01) Y (4.2.8)

ot h=max (p,q). Pour simplifier les valeurs initiales ¥,,q, Yo, 1, Y1_q/q SONt Mises égales
a zéro.

Nous avons donc vu comment obtenir, de maniére récurrente et pour des valeurs
des parametres connus & priori, la prévision V,,,; (/) et par conséquent I’erreur de prévision.
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3. L algorithme des moindres carrés récursif (RLS)

Cet algorithme est dérivé de la méthode des moindres carrés usuelle qui
s’applique aux modeéles autorégressifs, donné sous une forme récursive.
Considérons le modéle autorégressif d’ordre p suivant (AR(p))

Yi _¢lytfl_"'_¢pyt—p =& (4.3.1)

ou {&;, teZ} est un bruit blanc et g= (¢1, ¢2,..., ¢p)T est le vecteur des parameétres a estimer a
partir de la donnée de vy, pour t =1,...,N. Introduisons maintenant le vecteur suivant

o; = (Y11 Yiarn Yiop) » alOrs (4.3.1) peut s’écrire comme

=BTo +¢ (4.3.2)

Ce modele décrit la variable y, comme combinaison linéaire des composantes de
@, plus un bruit blanc. Une bonne prévision de y, basée sur son passé et que I’on note
Viia(B), est par conséquent donnée

9t/t—1(ﬂ) = ﬂT(Dt (4.3.3)

Le critere (4.2.3) devient
1 N
Vi (B) = WZ[yt - B oI’ (4.3.4)
i=1

La minimisation de la fonction critére qui, grace a la linéarité de la prévision par rapport a /£,
est quadratique, peut étre obtenue analytiquement. Ce qui permet d'estimer £, a travers

N 1N
N :|:Z¢t(0t-r:| Z¢tyt (4.3.5)
t=1 t=1

N ~

sous I'nypothése que I’inverse de Zgot(pf existe. S, est alors définit comme I’estimateur
t=1

des moindres carres de S.

Mis a part la complexité de calcul pour I’obtention de ,BN (inversion d’une matrice d’ordre

N), I’inconvénient de cette méthode directe (ou encore ‘bloc’) est double :

- Nécessité de stockage des donnees.

- Impossibilité de traitement en-ligne, en effet, la prise en compte de nouvelles données

nécessite de refaire complétement les calculs en traitant un bloc de taille encore supérieure.
Notons que le résultat (4 3.5) peut étre obtenu de fagon récursive, ceci se fera par

mise a jour permettant le calcul de ,BM a partir de ,Bt et d'une nouvelle observation a I’instant

t+1, tout en respectant la contrainte de départ (4.3.1). Notons par R, = Zgok o,

k=1
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Alors a partir de (4.3.5) il vient que
t — A~
Z(ok Y« =RBu
k=1

a partir de la définition de R, il s’en suit que

Ru=R -0
donc

N — 1=
B =R D o +o, yt}
1

LN

]

[
| >~
Il

I

=
|

Py

[Nt Pt +(0tytJ
_Rtﬂt—l + ¢ (_(PtT Pt yt)J

Il
A
I

d'ou
B. =B +R 0|y o7 B (4.3.6)
et
Rt = Rt—l + ¢t¢tT (4-3-7)

. e . 1- .
Souvent, il est préférable de travailler avec R, Zth' a partir de (4.3.7) nous trouvons

facilement

1 t-1 1
R, = ;[Ru T+ o0 |= — Ru +;(/wf
d'ou

1
R, =R +;[¢t¢t-r -Ryy (4.3.8)
Les expressions précédentes se résument alors comme suit

Ao 1 R
ﬂt = ﬁt—l + ; Rt 1¢t [yt - ﬁtT—lqot]

1 (4.3.9)
R, =R, +¥[§0t¢: -R

Les équations (4.3.9) possedent théoriquement la forme souhaitée d’un algorithme

récurrent. A I’instant t, seulement les valeurs de S, R,, Y, et @, vont étre stockée en mémoire.
En comparant a (4.2.1), S, correspond & R,, ¢,.

Remarque

L’algorithme décrit par les équations (4.3.9) n’est pas encore bien exploitable du
point de vue de numérique, car, a chaque itération, nous devons inverser une matrice de
taille : la dimension du vecteur des parametres. La complexité de I’algorithme sera donc de

I’ordre de O(p?). Une forme équivalente et plus simple a évaluer consiste & introduire
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et de calculer P, directement a partir des équations de récurrence. Cela peut étre accomplit au

moyen du résultat connu sous le nom du lemme d’inversion matricielle, qui s’énonce comme
suit

Lemme 4.3.1

Soit A une matrice et b un vecteur de dimensions compatible de maniére a ce que
lasomme A+bb" existe. Alors

A'bbT A

P
[A+bb7] =Al—m] (4.3.10)

Appliguons (4.3.10) a (4.3.6) et (4.3.7) avec A=P™", b =g,. Il s’en suit alors que

P=[Pt+po |’
d'ou

T
P=P, - PH(PtT% P (4.3.11)
1+, PLo,

L’avantage de (4.3.11) par rapport a (4.3.8), est la réduction de la dimension de la matrice a
inverser (inversion d’un scalaire au lieu de I’inversion d’une matrice, R, d’ordre dim ). De

méme
P! P_io,

P, =P -
l"'(otT P1o
donc

P,
1+ P,
Ainsi nous obtenons la forme compléte d’implémentation numérique de I’algorithme ci-
dessous.

Po, = (4.3.12)

& =Y _ﬁt—1¢)t
_ Rue
" 1+9/PLp, (4.3.13)
B =P+ L&
PR=PR,- Lt§0tT P

ou Q)tT = (yt—17 Yicorn yt—p) .

Ces derniéres équations définissent algorithme des moindres carrés récursif
(RLS). Cet algorithme est I’un des plus utilisé dans les méthodes d’identification numérique
grace a sa portabilité et sa robustesse. Les opérations de calcul intervenant dans les équations

(4.3.13) nécessitent p? multiplications, et une mémorisation de vecteurs de taille p et d’une
matrice de taille p.? La complexité temporelle et spatiale sera donc de I’ordre de O(p?).

Nous discutons, dans le chapitre implémentation, en détails les aspects
algorithmiques de I’algorithme RLS.
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4. Description de I’algorithme RML (Recursive Maximum Likelihood )
4.1. Préliminaires

Cet algorithme, issu de la méthode RPEM, est une généralisation de I’algorithme
RLS (voir Michaut, (1991)) dans le cas de modeles a composante moyenne mobile. Il a été
introduit par Astrém, (1972) et Soderstrom, (1973b) et est appelé Recursive Maximum
Likelihood (RML) en raison du lien entre les fonctions critéres, alors que I’estimateur obtenu
n’est pas du maximum de vraisemblance. En effet, la fonction critére ne sera pas quadratique
des parametres et I’estimateur ne peut étre obtenu analytiquement. Cette méthode a été
appliquée sur des données réelles et des données simulées avec un grand succeés. Le critére
choisit est le méme (& une constante multiplicative pres) que celui de (4.2.3), en effet il
revient a choisir I’estimateur qui minimise la fonction critere suivante :

V(8 =32 (5)

Cette quantité est la méme que le log negatif du maximum de vraisemblance conditionnelle
gaussienne.

4.2. Optimisation stochastique

Soit ﬁt_l notre estimateur a I’instant t—1, c’est a dire celui qui minimise la

quantité V.1(f). Nous voulons obtenir I’estimateur [3t qui (approximativement) minimise la
fonction critere a I’instant t. Développons par la formule de Taylor a I’ordre 2 la fonction
V. (B)autour de S, ,. Nous aurons alors

t(ﬁt 1) r 0V (Biy)

Ve(B) =V, (Ba) + BT

— B~ ﬁt al+ - [ﬂ ,Bt g ——— 8- ﬂt 1]"‘0(‘,3 :Bt 1‘ ,

(4.4.1)

ol (6./1687 ) note la différentiation par rapport & S eto(x) note une fonction telle que
O(X)

de I’équation (4.4.1) par rapport a £, I’expression obtenue est mise égale a zéro. Nous
obtenons donc

-0 quand|x| — 0. Pour minimiser la fonction V, (), nous dérivons le membre droit

4 (4.4.2)

AINER
8popT op’

ﬁA't = B\tfl _{

Cette derniere équation, semblant déterminer le vecteur des parametres S de
facon récursive, n’est pas tout a fait complete, nous allons a cet effet faire quelques
approximations pour I’évaluer. Notons () I’opposé de la dérivée de &,(f) par rapport a

B
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[ T
wt(ﬂ)—{ MT} (4.4.3)
a partir de (4.2.3) nous avons
VBT N NV )
{ i } - kZzl,vfk(ﬁ)ek(ﬂ)—[ i } v (B (B) (4.4.4)

et par différentiation une fois de plus,

0’e(P) -

OV, (B) _ 0V, (P)
= popT (5) (4.4.5)

opop"  opop’

+y (B (B) +

Pour évaluer (4.4.2), un certain nombre d’approximations est introduit, dans I’ordre.

1. Nous supposons que ,Bt se trouve dans un voisinage de ,Bt_l. Cette hypothése devient de
plus en plus plausible lorsque t s'accroit. Cette supposition permet d’écrire les deux
approximations suivantes :

Négligeons o(\/ét - ﬁt_l\) dans (4.4.2) (4.4.6)

Et a cause de la continuité des dérivées secondes, prenons

oV (B) _ 0NV(Ba) (4.4.7)

opop’ opop’

2. Ensuite nous supposons que ﬁt_l est bien I’estimateur optimal a I'instant t —1, tel que

aVt—l (ﬁt—l) =0 4.4.8
e (4.4.8)
Enfin posons
AV PPN
(3,35ﬂT &(py) =0 (4.4.9)

La raison de cette derniére approximation est la suivante. Prés de la valeur S,
{ét (,8)} sera un bruit blanc, et ainsi nous pouvons approximativement considérer que &,(/3)
est de moyenne nulle et indépendant de ce qui c’est passé avant l'instant t —1. En particulier,
il sera alors indépendant de (62§t (B.y)/opop" =—0d%§,, (,B)/&[;’@,BT) L’espérance
mathématique du membre de gauche de I’expression (4.4.9) est alors bien proche de 0, ainsi le
dernier terme de (4.4.5) contribue beaucoup moins a (82Vt (ﬁ)/aﬂaﬁT) que le second terme.

Sous les suppositions (4.4.9) et (4.4.7) insérées dans (4.4.5) nous pouvons évaluer
approximativement la matrice dérivée seconde. Notons cette matrice par R,, alors nous avons

R =Ru+n(Bw (B) (4.4.10)
En se servant de (4.4.8) et (4.4.4), nous aurons
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{8% (ﬂtl):| =y, (,@H)gt ([3H) (4.4.11)

op
Utilisons cette derniére équation et I’approximation de (4.4.10) dans (4.4.2), nous aurons le
systeme
{ Aﬁt :Aﬁt—l +_ly_tl(ﬂtl'\)WtTA(ﬂtAl) . (4412)
B =P+ R v (B)e(Bia)

Il reste maintenant, a discuter comment déterminer &, (,&t_l) et y, (,Bt_l). A partir de (4.2.4),
nous avons que

T _ _aét (IB) . ayt/t—l(ﬂ)
v (B) = B o

a partir de (4.2.8), et par dérivation par rapport aux parametres nous trouvons que

(4.4.13)

ayt/tfl (ﬂ) Sy a)7t71/t—2 (ﬂ) .y 8)7t—2/t73 (ﬂ) N ayt—q/t—q—l (ﬂ) _ y

-6

o, o4 4 o Y o H
aS\,t/t—l (ﬂ) _ 9 ayt—ﬁl./t—Z (ﬁ) _ 9 a9(—2/t—3 (ﬂ) _ _ 9 aytfq/tfq—l (ﬂ) _
1 2 g = Y12
o4, o4, o4, o4,

ayt/t—l (IB) _ 9 ayt—l/t—z (ﬂ) _ 9 ayt—Z/t—:i (IB) _ _ 9 aytfq/tqul (ﬂ) _
1 2 q - yt—p
8¢p 6¢p a¢p a¢p

ayt/t—l(ﬂ)_e ayt‘l“‘z(ﬂ)—é? 3}7t_2/t_3(,3)_ -6 M=9 12 (B) = Yea
e q t-1/t— t-

06, oog, ST 06,
W11 (B) WNr-1/1-2 (B) WNi211-3(8) Negrqa(B)
-6 -0 ———.—y, ———— = -
00, 1 00, 2 00, q 00, Ye2rt-3(B) = Yia

WNijea () Ny 1/1-2 () N 2113(B) Ne_qriqa(B) .
-0, -0, —= 0y —————=Y g q1(B) Y
20, 26, 20, 1T %0 /-4 ;

q
(4.4.14)
Compte tenu du fait que

02 (S) _ 9,10, (B)

Vi (ﬂ):_ ﬁﬂT 8ﬁ’T

(4.4.15)

nous aurons
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Yia
Yio

Yiop
vi(B) =0 s (B) =0y o (B) — =0y (B)=| _z_(p) (4.4.16)

- ét—z (ﬂ)

- gt—q (ﬂ)

Ainsi, nous pouvons calculer &, (,BH) et v, (,Bt_l) en résolvant (4.2.4), (4.2.8) et (4.4.16)

respectivement. Ces équations sont des filtres récurrents (voir Ljung et Sdderstrém (1983))
avec y comme entrée et &, w comme sortie. Les coefficients du filtre sont déterminés par

p..,. Excepte pour le cas @ =0, les filtres ont une réponse impulsionnelle non tronquée. Ceci
implique que toutes les données enregistrées y,, 0 < s < t-1, sont nécessaires pour

déterminer ¢, (ﬁt_l) et v, (ﬁt_l), donc ces variables ne peuvent étre calculées au sens de
(4.2.1) en utilisant uniquement ,Bt_l et un vecteur de taille fixe.

4.3. Approximation de &, (ﬁ’t_l) et v, (ﬁt_l)

Nous allons donner des approximations de &, (,Bt_l) et v, (,Bt_l) qui peuvent étre

calculées par récurrence au sens de (4.2.1). Une bonne approximation de ¢&,(4,,) sera &,
calculée suivant
& =Y Y (4.4.17)

ou la prévision V,,,, est calculée selon la formule (4.2.8) en remplagant g par S, , avec
P Tt-1 Jt-1 Tt-1 pt-1 pt-l At-INT Ao N Hi
Bi=(b "4y sy 0,0, ,..,0,7) , c’estadire que

Vea =61 Via o+t Hctl_lyt—q/t—q—l (O B )Y+ (O B )Y, (44.18)

ou h =max(p,q). Introduisons maintenant, le vecteur
@0 = (Yo Yearen Yeopr—Eia—Ergrn—Erq) " - Alors nous pouvons écrire

ét =Y _ﬂtT—lgot (4-4-19)
De méme, une approximation de (,Bt_l) sera alors, y, calculée a partir de la formule

suivante
W, =0y 0 e, 6’;’1t//t_q +o,. (4.4.20)
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Donc &, et w, seront calculées par récurrence a partir de (4.4.19) et (4.4.20). A l'instant t
nous avons besoin de connaitre seulement ¢, ,y, et [S't_l. Finalement nous aurons I’algorithme
suivant

& =Y.~ BLio,

&zéﬁ+§?%a
Via = ZHAIE Viga T Pra

k=1

.
R =R +¥a¥ia

\ T
ou @y = (Vi) Yico oo Yicp —Etr—Et2—Etq) - -

De la méme maniere que pour I’algorithme des moindres carrés récursif (RLS), et
pour améliorer la performance numérique de I’algorithme RML nous remplacons dans les
équations de récurrence la matrice R; par la matrice Py, tel que :

Ensuite, nous calculons P, directement a partir des équations de recurrence. Cela peut étre

accomplit de deux maniéres différentes : Soit au moyen du lemme d’inversion matricielle ou
bien sur la base de I’algorithme de factorisation U-D, de Biermann (1977), de la matrice P
qui sera présentée au chapitre 6 (implémentation). Nous présentons pour le moment la forme
de I’algorithme RML basee sur le lemme d’inversion matricielle.

ét =Y _ﬂt—llr//t

L, = Pt_—ert

Ly Py, (4.4.21)
Bo=Pua+ Ltét

P=P,- LtV/tT P

Pour améliorer le comportement et la convergence de I’algorithme nous
introduisons dans le schémas précédent la prévision de I’erreur notée &, et une suite, (y), de

scalaires positifs tendant vers 0 telle que (Z;/t) diverge. La structure des relations de
récurrences est modifiée pour mieux faire apparaitre le caractére récurent de I’algorithme

?t = Yt _:Bt 7
ﬁt = ﬂt—l +A}/t Rt_ll//tét
& =Y.~ P ¢ (4.4.22)
a. .
l//t+l = zektWt—k+l + aH—l
k=1
R =R +7 ['//t+1‘//tT+1 -R]

ou Rt = 7tﬁt! et ¢, = (yt Yicpa, _Et,---,—g't,qﬂ)-
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Remarque:

- L’introduction de &, est justifiée par le fait que I’estimateur a l'instant t est meilleur que

celui obtenu a l'instant t—1 et donc utiliser cette information supplémentaire permet
d'améliorer la précision de l'algorithme. Dans le cas multivarié, Ljung et Séderstrom
(1983) introduisent aussi le calcul récurent de la matrice variance-covariance des erreurs,
inutile par contre dans le cas univarié traité ici, mais qui sera utile dans le cas de modele
non stationnaire tels que les modeles périodiques qui seront abordés dans le chapitre
suivant.

- La forme de I’algorithme décrit par les équations (4.4.22) peut étre modifiée comme pour
les équations (4.4.21) et ce pour éviter I’inversion matricielle dans chaque itération.

4.4, Estimation récurrente de la variance de I'innovation, o/

Nous choisissons comme estimateur, a I’instant t, de la variance du bruit blanc
o?, la variance empirique qui sera obtenue a partir de la relation suivante :

-y géf _-D/t62, + W), (4.4.23)

Afin d’assurer la convergence de I’algorithme vers la solution optimale, un ensemble
d'hypothéses sera nécessaire, nous discuterons cet aspect dans la section 6.

5. Algorithme de Meélard-Zahaf (RML )

5.1 Meéthode proposée

Du point de vue théorique, sous un certain nombre de conditions théoriques,
I’algorithme précédent donne des estimateurs convergents et asymptotiquement efficaces

(voir section 6). Cependant, Mélard, (1989) a observé que les estimations successives de R,

sont fort viables et que cela introduit des perturbations nuisibles dans I’estimation. En
conservant le principe de cet algorithme, Zahaf, (1998) a proposer d’en améliorer la précision.

Zahaf, (1998) a proposé de remplacer la derniére équation de (4.3.14), qui n’est
rien d’autre qu’une approximation de la hessienne (0°V (B)/0p0B"), par I’espérance de

celle-ci. En effet o°R™" représente en fait une approximation de la matrice covariance

asymptotique I'(8") de I’estimateur ﬁt du maximum de vraisemblance (voir Zahaf (1998)).

Comme B~ est inconnu, Zahaf (1998) a proposé donc de remplacer la matrice de
covariance par la matrice F([i’t). Si I’estimateur,@t converge vers £, ce qui sera établit plus
tard, on peut espérer que F(,@t) converge vers T'(£7). Or une bonne approximation de F(,Bt)
est l'inverse de la matrice d'information F‘l(ﬁt), ou F(ﬁt) représente la matrice
d’information de Fisher calculé en la valeur du paramétre ,Bt. Nous calculerons a chaque
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instant t la matrice d’information de Fisher F(,ﬁt_l) puis son inverse F‘l(,@t_l) (noté Ft‘l)

qui remplacera ﬁt‘l dans I’algorithme donné précédemment :

B=pa+ &t—z Ft_1V/t‘§t (4.5.1)

Le calcul par récurrence de R., inutile, est supprimé et Ft‘1 sera obtenue, par
exemple, par la méthode suivante.

5.2. Calcul de la matrice d’information de Fisher pour un modéle ARMA(p,q)

L’objectif de ce paragraphe est de présenter un algorithme (d0 a Klein et Mélard,
(1989)) permettant le calcul des éléments (élément par élément) de la matrice d‘information
de Fisher. Cette matrice, étant trés utile pour le calcul de la borne de Cramer-Rao, a fait
I’objet d’une série de sujets de recherches afin de réduire, le plus possible, le temps de calcul.

Rappelons que (Cf. chapitre 1) la matrice d'information de Fisher F de
I’estimateur du maximum de vraisemblance gaussien f,, relative a une série y,,Yy,,..., Yy, est

donnée par
Fo _E{az IogI(Tﬁ)}
opop

ou I(A) est la fonction de vraisemblance conditionnelle gaussienne.

Vu la structure particuliere de celle ci (la matrice, symétrique, F est de Toeplitz)
nous n’avons pas besoin alors de calculer tous ses éléments. Considérons alors la partition
suivante citée par Godolphin et Unwin (1983) :

e| Fo Foo
F0¢ FQH
Chacune des matrices F,,,F,,, Fy est Toeplitz. Rappelons qu’une matrice Toeplitz T (de
taille ¢ x /) est de la forme

To T4 T T
T To - T2
T=[ i :
T,, . T,
T T, T To

Pour N assez grand, nous avons
logl(B) = —(20*) " S(p) + cte,

ou S(ﬂ)ziéf(ﬂ), £(B) =n(L)y, et z(L)=0"(L)p(L). avec L est I’opérateur retard.

Soit F la matrice d’information limite nous avons alors F, = N.F (Cf. chapitre 1), puisque le
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processus {yt,t € Z} est stationnaire et £ () est non corrélé avec 0°&,(B)/0BoB" nous
avons alors

NF = (202)_1E{628(ﬂ)} =
opop

(4.5.2)

T

£| 06.(P) 2, (B) |
op o'

Notons maintenant par @(L) = ¢ *(L)&(L), ou L est I’opérateur retard. Alors

08,(B) 10" = (0m(L) 13" )y, = (0n(L) 13 )m(L)é,
ou plus précisement
0&,(P) _
09,
0¢, (ﬁ)

—L*07(L)y, =L ¢ (L)&,(B).

= LI62(L)g(L)y, = LIa* (L), (B).

Nous allons exploiter la forme Toepiltz de F (Akaike (1973)) et la symétrie de F,;,F,, et
F,0, pour donner les éléments suivants :

(Fa)y = (Fi) o = (Fpg) ik =12, pr =k k+1..,p

(Foo)y = (Fop) i = (Fap) jacansk =12.,0; j=k, k+1...,q

(Foo) =(Fo) ik = (Fg) jnnnk=12,..,0; j =k, k+1,...,q
= (F¢9)1,k—j+l; 1=12...,qk=jj+1..0p.

Seulement la premiére colonne deF et Fy,, ainsi que la premiere ligne et
colonne de F,, ont besoin d’étre calculés, soit (q+ p+(p+g-1)) éléments en tout.
Il est connu (voir Whittle, (1953)) que le processus {z,,t € Z }défini par 8(L)z, = ¢(L)y, ala
méme matrice d’information que le processus {yt,t € Z}. Or, suivant Pham (1986),
considérons le processus autorégressif stationnaire {Z,,t e Z} défini par

p(L)O(L)Z, = &,
ou encore
D(L)Z, =¢, teZ

P i
o @L)=1-Y¢l', ¢, =>-406;, e P=p+q avec la convention que
j=1 k=0

#.,60, =0 si k>q ou k<0. Puisque
0, (B)] ¢ =-L¢7 (L), (B) = -L0(L)Z,
et
0z, ()80, =L 07 (L)e, (B) = LIp(L)Z,

les éléments de F peuvent donc étre exprimés en fonction des autocovariances normalisées
7, =0 2cov(Z,,Z, ,)du processus {Z,,t € Z}. Par exemple
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(F o PE[L'6(L)Z,L“0(L)Z,]

¢¢)jk =

q q
= Z Z 959h7(5+j)_(h+k).

s=0 h=0

Cette relation apparait sous forme matricielle dans Pham (1986). Une
implémentation rapide reésulte de la considération des poids A, =2, 6,6, avec

S, ={rr+1,...,q}sir>0,etS, ={01,...q+r}si r<0. Alors

¢¢)Jk 271 k+r r

=7 ko + ZZ e =7 ) e )- (4.5.3)
r=1

Puisque A, =4,,le calcul de 4, =0, +6,0, ; +...+ 6, .0, nécessite q—r multiplications,

et celui de (4.5.3), g+1, multiplications. Les p éléments (i,1), i=1,2...,p, de F,, peuvent étre
évalués en (g+1) (g/ 2+p) multiplications.

De méme
p
(Foo) e = (7 jetto + 22 (F jaer =7 e Y )s
r=1
et (4.5.4)
/ur = ¢r + ¢1¢r—1 +.o.t ¢p—r¢p

(F€¢)jk = _O:ZE[B j¢(B)ZtBk0(B)Zt]

P g
= Z z P60, hY (s+j)-(h+k)

s=0 h=0

= - z 7j—k+rvr' (455)

r=—q

ouv, =0, +46,  +..¢.0, r=-9-9+1..0
=@+ P 0+t .0, T=12,..,p-(q
=@, +¢r+191+...+¢p¢9p_r, r=p-q+L,p-qg+2,..p.

Les v, peuvent étre évaluées en pg multiplications.

Chaque élément des (p+g+1) éléments distincts de F,, est obtenu au moyen de
p+g+1 multiplications (encore moins si I'on tient compte que », = y_.)et ainsi le calcul de
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tous les €léments de la matrice F,, nécessite p®+q%+3pg+0,(p,q) opérations et ou
0;(p,q) désigne un polyndme de degréien p etq.
Les y,,h=01..,p+g-1 qui sont utilisées dans (4.5.3), (4.5.4) et (4.5.5)

peuvent étre obtenues efficacement par I’algorithme de Tunnicliffe-Wilson (1979) (voir
chapitre 1) qui (voir Mélard (1984), pour I’implantation) requiert un nombre d’opérations de

%(p+q)2+ol(p,q) avec pg multiplications additionnelles pour les coefficients de

#(B)O(B). Le nombre total d’opérations est donc de 4p?+4q®+11pq+o,(p,q).
Finalement, on peut donc dire que le nombre total d’opérations est quadratique en p et g.

6. Etude des propriétés statistiques des estimateurs RML et RML 2
6.1. Généralités

Dans les sections précédentes, nous avons présenté différents algorithmes
récurrents. Un probléme fondamental qui se pose en lui-méme est alors [I'étude et
I'investigation des propriétés de ces algorithmes. Une facon de le faire est d’appliquer
I’algorithme en question sur une série de données et d’évaluer par la suite la séquence
d’estimateurs obtenus, ce que nous appelons souvent étude par la simulation. Cependant une
limitation sérieuse de cette approche est qu’elle est non conclusive, en effet, il sera difficile de
déduire a partir des résultats de simulations des conclusions universelles. Pour obtenir des
résultats plus généraux nous devons utiliser des analyses, c’est a dire que nous admettons
quelques hypothéses sur les données puis nous déterminons, sur la base de celles-ci, les
propriétés de cette suite d’estimateurs. Mais comme la relation qui lie les données a la suite
des estimateurs est souvent non linéaire et évolutive dans le temps il sera difficile, sauf dans
des cas particuliers, d’analyser les propriétés de I’estimateur récurrent. En général, nous ne
pouvons décrire analytiqguement, que les propriétés asymptotiques de la suite des estimateurs.
(i.e. les propriétés lorsque t augmente indéfiniment). Ce paragraphe sera consacré a une
description générale des différentes méthodes d'études des propriétés statistiques des
algorithmes récurrents étudiés. Nous allons donc énumérer quelques hypothéses pour
lesquelles les algorithmes RML et RMLyz convergent, pour une lecture plus détaillée, le
lecteur est renvoyé a Ljung et Sdderstrém (1983), Zahaf (1998) et Duflo (1990).

Globalement nous pouvons considérer trois principales approches pour analyser I’estimateur
récurrent.

1. La premiere approche consiste & associer une équation différentielle déterministe a une
forme générale de I’algorithme d’estimation récurrente donné par Ljung (1977) :

{ht = A(ﬁt—l)ht—l + B(ﬁt—l)ét’
Bt = ﬁt—l +7.Q(t, /ét—l' he),

ou la fonction h; est un cas particulier de la quantité d’information S;, (voir
expression (4.2.1)) Q(.) est le vecteur de mise a jour de I’estimateur et les matrices A et B
sont des fonctions des paramétres du modeéle. La stabilité de cette eéquation différentielle
impligue la convergence pour I’algorithme. Cette approche a été suggérée par Ljung (1977) et
a été utilisée par de nombreux auteurs, citons en particulier, Soderstrom et al. (1978) et
Benveniste et al. (1990).
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2. Une deuxiéme approche consiste a introduire une fonction qui joue le réle de la fonction de
Lyapounov (Solo, (1979)) du probléeme en question. La théorie des martingales permet de
déduire la convergence de cette fonction et de 1a, celle de I’algorithme. Cette approche a éte
utilisée par Solo (1979) et (1980) et Duflo (1990).

3. La troisieme approche qui consiste a étudier I’expression de Rﬁt n’a pas été appliquée
qu’a des algorithmes de types Gauss-Newton dans des cas spéciaux simples, voir Hannan
(1980).

6.2. Propriétés statistiques de I’algorithme RML

Pour analyser les propriétés statistiques de I’algorithme RML, Ljung (1977) a utiliser la
premiére approche, en effet il a décrit différents ensembles de conditions possibles (A, B et C

voir Zahaf (1998)) pour lesquels I’estimateur ﬁ’t est fortement consistant (théoreme 1,2 et 3

de Ljung, 1977). Sous ces hypothéses de régularité, I’estimateur RML est convergent (voir
Ljung et Soderstrom (1983)). La propriété asymptotique est obtenue sous des conditions
beaucoup plus restrictives, notamment le fait que la variable aléatoire du processus doit étre
bornée, ce qui exclut a priori les variables gaussiennes.

6.3. Propriétés statistiques de I’algorithme RML 2
6.3.1. Préliminaires

En s’inspirant des travaux de Duflo, (1990), Zahaf, (1998) a étudier les propriétés
statistiques de I’algorithme RMLz. En effet, il a exploité la représentation autorégressive du
modéle ARMA sous I’hypothése de I’inversibilité du processus et ce, pour donner une
expression de I’erreur de prédiction en fonction des observations. Il a déterminer ensuite une
relation entre I’estimateur de Newton, dont les propriétés ont été étudiées par Duflo, (1990) et
I’estimateur RML iz et a montrer, en se basant sur la représentation autorégressive du modeéle
ARMA, que les deux estimateurs ont les mémes propriétés. Rappelons aussi qu’une méthode
récurrente est un algorithme stochastique d’optimisation qui difféere des algorithmes
d’optimisation des méthodes hors-ligne par le fait que celle-ci, passe d’un optimum relatif a
la série y* & un optimum relatif & la série y***. Or les méthodes stochastiques d’optimisations
peuvent étre groupées en deux classes : les méthodes du gradient et les méthodes de Newton.
(voir chapitrel). Sous quelques hypothéses que nous allons énoncer, Zahaf (1998) montre
que I’estimateur RML 2 est égal a I’estimateur de Newton plus une quantité qui tends p. s.
vers 0. Ensuite il montre que I’estimateur de Newton est convergent au sens de la
convergence p.s. vers £ .

6.3.2. Convergence de I’estimateur RML vz

Zahaf, (1998) a considérer les cing hypotheses suivantes
H1 : Les racines du polyndme autorégressif sont toutes distinctes des racines du polynéme
moyenne mobile.
H2 : Les variables aléatoires &, (/) sont a support borné.

H3: On suppose I’existence d’un voisinage D, de A tel que pour tout A dans D,, si I’on

considére la représentation AR d’ordre infini de vecteur des paramétres 7, alors il existe o > 0

et il existe P =P(f), tel que Vi > P, |7ri| < o’". Nous choisissons alors P” = sup P(/3).
BeDs
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H4 : On suppose que {ét (ﬂ*)} est une différence de martingale et de plus
E[gtil(ﬁ)|3t]s o, pour tout Bdans D,

H5 : Nous supposons qu’il existe t, >0, tel que B et BMEse trouvent dans V < D, le

o o S R telque pour touti=1,..., pet j=1..,q, .
voisinage définit par v=<_ ou

il existe 5; > Oet|a, (8) b, (B)|> 5,

a;(p)etb;(pB) sont les racines des polynomes autorégressif et moyenne mobile
respectivement. De plus, pour tout t>t, si B et SEse trouvent dans V < D,, nous
appliquons une procédure de projection des deux estimateurs dans cet ensemble.

Les hypothéses H1 et H3 garantissent I’inversibilité du processus et donc
I’existence d’une représentation autorégressive du processus ARMA. Cependant I’hypothese
H2 est trés classique et utilisée par la plupart des algorithmes récurrents. Par contre les
hypothéses H4 et H5 sont utilisées pour assurer que les estimateurs RMLyz et de Newton
ont les mémes propriétés.

Proposition

Sous les hypothéses H1, H2, H3, H4 et H5 I’algorithme RML wz converge presque
stirement vers /3.

Preuve Voir Zahaf, (1998).
Zahaf, (1998) a montrer aussi la convergence en loi de I’algorithme RMLyz en se
basant sur la démonstration du théoreme de Robbins-Monro appliqué aux estimateurs de

Newton, mais nous n’exposerons pas cette démonstration assez technique, pour une lecture
compléte nous renvoyons le lecteur vers Zahaf, (1998) et Duflo, (1990).
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Chapitre 5

Estimation en-ligne dans
les modeles ARMA
périodigues

1. Introduction

Nous avons vu au chapitre précedent que I’algorithme récurrent RML appliqué a
un modéle ARMA permet de donner des résultats satisfaisants qu’en terme de précision ou de
vitesse de convergence (voir aussi Ljung et Soderstrém, (1983)). Et que son homologue
RMLwvz, avec des restrictions en plus, permet souvent de donner des résultats encore
meilleurs (voir Zahaf, (1998)). Nous allons essayer de prolonger ces algorithmes a une classe
particuliere de modéles de séries chronologiques a coefficients évolutifs dans le temps a
savoir la classe des modeles ARMA périodiques (PARMA).
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L’intérét du présent chapitre sera donc porté sur I’estimation, en présence des
données en ligne, d’un modele autorégressif moyenne mobile périodique (PARMA). Nous
tenterons, dans un premier temps, de faire une extension, au modéles PARMA périodiques,
des algorithmes: RLS et RML. Nous donnerons ainsi une formulation générale.
L application de I’algorithme RMLyz aux modeles ARMA stationnaires, ayant donnée, des
résultats meilleurs que ceux obtenus par I’algorithme RML, nous laisse a croire que la
supériorité de RML 2 reste valable pour le cas des modeles PARMA périodiques. Dans cette
optique, nous essayerons de généraliser I’algorithme RML vz pour cette classe de modeles.
Pour cela nous aurons besoin, a chaque itération, d'obtenir la matrice d’information de Fisher
pour un modele PARMA, un algorithme pour I’obtention de celle-ci sera introduit en
généralisant I’algorithme de Klein et Mélard (1989). Notons aussi que cet algorithme fait
intervenir le calcul des autocovariances d’un certain modele autorégressif périodique pur, a
cette fin, nous serons ramenés a construire une procédure généralisant I’algorithme de
McLeod (1975) au cas de modeles autorégressifs périodiques. Le plan de ce chapitre est alors
le suivant : aprés cette breve introduction nous présenterons dans une deuxiéme section les
différents principes et critéres pris en compte dans la suite de notre travail, nous exposerons
ensuite le calcul récursif de I’erreur de prévision dans un modele PARMA qui nous sera utile
ultérieurement. Dans la troisiéme section sera exposé I’algorithme des moindres carrés
récursif, une forme adaptée aux modeles PARMA sera présentée. Le paragraphe qui suit
s’intéresse a la formulation de notre adaptation de I’algorithme RML dans le cas périodique.
La cinquiéme section, concernera I’extension de I’algorithme RMLyz, au cas d’un modele
PARMA, notons que ce dernier fait appel au calcul de la matrice d’information de Fisher,
d’un modéle PARMA. Un algorithme, basé sur I’extension de I’algorithme de Klein et
Mélard, (1989) dans le cas de modele PARMA, sera présenté, nous terminerons cette section
par I’exposé d’une procédure de calcul des autocovariances d’un modele autorégressif
périodique. Enfin, Nous terminons ce chapitre par présenter quelques exemples
d’applications.

2. Méthode RPEM dans les modeles ARMA périodiques

2.1. Criteres

Nous supposerons dans la suite que nous disposons d’une série d’observations
Yir Youeen Yyg CONSidérée comme réalisation d’un modéle PARMA (Cf. chapitre 2). Notons

que dans ce cas les innovations {s,,t<Z} sont de variance périodique dans le temps, le

critére définit par (4.2.3) ne sera pas donc adéquat. Une bonne fagon pour y remeédier sera de
faire remplacer le critere (4.2.3) par le critére suivant

Nd
Vi (B) =Y 5 (B) 521)

oll o7, la variance de ¢, est introduite dans le critére (5.2.1) (contrairement au cas AR
classique) afin de pondérer les observations. Astrom et Bohlin (1965) ont suggéré le critére

t
l/ZZzEf (B) pour I’estimation récursive des paraméetres dans les modeles ARMA classiques.
i=1
Notons que cette quantité est la méme (& une constante prés) que celle du critere du maximum
de vraisemblance conditionnelle. Les propriétés de I’estimateur obtenu seront équivalentes a
celles du maximum de vraisemblance conditionnelle. Ainsi, pour les modéles PARMA nous
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avons choisit d’introduire les coefficients l/cyi2 pour preserver la propriété précédente (la
méme fonction critére que celle du maximum de vraisemblance conditionnelle) ce qui donne
le critére suivant : A I’instant t = j, + dm, I’estimateur ,[}t de g, doit minimiser la fonction
critére suivante :

lm 1Zd: 1 Az . S| J _ O
1 t 1 " 2 — O' Eivdr 0
Vt(ﬂ):EZ_Zgj (ﬂ): 1m—1 d 1 1 io 1 (522)
e EZZ?éidr +EZ?éj2+dm , si 0<jy<d-1
=0 i=1 i =19

ou &, () est I’erreur de prévision.

Nous aurons maintenant besoin d’evaluer I’erreur de prévision avant de passer au
schéma général des I’algorithmes que nous allons présenté, d’ou

2.2. Calcul récursif de I’erreur de prévision

Considérons le modele PARMA(p,q), suivant :
Yiear = PuYivdra — Di2Yisar2 _---_¢ip Yivde—p = €ivdr =008 4,1 — ‘9uq5|+df q
i=1,2,....det reZ. (5.2.3)
ol {X 1,3} estun processus bruit blanc périodique.

Notons par ' = (11,1210 b1p 011,012 - O1q 3 Po1 s B2 Oy O3 Byt s B s O 504 ) 1€
parametre vectoriel, a estimer. Alors la prévision, V.., ,i.4..(8), de vy, .. faite a I’instant
i +dz—1, est défini par

9i+dr/i+dr—l(ﬂ) = yi+dr - §i+dr (ﬂ) (524)
ou &4 (B) est une approximation de I’innovation ¢, ,, qui s’obtient par récurrence sur la
base de y,,4, 4, k=1..,p et &, | =1...,q, selon I’équation suivante :

I+dr (ﬂ) y|+dz' |1yi+dr—l _"'_¢ip yi+dr—p +6iléi+dr—l(ﬁ) T T |q I+d‘r q(ﬁ)

=1..,d. reZ (5.2.5)
par la suite, la prévision V, , ..., () peut se mettre sous la relation

9i+d1/i+dr—1 (ﬂ) = ¢il yi+dr—1 t.o.t ¢ip yi+dr—p - 9i1§i+dr—1 (ﬁ) - 9i2§i+dr—2 (ﬂ) T |q |+dr q (ﬁ)
reZet i=1..,d. (5.2.6)

Il est nécessaire d’avoir des valeurs initiales mais I’effet de celles-ci décroit en exponentielle
si les parametres verifient les conditions de causalité et d’inversibilité, donc elles peuvent étre
choisies arbitrairement sans affecter la prévision. Notons qu’au temps t=i+dz, les

observations vy,,,. , étant connues et ce, pour k =1,..., p.
Pour avoir une formule de récurrence exprimant la prévision V., ,i.q... () nous remplacons
dans I’équation (5.2.6), les termes &, Par Vi.q, — Yi.a.siza..1 (), NOUS Obtenons ainsi

yt/t—l (B) =du-Yeq +-t ¢tp Yip — Ou (Ve — yt—l/t—Z (B)—...— ‘9tq (yt—q - yt—q/t—q—l (8))
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finalement
9i+dr/i+dr—1 (IB) - 9i19i+dr—1/i+dr—2 (IB) T ‘9iq 9i+dr—q/i+dr—q—1 (IB) =
(P12 = 0i)Yicara + -+ (@i — i) Yiearn-
i=1..d. h=max(p,q). r€Z (5.2.7)

Nous avons vu comment obtenir de maniére récurrente pour des valeurs des
parameétres connus & priori, la prévision y,,,; (/) et par conséquent I’erreur de prévision.

3. L’algorithme des moindres carrés récursif (RLS)

L’ algorithme RLS (Cf. chapitre 4) peut étre considére, de maniére équivalente,
comme restriction, au cas de modéles autorégressifs, soit de I’algorithme RML ou bien de
I’algorithme PLR (pseudo régression lineaire, voir aussi Ljung et Soderstrom (1983) et
Michaut (1991)). Dans le cas de modeles périodiques la littérature des algorithmes récurrents
est relativement maigre comparant au cas ARMA classique, notons exceptionnellement le
travail de Adams et Goodwin (1995) consistant a généraliser I’algorithme PLR au cas d’un
modéle PARMA. Cependant nous avons choisi une autre formulation particuliére,
équivalente, en adaptant I’algorithme RLS, présenté dans Ljung et S6derstrém (1983), au cas
d’un modele PAR. Cet algorithme est dérivé de la méthode usuelle des moindres carrés, mais
donné sous une forme récursive. Nous allons tenter de I’appliquer sur la classe des modeéles
autorégressifs périodiques purs (PAR). Considérons alors le modéle autorégressif périodique
d’ordre p suivant (PARy(p))

Yiide _¢ilyi+dr—1 _---_¢ip yi+dr—p = &ivdr i=1..,d (5-3-1)
ou {&, teZ} est un bruit blanc périodique et = (G11,..., G1p, G211e-, PipyeerrPir,erbap)’ €St le
vecteur des parametres a estimer. A partir de la donnée de y, pour t=1,...,Nd, introduisons

s’écrit également
Yivdrj si j=(@-)p+1.;ip
Piva: (1) = : (5.3.2)
0 sinon
alors (5.3.1) peut se réécrire comme suit
Y. =BTo +é (5.3.3)

Ce modeéle décrit la variable y, comme combinaison linéaire des composantes de ¢, plus un
bruit blanc. Une bonne prévision de y, basée sur son passé que I’on note Y, ,(8), est
donnée par

9t/t—1(ﬁ) = ﬂT¢t (5-3-4)
Le critére (5.2.1) devient alors
1 Nd l T ,
Vi (B) = mizl‘,o_—tz[yt - B o] (5.3.5)

Pour estimer £, la minimisation de la fonction critére qui, a cause de la linéarité de la
prévision par rapport & £, est quadratique, peut étre obtenue analytiquement. Ce qui donne
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R Nd 1 ; 1 g 1
B = Z_g(pt(Dt Z_z(ptyt (5.3.6)
t=1 t t=1 Gt

,BNd est alors définit comme étant I’estimateur des moindres carrés de f.

Notons que le résultat (5 3.6) peut étre obtenu de fagon récursive, ceci se fera par
mise a jour permettant le calcul de ,Bm a partir de ,Bt et des nouvelles observations a I’instant
t +1. Tout en respectant la contrainte de départ (4.2.1). A I’instant t(i,z) =i+ dz, notons par

_ i+dz 1
R. =
i+dr ; O_If (/’k(ﬂk
Alors a partir de (5.3.6) il vient que
i+dr 1
Z 2 Py yk = |+dr lﬂH—dT 1
k=1 O
a partir de la définition de R,,,, il s’en suit que
ﬁndﬂ = ﬁndr _iz%mr(PiTmr (car O-tz est d-périodique)
[o2
donc
- - i+dr-1 1 1
. = R.71 _ T + —QO. .
ﬂ|+dr I+dr|: kz; O'If ¢)k¢k O_ig ¢)I+dryl+dr:|
= R|+%jr|:_i+drlﬂi+drl +— i, yi+dr:|
i+dr
-1 1 -~
= R|+dr R|+d‘rﬂl+dr—l +— 2 (DH—dT( (pl+dfﬂl+dr—l + y|+dr)
1 T ~ ]
= IBIerT -1 + R|+dr¢t (T yl+dz’ ¢i+drﬂi+dr—l (537)
et
— = 1
Ri+dr = I:2i+dr—l +— 2 ¢I+dz‘¢l+d’[ (538)
Souvent, il préférable de travailler avec
f— 1 D
i+dr i+ dZ' i+dr

a partir de (5.3.8) nous trouvons facilement
1 1 i+dr-1 1 1
R.. = R T —R +———0. )
i+dr |+d |: |+dr—1 O_Ig ¢I+dr¢l+dr:| |+dT i+dz-1 | + dT O_iz ¢I+dr¢)l+dr
ainsi
1 1
W{ 2 (/’|+dr(/’|+dz - Ri+dr—1:| (5.3.9)

Les expressions précédentes se résument comme suit

R

ivdr = Rivara
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~ ~ 1 1 . ~
ﬂi+dr = ﬂi+dr—1 + m? Ri+1dr(0i+d‘r [yi+dr - ﬂiidr—l(ondr]
| (5.3.10)

1 1
Riia: = Ricgra +—|:?(0i+dr¢iT+dr - Ri+drl:|

i+dr

Les équations (5.3.10) possédent la forme souhaitée d’un algorithme récurrent. A
I’instant t seulement les valeurs de S,,R,, Y, et ¢, vont étre stockées en mémoire.

3.1. Estimation récurrente de la variance de I’innovation o/ i =1,...,d

Notons que dans les équations (5.3.10) il nécessaire d’estimer les paramétres o7,

2

i=1..,d.A/linstant t(i,z) =i+dz, notons par 5> I’estimateur empirique de o’ définit

par
n 1 & -
2(r) _ 2
o, = Eirdk
r+1i3
1 -1 > >
= E: + &
T+l kZ:(; i+dk i+dr
d’ou
(s T aore 1 .
Giz( ) — O-iz( 1 +_gi2+dr (5311)
7+1 T+1

Cependant I’algorithme decrit par les equations (5.3.10) peut étre amélioré du
point de vue numérique en introduisant

P=R"'= % R™ (5.3.12)

Puis de calculer P, directement a partir des equations de récurrence (5.3.10). Cela peut étre

accomplit au moyen du résultat connu sous le nom du lemme d’inversion matricielle, que
nous avons déja présenté dans le chapitre 4, et que nous I’énongons sous une autre variante

Lemme 5.3.1

Soient A, B, C et D des matrices de dimensions compatibles de sorte que la
somme BCD et lasomme A+ BCD existent. Alors

[A+BCD]* =A*—A'B[DA'B+C*[ DA™ (5.3.13)

Appliguons (5.3.13) a (5.3.7) et (5.3.8) avec

A=P.,» B=0 4., C:%’ D:(PiTmr

Il s’en suit alors que

-1
- 1
Pi+dr = |:Pi+:(;r—l + ¢i+dr _2¢I-I;rdr:|
O
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Pi+ T q)i+ r(pl-l-i— ‘rPi+ -
= Pi+dr—1 T ot Td d ol (5314)
Otidr + Pivar ProdraPisa

Comme dans le chapitre 4, I’avantage de (5.3.14) para rapport a (5.3.9), est la
réduction de la dimension de la matrice a inverser (inversion d’un scalaire au lieu de
I’inversion d’une matrice d’ordre dim £).

1 P ip Pi+dr—1¢i+dr(0i1;—drPi+dr—1(pi+dr

2 |+dr¢i+dr = 2 |+dr—1¢i+dr 2 T
loF oF Of +@ig. PudraPisar

P :
- |J_}drfl¢|+dz' (5.3.15)
O + @irg PigraPisar
Ainsi nous obtenons la forme compléte d’implémentation numérique de I’algorithme ci-
dessous.

A

Eivar = Yivar — Birara®iiar

OA'iZ(T) = L&iZ(H) +i‘§i2+dr
T+1 r+1
L = Par1®ia: (5.3.16)

i+dr T ~2(7) T
00"+ 0ia: Prara®Pivar

N ~

Bivar = Birara T Livarivar

. T
P.ar = Pigra — Livar@ivar Prdes

ol ¢, estdonné par (5.3.2).

Les équations (5.3.16) définissent I’algorithme des moindres carrés récursif (RLS)
adapté aux modeles PARMA. Celui-ci peut étre I’un des algorithmes les plus utilisé dans les
applications industrielles en raison de son extréme simplicité de mise en ceuvre, de sa
robustesse aux erreurs de calcul et de la diversité des contextes de son utilisation.

Les opérations de calcul intervenant dans les équations (5.3.16) nécessitent dans ce cas

(pxd)® multiplications, et mémorisation de vecteurs de taille pxd et d’une matrice de
taille p®. La complexité temporelle et spatiale sera donc de I’ordre de O((pxd)?).

4. Extension de I’algorithme RML au cas périodique

Dans ce paragraphe nous allons adapter I’algorithme RML, déja présenté dans le
cas ARMA classique au chapitre 4, aux modéles ARMA périodiques. En gardant le méme
principe, nous choisissons alors le critere (5.2.2) c’est a dire celui minimisant la somme
pondérée des carrés des erreurs de prévision.

Soit ,‘?H I’estimateur de S a I’instant t—1, c’est a dire celui qui minimise la
quantite V, , (). Nous voulons obtenir, a I’instant t, I’estimateur ﬁt qui (approximativement)
minimise la fonction critére. Nous devons assurer deux hypothéses fondamentales sous

lesquelles I’algorithme que nous allons présenter donne un estimateur optimal.
B1 : Nous supposons que S, se trouve dans un voisinage de S, ;. Et que les

dérivées secondes sont continues.
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B2 : Nous supposons également que [i’t_l est bien I’estimateur optimal a l'instant
t-1.
Pour t=i+dz, notons par: w,(B) I'opposé de la dérivée de &,(B) par rapport a S
~ T
oz () OV(B)
opop’

v, (B) = {_ i } , R, une approximation de la matrice des dérivées secondes

et introduisons le (p +q) xd -vecteur ¢, ,, relatif a la periode i définit par :

Yisarj S J=(0-D)g+(i-Yp+1..;(1-1)g+ip
Pira. () = ~Eirdr—j si j=>{-Dg+ip+1..;ig+ip . (5.4.0)
0 sinon

i=1...,d,alors

Proposition 5.4.1
Sous les Hypotheses B1 et B2 I’algorithme deécrit par les équations qui suivent
donne un estimateur dont la fonction critére (5.2.2) est optimale.

AT
Eivar = Yisar — BarPiraes
~ T mofy 1 .
520 O_iZ(r D 52
T+1 T+1

i+dr

A ~

1.
Piiar = Pisdea ¥ =7 RicorWivarEivars
O
_ )t At-1 At-1
Viaiar =01 Viear 100 Vigg, T 0 +Oiar g

Risa =R

T
i+1+dz i+dr + (}(Hl) l//i+l+drl//i+l+dr'
i

pour i=1...,d, reZ
Pour une étude détaillée des propriétés statistiques (convergence vers la vraie
valeur du paramétre £, etc.) de I’estimateur obtenu de cet algorithme, le lecteur sera renvoyer

a Ljung et Soderstrém (1983), Duflo (1990) ou Adams et Goodwin, (1995).
preuve

Développons par la formule de Taylor a I’ordre 2 la fonction V,(f) autour de
ﬁt,l nous aurons

LAUBIPE 15 ﬂTM

V,(B) =V, (5,
(B) =Vi(Bi1)+ o5 2505

[B- ﬂt 1]"‘0(‘5 ﬂt 1‘ '

(5.4.1)
ol (6./887) note la différentiation par rapport & S et o(x) note une fonction telle que

o(x)
W

— 0 quand |x| — 0. Pour minimiser la fonction V,(£), nous dérivons le membre droit
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de I’équation (5.4.1) par rapport a £, I’expression obtenue est mise égale a zéro. Nous

obtenons donc
A -1 A T
b= p V(B | | V(B
t = Mt-1 aﬁaﬂT aﬂT
Cette derniere équation, semblant déterminer le vecteur des paramétres S de fagon récursive,
n’est pas tout a fait claire, nous allons faire une série d’approximations pour I’évaluer.

Nous avons que
[ e
wt(ﬁ)—[ o5 } (5.4.3)

B - B (5:4.2)

a partir de (5.2.1) nous pouvons écrire

aVt(ﬂ) _t avt—l(ﬂ) T _i A
{aﬁT } kZ; — v (Be(B) = { i } > v (B)E(B) (5.4.4)

et par différentiation une fois de plus,

oV (B) oY, 1(ﬂ) 1 0%6,(P) -
- t = & 5.4.5
s po5 2w(ﬂ)l// t(B) + o? opop" & (p) (5.4.5)

Pour évaluer (5.4.2), un certain nombre d approximations est introduit, dans I’ordre.
- La supposition B1 permet d’écrire les deux approximations suivantes :

Négligeons o(‘,@t —,Bt_l‘) dans (5.4.2) (5.4.6)
Et a cause de la continuité des dérivées secondes a I’instant t, prenons
ONV(B) _ oV (fi) (5.4.7)
opop’ opop’
- En se servant de B2 nous pourrons écrire tout de suite
6\/tfl (ftfl) =0 (548)
op
- Posons enfin
£.(Bs) -
aﬂﬁﬁt 22 (B4) %0 (5.4.9)

La raison de cette derniére approximation est la suivante. Prés de la valeur 4",
{ét (,B)} sera un processus bruit blanc périodique, ainsi nous pouvons approximativement
considérer que £,(f) est de moyenne nulle et indépendant de ce qui c’est passé avant le
temps t—1. En effet, la dérivée seconde de &, () par rapport a S est égale a I’opposé de
celle de y,,,,(B), par ailleurs la prévision y,,, ,(B) s’exprime en combinaison linéaire du
passé de y,, comme &, () est I’innovation du processus les variables aléatoires &, () et
0%, (,B)/@,BaﬂT seront donc non corrélées. Et par conséquent I’espérance mathématique du
membre de gauche de I’expression (5.4.9) est alors bien proche de 0, ainsi le dernier terme de
(5.4.5) contribue beaucoup moins a (82Vt (,B)/aﬁaﬂT ) que le second terme.

Sous les suppositions (5.4.9) et (5.4.7) insérées dans (5.4.5) nous pouvons évaluer
approximativement la matrice dérivée seconde. Notons cette matrice par R,, alors nous avons
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R=Ru,+— o2 Wt B (B) (5.4.10)

En se servant de (5.4.8) et de (5.4.4), nous aurons

avt(/ét—l) ' __i P A h
[7} - Utz y/t(ﬂt—l)gt(ﬂt—l) (5-4-11)

Utilisons cette derniere équation et I’approximation de (5.4.10) dans (5.4.1), nous aurons le
systeme

R, =R +i2Wt (ﬁt—l)WtT ([}H)
(5.4.12)
:Bt ﬂt a R V/t (ﬂt 1)5t (,Bt—1)

Ce systeme n’est pas encore exploitable, |I reste maintenant, de discuter dans ce cas comment
déterminer &,(B,.,) et v, (B.,)-

4.1. Approximation de &,(5,.,) et de v, (B.,)

Si nous considérons le modéele PARMA(p,q), d-périodique, de (3.4.1) alors le
vecteur des paramétres S’ s’identifie par :
B = (b11: 12111, 011, 01210143 010001 B2 1 O 1001 O oy B Bt 1 O 1O ) »
ainsi nous pouvons écrire
o0& oy
V/tT (,B) - _ t(ﬂ) _ yt/t—lT(IB)
op op
A partir de (5.2.7), et par dérivation par rapport aux parametres ¢; j=1...d, k=1..,p et

pour t=1+dr, 2+dz,..., d +dz. (5.4.13)

6, 1=1..,d m=1...,q nous trouvons directement

Vivdrrivar1(B) > Vivdrsisar2(B) __B 89i+dr—q/i+dr—q—1(ﬁ) _ {Yimr—k si j=i

0P ik " oP ik o 0P 0 sinon
69i+dr/i+dr—l (ﬂ) —0 ag,i+dr—l/i+d1—2 (ﬂ) —..—0 a)A/i+dr—q/i+dr—q—l (ﬂ) — - §i+dr—m (,3) si |=i
a0, . o0, oo o0, 0 sinon
(5.4.14)

Nous allons donner des approximations de &, (5,;) et v, (f,_;) qui peuvent étre calculées par
récurrence au sens de (4.2.1).
Une approximation raisonnable de ¢,(3,_,) sera &,, calculé suivant

‘E’:t =Y - 9t/t—l (5-4-15)

ou ¥, est calculée selon la formule (5.2. 7) en remplagant ﬁ’ par S, avec
t-1 Ht-1. . t-1 At=1\T
,Bt—l —(¢1 " ¢1 ‘911 " 91q , 21 ” ¢2p' " ‘92 " dl’ ¢d '9d1' edq)
c’est a dire que
- =14 -1 t-1 |, 7t-1
Yicdesisara = O Yicarasisar2 Tt 0 Yisdrqrisdrqa + (=05 + 61 )i +

et (_'S)Aith_l + ¢?ith_1)yi+dr—h
i=1..d.
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Alors nous pouvons écrire

A AT
Vicdesisara (B) = Bitrdr Pivar
et par conséquent

N

Eivar = Viear — Bl P, 1=1ed. (5.4.16)

De méme, nous approximons (,@t_l) par w, calculée a partir de la formule suivante
Ht-1 Ht-1 Ht-1 ;
Visdr =01 Vitegr +6i2 Viioeas +"'+‘9itq Vigrdr T Pirdr—q i=1..d. (5.4.17)
Donc &, et y, seront calculés par récurrence a partir de (5.4.16) et (5.4.17). Au temps t nous
avons seulement besoin de connaitre ¢,y et ,ét_l.

Pour estimer, de fagon récurrente, la variance périodique o i=1,...,d, du bruit blanc nous

nous servons de (5.3.11).
En appliquant le lemme d’inversion matricielle nous retrouvons les équations de I’algorithme
RML périodique appliqué a un modéle PARMA(p,q)

~ _ AT
Eivdr = Yivde — BarPisars

- T ag(re 1 .
Ui2(r) = UiZ(T Y 5i2+dr
T+1 T+1
~ ~ 1 =1 A~
ﬂi+dr = ﬁi+dr—l + &2(1) Ri+drl//i+d18i+dr’ (5418)

_pt At-1 Nt-1
Viaiae =01 Vi T 00 Wisige T 04 + Piitr g
5 T T
Ri+l+dr - Ri+dr + 6_2(T+1) l//i+1+dfl//i+l+d2"
i

pouri=1..det re€Z ou ¢4, estdonné par (5.4.0).

5. Extension de I’algorithme RML yz au cas périodique

Nous allons maintenant étendre I’algorithme RML vz introduit par Zahaf (1998).
Comme nous avons déja vu au chapitre 4, cet algorithme est basé sur la matrice d’information
de Fisher des paramétre du modele en question. Nous commengons d’abord par construire un
algorithme basé sur I’algorithme de Klein et Mélard (1989) pour I’obtention de la matrice
d’information de Fisher d’0Oun modéle ARMA périodique.

5.1. Calcul de la matrice d’information de Fisher pour un modele ARMA périodique

Dans les problemes d’estimation des modeles de séries chronologiques,
I’importance de la matrice d’information de Fisher n’est plus a démontrer. En effet, la
littérature est surabondante et son intérét n’a pas cessé de croitre. Pour beaucoup de modeles
employés, cette mesure d’information est souvent considérée comme une bonne
approximation de la covariance asymptotique de I’estimateur du maximum de vraisemblance
gaussien. La connaissance de la structure de celle-ci est trés utile pour les méthodes
d’estimation qui, dans le cas du maximum de vraisemblance, sont de nature itérative. D’autres
part la I’obtention de la matrice de covariance d’un estimateur est trés nécessaire dans les
problémes inférentiels, tels que les problémes de tests sur les parameétres, les problémes de la
détermination de la taille de I’échantillon, probléme de scoring, etc. Par ailleurs, I’utilisation
de la matrice d’information de Fisher est trés répandue dans le domaine du contréle adaptatif
et du traitement de signal, en particulier, pour les algorithmes récurrents de I’estimation des
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parametres qui, a chaque itération, requiérent le calcul de cette matrice (I’algorithme de
Newton, Duflo, (1990)).

La matrice d’information de Fisher a un long historique. Il s’agissait tout d’abord
de la matrice d’information asymptotique, celle-ci a été introduite pour la premiéere fois par
Whittle (1953), qui s’est basée sur une approximation de la fonction de vraisemblance
Gaussienne assurant une validation asymptotique. Par la suite plusieurs auteurs ont donné des
développements plus importants (pour une revue plus détaillée voir Zahaf (1998)). Cependant
la matrice d’information exacte est définie comme I’oppose de I’espérance mathématique de
la hessienne de la fonction de vraisemblance, évaluée en la valeur finale des paramétres. Plus
récemment plusieurs travaux ont été portés sur la matrice exacte. Porat et Friedlander (1986b)
ont décrit, a ce sujet, un algorithme pour un modele ARMA univarié avec une composante
additive déterministe. La méthode est a la fois complexe et tres colteuse en calcul. Le nombre
d’opérations scalaires (nombre de multiplications et d’additions) est de I’ordre de N?Z.
Indépendamment, Zadrozny (1989, 1992) et Teircerco (1990) ont donné un algorithme bien
plus efficient, puisque le nombre d’opérations est proportionnel a N . La méthode est basée
sur le filtre de Kalman, et a été appliquée au modele VARMA par le premier, et a la forme
d’espace d’état par le second. Mélard et Klein (1994) ont décrit une méthode pour calculer la
matrice d’information d’un modele ARMA univarié. Cette méthode est basée sur I’expression
alternative de la fonction exacte de vraisemblance gaussienne au moyen des équations de
Chandrasekhar au lieu des équations du filtre de Kalman. Toujours dans le cas univarié,
Klein, Mélard et Zahaf (1998) ont amélioré et généralisé la méthode pour SISO (single input
single output). Ces deux algorithmes nécessitent un nombre d’opérations proportionnel a N .
Zahaf (1998) a proposé une généralisation de la méthode de calcul de cette matrice pour le
modeéle SISO au modéle multivarié général d’espace d’état.

Dans la littérature relative aux modéles PARMA périodiques, se trouve un résultat
donnant I’expression exacte de la matrice d’information de Fisher (voir Pagano (1978))
concernant seulement le cas des modeles autorégressifs périodiques purs (PARg). De plus ce
résultat ne donne pas les détails techniques de I’obtention de cette matrice mais des résultats
généraux. Cependant il n’existe pas d’algorithmes précis traitant le cas d’un modele PARMA
périodique, Sauf si celui-ci est transformé en sa forme ARMA multivariée équivalente. Il est
possible, a ce moment la, d’appliquer 1I’un des algorithmes existants. Il faut souligner qu’en
procédant de la sorte, le colt de calcul sera nettement supérieur au codt relatif au cas ou I’on
généraliserait, aux modeéles périodiques, une des méthodes classiques. Nous avons donc
choisit d’étendre I’algorithme de Klein et Mélard (1989) qui calcul la matrice d’information
relative aux parametres autorégressifs et moyenne mobile seulement, d’un modele ARMA
univarié. Juste avant, nous allons énoncer le résultat de Pagano (1978) pour les processus
autorégressifs périodiques.

5.1.1. Calcul de la matrice d’information de Fisher d’un modele PARg(p)

Considérons le modéle PARy(p) de (5.3.1).
Notons par @ = (B, by, Gprreens Brp v g b)) €L 6= (07,04 ,...,04)" les vecteurs des

parameétres du modele. Par définition, la matrice d’information de Fisher pour les parametres
@ et relative & une série, YN, de taille Nd d’un modéle PAR«(p) est donnée par :

Fu =—E[—az 'Og'(?)} , (5.5.1)
oDoD
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ou I(®) est la fonction de vraisemblance Gaussienne de @ relative a une série y;,Y,,..., Yng

qui est supposée de taille multiple de la période d. Notons par F, la matrice d’information de
Fisher limite (voir Whittle, (1953)), alors d’apres Pagano, (1978) nous avons F = (I/N) F,

Nous pouvons considérer la partition suivante

F11 I:12 Fld
F, F F

F= -21 -22 :2d =(Fj|)j,I:1 ..... d (5-5-2)
Fdl Fd2 Fdd

ou (Fjl)km:F(¢jk7¢lm):_E[%J k=1..,p,m=1..,p

D’aprés Pagano (1978), I’estimateur des moments ® de @ se distribue
asymptotiqguement, a une constante prés, selon une loi normale de moyenne nulle et de
matrice covariances, I’inverse de la matrice d’information de Fisher, I’expression de cette
matrice est :

F (g 0m) = Sy (k= J,k=1)/ (55.3)

. . . 1 si k=m

pour k,m=1,...,d et j,I=1..,p,ou & estle symbole de Kronicker, ¢, = 0 ) .
sinon

D’aprés (2.4), la matrice F peut se partitionner comme suit

F, 0 0 O F,P 0 0 0
0 Fp, 0 0 1
F= 2 9 D gy pro| O Fa _0 0 (5.5.4)
0 0 . o 0 .
0 0 - Fy 0 0 ... Fd_dl

Notons en premier lieu que la matrice F est symétrique et diagonale par bloc,
donc son inverse est facilement calculable relativement a une matrice quelconque.
Pour déterminer les éléments de la matrice nous devrons déterminer une estimation des

autocovariances ;/.(') Celle-ci s’obtient en fonction de I’instance du probleme traité. En effet,
soit directement sur la base des observations, dans ce cas nous utiliserons les autocovariances
empiriques (voir Vecchia 1985b). Soit sur la base des paramétres @ et ¢ du modele qui

seront supposés connus. Dans ce dernier cas les estimations seront obtenues au moyen des
équations de Yule-Walker périodiques (Voir section 5.4).

5.1.2 Calcul de la matrice d’information de Fisher d’un modéle PARMA(p,q) général

Lorsque nous rajoutons une composante moyenne mobile, en général nous
n’avons pas de formules simples analogues a (5.1.3) pour I’obtention de la matrice F. Nous
pouvons cependant, adapter 1’un des algorithmes disponibles pour le calcul des éléments de
celle-ci dans le cas d’un modele ARMA classique, nous avons choisi I’algorithme de Klein et
Meélard (1989).

Considérons le modele PARMAy(p,q) de (5.2.13). Notons Maintenant par

= (0'12,(722,...,0'5)T et

BT = (b1, B2 19,011,011 01q Ba1,s B2, Ot v Og o Bt oo B Ot Bg) IS Vecteurs
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des paramétres du modele. La matrice d’information de Fisher pour les parametres
autorégressifs et moyenne mobile d’un modele ARMA(p,q) est donnée par (5.5.1) (en
remplacant @ par £). Comme dans le paragraphe précédent, la matrice F peut se mettre

sous la forme suivante

I:11 F12 Fld
F F - F

F= :21 :22 : :2d (Fj|) .=, (5.5.5)
Far Fa2 Fa

F@)J-cb, F®j®|
les matrices Fo,0,0 Foe,» Foe Foe sONt définies par

Zlogl
(F<I)jCD|)km=F(¢jk’¢lm):_E(68¢ji—ga¢(lf)J k=1..p.m=1..p

d%logl
(Foo)n = F @3 0m) = [ﬁa;ﬁ)j L M=l (556)

2 1og|
(F@jcpl)km:F(ij,@m):—E(aaHi—ga(;’f)] K=l..qgm=1..p,

0% logl(B) _
F =F@@,.,0,,)=-El ——————=| k=1..,, =1..0. j,1=1..d.
( @j(al)km ( ik im) [aejkaelm gm q. ]

pour calculer les éléments de F introduisons le processus {Zt, teZ} autorégressif d-
periodique definit par ¢, (L)6; (L)Z,. 4, = &ing; i=L1...d, 7€Z
ou encore

@, (L)z

=gy, i=Lo.d e’ (5.5.7)

i+dr i+dz?

P -

ol @ (L)=1-> L', ¢ :Z_¢ik‘9i,j—k et P=p+q avec la convention que
j= k=0

$u.0, =0 si k>q ou k<0. Nous allons exprimer les éléments de F en terme des

autocovariances " du processus {Z,, t € Z}, d’ou

Proposition 5.1

La matrice d’information de Fisher pour le parametre vectoriel, B, d’un modéle
autorégressif moyenne mobile périodique est symétrique, diagonale par blocs et ces
éléments sont donnés par les équations suivantes :

q
F(dy: ) = 5”0,2229]. 0y S o il =le,d. km=1..,p (5.5.8)
s=0 h=0
-2 op (j—(k+s))
F(0y.0m)=5,0; Z¢js¢,hy(gm) Vs Bl =1l..d. k,m=1..q (5.5.9)

P a
F(Q]k ,¢|m) = 5]|GJZZZ¢]S jhj/((l':]+(hk)+??()+5)’ J,I :1 ..... d k :1 ..... q m :l ..... p, (5510)

s=0 h=0
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Comme pour le cas du modéle ARMA classique, voir Zahaf (1998), pour
améliorer le comportement et la convergence de I’algorithme nous introduisons dans le
schémas précédent la prévision de I’erreur notée &, et une suite (y)de scalaires positifs

tendant vers O telle que (Zyt ) diverge. La structure des relation de récurrences est modifiee
pour mieux faire apparaitre le caractére récurent de I’algorithme

Proposition 5.4.2

Sous les mémes hypotheses A et B, les équations de (5.4.18) peuvent étre
remplacées par les équations suivantes

- 3T o
Eivar = Yicar — BarPisars

S _ -1
Biiae = Biigea T Viva: RicacWisacEivars
_ _ 5T _
Eivar = Yivdr — BiraraPisar (5.4.19)
_ ot At-1 A1, —
Viaeae =01 Vige 705 Wigia, ++ 0 + 0y qas

B T
Riiziar = Rivar +7isar [‘//i+1+dTWi+1+dr —Ri4

pour, e Z. i=1..,d ou R4, =7i.4.Ri.q, €t @, estobtenu a partir de ¢,
selon (5.4.0) en remplagant &, par &,.

Preuve
A partir de (5.2.4) et (5.2.6) nous pouvons écrire

Yiidr _¢i1yi+dr—l _¢i2 Yiide—2 _---_¢ip yi+dr—p = §i+dr(:8) _9i1§i+dr—1(ﬂ) _"'_eiq§i+dr—q (ﬁ)
i=1,2,....,d, (5.5.11)
ou &, () est I’erreur de prévision
Cette derniére équation peut s’écrire pour le vecteur d’observations y' = (Y, Yz, Yng)
comme suit,
Ay +Bée =Cl, (5.5.12)
OU &= (8,0 Eng)" €8 L= (Y11 Yo prenr YorErqi€aqinéo)’ €t A B,C sont des matrices

dont I’expression est donnée par ( voir Vecchia (1985a) pour le cas de modéles moyenne
mobile périodique).

“lg] sioi<i
A =11 si j=i i, j=1...Nd
0 si j>i
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“lo.. ] sioj<i
Bj =41 si j=i i, j=1..Nd

0 sij>i

[¢i,p+i-j] Si J<i et j<p
Ciy = ‘[Hi,pwn—j si iI<j—-p et j>p i=1..Nd, j=1..p+q
0 ailleurs

ol

?; si 1. si j=1...9
[¢ij]:{o allleurs g ”] { ailleurs

Pour N assez grand, nous pouvons considérer la fonction de vraisemblance conditionnelle a

I, =0. Les {&,,.(B)} seront donc Gaussiennes et non corrélées. La densité conjointe f(.)
du vecteur & sera donc donnée par
Nd 12 Nd A2
f(e) = 1/v2r )" (H afj exp— Z%- (5.5.13)
t=1 t=1 40

la matrice Jacobienne de la transformation de R qui applique y sur & a I’aide de (5.5.12)

est triangulaire inférieure et les éléments diagonaux sont égaux a 1 (a cause de la forme
particuliere des matrices A,B,C). Par conséquent la fonction densité de vy

conditionnellement a 1, =0 sera donnée par (5.5.13). La fonction de vraisemblance
conditionnelle 1(3) est par conséquent : 1(5) = f(y) = f (&) ou f(y) estladensité conjointe
de y. & s’exprime par rapporta S et y au moyen de I’équation (5.5.12). Ainsi,

logl() = -Nd / 2log 27 — 1/22|ogo—t 1,22% (B)
t=1 t=1 o‘t
=—-Nd/2log 2z - NIZZlogo— _1/2Nz_llzd: Amﬁ(ﬁ)
i=1 =0 i=1 O_l
d’ou
Ologlp) 10" | § &)
opopT  20pp T o
1 08.(B) 04(P) , = (5 O°E(P)
_ 2210[ S ay e }
o 62§t([3)
L E| & ) |-
i (g(ﬂ " apop j

En effet, la dérivée seconde de &,(8) par rapporta S s’exprime comme combinaison linéaire
de seulement du passé de y,, comme &, () est non corrélée avec le passé de y, et donc elle
le sera aussi avec la dérivée seconde de &, (/) . Ainsi, la matrice F s’exprime aussi par

NF - i 125(% (B) 02, (ﬂ)] |

t=1 Oy aﬂ aﬂT
— N agH-dr(lB) 8gl+dr (ﬁ)
7=0 i-l 0'2 op op’

En exploitant la d-périodicité du modeéle i.-e.
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E(agi+d,(ﬂ) aéi+d,<ﬁ)] (ae (B) 9, (m] pour = 0,..N-Li=1..d,
op op" op  op'

nous obtenons

- 1 (06(P) 05(P)
F=) —F ———— : 5.5.14
2o [ o P 6549
Calculons maintenant, pour i=1,...,d, r e Z, la quantite :
E 8éierr(ﬂ) ag‘ndr(ﬂ)
op op"

L’equation (5.5.11) peut se mettre également sous la forme condensée suivante
$(L)Yiq =0, (L)1 g, (B)  1=1..d
ou L est I’opérateur retard et les polynémes :
$i(L)=1-gyL—g,L* —..—g,LP et 6,(L)=1-0,L-6,L°—...—6,L" sont supposés
minimales et de racines distinctes.
Les dérivées de &, () par rapport a B s’expriment difféeremment selon que nous dérivons

par rapport a , ¢ ou ad,, jI=1.,d k=1..,p m=1..q,ainsi

a‘é:i+dz' (ﬁ) :{ Ok K 1 n SI J ¢ | . (5515)
0Pk —L6;(L)Yig, =—L ¢ (L)&,4. (B) St J=i
et
0.4, () :{ o L SUI#1 55 1)
90, L"07° (L) (L) Yira, = L0 (L)&1,q. (B) Si l=i

Par conséquent les éléments de la matrice F se calculent a partir de (5.5.14). Plus
précisément,

d 0z, (B) 0,(B)
F(@i: Pm) 22:1: { 0p, Oy J
0 A ) Si j=l ot
F(u ) = %E(aggjkﬂ) ag;fmﬂ)j Si j=1I k,m=1..,p.
En utilisant (5.5.7), (5.5.15) et (5.5.16) il vient que
0 Si j=I
F (@) = %E(Lkej(L)Zijej(L)Zj) Si j=I

i

q q
= 5j,aj2E((29js L*)Z, (Zejh L“*m)zjj,
s=0 h=0

q

2
:51101' Z jS jhE(Zj (k+s) j(m+h))

q
s=0 h=0

qg q
_ -2 (i~(k+s))
=0,0] ZZHJS in? (mehy—(k+s) »

s=0 h=0
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o 7 =y(i,i—h) est la fonction d’autocovariance de la période i et a I’horizon h du
processus {Z,, t € Z} définit par (5.5.7).

De méme
d. 1 (o o0&,
FOy ém) Z_zE 0&,(p) 9&(P)
i=1 Oj 00y 0y,
0 Si j=l | .
_ 02 (B) 08 b =S4
F(0:m) %E[ £,(B) g,(ﬂ)] SiGol ker e meto
o; 00y 0dj,
En se servant toujours de (5.5.7), (5.5.15) et (5.5.16)
0 Si j=lI
FO O =1 L gL (LZ,L",(LZ,) Si j=I
ZE((Z%LS“)Z (sz“““ j
s=0
S PP
:5 O-J ZZ¢] ¢]hE(ZJ —(k+s) J(m+h))
s=0 h=0
PP
= 5”0-] ? ZOhZ¢J jhy((r#+(hk)+s(?<)+s)’
Finalement,
L1 [ 08,4, (B) 9.4, ()
F(6. 10 — E i+dz i+dz
( jk Im) ;Giz ( aejk aelm
0 Si j=lI
R " i,1=1..d,
F@©,,0,.)={ 1 _(0&(B)oe;(B)
jk Im = —
;- E j=1 k,m=1..,q.
o 00, 00,
d’ou
0 Si =l
_ = 1 m .
F(O:0n) ?E(— L*¢,(L)Z,L"0,(L)Z,) Si j=I
J
-2 : s+k \ h+m
=-6,0;°E (20¢st )zj(gajhl_ )Z; |,
5 P q
:_5110-] Zg; js JhE(Zj—(k+s)Zj—(m+h))'
_5_szzp: N ¢ 0.y
1] e js jh/ (m+h)—(k+s)?
| ]

Il semble que les équations (5.5.8), (5.5.9) et (5.5.10) permettent d’obtenir les
éléments de la matrice, cependant il reste a évaluer les autaucovariances »{" du processus

autorégressif périodique {Zt, te Z} sur la base des parameétres. Nous presenterons ce calcul
dans la section 5.4.
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5.2 Algorithme RML iz

Comme pour le cas d’un modele ARMA classique, et pour essayer d’améliorer
I’algorithme RML périodique, nous pensons a prolonger I’algorithme RMLyz (qui est une
amélioration de RML dans le cas d’un modele ARMA) aux modeles PARMA périodiques.

Nous remplagons donc la matrice des dérivées secondes R, par son espérance mathématique.

t
Nous savons que, dans le cas gaussien, la fonction critére V,(f) :%Z(l/a,f)éf(ﬂ) est
k=1

identique (a une constante pres) a I’opposé du logarithme de la fonction de vraisemblance
conditionnelle. Donc la matrice d’information de Fisher, I,(3) relative a une série y' est

égale a I’espérance de la dérivée seconde, par rapport a £, de la fonction critére V, (). Ainsi,

en gardant le méme principe, nous remplacerons dans les équations de récurrences (5.4.18) la
matrice des dérivées secondes R, par la matrice d’information de Fisher associée aux
parametres du modele PARMA (relativement a la série de taille t).
La justification de cette amélioration est la suivante : D’aprés Mélard (1989), la matrice R,,
qui représente une approximation de la matrice de covariances asymptotique, est fort variable
et cela introduit des perturbations nuisibles a I’estimation courante. Zahaf (1998) a remplacé
cette quantité par son espérance mathématique qui n’est rien d’autre que la matrice
d’information de Fisher. Par ailleurs nous savons que pour un modéle ARMA classique la
matrice des variances-covariance de I’estimateur du maximum de vraisemblance tend, a une
constante multiplicative prés (Taille de I’observation), vers I’inverse de la matrice
d’information, ce résultat relatif aux modéles ARMA classique n’est pas toujours valable pour
les modéles ARMA; a coefficients évolutifs dans le temps voir Mélard (1985b). Cependant
Pagano (1978) a montré que la matrice de covariances de I’estimateur des moments (qui est
équivalent a I’estimateur du maximum de vraisemblance dans le cas de ces modeles PAR)
d’un modele autorégressif périodique pur converge presque sirement, a une constante
multiplicative pres, qui est la taille d’un canal N, vers I’inverse de la matrice d’information
de Fisher d’un modéle PARg. Il a donné ensuite I’expression de cette matrice. Pour ces
raisons

nous avons pensé a remplacer, comme pour le cas classique, la matrice des
dérivées secondes R, par la matrice d’information de Fisher d’un modéle PARMA
périodique.
Comme F, (B) = N.F (voir Whittele, (1953)) dans le cas ARMA classique et F,, (£)=N.F

(voir Pagano, (1978)) donc nous remplacons dans les équations (5.4.28) R par
¢ t-1

(€D /d)F(B,).
Ainsi nous aurons

Biige = Piiaea + 6,27 ((i+dr ~1)/d)F 6 Ve Eie (5.5.17) (5.2.1)
Le calcul récursif de R, est cependant inutile, il sera donc supprimé, d’ou

Proposition 5.2

Les equations qui suit, fournit un estimateur pour les paramétre dont la fonction
critére est optimum
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Civgr = yi+dz - ,BdTr(Eimrl

Fi+dr = AF(IBHdr—l)

Brse = Prgea + 00 (i +d7 =1/ d)F 5 V0.6
Eivdr = Yivdr ~ ,‘giidr-l(ﬁndzv

_pt4 Ht-1 o1, —
WVitiar =00 Viege 105 Vigege Tt 9iq * Pirdr_gar

(5.5.18)(5.2.2)
pour i=1..d, reZ

ol o’ sera obtenue a partir de (5.3.11).

5.3 Propriétés asymptotiques des estimateurs RML et RMLyz adaptables au cas de
modeéles périodiques

Notons que les algorithmes RML et RML vz périodiques ont la méme forme que
ceux du cas classique. C’est a dire qu’ils peuvent étre exprimés en termes d’équation
différentielle deéterministes. Pour étudier en détails le comportement asymptotique des
estimateurs obtenus par ces algorithmes nous pouvons renvoyer le lecteur a Ljung et
Soderstrom (1883) pour le RML et a Zahaf (1998) pour le RML .

5.4. Calcul des autocovariances d’un modeéle autorégressif périodique

Dans le paragraphe qui suit sera présentée une procédure pour un calcul des
autocovariances d’un modele AR périodique pur. Notons qu’il est possible d’estimer celles-ci
au moyen des équations de Yule-Walker périodiques, étant donné que les parametres du
modeéle sont connus (estimés au fur et a mesure).

Le processus {Z,,. ,i=1..,d;7eZ} est représenté par le modéle ARq4(P), le

nous avons alors :

i+dz 1

P
Zivge =D b Zivar; = Einge i=L.,d;7eZ (5.5.19)
j=1

Notons par ¢ i=1..,d le Px1 vecteur des parametres pour la saison i définit par
&, :(¢il,¢i2,...,¢ipi)T. Multiplions (5.5.19) par Z,,, ,, h=1..,P, et prenons I’espérance

mathématique des deus membres alors nous obtenons pour chaque i I’ensemble des P+1
équations qui s’écrit de la maniere suivante :

Cé =v.
{ Iéélz Yl(i) T i=1..,d (5.5.20)
ol =Y i
avec : g =70 ki=1...P) et v, =0",70,...y"". (Pour plus de détails

voir Vecchia (1985Dh)).

L’équation (5.5.20) permet d’obtenir les parametres du modele a partir des
autocovariances et vice-versa. La détermination des paramétres par le biais de (5.5.20)
nécessite la résolution de d systemes indépendants de taille P. Cela requiert un nombre

d’opérations (multiplications et divisions) de I’ordre de O(d(P)*). Pour le probléme inverse
c’est a dire la détermination des (" sur la base de ¢, Nous généralisons, aux modéles AR

périodiques, la procédure de McLeod, (1975) relative aux modéles ARMA. Le systéme
(5.5.20) sera donc transformé au systeme suivant :
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Gy=g (5.5.21)

o0 =Py 2 Py D) est le (P+1)d-vecteur  des
autocovariances, G est une matrice carrée d’ordre (P+1)d qui est fonction de @ et dont
I’expression sera donnée en fonction du modele choisit. g est un vecteur de dimension
(P+1)d, définit pour i=1,...,(P+21)d

g(i):{akzﬂ si Pkl
0 sinon

La résolution du systéme (5.5.21) fournie les " i =1...,d ,h =0,..., P, (dont nous ne
aurons besoin que pour h=0,..,P-1) avec un nombre d’opérations de I’ordre de
O(((P+1)xd)?).
Remarques

Notons que, par définition, la matrice F est une fonction du vecteur des
parametres £, or d'aprés les relation (5.5.8)-(5.5.10) celle-ci est exprimée en fonction des

autocovariances " d'un certain processus. C'est pour cela que nous avons donner ci-dessus

un algorithme de calcul de " en fonction de S. Or la complexité de I'expression de la

matrice G et le nombre d'opération nous incite a utiliser I'approximation suivante :
Pour estimer les autocovariances y{" nous utiliserons les autocovariances empiriques

exprimées sous forme récursive.
Notons par 7" la l'autocovariance empirique a I'horizon h, obtenue par une observation de

taille t(i,z) =i+ dz alors nous avons

~i 1
(o) — = § ) )
7/h 4+ 1 ~ y|+dk y|+dk—h

l -1
|:§ y|+dk y|+dk h + y|+dry|+dr h:|
r+1

d’ou

~i 1
(i) _ [ IR VY] 5.5.22
J/h r+ 17h T+1 y|+dry|+dr—h ( )

5.5. Exemples

Considérons le modele AR2(2) suivant :

Yicor = OinYivor1 — Pi2Yicor2 = i, 1=12 TEZ
ol B = (¢, 1o, $01.$p) St le vecteur des parameétres. Alors la matrice d’information de
Fisher est diagonale par bloc, et elle s’écrit comme suit :

F 0
F :( (1)1 E j ot (Fj)m=F(@Py.4jm) =12 km=12 D’apres (5.5.8), nous avons
22

donc,
1 . i - i
Fy bim)=—50,0,7" ") =12 km=12. ou p{ =y(i,i-h) est la fonction
o
J
d’autocovariance de la saison i et a I’horizon h du processus {Z,, t € Z} définit par :
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¢ (L)0, (L)Zi,4, = €irg, +i=12,7€Z
avec 6, (L) =1, ou encore
P, (L)Z; = & i=12,reZ

+dr i+dz

2 .
ol @ (L)=¢(L)=1-> gL', ¢;=¢; i=12 j=12 et P=p=2, q=0 avec la
j=1

convention que ¢, ,60, =0 si k>q ou k<0 et 6, =¢,, =—1. L’expression de la matrice

est par conséquent,
1 (yéz’ 75”) 0
R R AVZR

o A
G, 71" 7o
Calculons maintenant les autocovariances »", i=12 h=01
Les équations de Yule-Walker périodiques relatif au processus {Zt, te Z} donnent

71(1)?5(‘11 + 7§l)¢12 = 7(%1) ~oy
732)¢11 + 71(2)¢12 = 71(1)
71(2)?9(‘11 + 7(§l)¢12 = 751)
71(2)?#21 + 752)?#22 = 7&2) -0,
71(1)¢21 + 71(1)¢12 = 71(2)
?/1(1)¢21 + 782)¢22 = 7£2)
Ce systeme sera transformé au systeme suivant
1 —bu by 0 0 0 __?’él)— 0'12
0 1 0 —-¢u —¢p 0 7/1(1) 0
— ¢ 0 1 0 — ¢y 0 751) 0
0 0 0 1 —0n — P 7/52) 0'22
R 0 0 1 0 7/1(2) 0
| 0 —Pn 0 -9, 0 1 7/52) 0

La résolution de ce dernier fournira les autocovariances recherchées.
2- Etant donné le modele MA3(2) suivant :

Yicar = €ivae —Ouivarn — 0613, =123 TEL
ol 7 =(611,015,0,1,0,,,04,05,) est le vecteur des paramétres. Alors la matrice
d’information de Fisher est diagonale par bloc, et elle s’écrit comme suit :

F, O 0

F=| 0 Fy; 0 .ol (Fj)im=F@Oy.0n) i=123 k,m=12 D’apres (5.5.9),
0 0 F,

nous avons,

F(¢jk,¢,—m)=i2(¢j0¢joy§-Tk"‘)) j=123 km=12 oty =y(i,i—h) est la fonction
o
J

d’autocovariance de la saison i et & I’horizon h du processus {Z,, te Z} définit par:
¢ (L)0;(L)Zi, 4, = €ioa, 11=123 r€Z avec ¢(L) =1
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ou encore

®,(L)Z

itdr = Cirdes

i=123 7€/

2 .
ou &, (L) =1—Z¢ij L', é; =65 i=123 j=12 et P=q=2 avec laconvention que

=1

¢ik ! eik

=0 si k>q ou k<0 et g,

=fio=-1

Dans ce cas, la matrice d’information de Fisher relative aux parametres S est donnée par :

1 3) 3)
EL O :
- 0 1 (73” 71(”] 0
o
. . 1 (y(@ 71(2’]
o

3- Soit le modéle PARMA(1,1) suivant :

Yicor = uYirors == Eisar
ol B =(4,,0,,,8,,0,) est le vecteur des paramétres. Alors la matrice d’information de
Fisher est diagonale par bloc, et elle s’écrit comme suit :

F
F:( 11
0

F(¢jk!¢jm)=

—0.8 ., 1 i=12 7€’

0
. ] D’apres (5.5.8), nous avons donc,
22

1 1 .
iz(zz 0,0,7\) i=12 km=1 o0y =y(i,i—h) est la fonction

j s=0h=0
d’autocovariance d’ordre i et a I’horizon h du processus {Z,, t € Z} définit par :

¢ (L0 (L)Zig; = €ivar i=12.7€Z
ou encore
@ (L)ZH-dT = I+dT7 i=1,2, TEZ
2 _ 1
OU @i (L) :1—Z¢ij I_J y on tl’OUVe ¢il = _¢ik6i,l—k = Hil +¢il’ i 21,2 et
=1

k=0

avec la convention que =0 sik>q ou k<0 et

2
#, = Z (_¢ik0i,2—k) =—0,0,, Pi Oi
k=0
= ¢;, =—1. L’expression de la matrice est par conséquent,

F(¢11’¢11) oy [7(2) 2‘91171(2) + (011)27(1)]

F(0,,0,) =0, [7(2) 2¢117(2) + (¢11)27(l)]

F(0,,6,) = F(¢,.0,,) = [7/(2) (P, + 911)7(2) + (o, 11)7/(1)]
F(#y:0,) =0, [7(2) 171(2) + (6, 1)2 (l)]

F(0,.,0,)=0, [7(2) 2¢217/(2) + (¢21)27(1)]
F(0,,0,)=F(4,.0,) =0, [7(2) — (¢ + ‘921)7(2) + (¢21921)7(()1)]-

Quant aux autocovariances elles seront obtenues par résolution du systéme de I’exemple 1.
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Chapitre 6

Implementation

1. Introduction

Aux chapitres 4 et 5, nous avons présenté les algorithmes RLS, RML et RML
appliqués aux modeles ARMA et aux modeles PARMA. Nous avons donné la formulation
générale et discuté la convergence mais sans pour autant abordé l'aspect pratique de
I'implémentation, en effet, la simplicité des algorithmes récurrents étudiés ne doit pas faire
oublier qu’en pratique, leur implémentation numérique n'est pas une tache aisée. Et ce, est dl
au fait que les procédures d'optimisations requises sont locales, ce qui rend I’algorithme
sensible aux valeurs initiales, choix de la suite de gains scalaires, choix de la suite de gains
matriciels et a la stabilité de la valeur courante. Il s’agit alors de prendre quelques précautions

pour réduire cet effet et éviter que I’estimateur S, ne s’éloigne de la vraie valeur du
parametre . Nous discuterons donc le choix des valeurs initiales, le probléme de la stabilité

numérique et I’admissibilite de la valeur courante de I’estimateur (dans notre cas le modéle
PARMA doit étre causal et inversible, cf. chapitre 2), de I’utilisation d’un facteur d’oubli et

enfin des problémes posés par la matrice de gain R, .
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2. Choix des conditions expérimentales
2.1. Choix des valeurs initiales

Les algorithmes récurrents, comme ils tous sont baseés sur des routines
d’optimisation numériques, sont tres sensibles aux valeurs initiales. 1l faut donc choisir de
bonnes valeurs de départ afin d’assurer la convergence dans des temps raisonnables. Pour
empécher que I’estimateur ne soit tres sensible aux premieres valeurs de la série, il est
important de bien choisir la valeur initiale R, . Notons que par exemple pour l'algorithme RLS

la matrice R,, qui s’interpréte comme étant la matrice de corrélation empirique du vecteur ¢, ,
ne pourra étre inversible (compte tenu des valeurs initiales nulles) que si t > p. Il faudrait
donc calculer au départ R, et g, associés, comme valeurs initiales de la récurrence de

I'algorithme. En pratique, des valeurs convenables pour R, et ,30 seront

o et ,BO =0 avec M est un nombre positif assez grand.

1
Ry |

Par exemple en prenant l'algorithme RLS, ceci revient a remplacer la suite de matrices R, par
la suite

1 ! 1
Rt_I kZ:;,(Dt(pt +V|p .

Nous remarquons que lorsque t s’accroit indéfiniment I’influence de la perturbation initiale
sera négligeable. De plus cette méthode garantie la propriété d’inversibilité de toutes les

matrices R, (car c’est une suite croissante de matrices verifiant: R,,; 2R, o I, >0).

Si nous n’avons aucune information sur £, alors nous choisirons 3, =0, et pour R, = 31,
ou Je estun nombre assez grand .

A~

Si nous avons un estimateur de 8 (notée 4°), nous poserons S, = #° et si nous avons une
grande confiance en la valeur initiale de f,, alors nous choisirons

Ry = cov [ By 1/ELY/].
2.2. Stabilité et admissibilité de la valeur courante ﬁt

Pour chaque valeur t, nous devons controler I’admissibilité des valeurs g, . C’est

a dire que les polyndmes autorégressifs et moyenne mobile doivent vérifier les conditions de
stationnarité et d’inversibilité données dans le premier et deuxieme chapitre. Ljung et
Sdoderstrom (1983) ont proposé différentes approches qui consistent a tester d’abord
I’admissibilité et en cas de rejet a appliquer une projection de I’estimateur obtenu dans un
ensemble D,, ou les valeurs sont acceptables. Nous avons appliqué la méthode suivante pour

projeter,@t dans I’ensemble Dy, :
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1. calcul de ,@t = ﬁH +%,

2. Nous testons si ﬁt non admissible,

3. dans ce cas posons 9 = pY,

4. Nous testons une autre fois si ,Bt = ﬁt_l + &

5. si /3, est encore non admissible alors Nous posons 19 = pd,

6. Nous continuons de la méme maniére jusqu’a obtenir une valeur admissible pour /?t .

Cette méthode nécessite le choix de p, généralement p = 0.5 convient mais nous
avons observé que pour des modéles P et/ou Qsont grand il faut parfois diminuer cette

valeur. Notons que pour la classe de modeles PARMA le test d'admissibilité (causalité et
inversibilité) de I'estimation courante peut étre obtenu soit en utilisant la technique de
Gladyshev (1961) ou bien par le biais de la formule de Bentarzi et Hallin (1994).

2.3. Choix de suite de gains scalaires et facteur d’oubli 4,

L’ algorithme récurrent est trés sensible aux premieres valeurs de I’estimateur.
Pour remédier a cet inconvénient Ljung et Soderstrom (1983) propose d’incorporer un facteur
d’oubli, une suite (4;).,y dans I’algorithme qui permet d’atténuer les variations des

parametres. La suite (4,)..,n Sera reliée a la suite (y),., par larelation suivante :

Vi
A==y
t
ou (y)est une suite de scalaires positifs tendant vers 0 telle que (Z;/t ) diverge, en pratique,

on utilise souvent
A =22y +1=20)
Avec les conditions initiales suivantes :
Ay =0.95¢et A° =0.99
2.4. Choix de la suite de gains matriciels R,

Nous devons imposer que R, soit symétrique définie positive Ljung et Soderstrom
(1983) proposent un algorithme utilisant la factorisation U-D (Bierman (1977)) de p,, définie
par p, =y R™.
Du fait que P, est symétrique definie positive on peut écrire que p, =U DU, ou U est une
matrice triangulaire supérieure avec tous les eléments diagonaux égaux a 1 et D, est une
matrice diagonale . Cette décomposition pour le calcul de p, garantit le caractére symetrique
définie positive de p,.
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3. Simulation et validation

Pour vérifier I’efficacité de la méthode d’estimation proposée, nous proposons
d’appliquer cette méthode a des données artificielles considérées comme réalisation d’un
processus PARMA(p,q), (ARMA pour d =1) completement spécifié (i-e : les parameétres du
modele sont parfaitement connus). Pour cela nous allons utiliser la simulation. Les
simulations sont souvent utilisées pour I’analyse, lorsqu’il est difficile d’obtenir des résultats
théoriques. Ici elles nous serviront a confirmer les résultats obtenus.
3.1. Choix des modeles

Nous avons tenu compte des points suivants :
e Choix des modeéles simulés :

Nous avons choisi une classe assez large classe de modeéles. Nous avons pris des
valeurs de p, g et d assez grandes. (nous avons fait varier p et g entre O et 4 et d entre 1 et 12)

e Choix des parameétres :

Les parametres sont choisit de sorte a vérifier I’hypothese sur le modéle c’est a
dire que les polyndmes autorégressifs et moyennes mobiles ont des racines distinctes et de
plus vérifient les conditions de stationnarité et d’inversibilité.

e Taille des séries :

Nous avons fait varier N entre 100 et 1000 afin d’observer le comportement des
estimateurs et tenir compte des réalités économiques.

e Nombre de répétitions :
REP = 1000, afin d’obtenir une meilleure précision des estimateurs obtenus.

e Les sorties de simulation contiennent les moyennes des valeurs estimées des parametres
B, les erreurs-types et la somme des carrés.

3.2. Description du programme de simulation

Pour chaque modéle spécifié, nous avons congu une procédure propre a celui-ci,
nous allons décrire le moule général de ces programmes. Le programme
comporte principalement :
1- Une premiere boucle sur le nombre de répétitions i =1, REP,
2- Une seconde boucle sur le temps t = 1, N. A I’intérieur de cette boucle, nous pouvons

considérer globalement trois parties :

(a) La premiére partie consiste a simuler les séries y; :
Nous générons un processus bruit blanc gaussien &;.
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Nous déterminons alors la valeur courante de la série y; en fonction des & et des
valeurs des parameétres du modele a simuler.

(b) la seconde partie consiste a estimer le vecteur des paramétres 4 a chaque instant t.
Pour eviter les effets néfastes des valeurs initiales, nous débuterons I’estimation a
partir de la 51°™ observation (t = 51) et nous n’employons pas les 50 premiéres
données.

(c) latroisieme partie consiste a remettre a jour les différentes statistiques utiles pour voir
le comportement de la méthode.

3.3. Détail des simulations

Les programmes ont été ecrit en Matlab 5.0. Les simulations ont été effectuées sur
un Personal Computer avec un processeur Pentium | cadencé a 200 Mhz.
Nous avons développe les différentes procedures intervenant dans nos programmes de
simulation.

3.3.1. Génération de séries artificielles

Pour générer une série artificielle de taille N, nous procédons selon les étapes
suivantes :

1- Nous générons un nombre aléatoire appartenant a la loi uniforme au moyen d'une
commande prédéterminée dans I’environnement Matlab 5.0. En utilisant la formule de
Box-Muller nous générons ainsi une réalisation d'une variable normale dont les
parameétres sont spécifiés dans le programme. Nous pouvons ensuite genérer le processus
bruit blanc.

2- Calculer la valeur courante de la série notée y; pour p et q fixés, ainsi que pour des valeurs
des paramétres @i, ¢o,..., @p,01, 6 2,..., 6 ¢ fixés a priori (modele que I’on souhaite
simuler).

3.3.2. Estimation récurrente des parameétres

L’initialisation des différentes valeurs intervenant dans I’estimation récurrente se
trouve au début de la boucle sur les répétitions. Nous commencons a partir de la 51°™
observation.

Nous aurons besoin au sein de cette procédure d’évaluer I’inverse d’une matrice
(la matrice des dérivées secondes R) a chaque instant t cette tache est accomplie par
I’intermeédiaire d’une procédure de I’environnement Matlab.

3.3.3. Calcul des statistiques de comparaison

Nous obtenons, a chaque répétition, un vecteur de valeurs de I’estimateur dont les
composantes représentent ces valeurs pour chaque temps, Nous calculons ainsi les moyennes
et les écart-types pour toutes les répétitions pour voir le comportement de la méthode.

Pour les séries simulées, les moyennes et les écart-types des valeurs obtenues des estimateurs
sont donnés sous forme graphique, ou I’abscisse est le nombre d’observations. Cela permet
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d’observer le comportement dans le temps de I’estimateur récurrent et des différentes
statistiques.

4. Résultats

Nous avons simulé, pour différents modeles PARMA(p,q) ou p et g varient entre
Oet4,etdentre 1 et 12, 1000 séries de longueur comprise entre 100 et 1000.
Nous nous sommes d’abord intéressés a la précision des estimateurs obtenus. Pour cela nous
avons présenté sur les graphiques les moyennes (respectivement les écart-types) en fonction
du nombre d’observations. Ces graphiques sont notés *,.pqd.j, selon la convention suivante :
* est M pour les moyennes (sur les 1000 séries simulées) des estimateurs et ET pour les écart-
types, le symbole ? est M pour distinguer I'algorithme RML, Z pour I'algorithme RMLyz et C
pour un graphique de comparaison entre les deux algorithmes, pqd représente I’ordre et la
période du modele estimé, j (facultatif) est par contre le numéro de l'occurrence du graphique
d’un méme modeéle.

Nous allons maintenant, apres avoir présenté quelques-uns des modeéles simulés et
estimes, donner quelques commentaires sur les graphiques.

4.1. Résultats concernants les modeles ARMA classiques

1- Modele ARMA(1,0) d’équation, (1—0.5L)y, = ¢, la racines du polyndéme est a; = 2, la

valeur initiale de I’estimateur qui a été prise est 430 =0. Le graphique M\101 indique que

I’estimateur récurrent converge rapidement vers la solution et qu’a partir de la 40°™
observation I’erreur commise est de I’ordre de 0.05. Cependant sur le graphique ET w101
on apercoit que I’écart-type décroit vers 0 mais en présentant un biais de 0.1.

2- Modele ARMA(0,1) d’équation, y, =(1—0.5L)¢, la racines du polynéme est b; = 2, la

valeur initiale de I’estimateur qui a été prise est éo =0. Le graphique M,011 indique que

Iestimateur récurrent converge rapidement vers la solution et qu’a partir de la 60°™
observation I’erreur commise est de I’ordre de 0.05. Notons que I'estimateur RML est plus
précis pour les modéles autorégressifs contrairement aux modeles moyennes mobiles et ce
est d0 a l'approximation utilisées. Pour I’écart-type, nous pouvons observer le méme
comportement.

3- Modéle ARMA(1,1) Nous avons choisi I’équation (1+0.5L)y, = (1—-0.5L)¢, les racines

des polyndmes sont bi=-2, pour I’autorégressif et b, =2, pour le polynbme moyenne
mobile. Nous observons sur le graphique My 111 que les estimations des deux parametres
se rapprochent de plus en plus des vraies valeurs de ceux-ci et ce a partir de la 40°™
observation, nous remarquons une légére supériorité dans la précision pour le cas de
I’estimation du paramétre autorégressif.

4- Modeéle ARMA(2,0) L’équation du modéle choisit est (1—0.4L+0.7L%)y,= &, notons

que ce modele tel qu'il a été choisit est causal. Nous remarquons sur le graphique My201
que les estimations autorégressives sont stables, autours des vraies valeurs des parametres,
a partir de la 35°™ observation. Les erreurs-types, quant a elles, sont au voisinage de 0.1 a
partir de la 40°™ observation mais en présentant un biais de 0.07.
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a1
1

10-

Modéle ARMA(0,2) Nous avons choisit le modéle suivant y, = (1-0.5L—0.3L%)¢, les

parameétres sont choisis de sorte que la condition d’inversibilité soit vérifiée nous avons
commencé a partir des valeurs initiales nulles les résultats obtenus par les graphiques

Mwm201 et ETM201 montre que I’algorithme donne de bonnes estimations qu’a partir de la
60°™ valeurs, cela est expliqué par le fait que les modéles & composantes moyenne mobile
présentent une imprécision, par rapport aux modeles autorégressifs, due a la non-linéarité
de la dérivée de la fonction critere.

Modéle ARMA(2,1) L’instance sélectionnée du modele ARMA(2,1) est celui choisit par
Zahaf (1998) d’équation (1-0.3L +0.02L%)y, = (1+0.05L)¢, . Notons que ce modele est
causal est inversible, nous avons commencé I’algorithme RML par les valeurs initiales
suivantes ¢ =0.15 ¢ =-0.005 6/ =-0.025. Nous remarquons sur le graphique

ETwm211 que les écart-types présentent des biais de 0.06, par contre dans My211 les
estimations obtenues convergent, vers les vraies valeurs des parameétres, a partir de la
55°™ observation et que I’erreur commise est de 1’ordre de 0.05.

Modele ARMA(3,0) Nous avons opté, cette fois-ci, pour le modele causal d’équation
suivante (1+0.5L—0.3L> —0.5L%)y,=¢,. Les valeurs initiales ont été choisies nulles,

dans le graphe Mu301 on apergoit la precision de I'estimateur de I'ordre de 0.05 et ce a
partir de la 50°™ observation, ce qui est confirmé dans le graphique ETw301, en effet les
erreurs-types convergent en présentant un biais de 0.06.

Modele ARMA(0,3) Le modele particulier choisit est d'équation stochastique suivante
Yy, =(1-0.5L+0.3L* +0.5%)¢, avec o’ =1, i =1,2,3. Nous avons constater & partir du

graphique My013 que les estimations sont proches des valeurs reelles des parametres a
partir de la 60°™ valeur avec une précision de 0.05 (voir aussi graphique ETy301).

Modéle ARMA(4,0) Nous avons choisit le modéle d'équation stochastique donnée
comme suit : (1-0.5L+0.5L* +0.3L%)y,= ¢,. Les valeurs initiales sont choisies nulles,
les parameétres sont dans le domaine des valeurs admissibles. Nous avons remarqué sur les
graphiques Mu401.1, My401.2, ETm401.1 et ET\w401.2 une stabilité de I'estimation

avec une erreur de 0.05 vers la vraie valeur du parameétre et ce a partir de la 50°m®
observation.

Modéle ARMA(2,2) Dans le présent cas nous avons choisit le modele, causal et
inversible, d'équation stochastique suivante : (1—0.4L+0.55L%)y, = (1 +0.4L - 0.5L%)e,
avec o/ =1 i=12. Nous avons observé sur les graphiques My221.1, Mu221.2,

ETm221.1 et ET\221.2 que les estimations produites par I'algorithme RML convergent
vers les vraies valeurs des paramétres a partir de la 60°™ observation avec une précision
de 0.06.

4.2. Résultats concernants les modeles PARMA périodiques

4.2.1 Modgle PAR(1)
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(l_ 05L) y1+2r =&,
(1+ 05L) y2+21 = ‘92+21

périodique de variance unité. Notons que les parameétres choisis veérifient bien les conditions
de causalité et d’inversibilité. En commencant par les valeurs initiales nulles nous remarquons
que I"algorithme RML commence a se stabiliser a partir de la 60°™ observation et que I’erreur
commise est de I’ordre de 0.01.

Le graphique ET\2102 indique que les erreurs types tendent vers zéro mais en présentant un
biais de 0.1.

En utilisant les mémes parametres nous remarquons sur le graphique Mz102 que l'algorithme
RML vz donne des estimations plus précises, et que I'algorithme RML présente un biais.

Nous avons choisit le modele d’équation { ou {g,} est un bruit blanc

4.2.2 Modgle PAR3(1)

A-0.7L) Y13, = €15,
Nous avons choisit le modéle d’équation <(1-0.3L)y,,,, = €,,5, de variance unité.

(1 + 04L) y3+31 = ‘93+ST

Il est claire que les parameétres choisis sont dans le domaine des valeurs admissibles. Les
valeurs initiales sont choisies nulles. L'algorithme RML, comme nous observons dans le
graphique My 103, commence a approcher la vraie valeur a partir de la 50°™ observation avec
une précision de 0.04. Le graphique ET\103 indique aussi que les écarts type des estimations
sont proches de zéro.

4.2.3 Modéle PAR4(1)

(A-15L)Y,,3 = &,
(A+0.5L)Y,,3, = &1,

(1-1.2L)Y,5 = &1s,

(1-0.7L)Yy,5, = €4a,

Les variances sont choisies égales a un. Nous avons commencé par des valeurs nulles. Il est a
noter que les parametres choisis sont dans le domaine des valeurs admissibles. L'algorithme
RML, comme nous observons dans le graphique My104, tend a approcher la vraie valeur de
chaque paramétre a partir de la 50°™ observation avec une précision de 0.05. Le graphique
ETwm104 indique aussi que les écarts type des estimations sont proches de zéro.

Le modele utilisé dans le présent cas est celui d'équation suivante

4.2.4 Modéle PAR-(1)
(1_15L) yl+3‘[ = 81+31
(1+ 05L) y1+31 = 81+31'

1-12L)Yy,5, = &1,
Nous avons choisit le modéle d'équation suivante { (1—-0.7L)y, . = &,.5,

(1-0.8L)Y,.3, = &3,
(1 + 14 L) y1+31 = gl+3r

(1_ 09 L) y1+31 = gl+3r
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Les variances sont choisies égales a un. Nous avons commencé par des valeurs nulles. Il est a
noter que les parametres choisis sont dans le domaine des valeurs admissibles. L'algorithme
RML, comme nous observons dans le graphique My107, tend a approcher la vraie valeur de
chaque parametre a partir de la 60°™ observation avec une précision de 0.05. Le graphique
ETwm107 indique aussi que les écarts type des estimations sont proches de zéro.

4.2.5 Modgle PAR,(2)

Cette fois-ci nous avons choisit a appliquer l'algorithme RML sur le modéle suivant

(1-0.6L~- O-3L2)Y1+21 =&,
(1+0.2L+0.4L%)Y,.,. = &,.,,

que le modele soit causal, les valeurs initiales sont choisies nulles, a partir de lI'ordre de 65
observations [l'estimateur prend une tendance stable avec une erreur de 0.01 comme
I'indiquent les graphiques My202 et ET202.

. Nous avons également choisit les parametres de sorte a ce

4.2.6 Modele PMA;(1)
(1-0.6L)éy,,, = Viro,

(1-0.3L)&,,5, = Yoo,

claire que les parameétres choisis vérifient les conditions de causalité et d’inversibilité, les
valeurs initiales sont choisies nulles. Nous remarquons que I’algorithme RML commence a se
stabiliser a partir de la 70°™ observation et que I’erreur commise est de I’ordre de 0.07. Alors
que I’algorithme RML vz est nettement plus stable que son homologue, en effet la précision
dans ce cas est de I’ordre de 0.01.

Nous avons choisit le modéle (de Cipra, (1985)) d’équation { il est

4.2.7 Modele PMA;(1)
(1-0.6L)ey,,, = Yu,o,

Le modéle utilisé dans le présent cas est celui d'équation suivante { (1-0.3L)&,,,, = V..,
@+0.5L)é1,,, = Vi,

Les variances sont choisies égales a un. Le modele ainsi choisit est inversible, notons que le
graphique My013 et ET\013 montrent qu'a partir de la 70°™ valeur les estimations sont
proches de la vraie valeur avec une erreur de 0.01.

4.2.8 Modgle PMA,(1)

(1-0.6L)&1,5, = Vi,
(1-05L)ey,,, = Vi,
(1-0.3L)é&y,,, = Viio
A+0.5L)é,,5, = Vi,
variances du bruit unité. Le modéle ainsi utilisé est inversible. Nous pouvons observer les

L'algorithme RML est appliqué sur le modele suivant avec des
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mémes résultats que pour le modele PAR4(1) a part une légére imprécision relativement aux
modeles moyennes mobiles.

4.2.9 Modeéle PMA;(2)

(1_06L+ 0'3L2)gl+27 = y1+21
(1+0.5L-0.3L)e5,5, = Yyu2

innovations sont supposees de variance un. Nous avons commencé l'algorithme avec des
valeurs initiales nulles, nous avons observé qu'a partir la 60°™ observation I'estimateur tend a
se stabiliser autour de la vraie valeur. Notons aussi que daprés le graphique ET w022,
I'estimateur RML semble présenter un léger biais.

L'algorithme RML est appliqué sur le modele suivant { ou les

4.2.10 Modéle PARMA(1,1)

Nous avons choisit le modéle suivant (Vecchia, (1985b))
(1+ O8L) y1+27 = (1_ 0'9L)81+27
(1_ O6L) y2+2r = (1+ O'SL)82+21

les modeles PAR purs et PMA purs, la précision est plus difficile a obtenir et de bonnes
valeurs initiales sont nécessaires. Nous avons choisit donc les valeurs initiales suivantes :

P =02, 6 =-04, ¢3) =03 et 65 =-0.5. Nous observons sur le graphique My112
que les estimateurs se stabilisent a partir de la 80°™ valeurs (pour quelques parametres la
précision est meilleur).

. Notons que pour ce genre de modeéles, plus complexe que
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Résultats concernant le cas de modéles ARMA classiques
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Modéle ARMA(L,0)

moyenne

0.5
0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

—
—

1 A A Hd Hd
N O I 0O ©O© I~ oo

nombre d'observations

~—
[op]

Graphique M,101

ecart-type

0.5
0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
o

= I A A A A <d
N M <t 1O © I~ oo

nombre d'observations

— i
i

~—
D

Graphique ETy,011

moyenne

0.6
0.5
04
0.3
0.2
0.1

0

f'/

IJ

I

— <«
—

e v I = = .
N MO I 1O ©O© N~ o

nombre d'observations

—
(o))

Graphique Mz101

132



Chapitre 6

Implémentation

ecart-type

0.8

0.7
0.6

0.5
04

BN

03

NG

0.2

0.1

0]

T T T T T T T T T T T T T I T I I T I i
— — — i — i i — i —

— AN O < 1O © N~ o0 o

nombre d'observations

Graphique ET 2101

moyenne

comparaison

0.6
0.5

,-/_’_/\

0.4
0.3

f/

/

— RMLmMz
— RML

0.2

[

0.1

0]

— AN ™M <
— (9.p]

n ©O© I~ 00 o O

N < 60O © I~ 00 O
—

nombre d'observations

Graphique Cy 101

ecart-type

comparaison

0.8

0.7
0.6

0.5
0.4

0.3

\
\
AN

0.2

N\

~——

0.1
0]

— N O

<t O © I~ O O
~— AN OO < 0O O© ©~ o

100

nombre d'observations

—RMLMz
—— RML

Graphique Cgr101

133



Chapitre 6

Implémentation

Modéle ARMA(0,2)
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Conclusion

Conclusion

Ce travail a été consacré a I'étude du probléme de I'estimation des parameétres de
modeles ARMA périodiques (PARMA) selon deux contextes différents : estimation en
présence de donnees hors-ligne et de données en-ligne. Notons que nous avons travaillé dans
la majorité des cas sous I'hypothése de la normalité des erreurs. Cette hypothese semblant étre
restrictive peut étre complétée dans le cas genéral par l'utilisation de quelques transformations
adéquates, citons en particulier la transformation de Box-Cox.

Dans la premiére partie de ce travail, nous nous sommes intéressés a l'estimation
hors-ligne des modéles PARMA, nous avons préesenté une sorte de synthese (mais non
exhaustive) de I'ensemble des méthodes d'estimation disponibles. Nous avons donc distingué
deux grandes classes de méthodes ; une premiere classe utilisant directement les données, a
savoir la méthode des moindres carrés et ses variantes, et la méthode du maximum de
vraisemblance et ses approximations. Et une seconde classe qui utilise des transformations des
données en résumés statistiques, consistant a résoudre certaines équations basées sur ces
résumés. Nous citons en particulier la méthode de Yule-Walker périodique (Pagano (1978))
d’une part et son amélioration du point de vue algorithmique dans le cas autorégressif
périodique d’autres part ; appelée la méthode récursive de Durbin-Levinson périodique (Sakai
(1982)). 1l est a noter que dans le cas autorégressif moyenne mobile périodique la méthode de
Boshnakov (1996) se substituera a celle de Sakai (1982). Du point de vue asymptotique, les
deux classes de méthodes ont des propriétés statistiques équivalentes dans le cas autorégressif
périodique, et l'utilisation des méthodes récursives s'averent la plus intéressante compte tenu
de la simple complexité algorithmique. Mais dans le cas de l'existence de composantes
moyennes mobiles, la méthode du maximum de vraisemblance semble étre la meilleur, pas du
point de vue asymptotique seulement mais aussi du point de vue algorithmique. Ces résultats
bien connus dans le cas de modele ARMA classique ont été confirmés dans la classe de
modeles ARMA périodiques a travers une étude de simulation comparative sur différents
modeles choisis.
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Conclusion

La seconde partie de ce travail a été consacré a I'estimation des modeles PARMA
en présence des données en ligne. Nous avons considéré a ce sujet la classe de méthodes
issues des méthodes d'estimation hors-ligne, plus particuliéerement la méthode de I'erreur de
prévision minimale (RPEM). Pour cette méme classe de méthodes nous nous sommes
intéressés a la conception et a la formulation de quelques algorithmes disponibles dans le cas
ARMA classique. Nous avons tout d’abord, présenté I’algorithme des moindres carrés
récursifs (RLS) appliqué aux modéles PAR, discuté les détails de son application puis abordé
ses propriétés statistiques. Par ailleurs, nous avons généralisé I'algorithme RML (Recursive
Maximum Likelihood) concernant les modeles ARMA classiques au cas d'un modéle ARMA
périodique. Cet algorithme, qui peut étre considéré comme généralisation de I’algorithme
RLS au cas de I’ajout d’une composante moyenne mobile a été appliqué sur plusieurs
instances avec succes. Nous avons ensuite genéralisé lI'algorithme RML iz, amélioration due a
Zahaf (1998) de l'algorithme RML dans le cas ARMA classique, aux cas de modéles
PARMA. La stabilité numérique et la précision des résultats ont été également vérifiees dans
le cas de la généralisation de cet algorithme. Notons que I’algorithme RML vz fait intervenir a
chaque itération le calcul de la matrice d'information de Fisher d’un modéle PARMA, faute
d’indisponibilité d’algorithmes précis pour cette classe de modéles, nous avons donc introduit
un algorithme a cette fin en généralisant, aux cas de modeles périodiques, l'algorithme de
Klein et Mélard (1989). Nous avons aussi présenté une procédure pour le calcul des
autocovariances d'un modele PAR qui se trouve étre une tache nécessaire pour I'élaboration
de l'algorithme de calcul de la matrice d'information de Fisher. Les algorithmes récurrents
présentés dans la deuxieme partie de notre travail se basent sur des routines d’optimisation
stochastiques a cause de la complexité de la fonction critere. Comme ces procédures sont
souvent locales, ce qui renforce la dépendance de I’algorithme récurrent a quelques conditions
expérimentales ; diverses précautions seront & prendre. Aussi, nous avons consacré tout un
chapitre mettant en relief les différents aspects pratiques de I’implémentation numérique. En
fin, nous avons Vérifié les performances des algorithmes présentés par le biais d’une étude de
simulation intensive.

Nous avons vu que par analogie de la méthodologie de Box-Jenkins concernant la
construction, basée sur des données hors ligne, de modeles ARMA ; la méthodologie de
I’identification en-ligne introduite par les ingénieurs dans le contexte de données en ligne se
réduit quant a elle, a trois étapes essentielles, en outre I’identification du modeéle
paramétrique, la formulation et la conception de [Ialgorithme récurrent a travers
I’optimisation stochastique et I’analyse asymptotique des propriétés statistiques de ce dernier.
Concentré essentiellement sur la deuxieme étape, la deuxiéme partie de notre travail se
complémentera d’une part, par I’analyse des propriétés statistiques des algorithmes RML et
RMLmz périodiques ; d’autres part la littérature sur I’étape de I’identification du modele qui
est équivalente a celle de Box-Jenkins est assez large et abondante.

Malgre que les estimateurs récurrents aient des qualités voisines des estimateurs
du maximum de vraisemblance, les méthodes récurrentes d’estimation méme accompagnées
de la simple complexité algorithmique n’ont pas encore connu autant de succés dans le
domaine de la statistique, en effet la littérature de leur application est relativement maigre par
rapport a celle des ingénieurs. Cependant, avec la complexité croissante du champ
d’application et avec |’augmentation constante des performances des calculateurs ces
méthodes connaitront sans doute un grand intérét.
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	Ces huit étapes ne sont qu’une procédure de linéarisation de Gauss-Newton. Il est possible, qu’à l’étape 7, cette méthode ne tende pas vers une somme des carrés des résidus plus faible. C’est dans ce cas qu’intervient la méthode du gradient. Si, à l’é...
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	Définition 2.4.1
	Définition 2.4.3.   (Processus Autorégressif périodique)

	Théorème 2.4.2 (Les équations de Yule-Walker périodiques)
	4.5.2. Matrice d’information de Fisher limite d’un modèle PAR
	La matrice d’information de Fisher asymptotique des paramètres d’un modèle ARMA a déjà été définie au chapitre 1. Pour un modèle autorégressif périodique la définition est la même, notons seulement que la relation entre la matrice limite est la matric...
	Théorème 2.4.3  (Matrice d’information de Fisher pour un AR périodique)
	5. Méthode d’études des modèles ARMA périodiques
	Définition 2.5.1.    Causalité
	Définition 2.5.2.   Inversibilité
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	Estimation hors-ligne d’un modèle autorégressif moyenne mobile Périodique
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	2. Méthodes basées sur des transformations des données dans les modèles ARMA périodiques (méthodes des moments)
	Théorème 3.2.1 (Convergence des estimateurs des moments)

	Preuve
	Remarque
	4.1.1. La fonction de vraisemblance  quand
	Proposition  3.4.1
	Preuve
	Remarques
	4.2. Estimation du maximum de vraisemblance
	4.3. Algorithme
	5. Application numérique

	Nous avons simulé 1000 séries de longueur variant de 80 à 200, supposées obtenues à partir de modèles PARMA différents. Nous avons fait varier les paramètres de façon à ce que les propriétés de causalité et d'inversibilité soient vérifiées. Pour chaqu...
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	Chapitre  4
	Estimation en-ligne dans les modèles ARMA
	classiques
	1. Introduction

	2. Méthodes d’erreur de prévision minimale (RPEM)
	Considérons le modèle ARMA(p,q) suivant
	3. L’algorithme des moindres carrés récursif (RLS)
	Cet algorithme est dérivé de la méthode des moindres carrés usuelle qui s’applique aux modèles autorégressifs, donné sous une forme récursive.
	Considérons le modèle autorégressif d’ordre p suivant (AR(p))
	(4.3.1)
	Ce modèle décrit la variable   comme combinaison linéaire des composantes de   plus un bruit blanc. Une bonne prévision de   basée sur son passé et que l’on note   est par conséquent donnée
	Le critère (4.2.3) devient
	La minimisation de la fonction critère qui, grâce à la linéarité de la prévision par rapport à   est quadratique, peut être obtenue analytiquement. Ce qui permet d'estimer   à travers
	(4.3.5)
	sous l'hypothèse que l’inverse de   existe.   est alors définit comme l’estimateur des moindres carrés de
	Mis à part la complexité de calcul pour l’obtention de   (inversion d’une matrice d’ordre N), l’inconvénient de cette méthode directe (ou encore ‘bloc’)  est double :
	- Nécessité de stockage des données.
	- Impossibilité de traitement en-ligne, en effet, la prise en compte de nouvelles données nécessite de refaire complètement les calculs en traitant un bloc de taille encore supérieure.
	Notons que le résultat (4.3.5) peut être obtenu de façon récursive, ceci se fera par mise à jour permettant le calcul de   à partir de   et d'une nouvelle observation à l’instant   tout en respectant la contrainte de départ (4.3.1). Notons par
	Alors à partir de (4.3.5) il vient que
	à partir de la définition de   il s’en suit que
	donc
	d'où
	(4.3.6)
	et
	(4.3.7)
	Souvent, il est préférable de travailler avec   à partir de (4.3.7) nous trouvons facilement
	d'où
	(4.3.8)
	Les expressions précédentes se résument alors comme suit
	(4.3.9)
	Les équations (4.3.9) possèdent théoriquement la forme souhaitée d’un algorithme récurrent. A l’instant t, seulement les valeurs de  , ,  et  vont être stockée en mémoire. En comparant à (4.2.1),   correspond à  ,
	Remarque
	L’algorithme décrit par les équations (4.3.9) n’est pas encore bien exploitable du point de vue de numérique, car, à chaque itération, nous devons inverser une matrice de taille : la dimension du vecteur des paramètres. La complexité de l’algorithme s...
	et de calculer   directement à partir des équations de récurrence. Cela peut être accomplit au moyen du résultat connu sous le nom du lemme d’inversion matricielle, qui s’énonce comme suit
	Lemme 4.3.1
	Soit A une matrice et b  un vecteur de dimensions compatible de manière à ce que la somme   existe. Alors
	(4.3.10)
	Appliquons (4.3.10) à (4.3.6) et (4.3.7) avec  ,  . Il s’en suit alors que
	d'où
	(4.3.11)
	L’avantage de (4.3.11) par rapport à (4.3.8), est la réduction de la dimension de la matrice à inverser (inversion d’un scalaire au lieu de l’inversion d’une matrice,   d’ordre  ). De même
	donc
	(4.3.12)
	Ainsi nous obtenons la forme complète d’implémentation numérique de l’algorithme ci-dessous.
	(4.3.13)
	où    .
	Ces dernières équations définissent algorithme des moindres carrés récursif (RLS). Cet algorithme est l’un des plus utilisé dans les méthodes d’identification numérique grâce à sa portabilité et sa robustesse.  Les opérations de calcul intervenant dan...
	Nous discutons, dans le chapitre implémentation, en détails les aspects algorithmiques de l’algorithme RLS.
	4. Description de l’algorithme RML (Recursive Maximum Likelihood )
	Pour évaluer (4.4.2), un certain nombre d’approximations est introduit, dans l’ordre.
	Et  à cause de la continuité des dérivées secondes, prenons
	En se servant de (4.4.8) et (4.4.4), nous aurons
	Utilisons cette dernière équation et l’approximation de (4.4.10)  dans (4.4.2), nous aurons le système
	Il reste maintenant, à discuter comment déterminer   et   A partir de (4.2.4), nous avons que
	à partir de (4.2.8), et par dérivation par rapport aux paramètres nous trouvons que
	Ensuite, nous calculons   directement à partir des équations de récurrence. Cela peut être accomplit de deux manières différentes : Soit au moyen du lemme d’inversion matricielle ou bien sur la base de l’algorithme de factorisation U-D, de Biermann (1...
	(4.4.21)
	Zahaf, (1998) a considérer les cinq hypothèses suivantes
	Proposition


	91Chapitree5
	Chapitre  5
	Estimation en-ligne dans
	les modèles ARMA
	périodiques
	1. Introduction

	3. L’algorithme des moindres carrés récursif (RLS)
	L’algorithme RLS (Cf. chapitre 4) peut être considéré, de manière équivalente, comme restriction, au cas de modèles autorégressifs, soit de l’algorithme RML ou bien de l’algorithme PLR (pseudo régression linéaire, voir aussi Ljung et Söderström (1983)...
	(5.3.1)
	Ce modèle décrit la variable   comme combinaison linéaire des composantes de   plus un bruit blanc. Une bonne prévision de   basée sur son passé que l’on note   est donnée par
	Le critère (5.2.1) devient  alors
	Pour estimer  , la minimisation de la fonction critère qui, à cause de la linéarité de la prévision par rapport à  , est quadratique, peut être obtenue analytiquement. Ce qui donne
	(5.3.6)
	est alors définit comme étant l’estimateur des moindres carrés de
	Notons que le résultat (5.3.6) peut être obtenu de façon récursive, ceci se fera par mise à jour permettant le calcul de   à partir de   et des nouvelles observations à l’instant   Tout en respectant la contrainte de départ (4.2.1).  A l’instant   not...
	Alors à partir de (5.3.6) il vient que
	à partir de la définition de   il s’en suit que
	(car   est d-périodique)
	donc
	(5.3.7)
	et
	(5.3.8)
	Souvent, il préférable de travailler avec
	à partir de (5.3.8) nous trouvons facilement
	ainsi
	(5.3.9)
	Les expressions précédentes se résument comme suit
	(5.3.10)
	Les équations (5.3.10) possèdent la forme souhaitée d’un algorithme récurrent. A l’instant t seulement les valeurs de  , ,  et  vont être stockées en mémoire.
	3.1. Estimation récurrente de la variance de l’innovation
	Notons que dans les équations (5.3.10) il nécessaire d’estimer les paramètres    . A l’instant  , notons par   l’estimateur empirique de   définit par
	d’où
	(5.3.11)
	Cependant l’algorithme décrit par les équations (5.3.10) peut être amélioré du point de vue numérique en introduisant
	(5.3.12)
	Puis de calculer   directement à partir des équations de récurrence (5.3.10). Cela peut être accomplit au moyen du résultat connu sous le nom du lemme d’inversion matricielle, que nous avons déjà présenté dans le chapitre 4, et que nous l’énonçons sou...
	Lemme 5.3.1
	Soient A, B, C et D des matrices de dimensions compatibles de sorte que la somme   et la somme   existent. Alors
	(5.3.13)
	Appliquons (5.3.13) à (5.3.7) et (5.3.8) avec
	,   ,  ,
	Il s’en suit alors que
	(5.3.14)
	Comme dans le chapitre 4, l’avantage de (5.3.14) para rapport à (5.3.9), est la réduction de la dimension de la matrice à inverser (inversion d’un scalaire au lieu de l’inversion d’une matrice d’ordre  ).
	(5.3.15)
	Ainsi nous obtenons la forme complète d’implémentation numérique de l’algorithme ci-dessous.
	(5.3.16)
	où     est donné par (5.3.2).
	Les équations (5.3.16) définissent l’algorithme des moindres carrés récursif (RLS) adapté aux modèles PARMA. Celui-ci peut être l’un des algorithmes les plus utilisé dans les applications industrielles en raison de son extrême simplicité de mise en œu...
	Les opérations de calcul intervenant dans les équations (5.3.16) nécessitent dans ce cas   multiplications, et mémorisation de vecteurs de taille   et d’une matrice de taille   La complexité temporelle et spatiale sera donc de l’ordre de
	4. Extension de l’algorithme RML au cas périodique
	Proposition 5.4.1


	Nous avons que
	Pour évaluer (5.4.2), un certain nombre d’approximations est introduit, dans l’ordre.
	Et  à cause de la continuité des dérivées secondes à l’instant  , prenons
	En se servant de (5.4.8) et de (5.4.4), nous aurons
	Utilisons cette dernière équation et l’approximation de (5.4.10)  dans (5.4.1), nous aurons le système
	Ce système n’est pas encore exploitable, il reste maintenant, de discuter dans ce cas comment déterminer   et
	4.1. Approximation de   et de
	A partir de (5.2.7), et par dérivation par rapport aux paramètres    ,   et      nous trouvons directement
	Proposition 5.1
	Proposition 5.4.2
	Preuve
	De même

	Proposition 5.2
	Remarques


	d’où
	(5.5.22)
	Quant aux autocovariances elles seront obtenues par résolution du système de l’exemple 1.
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	Chapitre  6
	Implémentation
	1. Introduction

	et     avec M est un nombre positif assez grand.
	Par exemple en prenant l'algorithme RLS, ceci revient à remplacer la suite de matrices   par la suite
	.
	Nous remarquons que lorsque t s’accroît indéfiniment l’influence de la perturbation initiale sera négligeable. De plus cette méthode garantie la propriété d’inversibilité de toutes les matrices   (car c’est une suite croissante de matrices vérifiant :...
	2.3. Choix de suite de gains scalaires et facteur d’oubli
	3. Simulation et validation
	3.2. Description du programme de simulation
	Pour éviter les effets néfastes des valeurs initiales, nous débuterons l’estimation à

	3.3. Détail des simulations
	3.3.1. Génération de séries artificielles

	4. Résultats

	Nous avons choisit le modèle d’équation      de variance unité.
	Il est claire que les paramètres choisis sont dans le domaine des valeurs admissibles. Les valeurs initiales sont choisies nulles. L'algorithme RML, comme nous observons dans le graphique MM103, commence à approcher la vraie valeur à partir de la 50èm...
	Les variances sont choisies égales à un. Nous avons commencé par des valeurs nulles. Il est à  noter que les paramètres choisis sont dans le domaine des valeurs admissibles. L'algorithme RML, comme nous observons dans le graphique MM104, tend à approc...
	Les variances sont choisies égales à un. Nous avons commencé par des valeurs nulles. Il est à  noter que les paramètres choisis sont dans le domaine des valeurs admissibles. L'algorithme RML, comme nous observons dans le graphique MM107, tend à approc...
	Les variances sont choisies égales à un. Le modèle ainsi choisit est inversible, notons que le graphique MM013 et ETM013 montrent qu'à partir de la 70ème  valeur les estimations sont proches de la vraie valeur avec une erreur de 0.01.
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