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INTRODUCTION GENERALE

0.0.1 Introduction

Les problémes de ruptures se sont originellement posés dans le contexte du controle de qualité (
Page (1954)) ot on observe une ligne de production de piéces sur laquelle on souhaiterait signaler
toute déviation relativement a une norme prédéfinie et, ceci, sur la base d’'un échantillon de
piéces. L’instant ot ’on note une déviation est appelé point de changement ou point de rupture.

Le cas d’une rupture simple a fait I'objet de travaux multiples et la littérature dans ce
domaine est intensive tant du point de vue non paramétrique, Page (1954, 1955), Bhattacharyya
(1968), Wolfe et Schechtman (1984) Csorgs et Horvath (1988) Giraitis et Leipus (1990), que
du point de vue bayesien ou les travaux de Broemeling (1972) ont été le point de départ d’une
profusion d’autres travaux, tant pour estimer le changement de structure dans un modéle que
pour développer des tests pour la détection de rupture dans un modeéle, Holbert et Broemeling
(1977) Lee et Heghinian (1977), Menzefricke (1981) Smith (1975, 1980), Booth et Smith (1982),
Smith et Markov (1980), Guerbyenne (1992), Guerbyenne et Kezim (1992, 1993a), b) 1994 a)
b) c), 1997), Abdelli (1993) Slama (1997), Doumaz (1999), Doumaz et Guerbyenne (2002).
L’analyse bayesienne se base sur une connaissance a priori eventuellement disponible avant
toute collecte de données. Cette connaissance a priori se concrétise sous la forme d’une loi
de probabilité dite a priori. L’expérience vient améliorer cette connaissance premieére, gréace
au théoreme de Bayes qui permet la détermination de la loi a posteriori. La littérature, dans
ce domaine est abondante. Lorsque la connaissance a priori est inexistante, nous pouvons
avoir recours aux lois dites non informatives (Box et Tiao (1973), par exemple); dans le cas de
parameétres dits de position, elles seront supposées uniformes sur ’espace de ces parameétres,
lorsque cet espace est borné ou proportionnelle & une constante dans le cas contraire et seront
donc des mesures positives sur cet espace. Elles sont également appelées lois impropres. Et dans
le cas de parametres dits d’échelle, et donc positifs, elles seront inversement proportionnelles &
ces parametres. Il faut noter que dans le choix de la loi a priori et dans le cas de non disponibilité
d”une base de données sur le phénomeéne d’intérét, le recours au subjectif devient incontournable
! Ce qui, d’ailleurs, pour 1’école classique, constitue le talon d’Achille de ’approche bayesienne
!

Le probléme de ruptures multiples peut se poser dans divers contextes, économique, médical
(Johnson et Al 2003), financier etc....

On dira qu’une suite de variables aléatoires Y7, Ys, ..., Y, a subi k ruptures, s’il existe des
entiers my,mag,...,mi ol 1 < my < mo < ... < my < n — 1 tels que les variables aléatoires

Yo, 141, Ym; 142, - Ym;;J = 1, ..., k+1 suivent une loi de probabilité de fonctions de répartition



distinctes ou non Fj(y,0;);j = 1,...,k + 1 ott mg = 0 et my1 = n.

0;;7 =1,...,k + 1 sont des paramétres inconnus et les points m;,j = 1,..., k sont appelés
points de changement ou points de rupture.

Le probléme de points de rupture multiples a généré de nombreux travaux. Chernoff et
Zachs (1964) ont étudié des suites de variables aléatoires indépendantes et proposent un test
bayesien pour détecter des changements dans la moyenne.Yao (1984) s’est intéressé a un modele
de position a rupture multiples sous 'hypothése que la loi conjointe des parameétres de position
inconnus est échangeable et ne dépend pas des points de rupture.

Inclan (1993) s’est intéressée a la détection de changements multiples dans la variance,
d’une part, pour une suite de variables aléatoires indépendantes et d’autre part pour un modeéle
autorégressif. Son approche est bayesienne et est fondée sur des rapports de lois de probabilité a
posteriori. Stephens (1994) , a adopté la méthode du Gibbs sampling pour identifier des points
de rupture multiples dans un contexte bayesien. Chib (1998) adoptant également 1’approche
bayesienne, formule le modéle de position & ruptures multiples en termes d’une variable d’état
discrete cachée. Cette variable d’état est spécifiée pour évoluer selon un processus de Markov a
espace d’état discret et a temps discret avec des probabilités de transition telles que la variable
d’état peut, soit rester en la valeur courante, soit sauter a la valeur supérieure suivante. Sa
paramétrisation reproduit exactement le modele de rupture. Gey (2002) propose un algorithme
basé sur des méthodes de sélection de modeéles pour la détection de ruptures multiples dans la

moyenne d’un signal gaussien de grande taille.

0.0.2 Apport et présentation de la thése

Dans ce travail, nous avons adopté ’analyse bayésienne qui apparait comme une approche
attrayante devant les difficultés théoriques des approches paramétrique et non paramétrique
classiques. De plus, 'approche bayesienne permet la prise en charge des contraintes imposées
sur l'espace des parameétres par les conditions de stationnarité et / ou d’inversibilité pour
des processus aléatoires ainsi que le caractere discret des parametres d’intéret. Nous avons
considéré trois types de modeles. L’étude du premier modéle qui est le modéle classique de
position dans lequel nous avons causé des ruptures multiples en des instants inconnus & la fois
dans le parameétre de position et dans la variance a fait ’'objet du premier chapitre. Il s’agit
d’une extension des travaux de Menzefricke (1981) au cas de rupture multiples. Inclan (1993),
s’est intéressée, entre autre, a la détection de changements multiples dans la variance pour une
suite de variables aléatoires indépendantes. Sous '’hypothése que £k ruptures se sont produites,
nous nous proposons de déterminer les lois de probabilité a posteriori des différents parametres
d’intérét, c’est-a-dire les points de rupture, les rapports des variances et sous I’hypothéses que le
parameétre de position ne subit pas de changement, la loi de probabilité a posteriori de celui-ci.

Le deuxiéme modele est le modeéle de position & erreurs autocorrélées qui subit des ruptures



multiples dans la tendance en des instants inconnus. Il fait I'objet du chapitre deux. Ce
modele a été étudié par Guerbyenne (1992) et Guerbyenne et Kezim (1992, 1993 a), b), 1994
a), b) ¢) 1997) dans le cas d’une seule rupture. Nous avons effectué une extension de leurs
travaux aux cas de ruptures multiples en des instants inconnus. A notre sens, ce travail n’a pas
été entrepris auparavant, car seule la détection des ruptures et du nombre de ruptures supposé
inconnu semble avoir attiré 'attention des chercheurs ( Inclan, (1993), Stephens (1994)). Nous
avons déterminé les lois de probabilité a posteriori des différents parameétres d’intérét, c’est-a-
dire les points de rupture et les rapports des variances.

Le troisitme modéle que nous avons étudié et qui a fait 'objet du chapitre trois est un
modele de régression dont les erreurs suivent un modeéle autorégressif. et qui subit des ruptures
multiples dans la tendance en des instants inconnus. Il s’agit d'une extension des travaux de
Abraham et Wei (1984), Doumaz (1999), Doumaz et Guerbyenne (2002) au cas de ruptures
multiples inconnues. Nous avons déterminé les lois de probabilité a posteriori des instants de
rupture.

Nous avons préféré définir la loi a priori d’un point de rupture donné sachant les points de
rupture futurs. Ceci a été motivé par le fait que nous avons fait I’hypothése de k ruptures dans
le modeéle. Bien entendu, nous pouvons, aussi, adopter I'attitude duale qui consiste & définir
la loi a priori d'un point de rupture donné sachant les points de rupture passés. Les résultats
théoriques obtenus, dans ce contexte, sont similaires & ceux que nous présentons ci-dessous.

Une étude de simulation intensive, trés cotiteuse, pour différentes valeurs des paramétres et

tailles d’échantillon a été menée en langage Matlab et ce,.pour les trois modéles considérés.



Chapitre 1

Analyse bayesienne d’une suite de
variables aléatoires indépendantes

gaussiennes a ruptures multiples

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré & 1’étude d’un modéle de position a erreurs gaussiennes qui subit &
changements dans la moyenne et dans la variance.Ce chapitre est une extension des travaux
de Menzefricke (1981) qui a étudié un modéle gaussien avec une seule rupture. Le modele de
position sans rupture a fait 'objet de nombreux travaux, du point de vue paramétrique, non
paramétrique, (Huber (1972)) et bayesien (cf., Zelner (1972)). Inclan (1993), s’est intéressée,
entre autre, a la détection de changements multiples dans la variance, pour une suite de variables

aléatoires indépendantes

1.2 Le modéle de base

Soit, 1, ..., Y, répondant au modele

Yi = [y T € e =1,my

Yi = o +€; ;1=my +1,my (11.1)

Yi = g1 T € ;1= Mgy, N



ol
N(0,0%); i=1,my
N(0, 03); i=my+1,my

€;

N, 02,1); i=mpg+1n

Nous résumons I’écriture précédente comme suit :

Yi = [y + e (1.1.2)

e; ~ N(0,0%),0p # oy sik#lavec [=1,...k, mg=0et my,; =n

- les my, 1 = 1, k représentent & points de ruptures et l'on a :

I1<mi<ma<..<mp<n-—1

ce qui est équivalent a :

1§m1§m2—1
2§m2§m3—1

E<mp<n-—-1

- e;,1=1,...n sont des variables aléatoires indépendantes gaussiennes représentant les erreurs.

Nous considérons les trois cas suivants :

1- les moyennes sont distinctes et connues.
2- les moyennes sont égales et inconnues.

3- les moyennes sont distinctes et inconnues.

Dans cette section nous déterminons des lois de probabilité a posteriori des points de rupture
et des rapports de variances dans les trois cas ci-dessus; nous déterminons, de plus, la loi de

probabilité a posteriori du parameétre de position dans le deuxiéme cas.

1.3 Cas ot les moyennes sont distinctes et connues



1.3.1 L’analyse a posteriori

La densité conjointe a posteriori du vecteur ¢, p(6/y) est définie par :

L(8/y) p(8)

p(0/y) = L0/y) p(@ 1.1.3
le signe oc désigne la proportionalité.
La loi a priori
Pour la loi a priori du vecteur @, nous choisissons
k41

p(0) = plo) p(m) = p(m) ] [ p(o) (1.1.4)

les vecteurs o et m étant supposés indépendants.

La fonction de masse a priori conjointe du vecteur m est définie comme suit :

p(m) = p(ma/ma, ..., mg)p(ma/ma, ..., mg) X ... X p(mg_1/my)p(my) (1.1.5)

car les points my, [ = 1, k ne sont pas indépendants.

Nous supposons que le vecteur m suit une loi a priori uniforme sur I’ensemble

k 1
[T{l, ..., 41 — 1} Cest-a-dire p(my/myi1, ..., mp) = =1 .k—-1
=1 mip41 — (l + ].) +1
1
et p (my) = :
n — myg
Ainsi

H <ml+1 —([+1)+ 1) (1.1.6)

avec my41 = n et pour le vecteur g nous choisissons une mesure a priori non informative, (cf :

Box and Tiao(1973)) , c’est-a-dire que

) o H ~ (1.1.7)

i=1

Donc

k 1 k+1 1
p0) o ]| <ml+1 Sy 1) 1}0— (1.1.8)

=1

La fonction de vraisemblance



L(0/y) est la fonction de vraisemblance de ¢ définie par :

m;

mj—m; 5 (yi—u-)2
k41 _mimmi— P Y
L@O/y) =TI (2m0?) ~ 7 expq —— ”2;? (1.1.9)

Jj=1

La loi a posteriori du vecteur 6

D’aprés(1.1.3)La loi de probabilité a posteriori de  est

m

J 2
0 i 1 s —(mj—m;_1+1) i:m§1+1(yi_uj) 0co
p(8/y) = 1131 promppy s Wil RO jl;[l 0, X €Xp 4§ — %07 , 0 €

(1.1.10)

1.3.2 Détermination de la fonction de masse de probabilité a poste-

riori marginale conjointesdu vecteur m des points de rupture

Théoréme 1

La masse de probabilité a posteriori marginale conjointe du vecteur des points de rupture m est

égale a
( k
1
(ll;‘[l ml+1—(l+1)+1)
k+1 F(mz'fgnz'fl)
i < <n-—
p(M/g) o X ]1;[1 - T si 1<mp <mg < <mp<n-—1
J 2
(i—mj_1+1(yi‘uj>
\ 0 sinon
(1.1.11)
Démonstration
Nous integrons (1.1.10) par rapport & o;; j = 1,k + 1 ,comme suit :
on pose
1 -3
5= 5= doj = —5% dz;
J
alors
k 1 ki1 TR0 myTmie1 g 1 & 2
o X .2 - S i — L dz;
/) (H mpy — (I+1) + 1) U / % P 2 Z (i = 1) “
= j=17 i=mj_1+1



ou encore

: (e
plm/y) & H T i+l — H— 1)+1 1;[ m; —ist
(} > (yi - Nj)2>
i=m;_1+1

Lorsque k =1 c’est a dire que le modele (1.1.1) subit un point de rupture, nous obtenons

I'(3) I'(%5*)
p(m/y) o« — %2 - 2 e (1.1.12)
(Ew-mr) (£ w-my)
=1 i=m-+1
c’est le résultat obtenu par Menzefricke (1981).
Lorsque k£ = 2, la loi a posteriori conjointe de my, my est
( 1 ) r(m2pm)
mo—1 X my ) %JL X o mo—mj
(gw ) ( z+1<yi—u2>2>
1=mj
p(m17m2/g) & F(m) )
X 2 =) sil<mi<me—1et2<my<n-—1
n ]
<, > (wi—po)
i=mg+1
\ 0 sinon
(1.1.13)
Nous déduisons les lois marginales de met mo
n—1
p(mi/y) = > 1p(m1,m2/g) : my € {1,...,n—2} (1.1.14)
mz2=m31+
ma—1
p(ma/y) = le(ml,mg/g) ;o mo €{2,...,n—1} (1.1.15)
mi=

1.3.3 Détermination des densités de probabilité a posteriori mar-

ginales conjointes et conditionnelles des rapports de variances

Nous allons déterminer la densité de probabilité a posteriori du vecteur 7 défini par :

of o ot
IT=\ = =3
03 03 Ok+1




Théoréme 2

La densité de probabilité a posteriori conjointe de 7 est

m3z—1ma—1

p(z/y) = Z DN plma,ma, g, /) (1.1.16)

mr=Fk mo=2mi=1

ou:
k+1 my—mya
i 1 l,Hl Tv-1
p(my, ma,...,my, 7/y) X — n 1.1.17
> BT
=1
B; = (mj—mj1) Si;mo=1
1 >
S = ——— (i —n)" 5 j=Tk+1
mj o mjil izm]',1+1
Démonstration

D’apres le théoréme de changement de variable et (1.1.10), nous déduisons que

p(m,7,01/y, p) = plm, o /y, ) x |Jo™"|

ou k41 k+1
or (B) — (®)
g — (0,1
est un difféomorphisme :

Apreés un calcul simple, on obtient

[SI[oN

k
‘Jgp’l‘ s a’fHT;
j=1

otlJp ! est le jacobien de la transformation ¢!, donc

k Kl
—(n+1) 1 =1
pumn,7,01/Y, < o T
( /3 4) ' (Hml+l_(l+1)+1>]1:[)1

1
exp{ 22( —m;_ 1)57'] 1}

et en éliminant o, par intégration, on obtient p(m,7/y, 1), comme suit :

10



posons

Nous aurons

k k+1 T k+1
1 Hlmyemyy - T
p(m,z/g,g) & Hml+1—(l—|—1)+1 HTZ/ 1 X /z2 exp —§ZZBjTj_1 dz

=1 0 j=1
k+1 mpy—mp_y
e i N

-1
k Ty_

N . 7
s — ((+1)+1 3

k+1
>, BiTj
j=1

ou Bj,j=1,..,k+1 sont donnés dans (1.1.17)

En éliminant my, ms, ..., m;, par sommation, on obtient p(z/y) définie par (1.1.16) .

Nous déduisons la densité de probabilité a posteriori conditionnelle de 7 sachant le vecteur
m des points de rupture

pe/my - Ao
s p(m/y)
"nj_g"j—l
k+1 mj—m,_4q mj
mispsl oy 2
1175 > (vi—wy) X~y
j=1 i=mj_1+1 F( 2 )
o

lorsque k£ = 1, nous obtenons

p(1/y) =

Z {31 +BZT}2 (1.1.19)

et

p(z/m,y) o (”i e MI)Q) % <i=§:+1 (yi — M2)2> N

7 (1.1.20)
{B1 + Bor}2 ()T ("5™)

qui sont exactement les résultats obtenus par Menzefricke(1981).
Lorsque k& = 2, nous obtenons

n—1 mo—1

p(T1, T2/y) Z ZP My, M, T1,T2/Y) (1.1.21)

mo=2mi=1

11



tel que

mo—my n—mg
2 1 2 1

1 T Ty
my —1 {Bl + Bori + Bng}%

p(ma,ma, 71, T2/y) (1.1.22)

Remarque
+o00
p (71/m17m2aM17M27N37g) = /p (7'1>7'2/m17m2a,u17,“27ﬂ37g) d7_2
0

relativement & 75 la loi conditionnelle de 71 sachant tous les autres parameétre est une loi beta

(5 *5™)

20 2
d’ou
! rep)nt
p (Tl/mlm%:uh:u%u&g) X (m2 — 1) s o % X
{ i—m)+7m1 S (i — )
i=1 i=m1+1
I (2=me
% 2 ) (1.1.23)

p(7'2/m17m2;,u17,u27,u37ﬂ) - /p(leTZ/m17m27:ulnu27:u37y)dTl
0

relativement & 71; la loi conditionnelle de 75 sachant tous les autres parameétres est une loi

Beta(n—m;—&-ml , mg;ml)

d’ou
1 T n—ma+m;j
p (TQ/m1m27 Ky Koy K3, g) X (m2 — 1) ( 2 ) n—mg+m; X
mi n 2
{ (i —p) 72 2 (vi—p)”
=1 i=mo+1
F ma2—mi n—mg
X (223) P R (1.1.24)
ma 2
B wewy
i=mi1+1

1.4 Cas ou les moyennes sont égales et inconnues

Le modele (1.1.2) s’écrit dans ce cas



Yi = Bt
e; ~ N(0, o}) (1.2.1)

T = my_1+1,my, Il=1,k+1, avecmg=0, mpi1 =n

on pose :

Q = (M7i7 m,>/ ou g = (0-170-2,“'7 O-k-‘rl), et m = (m17m27 mk),

k
0 €O, avec ©=Rx (R x [T{2,....mu41 — 2} et mpp1 =n
=1

1.4.1 L’analyse a posteriori
La loi a priori du vecteur 6

.. R ’ . .. . .
Nous choisissons pour les paramétres y, g = (01, 05....,0441) des lois a priori non informatives,

c’est-a-dire que

p(p,a) o ﬁ (Ul) (1.2.2)

k
Nous supposons que le vecteur m suit une loi a priori uniforme sur ensemble[ [{2[, ..., m; 1 —2}.
=1

p(m) = p(mi/ma,....mg)p(ma/ms, ..., my) X ... X p(mg_1/my)p(mg)

B ﬁ (ml+1 —2 (11 1)+ 1> (1.2.3)

=1

Remarque
Nous justifierons le choix de cet ensemble dans la démonstration du théoréme.

Nous avons donc

p(@) = p(p)p(e)p(m) (1.2.4)

k+1 1 k 1
q R
H (Uz) 1 (mH_l — 2(l+ 1) + 1)

=1

13



la fonction de vraisemblance L(0/y) s’écrit dans ce cas :

m]- B 5
k+1 . Z X (i — y]) + (my —mj_1)(7; — p)?
L(Q/g) o Ho.j—(mj—qu) exp _izfmj_ﬁ_ -
Jj=1 2
mj
2
Oﬂ gj = %, j:l,k+1,mozoet mk+1 =N (125)
m; — mj—1

Alors la densité de probabilité a posteriori de ¢ est

k

k+1
1 —(mj—m;-1+1)
p@/y) o (Hml+1—2(l+1)+1> ng X

=1 j=1
e _\2 _
L Z 1 (vi = 7;)" + (mj —m;1)(7; — p)?
X exp —5""””3*1* — (1.2.6)

J

1.4.2 Détermination de la masse de probabilité a posteriori mar-

ginale conjointe du vecteur m des points de rupture

Théoréme 1

La masse de probabilité a posteriori marginale conjointe m est donnée par

+oo
fp(,u,m/g)du st 1<my<me<..<mp<n-—1et mj—mj_q>1

p(m/y) =
0 sinon
(1.2.7)
ou
k 1 k+1 mj 2
—\2
p(p, m/y) & <Hml+1 —2(l—|—1)+1> H ._Z (yi_yj)
= Jj=1 \i=m;_1+1
P my—m;—1
X =) — (1.2.8)
_LzL
m mj—1 _
L+ — (1= 7,)?
i=mj_1+1

Démonstration

14



Nous allons éliminer par intégration o, j = 1,k +1 de (1.2.6), nous obtenons p(u, m/y)
comme suit:

posons

1 _3
2i = — = do;, = ——z. 2dz;
j 0? J 5 j

nous aurons

k
1
p(p,m/y) o (ll;ll ml+1—(l+1)+1)

- mg
m m71 71 _
AL o el 5[ X G0 =m0 ) 5
7j=1 0 t=mj_1+1
donc
k . k+1 m; .2 2
p(p,m/y) o (H m) H , > (yi_yj)
=1 Jj=1 \i=mj_1+1
I ()
X —
j 2271
M; — M
1+ 715 ! -1 (u—7,)?
—\2
i=mj_1+1

D’otu le théoreme
Remarque 1

Nous remarquons que(1.2.8), relativement a y, est une poly-t produit a (m; —m;j_; — 1)

degrés de liberté. ayant §; comme parametres de position et

comme parameétres de précision j = 1,k + 1.
Remarque 2

Le degré de liberté devant, au moins, étre égal a 1, nous imposons

m; —mj_1 > 1,7 = 1,/€+1,m0:0,mk+1 =n.

1.4.3 Détermination des densités de probabilité a posteriori mar-

ginale et conditionnelles du parameétre de position p

La densité de probabilité a posteriori marginale de p s’obtient a partir de (1.2.8), en éliminant

par sommation m, c’est a dire:

15



m3—2 ma—2

p(i/y) = Z Y p(m/y) (1.2.9)

my=2k m2=4m;=2
Nous déduisons la loi de probabilité a posteriori conditionnelle de p sachant m en faisant le
rapport suivant
p(p, m/y)
plp/m,y) = ——= (1.2.10)
= p(m/y)
p(p, m/y)

+foop(m m/y)du

ol p(i, m/y) est donnée par (1.2.8).
Cas particulier

Lorsque nous avons deux ruptures, alors

+oo
[ p(,mi,ma/y)dp  si 2<mi<me—2 et 4<my<n-—2
p(m17 m?/g) = -
0 sinon
(1.2.11)
ou
1 (s
plp,my,myfy) o x (5) X
my — 3 my > 2
<§_31(y —7) +ma(p—7) >
[ me=ru
X (557) — X
my =t
(5 0w+ o - - 31
t=m1+
[(2=me
X (5%) — (1.2.12)
n _22
(2 0=+ 0= =)
1=mo+1
et par suite; les densités de probabilité marginales de m, et my sont respectivement:
n—2
p(mi/y) = Z p(my,ma/y) ; my € {2,..,n—4} (1.2.13)
mo=m1-+2
mo—2
p(ma/y) = Z p(m1, ma/y) ; me € {4,...,n — 2} (1.2.14)
mi1=2
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1.4.4 Détermination des densités de probabilité a posteriori mar-
ginales conjointes et conditionnelles des rapports de variances

Nous allons déterminer la densité de probabilité a posteriori du vecteur 7défini par
o of ot
T=\| "= "3 3
o5’ o3 o

La densité de probabilité a posteriori conjointe de 7 est

Théoréme 2

m3—2 ma—2

p(z/y) = Z SN plmyma, g, z/y), e (R (1.2.15)

my=2k mo=4 mi1=2

ou

k 1 1/1:[1 Tyq
p(ml,mg,...mk,z/g) o (Hml ) 5 ) X
1=

k1 my_my g [k?+1

(+1)+1

n—1
=1 [S2(z)] 2
(1.2.16)
2
k+1 m;
m > 2 YT
) kt1 J 9 j=1i=m;_ 141
(n—1)5%z) = Z Ti-1 Z Yi | =k
i=1 i=m ot . (myj —mj )7
j=1
avec mg = 0,mp1 =n et 79=1 (1.2.17)

Démonstration

D’apres le théoreme de changement de variable et (1.2.6) nous déduisons

p(m, 7,01, 1/y) = plm, o, 1/y)|Jo ™|

tel que :
k 1 k+1 ( :
—(m;—mi_1+1
p(m, g, p/y) o o; T X
went) « ([T=sireer)
m;
> (wi—n)?
1i:m]~_1+1
exp{ ——=
P 2 o?

J
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|
njw

k
[T~ = ot (HU)
j=1

donc

k k+1 mi—mj_q
—(n+1)
p(myzualuﬂ’/g) & 01 X (Hml+1_2 l+1 ) HT

=1

m;j

1
xpd -t S (- wPri

207
z:mj_1+1

L’élimination de oy par intégration nous permet d’obtenir p(m, z, 11/y), comme suit

1 1
z2=—= = do3 = ——22dz
o 2

Posons
ce qui donne
1 my— ml/ 1
m 7— (06 T X
p( :u/y H ml+1—2<l+1)+1 ZIH1 l 1

k+1 my

+oo
/z% exp —%zz Z TJ 1 pdz
0

0.

j=1i=m;_ 1+1

outy =

nous avons donc

ll ml/

k
p(m, T, M/g) e ll:ll (m) H Ty

Tz
(2) To=1, mp1=n

X

[SIB

m;

[kil Z (yi—#)27j—1]

j=1 i:m]-,1+1

Nous avons
k+1  my k+1
Y« Pria = (Z(mj - mj—l)Tj—1> (b —pi(z))? +
J=1li=m;_ 1+1 J=1
+(n —1)5%(z) (1.2.18)
avec
k+1
> (my —m;1)y;7j
f(r) =1 (1.2.19)
]Zl(mj mj—1)Tj-1
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c’est la moyenne pondérée des estimateurs g; de p fondés sur (m; —m;_1) observations
j=1,..,k+1et(n—1)S*(z) est définie par (1.2.17); donc p(m, 7, 11/y) s'écrit

Mgy —Myy
k41 l > -1y
r
V-1
=1

k
1
p(m, 7, M/Q) & zl:[1 (ml+1_2(z+1)+1> ol b
- { (_Z (mjmj1)7j1> (uﬂ(z))2+(n1)32(z)}

k 7171 n
O‘Um HTl’l [(n—1)S%(z)] 2 x

) k+1 mpy—my
1

~

k:+1
P2 1 —mj_1)Tj-1 A )
1+ (n—1)S2(7) (1 — (1))

qui est relativement & 4 une loi de Student & (n — 1) degrés de liberté avec fi(7) comme
kt1

2 (mj —mj—1)7j1
paramétre de position et —Z = comme parameétre de précision.
(n—1)5%(z)
En intégrant par rapport & j, nous obtenons p(z,m/y) comme suit

k+1 ™mp—my_, 1

(Tm/y)ocn<m)nﬁf1 X

) ., oo kii(mj_mjfl)ijl X ) 2
X [(n - 1)5 (I)] 2 f 1+ = 152D (M - ,UJ(I)) dp

—00

k
1 2
o lljl (ml+1f2(l+1)+1> 1,1:11 Ty_1

car, nous avons utilisé I’égalité de Student

k41 -1/2
kbl oy | 20 (MyTmy—a)Tio
=

(2@ (*7)

v+1

7[1 + %(:r = 0)] = % <%)% (1.2.20)

2
—0o0

ol h est le parameétre de précision, 6 parameétre de position et v le degré de liberté.

m3—2mo—2

p(r/y) = Z Z Z T, My, My, ..My [Y)

mp=2k m2=4ml=2

le théoréme s’ensuit.
Nous déduisons la loi de probabilité a posteriori de T sachant m, en faisant le rapport suivant
Pz, ma, My, .., M [Y) p(T, M, ma, ...y /y)
p(z/mama, ., my,y) = == = (1.2.21)
p(m17 ma, ..., mk/g)
J (. ma, ma, ...my/y)dp
—o0

ot p(z, m1, ma,..., My /y)etp(p, mi, my, ....my /y) sont données par (1.2.16) et(1.2.8)

Cas particulier de deux points de rupture
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Lorsque k& = 2,nous avons

n—2 mo—2

prma/y) = > D plmy,ma, 71, 72/y) (1.2.22)

mo=4 mi1=2

ou
mg—_my | n-my 4 1
1 T Ty 2 [my 4+ (mg — mq)7T1 4+ (n — mg)Ta] 2
p(my, ma 1, Ta/y) o X —
me =3 ()]
(1.2.23)
ou
(n—1)5%(x) = Zyz + 71 Z i+ Z v —
i=mi+1 1=mo+1
mi 2
[Zyﬁ—ﬁ Z Yi + T2 Z yz}
i=1 i=mi+1 i=ma+1
— 1.2.24
my + (mg —mq)7T1 + (n — mg) 7Ty ( )
0'2 0'2
avec 7y = %, Tg = %
2 3
Nous déduisons que
4 +00
[ o (71, 72/ma,mao, pyy) dry st T € RY
p(Tl/mlam%Mag) = 0 -
\ 0 sinon
(1.2.25)
4 +00
[ p(T1,72/ma,ma, pyy) dry st Ty € RY
p (Ta/ma, ma, p,y) = 1 0
\ 0 sinon
(1.2.26)

ou
p (71, 72/ma, ma, i, y) o p (71, T2, m1, ma, pufy)et p (71, T2, M, Mg, p1/y)est donnée par (1.2.23)

1.5 Cas ou les moyennes sont distinctes et inconnues

Le modele est celui considéré dans (1.1.1)

soit

[5s)
I
=
19
E
m
@
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1.5.1 L’analyse a posteriori

La loi a priori du vecteur 6§ Nous définissons des lois a priori non informatives pour les
k
vecteurs g, i1 et une loi discréte uniforme sur  Pensemble] [{2[,...,m;11 — 2} pour le vecteur
- =1
m ou Myy1 = N.

En supposant tous les paramétres indépendants, nous avons

p(@) = p(pw)p(a)p(m)

= (Hp(uﬂp(aﬁ) p(my/ma, ...,my) X ... X p(mg_1/myg)p(mg)

k+1 k

1 1
< EEE(WH—Q(ZH)H) (1.3.1)

les paramétres my, [ = 1, k ne sont pas indépendants.

La fonction de vraisemblance de 0 est définie par

k+1 m;
s 1 2
L(Q/Q) o Haj (mj—mj_1) exp _F Z (yZ . Mj)
j=1 J 1=mj_1+1
oy 2 _
k1 1i_m2 N (i = ;)" + (my —m; 1) (T, — p;)?
o ST exp -3 i - 1.3.2)
Jj=1 J

i=1 %
1 o
- e 2 )
m;
> Vi
Y = — =T k1L, my=0, mu=n (1.3.4)
m; mj;—1

sont respectivement la moyenne empirique et la variance empirique fondées sur les m; —m;_4
observations ,7 =1,....k+1,mg = 0,mp1 = n..

La densité de probabilité a posteriori de ¢ est

i 1

=1
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k+1
—(myj—mj_1+1 I1m; —m;_ —
y H“j( ) o exp {_ijle (S?+ (g, - Mj)2)} (1.3.5)

j=1 !

ol SJ2 et ¥ j=1k+1 mo=0, mgy = n sont données respectivement par (1.3.3) et

(1.3.4) .

1.5.2 Détermination de la masse de probabilité a posteriori mar-

ginale conjointe du vecteur des points de rupture

Théorémel

La masse de probabilité a posteriori conjointe du vecteur m est

k

k+1 r mj_77L2j—1—1
plm/y) o (Hmm _2(1l+ 37 1) 1T ( : m,>m.11 (1.3.6)

=1 Jj=1 (mj — mj,1)5 Bj 2

ou Bj = (TTLj - mj_l) SJQ ] = 1, k + 1,m0 =0et Mg+ = N. (137)

Démonstration

Tout d’abord, en intégrant (1.3.5) par rapport a o;, j = 1,k + 1, nous obtenons la loi a

posteriori conjointe de (£, m) comme suit :

nous posons
1
Zj:—2,j:]_,]€+]_
9;

nous aurons :
3

dO'j = —52]-_561,2]‘
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k 1
p(p,mfy) o« (Hml+1_2(l+1)+1) "

=1

k1 T,
_L.Ll 1 m: — M _
X H / exp {—% [5]2 + (?Jj - Mj)2] Za} dz;

310

k + -
_ 91— L5
B (Hmz+1—2l—|—1 —|—1>1:[ —mi1)S;] 7 X

=1
r m; —m;—
2

(1.3.8)

Remarque:
Nous remarquons que(1.3.8) relativement & p;, j = 1,k + 1 est une loi de Student & (m; —
, . , _ . .. m; —mj_q — 1
mj_1 — 1) degrés de liberté avec 7, comme paramétre de position et comme

55

parameétre de précision, j=1,k + 1

D’autre part, nous allons éliminer par intégration x;, j = 1,k + 1. Nous obtenons la masse

de probabilité a posteriori conjointe de m , comme suit :

k k+1 s
1 mj —mj_q S L
I 2 = R . Sz 2 X
plmfy) o (Hml+1—2(l+1)+l> JHI ( 2 >(<ma mj-1)55)
+oo 1 7mz'*;nz'71
X / {1‘*'?(#]'_%)21 dp,

nous utilisons, a nouveau, I’égalité (1.2.20); cela donne

F 1 Tro (M —mj—1
p(m/y) o (Hml+l_2(z+1)+1> HF( 2 )

=1 j=1
_1 L B S
(mj —mj—1)72 [(m; —m;j—1)S7] ?
pour k£ = 1, nous obtenons
T m—1 T n—m—1
p<m/g) X 1 1 ( 2 )m( 2 ) n—m—1
mz(n—m)z (mS7) = ((n—m)S3) =



qui est le résultat obtenu par Menzefricke.

pour k = 2, nous obtenons

1 1

p(ml,mz/g) & 3 X —3 ;
mz — mi(mg —mq)2(n —ms)

F n—mo—1

()L (=)D (5=

2

X

1
2

n—mo—1

X
mq—1 mo—mq—1
(m1S7) 72 ((ma —m1)S3)™ = ((n—my)S3)
si2 < mi<me—2 et 4<my<n-—2 (1.3.9)
Nous déduisons les lois a posteriori marginales de m; et mq
n—2
p(m1/y) o Z p(my, ma/y), my € {2,...,n—4}
mo=m1-+2
(1.3.10)
mo—2
p(ma/y) o Z p(m1, ma/y), me € {4,...,n — 2}
mi1=2

1.5.3 Détermination des lois de probabilité a posteriori marginales

conjointes et conditionnelles du vecteur des rapports de vari-

ance

Nous allons déterminer la densité de probabilité a posteriori du vecteur 7 défini par
2

of of o
T=\| = =3 3

03 03 Okt1

Théoréme?2
La densité de probabilité a posteriori marginale de T est :

m3—2mo—2
(1.3.11)

p(z/y) = Z Y plma,ma, i, 7/y)

my=2k mo=4 m1=2
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ou:

=1
k41 my—my -1
Gl i

k
1
p(my, ma, ..my, T/y) o (Hml+1—2(l+1)+1> X

-1

1
=1 I'—1 (mllfmj/_1)77

k+1 n*éﬁ*l
> (my —my 1))
j=1
mo = 0, Mg+1 =N, To — 1 (1312)

Démonstration

De (1.3.5) ci-dessus, nous déduisons que

ol

(n+1) . 1 T memie
—(n 2 -
plm, 7,01, p1/y) o« oy ng+1—2(l+1)+1 HTH

=1 j=1

1 _
X exp {_F(mj —m;_1) (S7+ (7, — Mj)27—j1)}
1

o [T 1 T et
C .
71 Hml+1—2(l+1)—|—1 75

=1 j=1

1 _
X €Xp {—T‘%(mj - mj—l)Sij—l + (mj - mj—l)(y]‘ - Mj)QTj—l}

Nous intégrons d’abord par rapport & y;, j = 1,k + 1 pour obtenir p(m,z,01/y)
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k m

k+1
1 M 1
pm,1,01/y) o (Hml+1—2(1+1)+1> HTJ ! 8

l

1
><exp{—2 (m; —m;_ 1)5 T 1} X

eXp{ 2 —mj-1)(ky —?j)2} dys;

o1

Nous utilisons

+o0o
—L(z—a)?
/e 2(5) dx:\/27r\/l—), sib>0

Nous aurons

k k+1 m;—m
—(n— k) _;‘; 1
m, 7,0 o« o ||T
p(_ 1/@ 1 (l | ml+1_2 +1>

=1

_1 1
(m; —myj_1)"2 X €Xp {—_z(mj - mj—l)SJZTJ’—l}

207

En intégrons par rapport a o1 ,nous obtenons p(m,7/y) comme suit :

Nous posons

ce qui donne

En utilisant 1’égalité

/ Fb—azal exp(—bz)dz =1 (1.3.13)

nous aurons(1.3.12) donnée dans le théoréme.

Nous déduisons la loi de probabilité a posteriori conditionnelle de 7 sachant m, en faisant

le rapport suivant

_ plz,m/y)
Py == )
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p(m/y) et p(z, m/y) sont données respectivement par (1.3.6) et (1.3.12). Nous obtenons

my—my_;—1

[(my — 1) SF] ™2

p(z/m,y) o
kt1 my—myr_,—1 k+1 :
[Ir <$) (mj —m;_1)S3Tj

pour k=1
Lir(n—m)S3 " * (msp)
p(T/mjg) & m—1 n—m—1 2 2 22
L)L (*=5=) {mSt + 7(n —m)S3} 2

*
T€R+

qui est bien le résultat obtenu par Menzefricke(1981)
pour k = 2;(1.3.12) devient

m27m17171 n7m27171

2

’ my 2 (my —my) 2 (n — my) 3

T To
p(71772,m1=m2/y) x w3
(mg — 3) [m1S% + 71(ma — my)S2 + 72(n — my)S3] 2
(1.3.14)
71,72 € Rietl<m;<my<n-1
Nous déduisons les loi conditionnelles suivantes :
+o00o
p (ﬁ/ml,mz;ﬁ,y) = /p (71,72/m1,m2,g,g) dry
0
relativement & 7o; p (7'1, To/M1, Mo, g) est une loi beta (% -1, %2_1)
d’ou
my 2 (ma — my)F(n — my)
o
p(Tl/m17m27,u7g) (m2 _3)
(2 1
. D
mi _ 9 m2 _ 2 2 -1
{Z (Yi=7)" +711 > (yi—7)
i=1 i=my+1
F n—mo—1 mg—mj—1
X ( ) X7, (1.3.15)
n 2
[ S (v —Ts)
i=mo+1
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—+00

p (T2/ma,ma, p,y) = /p(ﬁﬁz/mhmz,g,g) dry
0

relativement a 71;p (71, To/M, Mo, i, g) est une loi beta (%ﬁml -1, W’Tﬂ“’l)

d’ou

p <T2/m1m27ﬁ,g) & (2 — 3) X

n

mi
Sw-nten S w-w
i=1 i=ma+1

T (L;Hm - 1) nomp=l_y

B e

=m1+1

X (1.3.16)

mg—mj—1 7—2
2

ou

p (7—177—2/m17m27ﬂag) xXp (T17727m17m2/ﬂ7£)

avec

p (71,72, m1, ma/p, y)est donnée par (1.3.14)

1.6 Application numérique

Introduction

Dans cette section, nous allons présenter les résultats de simulations pour I’estimation des
points de rupture m;, mo, a ’aide respectivement du mode a posteriori et de la moyenne a
posteriori, dans les cas suivants :

-Les moyennes sont distinctes et connues.

- Les moyennes sont égales et inconnues .

-Les moyennes sont distinctes et inconnues.

Le but recherché est de voir si les modes ou les moyennes a posteriori calculés par les
formules données par (1.1.14), (1.1.15), (1.1.23) et (1.1.24) dans le cas ou les moyennes sont
distinctes et connues, (1.2.13), (1.2.14), (1.2.25) et (1.2.26) dans le cas ou les moyennes sont
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égales et inconnues et (1.3.10), (1.3.15) et (1.3.16) dans le cas ou les moyennes sont distinctes
et inconnues estiment bien les vraies valeurs des parametres d’interét.

Pour les commodités de calcul, nous avons restreint 71, 7o & appartenir a l'intervalle ]0, 1]
en choisissant 0%, 02, 02, tels que 03 < 03 et 07 < o2.

Tous les graphes relatifs a ce chapitre sont donnés par annexe 1

a) Les moyennes sont connues

Nous avons simulé 100 échantillons a partir du modéle :

Yi = [y + €55 1=1,my
Yi = g + € 1 =mq1+ 1, mo
yi:u3+e¢; i:m2+1,n

ot ¢; ~ N(0,0%); i = my_y +1,my, j =1,2,3,mg = 0, mg = n pour différentes valeurs des
points de rupture m;, mq,des moyennes iy, iy, 5 des variances des erreurs et de la taille de
I’échantillon n.

La figure 1 donne les graphes d’une série d’observations simulées & partir du modéle :

yi =1+e; i=1,m
Yi = 2+ e;; t=my+1,my
Yi =3+ e i=my+1,n

=

(0,0.25); i =T, m
oue ~< N(0,1); i=mg+ 1, my dans les deux cas suivants :
(

1
N(0,4); i=mo+1,n
n=20,m; =8 my=13

n = 60, m; = 20, my = 40
Les figures (2.a), (2.b), (3.a), (3.b), (4.a), (4.b) et (5) donnent les diagrammes de la distri-

bution des fréquences des points de rupture estimés respectivement par le mode et la moyenne

0
0

a posteriori pour les 100 échantillons simulés dans les deux cas suivants :

) iy =1,y =203 =3

02 =025,05=1,02=4

-b) 1y =0.25, iy = 0.5, g = 0.75

02 =0.64,03 =1,0%2 =1.48

traduisant respectivement un fort écart dans les moyennes et dans les variances puis un faible
écart. Nous avons également simulé 500 échantillons de taille n = 20; les résultats obtenus sont

donnés dans la figure 6.

29



Les graphes7,8,9,10 donnent les histogrammes des rapports de variances estimés respective-
ment par le mode et la moyenne a posteriori dans les cas suivants:

—n =20,m; =8,my =13

x0? =0.25,02 = 1,02 =4

x03 = 0.25,03 = 2,02 =16

donnés respectivement par les figures 7 et 8

—n =40,m; = 10,my = 30

x0? =0.25,02 = 1,02 =4

x01 = 0.25,03 = 2,02 =16

donnés respectivement par les figures 9 et 10
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b) Les moyennes sont égales et inconnues

Nous avons simulé 100 échantillons a partir du modeéle

Yi = b+ €5 t=1n

N(0,0%); i =1,my
e { NO.0D; =T L
N(0,03); i=ma+1Ln
ou p = 0,pour différentes tailles d’échantillon, différentes valeurs des variances et différents
points de rupture m; mo.
La figurel1 donne les graphes des séries d’observations simulées & partir du modeéle ci-dessus
dans les deux cas suivants :
a) n=20,m; =8 ms =13
b) n = 60, m; = 20, my = 40
et avec 02 = 0.25, 02 =1, 02 =4
Nous avons également simulé 100 échantillons, & partir du modéle y; = p+e€;; i = 1, n pour
N(0,0.25); i =1,m
uw=0et e~ < N(0,1); i=my+1,my
N(0,4); i=maFLn
Dans les cas suivants :
n =20,m; = 8,me =13
-n = 60,m; = 20, my = 40
n = 80,a)my = 8, my = 13
b)m; = 30, my = 50
c)my = 65,mg =75
- n = 100a)m; = 8, my = 13
b)m, = 30, my = 70
c)my = 87,mg = 92
pour étudier l'effet éventuel de la position des points de rupture sur leurs estimations. Les
résultats de ces études de simulation sont donnés dans les figures (12), (13), (14), (15), (16),
(17), (18) et (19).
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Nous avons augmenté les écarts entre les variances,en laissant les autres parameétres in-
changgés c'est -a-dire 0% = 0.25, 05 = 2,02 = 16 dans les cas suivants:
n=20,m; =8 my=13
n=60,a)m; =8 my =13
b) my = 20, mq = 40
n = 80, m; = 30, my = 50

Les résultats obtenus sont respectivement donnés par les figures 20,21,22et23
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Les graphes 25,26,27,28 donnent les histogrammes des rapports de variances estimés par le
mode a posteriori dans les cas suivants:

—n =20,m; =8,my =13

x0? =0.25,02 = 1,02 =4

x03 = 0.25,03 = 2,02 =16

donnés respectivement par les figures 25 et 26

—n =40,m; = 10,my = 30

x0? =0.25,02 = 1,02 =4

x01 = 0.25,03 = 2,02 =16

donnés respectivement par les figures 27 et 28
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c)Les moyennes sont distinctes et inconnues

Nous avons simulé 100 échantillons répondant au modéle

yi =1+ e i=1,m
Y = 2+ e t=mq + 1,my
Y = 3+ e;; 1=mo+ 1,n

N(0,0.25); i =1,m
e;~< N(0,1); di=my+1,my
N(0,4); i=mpTLn
n étant la taille de I’échantillon,et mq, mo les points de rupture dans les cas suivants
n=20,m; =8 my =13
‘n =40,m; = 10,my = 30
-n = 60, m; = 20, my = 40
-n =80, m; = 30, my = 50
n = 100, m; = 40, my = 60
Les résultats de ces simulation sont donnés dans les figures (29), (30), (31), (32) et (33)
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Les graphes34,35,36,37 donnent les histogrammes des rapports de variances estimés par le
mode a posteriori dans les cas suivants:

—n =20,m; =8,my =13

x0? =0.25,02 = 1,02 =4

x07 = 0.25,03 = 2,02 =16

donnés respectivement par les figures 34 et 35

—n =40,m; = 10,my = 30

x02 =0.25,02 =1,02 =4

x07 = 0.25,03 = 2,02 =16

donnés respectivement par les figures 36 et 37.
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1.7 Interprétation des résultats

1.7.1 Les moyennes sont connues

Estimation des points de rupture m;,my Les figures (2.a), (2.b), (3.a), (3.b), (4.a), (4.b)
et (5) montrent que les points de rupture sont bien estimés lorsque les écarts entre les différentes
moyennes et les différentes variances sont sensibles dans les différents cas considérés.

Nous remarquons, également, que ’estimation des points de rupture m; et ms par le mode
des modes a posteriori donnent de meilleurs résultats qu’avec les moyennes a posteriori et ceci
dans les différents cas considérés.

la figure (6) montre la performance de la méthode méme pour de petites tailles d’échantillons
(n=20).

Estimation des rapports des variances

L’histogramme n’est pas un bon estimateur d’une densité de probabilité .Néanmoins, il permet
d’avoir une idée, méme si elle est biaisée, sur certaines caractéristiques de la loi de probabilité.

Nous remarquons, a travers les figures 7, 8, 9 et 10 que le mode tend & sous estimer le
parametre d’intérét.

Exemples

Nous avons effectué 100 itérations pour différentes tailles d’échantillon et différents points
de rupture. Nous avons remarqué que,

(a)-si la vraie valeur de 7; = Z—% est 0.25, le mode est dans l'intervalle

*10,0.1] pour n = 20, m; = 8, my = 13(voir figure 7.a ).

*10.06,0.13 ] pour n = 40,m; = 10, my = 30 (voir figure 9.a).

(b)-si la vraie valeur 7o = Z—% est 0.06, le mode est dans 'intervalle

*10.02,0.04] pour n = 20, my; = 8, mg = 13(voir figure 7.c).

*10.025, 0.05] pour n = 40, my; = 10, my = 30(voir figure 9.c).

(¢)-si la vraie valeur de 73 = Z—% est 0.25, le mode est dans l'intervalle

*]0.16, 0.32] pour n = 20, m; =

*10.1,0.2 ] pour n = 40,m; = 10, my = 30 (voir figure 9.¢).

Nous avons effectué d’autres simulations lorsque ’écart entre les variances est plus impor-

8, my = 13(voir figure 7.e).

tant. Il semble que, suite & notre étude de simulation intensive, ce qui a une influence sur
I’estimation de 71,75 et 73, ce n’est pas I'importance de ’écart entre les variances mais plutot
la taille de I’échantillon et le nombre d’observations entre les ruptures. En effet, le mode a
posteriori tend & sous estimer les différents parameétres. Mais le biais s’atténue au fur et a

mesure qu’augmentent la taille de I’échantillon et le nombre de données entre les ruptures.
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1.7.2 Les moyennes sont égales et inconnues
Estimation des points de rupture mi, ms

Les figures (12), (13), (14),(15),(16),(17),(18)et(19) confirment la bonne performance a la fois
du mode a posteriori et de la moyenne a posteriori pour les différentes valeurs des parameétres.

Nous remarquons que la performance des estimateurs respectifs n’est influencée ni par la
taille de I’échantillon, ni par ’emplacement des points de rupture.

Les figures (20), (21),(22)et(23) montrent que les résultats de simulation s’améliorent lorsque
les écarts entre les variances augmentent.

Nous remarquons,également,que 1’estimation des points de rupture m;, my par le mode des
modes a posteriori donnent de meilleurs résultats qu’avec la moyenne des modes bien que, au
sens du RMSE ( Root Mean Square Error), les moyennes a posteriori soient meilleures comme

nous l'illustrons dans la figure24.

Estimation des rapports de variances

Les figures 25, 26, 27 et 28 montrent un comportement du mode a posteriori semblable a celui
du premier cas ou les moyennes sont supposées connues. L’effet de la taille de ’échantillon et

du nombre d’observations entre les ruptures est net sur I’estimation des rapports des variances.

1.7.3 Les moyennes sont distinctes et inconnues
Estimation des points de rupture m;, my

Les figures (29), (30), (31),(32)et(33)) montrent que, 1a aussi, les points de rupture sont détectés
avec des fréquences appréciables en utilisant soit les modes soit les moyennes a posteriori et,

ceci, quel que soit 'emplacement des points de rupture.

Estimation des rapports de variances

Les figures 34, 35, 36 et 37 révelent un comportement tout & fait semblable de la loi de probabilité
des modes a posteriori des rapports des variances, que dans les deux cas précédents ou les
moyennes sont distinctes et connues ou égales et inconnues. Une étude de simulation intensive
nous permet d’arriver aux mémes conclusions et donc, a ’effet certain de la taille de I’échantillon
et du nombre d’observations entre les ruptures sur ’estimation des rapports des variances. Nous
concluons, 1& aussi, que le biais s’atténue lorsque la taille de 1’échantillon augmente ainsi que le

nombre d’observations entre les ruptures.
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Chapitre 2

Analyse bayesienne d’un modéle

autocorrélé a ruptures multiples

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions un modele gaussien & k ruptures dans la moyenne et dans la
variance dans le cas ot les erreurs sont autocorrélées.

Il sagit d'une extension des travaux de Guerbyenne (1992) et Guerbyenne Kezim ((1992,
1993a), b) 1994 a) b) ¢), 1997) au cas de ruptures multiples. Inclan (1993) s’est intéressée a la
détection de changements multiples dans la variance, d’une part, pour une suite de variables

aléatoires indépendantes et d’autre part pour un modeéle autorégressif.

2.2 Le modéle de base

Yi = pj =+ U

ei~ N(0,0%), i=m;_y +1,my, j=1,k+1; mg=0et mp1=n

ou les m;, j = 1, k sont k points de rupture supposés inconnus tels que

1

IN

m; <mg—1

m+1 < mo<mg—1

m—1+1 < mp<n-—1

ce qui est équivalent & my; € {I,...,myy1 — 1}; 1 =1,k et myyq = n.

Nous faisons les hypothéses suivantes
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e Les erreurs u;, ¢ = 1,n suivent un processus autorégressif d’ordre un stationnaire, i.e.

| < 1.

e Les erreurs ¢;, i = 1,n représentent le bruit blanc. Ce sont des variables aléatoires

. 4 . ’ .
indépendantes gaussiennes. ¢? = (0%,03,...,0%,,) € (R%)¥! est le vecteur des variances
supposées distinctes et inconnues et

B= (f1s oy oos Hppyy) € RFHL est le vecteur des moyennes.

Nous réecrivons le modele (2.1.1) sous la forme (2.1.2) équivalente

Yi — pyi-1 = (1 = p) + €55 i=T,m,
Ym+1 = PYm; = Hj1 = PH; 7+ Cmy1; (2.1.2)
Yi — pYi-1 = pjpa (1 — p) + € i=m;+2,mjet j=1k

Nous allons étudier les trois cas suivants :
1. les moyennes sont connues.
2. les moyennes sont égales et inconnues

3. les moyennes sont distinctes et inconnues.

2.3 Etude du cas ou les moyennes sont supposées con-

nues.

’ !

. . ’ N ’ ’
Le paramétre inconnu dans ce casest § = (o ,m , p) oug = (01,02, ..., Opy1) , M = (M1, Mg, ..., My) .

2.3.1 L’analyse a posteriori

La loi a priori du vecteur 6
En supposant que tous les parameétres sont indépendants, la loi a priori du vecteur 6 est

donc :
P (@) =P (m)P(p) P (o)

la densité a priori conjointe de o est définie comme en (1.1.6) c’est-a-dire

k+1

P(Q)fXHO%

Nous choisissons pour le parameétre p la densité uniforme sur l'intervalle |—1, 1] ¢’est-a-dire

P (o) = 31110
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P (m) = P(my/ma, ...,my)P(mo/ms, ..., my)...P(mg_1 /my) P(my)

k
Nous supposons que le vecteur m suit une loi a priori uniforme sur 'ensemble [ {2i,...,m;1 — 2}
I=1
c’est-a-dire
i 1
P(m)=
(_) H ml+1 — 2([ + 1) —|— 1

=1

ce qui donne

k 1 k+1 1
P — 2.1.
LIS e Eae=g | 219

Remarque :Nous justifierons plus loin le choix de cet ensemble.
La fonction de vraisemblance de 0 s’écrit
my

> (Y — pyimr — g (1= p)? k+1
L(8/py) o o7™exp —= X Haf(mrmj’l) X (2.1.4)

2
2071

m;
(?ijflﬂ — PYmj_y — Kyt Pﬂj—1)2 + X (yi — pyi1 — i (1 = P))2

i:mj_ 1+2

2
20j

X exp —

La loi a posteriori du vecteur 0
D’apres le théoreme de Bayes, nous combinons la fonction de vraisemblance(2.1.4) et la loi
a priori (2.1.3).
Nous obtenons la distribution a posteriori du vecteur ¢
my
k 1 ) > Wi —pyimr — g (11— P))2

P 9 —(m1+1) _ZZI
0 my) o (Hml+1—2(z+1)+1 e 207

k+1
x [Lo; ™ x (2.1.5)
7j=2
2 ] 2
(Ymy a1 = DYy — 15+ pi—1) "+ >0 (Y= pyi1r — 1y (1= p))
X exXp § — e

2
20j

ou myg =0, mg11 =n.
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2.3.2 Détermination de la masse de probabilité a posteriori mar-
ginale conjointe du vecteur des points de rupture et de la den-

sité de probabilité a posteriori du coefficient d’autocorrélation
Soit

SSi(my) = Z(yi_l—#l)Q

S5 (mj o mjfl) = (ymj—l - Mj71)2 + Z (yifl - ,uj)27 j =2, kE+1 (216)
’L'ij,1+2
o myg = 0, M1 =n
512 (m m _1)]2
—mj_; —1)8? = = m_ | L =1,k+1
(m; —mj_q )S] 583 (m; —mj1) SS1(m; —my1) J kot
oumyg = 0, Mgy =n
Sy (m1) = (yi — m)* (2.1.7)
i=1
SSQ (mj - m]’_l) = Z (yz - ,uj)z, ] = 2, k+1 (218)
i:mj,1+1
S1a (ma) = (yi = ) (Wie1 — ) (2.1.9)
i=1
S12 (mj - mjfl) = (ymjfl - :ujfl) (ymjfﬁl - Mj) +
> Wi —w) i—w), o= 2k+1, (2.1.10)
’L'ij,1+2
Si2 (ml)

p(my) = S5, (my) (2.1.11)

est l'estimateur du mazimum de vraisemblance de p fondé sur les my premiéres observations.

Si2 (mj —mj—1) .
N ) 2.1.12
p(m; = m;-) SS1(m; —mj_q)’ J K ( )

est l'estimateur du mazimum de vraisemblance de p fondé sur les m; — m;_, observations
j=2k+1.
SJZ, 7 = 1L k+1 sont respectivement les estimateurs du maximum de vraisemblance de 0]2-,
=1,k+ 1.

J
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Théoréme 1

La masse de probabilité a posteriori du vecteur m est

+1 k
fP(MJp/E7g) dp Slme H{2lv“‘aml+1_2}7 Mig+1 =N
—1 =1

P(m/py) = (2.1.13)
0 sinon
La densité de probabilité a posteriori de p est
PO S Sl ) si o
P (my,ma,....mp,p/ 1, y) si [p| <1
P(p/1y) =4 mi=2k  ma=tdmi=2 - (2.1.14)
0 sinon

ol

k k+1 . :
1 _mjTmi—1
P(mlam%'“?mk?p/ﬁag) x (Hml+l_2(l+1)+1> H[(mj_mj_l_l) SJZ] ’

=1 7=1

I (g

2

X

(2.1.15)

mi—mj_1

SS1(mj—m;_ 2 2
[1 + W (0= p(m; —m;1)) }

Remarque 1 :

Nous voyons que, P (ml,ml, ooy My P/ I g) est relativement & p, une poly-t-produit & m; —
SS1(m;—m; 1)

52

mj_1 — 1 degré de liberté avec p(m; —m,_1) comme parametre de position et ;

comme parametre de précision j = 1,k + 1.

Remarque 2 :

Le degré de liberté devant étre au moins égal a un, nous imposons a m; —m;_; pour j = 1,k + 1
d’étre strictement supérieur a 1.

Démonstration du théoréme 1

Nous éliminons o;, j = 1,k + 1 par intégration de (2.1.5) pour obtenir P (m, 0/ Ik, g) comme

suit

|~

_3
,j=1,k+1; alors do; = —lzj dz;

Posons z; = 5

)

o“

<

et par suite
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k

P(mp/py) (Hmm —

=1
+oo

my_
x [ 2?2

0
k1 T

SITE

j=2 0

ce qui donne

k

i—mi_q 1
. 2

1
(+1)+1

1
' exp {—521 Z (Yi = pyi—1 — iy (1= P))Z} dzy

i=1

((ymj,1+l - pymj,l - M] + p:U/j—l)2

l 1
exp —5

(v — pyia — i, (1= )7 | | dz

=1

P(mp/y) (H p—

k+1

<11

J=2
|:(ym]-1+1pymj1ﬂj+pﬂjl) + X

Nous avons aprés un calcul simple

mi

> Wi — pyicr — 1 (1= p))°

=1

() )
I+1)+1) m 17
l; (yi — pyi—1 — iy (1 = p)) }
r (2o
Ty

’ ) (yipyiluj(lp))z}

i:mj_1+2

my 2
mi ) ; (i = 1) (Yim1 — )
Z Wim1 — )" | P — = ;

=1 > (Yim1 — )

=1
2
> (Wi — 1) (Yic1 — ) m1
- e + (yi — M1)2
21 (Yi1 — M1)2 i=1

7

S8y (ma) (p — p (ma))* + SSs (my) —

1
-
Il 3
LTS
| I

[S12 (ma))?
SSl (ml)

S8y (ma) (p — p (M) + (my — 1) S§
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et
m;
Wy a1 = Py — 5+ oy 0) 4 Y (= pyims — 15 (1= p))”
1=m;_1+2
[S12 (my — my_y)]”
SSl (mj — mjfl)

= SSl (mj — mj,l) (p —pP (mj — mj,l))Q + (mj —mj—1 — 1) sz, J = 2, kE+1

= S8 (mj —my_1) (p—p(mj—my_1))* + S8z (m; —m;_1) —

P( P/ 1, g) s’écrit donc

P(mp/,uy)OC<ﬁ 1 > P(%)
== =1 my —2(04+1)+1 [SS1 (ma) (p — p (ma))? + (my — 1) S2]

k+1 I (Riorizt
H ( 2 ) —

=[Sy (my — mya) (p— p(my — my_1))* + (my — my_y — 1) S3]

I3

¥

D’ou
+1

P(m/py) = /P(mm/w)dp

-1

m3—2 mo—2

n—2
P(p/ﬁ,g) = Z Z Z P(ml,mg,...,mk,p/ﬂ,g)

mk:2k m2:4 m1:2
Nous déduisons successivement que

e La loi de probabilité a posteriori conditionelle de p sachant le vecteur des points de rupture

m est
P(p,m/1,y)
P (/. y)

P (p/m,py) = o« P (p,m/p,y) (2.1.16)

e La loi de probabilité a posteriori conditionnelle du vecteur m sachant p est

P(p,m/p,y)
P(p/1,y)

P (m/p,py) = o« P (p,m/ pi.y) (2.1.17)

Remarque :

- Lorsque k = 1 c’est-a-dire que le modele (2.1.1) subit une seule rupture (2.1.8) devient :

I'(%)
[(m — 1) 3 + S8 (m) (p — p(m))?]

r(45)

P(m7p//'l’l7:u27g) X

3

n—m

[(n—m 1)} + 55 (n—m) (p—p(n—m))?] *
c’est le résultat obtenu par Guerbyenne (1992).
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- Lorsque k = 2 c’est-a-dire le modele (2.1.1) subit deux ruptures (2.1.8) devient :

1
m2—3

P (ml,mmp/ﬂbﬂm,ugag) <

. () _

[(m1 = 1) St + 881 (ma) (p = p (m1))] =

y L ()

mo—mj

[(mg —my —1)82 + 551 (my —my) (p— p(mg — ml))z}
r ()

2

X n—mo

[(n —my—1) Sg +S5S1(n—mg) (p—p(n— m2))2} 3
(2.1.18)

2.3.3 Détermination des densités de probabilité a posteriori mar-
ginales conjointes et conditionnelles des rapports de variances
Nous allons déterminer dans le théoréme suivant la densité de probabilité a posteriori du vecteur

7 défini par :

r=(r=9 . 7m=2
T 1=k Th = o7

Théoréme 2 :

La densité de probabilité a posteriori de T est donnée par :

m3—2mo—2 +1

P .. d , R* k+1
P(I/%y): meQk m§:4m122f (ml’mQ’ s s Py L 1 Y ) 1% 5216( +)

0 sinon
(2.1.19)
ot
k 1
P(m17m27‘“7mk7paz/ﬂ7pag) X
=1 g —2(0+1)+1
k+1 ml/ ml, 171
I1 Ty
=2
zZ M(t 2 %
Kn—DSﬂﬁP[I+@:§%ﬂp—p@»
(2.1.20)
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avec

k1
)= ZTFlSSl (mj —mj_1) ; mg=0, mpy1=n, 79o=1 (2.1.21)
kil
> Sia(my—mj1) 7
=1
p(1) = i ; me =0, mp =n, To=1 (2.1.22)
> 881 (my —mj1) T
j=1
2
ket
k+1 Z Stz (my —mj_1) Tj1
(n — 1 52 ZSSQ P — mj_1> Tj—1 — ) (2123)

2551( —mj 1) T

Démonstration
D’apres le théoréme de changement de variable nous avons :

P (m,p, 7,01,/ 1,y) = P (m,p, 0/ p,y) x |Jo™"|

ou P (m, p.a/ b, g) est donnée par (2.1.5)

P () — (R
()

¢ est un difféeomorphisme de (]Ri)k+1 dans (]R"jr)k

Jj=1

. _
1 done det (Jot) o of (H Tj) , Jo

est le jacobien de la transformation ¢! donc :

my
i i ] Zl (Yi — pYi—1 — pq (1 — 10))2
P m,p, 7,0 ) X o i ex =
k+1 mz*mzfl 1 1 2
HT exp {—27‘% [(ymj,lﬂ = PYmia — Myt p“jfl)
mj 9
Z (?Jz — pYi-1 — p; (1= P)) Tj-1
i=m;_1+2
posons
mi
o A(uy,p) = ; (i — pyio1 — pq (1 — P))2
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m;
o A(pj 1 150) = (Ymysir = PYmys — 15 +o150)" + S (yi— pyica — 11; (1= p)),

i:mj,1+2
j=2k+1.
Nous allons éliminer par intégration o; comme suit
Posons z = % = do; = —%z_%dz
1
NOuSs aurons
k 1 k+1 mi—mg;_1 1
P(m,p,7,0 , 06 7‘% T
(—p— 1/ﬁﬂ) (Eml+l_2<l+1)+1>]];l2:jl

Ay, p) + ZA (Mj?p) le] } dz

Jj=2

“+o00
/zg Lex —lz
P19

0

ce qui donne

k+1 M T

k 1 H Tl,ilZ
) /—o _ 2.1.24
(m,P,I/HvQ)OC (Hml+1—2(l+1)+1> " _ ( )

2

A(pq, )"’Zﬂ 114(#37 )]

j=2

un calcul simple donne :
k41
A, p)+ > A () T =M (2) (p— p (D) + (n— 1) S} (1) (2.1.25)

J=2

ou M (1), p(z) et (n — 1) S%(z) sont données par (2.1.21), (2.1.22) et (2.1.23).
Donc (2.1.24) s’écrit

B+l T

k 1 H T
P
(1, p, 2/ 1, y) & (gml“ —2(l+1)+1> XKn % [1+( S p—p(z))Q]

-1

INJB]

qui est relativement & p une loi de Student tronquée a n — 1 degré de liberté avec p () comme

M(7)
5%(1)

comme parameétre de précision.

Nous déduisons que :

La loi de probabilité a posteriori marginale conjointe de 7 est
m3—2 mg—2 +1
_/,U y Z Z Z / m17m27"'7mkapaz/ﬂvg) dp
my=2k mo=4m1=2 ]

Nous déduisons les densités de probabilité a posteriori conditionnelles suivantes :
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- La densité de probabilité a posteriori conditionnelle du vecteur 7 sachant le vecteur des points

de rupture m

Pz, m/p,y
R )

+1
[ P(z.m,p/ 1. y)
-1

P (m/p.y)

- La densité de probabilité a posteriori conditionnelle du vecteur = sachant p

P(z.p/ 1Y)
P(p/1y)

m3—2mao—2

nf > Y P(mz,p/ 1Y)

mk:2k m2:4 m1:2

P(p/1y)

P(z/p.py) =

- La densité de probabilité a posteriori conditionnelle du vecteur T sachant p et m

ou P (m, 0,7/ I, g) est donnée par (2.1.20) et P (m/ﬁ, g) , P (p/ﬁ,g) et P (p,m/ﬂ, g) sont
respectivement données par (2.1.4), (2.1.5) et (2.1.6) .

Remarque :

- Lorsque k =1 (2.1.20) devient

n—m_ |

T 2

(0 —1) 52O [14+ 229 (p— p(r)?

P (m,p,7/p,y)

3

M (1) = S5S1 (m) + 755 (n —m)

[S12 (m) + 7512 (n — m)]2

(n—1)S? (1) = S8y (m) + 7885 (n —m) — 5SSy (m) + 758 (n —m)

. 512 (m)+7512 (n—m)
P7) = 5SSy (m) + 78551 (n —m)

qui est bien le résultat obtenue par Guerbyenne (1992).
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- Lorsque k& = 2 (2.1.20) devient

ﬂziL,1 n—mgy
1 T, ? =z !

7 % (2.1.26)
m - n T
73 -1 @ 14+ 28 (0 0 (@)

P (m, p,2./11,y)

n
2

ou
M (1) =SS (my) + 71551 (ma — my) 4+ 72551 (n — my)

(n—1)S2(r) = SSy(my)+ 7155 (my —my) + 79585 (n — my) —
_ [512 (m1) + 71512 (m2 - m1) + 72512 (n — mz)]2
SS1 (my) + 71551 (Mg — my) + 72551 (n — my)

_ Siz2 (m1) + 71512 (Mo — my) + 72512 (0 — my)
SSl (ml) + 7'1881 (mz - ml) + TzSSl (n — mg)

p(z)

2.4 Etude du cas ou les moyennes sont égales et incon-
nues.

Ce cas refléte la situation ot il n’y a pas rupture dans la moyenne mais ot la variance subit k
changements.

Le modele (2.1.2) s’écrit dans ce cas

Yi — pYi-1 = (1 —p) + e

eimN(O,ajz); i=m;_1,m;, j=1k+1 mog=0, my=n

0% + 03 si k # j et les parameétre m, p, u, o sont supposés inconnues.

Posons 0=(m, p, u,g)/ € 0 ou

k
O = H{2l, ey My — 2} X ]_]-7 1[ X R x (R:—)kJrl
=1

49



2.4.1 L’analyse a posteriori

La loi a priori du vecteur 6
Les lois a priori non informatives pour les parameétres p ,o sont définies comme dans le

chapitre (1.2.3); pour le paramétre p, nous choisissons la loi uniforme sur |—1, 1] et pour le
k

vecteur m nous supposons que la loi définie sur 'ensemble [] {2[,...,m;;1 — 2} est la loi uni-
I=1
forme discréte c’est-a-dire

P(m) = P(my/ma,...,my) P (mg,/ms,...,mg)...P (mg_1,/my) P (mg)
k

1
B Hml+1—2(z+1)+1

ce qui donne

k k+1

1 1
P(0) = — 2.2.1
(> lllml+1_2(l+1)+1l]lo-j ( )
La fonction de vraisemblance de § s’écrit
Ft1 Y 1 (i — pyi1 — (1= p))?
—(mj—m;_1) =my—it
L(0/y) o j];[lgj Vexp { — 37 (2.2.2)
La loi de probabilité a posteriori de 6 est donc
k 1 k41 , 2 » (vi = pyi1 — (1 — P))2
P(o ‘—(mj—mj,ri-l) =My
(@7y) (H mz+1—2(l+1)+1> ]111 J P 202
(2.2.3)

2.4.2 Détermination de la masse de probabilité a posteriori mar-
ginale conjointe du vecteur des points de rupture et la densité
de probabilité a posteriori du coefficient d’autocorrelation

Théoréme 1 :

- La masse de probabilité a posteriori du vecteur m est

+1 +o00 k

P (m,p, dudp sim € 20, ...,mp 1 — 2
P (m/y) - 2[17{0 (m, p, 11,/y) dudp l:1{ L1 — 2}

0 simon

(2.2.4)
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- La densité de probabilité a posteriori marginale de p est

m3—2 mg—2 +00

n—2
Z Z Z f P(mlam27--->mk>P>H/Q) d:u s1 |p| <1

P (p/y) = mr=2k mao=4 mi1=2—c0 (225)
0 sinon
ol
i 1
P (ml’m2’ e T s M/g) . (E mi —2(1+1)+ 1>
x il G S (2.2.6)
[(mj —mj—1 —1) 83 (p)]

j=Tk+1 (2.2.7)

m; [‘_ % - (yi - pyi—l)]
(mj—mios —1)S2(p) = > (yi—pyia)’ — ——

i:mj,1+1

2.2.8
e (2.28)
ol ﬁmrmj— (p) et Sj2 (p) sont respectivement les estimateurs du maximum de vraisemblance de
et 0’? fondés sur les m; — m;_y observations j = 1,k + 1 pour p fixé .

Démonstration :

Nous éliminons de (2.2.3), a? j =1,k + 1 pour obtenir P (m, 0, u/g) comme suit

3
Posons z; = %,daj = —%zj *dz;, j = 1,k + 1 nous avons
J
k 1 BHL TR .
P (m,p, o z. 2 X
(., 1) lem—2U+U+J;I/]
= =10
1 & )
xexpq =5z > (= pyi—p(1=p) ¢ dz
i:mj_1+1
Nous savons que
+oo
ba
/ T (@) 2 Lexp(—bz)dz =1 (2.2.9)
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Donc

k 1 k+1 T (mjfmjfl)
p P)
(1., p,/7y) o (g migr —2(1+1)+ 1) e s e
[ > (%—p%J—Mﬂ—MV]
i:mj,1+1
(2.2.10)
Nous avons
o 2 2 ~ 2
> Wi—ppa—p(l-p)?* = U—p)Ww—mfﬂQrﬁ%rWAWD
i:mj,1+1

+(mj—mj1—1)S2(p), j = Lk+1

OU [y, ., (p) et S7 (p) sont données par (2.2.7) et (2.2.8).
Donc (2.2.8) s’écrit :

k 1 k+1 mj—mj_q
. o —1)2 G2 2
P (u,m,p/y) o (Hmz+l—2(1+1>+1) jl:[lﬁm] mj1—1)*5% (p)] x
y L (=5) __

(m—m;—2)(1—p)” = e
|i1 + (mj]—mjj_ll—l)sjz(p) (lu - lumjfmjfl (p)) ‘|

Remarque 1

Nous remarquons que (2.2.6) relativement a p est une poly-t produit a (m; — m;j_; — 1) degré de
liberté ayant 4, _,, , (p) comme paramétre de position et %# comme parameétre
de précision.

Remarque 2

Le degré de liberté devant, au moins étre égal & un, nous imposons & m;—m;_; avec j = 1,k + 1
d’étre strictement supérieur a 1.
Nous éliminons p et p par intégration pour obtenir P (m/ y) et u par intégration et m par
sommation pour obtenir P (,0/ g) .
C’est-a-dire .
P@M@Z//Pme@MMp
21 -0

m3—2 mo—2 +oo

n—2
P(p/y) = Z Z Z /P(,u,ml,mg,...,mk,p/g) du

mk:2k m2:4 777,122_00

Nous déduisons successivement

- La loi de probabilité a posteriori conjointe du vecteur des points de rupture m et du coefficient
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d’autocorrélation p
+oo

P(m,p/y) = / P (u,m, p/y) dp (2.2.11)
- La loi de probabilité a posteriori conditionelle de coefficient d’autocorrélation p sachant le

vecteur des points de rupture m en faisant le rapport de (2.2.11) et (2.2.4) c’est-a-dire

P(p/m,y) = %

- La masse de probabilité a posteriori conditionelle du vecteur m sachant p en faisant le rapport
de (2.2.11) (2.2.5) c’est-a-dire

P (m,p/y)

p _ Y

(m/ﬂﬂ) P (p/g)

Remarque
e Lorsque k =1, (2.2.6) devient
I (m
P (pm.p/y) o (5] YR
[(m = 1) ST (p) +m (1= p)” (b= T (p))] ®
r (=)

n—m

[ =m = 1)S3(p) + (n = m) (1= p)* (1 = iy ()

ou

(m—1)S2(p) = 3 (s — pyis)*

n [ Zn: (i — pym)}
(n—m—1) S% (p) = i:%l (Vi — pyi—1)"- el R

'_Zn:H Yi — PYi—1
e () = G T )
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c’est le résultat obtenu par Guerbyenne (1992)..

e Lorsque k = 2, (2.2.6) devient :

Pl y) & — 1_3 . I (%) o
70 =083 () + i (1= ) (5= T, ()]
y L () _
(my = = 1) 53 () + (ma = 1) (L= p)? (= Ty, (0))°] 7
y L (=5*2) .
(= mz = 1) S8 (p) + (0 = ma) (1 = ) (10 = oy, ()]
(m1,me) € {2,..,my—2}x{4,...n—2}, pueR, pe]-1,1] (2.2.12)

Remarque
La densité de probabilité a posteriori marginale de p s’obtient a partir de (2.2.6) , en éliminant
p et m c’est-a-dire
n—2 m3—2mo—2 +1
P(,u/g) = Z Z Z /P(,u,ml,mg,...,mk,p/g) dp; peR (2.2.13)

m=2k mo=4 m1:2_1

un calcul simple donne

mj m; 2
Z (yi — pyir —pu(1—p)° = Z (yi1 — p)? <,0 = Prny—my (N)) +
i:mj,1+1 i:mj,1+1
+ (mj —mj_1 —1) 5% () (2.2.14)

ou j=1,k+1, mg1 =n avec

p> » (yi — 1) (Yim1 — 1)
ﬁmj—mj,l (/’L) - — m; (2'2'15)
> Wi —n)
1=mj_1+1
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est 'estimateur du maximum de vraisemblance de p fondé sur les m; — m;_; observations,

j=1k+1 pour u fixé

m; [ mZ (i — 1) (yi—l—u)]
Tt (2.2.16)

(m; —mj1 —1) SJQ (1) = E (yi — M)2 - — m;
. 2
=mj-1+l > (Wi — )
i—m3_1+1

ot 7 (1) est Vestimateur du maximum de vraisemblance de 0% pour p fixé.
donc (2.3.10) s’écrit

k
1
P (pt,ma,ma, ....my, p/y) o <Hmz+1—2(l+1)+1>

=1
k+1 F (mjfmjfl

<[] : s (2.2.17)

~—

1
X — —
2
> Wie1—w)?
i:m]-71+1

1+

2
(m]'*mj—1*1)332(,u) p - pmjfmjfl (M))

qui est relativement & p une poly-t produit & (m; —m;—1 — 1) degré de liberté ayant p,,, _,, , (1),

> (yifl_ﬂ)2

S2(n) ’

j =1,k 4 1 comme parameétres de position et = j =1,k + 1 comme parameétres
de précision.

Nous déduisons successivement

e La loi de probabilité a posteriori conditionnelle de y sachant p et m en faisant le rapport
de (2.2.17) et de (2.2.11)

P (m, p, 11/y)
P (m. p,/y)

P (un/p,m,y) =

e Laloi de probabilité a posteriori conditionnelle de i sachant p en faisant le rapport suivant

mo—2

nf o > P(pm,p/y)

mp=2k  m1=2

P (p/y)

P(n/py) =

e La loi de probabilité a posteriori conditionnelle de p sachant le vecteur m en faisant le
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rapport suivant
1
fl P (p,m,p/y)

ou P (u,m, p/g) , P (m/g) et P (p/g) sont respectivement données par (2.2.17) , (2.2.4)
et (2.2.5).

2.4.3 Détermination des densités de probabilité a posteriori mar-

ginales conjointes et conditionnelles des rapports de variances

Nous allons déterminer dans le théoréme suivant la densité de probabilité a posteriori du vecteur
2 2

7 défini par 7 = <T1 = %, oy Tl = = >

2

Ok+1

Théoréme 2

La densité de probabilité a posteriort du vecteur T est donnée par

n—2 m3 2ms—2 +1

, k+1
P (my,mo,....mg,p, 7./ y)dp si 1€ (R}
P(z/y) = D D O R ) () (2.2.18)
Osinon
o
i 1
P (mq,mg, ..., myg, p, o
( b kpl/g) <Eml+1—2(l+1)+1>
_1
[ ml, L 2]{3+1 5
[17_ (L=p)" > (my —mj1) 7
I'=1 Jj=1
— 2.19)
[S2(p, )] =
avec
k+1 omy
n=18(pz) = > >, W—pyi1)7mi1—
j=1i=m;_ 1+1
K+l my 2
> > (v —Pyi—l)qu
j:1 i:mj_1+1
R (2.2.20)
Zl (mj —mj—1) T
J:

Démonstration du théoréme

De (2.2.3) ci-dessus nous déduisons que

P (m, p, p,01,7./y) = |Jo™ | P (m, p, p, 0./ y)
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3
k 75
ou |[Jo~t o of | T] Tj)

j=1

La loi de probabilité a posteriori conjointe de (m, p, p, 01, T) s’écrit alors

P (m,p,p,01,7,/y) 01(n+1)<

k+1

m

—m

1=

k

1

exp

2.

2.

1
Hm,+1—2(l+1)+1
k+1  my

)

(yi

J=1 i:mj,1+1

— pYi-1 — p (1 — P))2 Tj—1

2
207

Nous éliminons ¢? par intégration pour obtenir P (m, Wy Py T/ g) comme suit

Posons z = ﬁ — do; =
1

nous avons

P (m,p,p,/y) o

—+oo
k+1 .
oy
HTj—l z2
j:2 0

ce qui donne

k
P (m,p,p,7/y) H(
=1

un calcul simple donne

>

IIM+

1. _—
22

3
2dz

[I

=1

1
(ml+1—2(l+1)+1

)

(?Ji

]21 i:mj_1+1

1

—PYi-1 — U (1 - P))2 Tj—1

mip —2(0+1)+1

)

moy—m_y

l

HT

I'=2

2

l

L _t=1_9

|

—pyic1 — (L= p)) 7

k+1 my

> 2

7j=1 i:mj‘,l-‘rl
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ou

k+1 .
= (2.2.22)

k+1
-21 (mj —mj1) T
]:

c’est la moyenne pondérée des estimateurs 7, ., (p), j = Lk+1et (n—1) S%(p, 1) est

défini dans (2.2.20) . Donc P (m, L4, p,z/g) s’écrit :

k
1
P (m,p,p,7/y) o <llwm4—2u+1%+1

N——

X . n
"
n (1-p)* Z:l(mj_mj—l)Tj—l N ) ’
(n=1)5%(p.1))* |1+ D00 (n—1(p,1))

qui est relativement & p une loi de student & (n — 1) d.d.l avec 1i (p,7) comme paramétre de

k+1
12 e Ve . .
(1=p)" 22 (my=mi—)7i—1 comme paramétre de précision.

S2(p,z)
En éliminant p par intégration, nous obtenons la loi de probabilité a posteriori conjointe de

position et

(m, p,7) comme suit :

P (m,pn/y) o (Hml+l—2(11+1)+1> I -0t

=1 =

_n
2

k+1

+o0 (1-p)? ];1 (mj —mj_1) 71 .
1+ =1 (D) (n—1(p,1)) dp

nous aurons donc

k 1
R

=1

L LY S S o k1 3
[ ° (1-0p) 21 (mj —mj-1)Tj
=2 =
X n—1

Nous déduisons que

n—2  msz—2me—2 T1

P/)= 3 w3 Y [ Plmmampz/s)do

mk:2k m2:4 m1:2_1
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d’ou le théoréme.

Nous déduisons successivement

e La densité de probabilité a posteriori conditionnelle du vecteur 7 sachant p et m en faisant

le rapport suivant :
P (z,p,m/y)
P (p,m/y)

P(z/p,m,y) =

e La densité de probabilité a posteriori conditionnelle du vecteur 7 sachant p

mo—2

Z . > P(m,p,Y)

mg=2k mi=2

P(p/y)

P(z/p.y) =
e La densité de probabilité a posteriori conditionnelle du vecteur 7 sachant m

fPWme
P (my)

P(z/m.y) =

ou P (m, P, z/g) , P (p/g) et P (m /g) sont respectivement données par (2.2.19) , (2.2.5)
et (2.2.4).

Remarque

- Lorsque k =1, (2.2.19) devient

P (m,pyr/y) o LT {Smfﬁ (Tlﬂ_é)]i i

c’est le résultat obtenu par Guerbyenne (1992).

- Lorsque k = 2, (2.2.19) devient

mg—my _q n-mp g
1 T 2 T 2
1 2

P(m1,m2>p>7—1772/g) o

n—1

X
ma — 3 [S%(p,T1,72)] =

[

3
X (L=p)*> (mj—mj1)Tjq (2.2.23)

Jj=1
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ou

mi1 ma n
(n—1)5*(p,71,72) = Z (yi — Pyif1)2 + 71 Z (yi — pyH)Q + T2 Z (i — pyifl)Q
j=1 i=m1+1 i=mao+1
mi ma n
SWi—pyic)+7m Y, Wi—pyic)+72 > (Ui — pyic1)
j=1 i=mi—+1 i=mo+1

m1+(mg—m1)71+(n—m2)72

2.5 Etude du cas ou les moyennes sont distinctes et in-

conues.

Le modele est celui considéré dans (2.1.1)

Yi = Myt

Ui = pPUi—1 + €

eimN(O,ag), t=m;_1+1,m;, j=L1Lk+1, my=0, mg1=n

et comme on 'a vu dans (2.1.2) le modele s’écrit de fagon équivalente :

Yi — pyi-1 = (1 — p) + €55 i =T,m,
Ymj+1 = PYm; = Hjr1 = PH; 7+ Cmyt1; (2.3.1)
Yi— pYior =il —p)+e;  i=my+2myaet j=1k

) k
m = (my, ma,...,my) est le vecteur des points de rupture dans [] {2[,...,m;; — 2}
=1

= (Mp oy -ees Mk+1) est le vecteur des moyennes dans R**!

!
2 _ (.2 2 2 : « |kl
= (01, O%yees 0k+1) est le vecteur des variances dans (]R+)

Q I=

est le coefficient d’autocorrélation défini dans |—1,1[. Le parameétre inconnu dans ce cas est

k
= (m,p,p1,0) €0, © = [[{2,....;mp1 — 2} x ]=1, 1] x RF! x (RF)M!
- =1

I

2.5.1 L’analyse a posteriori

La loi a priori du vecteur ¢

En supposant que tous les parameétres sont indépendants, la loi a priori de f est :

P(0) = P (m,p,p,c) = P (m) P (p) P (1) P (c)
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La densité a priori conjointe de p et de g est définie comme en (1.3.3) et pour le parametre p

nous choisissons la densité uniforme sur |—1, 1], c’est-a-dire que

P(p) = %1}1,1[ (p)

nous définissons pour le vecteur m des points de rupture une loi discréte sur I’ensemble

k
[142L,...,my11 — 2} cest-a-dire
=1

k—1
P(m) - Hp(ml/ml-‘rla'“?mk)P(mk)
=1

k

1
,m =N
Eml+1—2(l+1)+1 s

et par suite la loi a priori de 0 est

P(0) = l]i (mm — (1z Y 1) T (%) (2.3.2)

j=1
La fonction de vraisemblance du vecteur § s’écrit
my 9
> Wi — pyic1 — 1y (1= p))

L(Q/Q) o o™ exp =

2
207

k+1 ) 1 2
[, ™ exo { g [ = = 4 5
J

D iy (- p)’ (2.3.3)

La loi a posteriori du vecteur 6

D’apres le théoreme de Bayes nous combinons la fonction de vraisemblance (2.3.3) et la loi
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a priori (2.3.2) pour obtenir la densité a posteriori du vecteur  c’est-a-dire :

mi

k 1 ) Zl (i — pyi—1 — i (1= p))?
P 6 o O-_ mi ex 1=
k+1 1
—(mj—m;i_1+1
H ; (mj—mj_1+ )eXp {_Tﬂ [(ymjfﬁ—l — PYm;_1 — Hy + P,Ujfl)
j=2 J
m;
2
+ Z (v = pyir — 1y (1 = p)) (2.3.4)
1=m;_1+2
Nous posons
mi
A p) =Y (Wi — pyics — iy (1= p))?
i=1
2
A (Mj—l,ﬂja P) = (ymj,ﬁ-l - pymj,l - ,Uj + p,uj,l) + (235)
m;
2
+ Y (=i —p;(1-p))

1=m;_1+2

2.5.2 Détermination de la masse de probabilité a posteriori mar-
ginale conjointe du vecteur des points de rupture et la densité

de probabilité a posteriori du coefficient d’autocorrelation

Théorémel

- La masse de probabilité a posteriori du vecteur m est :

+1 k
f f P (M7 p7ﬁ/g) dpdﬁ st m e H {2l7 ey M1 — 2}
=1

P(m/y) = &1 (2.3.6)
0 sinon
- La densité de probabilité a posteriori du coefficient d’autocorrélation p est :
n—2 mj11—2  mo—2 .
S > > [P (ma, oY) dpy, st ope]—1,+1]
P (p/g) = my=2k m;=2j m1=2Rk
0 sinon
(2.3.7)

Ol p = ([iy, [y -y [1y)

(NI

. k 1
P (my,....mi, p,pr/y) = (1+ (n —mp — 1) (1= p)°) (zllm —2(l+1)+1>

62



I (2=me)

(nomy—1)

2

n—mp—1)p2(1—p)? —\ 2
lfﬂn_’“m:)_”l)((ll_ﬁ,))g (= 1))+ (0= my = 2) 2 (p)]

I ()

2

}:[2 [(1 + (my —mj = 1) (1= p)*) (n; — 7 (151, P))2
(mj=mj—1)

2

+ (mj—mj_1—1)p?(1—p)* T ( ) Z—i—(m‘—m- _2) SZ( )
L+ (my—my -1 (1-p) \Hi-1 7~ Hi-1 1P 3= My P

(2.3.8)

Avec
mi
Zl Yi — PYi-1

1y (p) = (2.3.9)

my (1 —p)

est l'estimateur du maximum de vraisemblance de i, fondé sur les my premiéres observations.

mi 2
ma l; i — /03/111

—~1)St = i — Y1)’ — 2.3.10
(ma ) 51 ; (i — pyi-1) - ( )
Ymja+1 = PYmys TP+ (L =p) 30 (Wi — pyi-1)
ﬁj (:ujfbp) = l:mjilgﬂ ;o J=2k+1
1+(mj—mj,1—1)(1—p)
(2.3.11)
serait ['estimateur du mazimum de vraisemblance de p; si ji;_y et p étaient connus.
Y ) (i = pyi—1) — (mj —mj1 — 1) (L= p) (Y, 141 = PYm; 1)
t=mj;_1+
i1 (p) =
7 p(L—=p)(m; —mjy—1)
sip € |-L,1["=]-1,1N\A{0}, j=2,k+1 (2.3.12)
. 2
m; [ > ) (yi — pyi—l)]
t=mj;_1+
(mj —mj1—2)5;(p) = Z (i — pyi-1)" — m; — 1 — 1 (2.3.13)
1=mj_1+2
j = 2,k+1
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Lorsque p =0

=

P (ml, ...,mk,ﬂ/g) = (n—my)"

k r (nfmkfl)
X (H mz+1—21(l+1)+1) [( 2 T

= n—myg) Si]
k r mi—mj_1
<11 m,j_mj_(l ) — (2.3.14)
(g =m0 4+ 1 & (- 7))

ce résultat a déja été trouvé en (1.3.8) ou g, et S7; j = 1,k +1 sont donnés par (1.3.3) et
(1.3.2)
Démonstration

Un calcul simple dans I'expression (2.3.5) donne

Apyypgp) = (140 =p) (my—mizs = 1) (15— 7y (54.0))° +  (2:3.15)
+(my —mj1 = 1) S5 (141, p)

ou
, i
(mj —=mjos = 1) S (15 1,0) = (Umyorir = DYy +150) + D (Wi — pyica)’ —
i:mj,1+2
. 2
[ymj1+1 — Yy T+ (L =p) > ) (i — pyi-1)
i=mj_1+
1+ (1= p)* (my —my1 — 1)
(2.3.16)
fi; (11,1, p) est définie par (2.3.11); donc (2.3.4) s’écrit
r m
o7 " exp § ——L— > (4 — pyi1 — py (1= p))?
202 =1
k1 o
% H O.j_(mj J71+1) exp {_ 12 [ (mj . mjfl . 1) sz
=2 20'j
P (Q/Q) - + > " (1 +(1- p)2 (m; —mj—1 — 1)) (,Uj — My (Mjflap)) ] } (2.3.17)
i=mj_1

Nous intégrons (2.3.17) par rapport a i, nous trouvons P (,ul, ceey Mgy Oy T, p/g)
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1 k 1
PM:“'?M:Qyﬂup/y X 1+ n—mg—1)(1— 2 XH
(i ‘ ) 1+ = D ” =1\ my—2(1+1)+1
mi
> (Wi — pyior — (1= p))? b
><0'1_(m1+1) exp { — =1 % O_;(mjfmj71+1)
207 j=2
X expq ——— [(1 + (L= p)* (my —myoy = 1)) (1 = B (-1, )
207
+ (mj —mj—1 — 1) sz (:ujfhp) ]}
_(n—my) (n—mg —1) Sl%—i—l (1tg P)
X 041 exp | — ;
20741
(2.3.18)
d’autre part, en, integrant (2.3.18) par rapport a 03 j = 1,k + 1 nous trouvons :
1
P(#’la"'?#kagamap/g)oc [1+(n—mk—1)( )j| 2
r (g
pry——

X H :
=2 [(1 +(1 - /0)2 (mj —my-1— 1)) (Mj - //Ij (Mjfhp)) + (mj —Mj1 — 1) S_] (/’L_] lap)]

I (2=t

[(” —my, — 1) Sl%Jrl (g, Pﬂ

X n—mp—1
2
(2.3.19)

un calcul simple montre que d’une part

— 1 (p)* (2.3.20)

mi1

Z (?Jz — PYi—1 — HUq (1 _ p))2 _

i=1

(m1—1) ST (p) +mu (1= p)* (g
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ou 7y (p) S (p) étant définies respectivement dans (2.3.9) et (2.3.10).
D’autre part

( 2
(mj—m;_1-1)p*(1—p)
[ 1+(ij—:7ljl—1—1)(1—p)2 (qu i1 (p))

(mj —mj1 = 1) 8 (pj1,0) =4 + (mj —mj_1—2)S7(p)] si p#0 (2.3.21)

L (mj - mj_l) SJQ si P = 0

ot p1; 1 (p), (my —my_y —2) 53 (p) et (m; —m;_1)S7 sont respectivement définis par (2.3.12),
(2.3.13) et (1.3.2).
Il est clair que la densité de probabilité a posteriori de p;, sachant tous les autres parameétres

est une loi double t-produit avec respectivement 7i; (,uk,l, p) et yu (p) comme parameétres de

Lo (L g =y = 1)) (1= p)* (myy =y 1 — 1)
position, et
C(:uk—hp)
(n—my, —1)p* (1 - p)°

(14 (n—mk—1) (1= p)*)SE44 (p)

comme parametre de précision.

ou

_ (= =1 (1= p)°
1+ (me —my—1 — 1) (1 = p)

C (Mk—p P) P (Mk—1 — M1 (P)) + (mp — mp—1 — 2) S;% (p)

Iélimination par intégration respectivement de p et pu;, j = 1,k puis de m; et p;, j = 1,k

conduit au théoréme

2.5.3 Détermination des densités de probabilité a posteriori mar-

ginales conjointes et conditionnelles des rapports de variances

Nous allons déterminer dans le théoréme suivant la densité de probabilité a posteriori marginale

2 . 0'2 0'2
du vecteur 7 défini par 7 = (7’1 ==, ., Ty = =t
02 k41

Théoréme 2
La densité de probabilité a posteriorit du vecteur T est donnée par :
S SN  Peamn ) dudy size (B2
T, 0,m, 1/ y) dudp  si T e (RY
P(r/y) =4 mizer mj=2j mi=2 1pin = == " (2.3.22)
0 sinon
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B= ;o ) 08

m m
n—mjp— 1 ’ /

P(z,p,m,p/y) o [1+(1—p)2(n—mk—1)}_%7 ’ XHTZ, -

I'=2
k
1
- (Hm5+1—2(l+1)—|—1>

=1

Al )+ 32 (14 (1= 0 (my = myes = 1) (y-1.0))
B (2.3.23)

+ (my =iy = 1) 87 (11, )) 741

2

+75 (n —my, — 1) Sl%+1 (1, p) }

ot Ay, p), 1 (,uj_l,p) et S7 (uj_l,p) sont respectivement données par (2.3.5), (2.3.11) et
(2.3.16).

Démonstration

De (2.3.4) nous déduisons la loi de probabilité a posteriori conjointe de (m, Py s T, 01)
P (m,p,p,7,01/y) =P (m,p,7,0,1/y) | Jo™| (2.3.24)

ol

Njw

. _
est un difféomorphisme de(]Ri)k+1 dans (Ri)kﬂ, donc det (Jp™!) oc oF (H 7']> ou Jo !

7j=1
est le jacobien de la transformation ¢! donc

1 —n—1 A(Mlvp)
P (m, p, p,7,01,/y) O<H<ml+1_2(l+1)+1)01 eXpl 207

A SR, )
xHﬂ—L exp

A Hi—15 Hjs P
- ( ]20% J )Tj,1 (2325)

Mpy1 =n, mg =10
ot A (g, p) et A (p;_y, pj, p) sont données par (2.3.5).

Nous allons tout d’abord éliminer ., ; par intégration. D’apres (2.3.15) ; (2.3.25) s’écrit
k

o Ay,
P (m, p, pt,00,7/y) (lnlm> 07" exp(— 24zt

Rl ]
X HT - exp {_F [(1 +(1- P)2 (my —mj1 — 1)) (,Uj - ﬁj (Mj—pp))g
1
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+ (mj —mjy —1) ng (Mjfbp)] Tj—l}

En intégrant par rapport a i, ,, nous trouvons

k
P(map7p“1nu2'“nukao-laz/y) x (IH
1

scoxp { 50z [A0a,0) + 70— = 1) St )] | x [T

2
207

1

ml+1—2(l+1)—|—1

)

nfmkfl 1
o't

(1+@=p)?(n—mp—1))

e { ok (15 = o = = ) 3y 12

+ (mj —mj1 —1) SJZ (Mjfbp)] Tj—l}

Nous éliminons par intégration o nous trouvons (2.3.23) donnée dans le théoréme.

Nous éliminons par intégration p;, j =k, ..., 1 de (2.3.23) comme suit

aprés un calcul simple, nous trouvons :

ar (p) (s — Tig (tx_1.9) )" Trer + i (p) (u

= (Tiean () + i (0)) (15— e

ol

kE— Mk (P))sz =

Tr1ax (p) Tk ()

p)) Tr—1ax (p) + Trbr (p)

ag (p) = 1+ (1 — p)* (mg — my_y — 1)

(n—my, —1)p*(1—p)°

br (p)

Tl (—me—1)(1—p)

(2.3.26)

(ﬁk (quy P) — Mg (P)) 2

ar, (p) Tro1 Tk (Le—1, ) + b (0) Tty (p)

1 (p) =

ar (p) Tr—1 + br (p) Tk

1, (p) et fiy, (11—, p) sont respectivement données par (2.3.12) et (2.3.11).

- nous rappelons que

(n—mx — 1) Sty (g, p) =

(n—mi —1) p* (1 = p)°

1+ (n—my—1)(1—p)?

+(n—mi —2) Si iy (p)

ot (n —my —2) Si (p) est donnée par (2.3.13), d’apres (2.3.26) ; (2.3.23) s’écrit
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moy—m.y

! B A

k
P (ma P T, Ml?/”l’Z"WMk/g) « (ll:ll myp1— 2(l+1 ) H Ty 2

nfm!.fl

Ty 2 - (1+(1—p)2(n—mk—1))

{(n —2)5? (H*7L p) + (Tr_1ak (p) + Trbi (p)) </ka o (,0)>2} P

1
2

X

(n—2) 8% (p*,1,p) = Ay, p) + (g — mi—1 — 1) SF (s, p) Tho1 + (n —my — 2) SP1y (p) Th

Te_1ak (p) Tebr (p) /. ) ,
Tr—1ay (p) + Trbr (p) <’“L’“ (ttx-1,) = 11y (P))

A [0 0 g 1) (= (1y000)
j=2 (m; —mj_1 — 1) 5]2 (pdjfla P) 7'3‘—1]

O f1* = (fiy, fgevey flg—1) -

Remarque

Dans Pexpression (2.3.27), nous remarquons que la loi conditionnelle de p, sachant tous les

autres parameétres, une loi de Student & (n — 2) degrés de liberté avec p, (p) comme parameétre
Tr—15(p)+Trbr (p)
S2(p*.1,p)
En éliminant p,, par intégration, nous obtenons
k ) n—m 271 _1

P(mvpvla MlaﬂQ"'?/’l’k—l/y) X (lljlm Ty ’ (1 + (1 _p)2 (n_mk - 1))7 X

de position et comme parameétre de précision.

=

1

y [Th1ax (p) + kakn(_/;)] B H T’”z’ T oy
(5% (p,z,p)] °
Remarque
k—1
P (M7 Py Ty [y oy Mkz—l/g) = HP (M]/M]_l, vy U1, P, T, g) P (I, p7m/y)
j=1

Les lois de probabilité conditionnelles P (,uj S 1y ey fhy5 Py 0L, Lg) sont des lois de
student ; elles ne sont pas liées par une quelconque relation de récurrence mais leurs degrés de
liberté sont respectivement égaux & (n —k+j5—2),j=1,..., k.

Nous proposons le calcul dans le détail lorsque k est égal a 2.

Théoréme
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2
La densité de probabilité a posteriori du vecteur T = (71 = %, Tg =
2

wqmlwqm

) est donnée par

n—2 mo—2 +1

S 3 [P (mumapny)dp  size (R)

mo=4m1=2—-1

P(r/y) = (2.3.29)

0stnon

P (ml,mQ,p,I/g) o m2173 (1 + (1 - p)2 (n—mg — 1))_%
mymi 1| memp1_ B (2.3.30)
L 2 Ty 2 y [Er + B + Es) 2

(110.(p) + 2b (p))? 5% (z.p)] T

Ey = By (m,p) = my (1 - p)° (2.3.31)
_ ~ (mp—=my—1)p* (1= p)®

By = Ep(m,p) = < Py LYY (2.3.32)

B (. o) = _T10(p) T2b(p) p?
By = Es(m.p. 1) T1a(p) +72b(p) 1+ (my —my — 1) (1 — p)? (2:3.33)
a(p) =1+ (1—p)*(my—my—1) (2.3.34)

 (n=my=1)p*(1—p)”
b(p) = - P — Y (2.3.35)

(n—=3)S*(z,p) = (m1—1)S}(p)+ (m2—m1—2)53(p)

+=2 (31 (o)~ 11 )

el (HOED) (2:36)
. B () + B )
pi (p) = Bt B (2.3.37)
() = 1+(m2—m;— D=2 )
Yot — Py + (L= p) S (i = pyicn)

- — (2.3.38)

p
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et iy (p), (m1 —1)SF, pu; (p) j = 1.2, (mg —my —2) 53 (p) sont données par (2.3.9), (2.3.10),
(2.3.12) et (2.3.13).

Démonstration

Pour k = 2, (2.3.27) devient

M

P (m17m2>717727ll1a#2ap/ﬂ) <« ﬁ (1 + (1 _10)2 (n—m2 - 1))_

n7m27171 "7'27""1*171
T, Ty °

(n —2) S% (j1y, 71,72, p) + (T10 (p) + T2b (p)) (% — i (p)ﬂ |

la loi de probabilité conditionnelle de p, sachant tous les autres parameétres est une loi de

. — . . T1a(p) + 72b (p)
student a (n — 2) d.d.1 avec u, (p) comme paramétre de position et 5 comme
S (:ul ' T p)
parametre de précision; apres élimination de pu, par intégration, nous trouvons

_1
P (ml,mg,p, 7'1,7'2,”1/%) o m2173 X (1 + (1 - p)2 (n—mg — 1)) 2

mo—mj n—mo—1
2, 2
1 2

X 1 n—2
[r1a (p) + 72b ()2 [S (1y, 7, p)] 2
Nous voulons intégrer par rapport a ;.

Nous avons

(n—2)8%(py,7,p) = A(ug,p) + (ma —my — 1) S5 (g, p) T1 +

(ﬁz (k1 P) = pio (/)))2

a2 ) + 20T

Y (P) + T9b P)

Ay, p) =ma (1= p)* (g — iy (p))* + (m1 — 1) 53 (p)

2 _ (ma—mi —1)p* (1 p)° B 2
(ma = = 1) 8} (uy.p) = T T (= ()

+ (mgy —my —2) S5 (p)
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710 (p) T2b (p) (ﬁ2 (1, p) — Hio (p)>2 =

T1a(p) + 72b (p)

T1a(p) T2b (p) p* = 2
T1a(p) + 120 (p) (1 4 (my—my—1) (1 — p)2)2 (Nl Hq (P))

ol iy (11, p) €t py (p) sont respectivement données par : (2.3.11) et (2.3.38) .

Apreés un calcul simple, nous trouvons
(n = 2) 8% (1,7, p) = (B1 + Bs + Es) (1 (p) — 3" (p))* + (n = 3) S* (2, p)

ou

ey (Br+ Ea) it (p) + Espy (p)
Hq (P) =
E, + Fy + Fs

avec Fy, By, F3, (n —3)S?(7,p), 1 (p) et py (p) sont données par (2.3.31), (2.3.32), (2.3.33),
(2.3.36), (2.3.37)et (2.3.38) . Donc (2.3.39) s’écrit
P (m17 ma, P, T1, T2, Ml/ﬁ) & m2173

_1
2

IS

x (L4 (1=p)*(n—ma—1)) 2 [r1a(p) + 72b(p)]”

mo—mj n—mo—1
,7-1 2 1,7-2 2 1
X n—2
kk 2 2
[(n=3)S* (2, p) + (E1 + Bz + Es) (1 — 1" (p))”]
Nous remarquons que la loi conditionnelle de y; sachant tous les autres parametres est une

loi de student a (n —3) d.d.l avec pi* (p) comme parameétre de position et % comme
parameétre de précision.

Nous intégrons par rapport a p, nous trouvons (2.3.30) donnée dans le théoréme.

2.6 Application numérique

Dans cette section, nous allons présenter les résultats de simulation pour I’estimation des points
de rupture m; et mo a ’aide du mode et de la moyenne a posteriori et étudier 'impact éventuel
d’un changement dans la valeur du coefficient d’autocorrélation sur I’estimation des points de

rupture & partir du modele

Yi = [y + Ui 1=1,my
yi:p@—i—ui; i:m1+1,m2
Yi = g + Ui t=my+1,n

U = pui—1 + €; 1=1,n
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ou
N(()?O-%)’ Z.::l?ml
€; N(O, U%); i:m1+1,m2
N0, 03); i=ma+1n

dans les deux cas suivants

-Les moyennes sont distinctes et connues

-Les moyennes sont égales et inconnues

Nous nous sommes particuliérement intéressés aux lois de probabilité a posteriori condition-
nelles suivantes

P (ml, meo,/ p, g) dans le cas ou les moyennes sont distinctes et connues donnée par (2.1.18)
et P (ml,mg /D, u,g) dans le cas ot les moyennes sont égales et inconnues donnée par
(2.2.12)

Tous les graphes relatifs & ce chapitre sont donnés par Annexe 2

2.6.1 Les moyennes sont distinctes et connues

Nous avons simulé 200 échantillons de taille n = 60 a partir du modele

yi = 1+ w; 1=1,m

Yi = 2+ wy; i=my+1,my
Yi = 3+ uy; i=my+1n
w; = 0.1u;_1 + e i=1,60

N(0,0.25); i=T,my
€; N(O,].), i:m1+1,m2
LN(0,4); i=mp+1,60

en prenant pour valeur initiale yy = 0.5.

pour les valeurs suivantes des points de rupture
my = 8, my = 13.

my1 = 20, mg = 40.

my = 47, my = H2.

Les résultats de ces simulations sont donnés respectivement par les figures 38, 39et40.
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Nous avons également simulé 200 échantillons de taille n = 60 a partir du modele

Yi = 14 us; i=1,m

Yi =2+ uy; i=my+1,my
Yi = 3+ uy; i=my+1n
u; = 0.5u;_1 + e i=1,60

N(0,0.25); i=1,m
e~ g NO,1); i=mi+Im
LN(0,4); i=my+ 1,60
en prenant pour valeur initiale yy = 0.5.
pour les valeurs suivantes des points de rupture
my = 20, my = 40.
my = 47, my = H2.

les résultats de ces simulations sont donnés respectivement par les figures 41 et 42
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Nous avons, également, simulé 200 échantillons de taille n=60 & partir du modeéle

v =14+ u; 1=1,m4

Yi =2+ uy; i=my+1,my
Yi = 3+ uy; i=my+1n
u; = 0.9u;_1 + e;; i=1,60

N(0,0.25); i=1,m
ei~§ N(0,1); i=mi+1my
LN(0,4); i=my+ 1,60
pour les valeurs suivantes des points de rupture
my = 8, my = 13.
my = 20, my = 40.
my = 47, mg = 52

Les résultats de ces simulations sont donnés respectivement par les figures 43, 44 et 45.
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Aussi, nous avons simulé 100 échantillons pour une petite taille d’échantillon (n = 20)

yi=1l+wu; 1=18
Yi = 2+ uy; 1=9,13

Ui = PUi—1 + €53 1=1,2

N(0,0.25); i=T,my
€; N(O,].), i:m1+1,m2
LN(0,4); i=mp+1,20

en prenant pour valeur initiale yy = 0.5.
pour les valeurs suivantes du coefficient d’autocorrélation p =04, p=0.5, p=0.9

Les résultats de ces simulations sont donnés respectivement par les figures 46,47 et 48
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2.6.2 Les moyennes sont égales et inconnues:

Nous avons simulé100 échantillons de taille n = 20 & partir du modeéle

Yi = p+ug;
Uj = PUi—1 + €3 1=1,2
Avec = 0,et
N(0,0.25); i=1,8
e~ 49 N(0,1); i=09,13

.N(0,4); i=14,20
en prenant pour valeur initiale yy = 0.5.

pour les valeurs suivantes du coefficient d’autocorrélation p =0.1, p=0.5, p=0.9

Les résultats de ces simulations sont donnés respectivement par les figures 50, 51 et 52
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Nous avons également simulé100 échantillons de taille n = 60 a partir du modéle

Yi = |+ u;
Uj = pui—1 + €;; 1=1,6

Avec 1 = 0,et

en prenant pour valeur initiale yy = 0.5.
pour les valeurs suivantes du coefficient d’autocorrélation p =04, p=0.5, p=0.9

Les résultats de ces simulations sont donnés respectivement par les figures 53, 54 et 55
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Aussi, nous avons simulé100 échantillons de taille n = 100 a partir du modéle

Yi = [+ U
U; = pui—1 + €;; 1 =1,100

Avec 1 = 0,et
N(0,0.25); i=

1
e~ 4 N(0,1); i=41,60
.N(0,4); ="861,100

en prenant pour valeur initiale yy = 0.5.
pour les valeurs suivantes du coefficient d’autocorrélation p =04, p=0.5, p=0.9

Les résultats de ces simulations sont donnés respectivement par les figures 56,57 et 58
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2.7 Interprétation

Les figures 38, 39,...et 58 sont les représentations graphiques des valeurs estimées du premier
et du deuxiéme point de rupture respectivement par le mode et la moyenne a posteriori.

Nous remarquons que la distribution du mode a posteriori (respectivement de la moyenne)
a une allure symétrique autour de leurs modes respectifs lorsque les écarts dans la moyenne et
dans la variance sont sensibles; ces distributions n’ont plus une forme aussi nette lorsque les
écarts sont réduits. De plus nous remarquons que les modes de ces distributions se révelent
comme étant un trés bon estimateur des différents points de rupture.

Notons, quand méme, que le mode de la distribution de fréquence des modes a posteriori
est un meilleur estimateur comme le confirment les graphes de 38 a 58.

Nous remarquons,également,que 1’estimation des points de rupture my, ms par le mode des
modes a posteriori donnent de meilleurs résultats qu’avec la moyenne des modes bien que, au
sens du RMSE ( Root Mean Square Error), les moyennes a posteriori soient meilleures comme
nous l'illustrons dans la figure49.

Remarquons, tout de méme,qu’un écart marqué entre les différentes variances contribue a

une bonne détection des points de rupture,mieux que ne le ferait un écart plus faible.
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Chapitre 3

Analyse bayesienne d’un processus
autorégressit d’ordre p avec ruptures

multiples dans la tendance

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le modele de régression linéaire multiple ot les erreurs suivent
un processus autoregréssif d’ordre p (p > 1). Il s’agit d’une extension des travaux de Doumaz
(1999) au cas de ruptures multiples dans ce modéle.

Nous supposons que ce modele subit deux ruptures dans la tendance.

3.2 Le modéle de base

Le modéle considéré est le suivant :

yi=ziby + U i=mi+ 1,my (3.2.1)
yizz;l_?:g—i-Ui; 1=mo+ 1,10

Nous supposons que {U;, i =1,...,n} est une réalisation d’un processus autorégressif d’ordre
p (AR (p)), c’est-a-dire
p
Ui=> pUij+ei
j=1
ol ey, €, ..., e, sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi N (0, 0?) .
Uy, U_1,...,Ui_, sont des données initiales.

y; est la 1™ observation de la variable & expliquer ou endogéne.

x;, 1 = 1,mq est un vecteur constitué de k variables dites explicatives ou exogénes.

a9
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by, by, by sont les parameétres de régression de dimension (k x 1) .

Nous supposons que by # by # by et by # by,

m1, ms sont deux points de rupture.

by, by, by, mi, Mo, 02 py,y .., p, sont supposés inconnus.

Nous supposons que ce modéle reflete une situation ot la variabilité du phénomeéne est constante.
Remarque

Dans ce chapitre, les changements portent uniquement sur les parameétres de régression.

Soit le modele (3.2.1) ci-dessus

Nous faissons les hypothéses suivantes :

e H; le couple (m, mg)’ des points de rupture est uniformément distribué sur
{p+1,...me—p—1} x{2p+2,....,n—p—1}

e H, 'ensemble

G = {p = (pl, s pp)/ ;les racines de p (8) =1 —p; 8 — ... — p, 8" sont & I'extérieur du cercle unit

est muni de la loi uniforme. Les conditions sur le vecteur p = (pl, s pp) garantissent la

stationnarité du processus autorégressif.
!

e H3 Nous supposons que la distribution conjointe a priori du vecteur b = (Q,l, b;, Qg) et de

R = 2 est définie comme suit : p (b, 7) = p(b/r)p(r) ou

- p(b/r) est la loi normale 3k-dimensionnelle de moyenne, le vecteur b, € R3* et de matrice
de covariance (rP) " i.e Ny (bo» (rP)fl) . P est une matrice (3k x 3k) symétrique définie
positive, b, et P sont supposés connus.

- La loi de probabilité a priori de R est une loi gamma de parameétres aet 3 (a > 0,5 > 0)
SUpPpPOsés connus.

c’est-a-dire p (r) oc r* lexp (—pr), r > 0. Nous supposons de plus (ml,mg)l , p, (b, R)

sont indépendants.

Cette partie est une extension des travaux de Doumaz (1999) . Ce dernier a étudi¢ le cas ou

le modele ne subit qu’une seule rupture (i.e by = bs).
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3.3 Détermination de la loi de probabilité a posteriori

du vecteur des points de rupture

Théoréme
Sous les hypothéses Hy, Ho, H3, et si my > my+p la masse de probabilité a posteriori marginale

/
du vecteur m = (my, mg) est

p (my,my,/y) = /p (ma1,ma, p/y) dp (3.2.2)
G
ot
( 1 b
n—p+2a 1
[A(p)] = ' [det (P X'X)] 2si
me —2p—1
P(m,p/y) = 3.2.3
( - _) peGetme{p+1,..my—p—1} x{2p+2,..,n—p—1} ( )
0 sinon
\
Avec ot . , X
o n— 2, = N ' N / 7
Afp) =B+ S+2(@0 @)P(P+XX> XX(QO Q) (3.2.4)
tels que
(n—3k) S2 = (Y - XE) <Y - XE) (3.2.5)

E: (X ‘X )_1 X'Y est Uestimation au sens des moindres carrés du vecteur b.

ou _ -
B 4 T Zl 0 0
Yp+1 — ]2221 pjyp+1—j Ml M2 0
Y = ,X - 0 ZQ 0
P
Yn = D PiYni 0 M M,
L J=1 . 0 0 Z3
- » , i
Lpt1 — 21 PiLp+1-;
J:
Zy=| .. , d’ordre (my — p, k)

! p /
Ly — 231 PjLim, —j
J:
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! /
Ly 4pt1 — 231 PiLmi+p+1—j
j:

o= | .. , d’ordre (mg+my —p, k)

_mz Z pj—mz ]

! ’
Limg4p+1 21 PiLmo+p+1-j
J:

Zs=| .. , d’ordre (n —mgy —p, k)

p
- Sl

_ » , - _ » / -
- PiLmy+1—j -2 PjLmy+1—j4
=1 j=1
M, = M = 3 /
- Z p]—z —j ’ - Z PiLi—;
j=i—mq j=i—ma
i i
~PpLim, i |~ Ppm, i
B ! T B ! T
zml—&-l z77’12-}—1
I I ! !
Lro+2 — P1Lmy+1 Lrmot2 = P1dmyt1
M , i—mi1—1 M , i—mo—1
2= L — Z pj—l —j ’ 4= Ly — Z 10]—1 —j
’ p—1 ’ ’ p=l ’
Lony4p — 231 PiLm+p—j Longtp — Z:l PjLomytp—j
L ]: i L ]: a

Démonstration

Nous écrivons le modele (3.2.1) de fagon équivalente comme suit :

1- pour i =1,mq et t — p = 1, my alors

Yi = i;bl +U,;
Yi1 =z, by + Ui (1)

Yip = 2; by + Uiy (p)

En multipliant par p, ..., p, les équations (1),...,(p) et en faisant la différence, nous
obtenons )
Z Lt e s
_ijyi*p: max(l,p+1)§i§min(m1,m1 +p)

ilesip+1<i<my
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2-pourmy +1<1=my+k<my
2asil<mi+k—p<mgiel <i—p<m, alors dans ce cas

!
Ymy+k = £m1+ké2 + Um1+k

Ymi+k—1 = ﬁ;nl+k_1bg + Um1+k71 (1)

!
ym1+1 = £m1+1b2 + Um1+1
!
Ymy = imll—)l + Uml

Ymat+k—p = g;nl%»k—pl_)l + Um1+k—p (p)

p
En faisant la difference  Ymy+kx — Y PjYmi+k—j nous obtenons
Jj=1

p k-1 P
/ ! /
Ymy+k — § PiYmi+k—j = | Lmy+k — § PiZomy +k—j l—)2 - E PiZomy +k—j l—)l + emi+k
Jj=1

j=1 j=k

c’est-a-dire

, i—mi—1 , p ,
Ly — Z PiLi—; by — Z PiLi_; bi +e;
j=1 Jj=t—mq

p
Yi — PiYi—j = . .
; 7 pour max (p+ 1,m; + 1) < i < min (mg, m; + p)
temp+1<i<my+p

2bsimi+1<mi+k—p<mgiem;+1<1—p<msyalors

!
Ymi+k = £m1+kQQ + Um2+k

Ymai+k—1 = £Im1+k71b2 + Uy k-1 (1)

Yma+k—p = £m1+k—pl_)2 + Uy +k—p (p)

nous aurons dans ce cas

p p
’ !
Ymit+k — E PiYmi—k—j = <£m1+k - § Pj£m1+k—j) by + €my+k

Jj=1 J=1

c’est-a-dire
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P P
Yi — ijyz‘—j = (iz - ij%_j) by +¢;
Jj=1 j=1

pour max (m; +p+1,m;+1) < i< min(mg,ms+Dp)
iem+p+1 < i <mg

-pourme+1<i=mo+k<n

dasim +1<me+k—p<mgiem +1<i1—p<my

!
Ymo+k = lm2+kb3 + Unng+k

/
Ymo+k—1 = §m2+k_1b3 + Um2+k71

/
Ymat1 = Ly 103 + Uyt
!
Ymy = £m2b2 + Umz

' b
Ymo+k—p = Ly tk—pl2 + Umz+k—p

Nous aurons donc

I4 k—1 I4
ym2+k—z PiYmo+k—j = (1m2+k - Z Pj£m2+kj> b3— (Z Pj£m2+kj> by+ermytk

j=1 j=1 j=k

c’est-a-dire

P i—mo—1 p
Yi — ijyi—j = (Z; - Z Pj@—j) by — < Z ,sz;_j
j=1 J=1

J=i—mz

pour max (mg,mi +p)+1 < @ < min(me+p,ms)

eme+1 < 1 <mo+p

car nous avons supposé ms + p < n, et d’apres 'hypotheése du théoréeme.

3bsime+1<mo+k—p<niems+1<17—p<n alors

li
Ymo+k = £m2+kl—)3 + Umz-‘rk

>b2+ei

Ymo+k—1 = llmﬁ_k_lb3 + Um2+k71 (1)
Ymot+k—p = i;nngkprB + Umz+k—p (p)
En multipliant respectivement par py,...,p, les équations (1),...,(p) puis en
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faisant la différence, nous obtenons

p P
! i
Ymo+k — E PiYmo+k—j = | Lotk — E pj£m2+k:fj l—)3 + Cmatk

j=1 j=1

c’est-a-dire
p p
Yi — ijyz‘—j = x; — ijﬁz;j by +e;
j=1 Jj=1
pour meo+p+1 < i<n

Nous déduisons que le modele (3.2.1) est équivalent a

(

’ P f . ]
Ly — ZIP]*L-J) Ql+€i sip+1<i1<m
]:

Jj=i—my

p
! p / . .
yi—ijyzejz = > iy | by teisimi+p+1<i<my
=1 i=1

Jj=t—ma2

’ p ’ . .
Qi_zpj%j)Qs‘f‘@i sime+p+1<i<n
i=1

Y1, ..., Yp sont considérées comme des données initiales.

Remarque

, i—ml—l , p , . .
Ly — Z Pjii_]) Qz - ( Z Pjiz‘_]) bl +esim+1<i1<m;+p
Jj=1

, i1—mao—1 , D , ) ]
Ly — Zl Pj%_j> Qg - ( Z Pjii_]) bz +esimp+1<i1<my+p
J:

(3.2.6)

Le cas ma < my+p n’est pas trés intéressant dans la mesure ot lorsque p est petit (p = 1 ou p = 2)

ms < mq + p donne my < my < my ce qui est impossible ou bien m; +1 < my < my + p <

me = mp + 1 et une seule donnée, pour ¢ = my + 1 ne permet pas d’apprécier la rupture si,

eventuellement a eu lieu.
Le modele (3.2.6) peut étre réecrit sous forme matricielle
Y=Xb+E

ol Y et X sont données dans le théoréme.
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Il est clair que la fonction de vraisemblance conditionnelle du parameétre § = (l_)/, o2, B', m’)

est

202

r

oo 1 exp {5 (L - xb) (V- xb)} (3.2.8)

ol nous avons posé o2 = %

D’aprées 'hypothése Hs, la loi a priori de (b, 7) est
P(b,r) = P(/r)P(r)

= (det (rP)_l)*1 exp {—% (b—by) (rP)(b— 1_90)} r*~texp {—pr}

3k

S {—r E (b—by) P(b—1b) +5H (3:2.9)

P(m) = P(ml,mg) = P(ml/mg) P (mg)
Nous définissons P (my,/ms) et P (mgy) comme étant des lois uniformes discrétes sur les ensem-

bles {p+1,...my—p—1} et {2p+2,....,n — p — 1} c'est-a-dire

1 1
P —
(m1,m2) me —2p—1n—3p—2
o 1
mo —2p—1

et par suite la loi a priori du vecteur 6 est

1 r%m*lexp{—?“ [% (Q—QO)IP(Q—Q0)+5}} si0 €O

PH) =g Mt (3.2.10)
0 sinon
O =R¥xR* xGx{p+1,..,mo—p—1} x{2p+2,...,n—p—1}
D’apres le théoréme de Bayes, la loi a posteriori de 0 est :
PO/Y) o« P(O)L(0/Y) (3.2.11)
1 -
- jar- A
o m2—2p—lr exp {—r4}
on o = L3k 4 g

2

Ay= (b~ b) Pb—tg) + 5 (¥~ XB) (Y~ XD) + B
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Nous intégrons par rapport a r pour obtenir

*

+oo
1
P (ba P m17m2/X) S8 / m?‘a -1 exp{—rAb} dr
0
1

- AT
- m2—2p—1[ 2

une intégration par rapport au vecteur b, nous donne

Plup/Y) o« [ PlupbY)d

R3k
*

o / [A] ™ db
R3k

— /R% {54‘% [(b—bo),P(é—Qo)—i—(X—ﬁ)’(Z_ﬁ)H db

pour calculer cette intégrale nous transformons ’expression A

I

Ay =

(b= b) P~ by) + (¥~ Xb) (¥~ XD)| + 8

N —

Nous avons /
(Y = Xb)' (¥~ Xb) = (n = 3k) 82+ (b= D) X'X (D)

avec (n — 3k) S? donnée par (3.2.5)

Donc
A, = B+@SQ+%@—E)’ (P+X’X) (b—0*) +
+% (8 —E)/ P(P+X'X) T x'x (8 —2)
= A(p)+%(b—b*)' (P+X’X) L-10")
ot

b= (P + X’X) - (PQO + X’XE)

et A (p) donnée par (3.2.4).

Par conséquent

*

Plapy)e [ [arje-u) (Prxx)e-p)]  a

R3k
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ot = nfp+§>k+2a

B-8) (n=p+20) (P+XX) 0-1)] "

1
* 2A(n—p+2a) -

P(mp/Y) o A= /

R3k

Nous reconnaissons, sous le signe intégrale, une densité 3k-dimensionnelle & (n — p + 2«) degrés
(n—p+2a) (P+X’X)
24

de liberté, de parametre de position b* et de matrice de précision V = apres

l'intégration nous obtenons (3.2.3) donnée dans le théoréme.

3.4 Application numérique

Dans cette section, nous allons présenter les résultats de simulation pour I’estimation des points
de rupture m; et my a 1’aide du mode et de la moyenne a posteriori a partir du modele (3.2.1)
et dans les cas suivants
-{U;, i=1,...,n} est une réalisation d’un processus autoregréssif d’ordrel (AR (1)), c’est-
a-dire
Ui =pUi_1 +¢;

-k=1

-b1, ba, b3 sont les paramétres de la régression

Le but recherché est de voir si les modes et “ou les moyennes a posteriori calculés par la
formule donnée en (3.2.2) . estiment bien les vraies valeurs des points de rupture m;y, ma.

Nous avons simulé 100 échantillons répondant au modele 3.2.1 avec by = 1,0 = 4,b3 = 7 et
pour différentes valeurs des points de rupture mq, ms et de la taille de ’échantillon n.

a/n =20,m; =8 my = 13.

b/n = 40, m; = 20, ms = 30.

c/n =60, m; = 20, mgy =40

et pour les valeurs suivantes du coefficient d’autocorrélation

1)p = 0.1
2)p=0.5
3)p = 0.9

traduisant respectivement une faible, une moyenne et forte autocorrélation.
les résultats de ces simulations sont résumés dans les figures de 59 & 67 qui sont données en

Annexe3
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3.5 interprétation

Les figures 59 & 67 représentent les distributions des fréquences des modes et des moyennes a
posteriori des points de rupture mi, ms qui montrent que les modes de ces distributions sont
des estimateurs convergents des points de rupture.

Nous remarquons,également,que ’estimation des points de rupture my, ms par le mode des
modes a posteriori donnent de meilleurs résultats qu’avec la moyenne des modes bien que, au
sens du RMSE ( Root Mean Square Error), les moyennes a posteriori soient meilleures comme
nous 'illustrons dans la figure 68.

Aussi, nous remarquons que les résultats obtenus lorsque p = 0.9 sont moins bons que ceux
obtenus lorsque p = 0.1, p = 0.5 dans tous les cas considérés, comme le montrent les figures 64,
67

Le choix de by,b9,b3 est déterminant en ce qui concerne la qualité des estimateurs des
points de rupture. En effet, nous avons remarqué qu’'un écart appréciable entre by, by et b3 a
un impact direct sur I'estimation du point de rupture d ’intérét.Un faible écart se traduit par

un estimateur non consistant du point de rupture.
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CONCLUSION :

Dans ce travail, nous avons adopté I'analyse bayésienne qui apparait comme une approche
attrayante devant les difficultés théoriques des approches paramétrique et non paramétrique.
De plus I'approche bayesienne est une

méthodologie qui intégre une information a priori, objective ou subjective et qui permet de
prendre en charge des contraintes imposées sur ’espace des paramétres par les conditions de
stationnarité et / ou d’inversibilité pour des processus aléatoires ainsi que le caractére discret
des parameétres d’intéret.Nous avons considérer trois types de modeles. L’étude du premier
modele qui est le modele classique de position dans lequel nous avons causé des ruptures mul-
tiples en des instants inconnus & la fois dans le parameétre de position que dans la variance a
fait 'objet du premier chapitre. Il s’agit d’une extension des travaux de Menzefricke (1981)
au cas de rupture multiples.Nous avons déterminé les lois de probabilité a posteriori des dif-
férents paramétres d’intérét, c’est-a-dire les points de rupture, les rapports des variances et sous
I’hypothéses que le parameétre de position ne subit pas de changement, la loi de probabilité a
posteriori de celui-ci. Nous avons effectué une étude de simulation intensive en langage Matlab
qui nous a montré que les paramétres sont bien estimés par le mode a posteriori plutét que
par la moyenne a posteriori et, ceci, quelle que soit la taille de I’échantillon ou la position des
parameétres dans leurs intervalles de définition respectifs. Seulement, nous avons remarqué que,
plus la rupture est importante, meilleure est I’estimation des points de rupture, en particulier,
a I’aide du mode a posteriori. Le nombre d’itérations effectuées nous a permis d’avoir une idée
précise sur la distribution de fréquence du mode a posteriori et de la moyenne a posteriori des
différents parameétres d’intérét. En ce qui concerne les rapports des variances, le mode a poste-
riori est un estimateur biaisé du parameétre d’intérét. Les écarts entre les différentes variances
n’ont pas d’influence sur la qualité de I'estimation. Néanmoins, la taille de I’échantillon et
le nombre d’observations entre les différents points de rupture atténuent sensiblement le biais
dans 'estimation du parametre d’intérét.

Le deuxiéme modele est le modeéle de position & erreurs autocorrélées qui subit des ruptures
multiples dans la tendance en des instants inconnus. Ce modéle a été étudié par Guerbyenne
(1992) et Guerbyenne et Kezim (1992, 1993 a), b), 1994 a), b) ¢) 1997) dans le cas d’une seule
rupture. Nous avons effectué une extension de leurs travaux aux cas de ruptures multiples en
des instants inconnus. A notre sens, ce travail n’a pas été entrepris auparavant, car seule la
détection des ruptures et du nombre de ruptures supposé inconnu semble avoir attiré I’attention
des chercheurs ( Inclan, (1993), Stephens (1994)). Nous avons déterminé les lois de probabilité
a posteriori des différents parametres d’intérét, c’est-a-dire les points de rupture et les rapports
des variances. Nous avons effectué une étude de simulation intensive en langage Matlab qui
nous a montré que les parametres sont bien estimés par le mode a posteriori plutot que par

la moyenne a posteriori et, ceci, quelle que soit la taille de ’échantillon ou la position des
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paramétres dans leurs intervalles de définition respectifs. La aussi, nous avons remarqué que,
plus la rupture est importante, meilleure est I’estimation des points de rupture, en particulier,
a ’aide du mode a posteriori. Le nombre d’itérations effectuées nous a permis d’avoir une idée
précise sur la distribution de fréquence du mode a posteriori et de la moyenne a posteriori des
différents parameétres d’intérét.

Le troisiéme modeéle que nous avons étudié et qui a fait I’objet du chapitre trois est un
modele de régression dont les erreurs suivent un modéle autorégressif. et qui subit des ruptures
multiples dans la tendance en des instants inconnus. Il s’agit d’une extension des travaux de
Abraham et Wei (1984), Doumaz (1999), Doumaz et Guerbyenne (2002) au cas de ruptures
multiples inconnues. Nous avons déterminé les lois de probabilité a posteriori des instants de
rupture.

Une étude de simulation intensive, cofiteuse, pour différentes valeurs des paramétres et
tailles d’échantillon a été menée en langage Matlab. Elle a permis de déterminer les modes a
posteriori ainsi que les moyennes a posteriori des instants de rupture. Nous avons remarqué
que les estimateurs des instants de rupture, aussi bien le mode a posteriori que la moyenne a
posteriori, sont meilleurs lorsque les changements dans la tendance sont importants.

Ce travail peut étre étendu aux cas ou les erreurs suivent un modele AR(p), p>1, lorsque la
variance subit des ruptures multiples. Un autre axe serait d’intégrer des erreurs autorégressives
conditionnellement hétéroscédastiques (ARCH) dans un modeéle de position avec ruptures, puis
dans un modele de régression avec ruptures et enfin dans un modéle autorégressif moyenne

mobile avec ruptures.
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