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Résumé

Ce mémoire est basé sur I’étude de deux articles de Hung P. Tong-Viet inti-

tulés

1. Groups whose prime graphs have no triangles ( 2013)
2. Finite groups whose prime graphs are regular (2014).

Dans le premier article 'auteur a démontré que si un graphe premier d’un
groupe fini ne contient pas un triangle alors il a au plus 5 sommets, et dans le
second papier il montre que le graphe premier d’un groupe fini est 3-régulier si
et seulement si c’est un graphe complet avec 4 sommets. Dans notre travail, on
construit une famille de graphes finis simples et on décide lesquels d’eux sont
des graphes premiers de groupes finis, plus précisément nous focalisons notre
travail autour des graphes 4-réguliers qui peuvent étre des graphes premiers de
certains groupes résolubles finis. On s’intéresse aux groupes résolubles finis pour
leur importance dans la résolution des équations par radicaux.

Les graphes premiers sont apparus pour la premiere fois en 1970 dans un
article de Gruenberg et Kegel pour répondre a certaines questions dans la théorie

des représentations.

Mots clés : graphes premiers, graphes k-réguliers, groupes résolubles.



Introduction

L’étude de la théorie des caracteres est un outil essentiel dans 1'étude des
groupes finis. On peut étudier la structure d’un groupe fini en étudiant ses
degrés de caracteres et en leur attachant un graphe. Les graphes constituent une
méthode de pensée qui permet de modéliser une grande variété de problemes en
se ramenant a 1’étude de sommets et d’arétes. De maniere générale, un graphe
permet de représenter la structure, les connexions d’un ensemble complexe, en
exprimant les relations entre ses éléments : réseau de communication, réseaux
routiers, interaction de diverses especes animales, circuits électriques...

Soient GG un groupe fini, p une représentation linéaire de G et x son caractere.
Le degré du caractere x noté y (1) est le degré de la représentation p. Soit Irr (G)

I’ensemble de tous les caracteres complexes irréductibles de G et

cd. (G)={x (1) \x € Irr (G)}

I’ensemble des degrés de caracteres de GG. L’ensemble des nombres premiers qui
divisent certains degrés de caracteres de G est noté par p (G). Le graphe premier
A (G) associé a G est le graphe dont I'ensemble des sommets est p (G). Deux
sommets p et g sont adjacents dans p (G) si et seulement si le produit pg divise
un degré de caractere de G.

Dans les 30 dernieres années les graphes premiers ont été largement étudiés
et de nombreux résultats ont été obtenus dans ce domaine.

Une des questions les plus posées :

Quels graphes peuvent étre des graphes premiers d’un groupe fini?
Huppert [5] a classifié les graphes qui peuvent survenir comme A (G) pour cer-
tains groupes résolubles G avec au plus 4 sommets. Lewis [7] a classifié les graphes
premiers des groupes résolubles avec cing sommets. Tong Viet [16], a étudié les
graphes 3-réguliers qui peuvent étre des graphes premiers d’un groupe fini, et il

a conjecturé que les graphes 4-réguliers qui peuvent étre des graphes premiers,
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sont les graphes complets d’ordre 5 et le graphe 4-régulier d’ordre 6. On a étudié
les résultats déja obtenus sur les graphes n-réguliers qui peuvent étre des graphes
premiers d'un groupe résoluble pour n < 3 et on a détaillé le cas ou n = 4.

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions fondamentales
de la théorie des groupes; des notions qu’on peut trouver dans la plupart des
ouvrages de la théorie des groupes. Nous rappelons également les notions sui-
vantes : la structure des groupes finis, les groupes résolubles, les p-groupes et
leurs propriétés ainsi que le groupe de Frobenius.

Dans le second chapitre nous présentons la notion de caractere qui est considéré
comme un outil important dans la théorie des représentations des groupes finis.
Nous introduisons les représentations des groupes finis, et nous étudions les ca-
racteres et leurs degrés avec leurs propriétés. D’importants résultats qui relient
les groupes résolubles et les degrés de caracteres sont entrepris dans ce chapitre.

Dans le troisieme chapitre nous introduisons des définitions et des notations
concernant les graphes simples ainsi que la notion de graphe premier d'un groupe
fini. Nous présentons des résultats importants sur les graphes premiers. Nous rap-
pelons le théoreme connu sous le nom ” la condition de Palphy” ; une condition
qui affirme que si on prend trois sommets de A (G) ou G est un groupe résoluble
alors au moins deux de ses sommets sont adjacents. Nous rappelons également
deux résultats importants. Le premier résultat montre que si G est un groupe
résoluble son graphe premierA (G) contient au moins quatre sommets, alors soi
G contient un triangle ou c¢’est un carré [9]. Le second résultat démontré par
Hung Tong Viet [15], stipule que si G ne contient pas un triangle, alors il a au
plus quatre sommets si G est résoluble, et aux plus 5 sommets si G est fini.

Dans le quatrieme chapitre nous étudions les graphes k—réguliers qui existent
comme graphe premier d’un groupe résoluble, pour un k£ < 4. Nous introdui-
sons les graphes 1—réguliers, 2—réguliers et 3—réguliers et détaillons les graphes

4—réguliers.



Chapitre 1

Rappels sur la théorie des

groupes
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Le but de ce chapitre est de revoir les notions base sur les groupes. On va
revoir les définitions et les propriétés des structures de groupes, en particulier des
groupes finis, des sous groupes normaux et sous groupes maximaux, des groupes

résolubles, du groupe de Frobenius et des p-groupes. Notre majeure référence est

[2].

1.1 Notion de groupe

Loi de composition interne

Définition 1 FEtant donné un ensemble non vide G, on appelle loi de composi-

tion interne sur G toute application de G x G dans G, ot
GxG={(z,y) /S z€eGetyeG}.

Désignons par (G,-) l'ensemble G muni de la loi de composition interne définie
par Uapplication :

(z,y) = x-y

(a) Dans G, la loi - est dite :
- associative si, (x-y) -z =z (y - z), quels que soient x,y, z dans G
- commutative si, x -y = y - x, quels que soient x,y dans G.

(b) S’il existe e € E tel que, quel que soit x € G

on dit que e est élément neutre dans (G, -).
(c) Si (G,-) posséde un élément neutre e, alors un élément z € G est dit

symétrisable s’il existe 2’ € G tel que :

x’ est alors appelé symétrique de x dans (G, -) .

Groupe

Définition 2 Soit G un ensemble non vide, muni d’une loi de composition in-
terne - définie par : (z,y) — x - y.
On dit que la loi - défini sur G une structure de groupe, ou que G est un

groupe relativement a cette loi, si les trois axiomes suivants sont verifiés :
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— La loi - est associative.

— Il existe dans (G, -) un élément neutre e.

— Tout élément de (G, -) est symétrisable.

Si le nombre d’éléments dans le groupe G est fini alors nous disons que G est

un groupe fini, et son cardinal est appelé ordre de G et on le note |G| (ou o (G)).

Définition 3 Un groupe est dit abélien ou commutatif si la loi de composition

interne de G est commutative.

Exemple 1 Pour tout entier n > 0 et tout corps commutatif K, I’ensemble des
matrices carrées d’ordre n inversibles est un groupe par rapport a la multiplica-
tion des matrices ; ce groupe se note GL (n, K) est appelé groupe linéaire général
des matrices carrées inversibles d’ordre n sur K. GL (n, K) il est non abélien

pour n > 2.

Dans toute la suite, on notera le groupe (G, -) par G.

1.2 Notion de sous groupe
G étant un groupe, une partie non vide H de G est un sous groupe de G si

(x,y) € HxH=—=uaye H
r € H=ax"'cH

Dans toute la suite, nous allons omettre - et noter g - h par gh.

Exemple 2 G, {e} sont des sous groupes de G appelés sous groupes triviaux de

G.

Remarque 1

1. Tout sous groupe H d’un groupe G est un groupe relativement a la loi de

composition induite dans H par celle de G.

2. Un groupe ayant plus d’un élément a au moins deux sous groupes, G et le

sous groupe réduit a l’élément neutre noté {e}.

Définition 4 On appelle sous groupe propre d’un groupe G tout sous groupe de
G distinct de G et {e}.
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Notation 1 On écrit : H < G pour éxprimer que H est un sous groupe de G

et H < G pour éxprimer que H est un sous groupe propre de G.

Proposition 1 Soit H une partie non vide d’un groupe G, alors H est un sous

groupe de G si et seulement si
V(z,y) :(m,y) EHxH=ay '€ H

Proposition 2 Soit G un groupe et {H;},.; une famille de sous groupes de G ;
alors, quel que soit ’ensemble non vide I, (| H; est un sous groupe de G.
iel

Remarque 2 L’union de sous groupes n’est pas en général un sous groupe.

Proposition 3 Si dans un groupe G, {H;},.; est une famille de sous groupes
totalement ordonnée par linclusion, alors | ) H; est un sous-groupe de G.

iel
Définition 5 Soient G un groupe et S une partie non vide de G, désignons par
H, l’ensemble des sous groupes de G contenant S et posons

()= H

HEHS

(S) est un sous groupe de G appelé sous groupe de G engendré par S.

Définition 6 Soit G' un groupe.
— Si S est une partie non vide de G telle que (S) = G, on dit que S est une
partie génératrice du groupe G, ou que S est un ensemble de générateurs
de G, ou encore que S engendre G.

— Sl existe © € G tel que (x) = G, le groupe G est dit monogéne.

Définition 7 Soit g € G. Si le sous groupe (g) est fini, on appelle ordre de g
et on note o(g) l'ordre de (g), si le cardinal de (g) est infini, on dit que g est

d’ordre infini.

Théoréme 1 (Théoréme de Lagrange) Si G est un groupe fini alors l'ordre de
tout sous groupe H de G divise l’ordre de G.

Corollaire 1 Si G est un groupe fini, quel que soit x € G, l'ordre de x divise

lordre de G.

Définition 8 L’exposant d’un groupe est le plus petit multiple commun (ppcm)

des ordres de ses éléments.
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1.3 Morphismes de groupes

Définition 9 soient (G,.) et (G',x) deux groupes. Un morphisme (ou homo-

morphisme) de groupes de G dans G’ est une application
f:G—=G

vérifiant

V(z,y) € G xG, f(z.y)= f(z)* f(y).

Notation 2 On note Hom(G,G") l’ensemble des morphismes de groupes de G
dans G'.

Définition 10 Un morphisme d’un groupe G dans lui-méme est appelé endo-

morphisme. L’ensemble des endomorphismes est noté par End(QG).

Proposition 4 Tout élément f de Hom(G,G") vérifie les propriétés suivantes :

1. f(e) =¢.

2. f(z7') = f(x)~! pour tout élément x de G.

3. H<G= f(H) <G

4. H<G= fTY(H) <G avec {7} H)={z€q, f(x) e H}.

Définition 11 Soit f € Hom(G,G')
— f(Q) est appelé image de f et est noté Im(f).
— f7Y{e'}) est appelé noyau de f et est noté Ker(f).

Définition 12 Soient deux groupes G et G'.
Soit f est une application de G dans G'. Alors f est un isomorphisme de groupes

si et seulement si f est un homomorphisme bijectif de G dans G'. .

Proposition 5 Soient deux groupes G et G'.
Si f est un isomorphisme de G sur G' alors f=1 est un isomorphisme de G’ sur

G.

Définition 13 G étant un groupe, un isomorphisme de G sur lui méme est ap-
pelé un automorphisme du groupe G. L’ensemble des automorphismes du groupe

G est noté Aut (G). Aut (G) est un groupe pour la composition des applications.
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1.4 Sous groupes normaux et sous groupes maxi-

maux

Définition 14 Soit N un sous groupe de G. N est appelé un sous groupe normal
St
grg ' € N pour tout x € N et g € G.

Nous écrivons N <1 G pour désigner que N est un sous groupe normal de G.

Définition 15 Soit G un groupe quelconque, posons
Z(G)={r € G; za=ax,Va € G}

Z (G) est l’ensemble des éléments x € G qui commutent avec tout élément de G.

Z (Q) est appelé le centre du goupe G.

Proposition 6 Z (G) est un sous groupe de G. De plus Z (G) est un sous groupe

propre de G si et seulement st G est non abélien.

Définition 16 G désigne un groupe non réduit a un seul élément.

1. Un sous groupe M de G est dit mazimal, sl est mazimal dans [’ensemble

des sous groupes propres de G ordonnés par l'inclusion.
M<L<G=L=MoulL=G

2. Un sous groupe N de G est dit normal mazimal s’il est mazimal dans
l’ensemble des sous groupes propres normaux de G ordonnés par l'inclusion.

Autrement dit

N<G, N#G:(L<G N=<L=<G)=L=NouL=G

Proposition 7 Si G est un groupe fini tel que o (G) > 1, alors tout sous groupe

propre de G est contenu dans un sous groupe maximal de G.

Preuve. Soit H < G.
- Si H est maximal, il n’y a rien a démontrer.
- Supposons H est non maximal ; il existe alors H; < G tel que H < H; < G.

Si H; est maximal, la propriété est démontrée, sinon il existe Hy < G tel que
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H < Hy < Hy < G. Comme précédemment, ou bien H, est maximal, ou bien il
ne l'est pas et on réitere le raisonnement a partir de H,. Le groupe G étant fini,
nécessairement au bout d’un nombre fini, k, d’opérations, on aboutit a un sous

groupe Hj < G tel que
H<H <Hy<..<H,<G

et H, maximal. m
De fagon analogue on prouve que, dans un groupe fini G, tout sous groupe

normal propre de G est contenu dans un sous groupe normal maximal de G.

Définition 17 Soit un groupe G # (e) ; désignons par M ’ensemble (éventuellement

vide) de ses sous groupes maximauzx et posons :

¢ (G) = ﬂ M siM#2 e (G)=Gsi M=

MeM

O (G) est un sous groupe de G appelé sous groupe de Frattini de G.
Si G = (e), on pose  (G) = (e).

1.5 Les groupes quotients

Soit H un sous groupe d’un groupe G. Les ensembles Hx et xH pour tout
x € G sont des sous ensembles de G appelés, respectivement la classe a droite
de H dans G, et la classe a gauche de H dans G.

I'indice | G : H | est le nombre de classes a gauche (ou classes a droite ) de
H dans G.

Définition 18 Soit G un groupe et N < G. Soit
G/N ={Nz/x € G}

l’ensemble des classes a droite de N dans G. On définie 'opération * comme
suit :

Nx x Ny = Nxy, pour tout x,y € G.

La paire (G, N, %) est appelé le groupe quotient de G par N.
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Théoreme 2 L’ordre du groupe quotient G,/ N est donné par

|G
|G/ N|=|G: N[ =
[V

et s’appelle l'indice de N dans G.

Définition 19 Soit G un groupe. La classe de conjugaison d’un élement g € G

est l’ensemble des éléments conjugués a lui, c’est a dire;
K, = {xg:v_l/x € G}

Lemme 1 Un groupe G est un groupe abélien si et seulement si chaque élément
g € G est sa propre classe de conjugaison. En particulier, le nombre de classes
de conjugaison est égal a la taille du groupe si et seulement si le groupe est

commutatif.

Preuve. Soit G un groupe abélien, il s’ensuit que gh = hg pour tous g, h € G.
En multipliant & la fois les deux cotés par h~!, nous obtenons : ghh™' = hgh™!,
cela signifie simplement que g = hgh~'. Pour prouver 'inverse il suffit d’inverser

les étapes de la preuve. m

1.6 Groupe dérivé d’un groupe

Définition 20 Soit G un groupe, a tout couple (x,y) d’éléments de G, on associe

lzy noté [x,y]. [x,y] s’appelle commutateur de x ety dans G.

lélément v~ 'y~
Remarque 3 1. G abélien < [z,y] =e, ¥V (z,y) € G X G.
2. (H<G etz ouy dans H) = [x,y] € H.

Définition 21 Soit G un groupe on appelle groupe dérivé de G, le sous groupe

G’ engendré par U'ensemble des commutateurs de G, on le note D (G).
Remarque 4 G est un groupe abélien <= D (G) = (e).

Théoreme 3 Soit G un groupe. On a :
1. D(G)«aG.

2. Si NG, alors G/ N est un groupe abélien si et seulement si D (G) C N ;
en particulier G/ D (G) est abélien.
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Remarque 5

— D (G) est le plus petit sous groupe distingué de G.
- G /D (G) est le plus grand quotient abélien de G.

1.7 Groupes résolubles

Définition 22 Soit G un groupe. Nous définissons
!/

G=G9 G =GW, et G = (GV) .

Définition 23 Soit G un groupe. Si G = {e} pour un certain entier d > 0,
alors G est dit résoluble. L’entier d s’appelle la longueur dérivée de G et est
notée d.l. (G).

Exemple 3

— S5 est résoluble.

— Un groupe abélien est résoluble.

Théoreme 4 Si G est un groupe résoluble, alors tout sous groupe de G et tout

quotient de G est résoluble.

Proposition 8 Soient deux groupes H et K. St H et K sont résolubles alors
H x K est résoluble.

1.8 Groupe de Frobenius

Définition 24 Soit H un sous groupe non trivial d’un groupe G. H est appelé

un complément de Frobenius de G si la propriété suivante est satisfaite
HnNnHI={e} Vg G\H

ou HY est le conjugué de H par g, c’est a dire
HY={h =g 'hg/h € H}.

Définition 25 Un groupe G est appelé un groupe de Frobenius s’il contient un

complément de Frobenius H comme un sous groupe non trivial.
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Définition 26 Le noyau de Frobenius de G par rapport a H est le sous groupe
N < G définie par

N = (G—UH9>U{6}

geG

1.9 Les p-groupes

Définition 27 Soit p un nombre premier. Nous appellerons p— groupe tout groupe

fini dont l'ordre est une puissance de p.

Définition 28 Soit G un groupe fini et H un sous groupe. Si H est un p— groupe,
il sera dit p—sous groupe de G.

Définition 29 Un p—sous groupe H de G, d’ordre p" sera dit un p—sous groupe

de Sylow si n est la plus grande puissance de p divisant ['ordre de G.

Définition 30 Soit G un groupe, et soit N QG tel que |N| est premier avec
un nombre premier p. Si |[G : N|| est une puissance de p, alors N est appelé

p—complément normal de G.

Définition 31 Soit G un groupe abélien fini, alors G est appelé un groupe

abélien élémentaire si tout élément différent de ['unité est d’ordre p.

Définition 32 Soit G un p—groupe. On dit que G est extraspécial si

est cyclique, ot @ (G) est le sous groupe de Frattini , Z (G) est le centre du
groupe G et G' est le groupe dérivé du groupe G.

Proposition 9 Quel que soit le nombre premier p, tout p— groupe fini est

résoluble.

Proposition 10 Tout p—groupe d’ordre p ou p* est abélien.
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Dans ce chapitre nous allons introduire la notion de caractere qui est considérée
comme un outil important dans la théorie des représentations des groupes finis.
On commencera par des rappels sur les représentations des groupes finis. En-
suite, on étudiera les caracteres et leurs degrés avec leurs propriétés pour en
finir avec d’importants résultats qui relient les groupes résolubles et les degrés
de caracteres.

Dans ce qui suit nous considérons que tous les groupes sont d’ordres finis et

les espaces vectoriels sont de dimensions finies.

2.1 Rappel sur la théorie des représentations

Soit V' un espace vectoriel sur le corps C des nombres complexes et soit
GL (V) le groupe des isomorphismes de V' sur lui- méme. Un élément f de GL (V)
est, par définition, une application linéaire de V' dans V' qui admet un inverse
f~1, cet inverse est linéaire. Dire que f est un isomorphisme équivaut & dire que
le déterminant de f est non nul. Le groupe GL (V) s’identifie ainsi au groupe

des matrices carrées inversibles d’ordre n; on rappelle que GL (V) = GL (n,C).
Représentation linéaire

Définition 33 Soit G un groupe fini d’élément neutre 1 et de loi de composition
(s,t) — st. Une représentation linéaire de G dans V' est un homomorphisme
p du groupe G dans le groupe GL (V). En d’autre termes, on associe a tout
élément s € G un élément p(s) de GL (V') de telle sorte que 'on ait I’égalité
p(st) =p(s)p(t). On écrit fréquemment ps au lieu de p(s).
On a
p()=1etp(s™)=p(s) .

Lorsque p est donné, on dit que V' est un espace de représentation de G.

Définition 34 Le degré de la représentation est la dimension de [’espace vecto-

riel.

Définition 35 Soit la représentation

p:G—GL(V)
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d'un groupe G définie par p(s) =1, Vs € G, ou I est l'identité dans GL (V). p

est appelée la représentation triviale.

Une représentation p incite une action du groupe G sur V par des transfor-

mations linéaires. Soient : s1,55 de G, v € V, on a

p(s182)v=(p(s1)p(s2))v=p(s1)(p(s2)0)

Définition 36 Soit p: G — GL (V) une représentation linéaire, et soit W un
sous-espace vectoriel de V. Supposons que W soit stable pour les opérations de
G c’est a dire; si x € W entraine que psx € W pour tout s € G. La restriction

PV de ps a W est alors un isomorphisme de W sur lui méme et on a
w_ W W
pst - ps 'pt

Ainst

pV G — GL (W)

est une représentation linéaire de G dans W, on dit que W est une sous-

représentation de V.

Somme directe de deux représentations

Définition 37 Soit V' un espace vectoriel, et soient W et W' deux sous espaces
vectoriels de V. On dit que V' est somme directe de W et W' si tout x € V' peut
s’écrire de facon unique sous la forme x = w + w', avec w € W et w' € W'. De
plus,on a

dim (V') = dim (W) + dim (W)

On dit que W' est un supplémentaire de W dans V.

Définition 38 L’application [ qui fait correspondre a tout x € V' sa composante

w dans W est appelée le projecteur de V' sur W associé a la décomposition

V=WwWaeW.

Théoréme 5 Soit p : G — GL (V) une représentation linéaire de G dans
V, et soit W un sous-espace vectoriel de V stable par G. Il existe alors un

supplémentaire W° de W dans V qui est stable par G.
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Soit x € V, et soient w et w° ses projections sur W et W% On a z = w + w°,

d’ou
psz = psw + psuw’.

et puisque W et W9 sont stables par G; on a : p,w € W et p,uw® € WY,

La connaissance des représentations de W et W9 entraine celle de V.

On dit que la représentation V' est somme directe des représentations W et
WO et ont écrit :

V=WwaoWw

Représentations irréductibles

Définition 39 Soit p : G — GL (V) une représentation linéaire de G, on dit
qu’elle est irréductible ou simple si V' n’est pas réduit a 0, et si aucun sous-espace

vectoriel de V' n’est stable par G, a part 0 et V.

Cette seconde condition est équivalente a dire que V' n’est pas somme directe de

deux représentations.

Théoreme 6 Toute représentation est somme directe de représentations irréductibles.

Produit tensoriel de deux représentations

Définition 40 soient Viet Vy deux espaces vectoriels. On appelle produit tenso-
riel de Vi et Vy lespace vectoriel W muni d’une application (x1,z2) — x1.29 de

Vi x Vo dans W, vérifiant les deux conditions suivantes :
1. x1.x5 dépend linéairement de chacune des variables x1 et xo.

2. Si(e;,) est une base de Vy et (e;,) est une base de Vs, la famille des produits

ei, e, est une base de W.
Définition 41 Soient :
pl G — GL(W) p? G — GL (V)
deux représentations linéaires d’un groupe G. Si s € G, on définie un élément
ps de GL (Vy ® Va) par la condition :
ps (21.72) = pb (z1) .p2 (22) pour xy € Vi, 29 € Va.

Définition 42 On écrit : ps = pl @ p?, les p, définissent une représentation
linéaire de G dans V1 ® Vay qui est appelée le produit tensoriel des représentations

données.
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2.2 Caracteres et degrés de caracteres

Définition 43 Soit V' un espace vectoriel ayant une base (e;) a n éléments et
soit f une application linéaire de V' dans lui méme de matrice (a;;). On appelle

trace de f le scalaire
Tr(f) = Z @i
i=1

C’est la somme des valeurs propres de f, elle ne dépend pas de la base (e;)

choisie.

Proposition 11 Si A et B sont deux matrices données on a :
Tr(AB) =Tr (BA)
Tr(ABA™Y) =Tr(B)

Définition 44 Soit p : G — GL (V) une représentation linéaire d’un groupe
fini G dans Uespace vectoriel V. Pour tout s € G, posons x,(s) = Tr (ps), on
obtient une fonction x, sur G, a valeurs complexes, que l’on appelle le caractére

de la représentation p.

Définition 45 Si x est un caractere donné par la représentation p, alors deg (p)

est appelé le degré du caractére x, on le note x (1).

Proposition 12 Si x est le caractére d’une représentation p de degré n, on a :

L. x(1)=n
2. x(s71) = x(s)" pour s € G ou x (s)" est le conjugué complexe de x (s).
3. x (tst™') = x(s) pour s,t € G.

Définition 46 Les caractéres de degré 1 sont appelés caracteres linéaires. En
particulier, la fonction 1g avec la valeure constante 1 sur G est un caractére

linéaire, il est appelé le caractére principal (ou trivial)
Proposition 13 Soient :
pl G — GL(W) et p*: G — GL (V%)

deuz représentations linéaires de G, et soient xyet xo leurs caractéres respectifs,

alors
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1. Le caractére x de la représentation somme directe V1BV, est égal a x1+Xxo.
2. Le caractere v de la représentation produit tensoriel Vi @ Va est égal a

X1X2-

Preuve. 1) Donnons nous p' et p? sous forme matricielle : R!, R?. La

représentation Vi @ V5 est alors donnée par

1
poo B0
0 R

d’ot Tr (Rs) = Tr (RY) +Tr (R?), c’est a dire x (s) = x1 (s) + x2 (s).

On procede de méme pour 2). =

2.2.1 Processus de levage

Définition 47 Soit G un groupe et N QG. Soit py une représentation de G/N.
On a les propriétés suivantes :

po (Ng) po(Nh) = po (Ngh) pour g,h € G

po(N) =1

On peut utiliser py pour définir une représentation p de G tel que

p(g9) = po(Ng)

Le caracteére x de la représentation p est donné par : x (g9) = xo (Ng), tel que
Xo est le caractére de la représentation py de G/N.

Ce procédé peut étre utiliser pour définir les représentations ainsi que les
caractéres du groupe quotient G/N en donnant ceux de G, ce procédé est appelé

le processus de levage.

2.2.2 Propriétés des caracteres

Soit p une représentation du groupe G qui donne le caractere x, en utilisant

la propriété de la fonction trace on aura :

X(ghgfl) = Tr
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On remarque que Y est une fonction invariante sur la classe de conjugai-
son. Une fonction qui satisfait cette condition est appelée fonction de classe ou
fonction centrale.

Un caractere d'un groupe G donné par une représentation p est irréductible
si p l'est. Le groupe de tous les caracteres irréductibles d’un groupe G est noté
par Irr (G).

Les deux résultats suivants sont considérés comme des propriétés importantes

des caracteres irréductibles.

Corollaire 2 Soit G un groupe, alors le nombre des caractéres irréductibles de

G est égal au nombre de ses classes de conjugaisons et
2
> x()?*=1G
x€Irr(G)

Théoréme 7 Soit G un groupe et x € Irr (G), alors x (1) divise l'ordre de G.

2.2.3 Représentations équivalentes

Définition 48 Soientm : G — GL (V) et p: G — GL (W) deuz représentations
d’un groupe G sur les espaces vectoriels V et W respectivement. Nous disons que
les deux reprsentations sont équivalentes s’il existe un isomorphisme f :V — W

tel que pour tout g € G on a

p(g)=fr(g) f"

Corollaire 3 Soient deux représentations m et p d’un groupe G, alors m et p

sont équivalentes si et seulement si elles offrent le méme caractere.

Théoreme 8 Chaque fonction de classe p de G peut étre uniquement éxprimée
sous la forme
O = Z a,x, oua, € C
xeIrr(G)
En plus, ¢ est un caractere si et seulement si tous les a, sont des entiers non
négatifs et p # 0.

Définition 49 Soit N <G et soit ¥ une fonction de classe de N, la fonction 99
définie par
¥ (s) :ﬁ(gsg’l) ,seNetged

est appelée conjuguée de ¥ dans G.
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Définition 50 Soit G un groupe et Irr (G) l'ensemble de tous les caractéres

irréductibles de G. L’ensemble des degrés de caracteres des caracteres irréductibles

de G est noté c.d. (G) :

cd (G)={x () \x € Irr (G)}

Définition 51 Soient G et H deux groupes et G x H leur produit direct. St
p € Irr (G) et 9 € Irr (H), alors 9 € Irr (G x H). En particulier, si G x H

est le produit direct de deux groupes G et H, on a

cd (GxH)={eM1)9Q) pelrr(G) etV e Irr(H)}

Voici des résultats jugés importants dans I’étude de la théorie des caracteres
des groupes finis. Le plus célebre résultat dans ce domaine c’est ce théoreme de
Ito.

Théoreme 9 (Ito) Soit G un groupe résoluble, alors G a un p-sous groupe de
Sylow normal abélien si et seulement si tout élément de c.d. (G) est relativement

premier avec p.

Un autre résultat sur la structure d’un groupe, en étudiant les degrés de

caracteres, est due a Thompson.

Théoreéme 10 (Thompson) Si G est un groupe et p est un nombre premier tel
que p\ x (1) # 1 pour tout caractére x € Irr (G), alors G a un p-complément

normal.

Théoréme 11 (Gallagher) Soit G un groupe avec N < G. Si 9 € Irr (N) est
extensible a ¥y € Irr (G), alors les caractéres Y\ pour A € Irr (G/N), sont tous
des constituants irréductibles de 9¢. Particulicrement, ¥ (1) A (1) € c.d. (G) pour
tout A € Irr (G/N).

Lemme 2 Soit G un groupe résoluble non abélien. Alors tous les caracteres
irréductibles non linéaires de G ont le méme degré, ou il existe un sous groupe

non-trivial normal abélien N de G tel que G/N ne soit pas abélien.

Le lemme suivant est util dans les preuves de certains résultats jugés impor-

tants dans I’étude des graphes premiers des groupes.
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Lemme 3 Soit G un groupe résoluble et soit N ['unique minimal sous groupe
normal de G, alors tous les caractéres irréductibles non linéaires de G ont un
meme degré r, et l'une des situations suivantes est satisfaite :

i) G est un p-groupe, ou

ii) G est un groupe de Frobenius avec un complément de Frobenius abélien
d’ordre r. Aussi N est le noyau de Frobenius et il est un p-groupe élémentaire

abélien.

Le théoreme suivant sera utilisé avec le lemme précédent dans les démonstrations

des résultas dans le chapitre qui suit.

Théoreme 12 Soit K <G tel que G/ K est le groupe de Frobenius avec le noyau
de Frobenius N/K, un p-groupe élémentaire abélien. Soit x € Irr (N). Alors :
i) |G: N| x(1) € c.d.(G) , ou
i) N : K| divise x (1)%.

Théoréme 13 Soit N < G et x € Irr(G). Soit ¢ € Irr(N) un constituant
irréductible de xn. Alors : x (1) /¢ (1) divise |G : NJ|.

Le résultat suivant est une application des deux théoremes précédents.

Lemme 4 Soit K un sous groupe normal de G tel que G/K est un groupe de
Frobenius avec un noyau N/K, un abélien élémentaire p-groupe pour un certain
nombre premier p. Suposons que a € c.d. (G) est premier avecn = |G : N|. Alors
l'un des cas suivants doit étre vérifier :

(a) na € c.d. (G)

(b) p\a.

Corollaire 4 Un groupe G est abélien si et seulement si tout caractére irréductible

est liné€aire.

Preuve. Un groupe G est abélien si et seulement si le nombre des classes de

conjugaisons est égal a 'ordre de G. On a

Z Xi (1)2 = |G

ou k est le nombre des classes de conjugaisons. Mais x; (1) > 1 pour tout ¢. Ainsi

k = |G| si et seulement si x; (1) = 1 pour tout i. m
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Notation 3 On note par p(G) l'ensemble des nombres premiers qui divisent

certains degrés de caracteres de G.

En utilisant cette définition le corollaire précédent peut étre présenter comme

suit :
Corollaire 5 Un groupe G est abélien si et seulement si p (G) = 0.

Proposition 14 Pour chaque nombre premier p, il existe un groupe résoluble
G tel que p (G) = {p}.

Preuve. On sait que tout p—groupe est résoluble, alors il existe un groupe
résoluble non abélien G tel que |G| = p™ pour m > 3(on sait que tout p—groupe
est abélien si son ordre est p ou p?). Comme G n’est pas abélien, on a p (G) # 0,
et d’aprés le théoreme 2.2.6 qui dit que tout degré de caractere divise 'ordre de
G, alors p(G) ={p}. =

Théoréeme 14 Soit G un groupe, et suposons que chaque élément de c.d.(G) \

{1} est un nombre premier. Alors G est résoluble.
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Dans ce chapitre nous allons faire des rappels sur la théorie des graphes, en
concidérant que les graphes sont non orientés. Puis on va introduire un nouveau
élément qui est les graphes premiers des groupes finis. A la fin du chapitre on va
présenter des résultats récents qui nous permets de dire quel graphe peut étre

un graphe premier d’'un groupe résoluble.

3.1 Rappel sur la théorie des graphes

Définition 52 Un graphe U est une paire (V,E), ou les éléments de V sont
appelés les sommets et E est 'ensemble des paires non ordonnées des éléments
de V, qu’on appelle arétes. On dessine un graphe en dessinant un point pour
chaque sommet et joindre deux de ces points par une ligne si les deur sommets

correspondants forment une arréte.

Définition 53 On dit qu’une paire {x,y} € E si et seulement s’ il y’a une
aréte entre x et y dans I', pour une paire {x,y} nous allons écrire xy. Pour
x,y €V, on dit que x et y sont adjacents si et seulement si xy € E. on dit que

x est un voisin de y.

Définition 54 Soit I' = (V, E) un graphe. Le voisinage d’un sommet v € V,
noté N (v), est ’ensemble des sommets de I auzquelles v est adjacent, autrement
dit

N@w)={xeV/aveE}

Le nombre de voisins d'un sommet dans un graphe est appelé le degré du
sommet. Dans un graphe chacun des sommets pourrait avoir un degré différent.
Dans le cas ou les sommets ont le méme degré, on dit que le graphe est régulier,
et son degré noté k est le degré des sommets.

Le sommet d’ordre 0 est dit isolé.

La propriété suivante est un résultat important dans la théorie des graphes

et elle est utile dans ’étude des graphes premiers de degré impair.

Proposition 15 Le nombre de sommets de degré impair dans un graphe est

pair.
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Définition 55 Un graphe I' est appelé k—réqulier s’il est réqulier de degré k.
Un graphe 3—régulier est dit cubique.

Un graphe avec n sommets est dit d’ordre n.

Définition 56 Soit I' un graphe d’ordre n. Si I' est tel que tous les sommets

sont adjacents, alors I' est appelé un graphe complet noté K.

Définition 57 Soit I'y = (Vi, Ey) et I'y = (Vo, Ey) deux graphes. On dit que
['y et I'y sont isomorphes si et seulement si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :
a) On peut renommer les ensembles des sommets Vi = {uq, ..., u;} avec Vo =
{v1,...,us} pour certains entiers positifs s =t > 1 tel que (b) est satisfaite.
b)Pour tout i, j € {1,2,...t}, u; € N (u;) dans I'y si et seulement si v; €

N (v;) dans I's. On dit que u; correspond a v;.

Définition 58 La suite vy, vy, ...., v dans un graphe I’ = (V, E), pour vy, vs, ..., vy €

V', est un chemin st v;v; 1 € E pouri=1,2,.... k— 1.

Définition 59 Un graphe est dit connexe si pour chaque paire de sommets nous

pouvons trouver un chemin entre eux.

Définition 60 La distance entre deuz sommets u et v notée O(u,v) est la lon-
gqueur du plus court chemin qui les relie, et c’est le nombre des arétes entre eux

dans ce chemin.

Définition 61 Soit I' = (V, E) un graphe connexe. Le diamétre de T' noté

diam (I'), est la distance mazimale sur toutes les paires de sommets.

diam (I") = xrgég‘;@ (x,y)

Définition 62 SoitT' = (V, E) un graphe et S la suite vy, vy, ..., vy pour {vg, v1, ..., v} C
V. La suite S est appelée un cycle noté Cy, si l’ensemble des arétes contient vovy

et v;viy1, 1 =0,....,k — 1 seulement.

Définition 63 Soit I' = (V, E) un graphe et soit T" (V’, E/) un graphe tel que
V' CV et E' CE. Alors ' est appelé un sous graphe de T.
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Remarque 6 un sous graphe peut étre obtenu par suppréssion des sommets, des

arétes ou des deux a partir du graphe original.

Définition 64 Soit i = (V, E) un graphe. Un sous graphe connexe mazximal est

appelé composant de L.

Si x et y sont dans différents connexes composants du graphe I' on ne définit

pas la distance entre eux.

Exemple 4 Soit le graphe G = (V, E) tel que V = {1,2,3,4,5},
E= {(17 2) ) (274) ) (4’ 3) ) (37 1) ) (27 5) ) (5a 3)} .
G' = (V',E') est un sous graphe de G définit par V' ={1,2,3,4},

E = {(17 2) ) (274) ) (47 3) ) (37 1)}
tel quon a V' CV et E' C E.

Définition 65 Soit I' un graphe, un sous graphe ¥ est appelé un sous graphe

propre de I' s’il n’est pas éqgale a I'.

Définition 66 Un sous graphe obtenu par suppréssion des sommets et des arétes

atachées aux sommets supprimés est appelé un graphe induit.

Définition 67 Soit K, un graphe complet d’ordre r. Un graphe est dit K, libre

sl n’a pas K, comme un sous graphe induit.

Définition 68 Soit I' = (V, E) un graphe et I C V tel que si x,y € I, alors

x ¢ N (y). Le sous ensemble I de V' est appelé un ensemble indépendant.

Définition 69 Le nombre indépendant d’un graphe T noté Ind (I') est la taille

mazximale des ensembles indépendants dans un graphe I'.

Définition 70 Le coloriage des sommets d’un graphe I' = (V| E) est une appli-
cation
C:V—=8={1,2,..k}

tel que C(v) # C (w) avec v et w sont adjacents. Les éléments de S sont appelés
les couleurs disponibles.

On dit qu’un graphe I' est k—colorable si ses sommets peuvent étre colorer en
utilisant k couleurs tel que si x € N (y), alors x et y sont colorés de différentes

couleurs.
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Définition 71 Le nombre chromatique d’un graphe I noté x (I') est le plus petit

nombre k tel que I' est k—colorable.

Théoréme 15 [1] Soit ' = (V, E) un graphe tel que |V| = n et le degré mazimal
d > 3. Suposons que I' est Kqy1 — libre, alors n < Ind (") d.

Définition 72 Soient I'y = (Vi, F4), I's = (Va, Ey) deux graphes. Une applica-
tion f: Vi3 — Vi est un homomorphisme si (v,y) € By = (f(x), f(y)) € E

On peut dire que l'automorphisme d'un graphe I' = (V| F) est une per-
mutation o sur I'ensemble des sommets V', tel que uv € E si et seulement si
o(u)o(v) € E.

Il s’agit d'un sous groupe du groupe symétrique S,, des permutations de n

éléments o n = V.

Proposition 16 Soient I' un graphe et ¢ un automorphisme de I'. Pour tout
sommets u,v on a :

deg (u) = deg (¢ (u))

d (u,v) = d (e (u), ¢ ()

Définition 73 Soit I un graphe et A son groupe d’automorphismes. On dit que
[' est de sommet transitive si pour tout u,v € V (I') il existe o0 € A tel que

o(u) =v.

3.2 Les graphes premiers

Définition 74 [16] Soit G un groupe fini, et Irr (G) U'ensemble de tous les ca-
ractéres complexes irréductibles de G. Soit c.d. (G) l'ensemble de tous les degrés
de caracteres de G et on note par p(G) l'ensemble des nombres premiers qui
dévisent certains degrés de caractéres de G.

Le graphe premier A (G) associé a G est un graphe dont l’ensemble des som-
mets est p(G) et il existe une aréte entre deux nombres premiers distincts p et

q si et seulement si le produit pq divise certain degré de caractére de G.

Nous allons présenter quelque graphes premiers de groupes finis, on a uti-
lisé le logiciel de calcul formel GAP pour trouver I'ensemble c.d. (G) ainsi que
I'ensemble p (G).
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Exemple 5 Soit G = S; le groupe symétrique qui a 7! = 5040 éléments, en
utilisant le logiciel GAP on obtient

c.d.(G) ={1,6,14,15,20,21,35}
et l'ensemble des sommets de A (G) sera l'ensemble
p(G)={2,3,57}
ce qui donne [’ensemble des arétes E :

{{2,31,42,71,{3,5} . {2,5} . {3, 7}, {5, 7}} -

F1GURE 3.1 — Graphe premier de S,

Exemple 6 Soit G = Ag, le groupe altérné avec %! = 20160 éléments, en utili-
sant GAP on obtient :

cd. (G) ={1,7,14,20,21, 28, 35,45, 56,64, 70}
V=p(G)={2,3,5T7}
E={{2,5},{2,7},{3,5} {3, 7}, {5, 7}}.

3.3 Résultats importants

Nous allons considérer les résultats les plus importants dans I’étude des
graphes premiers pour déterminer la structure des groupes finis.
Le théoreme suivant est important pour répondre a la question :

Quels graphes finis sont des graphes premiers de certains groupes résolubles ?
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FIGURE 3.2 — Graphe premier de Ag

Théoréme 16 [11] (condition de Pdlfy) Soit G un groupe résoluble et p(G)
l’ensemble des nombres premiers qui divisent certains degrés de caractéres x (1)
pour x € Irr(G). Soit m l’ensemble de nombres premiers contenu dans p (G).
Si |w| > 3, alors il existe un caractere irréductible dont le degré est divisible par

deux nombres premiers de .

Cette condition affirme que si on prend trois sommets de A (G) ou G est un
groupe résoluble, alors au moins deux de ces sommets sont adjacents.

Dans le cas général on a le théoreme suivant :

Théoreme 17 (Condition de Morets-Tiep) Soit G un groupe et m l’ensemble
des nombres premiers contenu dans p (G). Si |w| > 4, alors il existe un caractére
wrréductible dont le degré est divisible au moins par deux nombres premiers de

.

Lewis a classé les graphes premiers des groupes résolubles avec |p (G)| = 5

[7].

Théoréme 18 [7] (théoréme principal) Les graphes avec 5 sommets qui se présentent
comme A (G) pour un certain groupe résoluble G sont précisément les graphes
avec un diameéetre d’au plus 2 qui satisfont la condition de Pdlfy sauf les graphes
(1),(2) et éventuelement (3) de la figure 3.3
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FIGURE 3.3 — Graphes a 5 sommets

Lemme 5 [7] Soit ¢ un graphe d’ordre n. Supposons qu’il n’existe pas un sous
graphe propre de ¢ d’ordre n oun — 1 qui est un A (G) pour un certain groupe
résoluble G. Alors ¢ n’est pas un graphe premier A (G) pour un certain groupe
résoluble.

Preuve. Voir [7] pour la preuve. m

Proposition 17 Soit I'y un graphe premier d’un groupe résoluble et I' la jointe
de I'y et un graphe d’un seul sommet. Alors I' est aussi un graphe premier d’un

groupe résoluble.

Preuve. Nous allons montrer ’existence d’un groupe résoluble dont le graphe
premier est 'union d’un graphe premier I';y d’'un groupe résoluble et un graphe
d’un seul sommet. Soit G et H deux groupes résolubles dont les graphes premiers
sont I'; et un graphe avec un seul sommet respectivement. On peut obtenir un
groupe résoluble H tel que p(H) = {p} et p ¢ p(G) d’aprés la proposition(12.
chap?2).

On sait que le produit directe de groupes résolubles est résoluble, alors G x H
est résoluble. On définit [' comme le graphe premier de G x H.

Par définition on a :

cd(GxH)={poMW)9 (1) /o€ lrr(G) etV e Irr(H)}
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et on remarque que :

p(GxH)=p(G)Up(H).

Soit : p(G) = {q1,...,qs} tel que ¢; est un nombre premier Vi = 1,...;s et
p(H)={p}.

Alors p (G x H) = {q, ..., qs, p}. On voit que les arétes dans I'; existent aussi
dans I, il nous reste a prouver qu’il existe une aréte entre p et chaque ¢;, pour
1=1,...s.

Soit ¢;\ ¢ (1) pour ¢ € Irr (G) et p\J (1) pour ¥ € Irr (H). Alors pg;\p (1) 9 (1),
et par définition ¢ (1) (1) € c.d (G x H), ¢a implique que pour chaque i il existe
une aréte entre g; et p.

[ |

Lemme 6 [9] Soit G un groupe résoluble. Si A (G) a au moins 4 sommets, alors,

soit A (G) contient un triangle ou A (G) c’est un carré.
Lemme 7 [15] Si G est résoluble et A (G) n'a pas de triangle, alors |p (G)| < 4.

Un résultat plus général pour les groupes finis est donné par Hung P. Tong-
Viet [15].

Théoréme 19 Si G est un groupe fini dont le graphe premier A (G) n’a pas de

triangle, alors A (G) a au plus 5 sommets.



Chapitre 4

Les graphes premiers réguliers

des groupes finis
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Dans ce chapitre nous allons étudier les graphes k—réguliers qui existent
comme graphe premier d'un groupe résoluble, pour un k£ < 4. Nous allons parler
brivement des cas ou k =1, 2, 3.

On va se concentrer sur le cas ou k = 4.

4.1 Reésultats importants

En utilisant les théoreme 14, théoreme 15 et théoreme 16 du chapitre précédent

on a les résultats suivant :

Corollaire 6 [16] Soit G un groupe et A(G) son graphe premier. Alors le
nombre indépendant Ind (A (G)) est au plus 3 en général et au plus 2 si G est

résoluble.

Le résultat suivant est une conséquence du corollaire précédent. Il va nous
aider a avoir une limite maximale pour le nombre des sommets d'un graphe

4-régulier pour qu’il soit un graphe premier d'un groupe résoluble.

Corollaire 7 [16] Soit G un groupe avec le graphe premier A (G). On suppose
que le degré mazimal de A (G) est d > 3 et A(G) est Kqy1-libre. Alors |p(G)| <
3d, et si G est résoluble, alors |p (G)| < 2d. En particulier, si A (G) est k-régulier
conneze pour un certain k > 3 qui n’est pas Kyy1, alors |p(G)| < 3k, et si G est
résoluble alors |p (G)| < 2k.

Lemme 8 Soit G un groupe résoluble avec un graphe premier A (G). Si A (G)
est non-connexe, alors A (G) contient 2 composantes connexes qui sont les deuz

des graphes complets.

Preuve. De la condition de PALFY, si G est résoluble, alors A (G) & au plus
2 composantes connexes. Soit A (G) qui contient 2 composantes connexes A et
B. 11 suffit de montrer que si I'un des deux n’est pas complet alors A (G) n’est
pas un graphe premier d'un groupe résoluble. Supposons que A a I’ensemble
des sommets V (A) = {uy,...,ux} ot k > 2. Si A n’est pas complet, alors 3 u,,
us € V (A) pour certains 1 < s,r < k tel que u, ¢ N (ug). On suppose que B a
I'ensemble des sommets V (B) = {vy, ..., } ou t > 1. On remarque qu’il n’y’a

pas une aréte entre deux des sommets u,, us, v; € V (A (G)) pour tout i = 1, ..., t.
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Ainsi du a la condition de PALFY, A (G) ne peut pas étre un graphe premier
d'un groupe résoluble. m
On a besoin des résultats suivants pour les preuves des résultats qui viennent

aprés.

Théoréme 20 /8] Soit G un groupe résoluble et A (G) le graphe premier associé
avec deux composantes connexes. Soit la taille de l'ensemble des sommets des

deux composants n et N avecn < N. Alors N > 2" — 1.

Lemme 9 [16] Soit G un groupe et soit un entier k > 0. Si A (G) est un graphe

non-connexe k—réqgulier, alors k = 0.

Preuve. Pour la preuve complete voir [16]. On s’intéresse au cas ou G est
résoluble. Supposons que A (G) est non -connexe, on sait que A (G) a deux
composants connexes qui sont tous deux des graphes complets. Soient leurs ordres
n et N tel que n < N. Puisque A (G) est k—régulier alors chaque sommet dans
les deux composants est de degré k, ainsi £k = n — 1 = N — 1, on obtient
n =N =k+1. Du théoreme 19 on a N > 2" — 1, ainsi k + 1 > 2¥*1 — 1, on
déduit que £k =0. m

4.2 Les graphes 1-réguliers et 2-réguliers

Le résultat suivant va donner une classification de tous les graphes k—réguliers

avec 0 < k < 2, qui peuvent étre A (G) pour un groupe G.

Proposition 18 [16] Soit G un groupe. Supposons que le graphe premier A (G)

est k—régulier pour certain k avec 0 < k < 2. Alors ce qui suit est vérifié :

1. Si k=0, alors A(G) a au plus 3 sommets et chaque sommet de A (G) est
150lé.
2. Si k=1, alors A (G) est isomorphe a Ks, un graphe complet avec 2 som-

mets, en particulier, G est résoluble.

3. Sik =2, alors A (G) est soit un triangle ou c’est un carré. En plus, G est

résoluble si A (G) est un carré.

de cette proposition on conclue que les seuls graphes 1—réguliers et 2—réguliers
qui surviennent comme graphes premiers sont indiqués dans les figures 4.1, 4.2,
4.3
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FI1GURE 4.1 — Graphe 1-régulier

FIGURE 4.2 — Graphes 2-réguliers

FIGURE 4.3 — Graphes 2-réguliers

4.3 Les graphes 3-réguliers

Un graphe 3—régulier est défini comme un graphe ou tout sommet est de
degré 3. Dans son travail Hung. P. Tong-Viet [16] a fait une analyse profonde

pour les graphes 3—réguliers et il a put avoir les résultats suivants.

Proposition 19 [16] Si le graphe premier A (G) d’un groupe est un graphe 3-
régulier connezxe avec |p(G)| > 6, alors A (G) est isomorphe a l'un des graphes
des Figures 4 — 4,5, 60uT.

Lemme 10 [16] Supposant que le graphe premier d’un groupe G est isomorphe
au graphe dans la figure 4 — 4. Alors G = G”. En particulier, G n'est pas
résoluble.

En partant des résultats précédents Tong-Viet a obtenu le théoreme suivant.

Théoréme 21 [16] Soit G un groupe résoluble. Si A (G) est un graphe cubique,

alors A (G) est isomorphe a un graphe complet d’ordre quatre.

Preuve. Supposons que A (G) est un graphe cubique d'un groupe résoluble
G. D’aprés le lemme 9, A (G) est connexe. Du corollaire 7 on a |p (G)| < 6, Alors
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i

FI1GURE 4.4 — Graphe cubique d’ordre 6 avec 2 triangles

-

FI1GURE 4.5 — Graphe cubique d’ordre 8 avec 4 triangles

g

FI1GURE 4.6 — Graphe cubique d’ordre 8 avec 2 triangles

i

FIGURE 4.7 — Graphe cubique d’ordre 8 avec un triangle

lp (G)| = 4,5 ou 6. De la proposition 13 on a |p(G)| # 5. Si |p(G)| = 4, alors
A (G) est un carré complet. Supposons que |p(G)| = 6, alors de la proposition
17, A (G) est isomorphe au graphe de la figure 4.4. Mais d’aprés Le lemme 10 ,
G est non résoluble ce qui est une contradiction. Ainsi A (G) doit étre un carré

complet. m

4.4 Les graphes premiers 4-réguliers des groupes

résolubles finis

Pour avoir un graphe 4—régulier il nous faut au moins 5 sommets. On va
entamer le premier cas ou |p (G)| = 5. Pour obtenir un graphe 4—régulier il faut
que tous les 5 sommets soient adjacents les uns les autres, ¢a va produire un

graphe complet de 5 sommets, on le note Kj, voir figure 4.8 La question qui se



4. Les graphes premiers réguliers des groupes finis 41

FIGURE 4.8 — Graphe 4-régulier d’ordre 5 (K3)

pose, est ce que K5 est un graphe premier d’un groupe résoluble ?

Proposition 20 Pour chaque graphe complet K,, ot m est un entier positif, il

existe un groupe résoluble dont le graphe premier A (G) est isomorphe a K,,.

Preuve. D’aprés la proposition 12(chapitre 2) il existe un groupe résoluble
G tel que p(G) = {p} pour chaque nombre premier p. Soit G = G X ... X G,
k > 1, le produit direct des groupes résolubles finis G; avec p(G;) = {p;}
pour des nombres premiers p;. Il s’ensuit que p(G) = {p1,...,pr}. Alors A (G)
a k sommets. Nous avons besoin de montrer que A (G) est un graphe com-
plet. Remarquons que c.d.. (G;) = {pi,p?, ,pf} pour un entier j > 1 n’est pas
nécéssairement le méme pour chaque i. Pour obtenir ¢.d. (G) on multiplie chaque
élément de c.d. (G,.) avec tous les éléments de c.d. (Gy) pourt #ret 1 <rt <k.
Ainsi pour chaque pair (p;,p,) € p(G) on peut trouver ¢; € c.d. (G) tel que le
produit p,p,\¢; pour 1 <z,y < ket 1<l <|cd. (G)|. Dans ce cas on note que
m=k—1 n

Alors de la proposition précédente il s’ensuit qu’il existe un groupe résoluble
G tel que A (G) est le graphe dans la figure 4.8.

Pour le cas p(G) = 6, on va commencer par exclure quelques graphes qui
ne peuvent pas étre des graphes premiers. On va utiliser la condition de Palfy
(théoréme 15) et le théoreme 18.

Soit p (G) = {p1,p2, 3, @1, @2, g3}, on suppose que nous avons un triangle avec
les sommets pq, pa, p3, les sommets restants sont qi, ¢ et 3.

Si les p; sont tous adjacents a un sommet des g;, il est clair qu’il n’existe aucun
moyen pour compléter le graphe pour former un graphe 4—régulier d’ordre 6.

Maintenant, soient deux sommets des p;, disons p; et po adjacents a un des

q;, disons ¢;. Il s’ensuit que nous devons avoir p3 et un des autres p;, disons ps
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qui soient adjacents a un des sommets {q2, g3}, disons gs. Il y’a une seule fagon
de compléter ce graphe, on va joindre piet ps a go, et alors nous aurons les ¢; qui

forment un triangle. On obtient le graphe dans la figure 4.9.

D2

P b3

q1 q3

q2

FIGURE 4.9 — Graphe 4-régulier d’ordre 6

Proposition 21 [ existe un groupe résoluble G dont le graphe premier A (QG)
est isomorphe au graphe de la figure 4.9.

Preuve. Il suffit de montrer I'existence des groupes G; pour ¢ = 1,2, 3 tel

que

cd. (Gh) ={1,p1,q3}, cd. (Gs) = {1,p2, ¢}, c.d.(Gs) ={1,p3, 1}

pour des nombres premiers distincts {p; }?:1 et {Qk}2:1 . On peut montrer que tels
groupes existent. Par exemple, pour les paires {p1, g3}, s’ils satisfont la condition
p1\ g3 — 1. Soit P un groupe extraspécial d’ordre ¢5 et d’éxposant g3. On peut
montrer que P a un automorphisme o d’ordre p; qui centralise le centre de P.
Si on prend (7 le produit semi direct du groupe généré par o agissant sur P,
alors c.d. (G1) = {1, p1,¢3}. pour chacune des paires il existe un groupe avec un
ensemble de degrés de caracteres pareil, et du théoreme 13 (chap 2) on déduit
qu’ils doivent étre résolubles. Le groupe G = G X Gy X G3 est résoluble et son
graphe premier A (G) est isomorphe au graphe dans la figure 4.9. la preuve est
complete. m

Considérons les cas ou |p (G)| > 7.
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Proposition 22 [l n’y’a pas un groupe résoluble G dont le graphe premier A (G)
est un graphe 4—régulier avec |p (G)| > 7.

Preuve. Soit G un groupe résoluble et A (G) son graphe premier associé. Si
A (G) est 4—régulier, alors d’aprés le lemme 9, le graphe doit étre connexe et
d’aprés le corollaire 7 on a |V| = |p(G)| < 2.4 =8. Alors |[p(G)| =5,6,7 ou 8.

Si|p(G)| > 7, alors |p(G)| =7 ou 8. A(G) doit contenir un triangle, qu’on

suppose {p1,p2,p3}. M

- Considérons le cas ot A (G) est un graphe 4—régulier d’ordre 7. Soient les

sommets restants {qi, ¢2, q3,q4}. Il y’a deux cas :

Cas 22 1 : Supposons que q est adjacent a tous les p;. On a deg (p;) = 3,Vi.

On considere trois possibilités :

1. Soit ¢ € N (p;), Vi, alors on a deg(p;) = 4,¥i. On remarque que c’est
impossible de compléter le graphe pour qu’il soit un graphe 4—régulier

avec 7 sommets.

2. Soit ¢y adjacent a deux sommets de I'ensemble {p1, p2, p3} disons piet ps.
Soit ps adjacent a g3, alors on aura deg (p;) = 4,Vi. on ne peut pas compléter

A (G) pour avoir un graphe 4—régulier d’ordre 7 .
3. Soient g € N (p1), g3 € N (p2), g1 € N (p3), ca implique que deg (p;) = 4,

Vi, mais c’est impossible d’avoir un graphe 4—régulier d’ordre 7.

Cas 23 2 : On suppose qu’il n’y’a pas un j tel que q; est adjacent a tous les p;.
Alors ¢a donne que deux des q; sont chacun adjacent a deuz des p;. Il y’a deux

possibilités :

1. Soient deux des ¢; disons ¢; et g4 qui sont adjacents a deux sommets dans
I'ensemble {p1,p2, ps}, disons p; et ps, Alors il s’ensuit que g2 et g3 sont
adjacents a py. Remarquons que deg (p;) = 4, Vi. Pour compléter le graphe
on a besoin que g9 et g3 soient adjacents a ¢, et g4, ce qui donne le graphe

dans la figure 4.13

2. Soit un des ¢;, j = 1,2,3,4, disons ¢; adjacent a deux des sommets
{p1,p2,p3}, disons p; et po, et soient p3 et un des {p1, p2}, disons p, adja-
cents a q4. Il y’a deux possibilités :
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(a) On a que p; et py adjacents a g3, ¢a implique que deg (p;) = 4, Vi. Il est
impossible de compléter le graphe pour qu’il soit un graphe 4—régulier.

(b) On a p; et ps sont adjacents a ¢u et g3 respectivement. Pour compléter
le graphe on a besoin que ¢3 soit adjacent a g1, g2 et g1, g4 adjacents a ¢s.

Ainsi on obtient le graphe dans la figure 4.10.

Y4 P2

q1 p3

q2 g4

q3

FI1GURE 4.10 — Graphe 4-régulier d’ordre 7 avec 7 triangles

b2 q4

p1 qs

qs P3

q2 q1

FIGURE 4.11 — Graphe 4-régulier d’ordre 8 avec 2 (Ky)
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Considérons maintenant le cas ou A (G) est un graphe 4—régulier d’ordre 8.
soit le triangle {pi, p2, p3} et les sommets restants {qj}jzl, il existe 3 cas :

Cas 24 1 : Soient tous les p; adjacents a un des q;, disons qi. Il y’a trois pos-
sibilités :

1- Soient tous les p; adjacents a qo. On obtient : deg (p;) = 4, deg(q1) =
deg (q2) = 3, si on joint g3 a tous les q; on aura : deg (q3) = deg (¢1) = deg (¢2) =
4, mais on ne peut pas compléter le graphe pour qu’il soit 4—réqulier.

2- Soit un sommet des qj, 5 = 2,3,4,5, disons qo adjacent a deux des sommets
dans {p1,p2,p3}, disons p1,ps et que ps soit adjacent a un des qj,j = 3,4,5,
disons qz. On obtient que deg (p;) = 4,Vi, deg(q1) = 3 et deg (q2) = 2. Soit g4
adjacent a tous les q;, ainsi on a : deg(q1) = deg (q4) = 4, mais on ne peut pas
compléter le graphe pour qu’il soit 4—réqulier.

3- Soit chacun des p; adjacent a diférents q;, j = 3,4,5, disons que : p1,p2, p3
respectivement adjacents @ qs, qs,qs. On a déja deg (p;) = 4, deg (q1) = 3. Soit qo
adjacent a tous les q;. La seule possibilité pour compléter le graphe c’est d’avoir

q3 adjacent a qq et g5 et q4 adjacent a qs. Ainsi on a le graphe dans la figure 4.11.

Cas 25 2 : Soient deux sommets de l'ensemble {p1,ps,p3} disons pi,ps ad-
jacents a un sommet de [’ensemble {qj}jzl, disons q, et un des p; pour i =
1,2,disons pa avec p3 sont tous les deuxr adjacents a un des q; pour j = 2,3,4,5
disons qs. Alors il y’a deux posibilités :

1- Soient py et ps adjacents a un des q;,j = 2,3,4, disons gz. Il y’a une seule
posibilité de compléter le graphe. Soient les q; restants, qui sont g et qu adjacents
Pun a lUautre et a les autres q;. Ainsi, on obtient le graphe de la figure 4.16.

2- Soient py et ps adjacent chacun a un des q;, j = 2,3, 4, disons g2. On aura
deg (p;) = 4, Vi. Il y’a une seule fagon de compléter le graphe pour obtenir un
graphe 4—régulier d’ordre 8. Soit g3 adjacent a tous les autres g;, pour obtenir
deg(q3) = 4. On compléte le graphe en laissant g € N (q2), ¢1 € N (q2) et
g5 € N (q4), on obtient ainsi le graphe dans la figure 4.12.

Cas 26 3 : Soient deuz des p;, disons py et py adjacents a un des q;, disons
¢1- Aussi soient p3 et un sommet de 'ensemble {p1,pa} disons py adjacents a g

et g3 respectivement. Alors ily’a deux possibilités :
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1- Soit ps adjacent a un sommet de 'ensemble {qa,qs}, disons qy et p1 €
N (q2). Soit q1 adjacent a qo et g5 tel qu’on obtient deg (p;) = deg(q1) = 4, V1.
Alors il existe une seule facon de compléter le graphe, en faisant joindre q3 a
G2, q4 €t g5, et on joint q4 a qs et gz. On obtient le graphe dans la figure 4.14

2- Soient py et p3 adjacents les deux a un des sommets de l'ensemble {qs, g4},
chacun séparé de lautre. Alors il y’a une seule fagon de compléter le graphe.
Laissons q; joindre gy et gs, et si on joint qo a q3 et a qu, et on laisse q3, q4 et

qs adjacents les un auzx autres, on obtient le graphe dans la figure 4.15

Assertion 27 1. Les graphes dans les figures 4.10 et 4.12 ne peuvent pas étre

des graphes premiers de certains groupes résolubles.

Preuve. On suppose que G est résoluble et A (G) est isomorphe a I'un des
graphes dans les figures 4.10 ou 4.12. Soit K un sous-groupe normal maximal de
G, tel que G /K n’est pas abélien. D’aprés le lemme 3(chap 2), un des deux cas
suivants est vérifie :

(a) G/K est un p—groupe non abélien pour un certain p. Dans ce cas on
va montrer que p est adjacent a chaque sommet de p(G), ce qui est impos-
sible. Soit ¢ € p (G)\ {p}. Alors il existe ¢ € Irr (G) tel que ¢ \ ¢ (1). Comme
G/ K n’est pas abélien, alors il a un caractere non trivial § € Irr(G/K).
Maintenant si p\ ¢ (1), alors pg\ ¢ (1) ainsi p et ¢ sont adjacents et on a ter-
miné. Sinon, supposons p 1 ¢ (1). Alors, comme G /K est un p—groupe, on
apged (|G : K|, (1)) = 1 et ainsi ¢, € Irr (K). Du théoreme de Gallagher
(2.2.10), ¢ € Irr (G), et ainsi pg\p (1)0 (1) € c.d.(G), alors p et ¢ sont ad-
jacents. Donc p est adjacent a chaque sommet dans p(G)\ {p} comme c’est
voulue.

(b) G/K est un groupe de Frobenius avec le noyau N,/K. On sait que
N /K est un p—groupe élémentaire abélien pour un certain nombre premier p
et |G: N|=n € cd.(G) avec pged (p,n) = 1. De plus, si 6 € Irr (N), alors soit
nf (1) € c.d. (G) ou p\#d(1).

Remarquons que les graphes dans les figures 4.10 et 4.12 n’ont pas un carré
complet. Alors |7 (x (1)) < 3 pour chaque x € Irr (G). En particulier |7 (n)| <
3.

Pou chaque p possible et chaque 7 (n) possible on peut trouver une paire

de sommet {u,v} tel que u et v sont adjacents dans A (G) et u ¢ m(n),
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m(n) & {u,v} et {p,u,v} et {u,v,r} ne sont pas des triangles dans A (G),
our € m(n)\{u,v}.

Soit x € Irr(G) tel que uvN\x (1) et soit # € Irr(N) un constituant
irréductible de xny. On a u ¢ 7(n) = pged (u,|G/N|) = 1, alors u\ 6 (1).
En plus p 1 6 (1) mais p\x (1). Ca implique que {p,u,v} est un triangle. On
pose f: = nf(l) € cd.(G). Si v € w(n), alors ruv\ f. Si v ¢ 7(n), alors
o\ (1) d’ou ruv\ f. Dans les deux cas {r,u,v} est un triangle dans A (G).

Cette contradiction complete la preuve. m

Assertion 28 2. [l n’y’a pas un groupe résoluble dont le graphe premier A (G)

est isomorphe au graphe dans la figure 4.11.

Preuve. Notons que le graphe de la figure 4.11 est isomorphe au graphe I" de
la figure 4.17. Alors il suffit de montrer que I' n’est pas un graphe premier d’un
groupe résoluble, pour que le graphe dans la figure 4.11 soit de tel. On suppose
que G est un groupe avec A (G) isomorphe a I'; alors G’ = G”. Prouvons cela par
la contradiction. On suppose G' # G”, alors G' /G” est un groupe résoluble non
abélien. Soit K le maximal sous-groupe normal de G tel que G /K est un groupe
résoluble minimal non abélien. D’apres le lemme 3 un de ces cas est satisfait :

(a) G/ K est un p—groupe pour un certain nombre premier p. En plus,
G,/ K a un caractere irréductible ¥ € Irr (G K) avec 9 (1) = p®, pour a un
entier positif. On peut montrer dans ce cas que p est connexe a chaque nombre
premier dans I'ensemble p (G)\ {p}. On sait que pour chaque q € p (G), il existe
v € Irr (G) tel que g\ (1). Sip\¢ (1), alors pg\p (1) et ca donne que pg € E (I")
et on a terminé.

Maintenant, supposons que p 1 ¢ (1), et on a px € Irr(G) et d’aprés le
théoreme de Gallagher ¢t € Irr (G) et ainsi pg\y (1) (1). Donc, pg € E(I),
et on a terminé . On remarque que dans le graphe I' il n’y’a pas un sommet lié
a tous les 7 autres sommets, d’ou vient la contradiction.

(b) G\ K est un groupe de Frobenius avec le noyau de Frobenius N /K, un
p—groupe abélien élémentair pour certain nombre premier p. Soit |G : N| = n.
Notons que n € c.d. (G) et pged (n,p) = 1. Du théoreme 11 on a : pour chaque
v € Irr(N), soi nd (1) € c.d.(G) ou p\U(1). 1l est clair que I' ne contient
pas un sous-graphe isomorphe a Kj par conséquent pour chaque y € Irr (G),
|7 (x (1))] < 4. Remarquons que I' contient seulement 2 sous-graphes complets
K, avec les sommets {p;}._, et {qj}?:1 plus les arétes restantes prqr pour k =
1,2,3,4.
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Maintenant on a n € c.d. (G), |7 (n)] < 4 et |7 (n)U{p} < 5, ¢a implique
qu’ils existent des indices 1 <1 <4, tel que p & {pi, ¢} et 7 (n) € {p, qi}, d'olt
il existe r € 7 (n)\{p;, q}. Maintenant soit x € Irr(G) tel que pig\x(1).
Considérons T', on remarque que w(x (1)) = {p,q}. Soit 8 € Irr(N) un
constituant irréductible de xxn. De 6(1)\x (1) on déduit que p t 0(1), d’on
nf (1) € c.d(G). Mais dans T, le triangle {r, p;, ¢} ne se forme pas, d’ou on a
une contradiction. Ainsi on conclue que G’ = G”. Si G est résoluble il s’ensuit que
G' = G" =1, ¢a implique que G est abélien, ce qui est impossible car p (G) = 8

(# @). Ainsi I' ne peut pas étre un graphe premier d'un groupe résoluble. m

Assertion 29 3. [l n’existe pas un groupe résoluble dont le graphe premier A (G)

est isomorphe aux graphes des figures 4.13 — 4.16

Preuve. De la condition de Palfy, pour chaque trois sommets dans A (G)
d’un groupe résoluble aux moins deux de ces sommets doivent étre adjacents.
Maintenant, considérons I'ensemble m = {q1, pa, ¢4} dans la figure 4.13. Il n'y’a
pas d’aréte entre deux sommets parmi les trois de .

De méme pour le graphe dans la figure 4.14. Prenons 7 = {q1,ps, ¢s3} .

Pour le graphe dans la figure 4.15, on prend 7 = {p1, g2, q5} .

Finalement pour le graphe dans la figure 4.16, on prend = = {q1, q3,¢5}, et
c’est terminé.

En suivant toutes les revendication on termine la preuve. m

Corollaire 8 Soit G un groupe résoluble avec le graphe premier A (G). Si A (G)
est 4—régulier, alors |p (G)| < 6.

Preuve. La preuve est une conséquence des propositions 18, 19 et 20. m
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q1 p3

q2 qs

q3 44

FI1GURE 4.12 — Graphe 4-régulier d’ordre 8 avec 8 triangles

P1 D2

Q1 P3

q2 44

q3

FIGURE 4.13 — Graphe 4-régulier d’ordre 7 avec 6 triangles
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D2 P3

Y41 qs

q1 44

q2 q3

FIGURE 4.14 — Graphe 4-régulier d’ordre 8 avec 6 triangles

b1 P2

q1 p3

q2 qs

q3 q4

FIGURE 4.15 — Graphe 4-régulier d’ordre 8 avec 4 triangles

b1 P2

q1 P3

q2 a5

q3 g4

FIGURE 4.16 — Graphe 4-régulier d’ordre 8 avec 7 triangles
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b1 q1

D2 q2

2 q4

P3 q3

FIGURE 4.17 — Graphe isomorphe au graphe 4-régulier d’ordre 8 avec 2(Ky)



Chapitre 5
Conclusion

Il est toujours un défi dans I’'étude des graphes premiers des groupes finis de
déterminer quel graphe fini peut étre un graphe premier d'un groupe résoluble.
Dans ce travail notre but est de sélectioner les graphes 4-réguliers qui peuvent
étre des graphes premiers de certains groupes résolubles finis. On a prouvé que
c’est des graphes d’ordre inférieur ou égal a 6. En particulier, il y’a seulement
deux graphes. Le graphe complet avec 5 sommets et le graphe d’ordre 6. Pour
le cas général Tong Viet dans [16] a conjecturé que les graphes k-réguliers qui
peuvent étre des graphes premiers d’un groupe sont le graphe complet d’ordre
k + 1 et le graphe k—régulier d’ordre k£ + 2 ou k > 4 et pair. Pour £ > 5 et
impair le seul graphe premier c’est le graphe complet d’ordre k£ + 1. De plus si
on a |p(G)| =k + 2, alors G est résoluble.
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