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Introduction

Ce mémoire porte sur la détermination de la décomposition d’un entier ration-
nel premier p dans un corps cubique de nombres algébriques K (K extension de
Q de degré 3) engendré par une racine 6 d’un polynéme de la forme X3 —aX +b

avec a et b deux entiers rationnels ( voir le théoréme 3.1 du chapitre 3 ).

Le calcul du discriminant, la détermination de ’anneau des entiers O et
la décomposition d'un nombre premier p dans cet anneau sont des notions
intimement liées en théorie algébrique des nombres. Le discriminant dx du
corps de nombres K est li¢ au discriminant A du polynéme X3 —aX + b par

la relation
A =i (0)dg

ou i(0) = [Ok : Z[0]] est I'indice du groupe Z [0] dans le groupe additif de
Panneau Ok et A = 4a® — 27b°.
Par la théorie de la ramification, les nombres premiers ramifiés sont les

diviseurs du discriminant dx du corps K, donc des diviseurs du discriminant
A du polynéme X3 — aX + b.

Dedekind montre que cette ramification est déterminée par la factorisation
de X3 —aX +0b dans F, si ce nombre premier p n’est pas un diviseur de I'indice
i (0). Dans le cas des diviseurs inessentiels du discriminant dj, c’est a dire que
p | i(0), alors la factorisation de X* — aX + b dans F, ne reflete pas celle de p
dans Ok. Dans tous les cas, 'utilisation de la théorie de Ore sur les (p — ¢)-

polygones permet de donner une version locale de la ramification d’un nombre

1



INTRODUCTION

premier dans une extension K, du corps des nombres p-adique Q,, ot p est un

idéal premier de Ok au dessus de p, en d’autres termes pZ =pN7Z .

les nombres premiers inessentiels sont en nombre au plus égal a [K : Q] —1
ou [K : Q] est le degré de 'extension K/Q. Le calcul de la valuation p— adique
du discriminant dx de K par l'application du théoréme 3.2 (voir chapitre 3)
puis le calcul de di par déduction du discriminant d du corps Q (\/E) a partir

de I’écriture de dx sous la forme

dg = d x 3™ f2

S

avec f = H pi , ol les p; sont des nombres premiers distincts vérifiant
i=1

i

d
pged(f,3d) =1 et <—> = p;( mod )3
pour tout 7, 1 <17 < s,m < 2 un entier naturel tel que

m#1, si3fd
m=# 2, sid=3mod9

Ce mémoire se décline suivant 3 chapitres qui donneront, pour les deux pre-
miers un apercu des notions de théorie algébrique citées ci-dessus, et pour le
troisiéme la décomposition compléte d'un nombre premier p dans une exten-

sion du corps des nombres rationnels engendrée par une racine du polyndéme
irréductible X3 —aX + b .

Dans le chapitre 1, nous revisitons les notions de bases de la théorie des
extensions. En outre, soit K /Q un corps de nombres engendrée par une racine ¢
d’un polynéme unitaire et irréductible f (X) sur Q. Nous définirons les notions
de discriminant dx d’un corps de nombres K ainsi que celui du discriminant

D (f) du polynéme f. Cette déterminantion est utile pour cerner les nombres

2



INTRODUCTION

premiers ramifiés, ce sont exactement les diviseurs de dg. Par la relation

ces derniers sont des diviseurs du discriminant D (f) du polynéme f.
Nous exposerons ensuite la notion de ramification d’un nombre premier p dans
I’anneau Ok des entiers du corps de nombres K. Nous donnons quelques pro-

priétés liées a la ramification.

Dans le chapitre 2, nous étudions les extensions K,,/Q, de corps de nombres
p-adiques, ol p est un idéal premier de Ok au dessus du nombre premier p. Le
principe de localisation-globalisation permet de traduire au niveau global les
propriétés obtenues au niveau local. En outre, la ramification au niveau local
permet de mettre en évidence une suite de sous-groupes du groupe de Galois
de la cloture normale de K sur Q. le critére de Dedekind permet de mettre
une passerelle entre des catégories de structures de groupes et la catégorie des
entiers que sont les indices de ramification et les degrés résiduels des idéaux
premiers ramifiés dans Ok.

Le Théoréeme de Ore permet de rendre effectif la ramification d’un nombre pre-
mier. En outre, nous donnons quelques exemples de ramification d’un nombre

premier dans une extension de corps de nombres.

Le chapitre 3 étudie la ramification d’'un nombre premier dans 1’anneau
Ok des entiers d’un corps de nombres cubique K . Ce dernier est engendré
par une racine du trinéme X3 — aX + b.

En outre, cette ramification est intimement liée & la nature des entiers a et b.
Comme les nombres premiers ramifiés sont des diviseurs du discriminant de
ce polyndme, ceux-ci peuvent étre en méme temps des diviseurs de l'indice
i (), un tel nombre premier est appelé diviseur inessentiel. Nous donnons une
condition nécessaire et suffisante pour qu’un nombre premier soit un diviseur

inessentiel.






Chapitre 1

Extensions de corps

1.1 Notion d’extensions

1.1.1 Définitions et notations
Soit Kun corps commutatif.

Définition 1.1 On appelle extension de K un corps L contenant K. corps.

Exemple 1 wvoici quelques exemples d’extensions de corps.
1. R et C sont des extensions de Q.

2. L’ensemble {a +bV/3, avec a,b € @} muni des opérations + et X, ad-

dition et multiplication, est une extension de Q.

3. Le corps des fractions R (X) de l'anneau des polynomes R[X]| a une

indéterminée X est une extension de R.

Notation une extension L d’un corps K sera notée L/K ou K C L



CHAPITRE 1. EXTENSIONS DE CORPS

Proposition 1.2 Une extension L dun corps K est munie d’une structure

de K -espace vectoriel.

Définition 1.3 La dimension de L comme K espace vectoriel est appeléé degré
de lextension L/K, qu’on note [L : K].
On dit que Uextension L/K est finie si [L : K] < +00.

Notations Si [L : K] = 2, on dit que 'extension L/K est quadratique
Si [L: K] =3, on dit que l'extension L/K est cubique

Exemple 2 Nous donnons ici quelques exemples d’extensions de degrés di-

verss.
1. C/R est une extension quadratique.

2. L’ensemble {a + bj, avec a,b € Q}, ou 1 # j et j> = 1, est une exten-

siton quadratique de Q.

3. L’ensemble {a +ba + ca?, avec a,b,c € Q et a = \3/5} est une exten-

sion cubique de Q.
4. R et C sont des extensions infinie de Q

5. R(X) est une extension infinie de R.

Proposition 1.4 Soit K C L C M une suite d’extensions.
Alors M/ K est de degré fini si et seulement si M est de degré fini sur L et L

est de degré fini sur K et dans ce cas on a

M : K]=[M: L] x|[L:K]



1.1. NOTION D’EXTENSIONS

Exemple 3 Soit L = {a—l—b\/i avec a,b € Q} et M = {u+vj, avecu,v € L et j3=1,75#1}.
Alors [L: Q] =2 et [M : L] =2 et donc [M : Q| = 4.
M est un Q-espace vectoriel de dimension 4 dont une base est {1, V2, 7, j\/§}

La proposition précédente peut étre généralisée a une tour de n extensions
K=K, CcCKyC---CK,=Metona

Proposition 1.5 leztension K,,/K est finie si et seulemnt si ,

Vi, 1 <1i<n—1,lextension K; 1/ K; est finie et dans ce cas on a

n—1

(K K] =[] [Kia : K]

=1
1.1.2 Elément algébrique et polynéme minimal

Définition 1.6 Soit L/K une extension de corps.
Un élément o € L est dit algébrique sur K s’il existe un polynome non nul de

K [X] ayant o comme racine.

Définition 1.7 On dit qu’une extension L/K est algébrique si tout élément

de L est algébrique sur K.

Proposition 1.8 Soit L une extension d’un corps K telle que L = K («), ot
a € L est algébrique sur K. Alors l'extension L est algébrique surK, et plus

généralement L = K(A) ou A = {«, aalgébrique sur } K

Preuve : Soit a € L algébrique sur K de degré n, alors K («) est un K-espace
vectoriel de dimension n dont une base est {1, «, ..., a" 1}
Soit x € L, alors la famille {1, z, 22, ..., 2"} est liée, alors I\, € K, 0 < i < n,

non tous nuls tels que

A+Mz+ -+ A2" =0



CHAPITRE 1. EXTENSIONS DE CORPS

ce qui montre que x est un zéro du polynéome P = \g+ A X +---+ X\, X" #0
et entraine que x est algébrique sur K .
Par conséquent tout élément de L est algébrique sur K et donc que L est

algébrique sur K.

[]

Proposition 1.9 Toute extension L de degré fini sur K est algébrique sur K.

Preuve : Soit z € L, alors K (x) /K est une extension de degré fini. Par suite

x est algébrique sur K et donc que L est algébrique sur K

[]

Définition 1.10 Soit K un corps, L une extension de K et a un élément de
L algébrique sur K.

L’unique polynéme unitaire P de K [X] de degré minimal s’annulant en o est
appelé polynéme minimal de o sur K, on le note P = Min(a, X, K).

St deg P =n on dit que « est de degré n sur K.

Proposition 1.11 Soit K un corps, L une extension de K et o un élément
de L algébrique sur K de polynéme minimal P sur K. Alors ona les propriétés

sutvantes :
1. tout polynome de K [X| s’annulant en « est divisible par P ;
2. P est irréductible sur K ;

3. si B € L tel que P(B) =0 alors Min (5, K, X) = P.

Preuve : .

8



1.1. NOTION D’EXTENSIONS

1. Si f(X) € K[X] avec f(a) = 0 alors f(X) € (P), ceci implique que
f (X)) est divisible par P.

2. Supposons que P est réductible sur K |, alors P = w.v avec u,v €
K [X] tels que degu > 1 et degv > 1 avec u(«).v(a) # 0, sinon
p # Min («, K, X), ce qui entraine P () # 0 ce qui est absurde.

3. Sig e Let P(B)=0,alors P= AMin (8, K, X) avec A € K. Puisque P
et Min (8, K, X) sont unitaires, alors A = 1 et par suite Min (8, K, X ) =
P.

[]

Exemple 4 (i)X%2-2 ¢ Q[X], V2 est racine de X?>—2 donc /2 est algébrique
sur Q. D’autre part, X* — 2 est irréductible sur Q car V2 & Q et —v/2 &€ Q,
alors Min (\/5,(@, X) = X2 —2 et /2 est de degré 2 sur Q.
e Soit P = X?+X+1 € R[X] de racines « = —% + ?z et f = —% - ?z
Comme a, B € R, alors X>+X+1 est irréductible sur R et donc Min (o, R, X) =
X2+ X +1 et a de degré 2 sur R.



CHAPITRE 1. EXTENSIONS DE CORPS

o Soit a une racine de X+ X +1 € Q[X], alors a est algébrique sur Q.
On suppose qu’il existe deux entiers u € Z et v € N* tels que

3
(5) +2+1=0
v v

, alors ¥ € {—1,+1}. Or, les nombres -1 et 1 ne sont pas racine du

polynome X3 + X + 1, ce qui montre que ce polynome est irréductible
surQ, et par suite Min (o, Q, X)=X?>+ X +1 et [Q(a): Q] =3

Le critére d’Eisenstein permet de décider, dans une large mesure, de l'irré-

ductibilité d'un polyndéme

Critére Soit un polynome P (X) = a, X" +a, X" '+ - +a1 X +ag € Z [X]
et p un nombre premier.
Sip|la,0<i<n-—1 pta,etp®tayalors P(X) est irréductible sur
Q.
On dit alors que le polynome P (X) est d’Eisenstein en p

Exemple 5 Considérons les exemples suivants :

1. Soit P(X) = X?+4X?—6X+10 un polynéme. On remarque que P (X)

est d’Eisenstein en p = 2, il est donc trréductible.

2. Soit P(X) = X°+10X +9, on ne peut appliquer le critére d’Eisenstein
pour ce polynéme. Comme le polynome Q(X) = P(X +1) = X° +
5X* +10X3 4+ 10X? + 15X + 10 est d’Fisenstein en p = 5, alors P est

rréductible.

Définition 1.12 Soit K un corps, On appelle cloture algébrique de K toute
extension algébrique L/ K telle que tout polynome P € L[ X|, de degré deg P >

1, admet au moins une racine dans L.

10



1.1. NOTION D’EXTENSIONS

Définition 1.13 Soit K un corps, on dit qu’un polynéme f € K [X] de degré
n est séparable sur K s’il admet exactement n racines distinctes dans une

cloture algébrique de K.

Exemple 6 .

1. Le polynéme X® — 2 € Q[X] admet trois racines distinctes dans son
—1+iV3

corps des racines Q (v, j), ot o = /2 et j = , il est donc

séparable sur Q.

Z Z
2. Le polynome X3 —2X?+2X —1¢€ 37 [ X] est inséparable sur 37 car 2

est racine double.

Les polyndémes séparables sont caractérisés par

Proposition 1.14 Soit K un corps et f € K [X] un polynome.
f est séparable sur K si, et seulement si f(X) et sa dérivée formelle f'(X)

sont premiers entre eux.

Nous donnons aussi une caractérisation de la séparabilité d'un polyndéme sur

un corps K liée a la caractéristique de ce dernier

Corollaire 1.15 Soit K un corps de caractéristique 0 et f(X) € K [X] un
polynome irréductible de degré deg f > 1, alors f est séparable sur K.

Exemple 7 Soit le polynome X* +4X +2 € Q[X].
Par le critere d’Eisenstein en p = 2, le polyndome ci-dessus est irréductible

alors il est séparable sur Q.

11



CHAPITRE 1. EXTENSIONS DE CORPS

Corollaire 1.16 Soit K un corps de caractéristique p, p premier, et soit
f(X) € K[X] un polynome irréductible de degré deg f > 1.

Alors f est inséparable sur K si et seulement si 3g € K [X] tel que f(X) =
g (XP).

Définition 1.17 Soit L/K une extension et a € L un élément algébrique sur
K.
On dit que « est séparable sur K si son polynome minimal Irr (o, K, X) est

séparable sur K.

Nous donnons dans ce qui suit quelques propriétés relatives aux extensions

de corps.

Définition 1.18 On dit qu’une extension L/K est séparable sur K si tout

élément de L est séparable sur K.

Théoréme 1.19 (Téoréme de l’élément primitif)
Soit K un corps infini et L une extension de K de degré fini. St L est séparable
sur K, alors il existe w € L tel que L = K (w). Dans ce cas w est appelé

élément primitif de L.

Proposition 1.20 Soit K C L C M une tour d’extensions de corps de degrés
finis. Alors M est séparable sur K si et seulement si M est séparable sur L et

L est séparable sur K.

Soit K C L une extension de corps.

Définition 1.21 On dit que L est séparable sur K si le polynéme minimal de
tout élément « € L, Irr(a, K, X), est séparable sur K
On dit qu’une extension L/K de degré fini est normale sur K si et seule-

ment si le polynome minimal Irr(a, K, X) a toutes ses racines dans L.

12



1.2. EXTENSIONS GALOISIENNES

Exemple 8 .

1. Q(7) /Q est une extension de degré 2, normale sur QQ puisque o = i a

pour polynéme minimal X? + 1 dont les racines sont dans Q (7).

9
2. L’extension Q (exp (g)) /Q est une extension normale sur Q, puisque
Y414 2um A L. 6 5

I’élément o = —~ ) @ pour polynéme minimal ¢ (X) = X° + X° +

X4+ X3+ X2+ X + 1, qui est le 7éme polynéme cyclotomique et qui
2ikm

a pour racines les ap = exp ,0<1<6, qui sont toutes dans

(o ()

3. L’extension Q (\3’/5) /Q n’est pas une extension normale car le polynome

minimal de o = /2 est X3 — 2 admet pour autre racine les nombres

. , 9 2im
complexes non réels oy et aj, ou j = exp =

1.2 Extensions galoisiennes

Une des propriétés des extensions normales est donnée par

Théoréme 1.22 Soit L/ K une extension de degré fini avec L C K, ot K est

la cloture algébrique de K. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. L est normale sur K,
2. L est le corps de décomposition d’un polynome de K [X],

3. L est invariant par tout K-homomorphisme injectif de L dans K

Définition 1.23 On dit qu’une extension L/K est galoisienne si elle est a la

fois normale et séparable sur K

13



CHAPITRE 1. EXTENSIONS DE CORPS

Exemple 9 .

1. Les extensions quadratiques Q (ﬂ) sur Q, d entier sans facteur carré,

sont galoisiennes.

i
2. Les extensions cyclotomiques Q (exp (—)) sont galoisiennes sur Q.
n

Définition 1.24 Soit L/ K une extension galoisienne. L’ensemble des K -automorphismes

de L est un groupe, appelé groupe de Galois de l’extension galoisienne L/K,

on le note Gal(L/K).

Proposition 1.25 Si L/K est une extension galoisienne de degré n, alors le
groupe de Galois Gal(L/K) est d’ordre n.

Définition 1.26 Soit K un corps et P € K [X] un polynéme de degré n, dont
les racines sont distinctes. Soit Y le corps des racines de P, alors ), est une
extension galoisiennne de K, dont le groupe de Galois est appelé groupe de
Galois sur K du polynome P, qu’on note Gal(P/K).

Remarque 1 Le groupe de Galois d’un polynéme P de degré n est un groupe
de permutations des racines de P, c’est donc un sous-groupe du groupe des

permutations S,,.

9
Ezxzemple 10 Le corps Q (v, j), ot oo = /2 et j = exp (?) , est une exten-

sion galoisienne de degré 6 sur Q. Q(«,j) est le corps de décomposition du
polynome P = X3 — 2 dont le groupe de Galois est le groupe de permutations
des racines de P. Alors Gal(P/Q) = Gal(Q (v, j) /Q) est un sous-groupe de
S3 d’ordre 6 c’est donc Ss .

14



1.3. ARITHMETIQUE DANS LES CORPS DE NOMBRES

1.3 Arithmétique dans les corps de nombres

1.3.1 Notations et définitions

Définition 1.27 On appelle corps de nombres toute extension de degré fini de

Q.
Un corps de nombres de degré 2 est appelé corps de nombres quadratique.

Un corps de nombres de degré 3 est appelé corps cubique.

Définition 1.28 Soit K un corps de nombres, les éléments de K qui sont
entiers sur Z. sont les entiers de K ; ils forment [’anneau des entiers de K

qu’on note O.

Exemple 11 (a) Soit d € Z — {0,1} un entier sans facteur carré. Soit Ok
l'anneau des entiers de K = Q (\/E)

e Sid =2 ou3dmod4, alors Ok est un Z—module libre de rang 2, dont

une base est {1, \/E}

e Sid=1 mod4 , alors Ok est un Z—module libre de rang 2 dont une

1
base est {1, + \/a}

2

(b) Pour tout nombre premier p, le p-éme corps cyclotomique K = Q((,), ot
(p est une racine primitive p-éme de 1, est de degré p — 1.

L’anneau des entiers de K est un Z—module libre de rang p — 1 dont une base

est {1, Cps - - - ,CI’)’*Z}

1.3.2 Discriminant d’un polynéme a une indéterminée

Définition 1.29 Soit K un corps et f € K [X]| un polynéme non nul de degré

m et de coefficient dominant a.

15



CHAPITRE 1. EXTENSIONS DE CORPS

m(m—1)

(=1) 2 Res(f.f")

Le discriminant de f est le nombre noté dis(f) = ,
a
ou Res(f, f') est le résultant de f et f', f' étant la dérivée formelle de f .

Exemple 12 Voici quelques formules de discriminant de polyndomes.
1. f(X)=aX?+bX + ¢, dis(f) =b* — 4ac,
2. f(X)=aX3+bX?*+cX +d, dis(f) = 18abed+b*c* —4ac® —4b3d—27a*d?

3.8 f(X)=a H (X — ), alors

1<i<n
n(n—1)
dis(f) =a? [ (-a)’=(-1) 2 a2 J] f ().
1<i<j<n 1<i<n

1.3.3 Déterminant, trace et polynéme caractéristique d’un

endomorphisme de module libre

Définition 1.30 Soient A un anneau et M un A—module libre de rang n.
Soient u un endomorphisme de M, {eq, ..., en} une base de M et (aij),<;c;<p,
la matrice de u dans cette base. La trace, le déterminant et le polyndme carac-

téristique de [’endomorphisme u sont :

Tr(u) = Z a;i, det(u) = det(a;;) et P,(X) = det(u— XIy)

1<i<n

Soient B un anneau et A un sous anneau de B tel que B soit un A—module
libre de rang n. Pour tout z € B, on définit ’endomorphisme m, de A-module

B (multiplication par x) par

m, B— B
y— yx

16
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Définition 1.31 On appelle trace ( respectivement norme, polynoéme caracté-
ristique) de x € B, relativement a B et A, la trace (respectivement détermi-
nant, polynome caractéristique) de l’endomorphisme my.

la trace et la norme de x relativement a B et A sont notées
Trgsa(z) et Npja(x)

Remarquons que A peut étre un corps et B une extension de A de degré n.

Proposition 1.32 Pour tout x,2" € B et pour tout élément A € A on a
Trga (x + ') = Trgja(x)+Trgja (2'),  Trgja (Ax) = ATrgja(xz) et Trgja(X) =nA
et

Npja (z.2") = Npya(x).Npja (a'),  Npja(Ax) = X'Npa(z) et Npa(A) ="

Définition 1.33 Soit B un anneau et A un sous anneau de B tel que B soit
un A—module libre de rang n.

On appelle discriminant d’un systéme (xy,...,xz,) d’éléments de B ’élément
de A noté D (x1,...,x,) défini par

D (zy,...,3,) = det(Trpa (xixj))lgigjgn
Suivant les conditions de la définition précédente on a

Proposition 1.34 Si(y1,...,y,) € B" tels quey; = Z a;;jxj pouri € {1,...,n}
j=1
et a;; € A, alors

Dy, .,yn) = (det(aij))2 D (xy,...,2,)
17



CHAPITRE 1. EXTENSIONS DE CORPS

ot (a;;) est la matrice de passage du systéme (x1, ..., x,) au systéme (Y1, ..., Yn)-

On a un résultat analogue dans la cas ot A est un corps et B une extension

de A

Proposition 1.35 Soient K un corps fini ou de caractéristique 0, L une ex-
tension de K de degré n et oy, ..., o, les n K—homomorphismes injectifs de

L dans une cloture algébrique de K

Si (x4, ..., x,) est un systéeme d’éléments de L alors :
2
o D(xy,...,x,) = |det(o; (xj))lgigjgn] ,
o (r1,...,x,) estune base de L sur K si, et seulement si, D (z1, ..., x,) #
0

Définition 1.36 Soient B un anneau et A un sous-anneau de B tel que B
soit un A-module libre de rang n.

L’idéal principal engendré par une base de B sur A est appelé idéal discrimi-
nant qu’on note Dg/a = (D (e1, ..., en)) ( celui-ci ne dépend pas de la base

choisie).
Dans le cas des extensions de corps on a

Théoréme 1.37 Soit K un corps de nombres de degré n sur Q et O 'anneau

des entiers de K. Alors le Z—module O est libre de rang n.

Remarque 2 Il est utile d’interpréter quelques propriétés des bases a la lu-

miere des résultats précédents :

1. Toute base du Z—module Ok est une base de K sur Q, une telle base est

appelée base intégrale

2. Toutes les bases intégrales ont méme discriminant, on appelera ce dis-

criminant le discriminant de K qu’on notera Dis(K) ou bien dg.

18



1.3. ARITHMETIQUE DANS LES CORPS DE NOMBRES

Le discriminant d’un corps de nombres algébrique et le discriminant du poly-
noéme minimal d’un élément primitif de ce corps sont liés par la relation donnée

par :

Proposition 1.38 Soit K = Q(«) un corps de nombre de degré n sur Q,
avec o € Ok, et f(X) = Irr(a,Q, X). Alors

n(n—1)
e Disc(l, c, ...,a" )= Disc(f)=(-1) 2  Ngso(f (a))

e Disc(f) =m?Disc(K), m € N est lindice du groupe Z[a] dans Of.

Exemple 13 Nous donnons dans ce qui suit des exzemples de calcul du discri-

minant d’un corps de nombres.

1. Discriminant d’un corps quadratique.
Soit K =Q (\/Zl), avec 0, 1 # d € Z sans facteur carré.

L’anneau Ok des entiers de K est un Z—module libre de rang 2

(a) Sid=2mod4 oud=3 mod4 alors DiscK = Disc (1, \/E) = 4d,

(b) Sid=1 mod4, alors DiscK = Disc (1, 1+2\/3) =d.
2. Discriminant d’un corps cyclotomique
Soit K = Q(¢), avec ¢ racine primitive p-éme de 1, p étant un nombre
premier. Alors [K : Q] =p — 1.
L’anneau Ok des entiers de K est un Z—module libre de rang p — 1 de
base {1,(, ..., (P=2}. Alors,

3(p—1)(p—2)
2

DiscK = (—1) pr?

19
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1.4 Idéaux dans un corps de nombres

Définition 1.39 Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions. Un
sous-A-module a non nul de K est un idéal fractionnaire de K par rapport a

A s’il vérifie les propriétés équivalentes suivantes
1. Il existe « € A, a # 0, tel que aa C A.
2. 1l existe ) € K,0 #0 , tel quea C A

On dira aussi que a est un idéal fractionnaire de A.

Dans le cas d'un corps de nombre K, un idéal entier de K est un idéal de
I’anneau des entiers Ok de K, c’est-a dire un idéal fractionnaire de O contenu
dans O .

Soient K un corps de nombres, Ok son anneau d’entiers, p un idéal premier
non nul de O, on sait que K est engendré par une racine o d’'un polyndéme
irréductible sur Q
Comme a € p a pour polyndme minimal X" + a, 1 X" ! + - - - + ag, avec
n = [Q(«) : Q] alors ay appartient p N Z, donc cette intersection n’est pas

réduite a 0.

L’injection de Z dans O induit une injection de dans ’anneau TK qui

est intégre, donc est intégre et 1'idéal p N Z de Z est premier non nul.

Par conséquent, 7 est un corps, puisque p N Z est maximal

. . . . @
Si p est un idéal premier non nul de O, le corps fini kx = TK est appelé

corps résiduel de p. Dans ce cas est un sous-corps de kg, et le générateur

positif du sous-groupe p N'Z de Z, qui est un nombre premier p, est appelé

la caractéristique du corps résiduel kg. La norme de p dans K/Q, qui est le

nombre d’éléments du corps fini kx = — est donc pf ot f = [kx : F,] est
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appelé degré résiduel du corps kx Nous interprétons ces résultats par le schéma

suivant : o
U ) |
7z — — =T,
pZ

On a résultat suivant

Lemme 1.40 Soit a un idéal non nul de Ok et soit p un idéal premier non
nul de O. o
a
On désigne par kg le corps résiduel TK, alors — est un ki -espace vectoriel
a

de dimension > 1.

En fait, nous établirons que la dimension de cet espace vectoriel est 1.

En effet, soit p un idéal premier non nul de Ok alors p™ # p™*! pour tout
m > 0 ce qui entraine que la suite
Ok DpDOp’D--Dp"D...
m

est donc strictement décroissante. Par le lemme précédent le quotient W

@)
est isomorphe comme Og-module & =K ; il en résulte que la norme de p™ est

égal a NK/Q (p)m
Notons que l'intersection de tous les p™ est {0}

Théoréme 1.41 Soit a un idéal non nul de Ok. L’ensemble des idéauz pre-

miers p de Ok qui contiennent a est fini et on a

a= H pvp (Cl)

p € Ok
0#£p, premier

De plus une telle décomposition est unique.
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Soit p un idéal premier de Ok,

Définition 1.42 L’indice de ramification e(p) de l’idéal p est l’entier naturel
donné par

e(p) = v, (pOk), avec g € N
ot p désigne la caractéristique du corps résiduel de p.

Soit p un nombre premier et soit pOg 'idéal principal de Ok qu’il engendre.
Le théeoréme ci dessus montre qu’il existe une décomposition, unique a l'ordre

prés des facteurs,
g
POk = [ it -0
i=1

ol ¢ > 1 est un entier , py,...,p, sont des idéaux premiers de Ok , distincts
deux a deux, et e; > 1 est 'indice de ramification de p;, 1 <7 < g. Les idéaux
P1,...,py sont précisément les idéaux premiers p de Ok tels que p NZ = pZ,

on dit qu’il sont au dessus de p. De la décomposition précédente on déduit que

Ox Ok O
— " ~ X oo X
pOg  p= pes

En posant [K : Q] = n et en désignant par f; le degré résiduel de p;, par la

multiplicativité de la norme on obtient

g

g9
pn — NK/Q (p) — HNK/Q (pi)ei — Hpeifi
i=1

=1

g

ce qui entraine que n = g e fi
i=1

Définition 1.43 Suivant les notations ci-dessus :
1. On dit que p; est ramifié au dessus de p si l’exposant e; est > 2.

2. On dit que p est ramifié dans K si l'un des p; est ramifié.

22



1.4. IDEAUX DANS UN CORPS DE NOMBRES

3. On dit que p est totalement ramifié (respectivement inerte) dans K si
er = n (respactivement ey = 1), alors g = 1 et fi = 1 (respectivement

fi=n)

4. On dit que p totalement décomposé dans K si g = n et donc on a e; =
fi=1,1<i<n.

Dans le cas d’un corps quadratique nous avons :

Théoréme 1.44 Soit p un nombre premier et d un entier sans facteur carré.
la décomposition de p dans K = Q (ﬂ) est donnée par :

o Si p divise d, alors p est ramifié dans K et on a pOx = p?, avec
Nkjq (p) =p.
(d . .
o Si (—) =1, alors p est décomposé dans K : pOx = p1p2, avec Nk g (p1) =
b
Ny (p2) = p-
(d . 2
o Si| — | =—1, alors p est inerte dans K : pOg = p, avec Ngq (p) = p
p

d
ot (—) désigne le symbole de Legendre du résidu quadratique de d modulo p,
p

c’est a dire :

; sipld
(5) = 1 sid est un carré modulo p
—1 sinon

La nature de la ramification d’un nombre premier p dans un corps de nombres

est liée a la divisibilité par p du discriminant dg du corps K.

Théoréme 1.45 Soit K un corps de nombres, alors les nombres premiers qui
se ramifient dans K sont en mombre fini : ce sont précisément les diviseurs

premiers du discriminant dg
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Pour illustrer ce théoréme, nous examinons la ramification d’'un nombre pre-

mier p dans les cas d'un corps quadratique et d’un corps cyclotomique
Exemple 14 Ezaminons la ramification dans les cas suivant :

e Cas d’un corps quadratique
Soit K = Q (\/E) ,d € Z,d # 0,1, d sans facteur carré. Soit p un

nombre premier.

— Std =2 ou3mod 4, alors Ok est un Z-module libre de base {1, \/3},
alors dy = 4d.
Par conséquent, les nombres premiers qui se ramifient sont 2 et les

premiers p impairs divisant d.

1 d
— Sid =1 mod 4, alors O est un Z-module libre de base {1, +2\/_},
alors d = d.
Par conséquent, les nombres premiers qui se ramifient sont les pre-

miers p impairs divisant d.

e Cas d’un corps cyclotomique.

Soit K = Q((), ou ¢ est une racine primitive p-eme de ['unité, p premier

L’anneau O des entiers est un Z-module libre de base {1, ¢, ..., (P72}.

Le discriminant absolu de K sur QQ est

Alors p est le seul nombre premier qui se ramifie dans K.

Exemple 15 Nous allons examiner dans ce qui suit [’exemple de la décompo-

sition d’un nombre premier dans une extension engendrée par une racine d’un
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polynome irréductible sur Q.

Soit f(X)= X3+ X?—-2X —1€Z[X] et L son corps de décomposition sur
Q, c’est donc une extension galoisienne de Q.

Le polynome f est irréductible sur Q. En effet, si f était réductible il admet-
trait un facteur de degré 1, donc une racine o € Q qui serait alors dans Z. et
vérifierait

ad+a?—2a=1

ce qui impose que o | 1 dans Z et donc o = —1 ou 1. Puisque aucune de ces
valeurs n’est racine de f, alors f est irréductible.

Ainsi, si Oest une racine de f dans L, alors [Q(0): Q] = 3. et par suite
3| [L:Q]. De plus, Gal(L/Q) est un groupe de permutations des racines de

f, qui sont au nombre de 3, alors il est d’ordre un diviseur de 6,

#Gal(L/Q) = [L - Q] € {3,6}.

D’autre part, le discriminant f (X) est égal a 7%, c’est donc un carré, ce qui
implique que le groupe de Galois Gal(L/Q) est un sous-groupe du groupe al-
terné, Gal(L/Q) C As, ce qui montre que [L: Q] =3 et Gal(L : Q) = As.

L’anneau Oy des entiers de L est un Z-module libre de rang 3 et une bse de
I’espace vectoriel L sur Q est {1,0,60%} de discriminant D (1,0, 0%) vérifiant :

D (1,0,0%) = 7* = m?d,

ot dy, est le discriminat absolu de L sur Q et m et lindice de Z [0] dans Oy,
m =[O : Z[0]].

Commme dy, # 1 et m?® # 7, alors d, = 7% et m = 1, alors {1,0,0°} est une
base du Z-module Or,.

Ezaminons la décomposition d’un nombre premier p dans L. Comme L/Q est

25



CHAPITRE 1. EXTENSIONS DE CORPS

une extension galoisienne alors

g e
pOp = <H @z>
i=1

ot les p; sont des idéaux premiers tous distincts dnas L et e étant leur indice
de ramification commun. Alors le degré résiduel de chacun des idéaux @; est
commun et est égal a f et il vérifie efg = 3. Par conséquent, soit g = 1 et
donce=3 et f=1oubiene=1¢et f=3, soitg=3 etdonce=f=1. Ce

qui donne les différents factorisations de p dans L suivantes :
soit pOp=ps ou pOp =gy, soit pOL = P3p495

ot Npg (pi) = pl.
Comme 7 est le seul diviseur premier du discriminant de L/Q, alors le nombre

premier 7 se ramifie dans L et on a
70, = ¢*

et il est complétement ramifié dans L.

Pour p # 7, p est soit inerte, soit décomposé, et on a

o, F[X]

~

0O, (X2+X?2—-2X—1) modp

ce qui conduit & deux possibilités : soit X3+ X? —2X —1 mod p n’admet pas

de racine dans F), ce qui entraine

pOL = p, avec Npq(p) = p°,

Le nombre premier p est inerte dans L, soit X> + X% —2X —1 mod p admet
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trois racines distinctes dans I, et on a

pOL = @123, avec NL/Q (@z) =D

et le nombre premier p est totalement décomposé dans L.

Comme exemples de nombres premiers inertes on a
ZOL = 1, 3OL = (2, 230L = 03
Comme exemples de nombres premiers complétement décomposés on a

130, = q1g293, 3901 = qugsq6, 4301 = q' 19545
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Chapitre 2

Corps de nombres p—adiques

2.1 Valuation p-adique

Soit p € N un nombre premier, et Q le corps des nombres rationnels.

Définition 2.1 On appelle valeur absolue p—adique sur Q ’application notée

| |, de Q dans QT définie par

‘0‘1):0
‘a I a d
b, = Ty TPy

ot a,a €7 etb, VZ* et ptd'b.
Exemple 16 Par la définition ci-dessus on a

1 1 1
‘16\2:§; \15|3:§7 ’50|5=§

8
150 =1, '— = 3.

15,

Proposition 1 La valeur absolue p—adique sur Q vérifie
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Vr,y € Q, on alzy|, = [z|,|yl,

T
Vo eQy,y£0, onai| =
yl, v,

Vr,y € Q,, on a |z +y[, <sup (\x|p , ]y|p) (inégalité ultramétrique)

Vr,y € Q tels que |z[, # [y|, on a [x +y[, = sup (\x]p , |y|p>

Définition 2.2 On appelle valuation p-adique sur Q, p € N premier, l’appli-

cation v, de Q dans Z U {400} définie comme suit

1. Up(O) — +OO7
/
2. v, (%) =\ si % ZPA%; avec a, b, o', V' € L, N € L et pfa'lf

Remarque 3 Notons quelques remarques :

o Six,yec QF alors v, (v +y) > inf (v,(x), v, (y)),

o six,y € Q) #v(y), alors v, (x +y) = inf (v,(x), v,(y)).
Exemple 17 v3(2) =0, v3(6) =1 et v5(25) = 2

Définition 2.3 Soit p un nombre premier et (u,) une suite dans Q.
Si Ve € QF, AN € N, tel que Vn,m € N, n > N etm > N entraine

[Un — uml|, <€, on dit que la suite (uy,) est de Cauchy.

Soit £ l'ensemble des suites de Cauchy a valeurs dans Q pour la valeur

absolue p-adique ||,,.

Proposition 2.4 L’ensemble £ muni de ’addition et de la multiplication usuelles

des suites est un anneau commutatif. De plus, l'ensemble I = < (u,) € €, tels que lim w, = 0}
n—+o0o

est un idéal maximal de £ et l'anneau quotient 7 vérifie :
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~ltn O

C

~I| O

est un corps commutatif
€
e la valeur absolue ||, sur Q se prolonge a 7

&
e Q est dense dans 7 qut est complet pour cette valeur absolue.

&
Le corps 7 est noté Q,.

Preuve : (voir|[1])

2.2 Extensions et completion

Proposition 2.5 Soit K un corps muni d’une valeur absolue | |. Il existe un
surcorps K de K muni d’une valeur absolue prolongeant celle de K et complet
pour cette valeur absolue et tel que K soit dense dans K.De plus ce sur-corps
est unique a isomorphisme pres. K est appelé le complété de K pour la valeur

absolue | |.

Preuve : On construit le complété de K pour | | . Les suites de Cauchy définies
sur K forment un anneau A dans lequel K s’injecte.
L’déal I formé des suites de Cauchy tendant vers 0 est maximal dans A. Le

A N
complété de K pour | | est le corps 7n0té K. La valeur absolue | | définie sur

K est prolongeable par continuité au corps K.

Si la valeur absolue | | sur K est ultramétrique, alors I’ensemble des valeurs
prises par | | sur K est le méme que celui sur le complété .

Si la valeur absolue | | sur K provient d'une valuation discréte, il en est de

méme de son prolongement au complété

]
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Proposition 2.6 Soit K corps local ( un corps complet pour une valeur abso-
lue provenant d’une valuation discréte) dont on note A l'anneau de valuation.
On considére une extension L de K de degré fini, alors le corps L est local
d’anneau de valuation la fermeture intégrale B de A dans L. L’anneau B est
un anneau de valuation discréte, c’est a dire qu’il est local, principal et distinct
de son corps des fractions.

De plus, si on note m et M les idéaux maximaux respectivement de A et B,

B A
alors mB = 9N et {— : —] =fouef=I[L:K]|
M m

Proposition 2.7 Soit L un corps muni d’une valeur absolue | | et K un sous
corps de L tel que l'extension L/ K soit de degré fini . Alors le complété LdelL
pour cette valeur absolue contient le complété K de K pour la valeur absolue
| ||k induite de | | par restriction a K. De plus, L/K est une extension de
degré fini et on a [[: ; K] <[L:K].

Soit p un nombre premier, K un corps de nombres algébrique d’anneau d’entier
Ok.

Soit pun idéal premier de Ok au dessus de p.

Le complété K, de K pour la valeur absolue | |, associée a p est une extension

de Q, de degré fini et on a

[KP:QP]S[K3Q]-

2.3 Les corps des nombres p-adiques

2.3.1 Notations et définitions
Soit p € N un nombre premier.

Définition 2.8 On appelle corps de nombres p-adiques toute extension finie
de Q,.
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Le corps Q, est le complété du corps Q des nombres rationnels pour la valua-

tion p-adique.
Proposition 2.9 L’ensemble noté
L, = {x € Q, tel que |z], < 1}
est l'anneau des entiers de Q,. Cest un anneau local et principal.

Preuve : (voir [1])

Les élément de 'anneau 7, vérifient :
D

Proposition 2.10 (Développement de Hensel)

Soit a € Zy, il existe une unique suite (an)n>0, avec 0 < b, < p, tel que la

> bap”

n>0

série

converge vers o Cette série est appelée développement de Hensel infini de o
Proposition 2.11 Soit o € Z,, alors il existe a € Z tel que |a — af, <1

Remarque 4 La proposition ci-dessus permet de donner plus de précision sur

l’écriture d’un nombre p-adique. En effet;

o Soit a € Zy, il existe ap € {0, 1, ..., p— 1} tel que |a — aol, < 1, cela
veut dire que o — ag € pLy,.
Ainsi, a — ag = poy, avec g € Z, ce qui entraine l’existence de a; €
{0, 1, ..., p—1} avec | —a1], < 1 et o« — ay € pZ,

On en déduit alors qu’il existe aq tel que oy — a1 = pan

a=ap+p(ar + pas) = ag + pay + pPay.
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En continuant ce processus, on met en évidence des entiera; € {0, 1, ..., p— 1},
1 >0 tel que
o =ag+ ap+ azp’ + azp’ + ...

1
o Soita € Q,—7Z,, a#0, alors |0z|p = 2?, A <0, alors

e o

— | =7 1
) )
P, P,
a
Onposeo/:—)\aveca’e(@p et A = —m avec m € N*, alors
p
o a a Ay
a=pa=—="4 4. 4 ..

p—)\ pm pm—l
Ainsi le développement de Hensel est unique.

Théoréme 2.12 On a l’isomorphisme suivant

Z, L
pZy, — pZ

2.3.2 Anneau des entiers d’un corps de nombres p-adiques
2.4 Anneau des entiers d’un corps de nombres
p-adiques

Soit K une extension de Q, de degré n.

la valeur absolue p-adique définie sur K prolongeant celle de Q,est ’application
| |p K — R+

vérifiant

Ve K, |z|,= INk/q, (a:)‘; :
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Soit Ax = {x € K tel que |z], < 1}. On vérifie que Ai est un sous-anneau

de K, et c’est un anneau de valuation discréte pour la valuation v, définie par

v, K — 17U {+o0}
xr — v, ()

et vérifiant
v, (0) = 400

vy (x) = %vp (NK/@p (m)) , six#0

Proposition 2.13 L’anneau de valuation Ak est l’anneau des entiers de K

et il est principal.

Preuve : Montrons tout d’abord que I'annau Ag est 'anneau des entiers de
K.

Soit o € Ak de polynéme minimal P, (X) = X4+ aq 1 X+ + a1 X + ap.
Soit L = Q, (v, - .., o) le corps des racines de P, (X), ol g, ..., og sont ses
racines distinctes.

Pour tout ¢ € {1,...,d} on a

1

1 1
INLsg, ()| 1L @ = |Ng,anse, (@0)|d = [Noy@ya, (@)]

= |Nkyg, (a)|n

SN

Par suite, comme [a|, <1 alors |a;], <1, Vi € {0,...,d —1}.

Comme les coefficients a; sont des sommes des produits de «;, alors |aj|p <1
pour tout j € {0,1,...,d —1}. Par conséquent, P, (X) € Z,[X] et donc
a € Ak est un entier sur Z,.

Réciproquement, on suppose que « est un entier sur Z,, soit f (X) € Z, [X]

son polyndéme minimal. Alors on aura

Nisg, (@) = (=1)" f(0)",  d=[K : Qy(a)]
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Comme [ (0) € Zy,alors [Ng/qg, ()| < 1 ce qui entraine lal, < 1 et donc
o€ Ag.
par conséquent, Ag est 'anneau des entiers de K.

Pour montrer la principalité de Ak, on considére I'idéal My de Ax donné par
My = {x € Ak, telque |z|, < 1}
Comme Ay est de Dedekind, alors
9)@( C Mg, avecﬂ)@( #+ My
alors il existe IT € My et I1 ¢ M3 tel que
[MAx = (IT) et [TAx C My

Par suite, on a
vd *
w =1lAg, avecr € N

ce qui entraine que r = 1, car sinon I12 € My, et donc My = (I1) dans Axk.

De plus, si I # 0 est un idéal quelconque de A, alors
I =M =1I°Ax = (1I°)

et donc I est principal, ce qui entraine que Ay est principal.

Notons que 'idéal M est maximal et il est unique défini par
L.
My =LAk, avec v, (II) = —, si pAx = MY
e

IT est appelé uniformisante de K.
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2.5 Extension de corps de nombres p adiques

2.5.1 Définition

Proposition 2.14 Il y a une correspondance biunivoque entre les idéaux pre-
miers de Ok au dessus d’un nombre premier p et les corps de nombres p-
adiques dans lesquel K est dense.

Notons Spec, (Ok) et Ertg, (K ),respectivement [’ensembles des idéauz premier
de Ok au dessus de p est l’ensemble des extension de Q, de degré fini dans
lesquel K est dense.

Pour tout E € Exly, (K), soit pp lunique idéal mazimal de E, on a

Spec, (Ox) — Entg, (K)
p — K,
pe N O +— FE

De plus, si O' est l'anneau des entiers de K, et m son unique idéal mazximal,

alors
1. lidéal pO" est premier dans O’ : pO’ = m,
0x O

2 ~ —de dimension commune sur F, égale a f,,
m

3. les indices de ramification de p sur Z et de m sur Z, sont les mémes :
pO’ = m.
L’extension Kysur Q, est de degré e, f,.
Examinons de facon précise le cas d’un corps de nombres algébriques K en-
gendré par une racine d’'un polyndéme unitaire irréductible sur Q.
Soit f (X) € Z|[X] un polynéome unitaire et irréductible, alors f (X)) est sépa-

rable et il sera donc sans facteur carré sur Z, [X], p étant un nombre premier.

Soit f(X) = H fj (X) la décomposition de f (X) en facteurs irréductibles et
i=1

unitaire sur Z, [X].
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Théoréme 2.15 Soit f € Z[X] un polynéme unitaire et irréductible sur Q,
K un corps de nombre engendré par une racine de f dans Q.
1l y a une correspondance biunivoque entre les facteurs irréductible de f dans

Ly [ X] et les idéaux premiers de Ok au dessus de p

Preuve : Considérons g € Z,[X]| un diviseur unitaire et irréductible de f
dans Z, [X].Soit E une extension de Q, de degré celui de g.
Soit

v QX — @ [X]/(9)

un morhisme injectif d’anneaux, alors ker ¢ ~ Q [X]| N ¢Q, [X]| = fQ[X] car
QX]  Qp[X]
)

les idéaux (f) et (g) sont maximaux, ce qui entraine que et ?
g

sont

des corps. Par suite, F est donc une extension de K et O C Op.
Or Og est un anneau de valuation discréte, ¢’est donc un anneau local d’idéal
maximal que 'on note 9. Ainsi M N Ok est premier dans Ok et il est au

dessus de p, puisque
MNOKkNZ=MNLZ=(MNZ,) N L, =pZ,NZL = pL.

Par conséquent, a tout facteur irréductible g de f dans Z, [ X], g irréductible et
unitaire, est associé un idéal premier de Ok au dessus de p, a savoir M N Ok.
Inversement, soit p un idéal premier de Ok au dessus de p, K, le complété
de K pour la valeur absolue | |,. Alors K,,/K est une extension et de Q, avec
Ky : Qp] = epfy. Alnsi K, = Q) (), ot § € Ok est une racine d'un polynéme
irréductible G (X) sur Q,.Par conséquent, G (X) est un facteur irréductible
unitaire de f dans Z, [X], ce qui donne la correspondance entre 'idéal premier
p de Ok au dessus de p et un diviseur irréductible G (X) de f (X) dans Z, [ X].

[]

Théoréme 2.16 (Lemme de HENSEL)
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Soit le polynome f(X) = X9+ a; X' + -+ aq € Z,[X]. On suppose qu’il
eziste deux polynomes g (X) et h(X) dans F, [ X] tels que

e g(X) et unitaire ,

e g(X) et h(X) premiers entre euzx dans IF, [X].

vérifiant f(X) = G(X).H(X)

Corollaire 2.17 Soit f (X) € Z, [X] un polynéme unitaire.
On suppose que f(X) posséde une racine simple dans F,[X], alors f(X)

posséde une racine simple dans Z, [ X] .

Corollaire 2.18 Soit f(X) € Q, [X] un polynéme unitaire, irréductible sur

Qp-
On suppose que f(0) € Z,[X], alors f (X) € Z, [ X].

2.5.2 Ramification dans une extension de Q,

Soit p un nombre premier et £ un corps de nombres p-adiques , clairement E
est une extension finie de Q,,.
On note O l'anneau des entiers de F, c’est un anneau local, de valuation

discréte d’idéal maximal 901, et on a

pOE = IMm°
39



CHAPITRE 2. CORPS DE NOMBRES p—ADIQUES

ou e est 'indice de ramifiaction de 'extension E/Q,. Le degré résiduel f est

donné par

/[

o P
etona[E:Q,] =ef.
De fagon plus générale, si K C L deux corps de nombres p-adiques d’idéaux
maximaux p et p respectivement des anneaux d’entiers O et O avec
p = Oxg Ny alors [L: K] = ef ou e et f sont respectivement 'indice de
ramification et le degré résiduel de 'extension L/K :
O Ok

pOL:pev et |:_: :|:f
© p

Définition 2.19 Soit L/K une extension de corps p-adiques.
e On dit que lextension L/K est non ramifiée si e = 1,
e On dit que lextension L/K est totalement ramifiée si e = n,

e On dit que l’extension L/ K est sauvagement ramifiée si p divise e, sinon

on dit que [’extension est modérément ramifiée.

Les résultats suivats permettront de caractériser les différentes d’extensions

ci-dessus.
Théoréme 2.20 (Caractérisation des extensions totalement ramifiées)

(1) Si L est une extension totalement ramifiée de Q,, de degré n, alors L =
Q, (7), ot m est une uniformisante et Min(m,Q,, X) est un polynome

d’Eisenstein.

(11) Si L = Q, (0) est une extension de degré n de Q, o Min(6,Q,, X)
est un polynome d’Eisenstein, alors 0 est une uniformisante de L et

Uextension L]/Q, est totalement ramifiée.

40



2.5. EXTENSION DE CORPS DE NOMBRES p ADIQUES

Preuve : (i) Soit v, la valuation définie sur L dont sa restriction a Q, est une

valuation sur ce corps définie par

{ v, (0) = +o0
vy () = v, (N g, (z)) size L

Soit 9 'unique idéal maximal de L, soit M = ()" ou 7 est une uniformisante

de L. Alors .

0 (1) =~ =+, (Nijq, ()

ce qui donne v, (Nz /g, (7)) = 1.
Soit f(X) =Min (m,Qp, X) = X*+ a1 X'+ + a1 X + a9 € Q, [X], alors

n . n
Nr/g,(7) = (=1)"af, oud= "

ce qui entraine
1= Up (NL/QP(W)) = dUp (ao)

ce qui implique que d = 1 puisque v, (ap) € Z. Par conséquent, n = s et
L=Q,(m).

Montrons que v, (a;) > 1 pour 1 < i < n — 1, sachant que dv, (ap) = 1 et
d =1, alors v, (ag) = 1.

Soient 7y, ..., m, les n racines de f (X) dans une cloture algébrique C' conte-
nant Q,, soit F' le corps de décomposition de f (X) et v la valuation définie

sur I qui prolonge v, telle que
1 .
v(0) =00 et v(z) = —uv, (Npsg,(2)),si z #0
m

1
Pour tout ¢ € {1,2,...,n — 1}on a v (m;) = —, ce qui donne
n

Vp (ap-1) = v (Ap-1) =0 (Z 7Ti> > inf (v (m;)) >0

=1
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Comme a,,_1 € Q, et v, (a,—1) > 0, alors v, (a,—1) > 1.
De la méme maniére, en utilisant les fonctions symétriques des racines on

montre que v, (a;) > 1, ce qui montre que f (X) est d’Eisenstein.

(i) Soit [L:Q,] = n avec L = Q,(#), et g(X) = Min(0,Q,, X) un

polynéme d’Eisenstein. Alors

0 (6) = v, (Nijo, (0)) et Nijq, () = (~1)" 9 (0)

ce qui donne

vp (Nisg, (0)) = v, (9(0)) =1
et v, (0) = = car g (X) est un polynome d’Eisenstein.
Soit 7 une uniformisante de L et soit e = e (L/Q,), alors v, (1) = % et
il existe 8 € Op tel que 0§ = 7.
Ainsi, v, (#) > v, (), c’est a dire que n < e et comme e < n alors e = n.
Ce qui montre que L/Q, est une extension totalement ramifice.

3 étant un élément inversible dans Oy, car v, () = 0, par suite (7) = (6)

ce qui veut dire que 6 est une uniformisante de L.

[]

Exemple 18 Soit f (X)=X"—pe Q,[X].

On a vy, (ap) = v, (p) =1 etwv, (a;) = +oo, Vi € {1,...,n— 1}, alors f (X) est
d’Eisenstein en p ; il est donc wrréductible. Par conséquent, si 6 est une racine
de f(X) dans une cloture algébrique de Q,, alors l'extension Q, (0) /Q, est

totalement ramifiée.

Le théoréme précédent se généralise pour une extension de corps de nombres

quelconques :

Théoréme 2.21 Si K est un corps de nombres p-adique et L/ K une extension

de degré fini totalement ramifiée, alors il existe un polynome d’FEisenstein f (X)
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sur K dont une racine engendre L sur K. Réciproquement, toute extension
de K engendrée par une racine d’un polyndéme d’Fisenstein est totalement

ramifiée.

Corollaire 2.22 ][] existe une unique extension totalement ramifiée de degré

donné.

Corollaire 2.23 Si M est la composée de toutes les extensions totalement

ramifiées de L sur K, alors M est une extension totalement ramifiée sur L.

Les extension non ramifiées sont caractérisées par

Théoréme 2.24 Soit L/K une extension de corps de nombres p-adiques de
degré fini. Soient O et O les anneaux d’entiers respectivement de L et K,

de corps résiduel respectifs ky, et ki .

1. Si L/K est non ramifiée, alors il existe un élément o € Op tel que
L=K (a) et kp = kg (a).
De plus si g (X) est le polynome minimal de o« sur K, alors g (X)), obtenu
par réduction de g (X) modulo p de ses coefficient, est irréductible et

séparable sur kg

2. 8i g (X)est un polynome unitaire dans O [X] avec g (X) irréductible et
séparable sur kg et si o est une racine de g(X), alors L = K (a) est

une extension non ramifice de K et ki, = kg (@) .

Corollaire 2.25 Si L/F est une extension non ramifiée et K/Q, est de degré

fini, alors Uextension LK/FK est non ramifiée.

Corollaire 2.26 SI L/K et F/K sont des extensions non ramifiées, il en est
de méme de LF/K.

Corollaire 2.27 Il existe une unique extension non ramifiée de degré donné.
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Les extensions modérément ramifiées sont caractérisées par :

Proposition 2.28 Une extension L/K de corps de nombres p-adiques de de-
gré n est modérément ramifiée si, et seulement si, le discriminant dpjx de L/ K

n’est pas divisible par p".

Lemme 2.29 Si L/K est modérément ramifiée et M/K de degré fini, alors
LM/M est modérément ramifiée.

Lemme 2.30 Soient L et M deux extensions d’un corps p-adique K telles

que M /K soit modérément ramifiée.
Sie(M/K) divise e (L/K), alors LM/L est non ramifiée.

Proposition 2.31 Une extension L/K de degré n, n € N*, est totalement et
modérément ramifiée si, et seulement si L = K (6) ou 0 est une racine d’un
binome X™ —b, o b € K tel que v, (b) = 1.

Les extension sauvagement ramifiées sont caractérisées par :

Proposition 2.32 Une extension L/K de degré fini n de corps de nombres

p-adiques est sauvagement ramifiée si, et seulement si, dp/x est divisible par

'

p.

2.6 Groupe de Galois

Soit L /K une extension normale de corps p-adiques, de groupe de Galois G.

Soit e I'idéal premier non nul de I’anneau Op, des entiers de L sur K.

Définition 2.33 On appelle groupe d’inertie de p dans L, le sous groupe G
du groupe de Galois G donné par

Go={0€ G, o(x)=xmod p x € Opright}.
44



2.6. GROUPE DE GALOIS

Pour tout 1 > 1, le groupe G; du groupe d’inertie donné par
G; = {0 € Gy, o(x) =xmodp™", x € O}

est appelé i-eme groupe de ramification.

Par la théorie de Galois, & chaque sous groupe G;, ¢ > 0, correpond un sous-
corps L; laissé fixé par G; qui est le groupe de Galois de ’extension galoisienne
L/L;.

Théoréme 2.34 Sous les hypothéses ci dessous on a

1. L’extension mazimale non ramifiée Lo/ K contenue dans L correspond a
Go.
Gy est normal dans G et est d’ordre e (L/K) et le groupe quotient est
cyclique d’ordre [ (L/K) = [ky : kg].

2. L’extension mazximale modérément ramifiée L, /K contenue dans L cor-
respond au premier groupe de ramification Gy.

Le groupe G est normal dans Gy ; ¢’est un p-groupe et le groupe quotient

G—O est cyclique d’ordre non divisible par p.
1

Corollaire 2.35 Si L/K est non ramifiée, alors son groupe de Galois est
cyclique d’ordre f (L/K).

Le critére de Van der Waerden-Dedekind exprime le lien entre la rmification
d’un nombre premier p dans un corps de nombres K et les cycles composant

des sous groupes du groupe de Galois de la cléture normale de K sur Q.

Théoréme 2.36 (Critére de van der Waerden-Dedekind)
Soit K un corps de nombres algébrique et L la cloture normale de K sur Q de
groupe de Galois G.

Soit © un idéal premier de L au dessus d’un nombre premier p.
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On considére Dy, et I, les deux sous groupes de G que sont respectivement le
groupe de décomposition et le groupe dinertie de o dans L.

On suppose que la décomposition de pOk est de la forme

Ok Z

O =p{t.. . p% N i:fi, i = L=
POk = pi ... pg7s avee Nijg (pi) = p"s f. [pi pz}
On considére Uaction de G sur K = Homg (K, L) par composition & gauche,
alors K se décopose en g D,-orbites de longueurs respectives e; f; et chacune

d’elles se décompose en f; L,-orbites de longueur e;.

Proposition 2.37 Soient K K' deux corps et 0 € Homg (K, K'). On consi-
dére p et p' deux idéauxr premiers de K et K' respectivement, | |, et | |y les
valeurs absolues définies sur K et K' respectivement. Alors o préserve les va-

leurs absoulues si, et seulement si, o_1 (p') =p

En particulier, si K = K’ = L est une extension galoisienne on a

Corollaire 2.38 Soit L un corps de nombres galoisien, pour tout idéal premier
© de L le sous-groupe de Gal(L/Q) qui préserve la valeur absolue | |, n’est

autre que D,,, le groupe de décoposition D,,.

Proposition 2.39 Soit L/K wune extension galoisienne, | |, une valeur ab-
solue définie sur L. Alors L/K est une extension galoisienne et Gal (f)/f()
s’identifie canoniquement au sous-groupe de Gal(L/K) qui préserve la valeur

absolue | L.

Exemple 19 Soit F(X) = X° + 20X + 16, il est irréductible sur Q puisque
g(X)=F(X —1)=X5-5X1410X3 - 10X% + 25X — 5 est d’Eisentein en
p=5.

Soit L le corps de décomposition de F sur Q, alors le groupe de Galois G de
L/K est un sous-groupe de Ss.

D’autre part, le disciminant de F est égal a 2'¢ x 5% c’est un carré, alors
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G C As.

Comme G opere transitivement sur les racines de F, et les sous groupes tran-
sitifs de As sont : Cs qui est cyclique d’ordre 5, le sous-groupe Dihédral Dy
d’ordre 10 est As.

Soit 0 une racine de F dans L, la décomposition de 2 dans K = Q(0) est
2 = ptq. Alors, par le critere de Van der Waerden-Dedekind, legroupe d’inertie
contient un cycle d’ordre 4, ce qui montre que l’ordre de G est divisible par 4.

Par conséquent, G ~ As.

2.7 La différente

Soit F' un corps de nombres p-adique et F une extension galoisiennne de F' de
degré n = Gal (E/F).

Soit o l'idéal maximal de l'anneau Op des entiers de E sur F, et on note
D (E/F) la différente de I'extension E/F.

Théoréme 2.40 La différente © (E/F) est donnée par

el+zt: (card G; — 1)
D(EF)=p =

ot Gy est le dernier groupe de ramification, e = e (E/F') est l'indice de rami-
fication de l’extension E/F .

Remarque 5 notons quelques conséquences du théoréeme précédent :

e Sipte, alors E/F est modérément ramifiée et Gy est d’ordre 1 et il en
sera de mémes de tous les i-émes groupes de ramification G;, i > 2. Par

conséquent, on aura

D(E/F) = .
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e Sip|e, alors l'extension E/F est sauvagement ramifiée, Ainsi® (E/F)
est divisible par ¢° et donc on a ® (E/F) = ¢ avec d > e

Comme application du dernier résultat, examinons la situation d’une extension
normale L/Q, de degré fini.

Soit e = e (L/Q,) et f = f(L/Q,) 'indice de ramification et le degré résiduel
de l'extension normale L/Q,, alors n = [L : Q,] = ef.

Soit  I'idéal maximal de Oy, alors

d=e—1, sipfe

f

D (L/Qy) = ", on { et Ny, (9) = p’.

d>e, siple

Le discriminant dj g, de I'extension L/Q, est donné par la relation
dz/q, = Nijg, (D (L/Qy)) = p™

Proposition 2.41 Si L/K est une extension de degré fini de corps de nombres
p-adiques sauvagement ramifice, alors la différente Dy i de Uextension L/K

est divisible par q°, ot e = e (L/K) et q étant l'idéal mazimal de Of,.

2.8 Passage du global au local

Dans cette section nous allons décliner un dictionnaire qui interpréte des si-
tuations locales pour les interpréter au niveau global.

On considére un corps de nombre L galoisien sur Q de groupe de Galois G, et
K/Q une extension de degré n contenue dans L.

Soit p € Z, p un nombre premier, et © un idéal premier de L au dessus de p.
On considére la factorisation de p dans K

pOx = pi.. .p;g, avec N/, (i) = pfi
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On pose K; = K;,, 1 <1 < g, et on note K; I'ensemble formé par les n;
Q,-morphismes K; — L, ot n; = ¢, f;.

Chaque K; est isomorphe canoniquement a 'orbite de K sous l'action de D,,
associé a p;. On note par Kf“l le composé des o (K;), 0 € K;, c’est une exten-
sion galoisienne de Q,,.

Connaissant les groupes d’inertie des extensions locales Kig“l /Qp 1 < i<y,

on en déduit des précisions sur Z,,

Nous sommes en mesure de déduire quelques résultats de 'aritmétique des

corps au niveau local et global.

Commencons par 'isomorphisme suivant

g9
K2Q, ~ [] K
i=1
Q
Du point de vue des dimension, on aura

n = dimQ K= dim@p (K 03400) Qp)
g g
= dimg, H K; = Z dimg, K;
=1 =1

g g
-Y =Y.
i=1

=1

Du point de vue des anneaux des entiers on a
g
Ok ®Zy ~ || Ok,
i=1
ainsi les discriminants de K et des K; sont liés par la relation

g
discK = H discK;

i=1
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par suite
g

v, (discK) = Z v, (discK;)

i=1

ce qui assure le passage du local au global.

Exemple 20 Etude d’une situation locale.

FExaminons un exemple d’une extension locale dont le discriminat de valuation
p-adique petite.

Soit & un corps de nombres p-adique, p premier, dont les notations sont re-

groupées dans la ligne suivante

I = Gal (Egal/Qp> T=1 (Egal/@p) E = Homg, <E Egal)
Soit D gjq,la différente de Uestension E/Q,, q lidéal mazimal de O, on pose
D/, = q%, m = v, (discE)

alors on a

d=c—1, si
m = fd, avec { el sipfe .

d>e siple

Nous allons décliner les extensions E/Q, telles que 1 < m < 3, et déterminer
dans chaque cas l'tmage du groupe d’inertie de q dans S,.
le tableau suivant donne les valeurs de f, n et e dans chacun des cas examinés

ci-dessus.
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2.8. PASSAGE DU GLOBAL AU LOCAL

d=1 d=2 d=3
f=1
e=2
m=1 n =2 impossible mmpossible
p#2
I == SQ
f=3 f=1
m =2 n=4 n = impossible
p#2 p#3 p=2
I =< double transitivité > T =A; =255
f=3 f=
e =2 e—=4 = =3
m =3 n==~6 1mpossible n=4 = 3
p#2 p#2 | p=2| p=3
T =< triple transposition > I=Cy | T=5|11T=235;

Conclusions :
Le valeurs de e, f, n et p du tableau sont obtenues en utilisant directement les

relations suitvantes

e=d+1, sipfe
m= fd,n=cef et a

e <d, siple

Pour cerner le groupe d’inertie Z, nous utilisons le critére de Van der Waerden-

Dedekind ainst que les résultats suivants :

e Le groupe I' est constitué de permutations paires de Perm (E) si, et
seulement si, discE € (Q,)°.

e Soit O I'anncau des entiers de 58 et g 'idéal maximal de O. Alors

I={c€eTl,o(x) =2 mod g, Vx € O}
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est le groupe d’inertie de q dans E%L ot on a
L ={c€el, o(x)=x mod g’ z €0}

est le ler groupe de ramification, et on a I ~ I} x I/I;, ou I; est un
groupe cyclique d’ordre premier avec p.
Ainsi, 'extension peal /Q, est modérément ramifiée si et seulement si

# I, = 1, et par suite [ est cyclique.

Toutefois, il est utile d’expliquer les résultats du tableau ci-dessus.

02

La premiére ligne s’obtient trés aisément.

Dans les cases (2.1) et (2.2) colonnel, le critére de Van der Waerden-
Dedekind permet d’obtenir respectivement les injection I < Sy X S5 et
I — S3. Mais dans les deux cas, 'extension peal /Q, est modérément

ramifiée, ce qui implique que I est cyclique.

Dans la case (3.1) on a 'injection I < Sy x Sy x S3, d’aprés le critére
de Van der Waerden-Dedekind. Comme I'extension E82l/ Q, est modé-

rément ramifiée, alors [ est cyclique.

Dans la case (3.3) colonne 1, le critére de Van der Waerden-Dedekind
implique I'injection I < Sy( I est un sous-groupe transitif de Sy, de plus
peal /Q, est modérément ramifiée. Comme les sous-groupes transitifs de
Sy sont : Sy, Ay, Dy, Cy et (Z/QZ)2 , alors I = C4.

Dans la case (3.3), le groupe [ est un sous groupe transitif de Ss, donc
I = S3 ou bien I = Az. Comme discE & (@p)g, car m est impair, alors
[ - Sg.



2.9. POLYGONE DE NEWTON ET RAMIFICATION

2.9 Polygone de Newton et ramification

On se donne un polynéme f(X) € Q,[X]; de degré n, et ¢(X) un polynéme
unitaire de degré m
m & coefficients entiers p-adiques. Le développement de f suivant les puis-

saces de ¢(X), donné par la division euclidienne, est

FX) = pQs(X)d(X)" (2.1)
j=0

ou les polynémes Q;(X) € Z[X] sont de degrés deg Q;(X) < m pour tout
J, et t le plus grand entier vérifiant ¢ < ™. Dans I'égalité (2.1), les coefficients
de Q;(X) ne divisent pas tous les nombres premiers p , sauf si ¢); = 0 et dans
ce cas le terme correspondant est omis de la somme.
Si f(X) est unitaire, on a oy = 0.
Le développement donné dans (2.1) est appelé décomposition canonique de
7(X).

Le (p, ¢) polygone de f(X) est défini par :

Définition 2.42 Le (p, ¢)—polygone de f(X) est la frontiére de ’enveloppe
conveze supérieur de l’ensemble des points (j, o), sans la partie verticale. La
partie du (p, ¢)—polygone diminuée de la partie horizontale (s’il y a lieu) est

appelée partie principale du (p, ¢)—polygone.

Soient Sy, ..., Sy les cotés de la partie principale du (p, ¢)—polygone de
f(X) de pentes croissantes.
On définit :

lp := longueur du coté horizontal

l; := longueur de la projection de S; sur 'axe des x.
h; := longueur de la projection de S; sur 'axe des y.

On pose
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l; k;
€; = ngd(ll, hl), )\z = —Zet kz ==

€ €
Par rapport au coté S;, considérons la somme des termes p®Q;(X)p(X)" 7
dans la décomposition canonique de f(X) correspondant aux points (j, o) €

S;. Cette somme fait apparaitre un facteur commun

¢(X)t—l()—...—liph1+...-‘,—hi,l

de 'expression

Ri,o(XW(X)li + Ri,lpkiﬁb(X)li_/\i
+Rio(X)p*ip( X)X 4 4 Ry (X)ph

ou les polynomes R;;(X) sont de degré < m. En particulier, R;o(X) est
premier avec ¢(X), dans F,[X], il existe alors un polynome A;(X) € Z[X] tel

que

Rio(X)A;(X) = Imod(p, (X))

On définit alors le polynéme S; ;(X) donné par

Définition 2.43 On appelle polynome associé a f(X) et relatif au coté S;, le
polynome F;(X,Y) donné par

F(X,)Y)=Y9+ S (X)Y“ '+ ... +S.(X).

Par construction, le polynéme F;(X,Y") dépend du choix de A;(X), ce qui n’est
pas le cas de sa classe modulo 'idéal (p, ¢(X)).

La relation entre (p, ¢)-polygone et ramification est donnée par
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Théoréme 2.44 (4, Theoreme 1.5) Soit f(X) € Z[X] un polynome uni-
taire irréductible tel que f(X) mod p n'est pas irréductible, et soit @ une racine

de f(X) dans une cloture algébrique de Q fixée. On considére la factorisation
modulo p de f(X)

f(X) = 1 (X)™...05(X)™ (mod p)

ot ¢, (X) € Z|X] de degré degp(X) = m,,. Alors,
p=0ap...04

ot les a, sont des idéaur de K = Q(0) tels que Nk (a;) = p™™

( Nk désigne la norme absolue du corps K).

A chague idéal a = a, correspond un facteur irréductible ¢(X) = ¢, (X).
On détermine ainsi le (Q,, @) polygone de f(X). Pour chaque cété S; de la
partie principale de ce polygone, on considére la factorisation modulo (p, ¢) du

polynome associé F;(X,Y)
FX,Y) = B0V LB (XY ) mod(p, 6(X)

Alors

123

a=]] ' [l

=1 j5=1

)

ot N\; = l;/€; est le paramétre défini au dessus et les cy sont des idéauzx de K

premiers entre eux. De plus
i m.m DV i i
NK(C§)>:p i % mg):degyF}()(X’Y)

(@)

En outre, si a;” =1, alors l"idéal cg.i) est premier.

Exemple 21 Soit f (X) = X?—2 € Z[X], alors est d’Eisenstein en p =2 ce
qui montre qu’il est irréductible sur Q
Soit 0 une racine de f(X) dans Q, la cléture algébrique de Q et K = Q (),
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alors K est une extension de degré 3 sur Q, on note Ogson anneau d’entiers.
Déterminons la factorisation de l’idéal 5Ok dans Ok, pour cela nous aurons

besoin en premier lieu de la factorisation de f (X) modulo 5 :

— Z

F(X)=(X+2) (X*+3X +4) eﬂ—Z[X]
On pose

e1(X)=X+2, et po(X)=X>+3X +4.

Ainsi, la factorisation de f(X) modulo 5 donne :
5(9]( = 109

ot les a; et ay sont des idéauz de Ok premiers entre eux tels que Nk /g (a1) =5
et Nig (az) = 25.

La division de f(X) suivant les puissaces croissantes de @1 (X) puis par
2 (X) donne

F(X)=—=10412¢; (X) — 6 (X)* + o1 (X)?

et
JX)=5(X+2)+ (X =3) g2 (X)

Par la théorie de Ore, la partie principale du (5, ¢1)-polygone de f(X) est
formée d’un seul coté reliant les points (2,0) et (3,1), il lui est associé le poly-
nome G (Y) = 12Y — 2 qui est séparable modulo 5. Alors ay = py est un idéal
premier non nul de O de norme absolue égale a Nk g (p1) == 5.

La partie principale du (5, ps2)-polygone de f (X)) est formée d’un seul coté re-
liant les points (0,0) et (1,1), il lui est associé le polynome Gy (Y) =Y + 1
qui est séparable modulo 5. Alors ay = po est un idéal premier non nul de Ok

de norme absolue égale a Ni g (p2) = 25.
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2.9. POLYGONE DE NEWTON ET RAMIFICATION

@ @
Par conséquent, 5Ok = p1po avec [p—K : IF5] =1et {p—K : F5:| =2, 0upy et Py
1 2

sont des idéaux distincts puisqu’il sont de normes différentes.
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Chapitre 3

Décomposition d’un nombre
premier dans une extension

cubique

Soit f(X) = X3 —aX + b € Z[X] un polynéome irréductible, § une racine de
f(X) dans Q.

On considére K = Q(0), le corps de nombre engendré par une racine 6 de
f(X). Nous allons examiner dans ce qui suit la factorisation d’un nombre
premier p dans I’anneau des entiers O du corps K.

On suppose que les entiers a et b vérifient simultanément
vy (a) > 2 et v, (b) >3
alors le polynome g; (X) donné par

1 )
gl(X):Ef(pX):Xd—alX%—bl
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CHAPITRE 3. DECOMPOSITION D’UN NOMBRE PREMIER DANS UNE
EXTENSION CUBIQUE

a b
ol a; = — et by = — est irréductible dont une racine engendre K sur Q.

Sivy(a1) > 2 et v, (be) > 3, on réitére la méme construction et on obtient un

polynome irréductible g, (X)
1 3
g2 (X) = Eg(pX) = X" —as X + by
Par la technique de la descente on aboutit & un trinéme de la forme
1 3
g (X) = Egkfl (pX) = X* — . X + by

tels que v,(ax) < 2 ou bien v,(b;) < 3 Désormais, pour la suite on considére
le polynéme
f(X)=X*—aX +beZ[X]

vérifiant I'une aiu moins des conditions suivantes
vp(a) <2 ou w,(b) <3

Le discriminant A de ce trindme est égal & A = 4a® — 27b°.

Pour tout nombr premier p, On note par s, la valuation p-adique de ce

A

discriminant et A, = —
por

3.1 Problématique

On considére un polynéme irréductible dans Z [X], f (X) = X —aX + b dont

les coefficients a et b vérifient I'une au moins des condition

v, (@) <2 ou bien v, (b) < 3.
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Soit K = Q(0), ou 0 est une racine de f(X) dans une cloture algébrique de

Q.
Le discriminant A de f (X) est donné par

A = 4da® — 271
il est lié au discriminant absolu dx du corps K par la relation
A =i () dg

Nous allons dans ce qui suivra déterminer la décomposition de I'idéal pOg
dans I'anneau O des entiers du corps de nombres K.
Nous aurons besoin pour la suites de certains lemmes utiles pour la preuve des

résultats donnant cette décomposition.

Lemme 1 (Dedekind)
Soit g (X) un polynéome irréductible, w une racine de g (X) et soit L = Q (w).
Soit p un nombre premier et on considére la factorisation de g (X) modulo p

sutvante
9(X) =1 (X)" ... (X)7 mod p

ou les p; sont irréductibles.
Sipti(w), alors on a
POk =pi' ... 0y
ot les p; = (p, i (w)), 1 < i <r, sont des idéauz premiers de Ok au dessus

de p, de degrés résiduel respectifs f (p;/p) = deg (v;).

Lemme 2 (Dedekind)
Soit g (X) € Z[X] un polynéme irréductible, w une racine de g (X) et L =
Q(w).
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Pour tout nombre premier p, on suppose que
9(X) =1 (X)™ ..o (X)7 4 pM (X)

ou M (X) € Z[X]. Alors , Pour tout i tel que e; > 1, p1i(w)si, et seulement
si, @i (X) 1 M (X) mod p.

Lemme 3 3(Bauer)
On considere les hypotheses du Lemme 1. A chaque idéal p de L au dessus
vp (W)

e(p/p)

de g (X) relatif a p. Inverssement, si X est la pente d’un coté du polygone de

de p, le quotient est la pente de ['un des cotés du polygone de Newton

Newton de g (X) relatif a p, alors il existe un idéal premier p de L au dessus

deptelque/\:M

e(p/p)

Lemme 4 4 Soit f(X) = X3 —aX + b € Z[X] un polynéme irréductible, 6
une racine de f(X) dans QU

On considéere K = Q(0), le corps de nombre engendré par une racine 0 de
f(X) et A le discriminant de f(X).

o 5i pOr = pq? dans K et p # 2, alors v, (dx) = 1.
o 5ipOr = p3 dans K et p # 3, alors v, (dg) = 2.
o 5i 20k = pq® dans K, alors vy (dg) = 2 ou 3.

o 5i30k = p* dans K, alors vs (dg) = 3, 4 ou 5.

Lemme 5 5 On considere les mémes hypothéses du Lemme 4.

o SipOk =p ou pOk = pqa dans K, alors A € Q2.
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o Si pOx = pq ou pOx = pq? dans K, alors A ¢ QIQ).

La factorisation de p dans Ok est donnée par

Théoréme 3.1 On suppose les hypothéses du lemme 4 précédent sont données.

Alors la décomposition d’un nombre premier 2 dans K est donnée comme suit :

alors )

S a pair 1 < wy(b) <wy(a) si, et seulement si, 20 = p>
e Si
b pair 1 =wy(a) <wvy(b) si, et seulement si,20x = pq

o Si { GPET lors 20k =pq

b impair
(@ impair Ay =3mod 4 si, et seulement 51,20 = pq>
o S bpair alors Ay =5mod 8 si, et seulement 1,20 = pq
| s2 pair As = 1mod 8 si, et seulement 51,20 = bpq
a impair
o Si bpair  alors 20k = pg?
So 1mpair

\

L) a.zmpa.zr alors 20k = p
b impanr

Théoréme 3.2 On suppose les hypothéses du lemme 4 précédent sont véri-

fiées. La décomposition du nombre premier 3 dans K est donnée comme suit

] 3a 1 <wz(b) <ws(a) si, et seulement si, 30y = p>
L) alors
3|0 1=w3(a) <wv3(b) si, et seulement si,30 = pg?

a=1 mod3 implique 30k = p
31a

310 alors a=—1 mod3 etb=1 mod 3 impliquent 30 = p*

a=—1 mod3 et b= —1 mod 3 impliquent 30k = pq

o 51
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a=1 mod 3 implique 3Ok = bpq

] 31a
o Si alors
3|0 a=—1 mod 3 implique 30k = pq

a=3 mod9
b>=a+1 mod 27 impliquent 30k = pq
S3 tmpair
a=3 mod9
impliquent 30 = p>
{b2;7éa+1 mod 27 b K="
a=3 mod9
b? = 1 d 27
ot 'mo impliquent 30k = pq
S3 pair
A3 =—1 mod 3
=3 mod9
b? = 1 d 27
@+ mo impliquent 30k = p
S3 — 6
A3 =1 mod3
a=3 mod9
b? = 1 d 27
o m? impliquent 30k = bpq
6 < s3 pair
A3 =1 mod3

3 mod 9
{ p — a# 3 mo impliquent 30k = pq

3|a
[ ]
3)(b

a+1 mod?9

3 d 9
{ » ;i N ;nomod 9 impliquent 30 = p3

Théoréme 3.3 On suppose que les hypothéses du Lemme 4 précédent sont
vérifiées. La décomposition d’un nombre premier p > 3 est donnée comme
sut :

| pla 1 <w,(b) <v,(a) si, et seulement si, pPOx =P
o S0 alors . ’

plb =, (a) < v, (b) si, et seulement si,pOf = pq
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p=—1 mod 3 implique pOg = pq

p=1 mod 3
pla (é) _ imlpiquent pO = pgR
° alors p
ptb ’
p=1 mod3
(9) 41 imlpiquent pO = p
P/
a o
<— =1 wmplique pOg = bpq
p

) = —1 implique pOg = pq

sp tmpair implique pOg = pq*
Sp pair

A
(_P> -1 impliquent pOx = bpq
p

f(X) admet des racines dans F,
Sp pair

(ﬁ) -1 impliquent pOx = p
p

f(X) est irréductible dans F, [ X]
Sp pair
(Ap) _ impliquent pOx = pq
p

e Siptab, alors

Preuve : Nous démontrons les théorémes ci-dessus en examinant chacun des

cas cités dans ces théorémes

p|aetp]|b, daprés le théoréme on a 3v, (a) # 2v, (b) ce qui montre que les

seules possibilités sont
2 <20, (b) < 3v,(a) et 3 <3uv,(a) < 2uv,(b).

Pour la premiére possibilité on a 1 < v, (b) < v, (a), le polygone de Newton
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1
de f (X)relatif & p est formé d’un seul c6té de pente 3 ou 3 Alors, d’aprés le

Lemme 3, p se factorise dans Ok comme suit :
pOg = p°

ou p est un idéal premier de O.

Pour la seconde possibilité, on a v, (a) =1 et v, (a) < v, (b), et le polygone de
1 b)—1

Newton de f (X)) est formé de 2 cotés de pentes respectivement 5 et %.

Alors, et d’aprés le Lemme 3, p se factorise dans O comme suit :
a2
POk =pq”.

ou p et q sont des idéaux premiers distincts de O

plaetp|b Danscecas f(X)= X (X?—a) mod p et par suite dans O on
a la faactorisation

POk = aiay
ol a; et as sont des idéaux de Ok, non nuls et premiers entre eux, ainsi il y a

au moins deux idéaux premiers de K au dessus de p.

e Sip# 2 alors s, =0 et par suite p{i(f) et le lemme 1 entraine

bpqg  si (-) —1
pOx = o
pq  si si <5> =—1
e Sip=2alors sy > 1.
Si sy est impair et 2 | D alors 2 se ramifie dans K : 20k = pg®.
Si s9 est pair, d’aprés le Lemme 5 on a 20k = bpq si , et seulemnt si,

A € Q3 ce qui équivaut & Ay =1 mod 8.

e SiAy # 1 mod 8, alors f (X) = ¢ (X)h(X)dans Zs [X], avecdeg g (X) =
1 et degh(X) =2, h(X) et g(X) sont irréductibles dans Z, [X]. Par
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Sip|

suite on a 20k = pq si, et seulement si, 'extension quadratique de Q,
engendrée par les racines de h (X) est non ramifiée.

Comme Q9 (\/5) est I'unique extension non ramifiée de Q5 alors 20, =
pq si, et seulement si, I'extension quadratique de Qg définie par les racines
de h (X) et Q; (V/5), et ceci est valable si et seulement si Ay =5 mod 8

a et ptb, alors f(X)= X3+ b mod p.

Supposons que p # 3, alors s, = 0.
Soit g un générateur du groupe cyclique (IF;‘,, -), alors b est un résidu

cubique modulo p, ce qui entraine
f(X)=(X-a) (X’ —aX +a*) modp

avec a° = b; comme

(2)-1-(3)-

alors le polynome X? — @X + o? est irréductible dans F,. Ainsi, par le

Lemme 1, on a

POk = pq, avec f(p/p) =1 et f(a/p) =2.

b —
Sip =1 mod3 et (—) =1, alors f(X) admet 3 racines distinctes
bJs

dans F7, puisque f(X) est séparable ce qui entraine, d’aprés le Lemme

1, entraine

pOx = bpq.

Sip=1 mod 3 et (é) # 1, alors f (X) est irréductible sur F, [X], et
DJ3

d’aprés le Lemme 1 on aura

pOk =p avec Ng/q (p) = p3.
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68

e Supposons que p = 3, dans ce cas f(X) = (X +b)° mod 3. On pose
¢, = 6 + b racine du polynome f; (X) = f (X —b), alors

fi(X)=X>—-3bX*+ (30 —a) X — (b° — ab—b)
Comme b* = 1 mod 3, alors 3b> =3 mod 9 .

—Sia # 3 mod9, alors 30> — a #Z Omod 9 ce qui entraine que
v3 (30> —a) =1 et donc v3 (b> — ab — b) = v3 (30 — a — 1), puisque
pib.

— Sib® = a+ 1mod 9, alors vz (b*> —a —1) > 2. Ainsi, le (3, X)-

polygone de f; (X) est formé de 2 cotés dont I'un est de pente égale

vy (b —a—1)
1

1

a 5 et l'autre de pente égale a

Lemme 3 entraine 30k = pg>.

, ce qui d’apres le

— Sia # 3mod 9et b? # a+1mod 9, alors vs (30 — a) = vz (—b* + ab+b) =
1. Ainsi le (3, X)-polygone de f; (X) est formé d'un coté de pente

3 d’aprés le Lemme on aura 30k = p3.
e Supposons que a = 3mod 9.

— Si b? # a+ 1mod 27, alors le (3, X)-polygone de f; (X) est formé
d’un coté de pente 30ug selon que 9 divise ou non b* — (a + 1).

Ainsi, d’aprés le Lemme 3, 30k = p3.

— Sib* = a+1mod 27 on pose Oy = % de polynéme minimal f5 (X) =
S (3X)

33

sz—aX_b3—ab—b

_ 3 2
f(X) = X0 = bX* 4 T =

Puisque 3 1 b, alors f5 (X) # (X + ¢)® mod 3, ¢ € Z, ce qui implique



3.1. PROBLEMATIQUE

que 30k # p? et d’apreés le théoréme de Ore

30k =p si, et seulement si f (X) mod 3 est irréductible.

— Si 30k = pg?, alors s3 est impair d’aprés le Lemmme 4 .
Inversement, si s3 est impair, alors la valuation 3-adique vs (dx) du
discriminat dx est impaire, ce qui implique que 3 se ramifie dans
K et donc 30k = pg*.

— Si 30k = pq, alors s3 est pair et Az € Q2 ce qui veut dire que

(3>

A
Inversement, si s3 est pair et <?3) = —1, alors 30k = pq d’apres

le Lemme 5. Notons que (%) = —1 signifie que A = —1mod 3.
: : Az

— Si s3 est pair et 5 )= 1, donc A = 1mod 3, alors A € Q3.
Comme le fait que 30k = pq signifie, d’apres le théoréme de Ore,
que fp (X) admet une seule racine modulo 3, par suite A & Q3 ,
ce qui contredit I'hypothése. Ainsi f; (X) ne peut avoir une seule
racine modulo 3.
De plus, fo (X) ne peut admettre trois racines simple modulo 3 et
ne peut admettre une racine triple puisque 3 1 b.
Ceci implique alors soit que f> (X)) admet une racine simple et une
racine double modulo 3, soit que f; (X) est irréductible dans F3 [ X].

Par suite on aura
30k = p si, et seulement si, f (X) est irréductible
ou bien

30k = bpq si, et seulement si, fo (X) n’est pas irréductible .
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On désigne par D, le discriminant de fy (X)), alors Dy = 2A72’ par
suite vz (Dy) = s3 — v3 (27%) = s3 — 6.

Supposons que s3 = 6, alors 31 (). Dans ce cas, si fo (X) n’était
pas irréductible dans FF3[X] alors d’aprés le Lemme 1 on aura
30k = pq® et par suite A ¢ QZ, ce qui absurde. Ainsi si s3 = 6,
alors fy (X)) est irréductible .

Inversement, si fo (X) est irréductible dans F3 [X], alors 30k = p
, alors 3 est non ramifié¢ dans K et donc 31 D, d’apreés le Lemme 1
on avs(Dy) =0 et s3 =6.

Par conséquent, les proposition suivantes sont équivalentes

1. s3 = 6, 3 1 Dy si, et seulement si, fo(X) est irréductible et
30k =p

2. 30k = bpq si, et seulement si, s3 > 6.

e Sip=2oup =3, alors s, = 0. Ainsi, par le Lemme 1, la décomposition
de p dans K est le reflet de la décomposition de f (X) dans F, [X].

e Sip >3, alors f(X) = (X +¢)® mod p, par suite, le Théoréme de Ore
entraine pOg # p3.

D’autre part, et d’aprés le Lemme 4, nous avons :

pOx = pg® si et seulement si, sp est iImpair

et d’apres le Lemme 5 on a

. : _ A,
pOk = pq si et seulement si, s,est pairet | — | = —1.
p
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Ainsi, on a
. : . A,
pOk = p ou pOk = bpq si et seulement si, s,est pairet (| — | = 1.
p

Plus précisément,

Si s, pair et (%) =1let f(X) mod p est irréductible dans F, [ X], alors
pOk =p

Si s, pair et (%) = let f(X) mod p n’est pas irréductible dans F, [ X],

alors pOg = bpg.

Exemple 22 (1)Soit f(X) = X3 —2X +2 € Z[X], il est d’Eisenstein en 2,
alors il est irréductible sur Q.
Soit § une racine de f (X) dans Q,on note K = Q () d’anneau d’entier Ok.

D’apres le Théoreme 1, on a

QOK :]JS, 50[( =, 70}( =9, 11(9[{ = pq

Soit g (X) = X® +9X + 27 € Z[X], il engendre sur Q la méme exten-
sion que le, polynome f(X) = %g (3X) = X*+ X + 1 qui est irréduc-
tible sur Q. Soit K = Q(0) le corps obtenu par adjonction o Q d’une
racine 0 de g dans Q et O Uanneau des entiers de K.

Par le Théoréeme 1 on aura

QOK:]J, 30[(:]32 et 5(9[(:]3

A la lumiére des résultats du théoréme ci-dessus, examinons quelques exemples

de décompositions de nombres premiers p > 3. dans les cas ou p 1 ab, s, pair

et <ﬁ> =1.
p
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Casp=>5

A
Soient a,b € Z tels que 5 t ab, s; pair et (?5) =1, ce qui veut dire que
As e {1, 4}.

e Supposons que A = 0mod 5, cela veut dire que a® = 3b> mod 5, alors

@b eE={(21). (27, (32, (33)).

Le polynome X? —a@X + b, ou (6, l_)) € F, admet une racine simple et

une racine double dans F5; alors d’aprés le Théoréeme 1 on a

Ainsi, I'identité a® = 3b> mod 5 entraine 5Ok = bpq..

e Supposoons que A # 0mod 5, alors A € {1, 4} ce qui signifie que

(@,b) e F={(1,2), (1.3), (2,2), (2,3) (3.1), (3,4), (4,1), (4.4)}.

Le polynéme X? —aX + b, ou (6, 5) € I, est irréductible sur F5; alors

d’aprés le Théoréeme 1 on a
50[{ =p.
Ainsi, 4a® — % € {T, Z}implique 50k =p.

En conclusion, ona les équivalences suivantes
- 50k = bpq si, et seulement si, a® = 30> mod 5
- 5Ok = p si, et seulement si, 4> — 2% ¢ {1, 4}

Casp=17

Soient a,b € Z tels que 7 t ab, s5 pair et (%) =1, ce qui veut dire que
A, e {121}
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e Supposons que A = 0mod 7, cela veut dire que a® = 5b*> mod 7, alors

Le polynome X3 —aX + b, ou (6, l_)) € FE, admet une racine simple et

une racine double dans [F; ; alors d’aprés le Théoréme 1 on a
Ainsi, I'identité a® = 56> mod 5 entraine 70k = bpq.

e Supposoons que A # Omod 7, alors A € {T, 2, Z} ce qui signifie que
(E,I_)) € F1 U F;, ou

et

Le polynome X® —aX + b, ou (a,b) € F, est irréductible sur F7; alors

d’aprés le Théoréme 1 on a
70[( =p.
Ainsi, 4a® — = {T, 2, Z}implique 70 =p.

En conclusion, ona les équivalences suivantes
- 7Ok = bpq si, et seulement si, a® = 50> mod 7
- 7Ok = p si, et seulement si, 4a° — 60 € {T, 2, Z}

Cas p=11.

A
Soient a,b € Z tels que 11 t ab, s5 pair et <1—il) =1, ce qui veut dire que
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e Supposons que A = 0mod 11, cela veut dire que a® = 4b*> mod 11, alors

Le polynéme X3 —aX + b, ou (E, E) € E, admet une racine simple et

une racine double dans Fy; ; alors d’aprés le Théoréme 1 on a

Ainsi, l'identité a® = 40> mod 11 entraine 7O = bpq.

{(z.9) € (F%,)? tels que 2° = 8y? mod 11}

et

Le polynome X?—aX +b, admet trois racine simples dans Fy; si (6, l_)) €

F, et il est irréductible sur Fy; si (6, l_)) € G ; alors d’aprés le Théoréeme

1 ona B
110k = bpq. si (a,b) € F
110k =p. si (a,b) €G
Alinsi,
a® = 8v* mod 11 implique 110 = bpq
et



3.2. CALCUL DE LA VALUATION p-ADIQUE DE dg

En conclusion, ona les équivalences suivantes

- 110k = bpq si, et seulement si, a® = 46 ou 8b? mod 11

3.2 Calcul de la valuation p-adique de dg

Nous utiliserons le Théoréme 1 pour la détermination de la valuation v, (dk)
du discriminant du corps de nombre K.

Rappelons le résultat suivant donnant une relation entre la valuation du
discriminant dg) du corps de nombres K et les indices de ramification et les

degrés résiduels des idéaux premiers de K au dessus d’un nombre premier p

Lemme 3.4 Soit L un corps de nombres de degré n, de discriminant Dy,. Soit

p un nombre premier dont la décomposition dans L est

pOr =pit...p,

alors

Up (DL) > (61‘ — 1) fl

g
=1

K2
L’égalité a lieu si, et seulement si, la ramification est modérée, en d’autres

termes lorsue pte;, 1 <i <g.

Preuve : |12, Proposition 4, Chapitre IV, §1|

Nous supposerons vérifiées les hypothéses du Théoréme 1.
Théoréme 3.5 Sous les hypothéses du Théoréme 1 nous aurons

e Sip>3, alors

— v, (dg)) = 2 si, et seulement si, 1 < v, (b) < wv,(a),
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— v, (dx)) =1 si,

— v, (dk)) =0 s,
e Sip=2, alors

— vy (di)) =3 si,

— v, (dk)) =2 si,

— vy (di)) = 0 si,

e Sip=23, alors

et seulement si, s, est impair,

et seulement si, s, est pair et pfa ou p1b.

et seulement st,

et seulement si,

et seulement s,

So est impair,
1 <wy(b) <wvy(a)
o
89 pair et Ay = 3 mod 4
b impair
ou

a impair s pair et Ay Z 3 mod 4

— v3(dk)) =5 si, et seulement si, 1 < vz (b) < v (a)

— vz (dg)) = 4 si,

— vz (di)) = 3 si,

~ vy (dk)) = 1 53

et seulement si,

et seulement si,

et seulement si,

( v3(a) =v3(b) =2
ou
L a =3 mod 9, 31beth* # 4mod 9
( vy (a) = v (b) = 1
ou
3la,3tb,a3mod9 etb*#£4mod9
ou

[ a=3 mod 9,0* =4mod 9 et b* £ a+ 1mod 27

( 1 =wv3(a) etwvs(a) <ws(b)

ou
3la,a£3mod9 etb*=a+1 mod 9

ou

[ a=3 mod 9, b?> = a+ 1mod 27 et ssimpair
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3ta
— v3 (di)) = 0 si, et seulement s, ou

a=3 mod?9, 31beth> =a+ 1mod 27 et sypair

Preuve : Nous allons démontrer les résultats de chacune des situations pré-

sentées dans le théoréme.

1. Casp > 3.

e Montrons que v, (dx)) = 2 si, et seulement si, 1 < v, (b) < v, (a).

— Supposons que v, (dx) = 2, alors s, est pair avec s, > 2.

Si p 1 ab, le Théoréme 1 implique que p ne se ramifie pas dans
K et par suite v, (dx) = 0, ce qui est absurde. Ainsi p | ab.
Comme s, # 0 et p| ab, alors p | a et p | b.

Si v, (a) = 1 et v,(a) < v,(b), alors pOx = pg? et donc,
d’aprés le Lemme 4, v, (dg) = 1, ce qui est absurde. Ainsi,
1< 0, (a) < vy (b)

— Inversement, supposons que 1 < v, (a) < v, (b), alors p | a et
p | b, et d’apres le théoréme 1 on a pOf = p? ce qui, d’aprés le
Lemme 4, donne v, (dx) = 2.

e Montrons que v, (dx) = 1si, et seulement si, s, est impair.

— Comme s, est pair si, et seulement si, v, (dx) est pair, alors
v, (dk) = 1 implique s, impair.

— Inversement, supposons que s, est impair.

Si p 1 ab, alors, par le Théoréme 1, on a pOx = pg* ce qui,

d’aprés le Lemme 4, entraine v, (dg) = 1.
e Montrons que : v, (dx) = 0 si, et seulement si, s, pairet (pfa ou ptb).

— Supposons que v, (dg) = 0, alors s, est pair.
Sip|aetp]balors, d’aprés le Théoréme 1, p se ramifie dans

K et par suite v, (dx) > 1, ce qui est absurde.
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Par conséquent, si v, (dx) = 0, alors s, est pair et on a p { a ou
1 b.
— Inversement, si pfa ou p{ b et si s, est pair, alors, et d’apreés

le Théoréme 1, p ne se ramifie pas dans K, ce qui implique que
Up (dK) = 0.

2. Casp=2.

e Montrons que vy (dg) = 3 si, et seulement si, sy est impair.

— Supposons que v (dg) = 3, alors v (dg) est impair, ce qui
implique que s, est impair.

— Inversement, supposons que s, est impair, alors vy (d) est im-
pair ce qui, d’aprés le Lemme 4, entraine v (d) = 3, puisque $9
est impair. Cette derniére condition implique, d’aprés le Lemme
4, 20k # p3.

Si 2 | a, alors 20k = pq?, d’aprés le Théoréme 1, et par suite

vy (dg) = 3, d’aprés le Lemme 4, car s; est impair.

1 <wy(a) <wvy(b)
e Montrons que vs (di) = 2 si, et seulement si, ou

so pair et Ay = 3mod 4

— Supposons que vy (dg) = 2, alors sy est pair.
Si b est impair, et d’aprés le Théoréme 1, alors 2 ne se ramifie
pas dans K, par suite on a v, (dx) = 0 ce qui est absurde.
Ainsi, b est pair.
Si a est impair, alors Ay = 3mod 4 puisque sy est pair et donc
2 se ramifie dans K.
Soit a pair avec vy (a) = 1 et vy (b) > 1. Si vy (b) > 3, alors
S = 5 et par suite vs (dg) est impair, ce qui est absurde. Par
conséquent, vy (b) = 2.
Ainsi, on pose b = 4b et a = 2a’ avec 21 a'l/. Alors A = 4a® —
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27b% = 16 (2a® — 27b'3) et par suite sy = 4 et Ay = 2a"® — 270"

Par suite, Ay = 3mod 4 puisque a'b’ = 1 ou 3mod 4 et on a

1 <wy(b) <wvy(a)
V2 (dK) =2= ou
S9 pair et Ay = 3mod 4
1<y (b) <wy(a)

— Inversement, supposons que ou
S pair et Ay = 3mod 4
Sil < wy(b) <wyla),alors 2 | aet 2| b et par suite, d’aprés
le Théoréme 1, on aura 20k = p3ce qui, d’aprés le Lemme 4,
entraine vy (dg) = 2.
Si vy (a) < vg (), alors 2 | b. On suppose de plus que sy pair et
Ay = 3mod 4.
* Si 2 | a, et par le Théoréme 1, alors 20k = pg?, ce qui,
d’aprés le Lemme 4, donne v, (dg) = 2, puisque
* Si 21 a, alors, d’aprés le Théoeeme 1, 20k = pg?, ce qui,
d’aprés le Lemme 4, donne vy (dx) = 2 puisque s est pair

So est pair.

Par conséquent, on a

1 <wy(b) <wvy(a)

ou = U2 (dK) =2.
S9 pair et Ay = 3mod 4

e Montrons que

b impair
vg (d) =0 & ou

a impair, so pair et Ay Z 3mod 4
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— Supposons que b est impair, alors 2 1 A et 2  dg ce qui entraine
que vy (di) = 0.
Supposons que b est pair, a est impair, sqest pair et Ay #
3mod 4.
Alors, d’aprés le Théoréeme 1, 2 est non ramifié dans K ce qui
implique que vs (dg) = 0.

— Inversement, on suppose que vy (20 = pg= 0 par suite so
est pair. Comme vy (205 = pq& {2,3}, alors 20k # p> et

20k # pq°.
Si b est pair, alors a est impair et Ay £ 3mod 4.

3. Casp=3

Les deux derniers cas sont des cas étudiés du Théoréme 3 précédent.
Il reste a étudier les cas liés a la valuation 3-adique vs(dx) > 3 du
discriminant dg).

par le lemme 4, cela correspond au cas 30k = p3. Connaissant la valeur
de v3 (A) on tire celle de vs (dg). Si vz (A) = 3 alors v3 (dg) = 3, et
si v3 (A) pair entraine vz (dx) = 4. Par conséquent, il ne reste a étudier
que les cas suivants : v3 (b) < v (a), avec v (b) = lou 2, et lorsqu’on a
a la fois @ = 3mod 9, b*> = 4mod 9 et b* #Z a + 1 mod 27.

e Montrons que 1 < v3(b) < vz (a) implique v; (dg) = 5.

— Supposons que 1 < v3(a) < v3 (b), alors vs (b) € {1,2}.

* Siwvg(b) =1etvg(a)>1, alors s3 = 5.
Dans ce cas, f (X) = X mod 3 et f(X) = X3+ M (X) ou
M(X)=—d X+, avec a et b’ dans Z et tels que 3 | @
et 31V
Puisque X t M (X) mod 3, alors, d’aprés le Lemme 2, 3 t
i(0), et par suite v3 (dg) = s3 = 5.
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x Siwvg (b) =2 et vy(a) > 2, alors s3 = 7. Dans ce cas on pose
0, = 52, alors 6 est racine du polynéme g (X) donné par
2a 2

2
, b
X=x_x2, Y x 2 cpix

il est d’Eisenstein en p = 3, donc irréductible sur Q.

De plus, g (X) = X®mod 3 ce qui entraine que
g(X) = X"+3M, (X)

,ou My (X)=a X?>+ 0, X +C, € Z[X] avec 3| ar, 3| by
et 31¢c.

Comme X { M; (X) mod 3, alors d’aprés le Lemme 2 on a
2

3114 (601), par suite vs (dx) = v3 (A1), ou Ay = 5a est le
discriminant de ¢ (X). Ainsi, v3 (dg) = 5, d’ou

1 <w;3(b) < ws(a) implique v3 (dg) =5

— Soit @ = 3mod 9, b*> = 4mod 9 et b?> # a + 1 mod 27. Dans
ce cas vs (A) = 5. Par le Théoréme 3.1 on a 3 | i(f), ce qui
entraine que vz (dg) < 3, d’aprés le Lemme 2. Ainsi, par le

Théoréme 1, on a 20k = p3 ce qui, par le Lemme 4, entraine
U3 (dK) =3

[]

Exemple 23 Ezaminons quelques exemples de calcul de l'indice de 0, racine
d’un trinome irréductible de degré 3, dans l'anneau des entiers d’un corps de

nombre engendré sur Q par cette racine.

1. Soit f(X) = X3—3X +3 € Z[X], il est d’Eisenstein en 3, alors il est

wrréductible sur Q.
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Soit 6 une racine de f dans Q, et soit K = Q () le corps obtenu par
adjonction de 6 au corps des nombres rationnels.
Le discriminant A de f est : A = —5x 33. Comme vs (—3) = v3(3) = 1,
d’apres le Théoreme 2 on a vs (di)) = 3.
De plus, vs (A) =1, alors vs (dg) = 1.

A

Par conséquent, i (0) =/ = = 1.

D

. Soit g (X) = X?—60X +90 € Z[X], il est irréductible sur Q. Soit 6 une

racine de g dans Q et soit K = Q (0).

le discriminant A de g est donné par
A = 645300 = 2% x 3% x 5% x 239
On pose a = 60 et b =90, alors on a
ve(a) =2, v3(b) =1,v3(a) =1, v3(b) =2, v5(a) =v,(b) =1

et V239 (a) = V239 (b) = 0.

par le Théoréme 2 on a
(%) (dK) = 2, (R} (dK) = 1, Vs (dK) =2 et V239 (dK) = 1,

par suite
D = 2% x 3 x 5% x 239 = 71700.

Ainsi lindice i (0) est égal a

i(@):\/%z\/gzi’)

Le théoréme ci-dessus permet de donner une preuve relativement aisée du
Théoréme de HASSE : [HASSE]
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Soit d le discriminant de Q (\/dK), ot dg) désigne le discriminant du corps
K. Alors on a
D =d x 3" x f?

ou
g
o f= Hp,-, les p; sont des nombres premiers distincts, p ged (f,3d) = 1

i=1

d
et p; = <—> mod 3, Vi € {1,...g}.

1

e 0<m<2 avecm#1si31det m#2sid=3mod9.

Pour la preuve du Théoréme précédent, nous aurons besoin du critére sui-
vant de Stickelberger [7] :

Critére Si K est un corps de nombres algébriques, soit {x1, ..., z,} une base

de Q-espace vectoriel K formée d’éléments entiers sur Z. Alors

Dk (21, ..., ©,) =0 ou 1mod 4.

Preuve : Soit D = dy x 3*™ x f2, dy est un entier sans facteur carré et

pged (fo,3d) =1, et on a Q (vVdg) = Q (Vo).

Si dy = 1 mod 4, alors d = d,.

Supposons que dy Z 1 mod 4, cela veut dire que dy = 2 ou 3mod 4. Par le Cri-

tére de Stickelberger on tire D # 1mod 4, ce qui veut dire que D = 0 mod 4.
Si fo est impair, alors D = 2 ou 3mod 4, ce qui est absurde d’aprés le

critére de Stickelberger. Par suite, fy est pair, fy = 2fice qui donne
D =4dy x 3*™ f} = d x 3*™ x f%.

Par conséquent d ) s’écrit toujours sous la forme (ii).

d
e Montrons que p; = (—) mod 3

)
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— Soit p; | f, p; premier impair.
Comme p ged (fo, 3d) = 1, alors p; > 3. On a alors les équivalences

suivantes
p|f<:>7}p(d1()=2

ce qui, par le Théoréme 2 est équivalent a 1 < v, (b) < v, (a). Mais
alors, le Théoreme 1 montre qu'il y a équivalence entre 1 < v, (b) <
v, (a) et la forme pOy = p* de la décomposition d p dans K.

Par conséquent, pour un nombre premier p tel que 3 <p| f on a

A —2 —
(C_i) = (_p) - (_7) = (—3) = p mod 3.
p p b p
— Soit p = 2, alors la condition 2 | f entraine 2 t d. Ainsi, v, (dg) = 2

, ce ci entraine d’aprés le Théoréme 4 1 < vy(b) < vy(a). Par suite,

d = Ay = 5mod 8. par conséquent on a

ERORE

e Montrons que 0 <m < 2;avecm # 1si3tdet m+#2sid=3mod?9.

Par le Théoréme 2 on tire 0 < m < 2.

— Par le Théoréme 2 on a v3 (dg) # 2, ce qui montre que si 3 1 d alors
m # 1

— Par le Théoréme 2, si 3 | d, alors v3(dx) = 1. De plus, si d =
3mod 9 et m = 2, le Théoréme 2 implique que 1 < vz (b) < v (a).
Ceci correspond a Az = —1 mod 3 ou encore d = 6 mod 9. Par

conséquent, si d = 3 mod 9, alors m # 2.
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3.3 Caractérisation des corps de nombres dont

2 est un diviseur inessentiel

Une autre application du Théoréme 3 est la caractérisation des corps dont 2
est un diviseur de l'indice ¢ (#) de 1’élément entier primitif 6. Soit K un corps
de nombres. On appelle diviseur commun inessentiel du discriminant dy) de
K, le nombre i (K)

i (K)=pged{i(#) ou fest un entier de K = Q (0)}

Dans la décomposition d’un nombre premier p, celui-ci peut-étre un di-
viseur de 7 (), c’est le cas notamment de 'exemple classique ou 6 est une
racine dans Q du polynéme irréductible X3 + X2 — 2X + 8 da a Dedekind.
D’autre part, ces nombres premier inessentiels sont en nombre au plus égal a
[K:Q]—1.

Dans le cas d'un corps cubique K, i (K) =1 ou 2.
Engstrom (JENG]|) donne une caractérisation des corps cubiques ot le diviseur

commun inessentiel du discriminant est 2

Proposition 3.6 Soit K un corps cubique de nombres algébriques, alors on

a l’équivalence suivante

Soit 2X la plus grande puissance de 2 dans la factorisation de i (), fétantun
élément primitif de K.
D’aprés Engstrom [ 5, p. 234 |, on a x = 1, cela veut dire que 2 est la plus

grande puissance de 2 dans la factorisation de i (#), par suite

20k =bpq < 2| i(0), Vlentier primitif de K
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Par conséquent, compte tenu du fait que i (K) € {1,2}, on a I’équivalence

20 =bpg < i (K) = 2.

Théoréme 3.7 Avec les mémes hypothéses du Théoréeme 3.1 on a
i (K) =2 < aimpair,b bair,se pair et Ay = 1 mod 8.
Preuve : D’apreés la Proposition 3.3 on a
i(K) =2« 20k = bpq
et d’aprés le Théoréeme 3.1 on a
20k = bpq < aimpair, b bair, sy pair et Ay = 1mod 8
En combinant les deux équivalences précédentes on aura

i (K) = 2 < aimpair, b bair,ss pair et Ay = 1 mod 8
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