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Résumé

Nous nous intéressons à étudier certaines équations différentielles d’ordre fractionnaire.
Notre objectif est de présenter quelques résultats d’existence et de multiplicité de solutions
positives pour quelques classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire. Pour obtenir
l’existence des solutions positives, des conditions suffisantes seront considérées dans l’étude
des différentes classes de problèmes aux limites associés aux équations différentielles d’ordre
fractionnaire de cette thèse. La démarche suivie consiste à ramener la recherche de l’existence
(sous des conditions convenables) de ces solutions positives à la recherche de l’existence des
points fixes d’opérateurs appropriés moyennant la fonction de Green en appliquant différentes
alternatives non linéaires dans les espaces de Banach, pour montrer l’existence des points fixes
de ces opérateurs qui sont les solutions de nos problèmes. Cette méthode est basée sur des
célèbres théorèmes du point fixe tels que, le théorème de point fixe de Krasnosel’skii, la théorie
de l’indice de point fixe sur les cônes et l’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Cette thèse se compose d’une introduction et de six chapitres.
Le premier chapitre sera consacré aux éléments de base du calcul fractionnaire, un rappel

historique et trois approches (Grünwald-Letnikov, Riemann-Liouville et Caputo) à la généra-
lisation des notions de dérivation seront ensuite considérées, ainsi que les différents théorèmes
de points fixes utilisés dans cette thèse.

Dans les chapitres qui suivent nous présentons nos contributions dans cette thèse. Les
résultats de ces chapitres varient selon les hypothèses portant sur le terme non-linéaire de
l’équation différentielle du problème étudié.

Mots-clés : Dérivée fractionnaire, FBVPs, fonction de Green, cône, positive solutions,
espaces de Banach, théorème de point fixe de Krasnosel’skii, théorie de l’indice de point fixe,
théorème d’alternative non linéaire de Leray-Schauder, ;....

Classifications AMS : 26A33 - 34A08 - 34B15 - 93B05.
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Abstract

We are interested in studying some differential equations of fractional order. Our goal is
to present some results of existence and multiplicity of positive solutions for some classes
of differential equations of fractional order. For the existence of positive solutions ; sufficient
conditions will be considered in the study of different classes of boundary value problems
associated with differential equations of fractional order in this thesis. The approach is to
transform the research of existence (under suitable conditions) of these positive solutions into
the research of the existence of fixed points of suitable operators, by the use of the Green
function and by applying different nonlinear alternatives in Banach spaces, to show that
the existence of fixed points of these operators are exactly the solutions to our problems.
This method is based on some well known fixed point theorems such as, Krasnosel’skii fixed
point theorem, the theory of fixed point index on the cones and nonlinear Leray-Schauder
alternative.

This thesis consists of an introduction and six chapters. The first chapter will be devoted
to the basics of fractional calculus, historical background and three approaches (Grünwald-
Letnikov, Riemann-Liouville and Caputo) of derivative generalization concepts will be consi-
dered, and the various theorems of fixed points used in this thesis. In the following chapters
we present our contributions in this thesis. The results of these chapters vary from one to
other upon the assumptions on the nonlinear term of the differential equation of the problem
studied.

Key words : Fractional derivatives, FBVPs, cône, positive solutions, Green function,
Banach spaces, fixed point theorem of Krasnosel’skii, fixed point index theory, Leray-Schauder
nonlinear alternative theorem, ....

AMS Subject Classification : 26A33 ; 34B16 ; 34B18 ; 34B27.
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Introduction générale

L’objet de cette thèse est d’étudier l’existence et la multiplicité des solutions positives pour
certaines classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire "EDF" associées à différentes
conditions aux limites et posées sur des intervalles bornés ou non bornés.

L’approche utilisée est de ramener la recherche de l’existence (sous des conditions conve-
nables) de ces solutions à la recherche de l’existence des points fixes d’opérateurs appropriés
en appliquant différentes alternatives non linéaires dans les espaces de Banach pour montrer
l’existence des points fixes de ces opérateurs qui sont les solutions de nos problèmes. Cette
méthode est basée sur des célèbres théorèmes du point fixe.

Les problèmes aux limites associés aux équations différentielles d’ordre fractionnaire jouent
un rôle important dans certaines applications physiques telles que : le contrôle, l’élasticité non
linéaire, les problèmes de réaction-diffusion, la mécanique non-Newtonienne, milieux poreux,
électrochimie,.... Il a été prouvé que dans de nombreux cas, ces modèles fournissent des ré-
sultats plus appropriés que les modèles analogues avec des dérivées entières. En conséquence,
l’étude des problèmes aux limites associés aux équations différentielles d’ordre fractionnaire
gagne beaucoup d’importance et d’attention. Pour plus de détails, on peut voir les références
( [1, 3− 7, 9− 16] ).

Cette thèse est organisée comme suit :
Le premier chapitre sera consacré aux éléments de base du calcul fractionnaire, un rappel

historique et trois approches (Grünwald-Letnikov, Riemann-Liouville et Caputo) à la généra-
lisation des notions de dérivation seront ensuite considérées, ainsi que les différents théorèmes
de points fixes utilisés dans ce travail.

Dans les chapitres qui suivent nous présentons notre contribution dans cette thèse. Les
résultats de ces chapitres varient selon les hypothèses portant sur le terme non linéaire de
l’équation différentielle du problème étudié.

Le deuxième chapitre intitulé “Solutions positives d’une EDF non linéaire” concerne l’exis-
tence ou la non-existence de solutions positives pour le problème aux limites non linéaire
suivant : {

Dα
0+u+ a(t)f(u(t)) = 0, 2 < α ≤ 3, 0 < t < 1,

u(0) = u′(0) = 0, u′(1)− µu′(η) = λ,
(1)

où Dα
0+ est la dérivation standard de Riemann-Liouville d’ordre α, η ∈ [0, 1[, µ ∈

[
0, 1

ηα−2

[
sont des constantes arbitraires et λ ∈ [0,∞[ est un paramètre.

Sous les hypothèses
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(C1) f : [0,∞[ −→ [0,∞[ est continue ;
(C2) a : ]0, 1[ −→ [0,∞[ est continue.

nous montrons que le problème aux limites fractionnaire (1) possède au moins une solution
positive ou ne possède aucune solution positive selon les cas traités. Les résultats de ce chapitre
sont basé sur le théorème de point fixe de Guo-Krasnosel’skii (Théorème 1.2.5). Finalement,
on donnera deux exemples pour voir l’utilité du nos résultats

Le troisième chapitre intitulé “Solutions positives d’une EDF semi-positive” concerne
l’étude de l’existence de solutions positives du problème aux limites non linéaire suivant :{

Dα
0+u+ f(t, u(t)) = 0, 0 < t < 1, 2 < α ≤ 3,

u(0) = u′(0) = 0, u′(1) = µu′(η),
(2)

où Dα
0+ est la dérivation standard de Riemann-Liouville d’ordre α, η ∈ [0, 1[, µ ∈

[
0,

1

ηα−2

[
sont des constantes arbitraires et f : [0, 1]× [0,+∞[→ ]−∞,+∞[ est une fonction continue
de signe arbitraire.

Sous les hypothèses suivantes :

(H1) f : [0, 1]× [0,∞[ −→ ]−∞,+∞[ est de type L1-Carathéodory.
(H2) Il existe une fonction M(t) ∈ L1 (]0, 1[), M(t) > 0 presque tout., t ∈ ]0, 1[, telle que

pour presque tout., t ∈ [0, 1], on a

f(t, u) ≥ −M(t), u ≥ 0.

nous arrivons à prouver, en imposant des conditions de croissance sur le terme non linéaire
f , que le problème (2) a au moins deux solutions positives. Le principal outil utilisé dans ce
chapitre est la théorie de l’indice du point fixe (Théorème 1.2.4). A la fin nous donnons un
exemple pour illustrer l’utilité de nos principaux résultats.

Le quatrième chapitre intitulé “Solutions positives d’une EDF singulière et semi-positive”,
sera consacré à l’existence des solutions positives pour le problème aux limites suivant :{

Dα
0+u+ f(t, u(t)) + a(t) = 0, 0 < t < 1, 2 < α ≤ 3,

u(0) = u′(0) = 0, u′(1)− µu′(η) = λ,
(3)

où Dα
0+ est la dérivation standard de Riemann-Liouville d’ordre α, η ∈ [0, 1[, µ ∈

[
0,

1

ηα−2

[
sont des constantes arbitraires et λ ∈ [0,+∞[ est un paramètre, le terme non linéaire f :
]0, 1[ × [0,+∞[ → [0,+∞[ est continu et peut être singulier au points t = 0, t = 1 et
a : ]0, 1[→ ]−∞,+∞[ est Lebesgue integrable et peut avoir des singularités.

Sous les deux hypothèses suivantes

(H1). Pour tout t ∈ ]0, 1[, f(t, 1) > 0, il existe des constantes m1 ≥ m2 > 1 telles que, pour
tout t ∈ ]0, 1[, u ∈ [0,+∞[ ,

cm1f(t, u) ≤ f(t, cu) ≤ cm2f(t, u), ∀c ∈ [0, 1] .
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(H2). Il existe ρ > 0, tel que ∫ 1

0

(1− s)α−2a−(s)ds = ρ > 0,

et ∫ 1

0

(1− s)α−2 [f(s, 1) + a+(s)] ds <
ρ(

2ρ
(1−µηα−2)Γ(α)

+ 1
)m1

+ 1
,

où,
a+(t) = max {a(t), 0} , a−(t) = max {−a(t), 0} ,

et en utilisant le théorème de l’indice du point fixe (Théorème 1.2.4), on demontre l’exis-
tence d’une seule constante λ∗ > 0 telle que pour tout λ ∈ ]0, λ∗[, le problème (4.1)-(4.2)
possède au moins une solution positive. Finalement, on donnera un exemple pour voir l’uti-
lité de notre résultat.

Dans le cinquième chapitre intitulé “Solutions positives d’une EDF dans domaine non
borné”, on s’intéresse a l’existence des solutions positives pour le problème aux limites suivant : Dα

0+u(t) + f(t, u(t)) = 0, t ∈ J = [0,+∞[ ,

u(0) = u′(0) = 0 , Dα−1
0+ u(∞) =

∫ ∞
0

ϕ (s)u(s)ds,
(4)

où Dα
0+ , Dα−1

0+ sont les dérivées fractionnaire de type Riemann-Liouville d’ordre α et α−1
respectivement, 2 < α ≤ 3, Dα−1

0+ u(∞) = limt→+∞D
α−1
0+ u(t) et f ∈ C (J × R,R), est une

fonction donnée vérifiant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard.
Sous les deux hypothèses suivantes

(H1). Pour tout t ∈ J supposons que∫ ∞
0

tα−1ϕ(t)dt = µ < +∞, µ ∈ ]0,Γ(α)[

(H2). Il existe deux fonctions positives a(t) et b(t) définies sur [0,+∞[ et une constante ρ > 0
telle que

|f (t, u(t))| ≤ a(t) + b(t) |u(t)|ρ

avec ∫ +∞

0

a(t)dt = a < +∞,
∫ +∞

0

(
1 + tα−1

)ρ
b(t)dt = b < +∞.

Le fait que le problème (4) est posé sur un intervalle non borné a imposé un cadre de
travail spécifique. En utilisant l’alternative non linéaire de Leray-Schauder (Théorème 1.2.3)
combinée avec le critère de compacité de Corduneanu (Lemme 1.1.1). nous démontrons trois
résultats d’existence pour les solutions positives du problème (4). Finalement, on donnera un
exemple pour voir l’utilité du notre résultat.

Dans le sixième chapitre intitulé “Solutions positives d’une EDF avec des conditions
aux limites intégrales”, nous étudions l’existence de solutions positives pour le problème aux
limites fractionnaire à trois points suivant :

Dα
0+u(t) + λf(t, u(t)) = 0, 0 < t < 1, 2 < α ≤ 3,

u(0) = u′(0) = 0 , u′(1)− µu′(η) =

∫ 1

0

g(s)u′(s)ds,
(5)
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où, Dα
0+ est la dérivée fractionnaire de type Riemann-Liouville d’ordre α, 0 < µ, η < 1,

sous les condtions suivantes :

1. f : [0, 1]× [0,+∞[→ [0,+∞[ est une fonction continue.
2. ∫ 1

0

sα−2g(s)ds < +∞ et d = 1− µηα−2 −
∫ 1

0

sα−2g(s)ds > 0.

et en utilisant le principe de compression et d’expansion de type norme d’un cône d’un
espace de Banach (Théorème 1.2.5), nous démontrons un résultat d’existence pour chacun des
cas où la fonction f est sous-linéaire et le cas où f est sur-linéaire. Finalement, on donnera
un exemple pour voir l’utilité du notre résultat.

Dans le dernièr chapitre on concentre notre attention à étudier l’existence de solutions po-
sitives pour un système de N-équations différentielles fractionnaires de type Riemann-Liouville
avec des conditions aux bords sous forme intégrale de la forme suivante :

Dαi
0+ui(t) + λiai(t)fi(u1(t), u2(t), ..., un(t)) = 0, 0 < t < 1,

ui(0) = u′i(0) = 0 , u′i(1)− µiu′i(ηi) =

∫ 1

0

φi(t)u
′
i(t)dt,

(6)

où, pour chaque i = 1, ..., n, Dαi
0+ , représente la dérivée d’ordre fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ordre αi ∈ ]2, 3], µi, ηi sont tels que µi > 0, ηi ∈ (0, 1) , fi ∈ C
(
Rn+,R+

)
, ai ∈

C ([0, 1] ,R+), R+ = [0,+∞[ et les λi sont des paramètres positifs.
Sous les condtions suivantes :
φi : ]0, 1[→ ]0,+∞[ sont des fonctions continues, et

ρi =

∫ 1

0

sαi−2φi(s)ds < +∞, i = 1, ..., n .

ainsi que

di = 1− µiηαi−2
i −

∫ 1

0

sαi−2φi(s)ds > 0, i = 1, ..., n.

Le théorème du point fixe de Krasnoselk’skii sur les cônes (Théorème 1.2.5) sera utilisé
dans une première étape pour montrer un premier résultat d’existence de solutions positives
de (6).

Dans une seconde étape, la version vectorielle du théorème de point fixe de Krasnosel’skii
(Théorème 1.2.8) est appliquée au problème (6) afin d’obtenir de nouveaux résultats d’exis-
tence de solutions positives de (6) ainsi que la localisation de leurs composantes.



Chapitre1
Préliminaires

Ce chapitre est introductif. Il a pour objectif de présenter la notion du calcul fractionnaire,
ses principales propriétés et de donner certains résultats sur ce type de calcul. On présente,
en outre, quelques théorèmes de points fixes utilisés dans cette thèse

Pour plus de détails concernant les résultats cités dans ce chapitre, nous nous référons à
l’ouvrage classique d’Oldham et Spanier [49] et à d’autres auteurs dont nous ne citons que (
[39]-[50]-[48] ).

1.1 Critère de compacité
Dans cette section, nous rappelons quelques éléments de base liés a la théorie de compacité.

Pour cela, soient (E, ‖.‖E) et (F , ‖.‖F ) deux espaces de Banach et Ω ⊂ E une partie non
vide.

1.1.1 Opérateurs compacts

Définition 1.1.1. Une application f : Ω→ F est dite compacte si et seulement si

1. f est continue
2. f

(
Ω
)
est un compact.

D’autre part, on vérifie sans peine que tout opérateur linéaire borné, envoie un ensemble
relativement compact dans un ensemble relativement compact. Donc la propriété de compacité
est généralement plus forte que la continuité ; par exemple, l’opérateur identité défini sur un
espace de dimention infinie, n’est pas compact, puisqu’il envoie la boule unité dans elle même,
or celle-ci n’est pas compacte.

Définition 1.1.2. Une application f : Ω→ F est dite complètement continue si et seulement
si

1. f est continue
2. pour tout B ⊂ Ω borné ⇒ f (B) est compact .

Remarque 1.1.1. Si f est linéaire, alors f complètement continue ⇔ f compacte.
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1.1.2 Critère de compacité dans C([a, b];R)

Définition 1.1.3. On dit qu’une fonction d’un sous-ensemble M ⊂ C([a, b];R) est unifor-
mément bornée, s’il existe une constante c > 0 telle que |x(t)| ≤ c pour tout x de M et quel
soit t ∈ [a, b].

Définition 1.1.4. On dit qu’une fonction d’un sous-ensemble M ⊂ C([a, b];R) est équicon-
tinue, si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 dépendant uniquement de ε, tel que pour tous
t1, t2 ∈ [a, b] satisfaisant à l’inégalité |t1 − t2| < δ et pour toute fonction x de M l’on ait
|x (t1)− x (t2)| < ε.

Le Théorème suivant est généralement utilisé pour prouver la compacité d’un opérateur
T .

Théorème 1.1.1. (Théorème d’Ascoli-Arzelà). Soit M ⊂ C([a, b];R), M est relativement
compact (i.e M est compact) si et seulement si :

1. M est uniformément borné.
2. M est équicontinu.

Remarque 1.1.2. Le théorème d’Arzela-Ascoli ne peut être appliqué à l’espace de Banach
C([a,+∞[ ;R), ceci étant dû au fait que l’intervalle [0,+∞[ n’est pas compact. Le critère de
compacité de Corduneanu nous sera utile pour contourner ce problème.

Soit l’espace de Banach suivant

Cl([0,+∞[ ,R) =

{
y ∈ C([0,+∞[ ,R) : lim

t→+∞
y(t) existe

}
Théorème 1.1.2. ([21]) Soit M ⊂ Cl([0,+∞[ ,R). Alors M est relativement compact dans
Cl([0,+∞[ ,R) si les conditions suivantes sont satisfaites :

(a). M est uniformément bornée dans Cl([0,+∞[ ,R)

(b). Les fonctions appartenant à M sont presque équicontinues sur [0,+∞[ ; i.e., équiconti-
nues sur chaque intervalle compact de [0,+∞[.

(c). Les fonctions de M sont equiconvergentes ; i.e., Pour tout ε > 0, il existe une constante
T (ε) > 0 telle que

|x(t)− l| < ε

pour tout t ≥ T (ε) et x ∈M.

A partir du théorème ci-dessus nous avons déduit le résultat suivant (voir, par exemple,
[9] ).

Soit l’espace de Banach suivant

E =

{
u ∈ C ([0,+∞[ ,R) : sup

t∈J

|u(t)|
1 + tα−1

< +∞
}
, 2 < α ≤ 3

Lemme 1.1.1. Soit M ⊂ E un ensemble borné. Alors M est relativement compact dans E
si les conditions suivantes sont vérifiées :
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1. Pour tout u ∈M , t→ u(t)
1+tα−1 est équicontinu sur tout intervalle compact [0,+∞[ .

2. Pour tout ε > 0, il existe une constante T = T (ε) > 0 telle que∣∣∣∣ u(t1)

1 + tα−1
1

− u(t2)

1 + tα−1
2

∣∣∣∣ < ε

pour tout t1, t2 ≥ T et u(t) ∈M.

1.2 Théorèmes du point fixe
Dans cette section, nous rappellons quelques éléments de base liés a la théorie du point

fixe dans les cônes qui seront les outils principaux pour l’obtention de tous nos résultats
d’existence ou de multiplicité.

1.2.1 Les cônes

Définition 1.2.1. Un ensemble non-vide convexe fermé K ⊂ E est dit cône de E s’il vérifie
les conditions suivantes :

1. Pour tout x ∈ K et x 6= 0, alors σx ∈ K pour σ ≥ 0.
2. x ∈ K et (−x) ∈ K alors x = 0.

Notons que on a K∩ (−K) = {0} .

Remarque 1.2.1. 1. Chaque cône K induit une relation d’ordre partiel dans E noté " ≤
", définie par x ≤ y ou y ≥ x si et seulement si y − x ∈ K.

2. Les éléments de K est appelés positifs.
3. L’espace de Banach E est dit espace ordonné par le cône K.

1.2.2 Théorie de l’indice du point fixe

Introduction

Un des outils les plus importants de l’analyse fonctionnelle, non linéaire est le degré to-
pologique de Leray-Schauder pour le champs des vecteurs compacts, définis sur la fermeture
des sous-ensembles ouverts bornés dans les espaces de Banach. Cependant, en relation avec
les applications non linéaires dans les espace de Banach ordonnés, il est naturel de considé-
rer aussi les applications qui sont définies sur les sous-ensembles ouverts d’un cône positif
(ces sous-ensembles sont ouverts par rapport à la topologie induite de l’espace tout entier).
Si le cône positif n’a pas de points intérieurs (la plupart des cônes de dimension infinie
intéréssants-du point de vue des applications-ont ce défaut), le degré de Leray-Schauder n’est
pas immédiatement applicable.

Mais à cause du fait que le cône positif est un rétracte de l’espace de Banach qui le
contient, d’après le corollaire du théorème d’extension de Dugundji car, il est fermé convexe,
il est possible de définir "L’indice du point fixe" pour les applications compactes, définies
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dans le cône positif. Cet indice du point fixe est une extension de la notion du degré de
Leray-Schauder.

Dans ce qui suit, on donne les propriétés, les plus importantes de cet indice ; on indique en
particulier que l’indice du point fixe peut être dérivé du degré bien connu de Leray-Schauder.

Définition 1.2.2. Soit E un espace de Banach. On dit que A ⊂ E est un rétracte de E s’il
existe une application continue r : E → A telle que r(x) = x, ∀ ∈ A.

Définition 1.2.3. Toute partie convexe fermée de E est un rétracte de E ; en particulier tout
cône K ⊂ E est un rétracte de E.

Axiomes de l’indice du point fixe

Théorème 1.2.1. (Définition axiomatique)([32])

Soit A un rétracte de l’espace de Banach E. Pour chaque sous-ensemble ouvert Ω de A
et chaque application f : Ω→ A compacte sans point fixe sur ∂Ω, il existe un nombre entier
i(f,Ω, A) satisfaisant les conditions suivantes :

(i). Normalisation. i(f,Ω, A) = 1 si f(x) = y0 = cte ∈ Ω, ∀x ∈ Ω.

(ii). Additivité. Pour toute paire de sous-ensembles ouverts disjoints Ω1,Ω2 de Ω

tel que f n’admet pas de point fixe sur Ω\(Ω1 ∪ Ω2), on a

i(f,Ω, A) = i(f,Ω1, A) + i(f,Ω2, A)

où i(f,Ωk, A) = i(f\Ωk
,Ωk, A), k = 1, 2.

(iii). Invariance homotopie. L’indice i(h(x, t),Ω, A) est indépendant du paramètre t, 0 ≤
t ≤ 1 où h : Ω × [0, 1] → A est une application compacte et h(x, t) 6= x pour tout
x ∈ ∂Ω et 0 ≤ t ≤ 1.

Plus généralement, on peut remplacer l’intervalle [0, 1] par un intervalle fermé de R.

(iv). Permanence. Si Λ est une rétractée de A et f(Ω) ⊂ Λ , alors

i(f,Ω, A) = i(f,Ω ∩ Λ,Λ)

où i(f,Ω ∩ Λ,Λ) = i(f\Ω∩Λ,Ω,Λ).
Maitenant nous allons présenter les théorèmes de points fixe que nous allons utiliser tout

au long de cette thèse.

1.2.3 Théorème et alternative de Leray Schauder

Notre première résultat de point fixe est le théorème de point fixe de Schauder, ce théorème
fut démontré pour le cas des espaces de Banach en 1930 par Juliusz Schauder.

Théorème 1.2.2. ([41])Soit C un sous-ensemble convexe, fermé, borné et non vide d’un
espace de Banach Eet f : C → C une application compacte. Alors f admet au moins un point
fixe dans C.
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Corollaire 1.2.1. Soit C un sous ensemble convexe, compact, non vide d’un espace de Banach
E et T : K → K une application continue. Alors T admet un point fixe.

Théorème 1.2.3. ([41]) Soient E un espace de Banach et C ⊂ E un convexe fermé. On
suppose qu’il existe un ouvert U dans C tel que 0 ∈ U , T : U → C un opérateur complètement
continu.

On a l’alternative suivant : ou bien

1. T admet un point fixe ; ou bien
2. il existe u ∈ ∂U ; u = λT (u) pour un cerain λ ∈]0, 1[.

1.2.4 Théorèmes du point fixe dans les cônes

Théorème 1.2.4. ([32])Soient K ⊂ E un cône et soit Ωr = {u ∈ K : ‖u‖ ≤ r}. Supposons
que T : Ωr −→ K est un opérateur complètement continu satisfaisant Tu 6= u, ∀u ∈ ∂ Ωr.

Alors

(a). Si ‖Tu‖ ≤ ‖u‖, ∀u ∈ ∂ Ωr, alors l’indice de point fixe i(T,Ωr, K) = 1,

(b). Si ‖Tu‖ ≥ ‖u‖, ∀u ∈ ∂ Ωr, alors l’indice de point fixe i(T,Ωr, K) = 0.

Théorèmes de point fixe de Krasnosel’skii

1. Version de type norme

La version de type norme du théorème d’expansion et de compression d’un cône de Kras-
nosel’skii est obtenue par Guo (voir [32],[41]).

Théorème 1.2.5. ( Guo-Krasnosel’skii ) Soit E un espace de Banach et soit K ⊂ E un cône
de E. Supposons que Ω1 et Ω2 sont des ensembles ouverts de E avec 0 ∈ Ω1 et Ω1 ⊂ Ω2 . Soit
T : K ∩

(
Ω2\Ω1

)
−→ K un opérateur complètement continu. En plus on supposera que l’une

des deux condtions suivantes est vérifiée

(a). ‖Tu‖ ≤ ‖u‖, ∀u ∈ K ∩ ∂Ω1 et ‖Tu‖ ≥ ‖u‖, ∀u ∈ K ∩ ∂Ω2,

(b). ‖Tu‖ ≤ ‖u‖, ∀u ∈ K ∩ ∂Ω2 et ‖Tu‖ ≥ ‖u‖, ∀u ∈ K ∩ ∂Ω1.

Alors T admet au moins un point fixe dans K ∩
(
Ω2\Ω1

)
.

2. Version Scalaire

Nous rappelons ici deux versions du théorème de point fixe de Krasnosel’skii dans un cône
( [32], [41] ).

Théorème 1.2.6. Soient (E, ‖·‖) un espace normé, K ⊂ E un cône, 0 < r < R deux
nombres réels et Kr,R = {u ∈ K : r ≤ u ≤ R}. Soit T : Kr,R → K une application compacte
telle que l’une des conditions suivantes soit vérifiée

(a). ‖Tu‖ ≤ ‖u‖ si ‖u‖ = r et ‖Tu‖ ≥ ‖u‖ si ‖u‖ = R ;
(b). ‖Tu‖ ≥ u si ‖u‖ = r et ‖Tu‖ ≤ u si ‖u‖ = R.

Alors T possède un point fixe u dans Kr,R.
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Théorème 1.2.7. Soient (E, ‖·‖) un espace normé, K ⊂ E un cône, 0 < r < R deux
nombres réels et Kr,R = {u ∈ K : r ≤ u ≤ R}. Soit T : Kr,R → K une application compacte
telle que l’une des conditions suivantes soit vérifiée

(a). Tu ≤ u si ‖u‖ = r et Tu ≥ u si ‖u‖ = R ;
(b). Tu ≥ u si ‖u‖ = r et Tu ≤ u si ‖u‖ = R.

Alors T possède un point fixe u dans Kr,R.

3. Version vectorielle

Maintenant nous allons rappeler la version vectorielle du théorème de point fixe de Kras-
nosel’skii dans un cône ( [26]-[51]).

Avant cela, nous allons introduire quelques notations. Considérons n cônesKi, (i = 1, ..., n)
de E et leur cône produit correspondant K = K1 ×K2 × ...×Kn de En.

Pour r, R ∈ Rn+, r = (r1, r2, ..., rn), R = (R1, R2, ..., Rn), on écrit 0 < r < R si 0 < ri < Ri

(i = 1, ..., n), et on a les notations :

(Ki)ri,Ri = {ui ∈ Ki : ri ≤ ‖u‖ ≤ Ri}, (i = 1, 2, ..., n),

Kr,R = {u = (u1, u2, ..., un) ∈ K : ri ≤ ‖ui‖ ≤ Ri pour i = 1, 2, ..., n}.

Clairement, Kr,R = (K1)r1,R1 × (K2)r2,R2 × ..., (Kn)rn,Rn

Théorème 1.2.8. Soient (E, ‖·‖) un espace normé, K1, K2, ..., Kn ⊂ E n cônes, K =
K1 × K2 ×... × Kn et r = (r1, r2, ..., rn), R = (R1, R2, ..., Rn) ∈ (R+)n avec 0 < r < R.
Soit T = (T1, T2, ..., Tn) : Kr,R → K une application compacte. Supposons que pour chaque
i ∈ {1, 2, ..., n}, l’une des conditions suivantes est vérifiée

(a). Tiu ⊀ ui si ‖ui‖ = ri et Tui � ‖ui‖ si ‖ui‖ = Ri ;
(b). Tiu � ui si ‖ui‖ = ri et Tui ⊀ ui si ‖ui‖ = Ri.

Alors T possède un point fixe u = (u1, u2, ..., un) ∈ Kr,R.

1.3 Éléments de Calcul Fractionnaire

1.3.1 Aperçu historique

Dans cette section, on introduit des notations, définitions et des lemmes concernant le
calcul fractionnaire. Il existe plusieurs définitions mathématiques de l’intégration et de la dé-
rivation d’ordre fractionnaire. Ces définitions ne mènent pas toujours à des résultats identiques
mais sont équivalentes pour une large gamme de fonctions.

Le concept de calcul fractionnaire découle historiquement d’une question soulevée dans
l’année 1695 par Marquis de L’Hôpital (1661-1704) à Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).
Lorsque Leibniz a répondu par une lettre à L’Hôpital, il a désigné la nème dérivée d’une fonc-

tion f par le symbole
dnf

dxn
( apparamment avec l’hypothèse implicite que n ∈ N ), l’Hôpital

a répondu alors, "Que signifie dnf
dxn

si n =
1

2
?" Dans sa réponse, datée du 30 Septembre 1695,

Leibniz écrit à L’Hôpital comme suit :
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"... C’est un paradoxe apparent, à partir duquel un jour, des conséquences utiles seront
tirées...". Plusieurs auteurs considèrent cette lettre datée en 30 septembre 1695, comme heure
de naissance du calcul fractionnaire. Donc le calcul fractionnaire est un sujet mathématique
datant de plus de 300 ans.

Par la suite plusieurs mathématiciens célèbres comme P. S. Laplace (1812), J. B. J. Fourier
(1822), N. H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), A. K. Grunwald
(1867-1872), A. V. Letnikov (1868-1872), H. Weyl (1917) et M. Riesz (1949)...ont contribué
aux développement de la théorie de base du calcul fractionnaire. Pour plus de détails sur
les aspects historiques de la théorie du calcul fractionnaire le lecteur intéressé est invité à
consulter les ouvrages [49, 48]. Où un exposé historique détaillé est donné en introduction de
K.B. Oldham et J. Spanier [49], une synthèse théorique a été proposée dans le livre de K.S.
Miller et B. Ross [48], où certains aspects algébriques des équations différentielles d’ordre
fractionnaire sont complètement développés.

Il semble qu’une contradiction dans les définitions ait empêché un succès plus grand de la
théorie, qui n’est certes pas encore unifiée ; de plus, l’absence au début d’une interprétation
géométrique ou physique claire de la dérivée fractionnaire d’une fonction a largement contribué
à ce que des champs de recherche intéressants restent dans l’ombre. L’incompatibilité des
définitions distinctes fut résolue par la compréhension du caractère non local de l’opérateur
de dérivation non entière. Ce n’est que récemment (2ème partie du XXème siècle) que son
application, notamment en Sciences pour l’Ingénieur, s’avère significative.

Pendant ces trois dernières décennies, le calcul fractionnaire a connu le plus d’intérêt et
les champs d’applications des dérivées fractionnaires se sont le plus diversifiées.

J. Liouville est le premier à étudier en détail le calcul fractionnaire, comme semblent
l’attester les huit articles qu’il publia entre 1832 et 1837. Indépendament, Riemann propose
une approche qui s’est avérée celle de Liouville essentiellement. Depuis, cette théorie porte le
non de Riemann-Liouville.

La théorie du Calcul Fractionnaire connaît actuellement une grande popularité parmi les
chercheurs dans les sciences fondamentales et en ingénierie,

Comme il est bien connu, l’extension de la notion de dérivée aux ordres non-entiers ne se
fait pas de manière unique. Par conséquent, il en existe plusieurs variantes. Dans ce cadre et
pour notre support bibliographique nous nous sommes appuyés principalement sur l’ouvrage
classique d’Oldham et Spanier [49] et les ouvrages de Samko, Kilbas et Marichev ([56], 1993),
celui de Podlubny ([50], 1996) ainsi que Kilbas, Srivastava et Trujillo ([40], 2006).

1.3.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

L’approche de Riemann-Liouville relative à la définition de l’intégrale fractionnaire est
inspirée de la formule de Cauchy qui donne les primitives successives (n fois) d’une fonction
continue qui est donnée par l’équation :

Inf(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)n−1 f(s)ds ; t ≥ a et n ∈ N∗.

En généralisant cette formule à un ordre α réel positif et en remplaçant la fonction facto-
rielle par la fonction Gamma on aura la définition suivante :
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Définition 1.3.1. L’intégrale fractionnaire à gauche au sens de Riemann-Liouville d’ordre
α ∈ R+ d’une fonction f : [a, b] → R ou C, −∞ < a < b < +∞ est formellement définie
par :

I
(α)

a+ f(t) =
1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 f(s)ds , a < t < b. (1.1)

Nous verrons que toutes les définitions que nous avons données sont des définitions "à gauche",
il existe des versions symétriques ( à droite ) :

I
(α)

b− f(t) =
1

Γ (α)

∫ b

t

(s− t)α−1 f(s)ds , a < t < b.

Celles-ci sont rarement utilisées car elles dépendent du futur des fonctions,
où Γ (α) =

∫ +∞
0

e−ttα−1dt . Afin d’alléger les notations, nous noterons dans tout ce qui
suit I(α)

a+ = Iαa .

Exemple 1.3.1. Considérons la fonction f(t) = (t− a)β où β > −1. Alors

Iαa (t− a)β =
1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 (s− a)βds.

A l’aide de changement de variable s = a+ (t− a) τ , on trouve :

Iαa (t− a)β =
(t− a)β+α

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 τβdτ =
Γ (β + 1)

Γ (α + β + 1)
(t− a)β+α.

Pour β = 0

(Iαa 1) (t) =
1

Γ (α + 1)
(t− a)α

Pour α = 1et β > −1

Iαa (t− a)β =
1

β + 1
(t− a)β+1.

Pour α = 0.5, β = 1 et a = 0

I0.5
0 (t) =

Γ (2)

Γ (2.5)
t1.5 =

√
t3

Γ (2.5)
.

Propriétés principales des intégrales fractionnaires
Nous avons les propriétés suivantes :

1. Pour que l’intégrale non entière I(α)

a+ f(t) d’une fonction temporelle f existe, il suffit que
f soit continue par morceaux sur ]t0,+∞[ et intégrable sur [t0, t] pour tout t > t0 .

2. L’opérateur intégral Iαa est linéaire.

Lemme 1.3.1. Soit f ∈ C ([a, b[). Pour α, β complexes tels que Re(α) > 0 et Re(β) > 0 on
a

Iαa
(
Iβa f
)

= Iα+β
a f
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et pour Re(α) > 1 on a
d

dx
Iαa f = Iα−1

a f.

Et pour Re(α) > 0 on a
lim
α→0

(Iαa f) (x) = f(x).

Preuve. En effet,

Iαa
(
Iβa f
)

(t) =
1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 (Iβa f) (s)ds

=
1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1

(
1

Γ (β)

∫ s

a

(s− τ)β−1 f(τ)dτ

)
ds

=
1

Γ (α) Γ (β)

∫ t

a

(t− s)α−1

(∫ s

a

(s− τ)β−1 f(τ)dτ

)
ds

=
1

Γ (α) Γ (β)

∫ t

a

f(τ)

(∫ t

τ

(t− s)α−1 (s− τ)β−1 ds

)
dτ

On pose s = τ + (t− s)u, ce qui donne∫ t

τ

(t− s)α−1 (s− τ)β−1 ds = (t− τ)α+β−1

∫ 1

0

(1− u)α−1 uβ−1du

= (t− τ)α+β−1 Γ (α) Γ (β)

Γ (α + β)
.

D’où

Iαa
(
Iβa f
)

(t) =
1

Γ (α + β)

∫ t

a

(t− τ)α+β−1 f(τ)dτ

= Iα+β
a f (t) .

La deuxième idendité se justifie la les théorèmes classiques de dérivation d’une intégrale
dépendant d’un paramètre et l’utilisation de l’équation fondamentale de la fonction Gamma
d’Euler : Γ (α) = (α− 1) Γ (α− 1) .

Pour la dernière, soit f ∈ C ([a, b]) alors

Iαa f (t) =
1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 f(s)ds

et grâce a l’exemple (Iαa 1) (t) = 1
Γ(α+1)

(t− a)α, on a

(Iαa 1) (t) =
1

Γ (α + 1)
(t− a)α →α→0+ 1
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d’où∣∣∣∣Iαa f (t)− 1

Γ (α + 1)
(t− a)αf (t)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 f(s)ds− 1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 f(x)ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 |f(s)− f(x)| ds

=
1

Γ (α)

∫ t−δ

a

(t− s)α−1 |f(s)− f(x)| ds+
1

Γ (α)

∫ t

t−δ
(t− s)α−1 |f(s)− f(x)| ds

La continuité de f sur [a, b[ implique que

∀t, s ∈ [a, b[ ,∀ε > 0,∃δ > 0 : |t− s| ≺ δ ⇒ |f(s)− f(x)| > ε

ce qui donne ∫ t

t−δ
(t− s)α−1 |f(s)− f(x)| ds ≤ ε

∫ t

t−δ
(t− s)α−1 ds =

εδα

α
.

D’autre part∫ x−δ

a

(x− t)α−1 |f(t)− f(x)| dt ≤
∫ x−δ

a

(x− t)α−1 (|f(t)|+ |f(x)|) dx

≤ sup
ξ∈[a,x]

|f(ξ)|
∫ x−δ

a

(x− t)α−1 dt,∀x ∈ [a, b[

= 2M(
(x− a)α

α
− δα

α
)

avec M = supξ∈[a,x] |f(ξ)|
d’où ∣∣∣∣(Iαa f) (x)− (x− a)α

Γ (α + 1)
f (x)

∣∣∣∣
≤ 1

αΓ (α)
[εδα + 2M((x− a)α − δα)]

≤ 1

Γ (α + 1)
[εδα + 2M((x− a)α − δα)].

En faisant tendre α vers 0+, on obtient

lim
α→0+

∣∣∣∣(Iαa f) (x)− (x− a)α

Γ (α + 1)
f (x)

∣∣∣∣ ≤ ε

Donc

lim
α→0+

|(Iαa f) (x)− f (x)| ≤ ε,∀ε > 0

D’où

lim
α→0+

(Iαa f) (x) = f (x) .
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1.3.3 Dérivée fractionnaire

Plusieurs approches ont été développées pour donner un sens à
dnf

dxn
lorsque n ∈ R ou

C, malheureusement elles ne sont pas toutes équivalentes. Dans cette partie on se limite à la
présentation de trois approches de dérivations fractionnaires à savoir l’approche de Grunwald-
Letnikov, Riemann-Liouville et celle de Caputo, qui sont les plus utilisées.

L’opérateur fractionnaire généralisé sera noté D(α), avec α réel entier ou non entier. Si α
est positif, il s’agira d’un opérateur dérivé. Si α est négatif, il s’agira d’un opérateur intégrale.

Dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation entière
d’une fonction à des ordres de dérivée arbitraires, donc on peut exprimer la dérivée d’ordre
entier n (si n est positif ) et l’intégrale répétée (−n) fois (si n est négatif ) d’une fonction f
par la formule suivante :

D(n)f(t) = lim
h→0

1

hp

k=n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
f(t− kh)

où
(
n
k

)
=
n (n− 1) ... (n− k + 1)

k!
La généralisation de cette formule pour α non entier (avec 0 ≤ n− 1 < α < n) et comme

(−1)k)

(
α
k

)
=
−α (1− α) ... (k − α− 1)

k!

=
Γ (k − α)

Γ (k + 1) Γ (−α)
.

Cette relation peut être généralisée pour donner la définition de Grunwald-Letnikov

GD(α)
a f(x) = lim

h→0

1

hα

k=n∑
k=0

Γ (k − α)

Γ (k + 1) Γ (−α)
f(x− kh).

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

L’une des définitions les plus rencontrées de la dérivée d’ordre fractionnaire est celle de
Riemann-Liouville.

Définition 1.3.2. Soit α ∈ ]n− 1, n[ avec n ≥ 1. On appelle dérivée d’ordre α au sens de
Riemann-Liouville la fonction définie par

(
RLD(α)

a f
)

(x) =

(
d

dx

)n (
In−αa f

)
(x) =

1

Γ (n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

(x− s)n−α−1 f(s)ds.
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Exemple 1.3.2. Reprenons l’exemple de la fonction f(x) = (x− a)β. Alors

RLD(α)
a (x− a)β =

(
d

dx

)n
Γ (β + 1)

Γ (β + 1 + n− α)
(x− a)β+n−α

=
Γ (β + 1)

Γ (β + 1 + n− α)

Γ (β + 1 + n− α)

Γ (β + 1− α)
(x− a)β−α

=
Γ (β + 1)

Γ (β + 1− α)
(x− a)β−α

où nous avons utilisé la formule(
d

dx

)n
(x− a)λ = λ (λ− 1) ... (λ− n+ 1) (x− a)λ−n =

Γ (λ+ 1)

Γ (λ+ 1− n)
(x− a)λ−n.

Pour α = 1

RLD(1)
a (x− a)β =

(
d

dx

)n
Γ (β + 1)

Γ (β + n)
(x− a)β+n−1

=
Γ (β + 1)

Γ (β)
(x− a)β−1

= β(x− a)β−1 =
d

dx
(x− a)β.

Si on pose β = 0 dans l’égalité précédent, on obtient

RLD(α)
a (1) =

(x− a)−α

Γ (1− α)
.

C’est -à-dire que la dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est plus nulle ! est en
général infinie pour x = a.

Dans ce qui suit nous rappelons quelques résultats essentiels utiles pour notre étude.

Lemme 1.3.2. Soit α ∈ ]n− 1, n[ avec n ∈ N−{0} et f une fonction vérifiant RLD(α)
a f = 0.

Alors

f(x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ (j + 1)

Γ (j + 1 + α− n)
(x− a)j+α−n

où les cj sont des constantes quelconques.

Preuve. Partons de RLD
(α)
a f(x) =

(
d

dx

)n
(In−αa f) (x) = 0, alors on a d’abord

In−αa f(x) =
n−1∑
j=0

cj(x− a)j

et par application de Iαa on obtient

Ina f(x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ (j + 1)

Γ (j + 1 + α)
(x− a)j+α

ensuite par dérivation classique le resultat.
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Lemme 1.3.3. L’opérateur de dérivation de Riemann-Liouville RLD
(α)
a possède les propiétés

suivantes :
1. RLD

(α)
a est un opérateur linéaire.

2. En général RLD(α)
a oRLD

(β)
a 6=RL D

(β)
a oRLD

(α)
a et aussi 6=RL D

(α+β)
a .

3. limα→(n−1)+
RLD

(α)
a f = f (n−1) et limα→n−

RLD
(α)
a f = f (n).

4. RLD
(α)
a oIαa = id.

5.
(
Iαa o

RLD
(α)
a

)
f (x) = f(x) +

n−1∑
j=0

cj
(x− a)j−n+α

Γ (j − n+ α + 1)
.

Preuve. Pour la linéarité c’est une simple vérification. Pour le deuxième point un contre
exemple suffit ( consédérer α = 1

2
, β = 1 et f (x) = x ). Montrons la deuxième égalité de la

propriété 3. Supposons que f est de calsse Cn, alors

f (x) =
(
Ina f

(n)
)

(x) +
n−1∑
j=0

f j (a)

j!
(x− a)j

et donc

In−αa f (x) = In−αa

(
Ina f

(n)
)

(x) +
n−1∑
j=0

f j (a)

j!
In−αa (x− a)j

= I2n−α
a

(
f (n)

)
(x) +

n−1∑
j=0

f j (a)

Γ (j + 1 + n− α)
(x− a)j+n−α

donc

RLD(α)
a f (x) =

(
d

dx

)n
In−αa f (x)

=

(
d

dx

)n [
I2n−α
a

(
f (n)

)
(x) +

n−1∑
j=0

f j (a)

Γ (j + 1 + n− α)
(x− a)j+n−α

]

= In−αa

(
f (n)

)
(x) +

n−1∑
j=0

f j (a)

Γ (j + 1− α)
(x− a)j−α

par passage a la limite quand α→ (n)− on obtient

lim
α→(n)−

D(α)
a f (x) = lim

α→n−
In−αa

(
f (n)

)
(x) + lim

α→n−

n−1∑
j=0

f j (a)

Γ (j + 1− α)
(x− a)j−α

= f (n)(x).

Pour la propriété 4 on écrit

RLD(α)
a oIαa f (x) =

(
d

dx

)n
In−αa (Iαa f (x))

=

(
d

dx

)n
Ina f (x)

= f (x)



1.3 Éléments de Calcul Fractionnaire 18

Pour la dernière égalité et d’aprés la propriété 4, on écrit(
RLD(α)

a oIαa o
RLD(α)

a

)
f =RL D(α)

a f

donc
RLD(α)

a

(
Iαa o

RLD(α)
a f − f

)
= 0

D’aprés le lemme précédent on aura

Iαa o
RLD(α)

a f (x)− f (x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ (j + 1)

Γ (j + 1 + α− n)
(x− a)j+α−n

D’où

Iαa o
RLD(α)

a f (x) = f (x) +
n−1∑
j=0

cj
Γ (j + 1)

Γ (j + 1 + α− n)
(x− a)j+α−n.

En particulier pour 2 < α ≤ 3, (n = 3) et a = 0; de l’égalité précédente nous obtenons

Iα0+o
RLD

(α)

0+ f (x) = f (x) +
2∑
j=0

cj
Γ (j + 1)

Γ (j + 1 + α− 3)
xj+α−3

= f (x) + c0
Γ (1)

Γ (α− 2)
xα−3 + c1

Γ (2)

Γ (α− 1)
xα−2 + c2

Γ (3)

Γ (α)
xα−1.

Par conséquent la solution d’une équation différentielle fractionnaire de la forme

D
(α)

0+ u (x) + y (x) = 0,

est donnée par
u (x) = −c1x

α−1 − c2x
α−2 − c3x

α−3 − Iα0+y (x) ,

pour certaines constantes arbitraires c1, c2, c3 ∈ R

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d’ordre fractionnaire définie par :

Définition 1.3.3. Soit α ∈ ]n− 1, n[ avec n ≥ 1 et f ∈ Cn ([a, b]). On appelle dérivée d’ordre
α de la fonction f au sens de Caputo la fonction définie par

CD(α)
a f(x) =

(
In−αa f (n)

)
(x).
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Exemple 1.3.3. Reprenons l’exemple de la fonction f(x) = (x− a)β. Alors

CD(α)
a (x− a)β =

1

Γ (n− α)

∫ x

a

(x− s)n−α−1 f (n)(s)ds

=
1

Γ (n− α)

∫ x

a

(x− s)n−α−1 Γ (β + 1)

Γ (β + 1− n)
(s− a)β−nds

=
Γ (β + 1)

Γ (n− α) Γ (β + 1− n)

∫ x

a

(x− s)n−α−1 (s− a)β−nds

=

(
d

dx

)n
Γ (β + 1)

Γ (β + 1 + n− α)
(x− a)β+n−α

=
Γ (β + 1)

Γ (β + 1 + n− α)

Γ (β + 1 + n− α)

Γ (β + 1− α)
(x− a)β−α

=
Γ (β + 1)

Γ (β + 1− α)
(x− a)β−α.

Remarque 1.3.1. La dérivée au sens de Caputo permet de rattraper certaines "anomalies"
que nous avons rencontré dans le cas de Riemman-Liouville. En voici la première

CD(α)
a 1 = 0.

i.e, la dérivée de Caputo d’une constante est nulle.

Propriétés principales des dérivées fractionnaires

Les principales propriétés des dérivées et intégrales fractionnaires sont les suivantes :

1. La définition de la dérivation d’ordre fractionnaire étant basée sur celle d’une intégration
d’ordre fractionnaire,

2. Une dérivation d’ordre fractionnaire revêt un caractère global contrairement à une dé-
rivation entière. Il s’avère en effet que la dérivée d’ordre fractionnaire d’une fonction
f(t) nécessite la connaissance de f(t) sur l’intervalle [a, t], alors que dans le cas entier,
seule la connaissance locale de f autour de t est nécessaire. Cette propriété permet
d’interpréter les systèmes d’ordre fractionnaire comme des systèmes à mémoire longue,
les systèmes entiers étant alors interprétables comme des systèmes à mémoire courte.

3. Pour α = n, où n est un nombre entier, l’opération CD
(α)
a f(x) produit le même résultat

que la dérivation classique d’ordre entier.
4. Pour α = 0, l’opérateur est l’opérateur identité, ainsi CD(0)

a f(x) = f(x).



Chapitre2
Solutions positives d’une EDF non linéaire
([53])

2.1 Introduction
Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’existence et la non-existence de solutions positives pour

le problème aux limites non linéaire suivant :

Dα
0+u+ a(t)f(u(t)) = 0, 2 < α ≤ 3, 0 < t < 1, (2.1)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1)− µu′(η) = λ, (2.2)

où α est un nombre réel, Dα
0+ est la dérivation standard de Riemann-Liouville d’ordre α,

η ∈ ]0, 1[, µ ∈
[
0,

1

ηα−2

[
sont des constantes arbitraires, λ ∈ [0,∞[ est un paramètre positif.

Par solution positive, on entend une fonction u positive sur ]0, 1[ et satisfaisant (2.1)-(2.2).
Tout au long de ce chapitre, on supposera que les condtions suivantes sont vérifiées :

(C1). f : [0,∞[ −→ [0,∞[ est continue ;
(C2). a : ]0, 1[ −→ [0,∞[ est continue.

Nous montrons, sous certaines conditions convenables sur le terme non-linéaire f , que le
problème aux limites fractionnaire (2.1)-(2.2) possède au moins une solution positive ou ne
possède aucune solution positive selon les cas traités. Cela sera fait en utilisant le théorème
de point fixe de Guo-Krasnosel’skii (Théorème 1.2.5).

L’utilisation de la théorie du point fixe sur les cônes pour l’étude des problèmes aux
limites est aussi riche que diverse dans la littérature. En effet, plusieurs auteurs ont utilisé
les théorèmes de point fixe pour montrer l’existence de solutions positives pour les problèmes
aux limites pour les équations différentielles ordinaires, équations aux différences, ainsi que
pour certain systèmes dynamiques. Plus particulièrement, Delbosco et Rodino [27] se sont
intéressés à l’existence de solutions pour l’équation différentielle fractionnaire non-linéaire
Dα

0+u = f(t, u), où 0 < α < 1 et f : [0, a] × R → R, 0 < a ≤ +∞ est une fonction donnée,
supposée continue sur ]0, a[ × R, et ils ont réussi des résultats d’éxistence par l’usage du
théorème du point fixe de Schauder ainsi que le principe de contraction de Banach. Bai et
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Lü [16] ont étudié l’existence et la multiplicité de solutions positives pour le problèmes aux
limites suivant : {

Dα
0+u+ f(t, u(t)) = 0, 1 < α < 2, 0 < t < 1,

u(0) = u(1) = 0,
où Dα

0+ est la dérivation standard de Riemann-Liouville d’ordre α. Plus récemment Bai et
Qiu [17] se sont intéressés à l’existence de solutions positives pour le problème aux limites de
l’équation différentielle fractionnaire non-linéaire suivant :{

Dα
0+u+ f(t, u(t)) = 0, 2 < α ≤ 2, 0 < t < 1,

u(0) = u′(1) = u′′(0) = 0,

où Dα
0+ est la dérivation fractionnaire de Caputo, et f : ]0, 1] × [0,+∞[ → [0,+∞[, avec

limt−→0+ f(t, .) = +∞ . Leurs résultats ont été obtenus au moyen du théorème du point fixe
de Krasnoselskii et par une variante de l’alternative non-linéaire de Leray-Schauder dans un
cône.

Lü Zhang [47] quant à lui à considéré le problème d’existence de solution positive pour le
problème fractionnaire suivant, faisant intervenir la dérivation de Caputo :{

Dα
t u+ f(t, u(t)) = 0, 1 < α < 2, 0 < t < 1,

u(0) = ν 6= 0, u(1) = ρ 6= 0.

Dans un autre papier, et par l’utilisation de la théorie du point fixe sur les cônes, Zhang
[67] a étudié l’existence et la multiplicité de solutions positives pour le problème aux limites
non-linéaire fractionnaire suivant :{

Dα
t u+ f(t, u(t)) = 0, 1 < α < 2, 0 < t < 1,
u(0) + u′(0) = 0, u(1) + u′(1) = 0,

où Dα
0+ désigne la dérivation fractionnaire de Caputo. Benchohra, Henderson, Ntoyuas et

Ouahab [15] ont utilisé le théorème de point fixe de Banach et l’alternative non-linéaire de
Leray-Schauder pour prouver l’existence de solutions pour le problème fractionnaire d’équa-
tions fonctionnelles et à retard infini suivant :{

Dαy(t) = f(t, yt), pour chaque t ∈ J = [0, b] , 0 < α < 1,
y(t) = φ(t), t ∈ ]−∞,0] ,

où Dα
0+ est la dérivation standard de Riemann-Liouville, f : J × B → R est une fonction

donnée vérifiant certaines hypothèses, φ ∈ B, φ(0) = 0 et B est appelé espace de phases.
En utilisant le théorème de point fixe de Krasnoselskii sur des cônes, El-Shahed [28] à traité
l’existence et la non-existence de solution positive pour le problème non-linéaire fractionnaire
aux limites suivant :{

Dα
0+u+ λa(t)f(u(t)) = 0, 2 < α < 3, 0 < t < 1,

u(0) = u′(0) = u′(1) = 0,

où Dα
0+ est la dérivation standard de Riemann-Liouville d’order α. Certains résultats d’exis-

tence pour le problème (2.1)-(2.2) avec α = 3 ont été obtenus par Sun [52]. Le problème
aux limites (2.1)-(2.2) intervient dans différents domaines de mathématiques appliquées et de
physique, et seules les solutions positives ont un sens en pratique.

Dans la section suivante nous allons présenter quelques notions et lemmes préliminaires,
la section trois est quant à elle dédiée à montrer l’existence et la non-existence de solution
positives pour le problème aux limites (2.1)-(2.2).
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2.2 Préliminaires
Dans cette section, nous allons donner les notations, les défintions et les lemmes de base

qui seront utilisés par la suite pour démontrer nos principaux résultats. Commençons d’abord
par introduire les fonctions nécessaires à la formulation de point fixe du problème (2.1)-(2.2).

Pour (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1]

G(t, s) =
1

Γ(α)

{
tα−1(1− s)α−2 − (t− s)α−1 , s ≤ t
tα−1(1− s)α−2, t ≤ s

(2.3)

et
G1(η, s) =

1

Γ(α)

{
ηα−2(1− s)α−2 − (η − s)α−2, s ≤ η
ηα−2(1− s)α−2 , η ≤ s

(2.4)

Dans le but de vérifier l’existence de solutions positives, nous donnons quelques propriétés
des fonctions G et G1.

Lemme 2.2.1. Pour tout (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1], on a

(P1).
∂G(t, s)

∂t
= (α− 1)G1(t, s).

(P2). 0 ≤ G1(η, s) ≤ 1

Γ(α)
ηα−2 (1− s)α−2,

(P3). γG(1, s) ≤ G(t, s) ≤ G(1, s), (t, s) ∈ [τ, 1]× [0, 1],

où G(1, s) = 1
Γ(α)

s(1− s)α−2, γ = τα−1, et τ est tel que∫ 1

τ

s(1− s)α−2a(s)ds > 0. (2.5)

Preuve. (P1) et (P2) sont évidentes.
Nous allons montrer (P3).
Pour chaque (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1], (P1) et (P2) impliquent que, 0 ≤ G(t, s) ≤ G(1, s).
Si 0 ≤ s ≤ t ≤ 1, on a

G(t, s)

G(1, s)
=
tα−1(1− s)α−2 − (t− s)α−1

s(1− s)α−2

≥ t(t− ts)α−2 − (t− ts)α−1

s(1− s)α−2
=
t(t− ts)α−2 − (t− ts)(t− ts)α−2

s(1− s)α−2

=
ts(t− ts)α−2

s(1− s)α−2
= tα−1.

Si 0 ≤ t ≤ s ≤ 1, on a

G(t, s)

G(1, s)
=
tα−1(1− s)α−2

s(1− s)α−2
≥ tα−1(1− s)α−2

(1− s)α−2
= tα−1.

Alors,
tα−1G(1, s) ≤ G(t, s) ≤ G(1, s), (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1] .
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Donc,
τα−1G(1, s) ≤ G(t, s) ≤ G(1, s), (t, s) ∈ [τ, 1]× [0, 1] .

Ce qui termine la démonstration du Lemme 2.2.1.
Considérons l’espace de Banach E=C ([0, 1] ;R) muni de la norme

‖u‖∞ = max {|u(t)| : t ∈ [0, 1]} .

Soit E+ = {u ∈ E : u(t) ≥ 0} cône de E, et K ⊂ E+ le cône défini par

K=

{
u ∈ E : min

t∈[τ,1]
u(t) ≥ γ ‖u‖

}
, γ = τα−1

Soit L : E → E l’opérateur linéaire défini pour u ∈ E par

Lu(t) =

∫ 1

0

G(t, s)u(s)ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)u(s)ds+
λtα−1

(α− 1) d
(2.6)

avec,
d = 1− µηα−2 > 0.

Il est claire que, L est continue, L (E+) ⊂ E+.

Lemme 2.2.2. Pour h ∈ E une fonction donnée. Alors u = Lh est l’unique solution du
problème

Dα
0+u(t) + h(t) = 0, 2 < α ≤ 3, 0 < t < 1, (2.7)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1)− µu′(η) = λ, (2.8)

Preuve. En appliquant les lemmes 1.3.2 et 1.3.3 , l’équation (2.7) est équivalent à l’équa-
tion intégrale suivante :

u(t) = −c1t
α−1 − c2t

α−2 − c3t
α−3 − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds. (2.9)

pour certaines constantes arbitraires c1, c2, c3 ∈ R. Les conditions aux limites (2.8), nous
permettent de déduire leurs exactes valeurs

c2 = c3 = 0

c1 =
−1

dΓ(α)

(∫ 1

0

(1− s)α−2h(s)ds− µ
∫ η

0

(η − s)α−2h(s)ds

)
− λ

(α− 1) d
.

Alors, l’unique solution de (2.7)-(2.8) est donnée par la formule

u(t) = − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+
tα−1

dΓ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2h(s)ds

− µtα−1

dΓ(α)

∫ η

0

(η − s)α−2h(s)ds+
λtα−1

(α− 1) d
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= − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+
tα−1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2h(s)ds

+
µηα−2tα−1

dΓ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2h(s)ds− µtα−1

dΓ(α)

∫ η

0

(η − s)α−2h(s)ds+
λtα−1

(α− 1) d

=
1

Γ(α)

(
−
∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+ tα−1

∫ t

0

(1− s)α−2h(s)ds+ tα−1

∫ 1

t

(1− s)α−2h(s)ds

)
+
µtα−1ηα−2

dΓ(α)

(∫ η

0

(1− s)α−2h(s)ds+

∫ 1

η

(1− s)α−2h(s)ds− 1

ηα−2

∫ η

0

(η − s)α−2h(s)ds

)
+

λtα−1

(α− 1) d

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

G(t, s)h(s)ds+
µtα−1

dΓ(α)

∫ 1

0

G1(η, s)h(s)ds+
λtα−1

(α− 1) d

Ce qui achève la preuve du Lemme 2.2.1.

Lemme 2.2.3. Si h ∈ E+, alors l’unique solution u du problèmes aux limites (2.7)-(2.8) est
positive et satisfait l’estimation

min
t∈[τ,1]

u(t) ≥ γ ‖u‖ , γ = τα−1 (2.10)

Preuve. Soit h ∈ E+ ; il est clair que u est positive. Pour chaque t ∈ [0, 1], par (2.6) et le
Lemme 2.2.1, il découle que

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)h(s)ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)h(s)ds+
λtα−1

(α− 1) d

≤
∫ 1

0

G(1, s)h(s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)h(s)ds+
λ

(α− 1) d
,

et par suite

‖u‖ ≤
∫ 1

0

G(1, s)h(s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)h(s)ds+
λ

(α− 1) d
.

De plus, (2.6) et le Lemme 2.2.1 impliquent que pour tout t ∈ [τ, 1] ,

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)h(s)ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)h(s)ds+
λtα−1

(α− 1) d

≥ γ

∫ 1

0

G(1, s)h(s)ds+
µτα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)h(s)ds+
λτα−1

(α− 1) d

= γ

(∫ 1

0

G(1, s)h(s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)h(s)ds+
λ

(α− 1) d

)
.

et donc
min
t∈[τ,1]

u(t) ≥ γ ‖u‖ .

Ce qui achève la démonstration.
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Soit T : E+ → E+ l’opérateur intégrale défini pour u ∈ E+ par

Tu(t) =

∫ 1

0

G(t, s)a(s)f(u(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds+
λtα−1

(α− 1) d
(2.11)

Alors on le lemme suivant

Lemme 2.2.4. la fonction u ∈ K est solution du problème (2.1)-(2.2) si et seulement si u
est un point fixe de T .

Afin d’utiliser le théorème de point fixe de Guo-Krasnosel’skii (Théorème 1.2.5) on doit
montrer que T est complètement continu.

Lemme 2.2.5. Supposons que les hypothèses (C1) et (C2) sont vérifiées. Alors T : K → K
est completement continu

Preuve. On sépare la preuve en deux cas.

(A). Dans un premier temps on suppose que la fonction a : ]0, 1[ −→ [0,∞[ est continue.
Puisque G(t, s), G1(η, s) ≥ 0, alors Tu(t) ≥ 0 pour tout u ∈ K.

(a). On commence par montrer que T (K) ⊂ K. En fait,

Tu(t) =

∫ 1

0

G(t, s)a(s)f(u(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds+
λtα−1

(α− 1) d

≤
∫ 1

0

G(1, s)a(s)f(u(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds+
λ

(α− 1) d

donc,

‖Tu‖ ≤
∫ 1

0

G(1, s)a(s)f(u(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds+
λ

(α− 1) d
,

d’un autre côté, le Lemme 2.2.1 implique que pour tout t ∈ [τ, 1] ,

Tu(t) =

∫ 1

0

G(t, s)a(s)f(u(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0
G1(η, s)a(s)f(u(s))ds+

λtα−1

(α− 1) d

≥ γ

∫ 1

0

G(1, s)a(s)f(u(s))ds+
µτα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds+
λτα−1

(α− 1) d

= γ

(∫ 1

0

G(1, s)a(s)f(u(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds+
λ

(α− 1) d

)
,

et, pour u ∈ K
min
t∈[τ,1]

Tu(t) ≥ γ ‖Tu‖ .

Par conséquence, on a T (K) ⊂ K.
(b). Maintenant nous allons démontrer que T est continu. En effet, posons

N =
1

Γ(α)

(∫ 1

0

s(1− s)α−2a(s)ds+
µηα−2

d

∫ 1

0

(1− s)α−2a(s)ds

)
,
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supposons que un, u0 ∈ K et un −→ u0, alors ‖un‖ ≤ c <∞, pour chaque n ≥ 0. Puisque f
est continue sur [0, c], elle y est uniformément continue. Donc, pour tout ε > 0, il existe δ > 0
tel que |u1 − u2| < δ implique que |f(u1)− f(u2)| < ε

N
. Pusque un −→ u0, il existe n0 ∈ N

tel que ‖un − u0‖ < δ pour n ≥ n0. Ainsi on a |f(un(t))− f(u0(t))| < ε
N
, pour n ≥ n0 et

t ∈ [0, 1]. Ce qui implique que pour n ≥ n0

‖Tun − Tu0‖

=

∥∥∥∥∫ 1

0

G(t, s)a(s) [f(un(s))− f(u0(s))] ds+ µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s) [f(un(s))− f(u0(s))] ds

∥∥∥∥
≤ ε

N

(∫ 1

0

G(1, s)a(s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)ds

)
≤ ε

N

(
1

Γ(α)

∫ 1

0

s(1− s)α−2a(s)ds+
µηα−2

d

∫ 1

0

(1− s)α−2a(s)ds

)
≤ ε

N
(N) = ε.

Donc, T : K−→K est continu.
(c). Maintenant nous montrons que ∀B ⊂ K un ensemble borné, alors T (B) ⊂ K est un

ensemble compact.
En effet,
(c1). Soit B ⊂ K un ensemble borné, alors nécessairement T (B) ⊂ K est uniformément

borné.
En effet, puisque B est borné, alors il existe un certain m > 0 tel que ‖u‖ ≤ m, pour tout

u ∈ B.
Soit,

C = max {|f(u(t))| : 0 ≤ ‖u‖ ≤ m}

alors
‖Tu‖ ≤ C1N pour tout u ∈ B.

tel que

C1 = C +
λ

(α− 1) dN
.

(c2). L’equicontinuité de T (B) vient du fait que les fonctions de Green G et G1 sont
continues sur [0, 1] × [0, 1] donc uniforméments continues. Par le théorème d’Arzela-Ascoli
(Théorème 1.1.1 ), on obtient que T (B) est un ensemble relativement compact, i.e., T est un
opérateur complètement continu.

(B). Nous allons à présent traiter le cas plus général où a : ]0, 1[→ [0,+∞[ est continue ;

Pour surmonter les singularités, nous considérons l’opérateur d’approximation :

Tn : E+−→E+

Tnu(t) =

∫ 1

0

G(t, s)an(s)f(u(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)an(s)f(u(s))ds+
λtα−1

(α− 1) d
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où n ∈ N;n ≥ 2 et

an(t) =


a( 1

n
), 0 ≤ t ≤ 1

n
,

a(t), 1
n
≤ t ≤ 1− 1

n
,

a(1− 1
n
), 1− 1

n
≤ t ≤ 1.

(2.12)

Clairement, an ∈ C ([0, 1] ; [0,+∞[) .
Par un raisonnement similaire il est immédiat que Tn : K−→K est complètement continu.
Puisque

0 <

∫ 1

0

G(t, s)a(s)ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)ds

<

∫ 1

0

G(1, s)a(s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)ds

<
1

Γ(α)

[∫ 1

0

s(1− s)α−2a(s)ds+
µηα−2

d

∫ 1

0

(1− s)α−2 a(s)ds

]
< +∞,

et par la continuité absolue de l’intégrale, on a

lim
n−→∞

(∫
e(n)

s(1− s)α−2a(s)ds+
µηα−2tα−1

d

∫
e(n)

(1− s)α−2 a(s)ds

)
= 0,

où e(n) =
[
0, 1

n

]
∪
[
1− 1

n
, 1
]
.

Soit r > 0 et u ∈ Br = {u ∈ E : ‖u‖ ≤ r} et

Mr = max {f(u(t) : (t, u) ∈ [0, 1]× [0, r]} < +∞,

par (2.12), le Lemme 2.2.1 (P3), et par la continuité de l’intégrale, on a

lim
n−→∞

‖Tnu− Tu‖

≤ lim
n−→∞

max
0≤t<1

∣∣∣∣∫ 1

0

G(t, s) (an(s)− a(s)) f(u(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s) (an(s)− a(s)) f(u(s))ds

∣∣∣∣
≤ Mr

Γ(α)
lim
n−→∞

[∫ 1

0

s(1− s)α−2 (a(s)− an(s)) ds+
µ

d

∫ 1

0

(1− s)α−2 (a(s)− an(s)) ds

]
≤ Mr

Γ(α)
lim
n−→∞

[∫
e(n)

s(1− s)α−2 (a(s)− an(s)) ds+
µ

d

∫
e(n)

(1− s)α−2 (a(s)− an(s)) ds

]

=
Mr

Γ(α)
lim
n−→∞


∫ 1

n

0

s(1− s)α−2 (a(s)− an(s)) ds+
µ

d

∫ 1
n

0

(1− s)α−2 (a(s)− an(s)) ds

+

∫ 1

1− 1
n

s(1− s)α−2 (a(s)− an(s)) ds+
µ

d

∫ 1

1− 1
n

(1− s)α−2 (a(s)− an(s)) ds


≤ Mr

Γ(α)
lim
n−→∞

(∫
e(n)

s(1− s)α−2a(s)ds+
µηα−2tα−1

d

∫
e(n)

(1− s)α−2 a(s)ds

)
= 0.

Alors, T : K−→K est complètement continu.



2.3 Résultats principaux 28

2.3 Résultats principaux
Dans cette section, nous allons étudier l’existence de solutions positives pour le problème

aux limites (2.1)-(2.2). Nous commençons par introduire les notations suivantes :

Λ1 :=

(
1

Γ(α)

∫ 1

0

s(1− s)α−2a(s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)ds

)−1

,

Λ2 :=

(
γ

Γ(α)

∫ 1

τ

s(1− s)α−2a(s)ds+
µγ

d

∫ 1

τ

G1(η, s)a(s)ds

)−1

.

Il est facile de voir que Λ2 > Λ1 > 0. On pose aussi

f0 = lim
r−→0+

f(r)

r
, f∞ = lim

r−→∞

f(r)

r
.

Théorème 2.3.1. Soit (C1) et (C2) vérifiées. De plus, on suppose que f est sur-linéaire, i.e.

f0 = 0, f∞ =∞.

Alors il existe λ1, λ2 avec 0 < λ1 < λ2 < +∞ tels que
si λ ∈ ]0, λ1[ le problème aux limites (2.1)-(2.2) admet au moins une solution positive,
si λ ∈ ]λ2,+∞[ le problème aux limites (2.1)-(2.2) n’admet pas de solution positive .

Preuve. On divise la preuve en deux étapes.
Etape 1. On montre que le problème aux limites (2.1)-(2.2) possède au moins une solution

positive pour λ suffisamment petit.

Puisque f0 = 0, pour Λ1 > 0, il existe R1 > 0 tel que
f(r)

r
≤ Λ1

2
, r ∈ [0, R1] . Ainsi,

f(r) ≤ rΛ1

2
, for r ∈ [0, R1] . (2.13)

Soit,
Ω1 = {u ∈ C [0, 1] : ‖u‖ ≤ R1}

et soit λ satisfaisant,

0 < λ ≤ (α− 1) dR1

2
. (2.14)
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Alors pour chaque u ∈ K ∩ ∂Ω1, il découle du Lemme 2.2.1, (2.11), (2.13) et (2.14) que

Tu(t) =

∫ 1

0

G(t, s)a(s)f(u(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds+
λtα−1

(α− 1) d

≤ 1

Γ(α)

∫ 1

0

s (1− s)α−2 a(s)f(u(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds+
λ

(α− 1) d

≤ Λ1

2

(
1

Γ(α)

∫ 1

0

s (1− s)α−2 a(s)u(s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)u(s)ds

)
+

(α− 1) dR1

2 (α− 1) d

≤ Λ1

2

(
1

Γ(α)

∫ 1

0

s (1− s)α−2 a(s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)ds

)
‖u‖+

R1

2

=
‖u‖
2

+
‖u‖
2

= ‖u‖ .

Et donc
‖Tu‖ ≤ ‖u‖ , pour u ∈ K ∩ ∂Ω1. (2.15)

D’un autre côté, puisque f∞ = ∞ , pour Λ2 > 0, il existe R2 > R1 tel que f(r)
r
≥ Λ2,

r ∈ [γR2,∞).
Nous avons alors

f(r) ≥ rΛ2, pour r ∈ [γR2,∞] . (2.16)

Posons,
Ω2 = {u ∈ C [0, 1] : ‖u‖ ≤ R2} .

Pour chaque u ∈ K ∩ ∂Ω2, par le Lemme 2.2.1 on a

min
s∈[τ,1]

u(s) ≥ γ ‖u‖ = γR2.

Donc, par (2.15) on peut conclure que

Tu(1) =

∫ 1

0

G(1, s)a(s)f(u(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds+
λ

(α− 1) d

≥
∫ 1

0

G(1, s)a(s)f(u(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds

≥ 1

Γ(α)

∫ 1

τ

s(1− s)α−2a(s)f(u(s))ds+
µ

d

∫ 1

τ

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds

≥ Λ2

(
1

Γ(α)

∫ 1

τ

s(1− s)α−2a(s)u(s)ds+
µ

d

∫ 1

τ

G1(η, s)a(s)u(s)ds

)
≥ γΛ2

(
1

Γ(α)

∫ 1

τ

s(1− s)α−2a(s)ds+
µ

d

∫ 1

τ

G1(η, s)a(s)ds

)
‖u‖

= ‖u‖ ,

ce qui implique que
‖Tu‖ ≥ ‖u‖ , pour u ∈ K ∩ ∂Ω2. (2.17)
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Et donc, par (2.15), (2.17) et la première assertion du théorème de point fixe de Guo-
Krasnosel’skii (Théorème 1.2.5). On sait que l’opérateur T possède au moins un point fixe
u ∈ K∩

(
Ω2\Ω1

)
, qui n’est autre qu’une solution positive du problème aux limites (2.1)-(2.2).

Etape 2. On montre que le problème aux limites (2.1)-(2.2) ne possède pas de solution
positive pour λ suffisamment grand. Car sinon, il existe 0 < λ1 < λ2 < ... < λn < ..., avec
limn−→∞λn = +∞, tel que pour chaque entier positif n, le problème aux limites{

Dαu+ a(t)f(u) = 0, 2 < α < 3, 0 < t < 1,
u(0) = u

′
(0) = 0, u

′
(1)− µu′(η) = λn,

possède une solution positive un(t), par (2.6), on a

un(1) =

∫ 1

0

G(1, s)a(s)f(un(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(un(s))ds+
λn

(α− 1) d

≥ λn
(α− 1) d

−→ +∞, (n −→∞) .

Donc
‖un‖ −→ +∞, (n −→∞) .

Puisque f∞ =∞ , pour 4Λ2 > 0, il existe R̂ > 0 tel que

f(r)

r
≥ 4Λ2,∀r ∈

[
γR̂,∞

[
,

ce qui implique que
f(r) ≥ 2Λ2r , ∀r ∈

[
γR̂,∞

[
.

Soit n suffisamment grand de sorte que ‖un‖ ≥ R̂, alors

‖un‖ ≥ un(1)

=

∫ 1

0

G(1, s)a(s)f(un(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(un(s))ds+
λn

(α− 1) d

≥ 2Λ

(∫ 1

0

G(1, s)a(s)un(s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)un(s)ds

)
≥ 2Λ

(∫ 1

τ

G(1, s)a(s)un(s)ds+
µ

d

∫ 1

τ

G1(η, s)a(s)un(s)ds

)
≥ 2Λ2

(
γ

1

Γ(α)

∫ 1

τ

(1− s)α−2sa(s)ds+
µγ

d

∫ 1

τ

G1(η, s)a(s)ds

)
‖un‖

= 2 ‖un‖ ,

ce qui est une contradiction. Ceci termine la preuve.
Maintenant nous allons considérer le cas f sous-linéaire.

Théorème 2.3.2. Soit (C1) et (C2) vérifiées. De plus, on suppose que f est sous-linéaire,
i.e.

f0 =∞, f∞ = 0.

Alors le problème aux limites (2.1)-(2.2) possède au moins une solution positive pour chaque
λ ∈ ]0,∞[.
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Preuve. Puisque f0 = ∞, il existe R1 > 0 tel que f(r) ≥ Λ2r, pour chaque r ∈ [0, R1].
Ainsi pour tout u ∈ K avec ‖u‖ = R1 et pour tout λ > 0, on a

Tu(1) =

∫ 1

0

G(1, s)a(s)f(u(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds+
λ

(α− 1) d

≥ 1

Γ(α)

∫ 1

0

s(1− s)α−2a(s)f(u(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds

≥ 1

Γ(α)

∫ 1

τ

s(1− s)α−2a(s)f(u(s))ds+
µ

d

∫ 1

τ

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds

≥ Λ2

(
1

Γ(α)

∫ 1

τ

s(1− s)α−2a(s)u(s)ds+
µ

d

∫ 1

τ

G1(η, s)a(s)u(s)ds

)
≥ Λ2

(
γ

1

Γ(α)

∫ 1

τ

s(1− s)α−2a(s)ds+
µγ

d

∫ 1

τ

G1(η, s)a(s)ds

)
‖u‖

= ‖u‖ ,

et par conséquence, ‖Tu‖ ≥ ‖u‖.
Donc, si l’on pose Ω1 = {u ∈ K : ‖u‖ < R1}, alors

‖Tu‖ ≥ ‖u‖ , pour u ∈ K ∩ ∂Ω1. (2.18)

A présent nous allons construire l’ensemble Ω2 ; on considère les deux cas : f bornée ou f
non bornée.

Cas (1) : Supposons que f est bornée, soit par exemple f(r) ≤M pour tout r ∈ [0,∞[.
Dans ce cas on choisit

R2 ≥ max

{
2R1,

2M

Λ1

,
2λ

(α− 1) d

}
,

et alors pour u ∈ K avec ‖u‖ = R2, on a

Tu(t) =

∫ 1

0

G(t, s)a(s)f(u(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds+
λtα−1

(α− 1) d

≤M

(
1

Γ(α)

∫ 1

0

s(1− s)α−2a(s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)ds

)
+

λ

(α− 1) d

≤ M

Λ1

+
R2

2
≤ R2

2
+
R2

2
= R2 = ‖u‖ .

Donc,
‖Tu‖ ≤ ‖u‖ .

Cas (2) : Quand f est non bornée. Maintenant, puisque f∞ = 0, il existe R0 > 0 tel que

f(r) ≤ Λ1

2
r, ∀r ∈ [R0,∞[ , (2.19)

Soit
R2 ≥ max

{
2R1, R0,

2λ

(α− 1) d

}
,
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tel que
f(r) ≤ f(R2), r ∈ [0, R2] .

Pour u ∈ K avec ‖u‖ = R2, par (2.11) et (2.19), on a

Tu(t) =

∫ 1

0

G(t, s)a(s)f(u(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(u(s))ds+
λtα−1

(α− 1) d

≤
∫ 1

0

G(t, s)a(s)f(R2)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)f(R2)ds+
λ

(α− 1) d

≤ Λ1

2

(
1

Γ(α)

∫ 1

0

s(1− s)α−2a(s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)ds

)
R2 +

R2

2

=
R2

2
+
R2

2
= R2 = ‖u‖ .

Par suite,
‖Tu‖ ≤ ‖u‖ .

Ainsi, dans chacun des deux cas on peut poser Ω2 = {u ∈ K : ‖u‖ < R2}, et on a

‖Tu‖ ≥ ‖u‖ , pour u ∈ K ∩ ∂Ω2. (2.20)

Et par suite, il découle de (2.18), (2.20) et de la deuxième assertion du théorème de point fixe
de Guo-Krasnosel’skii (Théorème 1.2.5) que T possède un point fixe u∗ ∈ K ∩

(
Ω2\Ω1

)
, qui

est une solution positive du problème (2.1)-(2.2). Ce qui achève la démonstration.

2.4 Exemples illustratifs
Exemple 2.4.1. Considérons le problème fractionnaire suivant :

D
5
2

0+u(t) +
1√

t (1− t2)
u

3
2 (t) = 0, 0 < t < 1, (2.21)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1)− 1

2
√

2
u′(

1

2
) = λ, (2.22)

On peut facilement montrer que f(u(t)) = u
3
2 (t) vérifie :

f0 = lim
u−→0+

f(u)

u
= lim

u→0+

√
u(t) = 0, f∞ = lim

u→∞

f(u)

u
= lim

u→∞

√
u(t) = +∞,

pour t ∈ [0, 1] (preque partout), on a∫ 1

0

(1− s)α−2a(s)ds =

∫ 1

0

ds√
s (1 + s)

< +∞.

Ainsi les conditions (C1), (C2) sont vérifiées, on peut toujours choisir R2 > R1 > 0, et
pour λ satisfaisant 0 < λ ≤ 9

16
R1 < R2,on peut choisir
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Ω1 = {u ∈ K : ‖u‖ < R1} , Ω2 = {u ∈ K : ‖u‖ < R2}

et par le Théorème 2.3.1, on peut montrer que le problème aux limites (2.21)-(2.22) possède
au moins une solution positive u(t) ∈ K ∩

(
Ω2\Ω1

)
pour λ suffisamment petit et ne possède

pas de solution positive pour λ assez grand.

Exemple 2.4.2. Considérons le problème fractionnaire suivant :

D
5
2

0+u(t) +
1√

t (1− t2)
exp(−u(t)) = 0, 0 < t < 1, (2.23)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1)− 1

2
√

2
u′(

1

2
) = λ, (2.24)

On peut facilement montrer que f(u(t)) = exp(−u(t)) vérifie :

f0 = lim
u−→0+

f(u)

u
= lim

u→0+

1

u exp(u)
=∞, f∞ = lim

u→∞

f(u)

u
= lim

u→∞

1

u exp(u)
= 0,

pour t ∈ [0, 1] (preque partout), on a∫ 1

0

(1− s)α−2a(s)ds =

∫ 1

0

ds√
s (1 + s)

< +∞.

Ainsi les conditions (C1), (C2) sont vérifiées, et par le Théorème 2.3.2, on peut montrer
que le problème aux limites (2.23)-(2.24) possède au moins une solution positive u(t), pour
chaque λ ∈ ]0,∞[.



Chapitre3
Solutions positives d’une EDF semi-positive
([54])

3.1 Introduction
L’objet de ce chapitre est d’étudier l’existence de solutions positives du problème aux

limites non linéaire semi-positve suivant :

Dα
0+u+ f(t, u(t)) = 0, 0 < t < 1, 2 < α ≤ 3, (3.1)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1) = µu′(η), (3.2)

où α est un nombre réel, Dα
0+ est la dérivation standard de Riemann-Liouville d’ordre α,

η ∈ ]0, 1[, µ ∈
[
0,

1

ηα−2

[
sont des constantes arbitraires et f : [0, 1] × [0,+∞[ → ]−∞,+∞[

est une fonction de signe arbitraire. Par solution positive, on entend une fonction u positive
sur ]0, 1[ et satisfaisant (3.1)-(3.2).

Par la suite nous allons imposer les hypothèses suivantes :
(H1) f : [0, 1]× [0,∞[ −→ ]−∞,+∞[ est de type L1-Carathéodory.
(H2) Il existe une fonction M(t) ∈ L1 (]0, 1[), M(t) > 0 presque tout., t ∈ ]0, 1[, telle que

pour presque tout., t ∈ [0, 1], on a

f(t, u) ≥ −M(t), u ≥ 0.

(H3) On suppose aussi que M vérifie aussi

0 <

∫ 1

0

(1− s)α−2M(s)ds <∞

Nous arrivons à prouver, en imposant des conditions de croissance sur le terme non linéaire
f , que le problème (3.1)-(3.2) a au moins deux solutions positives. L’outils principal utilisé
sera le théorème de l’indice du point fixe (Théorème 1.2.4).

Le problème (3.1)-(3.2) apparaît dans différents domaines en mathématiques appliquées et
en physique, et c’est la raison pour laquelle on s’interesse uniquement aux solutions positives,
car seules, celles-ci ont un sens en pratique.
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Définition 3.1.1. On dira que f : [0, 1]× [0,+∞[→ R est de type L1−Carathéodory, si les
hypothèses suivantes sont vérifiées

1. Pour presque tout t ∈ [0, 1], f(t, .) est continue.
2. Pour tout u ∈ R, f(., u) est mesurable.
3. Pour chaque k > 0, il existe ak ∈ L1 (0, 1) tel que pour presque tout t ∈ [0, 1], on a

|f(t, u)| ≤ ak(t), |u| ≤ k.

Le reste du chapitre est organisé comme suit ; la section deux est dédiée à rappeler quelques
lemmes qui seront utilisés pour démontrer les résultats obtenus. La section trois est consacrée
à traiter l’existence de solution positive pour le problème (3.1)-(3.2). Enfin, dans la quatrième
section on présente un exemple pour illustrer le résultat obtenu.

3.2 Préliminaires
D’une manière similaire à celle utilisée dans les préliminaires du chapitre précédent, consi-

dérons l’espace de Banach E=C ([0, 1] ;R) muni de la norme

‖u‖∞ = max {|u(t)| : t ∈ [0, 1]} .

Soit E+ = {u ∈ E : u(t) ≥ 0} un cône de E, et K ⊂ E+ le cône défini par

K=

{
u ∈ E : min

t∈[τ,1]
u(t) ≥ γ ‖u‖

}
, γ = τα−1

Soit L : E → E l’opérateur linéaire défini pour u ∈ E par

Lemme 3.2.1.

Lu(t) =

∫ 1

0

G(t, s)y(s)ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)y(s)ds, (3.3)

où G(t, s) et G1(η, s) sont définies comme dans le premier chapitre,

d = 1− µηα−2 > 0.

et F : E+ → E+ l’opérateur de Nymitski associé au terme non linéaire f. Il est claire que, L
est continue, L (E+) ⊂ E+ et F est borné.

on démontrent les Lemme suivants

Lemme 3.2.2. Soit h ∈ E+ une fonction donnée. Alors u = Lh est l’unique solution du
problème

Dα
0+u(t) + h(t) = 0, 2 < α ≤ 3, 0 < t < 1, (3.4)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1) = µu′(η), (3.5)
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Lemme 3.2.3. Soit h ∈ E+ une fonction donnée. Alors l’unique solution u du problème
(3.4)-(3.5) est positive et vérifie

u(t) ≥ q(t) ‖u‖∞ , q(t) = tα−1, (3.6)

de plus
min
t∈[τ,1]

u(t) ≥ γ ‖u‖∞ , γ = τα−1. (3.7)

On considère à présent le problème auxiliaire non linéaire suivant :

Lemme 3.2.4. Soit w(t) solution du problème suivant :

Dα
0+u(t) +M(t) = 0, 2 < α < 3, 0 < t < 1, (3.8)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1) = µu′(η), (3.9)

où M(t) ∈ L1 (0, 1), M(t) > 0, alors,

0 ≤ w(t) ≤ q(t)

dΓ(α)
‖M‖1 , 0 ≤ t ≤ 1. (3.10)

où ‖M‖1 =

∫ 1

0

M(s)ds

Preuve. Pour tout t ∈ [0, 1], on a

w(t) =

∫ 1

0

G(t, s)M(s)ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)M(s)ds

=
1

Γ(α)

∫ t

0

(
tα−1(1− s)α−2 − (t− s)α−1

)
M(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ 1

t

tα−1(1− s)α−2M(s)ds

+
µtα−1

dΓ(α)

∫ η

0

(
ηα−2(1− s)α−2 − (η − s)α−2

)
M(s)ds

+
µtα−1

dΓ(α)

∫ 1

η

[
ηα−2(1− s)α−2

]
M(s)ds

≤ 1

Γ(α)

(∫ t

0

tα−1(1− s)α−2M(s)ds+

∫ 1

t

tα−1(1− s)α−2M(s)ds

)
+
µtα−1

dΓ(α)

(∫ η

0

ηα−2(1− s)α−2M(s)ds+

∫ 1

η

ηα−2(1− s)α−2M(s)ds

)
=
tα−1

Γ(α)

(∫ t

0

(1− s)α−2M(s)ds+

∫ 1

t

(1− s)α−2M(s)ds

)
+
µηα−2tα−1

dΓ(α)

(∫ η

0

(1− s)α−2M(s)ds+

∫ 1

η

(1− s)α−2M(s)ds

)
=
tα−1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2M(s)ds+
µηα−2tα−1

dΓ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2M(s)ds



3.2 Préliminaires 37

=

(
tα−1

Γ(α)
+
µηα−2tα−1

dΓ(α)

)∫ 1

0

(1− s)α−2M(s)ds

=
tα−1

dΓ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2M(s)ds ≤ tα−1

dΓ(α)

∫ 1

0

M(s)ds

=
q(t)

dΓ(α)
‖M‖1 .

Ce qui achève la preuve du Lemme 3.2.4.
Pour u ∈ E, on définié la fonction [u(t)]∗

[u(t)]∗ =

{
u(t), u(t) ≥ 0,
0, u(t) < 0.

On considère la fonction modifiée F : [0, 1]× [0,+∞[→ [0,+∞[ dédinie par :

F (t, u(t)) = f(t, [u(t)− w(t)]∗ +M(t).

Clairement, F est continue et vérifie la condition L1-Carathéodory.
On considère à présent le problème auxiliaire non linéaire suivant

Dα
0+u(t) + F (t, u(t)) = 0, 2 < α ≤ 3, 0 < t < 1, (3.11)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1) = µu′(η), (3.12)

où w(t) est la solution positive du problème (3.8)-(3.9).

Lemme 3.2.5. Si ũ(t) est telle que ũ(t) ≥ w(t) pour tout t ∈ [0, 1] est une solution positive
du problème (3.11)-(3.12). Alors u(t) = ũ(t) − w(t) est une solution positive du problème
(3.1)-(3.2).

Preuve. En fait, si ũ(t) est solution positive de (3.11)-(3.12) telle que ũ(t) ≥ w(t) pour
tout t ∈ [0, 1]. Soit u(t) = ũ(t) − w(t), alors u(t) ≥ 0, et u(t) = [ũ(t)− w(t)]∗ , t ∈ [0, 1].
Comme w(t) est l’unique solution positive du problème (3.8)-(3.9), pour t ∈ [0, 1], on a

Dα
0+ũ(t) + F (t, ũ(t)) = 0,

i.e
Dα

0+u(t) +Dα
0+w(t) + f(t, u(t)) +M(t) = 0.

Donc
Dα

0+u(t) + f(t, u(t)) = 0.

D’un autre côté on a
u(0) = u′(0) = 0, u′(1) = µu′(η).

Ce qui achève la preuve du Lemme 3.2.5.
Nous allons donc localiser notre attention à l’étude du problème (3.11)-(3.12). Clairement,

(3.11)-(3.12) est équivalent à l’équation intégrale

ũ(t) =

∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds. (3.13)
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Et par conséquent, sa solution vérifie le problème de point fixe suivant ũ = T ũ avec l’opérateur
T : E+ −→ E+ donné par

(T ũ) (t) =

∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds. (3.14)

Dans le but d’utiliser le théorème de l’indice du point fixe (Théorème 1.2.4), on a besoin de
montrer que T : K−→K est complètement continu.

Lemme 3.2.6. Supposons que (H1), (H2) et (H3) soit vérifiées. Alors T : K−→K est com-
plètement continu.

Preuve. Comme G(t, s), G1(η, s) ≥ 0, alors (T ũ) (t) ≥ 0 pour tout ũ ∈ K.
(a) Dans un premier temps, on montre que T (K) ⊂ K. Par (P3) du Lemme 2.2.1 et par

(3.14), pour tout ũ ∈ K, t ∈ [0, 1], on a

(T ũ) (t) =

∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds

≤
∫ 1

0

G(1, s)F (s, ũ(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds.

Donc,

‖T ũ‖ ≤
∫ 1

0

G(1, s)F (s, ũ(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds.

D’un autre côté, par (P3) du Lemme 2.2.1 et par (3.14), pour tout t ∈ [τ, 1] , on a

(T ũ) (t) =

∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds

≥ γ

∫ 1

τ

G(1, s)F (s, ũ(s))ds+
µτα−1

d

∫ 1

τ

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds

= γ

(∫ 1

τ

G(1, s)F (s, ũ(s))ds+
µ

d

∫ 1

τ

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds

)
,

et donc pour ũ ∈ K,
min
t∈[τ,1]

T ũ(t) ≥ γ ‖T ũ‖ ,

alors T (K) ⊂ K.
(b) On montre à présent que T est continu.
Soit,

N =

∫ 1

0

G(1, s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)ds,

supposons que ũn, ũ0 ∈ K et ũn −→ ũ0 (n −→∞), alors il existe une constante c > 0 telle
que ‖ũ0‖ ≤ c <∞, ‖ũn‖ ≤ c <∞, pour tout n ≥ 0. Comme f(t, .) est continue sur [0, c], elle
est uniformément continue. et donc, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que |ũ2 − ũ1| < δ ce
qui implique que

|F (t, ũ2(t))− F (t, ũ1(t))| = |f(t, [ũ2(t)− w(t)]∗)− f(t, [ũ1(t)− w(t)]∗)| < ε

N
.
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Comme ũn −→ ũ0, il existe n0 ∈ N tel que ‖ũn − ũ0‖ < δ pour n ≥ n0. Par suite on a
|F (t, ũn(t))− F (t, ũ0(t))| < ε

N
, pour n ≥ n0 et t ∈ [0, 1].

Ce qui donne pour n ≥ n0

|(T ũn) (t)− (T ũ0) (t)| ≤
∣∣∣∣∫ 1

0

G(t, s) [F (s, ũn(s))− F (s, ũ0(s)] ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s) [F (s, ũn(s))− F (s, ũ0(s)] ds

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ 1

0

G(t, s) [F (s, ũn(s))− F (s, ũ0(s)] ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s) [F (s, ũn(s))− F (s, ũ0(s)] ds

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

G(t, s) |F (s, ũn(s))− F (s, ũ0(s)| ds

+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s) |F (s, ũn(s))− F (s, ũ0(s)| ds

≤
∫ 1

0

G(1, s) |F (s, ũn(s))− F (s, ũ0(s)| ds

+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s) |F (s, ũn(s))− F (s, ũ0(s)| ds

≤ ε

2N

(∫ 1

0

G(1, s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)ds

)
=

ε

N
(N) = ε.

Soit que, T : K−→K est continu.
(c) Maintenant nous montrons que T est un opérateur compact. Soit D ⊂ K soit un

ensemble borné quelconque, il existe alors une constante c > 0 telle que

‖ũ‖ ≤ c, ũ ∈ D

Par, ũ(s)− w(s) ≤ ũ(s) ≤ ‖ũ‖ ≤ c, on choisit

L = sup
0≤t≤1, ‖ũ‖≤c

|f(s, [ũ(s)− w(s)]∗)| ,

et donc,

0 ≤ |F (s, ũ(s))| = |f(s, [ũ(s)− w(s)]∗) +M(s)| ≤ L+M(s),
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alors, pour tout ũ ∈ D, on a

|(T ũ) (t)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

G(1, s)F (s, ũ(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds

≤
∫ 1

0

G(1, s) (L+M(s)) ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s) (L+M(s)) ds

<∞,

et par suite, T (D) est uniformément borné.
(d) En fin on montre que T (D) est equicontinu sur [0, 1].
Pour tout ũ ∈ D, t ∈ [0, 1], on a∣∣∣∣ ddt (T ũ) (t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0

∂

∂t
G(t, s)F (s, ũ(s))ds+

(α− 1)µtα−2

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ 1

0

G1(t, s)F (s, ũ(s))ds

∣∣∣∣+

∣∣∣∣(α− 1)µtα−2

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ 1

0

tα−2 (1− s)α−2 F (s, ũ(s))ds

+
(α− 1)µηα−2tα−2

dΓ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2 F (s, ũ(s))ds

≤ tα−2

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2 F (s, ũ(s))ds

+
(α− 1)µηα−2tα−2

Γ(α)d

∫ 1

0

(1− s)α−2 F (s, ũ(s))ds

=
1

Γ(α)
tα−2

(
1 +

(α− 1)µηα−2

d

)∫ 1

0

(1− s)α−2 F (s, ũ(s))ds

≤ 1

Γ(α)
tα−2

(
1 +

(α− 1)µηα−2

d

)∫ 1

0

(1− s)α−2 (L+M(s)) ds

< +∞,

et donc pour tout ũ ∈ D, on a

0 ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣ ddt (T ũ) (t)

∣∣∣∣ dt
≤
∫ 1

0

(
1

Γ(α)
tα−2

(
1 +

(α− 1)µηα−2

d

)∫ 1

0

( 1− s)α−2 ( L+M(s)) ds

)
dt

=
1

(α− 1) Γ(α)

(
1 +

(α− 1)µηα−2

d

)∫ 1

0

( 1− s)α−2 ( L+M(s)) ds

< +∞.
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Par la continuité de l’intégrale, on sait que T (D) est equicontinu sur [0, 1]. Donc, comme
conséquence du théorème d’Ascoli-Arzela (Théorème 1.1.1) on obtient que T (D) est un en-
semble relativement compact, i.e., T est un opérateur compact.

(e) De plus, par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on peut aisément
obtenir que T : K −→ K est un opérateur complètement continu.

3.3 Résultat principal
Dans cette section, nous allons utiliser le théorème de l’indice du point fixe (Théorème

1.2.4) pour montrer l’existence de solutions positives pour le problème aux limites (3.1)-(3.2).
Nous commençons par introduire les notations suivantes :

Λ1 =

(∫ 1

0

G(1, s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)ds

)−1

,

Λ2 =

(∫ 1

τ

G(1, s)ds+
µ

d

∫ 1

τ

G1(η, s)ds

)−1

.

Il est clair que Λ2 > Λ1 > 0.
On définit

f0 = lim
u−→0+

min
0≤t≤1

f(t, u)

u
, f∞ = lim

u−→∞
min

0≤t≤1

f(t, u)

u
.

Théorème 3.3.1. Supposons que les hypothèses (H1), (H2) et (H3) sont vérifiées et que

f0 =∞, f∞ =∞.

Alors le problème (3.1)-(3.2) possède au moins deux solutions positives dans K.

Preuve. (a) On montre à présent que

‖T ũ‖ ≤ ‖ũ‖ ,∀ũ ∈ K ∩ ∂Ω.

En effet, pour tout ũ ∈ K et k >
2 ‖M‖1

(1− µηα−2) Γ(α)
avec ‖ũ‖ = k.

Par les Lemmes 3.2.3 et 3.2.4 on a

ũ(s)− w(s) ≥ ‖ũ‖ q(s)− ‖M‖1

dΓ(α)
q(s)

=

(
k − ‖M‖1

dΓ(α)

)
q(s) ≥ 0.

Par
[ũ(s)− w(s)]∗ ≤ ũ(s) ≤ k
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on obtient ‖ũ− w‖ ≤ k. En utilisant la définition de la condition L1-Carathéodory, il va
exister une fonction a ∈ L1 (]0, 1[) telle que

‖a‖1 ≤ kdΓ(α)

et
F (s, ũ(s)) = f(s, [ũ(s)− w(s)]∗) +M(s) ≤ a(s), ‖ũ− w‖ ≤ k, s ∈ [0, 1] .

En utilisant (3.14), on obtient

(T ũ) (t) =

∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds

≤
∫ 1

0

G(t, s)a(s)ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)a(s)ds

=
1

Γ(α)

∫ t

0

[
tα−1(1− s)α−2 − (t− s)α−1

]
a(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ 1

t

tα−1(1− s)α−2a(s)ds

+
µtα−1

dΓ(α)

∫ η

0

[
ηα−2(1− s)α−2 − (η − s)α−2

]
a(s)ds

+
µtα−1

dΓ(α)

∫ 1

η

ηα−2(1− s)α−2a(s)ds

≤ 1

Γ(α)

(∫ t

0

tα−1(1− s)α−2a(s)ds+

∫ 1

t

tα−1(1− s)α−2a(s)ds

)
+
µtα−1

dΓ(α)

(∫ η

0

ηα−2(1− s)α−2a(s)ds+

∫ 1

η

ηα−2(1− s)α−2a(s)ds

)
=
tα−1

Γ(α)

(∫ t

0

(1− s)α−2a(s)ds+

∫ 1

t

(1− s)α−2a(s)ds

)
+
µηα−2tα−1

dΓ(α)

(∫ η

0

(1− s)α−2α(s)ds+

∫ 1

η

(1− s)α−2a(s)ds

)
=
tα−1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2a(s)ds+
µηα−2tα−1

dΓ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2a(s)ds

=

(
tα−1

Γ(α)
+
µηα−2tα−1

dΓ(α)

)∫ 1

0

(1− s)α−2a(s)ds

=
tα−1

dΓ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2a(s)ds ≤ tα−1

dΓ(α)

∫ 1

0

a(s)ds

=
q(t)

dΓ(α)
‖a‖1 ≤

‖a‖1

dΓ(α)
≤ k.

On définit alors l’ensemble

Ω = {ũ ∈ K : ‖ũ‖ < k} ,
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on a alors
‖T ũ‖ ≤ ‖ũ‖ , ∀ũ ∈ K ∩ ∂Ω.

Par le le théorème de l’indice du point fixe Théorème 1.2.4 Théorème 1.2.4, on peut voir que

i(T,Ω, K) = 1. (3.15)

(b) Soit à présent r ∈
]

2 ‖M‖1

dΓ(α)
, k

[
et par le fait que f0 =∞, il va exister m >

2Λ2

γ2
, telle que

F (t, ũ(t)) ≥ f(t, ũ(t)− w(t)) ≥ m (ũ(t)− w(t)) , 0 < ũ ≤ r, 0 ≤ t ≤ 1.

On considère l’ensemble
Ω1 = {ũ ∈ K : ‖ũ‖ < r}

pour tout ũ ∈ ∂Ω1, on a

ũ(t)− w(t) ≥ ũ(t)− ‖M‖1

dΓ(α)
q(t)

≥ ũ(t)− r

2
q(t)

≥ q(t) ‖ũ‖ − r

2
q(t)

=
(
r − r

2

)
q(t) =

r

2
q(t),

donc,

ũ(t)− w(t) ≥ 1

2
rγ, τ ≤ t ≤ 1,

alors pour tout t ∈ [0, 1] et ũ ∈ ∂Ω1, on a

(T ũ) (t) =

∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds

≥
∫ 1

0

q(t)G(1, s)m (ũ(s)− w(s)) ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)m (ũ(s)− w(s)) ds

≥ γ

∫ 1

τ

G(1, s)m (ũ(s)− w(s)) ds+
µτα−1

d

∫ 1

τ

G1(η, s)m (ũ(s)− w(s)) ds

= γm

(∫ 1

τ

G(1, s) (ũ(s)− w(s)) ds+
µ

d

∫ 1

τ

G1(η, s) (ũ(s)− w(s)) ds

)
≥ 1

2
rγ2m

(∫ 1

τ

G(1, s)ds+
µ

d

∫ 1

τ

G1(η, s)ds

)
≥ r = ‖ũ‖ .

et par suite
‖T ũ‖ ≥ ‖ũ‖ , ∀ũ ∈ K ∩ ∂Ω1.

Par le le théorème de l’indice du point fixe Théorème 1.2.4 Théorème 1.2.4, on déduit que

i(T,Ω1, K) = 0. (3.16)
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(c) De plus par f∞ =∞, on peut toujours choisir l > 0 et m >
2Λ2

γ2
, tels que

F (t, ũ) ≥ f(t, ũ(t)− w(t)) ≥ m (ũ(t)− w(t)) , ũ− w ≥ l, 0 ≤ t ≤ 1.

Posons,

R > max

{
l, k,

2 ‖M‖1

dΓ(α)

}
et

Ω2 = {ũ ∈ K : ‖ũ‖ < R} ,

pour tout ũ ∈ ∂Ω2, on a alors

ũ(t)− w(t) ≥ ũ(t)− ‖M‖1

dΓ(α)
q(t) ≥ ũ(t)− R

2
q(t) ≥ q(t) ‖ũ‖ − R

2
q(t)

=

(
R− R

2

)
q(t) =

1

2
Rq(t),

donc,

ũ(t)− w(t) ≥ 1

2
Rγ, τ ≤ t ≤ 1,

et pour t ∈ [0, 1] et ũ ∈ ∂Ω2, on a

(T ũ) (t) =

∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds

≥
∫ 1

0

q(t)G(1, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds

≥ γ

∫ 1

τ

G(1, s)m (ũ(s)− w(s)) ds+
µτα−1

d

∫ 1

τ

G1(η, s)m (ũ(s)− w(s)) ds

≥ 1

2
Rγ2m

(∫ 1

τ

G(1, s)ds+
µ

d

∫ 1

τ

G1(η, s)ds

)
≥ R = ‖ũ‖ ,

on obtient alors
‖T ũ‖ ≥ ‖ũ‖ , ∀ũ ∈ K ∩ ∂Ω2.

Alors par le Théorème 1.2.4, on a

i(T,Ω2, K) = 0. (3.17)

Encore une fois par (3.15), (3.16), (3.17), et r < k < R, on arrive à

i(T,Ω\Ω1,K) = 1 et i(T,Ω2\Ω, K) = −1

Donc l’opérateur T possède deux points fixes ũ1 ∈ K ∩
(
Ω\Ω1

)
, ũ2 ∈ K ∩

(
Ω2\Ω

)
,

r ≤ ‖ũ1‖ ≤ k ≤ ‖ũ2‖ ≤ R.
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Finalement, nous allons montrer que ũ1(t) ≥ w(t), ũ2(t) ≥ w(t), t ∈ (τ, 1) .
Par les Lemmes 3.2.3 et 3.2.4, pour t ∈ (τ, 1), on a

ũ1(t) ≥ ‖ũ1‖ q(t) ≥ rq(t) >
‖M‖1

dΓ(α)
q(t) ≥ w(t),

ũ2(t) ≥ ‖ũ2‖ q(t) ≥ Rq(t) >
‖M‖1

dΓ(α)
q(t) ≥ w(t).

i.e.,
u1(t) = ũ1(t)− w(t), u2(t) = ũ2(t)− w(t)

sont deux solutions positives pour le problème (3.1)-(3.2).
Ce qui complète la preuve du Théorème 3.3.1.

3.4 Exemple
Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer l’utilité de notre principal

résultat.
Considérons le problème aux limites fractionnaire suivant :

D
5
2

0+u(t) +
cosu

1 + t2
+

4

π2
t2u2 = 0, 0 < t < 1, (3.18)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1) =
1√
8
u′(

1

2
), (3.19)

où α =
5

2
, µ =

1√
8
, η =

1

2
et f(t, u) =

cosu

1 + t2
+

4

π2
t2u2.

On peut alors facilement montrer que

f(t, u) =
cosu

1 + t2
+

4

π2
t2u2 ≥ − 1

1 + t2
= −M(t),

clairement, pour presque tout t ∈ [0, 1], on a∫ 1

0

M(t)dt =

∫ 1

0

1

1 + t2
dt =

π

4
,

et ∫ 1

0

(1− s)α−2M(s)ds =

∫ 1

0

√
1− s

1 + s2
ds < +∞.

Pour ‖u‖ = k = π, on choisit a(t) =
1

1 + t2
+ 4t2, et on obtient

|f(t, u)| ≤ a(t), ‖u‖ ≤ π, p.p. t ∈ [0, 1] .

Donc, les hypothèses (H1), (H2) et (H3) sont vérifiées. Par la suite, on peut facilement montrer
que f0 = f∞ =∞, i.e., les conditions (A1), (A2) sont réalisées. On peut alors choisir

‖M‖1

(1− µηα−2) Γ (α)
< r < π < R
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et par le Théorème 3.3.1, on peut montrer que le problème (3.18)-(3.19) possède au moins
deux solutions positives u1, u2 telles que

r < ‖u1‖ < π < ‖u2‖ < R.



Chapitre4
Solutions positives d’une EDF singulière et
semi-positive ([55])

4.1 Intoduction
Dans ce chapitre, nous étudions l’existence de solutions positives du problème aux limites

non linéaire singulier suivant

Dα
0+u(t) + f(t, u(t)) + a(t) = 0, 2 < α ≤ 3, 0 < t < 1, (4.1)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1)− µu′(η) = λ, (4.2)

où α est un nombre réel, Dα
0+ est la dérivation standard de Riemann-Liouville d’ordre α,

η ∈ ]0, 1[, µ ∈
[
0,

1

ηα−2

[
sont des constantes arbitraires, f : ]0, 1[× [0,+∞[→ [0,+∞[ est une

fonction continue et a : ]0, 1[→ ]−∞,+∞[ est Lebesgue intégrable. Par solution positive, on
entend une fonction u positive sur ]0, 1[ et satisfaisant (4.1)-(4.2).

Tout au long de ce chapitre, on supposera que les deux hypothèses suivantes sont vérifiées :

(H1). Pour tout t ∈ ]0, 1[, f(t, 1) > 0, il existe des constantes m1 ≥ m2 > 1 telles que, pour
tout t ∈ ]0, 1[, u ∈ [0,+∞[ ,

cm1f(t, u) ≤ f(t, cu) ≤ cm2f(t, u), ∀c ∈ [0, 1] .

(H2). Il existe ρ > 0, tel que ∫ 1

0

(1− s)α−2a−(s)ds = ρ > 0, (4.3)

et ∫ 1

0

(1− s)α−2 [f(s, 1) + a+(s)] ds < D , (4.4)

où,
D =

ρ(
2ρ

(1−µηα−2)Γ(α)
+ 1
)m1

+ 1
,



4.1 Intoduction 48

a+(t) = max {a(t), 0} , a−(t) = max {−a(t), 0} ,

Remarque 4.1.1. Pour tout c ≥ 1, (t, u) ∈ ]0, 1[× [0,+∞[, on a

cm2f(t, u) ≤ f(t, cu) ≤ cm1f(t, u). (4.5)

En fait, pour tout c ≥ 1, (t, u) ∈ ]0, 1[× [0,+∞[, par (4.3) on obtient

f(t, u) = f(t,
1

c
.cu) ≤

(
1

c

)m2

f(t, cu),

donc,
cm2f(t, u) ≤ f(t, cu).

D’un autre côté, par (4.3) on obtient,

f(t, u) = f(t,
1

c
.cu) ≥

(
1

c

)m1

f(t, cu),

et donc,
f(t, cu) ≤ cm1f(t, u).

Ainsi, quand c ≥ 1, on a
cm2f(t, u) ≤ f(t, cu) ≤ cm1f(t, u).

Remarque 4.1.2. Si f vérifiée l’hypothèse (H1), alors pour tout t ∈ ]0, 1[, f(t, .) est crois-
sante sur [0,+∞[, et pour tout [a, b] ⊂ ]0, 1[,

f∞ = lim
u→+∞

min
t∈[a,b]

f(t, u)

u
= +∞. (4.6)

En fait, pour tout t ∈ ]0, 1[, u, v ∈ [0,+∞[, et sans perte de généralité, soit 0 ≤ u ≤ v. Si
v = 0, alors f(t, u) ≤ f(t, v) est clairement vérifiée. Si v 6= 0, soit c =

u

v
, alors 0 ≤ c ≤ 1. Il

découle de (4.3) que
f(t, u) = f(t, cv) ≤ cm2f(t, v) ≤ f(t, v).

Donc f(t, u) est croissante sur u ∈ [0,+∞[ .

D’un autre côté, choisissons u > 1. Il découle de (4.6) que

f(t, u) = f(t, u.1) ≥ um2f(t, 1).

Par suite
f(t, u)

u
≥ um2−1f(t, 1), ∀t ∈ ]0, 1[ .

Il découle de l’hypothèse (H1), pour tout [a, b] ⊂ ]0, 1[, ∀t ∈ [a, b], on a

min
t∈[a,b]

f(t, u)

u
≥ min

t∈[a,b]
um2−1f(t, 1) > 0.
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et par conséquent

f∞ = lim
u→+∞

min
t∈[a,b]

f(t, u)

u
= +∞.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit :
Dans la deuxième section, on présente quelques lemmes qui nous seront utiles pour dé-

montrer nos principaux résultats. La Section trois est dédiée à prouver l’existence de solutions
positives pour le problème (4.1)-(4.2). Dans la quantième section, on donne quelques exemples
pour illustrer les résultats que nous avons obtenus.

4.2 Préliminaires
Suivant un raisonnement similaire a celle donné au préliminaires du premier chapitre
Considérons l’espace de Banach E=C ([0, 1] ;R) muni de la norme

‖u‖∞ = max {|u(t)| : t ∈ [0, 1]} .

Soit E+ = {u ∈ E : u(t) ≥ 0} un cône de E, et K ⊂ E+ le cône défini par

K=
{
u ∈ E+ : u(t) ≥ q(t) ‖u‖∞ ,∀t ∈ ]0, 1[

}
, q(t) = tα−1.

On démontrent les lemmes suivants

Lemme 4.2.1. Soit h ∈ E+, alors le problème aux limites

Dα
0+u(t) + h(t) = 0, 2 < α ≤ 3, 0 < t < 1, (4.7)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1)− µu′(η) = λ, (4.8)

a une solution unique

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)h(s)ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)h(s)ds+
λtα−1

(α− 1) d
, (4.9)

où G(t, s) et G1(η, s) sont définies comme dans le premier chapitre,

d = 1− µηα−2 > 0.

De plus cette solution u satisfaite :

u(t) ≥ q(t) ‖u‖ , ∀t ∈ [0, 1] , q(t) = tα−1. (4.10)

On considère à présent le problème auxiliaire non linéaire suivant

Lemme 4.2.2. Supposons que w(t) est solution du problème

Dα
0+u(t) + a−(t) = 0, 2 < α ≤ 3, 0 < t < 1, (4.11)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1)− µu′(η) = 0, (4.12)

alors,
0 ≤ w(t) ≤ ρ

dΓ(α)
q(t), 0 ≤ t ≤ 1, q(t) = tα−1. (4.13)
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Preuve. Pour t ∈ [0, 1], nous pouvons avoir

w(t) =

∫ 1

0

G(t, s)a−(s)ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)a−(s)ds

≤ 1

Γ(α)

(∫ 1

0

tα−1(1− s)α−2a−(s)ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

ηα−2(1− s)α−2a−(s)ds

)
=

(
tα−1

Γ(α)
+
µηα−2tα−1

dΓ(α)

)∫ 1

0

(1− s)α−2a−(s)ds

=
tα−1

dΓ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2a−(s)ds =
ρ

dΓ(α)
q(t).

D’où la preuve du lemme 4.2.2.
Pour u ∈ E, on pose [u(t)]∗

[u(t)]∗ =

{
u(t), u(t) ≥ 0,
0, u(t) < 0.

On définit la fonction modifiée suivante

F (t, u) = f(t, [u(t)− w(t)]∗) + a+(t),

et on considère le problème aux limite non-linéaire associé a cette fonction F

Dα
0+u(t) + F (t, u) = 0, 2 < α ≤ 3, 0 < t < 1, (4.14)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1)− µu′(η) = λ, (4.15)

où w(t) est la solution positive du problème (4.11)-(4.12).

Lemme 4.2.3. Soit ũ(t) telle que ũ(t) ≥ w(t) pour tout t ∈ [0, 1] une solution positive du
problème (4.14)-(4.15), alors

u(t) = ũ(t)− w(t)

est une solution positive du problème (4.1)-(4.2).

Preuve. En fait ũ(t) est une solution positive du problème (4.14)-(4.15) telle que ũ(t) ≥
w(t) pour tout t ∈ [0, 1]. Soit u(t) = ũ(t) − w(t), alors u(t) ≥ 0, et u(t) = [ũ(t)− w(t)]∗ ,
t ∈ [0, 1]. Puisque w(t) et l’unique solution positive du problème (4.11)-(4.12), pour t ∈ [0, 1],
on a

Dα
0+ũ(t) + F (t, ũ) = 0,

i.e.,
Dα

0+u(t) +Dα
0+w(t) + f(t, [ũ(t)− w(t)]∗) + a+(t) = 0.

il découle alors de a(t) = a+(t)− a−(t) que

Dα
0+u(t) +Dα

0+w(t) + f(t, u(t)) + a(t) + a−(t) = 0.

Donc
Dα

0+u(t) + f(t, u(t)) + a(t) = 0.
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D’un autre côté, il est clair que nous avons

u(0) = u′(0) = 0, u′(1)− µu′(η) = λ.

Ce qui termine la preuve du Lemme 4.2.3.
Comme conséquence, nous allons localiser notre étude sur le problème (4.14)-(4.15).
Clairement, (4.14)-(4.15) est équivalent à l’équation intégrale

ũ(t) =

∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds+
λtα−1

(α− 1) d
.

Et par voie de conséquence, sa solution est solution du problème de point fixe suivant
T ũ = ũ avec l’opérateur T : E+ −→ E+ donné par

(T ũ) (t) =

∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds+
λtα−1

(α− 1) d
.

Dans le but d’utiliser le théorème de l’indice du point fixe (Théorème 1.2.4 ), on doit
montrer que T : K−→K est complètement continu.

Suivant un raisonnement analogue à celui de la preuve du Lemme 2.2.5 du premier cha-
pitre.

Considèrons l’hypothèse suivante :

f : [0, 1]× [0,+∞[→ [0,+∞[ est continue. (H∗1)

Lemme 4.2.4. Supposons que (H∗1),(H1) et (H2) soient vérifiées. Alors T : K−→K est
complètement continu.

Preuve. Comme G(t, s), G1(η, s) ≥ 0, alors T ũ(s) ≥ 0 pour tout u ∈ K.
(a). On commence par montrer que T (K) ⊂ K. En fait, on a

T ũ(s) =

∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds+
λtα−1

(α− 1) d

≤
∫ 1

0

G(1, s)F (s, ũ(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds+
λ

(α− 1) d
.

Donc,

‖Tu‖ ≤
∫ 1

0

G(1, s)F (s, ũ(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds+
λ

(α− 1) d
.

D’un autre côté, le Lemme 2.2.1 implique que pour tout t ∈ [0, 1] ,

T ũ(s) =

∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds+
λtα−1

(α− 1) d

≥ tα−1

∫ 1

0

G(1, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds+
λtα−1

(α− 1) d

= tα−1

(∫ 1

0

G(1, s)F (s, ũ(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds+
λ

(α− 1) d

)
,
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et par suite, pour u ∈ K on a

T ũ(s) ≥ q(t) ‖T ũ‖ , q(t) = tα−1.

Par conséquence T (K) ⊂ K.
(b). Nous montrons à présent que T est continu. En fait, soit

N =

∫ 1

0

G(1, s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)ds, (4.16)

supposons que ũn, ũ0 ∈ K et ũn −→ ũ0 (n −→∞), alors il existe une constante c > 0 telle
que ‖ũ0‖ ≤ c <∞, ‖ũn‖ ≤ c <∞, pour chaque n ≥ 0. puisque f(t, .) est continue sur [0, c],
elle est uniformément continue. Par suite, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que |ũ2 − ũ1| < δ
implique que

|F (t, ũ2(t))− F (t, ũ1(t))| = |f(t, [ũ2(t)− w(t)]∗)− f(t, [ũ1(t)− w(t)]∗)| < ε

N
.

Comme ũn −→ ũ0, il existe n0 ∈ N tel que ‖ũn − ũ0‖ < δ pour n ≥ n0. Donc, nous avons
|F (t, ũn(t))− F (t, ũ0(t))| < ε

N
, pour n ≥ n0 and t ∈ [0, 1].

Ce qui implique que pour n ≥ n0

|(T ũn) (t)− (T ũ0) (t)| ≤
∣∣∣∣∫ 1

0

G(t, s) [F (s, ũn(s))− F (s, ũ0(s)] ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s) [F (s, ũn(s))− F (s, ũ0(s)] ds

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

G(t, s) |F (s, ũn(s))− F (s, ũ0(s)| ds

+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s) |F (s, ũn(s))− F (s, ũ0(s)| ds

≤
∫ 1

0

G(1, s) |F (s, ũn(s))− F (s, ũ0(s)| ds

+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s) |F (s, ũn(s))− F (s, ũ0(s)| ds

≤ ε

N

(∫ 1

0

G(1, s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)ds

)
=

ε

N
(N) = ε.

Ainsi, T : K−→K est continu.
(c). Nous montrons à présent que T est un opérateur compact. Soit B ⊂ K un ensemble

borné quelconque, alors il existe une constante c > 0 telle que ‖ũ‖ ≤ c, pour tout ũ ∈ B. De
plus, pour tout ũ ∈ B, t ∈ [0, 1], on a

[ũ(t)− w(t)]∗ = ũ(t)− w(t) ≤ ũ(t) ≤ ‖ũ‖ ≤ c < c+ 1,
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et par (4.3) ainsi que le remarque 4.1.2, on a aussi

F (t, ũ(t)) = f(t, [ũ(t)− w(t)]∗) + a+(t)

≤ f(t, c+ 1) + a+(t)

≤ (c+ 1)m1 f(t, 1) + a+(t)

≤ ((c+ 1)m1 + 1) (f(t, 1) + a+(t))

=C (f(t, 1) + a+(t)) ,

où
C = (c+ 1)m1 + 1.

Par conséquence, pour tout t ∈ [0, 1], on a

T ũ(t) =

∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds+
λtα−1

(α− 1) d

≤ C

(∫ 1

0

G(1, s) [f(s, 1) + a+(s)] ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s) [f(s, 1) + a+(s)] ds

)
+

λ

(α− 1) d

≤ C

Γ(α)

(∫ 1

0

(1− s)α−2 [f(s, 1) + a+(s)] ds+
µηα−2

d

∫ 1

0

(1− s)α−2 [f(s, 1) + a+(s)] ds

)
+

λ

(α− 1) d

≤ C

dΓ(α)
D +

λ

(α− 1) d
<∞,

ce qui permet de conclure que T (B) est uniformément borné.
(d). Enfin, on montre que T (B) est équicontinu sur [0, 1]. Pour tout ũ ∈ B , t ∈ [0, 1], on

a

0 ≤
∣∣∣∣ ddt (T ũ) (t)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1

0

∂

∂t
G(t, s)F (s, ũ(s))ds+

(α− 1)µtα−2

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds+
λtα−2

d

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

G1(t, s)F (s, ũ(s))ds+
(α− 1)µtα−2

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds+
λtα−2

d

≤ Ctα−2

Γ(α)

(
1 +

(α− 1)µηα−2

d

)∫ 1

0

(1− s)α−2 [f(s, 1) + a+(s)] ds+
λtα−2

d

=
Ctα−2

Γ(α)

(
1 +

(α− 1)µηα−2

d

)
D +

λtα−2

d

=

(
C [1 + (α− 2)µηα−2] D

Γ(α)d
+
λ

d

)
tα−2

< +∞,
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donc pour chaque ũ ∈ B , on a

0 ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣ ddt (T ũ) (t)

∣∣∣∣ dt
≤
∫ 1

0

(
C [1 + (α− 2)µηα−2]D

Γ(α)d
+
λ

d

)
tα−2dt

=
1

α− 1

(
C [1 + (α− 2)µηα−2]D

Γ(α)d
+
λ

d

)
< +∞.

Par la continuité de l’intégrale, on sait que T (B) est équicontinu sur [0, 1]. Ainsi, par le
théorème d’Ascoli-Arzela on sait que T (B) est un ensemble relativement compact, i.e., T est
un opérateur compact.

(e). De plus, par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on peut aisément
montrer que T : K −→ K est un opérateur complètement continu.

Ce qui achève la preuve du Lemme 4.2.4.
Nous allons à présent traiter le cas plus général où f : ]0, 1[ × [0,+∞[ → [0,+∞[ est

continue.
On définit, pour (n ≥ 2), la fonction

fn(t, u(t)) =


f( 1

n
, u( 1

n
)), 0 < t ≤ 1

n
,

f(t, u(t)), 1
n
≤ t ≤ 1− 1

n

f(1− 1
n
, u(1− 1

n
)), 1− 1

n
≤ t < 1.

Alors fn : [0, 1]× [0,+∞[→ [0,+∞[ est continue.
On définit l’opérateur Tn : E+−→E+ par

(Tnũ) (t) =

∫ 1

0

G(t, s)Fn(s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)Fn(s, ũ(s))ds+
λtα−1

(α− 1) d
,

où,

Fn(t, ũ(t)) = fn(t, [ũ(t)− w(t)]∗) + a+(t)

≤ f(t, [ũ(t)− w(t)]∗) + a+(t)

= F (t, ũ(t))

Lemme 4.2.5. Spposons que (H1) et (H2) sont vérifiées. Alors T : K−→K est complètement
continu.

Preuve. Par des arguments similaires à ceux utilisés dans la preuve du Lemme 4.2.4, il
devient évident que Tn : K−→K est complètement continu.

Soit
Br = {ũ ∈ K : ‖ũ‖ ≤ r} .

En remarquant que [ũ(t)− w(t)]∗ ≤ ũ(t) ≤ r < r + 1.
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Alors, pour tout t ∈ [0, 1], et pour chaque r > 0 fixé, et u ∈ Br, par (H1), (H2), le Lemme
4.2.2, et la continuité de l’intégrale, on a

|Tnu(t)− Tu(t)|

=

∣∣∣∣∫ 1

0

G(t, s) [Fn(s, ũ(s))− F (s, ũ(s))] ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s) [Fn(s, ũ(s))− F (s, ũ(s))] ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ (α)

∫ 1
n

0

s(1− s)α−2F (s, ũ(s))ds+

∫ 1

1− 1
n

s(1− s)α−2F (s, ũ(s))ds

+
µtα−1ηα−2

dΓ (α)

(∫ 1
n

0

(1− s)α−2 F (s, ũ(s))ds+

∫ 1

1− 1
n

(1− s)α−2 F (s, ũ(s))ds

)

=
1

Γ (α)

(∫
e(n)

s(1− s)α−2F (s, ũ(s))ds+
µtα−1ηα−2

d

∫
e(n)

(1− s)α−2 F (s, ũ(s))ds

)

=
1

Γ (α)

∫
e(n)

s(1− s)α−2 (f(s, [ũ(s)− w(s)]∗ + a+(s)) ds

+
µtα−1ηα−2

dΓ (α)

∫
e(n)

(1− s)α−2 (f(s, [ũ(s)− w(s)]∗ + a+(s)) ds

≤ 1

Γ (α)

∫
e(n)

s(1− s)α−2 (f(s, r + 1) + a+(s)) ds

+
µtα−1ηα−2

dΓ (α)

∫
e(n)

(1− s)α−2 [f(s, f(s, r + 1) + a+(s)] ds

≤ 1

Γ (α)

∫
e(n)

s(1− s)α−2 [(r + 1)m1 f(s, 1) + a+(s)] ds

+
µtα−1ηα−2

dΓ (α)

∫
e(n)

(1− s)α−2 [(r + 1)m1 f(s, 1) + a+(s)] ds

≤
(

((r + 1)m1 + 1)

Γ (α)
+
µtα−1ηα−2

dΓ (α)

)∫
e(n)

(1− s)α−2 [f(s, 1) + a+(s)] ds

→ 0(n→∞),

où e(n) =
[
0, 1

n

]
∪
[
1− 1

n
, 1
]
. Alors, Tn converge uniformément vers T quand n−→∞, et par

suite T est complètement continu. Ce qui complète la preuve.

4.3 Résultat principal
Nous sommes à présent en position d’énoncer et de démontrer notre résultat d’existence

pour le problème (4.1)-(4.2).

Théorème 4.3.1. Supposons que (H1) et (H2) soient vérifiées. Alors il existe une constante
λ∗ > 0 telle que pour tout λ ∈ ]0, λ∗[, le problème (4.1)-(4.2) possède au moins une solution
positive.
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Preuve. (a) Premièrement, pour ũ ∈ K, r <
2ρ

dΓ(α)
tel que ‖ũ‖ = r. Par les Lemmes

4.2.1 et 4.2.2 on a

ũ(s)− w(s) ≥ ‖ũ‖ q(s)− ρ

dΓ(α)
q(s)

>
(
r − r

2

)
q(s)

=
r

2
q(s) ≥ 0.

Par [ũ(s)− w(s)]∗ = ũ(s) − w(s) ≤ ũ(s) ≤ r < r + 1, on a ‖ũ− w‖ < r + 1, ainsi par (H1)
et (H2), on a

F (s, ũ(s)) = f(s, [ũ(s)− w(s)]∗) + a+(s)

≤ f(s, r + 1) + a+(s)

≤ ((r + 1)m1 + 1) (f(s, 1) + a+(s)) .

Choisissons,

λ∗ =
d (α− 1) r

2

Par (4.5) et par le Lemme 4.2.1, on a

(T ũ) (t) =

∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds+
λtα−1

(α− 1) d

≤
∫ 1

0

G(1, s)F (s, ũ(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds+
λ

(α− 1) d

≤ ((r + 1)m1 + 1)

Γ(α)

(
1 +

µηα−2

d

)∫ 1

0

(1− s)α−2 [f(s, 1) + a+(s)] ds+
λ

(α− 1) d

=
((r + 1)m1 + 1)

dΓ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2 [f(s, 1) + a+(s)] ds+
λ

(α− 1) d

≤ ((r + 1)m1 + 1) r

2ρ

∫ 1

0

(1− s)α−2 [f(s, 1) + a+(s)] ds+
λ

(α− 1) d

≤ ((r + 1)m1 + 1) r

2ρ

ρ(
2ρ

dΓ(α)
+ 1
)m1

+ 1
+

λ

(α− 1) d

≤ ((r + 1)m1 + 1) r

2ρ

ρ(
2ρ

dΓ(α)
+ 1
)m1

+ 1
+
d (α− 1) r

2 (α− 1) d

≤ r

2


((

2ρ
dΓ(α)

+ 1
)m1

+ 1
)

(
2ρ

dΓ(α)
+ 1
)m1

+ 1
+ 1


= r

Soit
Ω = {ũ ∈ E : ‖ũ‖ < r} ,
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on a
‖T ũ‖ ≤ ‖ũ‖ , ∀ũ ∈ K ∩ ∂Ω.

Alors par le théorème de l’indice du point fixe (Théorème 1.2.4), on a

i(T,Ωr, K) = 1. (4.17)

(c) De plus, choisissons a, b et M > 0, telles que

[a, b] ⊂ ]0, 1[ , M >
2

a2α−2

(∫ b

a

G(1, s)ds+
µ

d

∫ b

a

G1(η, s)ds

)−1

Par f∞ =∞, il va exister R1 > 0 tel que, pour tout t ∈ [a, b] , ũ ≥ R1

f(t, ũ)

ũ
≥ min

t∈[a,b]

f(t, ũ)

ũ
≥M .

Soir encore
f(t, ũ) ≥Mũ, t ∈ [a, b] , ũ ≥ R1.

En posant
R = max {R1, r} ,

et
ΩR = {ũ ∈ K : ‖ũ‖ < R} ,

alors pour tout ũ ∈ K∩∂ΩR, on a

ũ(t)− w(t) ≥ ũ(t)− ρ

dΓ(α)
q(t)

≥ ũ(t)− R

2
q(t) ≥ q(t) ‖ũ‖ − R

2
q(t)

=

(
R− R

2

)
q(t) =

1

2
Raα−1,

donc,

ũ(t)− w(t) ≥ 1

2
Raα−1 > 0, a ≤ t ≤ b,

et par (H1) et (H2), on a

F (s, ũ(s)) = f(s, [ũ(s)− w(s)]∗) + a+(s)

= f(s, ũ(s)− w(s)) + a+(s)

≥ f(s, ũ(s)− w(s))

≥M [ũ(s)− w(s)]

≥ M

2
Raα−1.
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Donc, pour t ∈ [a, b] et ũ ∈ K∩∂ΩR, on obtient

(T ũ) (t) =

∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds+
λtα−1

(α− 1) d

≥
∫ 1

0

G(t, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds

≥
∫ 1

0

q(t)G(1, s)F (s, ũ(s))ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds

= q(t)

(∫ 1

0

G(1, s)F (s, ũ(s))ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)F (s, ũ(s))ds

)

≥ aα−1

(∫ b

a

G(1, s)

(
M

2
Raα−1

)
ds+

µtα−1

d

∫ b

a

G1(η, s)

(
M

2
Raα−1

)
ds

)
=
M

2
Ra2α−2

(∫ b

a

G(1, s)ds+
µ

d

∫ b

a

G1(η, s)ds

)
=
M

2
Ra2α−2

(∫ b

a

G(1, s)ds+
µ

d

∫ b

a

G1(η, s)ds

)
≥ M

2
Ra2α−2

(∫ 1

0

G(1, s)ds+
µ

d

∫ 1

0

G1(η, s)ds

)
≥ R = ‖ũ‖ .

C’est pourquoi nous avons

‖T ũ‖ ≥ ‖ũ‖ , ∀ũ ∈ K ∩ ∂ΩR.

Alors par le théorème de l’indice du point fixe (Théorème 1.2.4), on a

i(T,ΩR, K) = 0. (4.18)

Encore une fois par(4.17)-(4.18), et par la définition de l’indice du point fixe, on a

i(T,ΩR\Ωr, K) = −1.

L’opérateur T possède un point fixe ũ ∈ K ∩
(
ΩR\Ωr

)
, avec r < ‖ũ‖ < R.

Finalement il reste à montrer que ũ(t) ≥ w(t), t ∈ ]0, 1[ .
Par les Lemmes 4.2.1 et 4.2.2, pour t ∈ ]0, 1[, on a

ũ(t) ≥ ‖ũ‖ q(t) > rq(t) >
ρ

dΓ(α)
q(t) ≥ w(t),

i.e., u(t) = ũ(t) − w(t) est une solution positive du problème (4.1)-(4.2). Ce qui termine la
preuve du Théorème 4.3.1.
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4.4 Exemple
Considérons le problème aux limites fractionnaire suivant :

D
5
2

0+u(t) +
u

5
2

(1− t)
√
t
− 1√

t (1− t)
= 0, 0 < t < 1, (4.19)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1) =
1√
8
u′(

1

2
), (4.20)

où α =
5

2
, µ =

1√
8
, η =

1

2
, f(t, u) =

u
5
2

γp (1− t)
√
t
, (p > 2, γ ≥ 6) and a(t) = − 1√

t (1− t)
.

Il est facile de voir f : ]0, 1[ × [0,+∞[ → [0,+∞[ est continue et a : ]0, 1[ → ]−∞,+∞[
est Lebesgue intégrable. Pour tout t ∈ ]0, 1[ on peut facilement montrer que, f(t, 1) =

1

γp (1− t)
√
t
> 0, et qu’il existe des constantes m1 = p ≥ m2 =

p

2
> 1 telles que, pour

tout t ∈ ]0, 1[, u ∈ [0,+∞[ ,

cpf(t, u) ≤ f(t, cu) = cp−1 up−1

γp (1− t)
√
t
≤ c

p
2 f(t, u), ∀c ∈ [0, 1] .

clairement, on a

a+(t) = max {a(t), 0} = max

{
− 1√

t (1− t)
, 0

}
= 0

a−(t) = max {−a(t), 0} = max

{
1√

t (1− t)
, 0

}
=

1√
t (1− t)

.

Ainsi, les hypothèses (H1)-(H2) sont vérifiées. Par la suite, on peut aisément montrer que
f∞ = ∞. On choisit alors 0 < r < R, et par le Théorème 4.3.1, on peut montrer que le
problème (4.19)-(4.20) possède au moins une solution positive u et r < ‖u‖ < R, pour tout
λ ∈ ]0, λ∗[.



Chapitre5
Solutions positives d’une EDF dans domaine
non borné ([18])

5.1 Introduction
Dans ce chapitre, on s’est intéressé au résultat d’existence des solutions positives pour le

problème aux limites :

Dα
0+u(t) + a(t)f(t, u(t)) = 0, t ∈ J = [0,+∞[ , (5.1)

u(0) = u′(0) = 0, Dα−1
0+ u(+∞) =

∫ +∞

0

ϕ(t)u(t)dt, (5.2)

où Dα
0+ , Dα−1

0+ les dérivées fractionnaire de type Riemann-Liouville d’ordre α et α − 1 rés-
pectivemnt, 2 < α ≤ 3, Dα−1

0+ u(∞) = limt→+∞D
α−1
0+ u(t) et f ∈ C (J × R,R) est une fonction

donnée vérifiant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard. Par solution positive, on
entend une fonction u positive sur ]0, 1[ et satisfaisant (5.1)-(5.2).

Tout au long de ce chapitre, nous supposons que les conditions suivantes sont vérifiées :

(H1). Pour tout t ∈ J supposons que∫ ∞
0

tα−1ϕ(t)dt = µ < +∞, µ ∈ ]0,Γ(α)[

(H2). Il existe deux fonctions positives a et b définies sur [0,+∞[ et une constante ρ > 0 telle
que

|f (t, u(t))| ≤ a(t) + b(t) |u(t)|ρ

et ∫ +∞

0

a(t)dt = a < +∞,
∫ +∞

0

(
1 + tα−1

)ρ
b(t)dt = b < +∞.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit :
Dans la deuxième section, nous présentons quelques lemmes qui seront utilisés pour prou-

ver nos principaux résultats. La section trois est consacrée aux principaux résultats et leurs
preuves et se termine par des exemples illustratifs.



5.2 Préliminaires 61

L’outil principal de cet chapitre est l’Alternative non linéaire de Leray-Schauder (Théo-
rème 1.2.3 ) combiné avec le critère de compacité de Corduneanu (Lemme 1.1.1).

5.2 Préliminaires
Dans le but de la recherche d’une représentation intégrale du problème aux limites (5.1)-

(5.2) nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 5.2.1. Soit h ∈ C (J,R) telle que 0 <

∫ ∞
0

h(s)ds < +∞. Pour Γ(α) 6= µ, le

problème aux limites
Dα

0+u(t) + h(t) = 0, t ∈ J, 2 < α ≤ 3 (5.3)

u(0) = u′(0) = 0, Dα−1
0+ u(+∞) =

∫ +∞

0

ϕ(t)u(t)dt, (5.4)

admet une solution unique donée par

u(t) =

∫ ∞
0

G(t, s)h(s)ds, (5.5)

où
G(t, s) = G1(t, s) +G2(t, s), (5.6)

G1(t, s) =
1

Γ(α)

{
tα−1 − (t− s)α−1 , 0 ≤ s ≤ t < +∞
tα−1, 0 ≤ t ≤ s < +∞ (5.7)

et
G2(t, s) =

tα−1

(Γ(α)− µ)

∫ ∞
0

ϕ(t)G1(t, s)dt (5.8)

La fonction G est la fonction de Green’associée au problème aux limites (5.3)-(5.4) .

Preuve. D’aprés les Lemmes 1.3.2 et 1.3.3 , nous pouvons réduire l’équation (5.3) à une
équation intégrale équivalente

u(t) = − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+ c1t
α−1 + c2t

α−2 + c3t
α−3, (5.9)

pour certains c1, c2, c3 ∈ R.
d’aprés les conditions u(0) = u′(0) = 0, nous savons que c2 = c3 = 0.
Donc,

u(t) = − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+ c1t
α−1. (5.10)

D’autre part

Dα−1
0+ u(t) = −

∫ t

0

h(s)ds+ c1Γ(α)

combiner avec

Dα−1
0+ u(+∞) =

∫ t

0

ϕ(s)u(s)ds,
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on obtient
c1 =

1

Γ(α)

(∫ ∞
0

ϕ(s)u(s)ds+

∫ ∞
0

h(s)ds

)
Par conséquent, l’unique solution de (5.3)-(5.4) s’écrit

u(t) = − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+
tα−1

Γ(α)

(∫ ∞
0

ϕ(s)u(s)ds+

∫ ∞
0

h(s)ds

)
= − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+
1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1h(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1ϕ(s)u(s)ds

=

∫ ∞
0

G1(t, s)h(s)ds+
1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1ϕ(s)u(s)ds

où G1(t, s) est définie par (5.7).
D’aprés

u(t) =

∫ ∞
0

G1(t, s)h(s)ds+
1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1ϕ(s)u(s)ds (5.11)

on a∫ ∞
0

ϕ(t)u(t)dt =

∫ ∞
0

ϕ(t)

(∫ ∞
0

G1(t, s)h(s)ds+
1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1ϕ(s)u(s)ds

)
dt

=

∫ ∞
0

ϕ(t)

(∫ ∞
0

G1(t, s)h(s)ds

)
dt+

1

Γ(α)

∫ ∞
0

ϕ(t)

(∫ ∞
0

tα−1ϕ(s)u(s)ds

)
dt

=

∫ ∞
0

ϕ(t)

∫ ∞
0

G1(t, s)h(s)dsdt+
1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1ϕ(t)dt

∫ ∞
0

ϕ(t)u(t)dt

il en résulte que∫ ∞
0

ϕ(t)u(t)dt =
1(

1− 1
Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1ϕ(t)dt

)∫ ∞
0

ϕ(t)

∫ ∞
0

G1(t, s)h(s)dsdt,

donc ∫ ∞
0

ϕ(t)u(t)dt =
Γ(α)

Γ(α)− µ

∫ ∞
0

ϕ(t)

∫ ∞
0

G1(t, s)h(s)dsdt. (5.12)

Substituant (5.12) dans (5.11), nous obtenons

u(t) =

∫ ∞
0

G1(t, s)h(s)ds+
tα−1

Γ(α)− µ

∫ ∞
0

ϕ(t)

∫ ∞
0

G1(t, s)h(s)dsdt

=

∫ ∞
0

G1(t, s)h(s)ds+
tα−1

Γ(α)− µ

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

ϕ(t)G1(t, s)dt

)
h(s)ds

=

∫ ∞
0

G1(t, s)h(s)ds+

∫ ∞
0

G2(t, s)h(s)ds

=

∫ ∞
0

G(t, s)h(s)ds
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où G(t, s), G1(t, s), et G2(t, s) sont définis par (5.6), (5.7) et (5.8) respectivement.
La preuve est terminée.
Nous avons besoin de certaines propriétés des fonctions G1, G2 et G afin de discuter

l’existence de solutions positives.

Lemme 5.2.2. ([47]) La fonction G1 définie par (5.7) satisfaite

(i). G1 est une fonction continue et G1(t, s) ≥ 0 pour (t, s) ∈ J × J,
(ii). G1 est strictement croissante par rapport à la première variable,

(iii).
G1(t, s)

1 + tα−1
≤ 1

Γ(α)
, pout tout (t, s) ∈ J × J,

(iv).
∫ ∞

0

ϕ(t)G1(t, s)dt <
µ

Γ(α)
pour tout s ∈ J × J.

Proposition 5.2.1. Si µ ∈ ]0,Γ(α)[, la fonction G2 définie par (5.8) vérifiée

(i). G2 est une fonction continue et G2(t, s) ≥ 0 pour tout (t, s) ∈ J × J,

(ii). G2(t, s) ≤ µtα−1

Γ(α) (Γ(α)− µ)
, pour tout (t, s) ∈ J × J,

(iii).
G2(t, s)

1 + tα−1
≤ µ

Γ(α) (Γ(α)− µ)
, pour tout (t, s) ∈ J × J.

Preuve. En utilisant les propriétés de G1, on peut facilement montrer que (i), (ii) et (iii)
maintenir.

Lemme 5.2.3. Si µ ∈ ]0,Γ(α)[, la fonction G définie par (5.6) satisfaite

(i). G est une fonction continue et G(t, s) ≥ 0 pour tout (t, s) ∈ J × J,

(ii).
G(t, s)

1 + tα−1
≤ 1

Γ(α)− µ
, pout tout (t, s) ∈ J × J.

Preuve. Il résulte des Lemme 5.2.2 et Proposition 5.2.1 queG est continue et queG(t, s) ≥
0 pour tout (t, s) ∈ J × J.
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(ii). Si (t, s) ∈ J × J , on obtient

G(t, s)

1 + tα−1
=
G1(t, s)

1 + tα−1
+
G2(t, s)

1 + tα−1

≤ 1

Γ(α)

tα−1

1 + tα−1
+

tα−1

1 + tα−1

1

(Γ(α)− µ)

∫ ∞
0

ϕ(t)G1(t, s)dt

≤ 1

Γ(α)
+

1

(Γ(α)− µ)

∫ ∞
0

ϕ(t)G1(t, s)dt

≤ 1

Γ(α)
+

1

Γ(α) (Γ(α)− µ)

∫ ∞
0

tα−1ϕ(t)dt

=
1

Γ(α)
+

µ

Γ(α) (Γ(α)− µ)

=
1

Γ(α)

(
1 +

µ

Γ(α)− µ

)
=

1

Γ(α)

(
Γ(α)

Γ(α)− µ

)
=

1

Γ(α)− µ

D’où la preuve du Lemme 5.2.3.

Pour nos construction, nous allons considérer l’espace

E =

{
u ∈ C (J,R) : sup

t∈J

|u(t)|
1 + tα−1

< +∞
}
, (5.13)

équipé de la norme ‖u‖E = supt∈J
|u(t)|

1 + tα−1
.

Lemme 5.2.4. ([47]) (E, ‖.‖E) est un espace de Banach.

Le théorème d’Arzela-Ascoli, ne peut être appliqué à l’espace de Banach E, ceci étant dû
au fait que l’intervalle J = [0,+∞[ n’est pas compact. Le critère de compacité de Corduneanu
(Lemme 1.1.1) nous sera utile pour contourner ce problème.

Soit l’opérateur T : E → E défini comme suit

Tu(t) =

∫ ∞
0

G(t, s)f(s, u(s))ds , t ∈ J, (5.14)

où G(t, s) est donnée par (5.6).
Observons que le problème (5.1)-(5.2) possède une solution si et seulement si l’opérateur

T défini par (5.14) possède un point fixe.
Dans le but d’utiliser le théorème de l’Alternative non linéaire de Leray-Schauder (Théo-

rème 1.2.3), on doit montrer que T : E −→ E est complètement continu.

Lemme 5.2.5. Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) soient vérifiées. Alors l’opérateur
T : E −→ E est complètement continu.
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Preuve. On sépare la démonstration en plusieurs étapes.
(a) . L’opérateur T : E → E est uniformément borné. Soit Ω un borné quelconque de E ;

alors il existe une constante R > 0 telle que ‖u‖E ≤ R. Par (H2), on a

‖Tu‖E = sup
t∈J

∫ +∞

0

G(t, s)

1 + tα−1
|f(s, u(s))| ds

≤ 1

Γ(α)− µ

∫ +∞

0

[
a(s) + b(s)

(
1 + sα−1

)ρ |u(s)|ρ

(1 + sα−1)ρ

]
ds

≤ a+ b ‖u‖ρE
Γ(α)− µ

≤ a+ bRσ

Γ(α)− µ
< +∞.

Ce qui montre que T (Ω) est uniformément borné.
(b). L’opérateur T : E → E est continu. Considérons un, u ∈ E telle que ‖un‖E < +∞,

‖u‖E < +∞ et un → u quand n→∞. Alors par (H2), on a∫ ∞
0

G(t, s)

1 + tα−1
f(s, un(s))ds

≤ 1

Γ(α)− µ

∫ ∞
0

[
a(s) + b(s)

(
1 + sα−1

)ρ |un(s)|ρ

(1 + sα−1)ρ

]
ds

≤ a+ b ‖un‖ρE
Γ(α)− µ

< +∞.

Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue et la continuité de f , on obtient

lim
n→∞

∫ ∞
0

G(t, s)

1 + tα−1
f(s, un(s))ds =

∫ ∞
0

G(t, s)

1 + tα−1
f(s, u(s))ds.

En prenant la limite quand n→∞, on a

‖Tun − Tu‖E = sup
t∈J

∫ ∞
0

G(t, s)

1 + tα−1
|f(s, un(s))− f(s, u(s))| ds→ 0.

Par suite T est continu.
(c). L’opérateur T : E → E est équicontinu. On considère deux cas.
(c1). Soit I ⊂ J soit un intervalle comme et t1, t2 ∈ I tels que t1 < t2. Soit Ω soit un

ensemble borné quelconque de X, alors pour tout u ∈ Ω, on a∣∣∣∣ Tu(t2)

1 + tα−1
2

− Tu(t1)

1 + tα−1
1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ ∞
0

(
G(t2, s)

1 + tα−1
2

− G(t1, s)

1 + tα−1
1

)
f(s, u(s))ds

∣∣∣∣
≤
∫ ∞

0

∣∣∣∣ G(t2, s)

1 + tα−1
2

− G(t1, s)

1 + tα−1
1

∣∣∣∣ (a(s) + b(s)
(
1 + sα−1

)ρ |u(s)|ρ

(1 + sα−1)ρ

)
ds

≤
∫ ∞

0

∣∣∣∣ G(t2, s)

1 + tα−1
2

− G(t1, s)

1 + tα−1
1

∣∣∣∣ (a(s) + b(s)
(
1 + sα−1

)ρ ‖u‖ρE) ds.
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Donc,∣∣∣∣ Tu(t2)

1 + tα−1
2

− Tu(t1)

1 + tα−1
1

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
0

∣∣∣∣ G(t2, s)

1 + tα−1
2

− G(t1, s)

1 + tα−1
1

∣∣∣∣ (a(s) + b(s)
(
1 + sα−1

)ρ ‖u‖ρE) ds.
(5.15)

Comme G est continu sur J × J, on a
G(t, s)

1 + tα−1
est une fonction uniformément continue

sur l’ensemble compact I×I. De plus, pour s ≥ t, cette fonction dépend uniquement de
t, et par conséquence elle est uniformément continue sur I × (J \ I). Ainsi nous avons
pour tout s ∈ J et t1, t2 ∈ I que la propriété suivante est réalisée :

Pour tout ε > 0 il existe δ(ε) > 0 tel que si |t2 − t1| < δ alors
∣∣∣∣ G(t2, s)

1 + tα−1
2

− G(t1, s)

1 + tα−1
1

∣∣∣∣ < ε.

En combinant ce qui précéde avec (5.15), et le fait que∫ ∞
0

(
a(s) + b(s)

(
1 + sα−1

)ρ
Rρ
)
ds <∞, (5.16)

on peut conclure que T est équicontinu sur I.
(c2). En fait, quand t→∞, on a

lim
t→∞

G(t, s)

1 + tα−1
= 0. (5.17)

Par ce qui précéde, il n’est pas difficile de vérifier que pour tout ε > 0 donné, il existe
une constante T ′ = T ′(ε) > 0 telle que∣∣∣∣ G(t2, s)

1 + tα−1
2

− G(t1, s)

1 + tα−1
1

∣∣∣∣ < ε.

pour tout t1, t2 ≥ T ′ et s ∈ J . Alors, T est équiconvergent à l’infini.
Par suite la conclusion du Lemme 1.1.1 peut être appliquée, puisque T est relativement
compact sur J . Donc, T : E → E est complètement continu. Ce qui achève la preuve.

5.3 Résultas principaux
Nous sommes à présent en position d’énoncer et de démontrer le résultat d’existence pour

le problème (5.1)-(5.2).

Théorème 5.3.1. Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) soient vérifiées pour σ = 1. S’il
existe r > 0 tel que

r

(
1− b

Γ(α)− µ

)
>

a

Γ(α)− µ
. (5.18)

Alors le problème (5.1)-(5.2) possède une solution u satisfaisant

0 ≤ u(t) ≤
(
1 + tα−1

)
r , pour t ∈ J.
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Preuve. Soit U = {u ∈ E, ‖u‖E < r}. Pour u ∈ ∂U , s’il existe λ ∈ ]0, 1[ tel que u = λTu,
alors on a

‖u‖E = sup
t∈J

|u(t)|
1 + tα−1

= sup
t∈J

|λ (Tu) (t)|
1 + tα−1

≤ sup
t∈J

∫ ∞
0

G(t, s)

1 + tα−1
|f(s, u(s))| ds

≤ 1

Γ(α)− µ

∫ ∞
0

|a(s) + b(s)u(s)| ds

≤ a+ b ‖u‖E
Γ(α)− µ

.

Ce qui implique que

r

(
1− b

Γ(α)− µ

)
≤ a

Γ(α)− µ
,

qui est en contradiction avec (5.18). Par le Lemme 5.2.5 et le Théorème 1.2.3, on conclut
que le problème (5.1)-(5.2) possède une solution u telle que

0 ≤ u(t) ≤
(
1 + tα−1

)
r , pour t ∈ J.

Ce qui termine la preuve.
Théorème 5.3.2. Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) soient vérifiées avec 0 < σ < 1.
S’il existe r > 0 tel que

r > max

{
2a

Γ(α)− µ
,
(

2b

Γ(α)− µ

) 1
1−ρ
}
. (5.19)

Alors le problème (5.1)-(5.2) possède une solution u telle que

0 ≤ u(t) ≤
(
1 + tα−1

)
r , pour t ∈ J.

Preuve. Dans ce cas, on prend

r > max

{
2a

Γ(α)− µ
,
(

2b

Γ(α)− µ

) 1
1−ρ
}
.

Le reste de la preuve est complètement similaire à celle du Théorème 5.3.1.
Théorème 5.3.3. Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) soient vérifiées pour σ > 1.
S’il existe r > 0 tel que

2a

Γ(α)− µ
< r <

(
2b

Γ(α)− µ

) 1
1−ρ

. (5.20)

Alors le problème (5.1)-(5.2) possède une solution u vérifiant

0 ≤ u(t) ≤
(
1 + tα−1

)
r , pour t ∈ J.

Preuve. Dans ce cas, on prend

2a

Γ(α)− µ
< r <

(
2b

Γ(α)− µ

) 1
1−ρ

.

Le reste de la preuve est complètement similaire à celle du Théorème 5.3.1.
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5.4 Exemples
On considère le problème fractionnaire suivant :

D
5
2

0+u(t) +
1

1 + t2
+

|u(t)|σ

(1 + t4)
(

1 + t
3
2

) = 0, t ∈ J = [0,+∞[ , (5.21)

u(0) = u′(0) = 0, Dα−1
0+ u(∞) =

∫ ∞
0

√
t exp(t)

1 + t2
u(t)dt, (5.22)

où α =
5

2
, ϕ (t) =

√
t exp(t)

1 + t2
et f(t, u) =

1

1 + t2
+

|u(t)|σ

(1 + t4)
(

1 + t
3
2

) .
Alors on peut facilement montrer que

|f(t, u(t))| =

∣∣∣∣∣∣ 1

1 + t2
+

|u(t)|σ

(1 + t4)
(

1 + t
3
2

)
∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

1 + t2
+

|u(t)|σ

(1 + t4)
(

1 + t
3
2

) ,
clairement t ∈ [0,+∞[ p.p, on a

µ =

∫ +∞

0

tα−1ϕ(t)dt =

∫ ∞
0

t2 exp(t)

t2 + 1
dt < +∞.

Ainsi (H1) est vérifiée.

Posons, aussi a(t) =
1

1 + t2
et b(t) =

1

(1 + t4)
(
1 +
√
t
) pour t ∈ [0,+∞[.

Alors on peut aisément obtenir

f(t, u(t)) ≤ a(t) + b(t) |u(t)|ρ .

cas 1 : Pour σ = 1. Un calcul direct donne :

a =

∫ +∞

0

1

1 + t2
dt < +∞, b =

∫ +∞

0

1 + t
3
2

(1 + t4)
(

1 + t
3
2

)dt < +∞.

Ainsi, l’hypothèse (H2) est vérifiée. Alors par le Théorème 5.3.1 le problème (5.21)-(5.22)
possède une solution u telle que

0 ≤ u(t) ≤
(
1 + tα−1

)
r , pour t ∈ J,

où
r

(
1− b

Γ(α)− µ

)
>

a

Γ(α)− µ
cas 2 : Pour σ = 0.5 < 1. Un calcul direct donne :

a =

∫ +∞

0

1

1 + t2
dt < +∞, b =

∫ ∞
0

1

(t4 + 1)
√
t
3
2 + 1

dt < +∞.
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Ainsi l’hypothèse (H2) est vérifiée. Alors par le théorème 5.3.2 le problème (5.21)-(5.22) a
une solution u satisfaisant

0 ≤ u(t) ≤
(
1 + tα−1

)
r , pour t ∈ J,

où

r > max

{
2a

Γ(α)− µ
,
(

2b

Γ(α)− µ

) 1
1−ρ
}
.

cas 3 : Pour σ = 2 > 1. Un calcul direct conduit à :

a =

∫ +∞

0

1

1 + t2
dt < +∞, b =

∫ ∞
0

1

t4 + 1

(
t
3
2 + 1

)
dt < +∞,

comme précédemment l’hypothèse (H2) est vérifiée, et par le Théorème 5.3.3 on conclut
que le problème (5.21)-(5.22) possède une solution u telle que

0 ≤ u(t) ≤
(
1 + tα−1

)
r , pour t ∈ J.



Chapitre6
Solutions positives d’une EDF avec des
conditions aux limites intégrales ([19])

6.1 Introduction
L’objet de ce chapitre est d’étudier l’existence de solutions positives pour le problème aux

limite fractionnaire à trois point suivant

Dα
0+u(t) + λf(t, u(t)) = 0, t ∈ ]0, 1[ , (6.1)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1)− µu′(η) =

∫ 1

0

g(s)u′(s)ds, (6.2)

où, Dα
0+ est dérivées fractionnaire de type Rimann-Liouville d’ordre α ∈ ]2, 3], , λ, µ, η sont

des paramètres réels avec λ > 0, µ ≥ 0, η ∈ ]0, 1[ , et le terme non linéaire f : [0, 1]×[0,+∞[→
[0,+∞[ est une fonction continue et g : ]0, 1[→ ]0,+∞[ est une fonction continue. Par solution
positive, on entend une fonction u positive sur ]0, 1[ et satisfaisant (6.1)-(6.2).

Tout au long de ce chapitre, on supposera que les condtions suivantes sont vérifiées :∫ 1

0

sα−2g(s)ds < +∞ et d = 1− µηα−2 −
∫ 1

0

sα−2g(s)ds > 0. (6.3)

Ce chapitre est organisé de la manière suivante : dans la deuxième section, nous présentons
le cadre dans lequel le problème (6.1)-(6.2) est formulé dans une équation de point fixe. La
section 3 est consacrée aux principaux résultats et leurs preuves et se termine par un exemple
illustratif.

L’outil principal de cet chapitre est le théorème de Guo-Krasnosel’skii dans un cône (Théo-
rème 1.2.5).

6.2 Préliminaires
Maintenant, nous allons introduire certaines fonctions nécessaires à la formulation de point

fixe du problème (6.1)-(6.2).
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Pour (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1]

G(t, s) =
1

Γ(α)

{
tα−1(1− s)α−2 − (t− s)α−1, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1
tα−1(1− s)α−2, 0 ≤ t ≤ s ≤ 1

(6.4)

G1(t, s) =
1

Γ(α)

{
tα−2(1− s)α−2 − (t− s)α−2, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1
tα−2(1− s)α−2, 0 ≤ t ≤ s ≤ 1

(6.5)

et
H(t, s) = G(t, s) +

µtα−1

d
G1(η, s). (6.6)

Lemme 6.2.1. pout tout (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1], on a

P1). 0 ≤ G1(t, s) ≤ 1
Γ(α)

tα−2 (1− s)α−2,

P2). tα−1G(1, s) ≤ G(t, s) ≤ G(1, s), (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1] ,

P3). tα−1H(1, s) ≤ H(t, s) ≤ H(1, s), (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1] ,

Preuve. P1) est évidente et P3) est facilement obtenu à partir de P2). Ainsi, nous devons
prouver P2). Soit (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1], on distingue deux cas.

Case 1 : 0 ≤ s ≤ t ≤ 1. dans ce cas on a

G(t, s)

G(1, s)
≤ t(t− s)α−2 − (t− s)α−1

s(1− s)α−2
=

(
t− s
1− s

)α−2

≤ tα−2 ≤ 1

et
G(t, s)

G(1, s)
≥ tα−1(1− s)α−2 − (t− ts)α−1

s(1− s)α−2
= tα−1.

Case 2 : 0 ≤ t ≤ s ≤ 1. dans ce cas on a

tα−1 ≤ G(t, s)

G(1, s)
=
tα−1

s
≤ sα−2 ≤ 1.

Ce qui achève la preuve du Lemme 6.2.1.

Considérons l’espace de Banach E = C ([0, 1] ,R) muni de la norme ‖u‖ = sup0≤t≤1 |u(t)|.
Soit E+ = {u ∈ E : u(t) ≥ 0} un cône de E, et K ⊂ E+ le cône défini par

K =
{
u ∈ E : u(t) ≥ tα−1 ‖u‖ pour tout t ∈ [0, 1]

}
. (6.7)

Soit L : E → E l’opérateur linéaire défini pour u ∈ E par

Lu(t) =

∫ 1

0

H(t, s)u(s)ds+
tα−1

d

∫ 1

0

g(s)

(∫ 1

0

G1 (s, τ)u(τ)dτ

)
ds

et F : E+ → E+ l’opérateur de Nymetski associé au terme non linéaire f. Il est claire que, L
est continue, L (E+) ⊂ E+ et F est borné.
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Lemme 6.2.2. Sous l’hypothèse (6.3) et pour h ∈ E une fonction donnée. Alors u = Lh est
l’unique solution du problème

Dα
0+u(t) + h(t) = 0, α ∈ ]2, 3] , t ∈ ]0, 1[ , (6.8)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1)− µu′(η) =

∫ 1

0

g(s)u′(s)ds. (6.9)

Preuve. En utilisant les Lemmes 1.3.2 et 1.3.3, l’équation (6.8) imlique

u(t) = − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+ c1t
α−1 + c2t

α−2 + c3t
α−3,

pour c1, c2, c3 ∈ R. d’aprés (6.9), c2 = c3 = 0 et

c1 =
1

dΓ(α)

[∫ 1

0

(1− s)α−2h(s)ds− µ
∫ η

0

(η − s)α−2h(s)ds− ψ
]
,

où

ψ =

∫ 1

0

g(s)

(∫ s

0

(s− τ)α−2 h(τ)dτ

)
ds.

Par conséquent, l’unique solution du problème (6.8)-(6.9) est

u(t) = − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+
tα−1

dΓ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2h(s)ds

− µtα−1

dΓ(α)

∫ η

0

(η − s)α−2h(s)ds− tα−1

dΓ(α)

∫ 1

0

g(s)

(∫ s

0

(s− τ)α−2 h(τ)dτ

)
ds

= − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+
tα−1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2h(s)ds

+
(1− d) tα−1

dΓ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2h(s)ds− µtα−1

dΓ(α)

∫ η

0

(η − s)α−2h(s)ds

− tα−1

dΓ(α)

∫ 1

0

g(s)

(∫ s

0

(s− τ)α−2 h(τ)dτ

)
ds

= − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+
tα−1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2h(s)ds

+
µηα−2tα−1

dΓ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−2h(s)ds− µtα−1

dΓ(α)

∫ η

0

(η − s)α−2h(s)ds

+
tα−1

dΓ(α)

[∫ 1

0

sα−2g(s)ds

(∫ 1

0

(1− s)α−2h(s)ds−
∫ s

0

(s− τ)α−2 h(τ)dτ

)
ds

]
+

tα−1

dΓ(α)

[∫ 1

0

sα−2g(s)ds

(∫ 1

0

(1− s)α−2h(s)ds−
∫ s

0

(s− τ)α−2 h(τ)dτ

)
ds

]
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=
1

Γ(α)

[∫ 1

0

tα−1(1− s)α−2h(s)ds−
∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds

]
+
µtα−1

dΓ(α)

[∫ 1

0

ηα−2(1− s)α−2h(s)ds−
∫ η

0

(η − s)α−2h(s)ds

]
+

tα−1

dΓ(α)

[∫ 1

0

g(s)

(∫ 1

0

sα−2(1− τ)α−2h(τ)dτ −
∫ s

0

(s− τ)α−2 h(τ)dτ

)
ds

]
=

∫ 1

0

G(t, s)h(s)ds+
µtα−1

d

∫ 1

0

G1(η, s)h(s)ds+
tα−1

d

∫ 1

0

g(s)

(∫ 1

0

G1 (s, τ)h(τ)dτ

)
ds

=

∫ 1

0

H(t, s)h(s)ds+
tα−1

d

∫ 1

0

g(s)

(∫ 1

0

G1 (s, τ)h(τ)dτ

)
ds.

D’où la preuve.

Lemme 6.2.3. Sous l’hypothèse (6.3) et soit Tλ = λLF . On obient

i) . Tλ est complètement continu ,
ii) . T (E+) ⊂ K et
iii) . u ∈ K est solution du problème (6.1)-(6.2) si et seulement si u est un point fixe de T.

Preuve. i) Car l’opérateur u → tα−1

d

∫ 1

0

g(s)

(∫ 1

0

G1 (s, τ)u(τ)dτ

)
ds est de dimenssion

un et continu et la fonction H est uniformément continué sur [0, 1]× [0, 1] .
ii) Soit u ∈ E+, d’aprés P3) du Lemme 6.2.1 on a

Tλu (t) = λ

∫ 1

0

H(t, s)f(s, u(s))ds+
λtα−1

d

∫ 1

0

g(s)

(∫ 1

0

G1 (s, τ) f(τ, u(τ))dτ

)
ds

≥ λtα−1

(∫ 1

0

H(1, s)f(s, u(s))ds+
1

d

∫ 1

0

g(s)

(∫ 1

0

G1 (s, τ) f(τ, u(τ))dτ

)
ds

)
≥ tα−1 ‖Tλu‖

c’est à dire Tλu ∈ K.
iii) est une conséquence du Lemme 6.2.2.

6.3 Résultats principaux
L’enoncé et la démonstration de résultats principaux ainsi que de leurs preuves, nécessitent

l’introduction des notations suivantes. Posons pour ν = 0 ou +∞

fν = limu→ν inf

(
mint∈[0,1]

f(t, u)

u

)
et f ν = limu→ν sup

(
maxt∈[0,1]

f(t, u)

u

)

Λν =

 (Γ0fν)
−1 si 0 < fν < +∞

0 si fν = +∞
+∞ si fν = 0

Λν =

 (Γ∞f
ν)−1 si 0 < f ν < +∞

+∞ si f ν = 0
0 si f ν = +∞
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où

Γ∞ =

∫ 1

0

H(1, s)ds+
1

d

∫ 1

0

g(s)

(∫ 1

0

G1 (s, τ) dτ

)
ds

et

Γ0 =

∫ 1

0

sα−1H(1, s)ds+
1

d

∫ 1

0

g(s)

(∫ 1

0

τα−1G1 (s, τ) dτ

)
ds

Théorème 6.3.1. Soit l’hypothèse (6.3) vérifiée, et Λ+∞ < Λ0. Alors le problème (6.1)-(6.2)
possède au moins une solution positive, pour tout λ ∈ ]Λ+∞,Λ

0[.

Preuve. Soit λ ∈ ]Λ+∞,Λ
0[ et soit ε > 0 tels que λ < ((f 0 + ε) Γ1)

−1
. Il existe r0 > 0

tel que f(., x) ≤ (f 0 + ε)x pour tout x ∈ [0, r0] et t ∈ [0, 1] . Par suite, si u ∈ K est tel que
‖u‖ = r0, on a

‖Tλu‖ ≤ λ
(
f 0 + ε

)
r0

[∫ 1

0

H(1, s)ds+
1

d

∫ 1

0

g(s)

(∫ 1

0

G1 (s, τ) dτ

)
ds

]
= λ

(
f 0 + ε

)
r0Γ∞ ≤ r0 = ‖u‖ .

Soit à présent M ∈ ]0, f∞[ tel que λ > (MΓ0)−1 , il existe c > 0 telle que f(., x) ≥ Mx − c
pour tout x ≥ 0 and t ∈ [0, 1] .

A ce niveau on affirme qu’il existe r∞ assez grand tel que ‖Tλu‖ ≥ ‖u‖ , pour tout
u ∈ K ∩ ∂B(0, r∞).

En effet, si ce n’est pas vrai pour tout n ∈ N, il existe un ∈ K ∩ ∂B(0, n) tel que

‖Tλun‖ ≤ ‖un‖

on a alors,

‖Tλun‖+ ‖λL (c)‖ = ‖Tλun + λL (c)‖
≥ Tλun (1) + λL (c) (1)

≥ λ

[∫ 1

0

H(1, s)Mun(s)ds+
1

d

∫ 1

0

g(s)

(∫ 1

0

G1 (s, τ)Mun(τ)dτ

)
ds

]
≥ λM

[∫ 1

0

H(1, s)sα−1 +
1

d

∫ 1

0

g(s)

(∫ 1

0

G1 (s, τ) τα−1dτ

)
ds

]
‖un‖

= λM ‖un‖Γ0

ce qui conduit à

1 +
‖Tλun‖
‖un‖

≥ ‖Tλun‖
‖un‖

+
‖λL (c)‖
‖un‖

≥ λMΓ0.

en passant à la limite n→∞, on obtient la contradiction 1 ≥ λMΓ0 > 1.
Enfin, choisissons

Ων = {u ∈ E : ‖u‖ < rν} pour ν = 0 ou ∞,

on obtient par la première assertion du Théorème 1.2.5 que T admet un point fixe u ∈ K
avec r0 ≤ ‖u‖ ≤ r∞, alors par iii) du Lemme 6.2.3, u est une solution positive du problème
(6.1)-(6.2). Ce qui achève la preuve.
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Théorème 6.3.2. Supposons que l’hypothèse (6.3) soit vérifiée et Λ0 < Λ+∞. Alors le pro-
blème (6.1)-(6.2) possède au moins une solution positive λ ∈ ]Λ0,Λ

+∞[.

Preuve. Soit λ ∈ ]Λ0,Λ
+∞[ et soit m ∈ ]0, f0[ tels que λ > (mΓ0)−1 . Il existe r0 > 0 tel

que f(., x) ≥ mx pour tout x ∈ [0, r0] et t ∈ [0, 1] . Tel que, si u ∈ K est tel que ‖u‖ = r0, on
a

‖Tλu‖ ≥ Tλu (1)

≥ λmr0

[∫ 1

0

H(1, s)sα−1ds+
1

d

∫ 1

0

g(s)

(∫ 1

0

G1 (s, τ) τα−1dτ

)
ds

]
= λmr0Γ0 ≥ r0 = ‖u‖ .

Posons à présent ε > 0 tel que λ < ((f∞ + ε) Γ1)−1 , il existe c > 0 tel que f(., x) ≤
(f∞ + ε)x+ c for all x ≥ 0 and t ∈ [0, 1] .

A ce stade on prouve qu’il existe r∞ assez grand tel que ‖Tλu‖ ≤ ‖u‖ pour tout u ∈
K ∩ ∂B(0, r∞).

Par l’absurde, supposons que n ∈ N, il existe un ∈ K ∩ ∂B(0, n) tel que ‖Tλun‖ ≥ ‖un‖,
on a alors pour tout t ∈ [0, 1]

Tλun (t) ≤

λ

∫ 1

0

H(1, s) ((f∞ + ε)un(s) + c) ds+
λ

d

∫ 1

0

g(s)

(∫ 1

0

G1 (s, τ) ((f∞ + ε)un(τ) + c) dτ

)
ds

≤ λ (f∞ + ε) Γ∞ ‖un‖∞ + cΓ∞

ce qui nous amène à

1 ≤ ‖Tλun‖
‖un‖

≤ λ (f∞ + ε) Γ∞ +
cΓ∞
‖un‖

,

en passant à la limite n→∞, donne une contradiction 1 ≤ λ (f∞ + ε) Γ∞ < 1.
Enfin, en choisissant

Ων = {u ∈ E : ‖u‖ < rν} pour ν = 0 ou ∞,

par la deuxième assertion du Théorème 1.2.5 on obtient que T possède un point fixe u ∈ K
avec r0 ≤ ‖u‖ ≤ r∞, alors par iii) du Lemme 6.2.3, u est une solution positive du problème
(6.1)-(6.2). ce qui achève la preuve.

Remarque 6.3.1. Clairement, les Théorèmes 6.3.1 et 6.3.2 couvrent respectivement les cas,

f 0 = 0, f∞ = +∞ et f∞ = 0, f0 = +∞.

En particulier, si f (t, u) = uγ avec γ ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[ alors le problème (6.1)-(6.2) admet
une solution positive pour tout λ > 0.
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6.4 Exemple
Considérons le problème (6.1)-(6.2) avec

f(t, u) =
Au

1 + u
+

Bu3

1 + u2
.

Dans ce cas, on a
f 0 = f0 = A et f∞ = f∞ = B.

Par les théorèmes 6.3.1 et 6.3.2, on obtient que pour cette nonlinéarité, le problème (6.1)-(6.2)
admet une solution positive pour tout λ ∈ ]Λ−,Λ+[ où

Λ− =

{
(AΓ0)−1 si AΓ0 > BΓ∞
(BΓ∞)−1 si AΓ0 < BΓ∞

Λ+ =

{
(BΓ∞)−1 si AΓ0 > BΓ∞
(AΓ0)−1 si AΓ0 < BΓ∞.



Chapitre7
Solutions positives d’un Système de N-EDF
avec des conditions aux limites intégrales ([20])

7.1 Introduction
Dans ce chapitre on concentre notre attention à étudier l’existence de solutions positives

pour un système d’équations différentielles fractionnaires de type Riemann-Liouville avec des
conditions aux bords sous forme intégrale de la forme :

Dαi
0+ui(t) + λiai(t)fi(u1(t), u2(t), ..., un(t)) = 0, 0 < t < 1,

ui(0) = u′i(0) = 0 , u′i(1)− µiu′i(ηi) =

∫ 1

0

φi(t)u
′
i(t)dt,

(7.1)

où, pour chaque i = 1, ..., n, Dαi
0+ , représente la dérivée d’ordre fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ordre αi ∈ (2, 3], µi, ηi sont tels que µi > 0, ηi ∈ ]0, 1[ , fi ∈ C
(
Rn+,R+

)
, ai ∈

C ([0, 1] ,R+), R+ = [0,+∞[ et les λi sont des paramètres positifs.
Tout au long de ce chapitre, on supposera que les condtions suivantes sont vérifiées :

(H1). φi : ]0, 1[→ ]0,+∞[ sont des fonctions continues, et

ρi =

∫ 1

0

sαi−2φi(s)ds < +∞, i = 1, ..., n . (7.2)

(H2). ainsi que

di = 1− µiηαi−2
i −

∫ 1

0

sαi−2φi(s)ds > 0, i = 1, ..., n. (7.3)

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit :
Dans la section deux, on présente quelques préliminaires et quelques lemmes qui seront

utilisés pour montrer nos résultats principaux. La section trois est consacrée à démontrer
l’existence de solutions positives pour le problème aux limites fractionnaires, (7.1).

7.2 Préliminaires
Nous présentons maintenant la fonction de Green associée au poblème aux limites (7.1).
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Lemme 7.2.1. Soit h ∈ C [0, 1] une fonction donnée, et 2 < α ≤ 3 alors l’unique solution du
problème

Dα
0+u(t) + h(t) = 0, 0 < t < 1, (7.4)

u(0) = u′(0) = 0, u′(1)− µu′(η) =

∫ 1

0

φ(s)u′(s)ds, (7.5)

est donnée par

u(t) =

∫ 1

0

Hα(t, s)h (s) ds+
tα−1

d

∫ 1

0

φ(s)

(∫ 1

0

G1α (s, τ)h (τ) dτ

)
ds, (7.6)

avec
Hα(t, s) = Gα(t, s) +

µtα−1

d
G1α(η, s) (7.7)

Gα(t, s) = 1
Γ(α)

{
tα−1(1− s)α−2 − (t− s)α−1 , 0 ≤ s ≤ t ≤ 1
tα−1(1− s)α−2 , 0 ≤ t ≤ s ≤ 1

(7.8)

G1α(η, s) = 1
Γ(α)

{
ηα−2(1− s)α−2 − (η − s)α−2 , 0 ≤ s ≤ η ≤ 1
ηα−2(1− s)α−2 , 0 ≤ η ≤ s ≤ 1

(7.9)

Les résultats à venir nous procurent quelques propriétés des fonctions de Green Gα(t, s),
G1α(η, s), et Hα(t, s), avec pour objectif d’établir l’existence de solutions positives.

Lemme 7.2.2. Gα(t, s) définie par (7.8) vérifie les conditions suivantes :
(P1) Gα(t, s) est continue pour tout t, s ∈ [0, 1] , Gα(t, s) > 0, pour t, s ∈ (0, 1) ,

(P2)
∂Gα(t, s)

∂t
= (α− 1)G1α(t, s) pour t, s ∈ (0, 1) ,

(P3) tα−1Gα(t, s) ≤ Gα(t, s) ≤ Gα(1, s), (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1],
(P5) Pour l ∈ (0, 1) minl≤t≤1Gα(t, s) ≥ (l)α−1Gα(1, s),

où Gα(1, s) =
s(1− s)α−2

Γ(α)
.

Lemme 7.2.3. G1α(t, s) définie par (7.9) vérifie les conditions suivantes :
(P1) G1α(η, s) > 0 pour t, s ∈ (0, 1) ,
(P2) 0 ≤ G1α(η, s) ≤ 1

Γ(α)
ηα−2 (1− s)α−2.

Lemme 7.2.4. Hα(t, s) définie par (7.7) vérifie les conditions suivantes :

(P1) tα−1Hα(1, s) ≤ Hα(t, s) ≤ Hα(1, s), (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1],
(P2) Pour l ∈ ]0, 1[

min
l≤t≤1

Hα(t, s) ≥ (l)α−1Hα(1, s).

Lemme 7.2.5. L’unique solution u(t) du problème ( 7.4)-(7.5 ) est positive et vérifiée

min
l≤t≤1

u(t) ≥ (l)α−1 max
0≤t≤1

|u(t)| , ∀t ∈ [0, 1] , l ∈ ]0, 1[ . (7.10)
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Preuve. Il est évident que u(t) est positive. Pour chaque t ∈ [0, 1], par ( 7.6) et le Lemme
7.2.4, il découle que

u(t) =

∫ 1

0

Hα(t, s)h (s) ds+
tα−1

d

∫ 1

0

φ(s)

(∫ 1

0

G1α (s, τ)h (τ) dτ

)
ds

≤
∫ 1

0

Hα(1, s)h(s)ds+
1

d

∫ 1

0

φ(s)

(∫ 1

0

G1α (s, τ)h (τ) dτ

)
ds

et par suite,

max
0≤t≤1

|u(t)| ≤
∫ 1

0

Hα(1, s)h(s)ds+
1

d

∫ 1

0

φ(s)

(∫ 1

0

G1α (s, τ)h (τ) dτ

)
ds,

D’un autre côté, (7.6) et le Lemme 7.2.4 impliquent pour tout t ∈ [l, 1] ,

u(t) =

∫ 1

0

Hα(t, s)h (s) ds+
tα−1

d

∫ 1

0

φ(s)

(∫ 1

0

G1α (s, τ)h (τ) dτ

)
ds

≥ tα−1

[∫ 1

0

Hα(1, s)h(s)ds+
1

d

∫ 1

0

φ(s)

(∫ 1

0

G1α (s, τ)h (τ) dτ

)
ds

]
≥ (l)α−1 max

0≤t≤1
|u(t)|

Par conséquence
min
l≤t≤1

u(t) ≥ (l)α−1 max
0≤t≤1

|u(t)| .

Ce qui achève la preuve du Lemme 7.2.5.
Nous allons à présent écrire le système (7.1) sous forme équivalente de système d’équations

intégrales.

Définition 7.2.1. La fonction vectorielle u = (u1, u2, ..., un) est dite solution positive du
système (7.1) si et seulement si u vérifie (7.1) et pour tout i ∈ {1, 2, ..., n}, ui (t) > 0 pour
t ∈]0, 1[.

Lemme 7.2.6. Supposons que fi : Rn+ → R+, i = 1, ..., n, sont continues. Alors u =
(u1, u2, ..., un) ∈ E est une solution du problème (7.1) si et seulement si pour tout i ∈
{1, 2, ..., n}

ui(t) = λi

[∫ 1

0

Hαi(t, s)ai(s)fi(u(s))ds+
tαi−1

di

∫ 1

0

φi(s)

(∫ 1

0

G1αi (s, τ) ai(τ)fi(u(τ))dτ

)
ds

]
,

Preuve. Nous allons omettre la preuve, car c’est une conséquence directe de la discussion
précédente.

Soit l’espace de Banach E = C
(
[0, 1] ,Rn+

)
muni de la norme

‖u‖E =
n∑
i=1

max
0≤t≤1

|ui(t)| pour u = (u1, u2, ..., un) ,

où ‖u‖C([0,1],R+) = max0≤t≤1 |ui(t)|.
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En utilisant l’estimation (7.10) on définit les cônes :

Ki =

{
ui ∈ C ([0, 1] ,R+) : min

t∈[l,1]
ui (t) ≥ δi‖ui‖

}
, (i = 1, 2, ..., n) ,

où δi = (l)αi−1, l ∈ ]0, 1[ et le cône produit K = K1 ×K2 × ...×Kn dans E.
Soit T : E → E l’opérateur défini par :

T (u) = (T1u, T2u, ..., Tnu) ,

où pour tout t ∈ [0, 1],

Ti(u)(t) = λi

[∫ 1

0

Hαi(t, s)ai(s)fi(u(s))ds+
tαi−1

di

∫ 1

0

φi(s)

(∫ 1

0

G1αi (s, τ) ai(τ)fi(u(τ))dτ

)
ds

]
On peut alors écrire le Lemme 7.2.5 sous la forme suivante : u = (u1, u2, ..., un) est une

solution de (7.1) si et seulement si u est un point fixe de l’opérateur T .

Lemme 7.2.7. L’opérateur T : E → E est complètement cintinu.

Preuve. Par (7.10) nous avons la propriété d’invariance T (K) ⊂ K. De plus, l’opérateur
T est complètement continu, car chacune des composantes Ti est complètement continue.

7.3 Résultas principaux
Dans cette section, nous allons étudier l’existence de solutions positives pour le problème

aux limites (7.1). Nous commençons par introduire les notations suivantes :

(H1). Pour ν = 0 ou +∞ il existe des constantes positives f νi (i = 1, 2, ...n) données par

f νi = lim
‖x‖→ν

fi (x1, x2, ..., xn)

‖x‖
, x = (x1, x2, ..., xn)

(H2). Pour i = 1, 2, ..., n et l ∈ ]0, 1[ . Soit

Γ0
i =

 (δ2Bi
αif

ν
i )
−1 si 0 < f νi < +∞

0 si f νi = +∞
+∞ si f νi = 0

et Γ∞i =


(
Aiαif

ν
i

)−1 si 0 < f νi < +∞
+∞ si f νi = 0
0 si f νi = +∞

où

Aiαi =

∫ 1

0

Hαi(1, s)ai(s)ds+
1

di

∫ 1

0

φi(s)

(∫ 1

0

G1αi (s, τ) ai(τ)dτ

)
ds

Bi
αi =

∫ 1

l

Hαi(1, s)ai(s)ds+
1

di

∫ 1

l

φi(s)

(∫ 1

l

G1αi (s, τ) ai(τ)dτ

)
ds.

(H3). Pour ν = 0 ou ν =∞ il existe des constantes positives F ν
i (i = 1, 2, ...n) données par

F ν
i = lim

xi→υ

fi (xi, x2, ..., xn)

xi

uniformément par rapport (x1, x2, ..., xi−1, xi+1, ..., xn) sur tout compact de (R+)n−1 .
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(H4). Pour i = 1, 2, ..., n et l ∈ ]0, 1[ . Soit

Λ0
i =


(
Aiαif

ν
i

)−1 si 0 < f νi < +∞
+∞ si f νi = 0
0 si f νi = +∞

et Λ∞i =

 (δBi
αif

ν
i )
−1 si 0 < f νi < +∞

0 si f νi = +∞
+∞ si f νi = 0

Le théorème du point fixe de Krasnoselk’skii sur les cônes Théorème 1.2.6 sera utilisé à
présent pour montrer un premier résultat d’existence de solutions positives

Théorème 7.3.1. Avec le même notations que dans (H1) et (H2). Supposons que l’hypothèse
(7.3) est vérifiée et que Γ∞i < Γ0

i . Alors le problème (7.1) possède au moins une solution
positive pour (λ1, λ2, ..., λn) ∈ R1,

R1 =

{
(λ1, λ2, ..., λn) :

Γ∞i
n

< λi <
Γ0
i

n

}
.

Preuve. Soit
Γ∞i
n

< λi <
Γ0
i

n
, i = 1, ..., n

choisissons ε > 0 tel que 1

n(f∞i −ε)δiBiαi
≤ λi ≤ 1

nAiαi(f
0
i +ε)

, i = 1, ..., n.

Par la définition des f 0
i (i = 1, 2, ..., n), il existe H1 m 0 tel que

fi(u) = fi(u1, ..., un) ≤
(
f 0
i + ε

)
‖u‖ pour ui ≥ 0, ‖u‖ ∈ [0, H1] .

Soit u = (u1, ..., un) ∈ K avec ‖u‖ = ‖(u1, ..., un)‖ = H1. Pour i = 1, 2, ..., n et tout t ∈ [0, 1]
on a :

Ti(u)(t) = λi

[∫ 1

0

Hαi(t, s)ai(s)fi(u(s))ds+
tαi−1

di

∫ 1

0

φi(s)

(∫ 1

0

G1αi (s, τ) ai(τ)fi(u(τ))dτ

)
ds

]
≤ λi

[∫ 1

0

Hαi(1, s)ai(s)fi(u(s))ds+
1

di

∫ 1

0

φi(s)

(∫ 1

0

G1αi (s, τ) ai(τ)fi(u(τ))dτ

)
ds

]
≤ λi

(
f 0
i + ε

)
‖u‖

[∫ 1

0

Hαi(1, s)ai(s)ds+
1

di

∫ 1

0

φi(s)

(∫ 1

0

G1αi (s, τ) ai(τ)dτ

)
ds

]
≤ λi

(
f 0
i + ε

)
Aiαi ‖u‖ ≤

1

nAiαi (f 0
i + ε)

Aiαi
(
f 0
i + ε

)
‖u‖ =

1

n
‖u‖ .

Par suite ‖Ti (u)‖ ≤ 1
n
‖u‖ pour chaque i = 1, ..., n. Par conséquence

‖Tu‖ =
i=n∑
i=1

‖Tiu‖ ≤ ‖u‖ .

Soit r = H1. Alors ‖Tu‖ ≤ ‖u‖ pour tout u ∈ K avec ‖u‖ = r.
De plus, par la définition des f∞i (i = 1, 2, ..., n), il existe H2 m 0 telle que

fi(u) = fi(u1, ..., un) ≥ (f∞i − ε) ‖u‖ pour ui ≥ 0, ‖u‖ ∈ [H2,+∞[ .
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Soit R = H3 = max
{

2H1,
1
δ
H2

}
. Si u ∈ K avec ‖u‖ = R. Alors

min
t∈[l,1]

(
i=n∑
i=1

ui

)
≥ δ

i=n∑
i=1

‖ui‖ = δ ‖u‖ ≥ H2, où δ = min
1≤i≤n

δi

Donc, pour t ∈ [l, 1], l ∈ ]0, 1[ on a

Ti(u)(t) = λi

[∫ 1

0

Hαi(t, s)ai(s)fi(u(s))ds+
tαi−1

di

∫ 1

0

φi(s)

(∫ 1

0

G1αi (s, τ) ai(τ)fi(u(τ))dτ

)
ds

]
≥ λi

[∫ 1

l

Hαi(t, s)ai(s)fi(u(s))ds+
tαi−1

di

∫ 1

l

φi(s)

(∫ 1

l

G1αi (s, τ) ai(τ)fi(u(τ))dτ

)
ds

]
≥ λi (l)

αi−1

[∫ 1

l

Hαi(1, s)ai(s)fi(u(s))ds+
1

di

∫ 1

l

φi(s)

(∫ 1

l

G1αi (s, τ) ai(τ)fi(u(τ))dτ

)
ds

]
≥ λi (l)

αi−1 (f∞i − ε) ‖u‖
[∫ 1

l

Hαi(1, s)ai(s)ds+
1

di

∫ 1

l

φi(s)

(∫ 1

l

G1αi (s, τ) ai(τ)dτ

)
ds

]
≥ λi (l)

αi−1 (f∞i − ε) ‖u‖
[∫ 1

l

Hαi(1, s)ai(s) ds+
1

di

∫ 1

l

φi(s)

(∫ 1

l

G1αi (s, τ) ai(τ)dτ

)
ds

]
≥ λi (f

∞
i − ε) δ ‖u‖Bi

αi
≥ 1

n (f∞i − ε) δBi
αi

(f∞i − ε) δBi
αi
‖u‖ =

1

n
‖u‖ .

Par suite

‖T (u)‖ =
i=n∑
i=1

‖Ti(u)‖ ≥ ‖u‖ .

Ce qui nous permet de dire que la première condition du Théorème 1.2.6 est satisfaite. Par
conséquence, T possède un point fixe u = (u1, ..., un) ∈ K avec r ≤ ‖u‖ ≤ R, alors par le
Lemme 7.2.5 et le Lemme 7.2.6, u est une solution positive de (7.1). Ce qui termine la preuve.

De façon similaire on peut démontrer le résultat suivant.

Théorème 7.3.2. Avec les notations (H1) et (H2). Supposons que l’hypothèse (7.3) est vé-
rifiée et que Γ0

i < Λ∞i . Alors le problème (7.1) possède au moins une solution positive pour
(λ1, λ2, ..., λn) ∈ R2,

R2 =

{
(λ1, λ2, ..., λn) :

Γ0
i

n
< λi <

Γ∞i
n

}
.

Dans cette partie du chapitre, la version vectorielle du théorème de point fixe de Krasno-
sel’skii Théorème 1.2.8 est appliquée au problème (7.1) afin d’obtenir de nouveaux résultats
d’existence de solutions positives de (7.1) ainsi que la localisation de leur composante. Notre
résultat principal dans cette section est le suivant :

Théorème 7.3.3. Avec les mêmes notations (H3) et (H4). Supposons que l’hypothèse (7.3)
est vérifiée et que Λ∞i < Λ0

i . Alors le problème (7.1) possède au moins une solution positive
pour (λ1, λ2, ..., λn) ∈ Q1,

Q1 =
{

(λ1, λ2, ..., λn) : Λ∞i < λi < Λ0
i

}
.
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Preuve. Soit
Λ∞i < λi < Λ0

i , i = 1, ..., n.

et choisissons ε > 0 tel que

1

δ2
iB

i
αi

(F∞i − ε)
≤ λi ≤

1

Aiαi (F 0
i + ε)

, i = 1, ..., n.

Par la définition des F 0
i , il existe H1 m 0 tel que

fi(u) = fi(u1, ..., un) ≤
(
F 0
i + ε

)
ui pour ui ∈ [0, H1] , (i = 1, 2, ..., n)

Ainsi, Tiu ⊀ ui si ‖ui‖ = H1 pour chaque i ∈ {1, 2, ..., n}. Pour s’en convaincre supposons le
contraire, i.e.

ui ≺ Tiu(t), pour ‖ui‖ = H1

alors

ui(t) < Ti(u)(t)

= λi

[∫ 1

0

Hαi(t, s)ai(s)fi(u(s))ds+
tαi−1

di

∫ 1

0

φi(s)

(∫ 1

0

G1αi (s, τ) ai(τ)fi(u(τ))dτ

)
ds

]
≤ λi

[∫ 1

0

Hαi(1, s)ai(s)fi(u(s))ds+
1

di

∫ 1

0

φi(s)

(∫ 1

0

G1αi (s, τ) ai(τ)fi(u(τ))dτ

)
ds

]
≤ λi

(
F 0
i + ε

)
‖ui‖

[∫ 1

0

Hαi(1, s)ai(s)ds+
1

di

∫ 1

0

φi(s)

(∫ 1

0

G1αi (s, τ) ai(τ)dτ

)
ds

]
= λi

(
F 0
i + ε

)
Aiαi ‖ui‖ ≤

(F 0
i + ε)Aiαi

Aiαi (F 0
i + ε)

H1 = H1, ∀t ∈ (0, 1) .

On arrive à la contradiction ‖ui‖ = H1 < H1.
Par la définition des F∞i , il existe H2 > 0 tel que

fi(u) = fi(u1, ..., un) ≥ (F∞i − ε)ui pour ui ∈ [H2,+∞) , (i = 1, ...n) .

Soit H3 = max
{

2H1,
1
δ
H2

}
. Si u = (u1, ..., un) ∈ K avec ‖ui‖ = H3, alors

min
t∈[l,1]

ui (t) ≥ δ ‖ui‖ ≥ H2 , i = 1, ...n.

Par suite, Tui � ‖ui‖ si ‖ui‖ = H3 pour chaque i ∈ {1, 2, ..., n}. Pour s’en convaincre,
supposons le contraire, i.e.

ui(t) � Tiu(t), pour u = (u1, ..., un) ∈ K avec ‖ui‖ = H3.
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Nous obtenons alors

ui(t) > Ti(u)(t)

= λi

[∫ 1

0

Hαi(t, s)ai(s)fi(u(s))ds+
tαi−1

di

∫ 1

0

φi(s)

(∫ 1

0

G1αi (s, τ) ai(τ)fi(u(τ))dτ

)
ds

]
≥ λi

[∫ 1

l

Hαi(t, s)ai(s)fi(u(s))ds+
tαi−1

di

∫ 1

l

φi(s)

(∫ 1

l

G1αi (s, τ) ai(τ)fi(u(τ))dτ

)
ds

]
≥ λit

αi−1

[∫ 1

l

Hαi(1, s)ai(s)fi(u(s))ds+
1

di

∫ 1

l

φi(s)

(∫ 1

l

G1αi (s, τ) ai(τ)fi(u(τ))dτ

)
ds

]
≥ λi (l)

αi−1 (F∞i − ε)
[∫ 1

l

Hαi(1, s)ai(s)ui(s)ds+
1

di

∫ 1

l

φi(s)

(∫ 1

l

G1αi (s, τ) ai(τ)ui(τ)dτ

)
ds

]
≥ λi (l)

2αi−2 (F∞i − ε) ‖ui‖
[∫ 1

l

Hαi(1, s)ai(s)ds+
1

di

∫ 1

l

φi(s)

(∫ 1

l

G1αi (s, τ) ai(τ)dτ

)
ds

]
≥ λiδ

2 (F∞i − ε) ‖ui‖Bi
αi

=
1

δ2Bi
αi

(F∞i − ε)
δ2 (F∞i − ε)Bi

αi
H3 = H3.

On arrive à la contradiction
‖ui‖ = H3 > H3.

Ainsi la première condition du Théorème 1.2.8 est satisfaite. Par conséquence l’opérateur
T possède un point fixe u = (u1, ..., un) avec ui ∈ KH1,H3 , (i = 1, ..., n) .

Le prochain résultat d’existence peut être démontrer de manière analogue, sa preuve est
omise.

Théorème 7.3.4. Avec les mêmes notations (H3) et (H4). Supposons que l’hypothèse (7.3)
est vérifiée et que Λ0

i < Λ∞i . Alors le problème (7.1) possède au moins une solutions positive
pour (λ1, λ2, ..., λn) ∈ Q2,

Q2 =
{

(λ1, λ2, ..., λn) : Λ0
i < λi < Λ∞i

}
.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse on a présenté quelques résultats concernant l’existence des solutions
positives pour certaines classes de problèmes aux limites fractionaires. Le travail effectué
dans le cadre de cette thèse a permis de réaliser plusieurs publications apparues dans des
revues de renommée établie et un travail soumis .

Nous estimons que les résultats présentés contribueront au développement de l’étude des
équations différentielles fractionnaires, en ouvrant de nouveaux horizons à la recherche scien-
tifique sur cette thématique émergente.

Enfin, vu sa nouveauté ce domaine est très riche en questions ouvertes ; par conséquent
différentes perspectives peuvent être lancées à la suite de ce travail. En effet, nous avons
l’intention d’étudier ultérieurement la stabilité des solutions d’une telle classe d’équations.
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