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 ��� �� 3��
 ��� ���
������� ����� �� ������ �� �������� �� 
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���� ��� �� ����
���� �����
�� ��
��������
� 5����1�� ��
 �����

���
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� �� �������� ��� �� ��� ��
���� ��
 ����
� � �� A� �� ��

� 
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�� �������� ���
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���
 ��� (4�Q7�; �
 0*�'+� 
J<#K �� �������
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���� ��� ����
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���
�
� ��� �� �
����
��� ��� ������
 �� ��1
����� .�� ������ ������
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��+��3����� �
 ���D�
 ����������� �� ��
��������
 ��

������  � �
���
��� ���������
� � �����
�� ��
��������
 ����
��
 �� ����
 �� �
����
���� /�� �
A��
��� ���������
� �� ������ ��
;���3�� �����
 �� ������� �� �

������
��� ��� �����
���� ���
����� ��������
��� �����
���1
��

� 
����������������� � ������ ��� �����
���� ���
����� ����
���� � ��
��������
 �� 0�����F�
*�A�: ��
��� ���� �3���� �3���
��: ��� ��
�����
��� � 


 ��%���
��

C



������ ��

6��� ��

� ���
��: ����
�
�
� �� ���
��� �3���
���: ��
 ���
 �� �������� � ����
���� �����
���� 
��������
 �� ������ ���� ���
����� /� ������
�� F : �����
 ������ �� 9����� ��
��
��������
 ������I
 ���� ��� 
���
���� �� ������ ��� ���� 

�������
)������ �����1�� ��
 ���
����� � ��: ���� ���
���� �� �
������
 �� �
����
��� ��� ������
 ��
�������: ������
���� ���� ������� �� �� ����
�������� ��
���@�� 
�
��� �� �&�
��� �
 ����
�����
���� ��� �
���
�
� ���
������ ��
���� ��� ��� ������� ����
�� � �� A� �� �3���
��<�
6��� �� ��� F < 1: ���� ���
����: �� �
������
 �� 
3
����� ��� ����
���� �������
��: ��
�
���
�
 
3
������ ������
���� �
 �������

 �� �� ����
��� �� ���������

!



�������� 	

��

�
�� 	� �������� �� 	�
��
��
��

	� �������
 �����	�
 	� ��
����
��
�

��� �������������

)���%��
�� �� �� �3���
�� ��
 �� ����� �� �������� �� ��
�������� ���� 
��������
 ����:
����
�
������ �
 �
�
�������� ���� ����� ������
 �������������� �� ������ ���� ���
���� ��&

�� ���� ���� ����� �� ���@���� ��A��� � ���� ��������� ��� �� ���� �� ����� ��
 ���
��

���
 ���� �� �� ������
 �H �� 
����� ��� ����� .A@��� =2� ���� 
����� ����
� �� �� @����


.�� ��
� ��� g �����
�
��
��� �� �� �����
���2 �
 ���� �
@��@���� ��� �D�
� �� 
������ �����A1
������� /
������
 ��� ������


� �� ��
��������
 �
 ������ �� �����: ���� 
������� ��� 
���
����
�
@�����
 ��
 
��������
 �
 �� �3��������
 ���� @�������� �����

���
�����: ���� 
������� ���

���
���� ���� ��������� �
 �� ���� ������� ������I
�� �� ������
�� F �����
 �� ������
�� 9�����: ��� ����� �� ������ ��� ������
 � ��: �
���
 �� ��
��� �� ��
��������
 G �� ���@���
���� 
��������
 
�����
��� �� F > 1 �
 ������ �� F < 1 G �� ������ F = 1 

��
 ��� ���@�1
����

 �� �������� �
 ���� �� ��� ��
��������
 ����
 ��� ���������� �3&��������
� ��
���
��� ���������� ���������� �� ��
�� �������� ��
 �� ����
���� ����� ��
��������� )� ��S���

 ��
��
�� �������� �
���� ���� ������
���� ����� ��@�� �� ������
 �������� ��� �������� �� ���


����� ��� �����
���� ��� ����
�� � ��
������� G ��

� ��S���

 ��
 ������

� ���� �������� ���
���
��������: ��� �������: �� ������� ��� �����
���� ��
 �� ������ 
��������: �� ��� ������

� ���
�����
��� �� �� �

3��� ��� ��
�
�� ���
����
����: �H ���� ��������� ��� 
��������
�
���
�������� ���� ���������� ��
���
��� .=�"�B2 ����
� �� ���
��� =�" ��
 ���
����
��
���� 
�������� �� �3���
�� �� �
������
 �� �

3��� ���
����� �� ��������
��� ��� ����
����� �
����
��

��� �������� ��  ��!"#$%�

6��� ��

� ���
��: ���
 ����
��: ��� 
���
���� @��������
 ��
��������
 ������ ���� ����
��

�������� ��
��� ��� �� �������� ���
 W
�� ������@
 ����D
������
 ���� ��� �����
� ��
��1

��� �� ��
���� �� ����
��� �� ������
� ���� ��
��������� ��

� 
���������� ���� �� ����@���3�
.=�"�"2�

>



���� �������	 
� �
�������

����� ��� !�"#�$� �� %&� $'%����#�

���� ��������� ��� ��
��������
 ��
 ��������������: ����
�
������: �
 �
�
�������� �
 ���
�� ����� ��
 ������
 �
 ��������������� + ����A�� ����
 ���� �� �����
����: �� ��������� ���
�� ����� ������ ��� 3��
��� H �
 ������� ��� ��
���� �������� U � )� ���� ��
 ������


� �� �&�
��� ������ ��
� �� ���A� ���
 �����@��� ��
 ��
�
� �� ������ �� ���� �� �������
�� �����
 �� �����
����� 4� �
��@���� ��� (x, y) ��� ��������
�� ���� ����
 ���������� ��
������� ����� �H x ��
 �� �������� 3���F��
���: �
 y ��
 �� �������� ���
������ )� @
��

���
�� �������� ��
 �� ������
� .A@���=2

(U,0)

x

y

0

(FD)

H

(SL)

A@���=

)� ����� ������ �� ������� Ω �� R
2 ����
 ��� �

Ω =
{
(x, y) ∈ R

2, 
�� ���: f(x) < y < H + η(x)
}
. .=�"�=2

y = f(x) ��
 ��
���
��� �
������
 �� ������ �� ���� .962 �� ����� ������
 ��@���: y = H
��
 ��
���
��� �� �� ������� ����� . )2 �� ����� �
 y = H + η(x) ��� 
���
��� �� ��
�����
���� ���
����: η(x) 

��
 ���������� ���������� �� ��������
)� ���� �
 �� ������� ����� �� Ω ����
�
���
 ��� ��@��� �� ������
: ����
 � ���� ������ ���
�����
����� �� 
������
 ��� ��� �� ��� ��@��� �� ���

� ��� ��

� ��������: ��

� 3&��
3��� �����
�
�����
��� ���
��
���� 
�����
 ��������
�����

 ��� ����
����� �� ������� ����� �
 ���������
��� �� �����

 �� ������
 �������� ������
 �

∇�.(∂ψ
∂y
,−∂ψ

∂x
) = 0 .=�"�"2

�H

�(x, y) =
{

y −H − η(x) �� (x, y) ��
 �� ����
 �� �� ������� �����
y − f(x) �� (x, y) ��
 �� ����
 �� ����

.=�"�<2

�
 ψ ��
 �� ����
��� �� ������
 �
������
 �� ��
���� ����� ���
����� ����� �
 ��� ���� �
A���
���� �� ����@���3� ������
� )� �����
��� �&������� ��
 ����
� ��� �� ���
����

 �� �� ����1
���� �� 
������ �� �� ������� ������ *��� ��������� ��� �

ρ

2
|V |2 + ρgy = Cte ��� �� ������� ����� �� Ω. .=�"�B2

?



���� �������	 
� �
�������

ρ 

��
 �� �����

 �� ����� �
 V ��
 �� ���
��� ��
���� �� �� ���
����� ������

����� 	��� �� �('�#�$���

)�
��������
 

��
 ����
�
������: �� ����
� ��� ����
��� φ(x, y) ��� ���� ����������� ��1

��
��� ��� ��
����� 
���� ��� �

u =
∂φ

∂x
; v =

∂φ

∂y
. .=�"�$2

u 

��
 �� ��������
� 3���F��
��� �� �� ��
���� V �
 v �� ��������
� ���
������
)�
��������
 

��
 �������� �� ����
 �� �����
����: ���� ����
�
������: �� �� ���
��� ���
��

���� �� �����: �� �� �
���
 ��� �� ����
��� φ ��
 3��������� �

�φ = 0 ���� Ω. .=�"�C2

7� ��
 ����� �������� ����
������� ��� ��
�� ����
��� 3��������� ψ ��� �� ������� Ω 
���� ���
φ+ iψ ��
 ��� ����
��� 3�������3� �� z = x+ iy�
5��� ��@��A� ��� φ �
 ψ ��
�����
 ��� �����
���� �� 5���3&1�������

∂φ

∂x
− i

∂ψ

∂x
=
∂ψ

∂y
+ i

∂φ

∂y
. .=�"�!2

)� ����
��� ψ ��
 �����
� ����
��� �� ������
 ��� ψ ��
 ����
��
� �� ���@ ����� ��@�� ��
������
�
*�������� ����
����
 �� ���� ��
3
��
���� �� �� ����
��� .=�"�"2 G �����1�� ��@��A� ��� ��
�
���
� 
��@��
����� �� ψ ��
 ����� ��� �� ������� ����� �
 ��� �� ���� �� Ω: ���� ���� �����

��
����� �

ψ = Cte ����� ���� ��� �� ������� ����� ��� ��� �� ���� �� Ω�

)�� ����
��
�� ��
�������
 ���� �� ����
��� ��
�
���
� �� ���
 ��� �����
������: ���� ���
���
�� �� ��D
����� ��
�� ��� ���� ������� ������ � �� ������� ����� �
 ��� �� ���� ����
�
4� ���
 A��� ����
��������
 �� ������ �� ψ ��� �� ����: ��� �������

ψ(x, f(x)) = 0 .=�"�>2

���� ����� �� ������ �� ψ ��� �� ������� ����� ����
 ���� ����
����� �
 ������� � W
�� �


�1
���
�� +���� ��
���������
 ��� �����
���� � ����A�� ����� �����
� �� ��%��
�� ��� 
���
����
.=�"�B2:.=�"�C2 �
 .=�"�>2 ���� ����� �� �������� ���� ���
 �3&��������
 �
 ��
3
��
����1
���
�
���� ��������� ��� �� ����� �� �
����� �� �� @���3� ���� �� ����
� .����
 � ���� ���� ���
x ��������
�2 �
 ���� ���� �������� ��� �� ��������
 �� ����� ���
 ��&��
�
�������

�������� �� ����
� ���� ����� ����� � ����A�� ����
 �� �����
���� �

ψ = Uy et lim
x→−∞ η(x) = 0 .=�"�?2

	�� ���
�� � ������: �� ������
� ��� �� �����
��� �����
���
����: ��������
 �� ��
���� �
 ��
��
� �� �� ������� ����� ������
 & W
�� ����
���

=#



���� �������	 
� �
�������

*� ���
� ��� ����
���� .=�"�>2 �
 .=�"�?2 �� ������ �� ψ ��� �� ������� ����� ��
�����
 �
������1
�����
 �

ψ = UH .=�"�=#2

��� ����
 ���� ����
�� ��� �� �
��
 �� ����� � ����A�� ����
�  ����
 . )2 �
 .962 ��� �������
��������
 ������
������
 �� ������� ����� �
 �� ���� �� Ω: �� �
����
����
 
��
�� ��� 
���1

����: ����� ���� ���
 ��
�� �������� �

⎧⎨⎩
�ψ = 0 ���� Ω
ψ = UH ��� (SL)
ψ = 0 ��� (FD)

.=�"�==2

�

ρ

2
|∇ψ|2 + ρgy = Cte sur (SL). .=�"�="2

���� 
������� ���� �� ���
��� ������
�: ���� ����� ���������������: �� �������� � �
������
����� ��� ������������ �� ��
�
�@�� 
�
��� �� �&�
����

����) � !�#'!� ��������$���%%��

*� �3��������
 ����� @�������� �����

���
����� U �
 H: ���� ������ �

x∗ =
x

H

y∗ =
y

H

ψ∗(x∗, y∗) =
ψ(x, y)
UH

�
 �� �������� .=�"�==21.=�"�="2 .�� �������
 ��� ��

�������2 ������
 �⎧⎨⎩
�ψ = 0 ���� Ω
ψ = 1 ��� (SL)
ψ = 0 ��� (FD)

.=�"�=<2

F 2

2
|∇ψ|2 + y(x) = Cte ��� (SL). .=�"�=B2

F 

��
 �� ������ �� 9����� �� ��
��������
 ����
 ��� F = U√
gH

�

6� ����: ����� x 
��� ���� −∞: η(x) 
��� ���� # G �
 ����� x 
��� ���� ∞: η(x) ��
 ����
��
)������ F > 1: �� ����
��� �� �������� ���� �� ���� ���
 ���������� � η = 0 �
 ψ = y G
���� ���� �����
 ��
������ �� ����
��
� A@����
 ���� �� ����
��� .=�"�=B2 G ���� ���
 1 + F 2

2 �
6���
�� ���
: ��
���@�� 
�
��� �� ��
��������
 ��
 ����
�
�
� �� �� ����� �� ���� 
���@��� G
���� ��
 ����
� ��� �

E(Ω) =
F 2

2

∫∫
Ω
|∇ψ|2 dx dy +

∫∫
Ω
y dx dy .=�"�=$2

==



���� �����
� 
� 
��������	�

�H

F 2

2

∫∫
Ω
|∇ψ|2 dx dy .=�"�=C2

��
 ��
���@�� ���

���� �� �&�
��� �
 ∫∫
Ω
y dx dy .=�"�=!2

��
 ��� 
���@�� ��
��
������

��& 
'�(��% �% �'��"������

	�������� �

3���� �� ������ ��
 


 ����� �� ����
 ���� �
������ �� �������� ���
����
��� ���� ��
��� ���� �

3���� �
����
�� ��� �������� ��
���� �����
� ���� �������� ��
�

3��� ��� ���� ����� �
����
��

��)�� 	�#�$�� ��� ���*'%�!�#���

5���
 ��� �

3��� ��������� ���� �� �
����
��� ��� ��������� ��� ����
�� ���
����� ������1

��
 � ���������: �� ����
 �� ��� ���
��
����: �� ���
���� ���� �� 
��������
 �� �����
������
: ��� ��� ���
����
��� �� ���@�����

� .�������: ������
�: �������2� 5�

� �

3��� � ��
@��� ����
�@� �� ��
������� �������
����
 ��� �����
���� �� ��&�������
 � ����A�� �
 �� ��
�
�����
��: �� ����
 �� ��� �������
����: ����� ������ �����������
 �
������ 5�������
:
�� 
������ ����&
����: ��
�
���
 �� ���@�����
��� ��� ������
���: ��
 �
����
 �
 �
�����
� ���
������� ����F ��������� ����

@����� ���� �� ���� ��������� 4� ������ �� �
�
��� � �������@�
�� L*0+/ *� �
 )+7-4�* J$CK�

��)�� 	�#�$�� ��� �%����#� +����

6��� �� �������� ��� ����� @
�
�
�� ��� �� ��
����� �����
�����: �� �

3��� ��� 
�
���
�
A��� � 


 �������
� ���� �� �������� ���� ��� ,+7 J$K� )� ������� � �����

���� 

��
 
3
�1
��������
 ��� ����
: �� ��
 
�����
 ���� ��� �����
���� ��
���
�� ��� ����
����� ���
������
����� �
����

��� )� �

3��� ��� 
�
���
� A��� ��
 ����� �������
� ���� �� ������� ����


��� ���� ����� ���
�����: ���� �� ����
 �� �����
����: ����
�� �� ����: �� ���� �� �� �������
����� ��� ���
���
�: �� ���� �
 �� ������ +� ���� �� ��� �����: �� ����
��� ��
 ����
���

� ���
��� �
��� �� ����
���� ����&
����� �
@������� 
�
���
����� �������� 5�

� �

3��� ��� � ,+7
J$K �
 O*/�; JCK: �
 �������
� 
@������
 ��� 50*�4- J=!K: ������ �� ��� 
���
����
 ���
�����
���� �� ��&�������
 � ����A��� /�� ��
�� �

3���: �����

��
 �� ������� �� ������
���� �� ������� ������

 � ����� ���� ������� ����
: � 


 ������
� ��� N+'7 �
 )*�47�
J<=K ��� �������
 ��� �

3��� ��
�
���
� A��� � ��� ����
���
�
��� ��

@�����
6��� �� ����@���3� ������
: ���� �
������� �� �

3��� ��� ���� �
������� ���� �� �


���1
��
��� �� �� �������� ����� ��
���������

��)�) ��� !�"#�$� �� %� ��#�$�� '#�%�����

)� �
����
��� ���
����� �� ��
�� �������� ���� � ����
 � ����
�� �� ������� Ω � @���3�
�
 � ����
� ���� �� �����
����: �� ��
 ���� ����
 � ������� ��� �����
���� ��� ����
�� ���

="
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�� ��
��� ��� �� �����
��� � ������� ��

�������
 ����
 
�����
� ��� ���� �� ���
���� 
��������
 
�����
���: �
 ����
 ���� ��

� ������ ��� ���� ����� 
���

 ���
��������
:
��������
 �� ��� 
�����
���: ���� ��
 %��
�A
 ��� ��� �
���
�
� ���
�����
��� �
������
 �� ���1
���
����
 �� �� ������� �����: 4� ����
�
� �
1 ��� ������ 
�
��
��� �� ������ �� �����
���� ���� ��
��� @������ �� ������ ��� ���
���

.y = 12 �� ��
��������
 ����
 ��
 
�����
��� .F > 12�
1 ��� �
�������� �� �������@� �� �����
����: ������ �� ��� ���� �&�
��� �������: �� ��
�����1
���
 ��
 ������ .F < 12 ������
 �
����
 �� �3��� ����� �����
��� �� ���� � �������
5���� ����
������� �� ��� ����
�
����: �� �

3��� ��� ���� �
������� ���� �
������ ��
�������� �� ���������� ��� ���� ��� ������� �� ������ �� 9����� ���
������� � ��: �� ��

���� ��
���� ��������� ���� �� ��� ��� �����
��� �� ������� �� 
&�� �

∂ψ

∂n
= 0 �� x = L �
 x = −L �H L ∈ R .=�<�=>2

�� ������
ψ = y �� x = −L .=�<�=?2

�

∂ψ

∂n
= 0 �� x = L .=�<�"#2

���� �
������� ��� ������3� �����
�������� ��� ��
�������� �� �� ������� ������ )� ������� Ω
�����
 ��� �� �����: ����
�
�� ��� ����
��� ��
�������� �� ��
���@�� ������������
� ��
 ��
��1
����� )�
���@�� E(Ω) ��
 ���� ��� ����
�������� �� �������� ����
� �����
����� �� �� �

3���
��
 ����
������� ��� ��
�
� ���
����
��� �� ������� �
 ���������� �����
� �� �����
��� ��
��
���@��: �� ��� ������
 � �� ��
��� �� �
���
� ��� ������
 �� ������� .�������� �

����
��� ��

� ��
��� ���
 ����
� �� �������� �3���
��2� 5�

� �

3��� � 


 �
������
� ���
'/�+- �
  7'4� JB"K ���� �� ����� @
�
��� �
 ��� 41 *�41;/7))+/'* JBCK ���� ��
����� �� �� �����3&����
�
�����
)� ������� ����� ��
�������� ∂Ω �� ������� Ω ��
 ����� ��� �������� �� ����
�������� ��
���@��

�
��� E(Ω)� + ������ �� ����@���
3�� ������
: ���� �3���3��� �� ������� ���� �� ���
����
�
�����
� ��� �� ��������
��� �� �������
 ��
 Ω0 �� ������� ���
���: ����� 8 �
�����
���� �� �� ������� �� ��
��������
: �� �������
Ωk ��
 ����

 ��� �� ������� ����� ∂Ωk� )� ������� Ωk+1 ��
 ����� ��
��� � ���
�� �� ∂Ωk

��� �� �
��������
 Vk+1 ���: ���� ���
����� �����
����: ������ ��� ��������
��� �� ��
���@��

�
��� �� �&�
��� .���� �� 
�������� �3���
��2: �����

∂Ωk+1 = ∂Ωk + Vk+1(x) .=�<�"=2

x 

��
 �� ����
 �� ∂Ωk�
���� ������� �� 
�������� �3���
��: ����@���@����� �
����
 ���� �� �

������
��� �� ��
������� ����� ��
���������

=<
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�� �� 	��
���
��

��� ������� �� 	���
���

��� ������������

6��� �� �3���
��: ���
 �����
� ���� �� ����� @
�
��� �������� �
���
�
� ��� �� ��
���
�� �� �
����
��� ��� ������
 �� �������� 5�� �
���
�
� �����
 ������
� ��� ��� ������
���
 �� �
����
��
��� ��
 ����
� ���� JBCK� )� �
����
��� ��� ������
 �� ������� ��

������
�
� ���� �� �
����
��� �� ���
���� ��������� � ����
���� �����: ��
� ����

�����
� ��
���� �H �� ���� �� ��
���
��� ��

�
: ��� ��
 �� �������� ���� ���
: ������I
 ��� 
���
���
�����
���
���� ��� ���
 �
��A�� �� ����
��� �� �������� ��� �� ���� �� ������� ��� ��
 �����
��� �������� �� �������� .��@������ ������ �

3��� �� �� 
&�� � 


 �
������
� ���� JB?K
� ������ ��� �

��� ��������2�
6��� JB=K: '������� ���
�� ��� �� �

3��� �� )�@���@��� �
����
� ���� �� �
���
� ��

������
�� ���
� ���������
 � ��� %��
�A��
��� ��
3
��
���� �
 �����: �� �� ���
: �� ��&�� A����
���� �������� �� �
���
� ��� ������
 � ��� �����
���� �� �������� +����: �� ���
�� ���
������������ �� �� �
���
� ��

������ �� �� ����
�������� ������
�
� ����� ���� � �� ������ 
���
��
��� �� @������
: ���� �� ����� �� �� �

3��� ��� 
�
���
� A��� .�� ������2� 6��� JBCK:
4� 
�� ;�������� �
����� �� �
���
� ��� ������
 �� ������� ���� 

����� �� %���
 �������:
�� ���
������� ���� �����I
�� �� �
�����


�
6��� ��
�� ���: ���� �
������� ��

� �
���
� ���� �� ��������
��� �� �� ����
�������� ��
��
���@�� 
�
��� E(Ω) �� �&�
��� G ����
� ��
 �� �
������ �
@
�����
 �� ������� Ω ��� ���
�������
��� T = Id + θ �H Id ��
 ���������
��� ����
�

 �� R

2 �
 θ �� �3��� �� ���
����
�� ������ C1 ��� R

2 �
 �� ����� ��
�
� �����
� ���������� �� ��
���@�� � ����
 ��
��� ��
�� �������� 4� ���
 
����� ����

@���� E(Ωt) = E(T (Ω)) ��� �� ������� T (Ω): ��� ��
�3��@����
 �� �������� ���� ����

@����: ������� E(Ωt) � ��� ��

@���� ��� �� �������
A�� Ω: ���� ����

@���
 ���� E �
���� �� θ: �� ���
 ����� ��D
���
��� ��� ������
 � θ: ��
θ = 0: �� ��
���
 �����: �� ����� ������� �
���
� �� E ��� ������
 �� ������� �
 ��� ��

��

� dE(Ω, V ): ��� ���� �������� ��

� ��D
���
����� .��� ��� ����� ���
���� ��� �� ������
����
������2 � �� �3��� �� ���
��� V ����
���
��
 ��� �
��������
� ������������ 6��� ��
��
��������: ���� ����� ���
���
 �� ������� ����� Ω ��� �� �3��� �� ���
��� � �� �����

��:
���
 T = Id+ tV : t 

��
 �� �
�� ��
�
 �
 V ��
 �� �3��� �� �
�����
��� �����
����
 � ��
������ ����� ��
������ ���� �� ���
��
��
��� ��� ��

� ����
��� ��
 �����@�� � �� ������� �� �
����
��� ���
�������� .�� ��

������2
����

@���� �H t ��
 �� 
���� �
 V ��
 �� �3��� �� ��
���� ���
������
 �� 
����� 4� ���


=B



���� �������	� �� 
���	����	 
� �� 
�
���� ��
 
����
� �� 
����	��


����� �

dE(Ω, V ) =
d

dt
[E(I + tV )(Ω)]t=0 ."�=�=2

)� ���� �� �� �3���
�� ��
 �

=2 ��
�
���� �
 �
A��
��� �� �� �
���
� ��� ������
 �� ��������
"2 )����� �� �3��@����
 �� ��������� �
 �� �
����
��� ��� ������
 �� ��������
<2 6
����
��� ����� ��

@���� ��� ������
 �� ��������

��� 	��)����� %� �'*������ �% ") �'��+'%  )� �)  ��� )� ��,
$)��%�

����� �$#�#�$���

 ����
 Ω �� �����
 �� R
2 �
 T �� ���
��� �� ������ C1 ��� R

2�  � y ����
���
� �� ����

�� Ω: �� ���� x = T (y) �
 x �������
 Ωt = T (Ω) G �� ���� �� T (Ω) ���� ��

 ∂(T (Ω))�

4� ���� � T (y) = y + tV (y) = (Id+ tV )(y) �H V ���� �� �3��� �� �
��������
�: �
 ��
�3������ ����� ������ ��� �
��������
� �����������: �������� �

Eda =
{
V ∈ C1(R2,R2) / Id + tV ���
 �� ��D
�����3����

}
4� ��
�����
 �� ����: ��� ������� 3���
���� �
Lp(Ω) � �������� ��� ����
���� ���������� �� ��������� �ième ����������
H1(Ω) � �������� ��� ����
���� �� L2(Ω) ���
 ��� �
���
�� ��������� .�� ���� ��� ���
��1

��
����2 ���
 ���� L2(Ω)�
Wm,p(Ω) � �������� ��� ����
���� �� Lp(Ω) ���
 ��� �
���
�� �ième . �� ���� ��� ���
��1

��
����2 ���
 ���� Lp(Ω)�
4� ��
��� T ′ �� ��
���� %��������� �� T : T ′−1 ��� ������� �
 T ′t �� 
�������
��

����� ��+��#�$� �� %� ��!�,�� "�! !�""$!# �' �$������

)� �
����
��� ��� ������
 �� ������� ��
 �� @
�
��� �
����
� ���� ��� ��������� ��
�
� ����
���� ����� .����
 �� ��� ��� ���� 

������ ���� �� 
������2 �� ���� ���� ����
����
����@�: ��� ��
������
 �� �� ��X�� ������
� �

-������ �� ������� Ω ��� �������� �� ����
�������� �

J(Ω) =
∫

Ω
f(u)dy ."�"�"2

�H u ��
 ����
��� ���� �&�
��� ��
���
���� ��� �
���
�� ���
������ ���
 ��� Ω �1�1� �

F(y, u) = 0 ���� Ω ."�"�<2

G(y, u) = 0 ��� ∂Ω ."�"�B2

7� ��
 ���� �
�������� �� �������� �� �� �
���
� �� ���� ��
���
���
 �� �� ��D
���
����� ��
�� ����
�������� J : �
 ����
 �� �H �
���� �� ��S���

 G *� �D�
: ���� ��� ������� 
�����
��:
�� � ��3���
��� �� �� �
A��� ��� ��
��� �� ��D
���
������

: ��� ���� ��� ������� ���
������
.����
� �� ������I
2� 4� ���������� ��� �����
� �� ��� �������� �� R

n ����
 ��� ���� �����

���� �
���
��� �������� ���
�����: �� ���
 ���� ���
������ ��

� ��S���

� )���
� ��
 �� �
A���

=$
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����
� �� 
����	��

�� �3��� �� �
��������
 �� �� �
�����
��� V 
�� ����� � 


 �
A�� �� ����@���3� ."�"�=2
�
 �� ������
��� ��� ���
���
� �� 
&�� �

J(Ωt) − J(Ω)
t

."�"�$2

�����
� ������ � �� ����
� ����� t → 0� 4� ����
 ���� �����
 � 

����� ��� �
���
�� ��
����
���� �� R ���� R: �� ��� ��
 � �������3�� �� �� ��
��� �� �
��������

 �� ���� ��
;Y
����: ���H �� �
A��
��� ������
� �

3�4������ "��� �� �		���� ������� 	�� ��		
�� �� �

���� �� J �� 	
��� Ω" ������� ��
�������
� �� ���
�
���
� V " �� ��
��� �
��� dJ(Ω, V )" �� ���� ������

dJ(Ω, V ) = lim
t→0

J(Ωt) − J(Ω)
t

."�"�C2

��
��� ��� ���� ������� �������� ��

� 
���
����� �
���
�: �� �� ������� ����
 
��
 �
�����
��� ������
 �� ������� �� ����
��� ut �
��A��
 �� �&�
��� �

F(y, ut) = 0 ���� Ωt ."�"�!2

G(y, ut) = 0 ��� ∂Ωt ."�"�>2

4� ��� ����
���� ut �� ���
 ��� �
A���� ��� �� �W�� �����
: �� �� ���
 ���� ��� ������
���
����� ���������
 ��� ���
���
 ��D
���
���� �� 
&�� ."�"�$ 2� ���� ������ ���
������ ��

�
��S���

 �� �� ������� ������
� �

 ��
 K �� ������
 ������ ���� Ω: ����� ��� �
A��
��� �� Ωt: �� � K ⊂ Ωt ���� t ����F
��
�
: ��� ����
���� ut ����� ��� �� ����
��� u ���
 ����� �
A���� ��� K� 4� ���
 ����� 

�����
�� �
��������

 �� �� ����
��� t→ ut|K �
 ���� ���� 
��
 ������
 K� 5���� Ω ��
 �� �
�����
�� 
��� ������
�: �� ���
 �������� u′ ����
� ��� �

u′ = lim
t→0

ut − u

t
."�"�?2

��
 ���� �
A��� ��� �������
 Ω 
��
 ��
����

��& �%$$%� �% �()�-%$%�� �% +)��)!"%� %� �% �'��+)����  )�
�)  ��� )� ��$)��%�

6��� �� ����@���3�: ���� ������ 
������ �������� ������ �� �3��@����
 �� ���������
�
 �� �
����
��� ��� ������
 �� ��������

����� "�"� 7
�� Ω �� 
����� �� R
2" T ∈ C1(R2,R2) �� 1 ≤ p <∞, �
�� ��
�� ?

�+ f ∈ Lp(T (Ω)) �� �� �����
��� �� f ◦ T ∈ Lp(Ω), �� 	���∫
T (Ω)

fdx =
∫

Ω
f ◦ T ∣∣detT ′∣∣ dy

��+ (grad f) ◦ T = (T ′t)−1grad(f ◦ T )

=C
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6������ ��� ������� �� �
����
��
��� �� ����
 ��2�

-�

�������
�' .��2
f ��
 ��� �������
��� �� T (Ω) ���� R

x ∈ T (Ω) → f(x)

�� x = T (y) ���� y ∈ Ω : ���� (grad f) ◦ T ��
 �� ���
��� �� ��������
�� �

∂f

∂xi
i = 1, 2

'��� �� �

f(x) = f(T (y)) = f̃(y)

���H

∂f

∂xi
=

∂f̃

∂yj
.
∂yj
∂xi

4� T ′ ��
 �� ��
���� ���
 ��� 
�
���
� ���
 �

∂xi
∂yj

6���
∂yj

∂xi
����
���
� ��
�
���
 �� �� ��
���� (T ′t)−1 �
 ∂ ef

∂yj
��
 �� jème ��������
� ��

���
��� grad(f ◦ T ): ���H

(grad f) ◦ T = (T ′t)−1grad(f ◦ T )

����� "�%� ,��		������
� T → |detT ′| ��� ��������� �� Eda )Eda ����� �� 
�����+ ����
C(R2"R) 	
�� �
�� T �� 
� � ?

∀τ ∈ Eda
∂

∂T

[∣∣detT ′∣∣] .τ =
{
(div(τ ◦ T−1)) ◦ T} ∣∣detT ′∣∣

����� "�$� 7
���� Φ ��� �
����
� %��� �� H1(B)" B ����� ��
����� �
��� �� ���	���� @

	�� �� %(���@ )���	' L2(B)+ �� Q �� 
����� ��(����� ���� Q ������ ���� B'
��
�� ���		������
� $�� � t ���� ���
��� Φ ◦ (Id+ tV ) |Q ) �� ���������
� � Q �� Φ ◦ (Id+ tV )+
��� ��������� ���� L2(Q) )���	' H−1(Q)+ �� � 	
�� �������

d

dt
Φ ◦ (Id+ tV ) |t=0 = ∇Φ.V

-�

�������
�' 4� ������ ������
�� �� �3���
�� $ �� J">K

����� "�-� ,��		������
� T → T ′−1 ��� ��������� 	
�� �
�� T ∈ Eda" �� 
� � ∀τ ∈ Eda ?

∂

∂T
(T ′−1).τ = −T ′−1 τ ′ T ′−1

=!
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��. �'��+)���� ����% ���'-�)"%  )� �)  ��� )� ��$)��%

5���� ���� ������� �
%� ��@���
 ���� ����
�����
���: ���� ����� ������ �� �������� ��
�
���
� ��� ������
 �� ������� �� �� ����
��� ut ���� 
������ ����� �� ����

@���� �
A���
��� �

J(Ωt) =
∫

Ωt

f(uΩt)dx

��-�� ��!�,�#�$� "�! !�""$!# �' �$����� �� %� .$� #�$� ut

6��� 
��
 �� ����@���3�: Ω �
��@�� �� �����
 �����3�
F���� 4� ��
� Ωt = (Id+ tV )(Ω) �

���� ����������� �� ��
��
��� ��D
���
��� A ���
���� �� ���1���
����: � ���S����
� ����
��
�
�� ��� �
 ��������� ���: ���� 
��
 �����
 Ω′ ������ �� Ω

A ������ ���
��P���
 W 1,p(Ω′) ���� D′(Ω′) (1 ≤ p <∞) ."�B�=#2

�
 A ��
 ��D
���
����� �� Lp(Ω′) ���� D′(Ω′). ."�B�==2

)� ��D
���
������

 
����
� ��1������ ��@��A� ���������
 ��� ���� 
��
� ����
��� ϕ ∈
D′(Ω′): ���������
��� v → 〈A(v), ϕ〉D′×D ��
 ��D
���
�����: �
 ���� ��
����� ∂A

∂u �� ��D
���1

����� �� ��

� �������
��� �� ����
 u = u0 ��� ��
 ���� ��� �������
��� ���
���� ���
���� ��
Lp(Ω) ���� D′(Ω). 4� �� ����� ��� ���
����
��� f ��� R

N �
 �� ��������� ��� ����
��� ut
�����
����
 � �������� ��  ������ W 1,p(Ωt) �
 ����
��� �� ��
���
��� ��� �
���
�� ���
������

A(ut) = f ���� Ωt. ."�B�="2

5���������� 
@������
 �� ��
��
��� ��D
���
��� B ���
���� �� ���1���
����: � ���S����
�
����
��
� �� ��� �
 ��������� ���: ���� 
��
 �����
 Ω′ ������ �� Ω

B ������ ���
��P���
 W 1,p(Ω′) ���� W 1,1(Ω′) ."�B�=<2

�
 B ��
 ��D
���
����� �� Lp(Ω′) ���� D′(Ω′). ."�B�=B2

4� �� ����� ��� ����
��� g �����
����
 � W 2,1(RN ) �
 �� ������� ��� �� ����
��� ut
�
��A� �� �����
��� �� ����

B(ut) = g ��� ∂Ωt. ."�B�=$2

4� ������� ��A� ��� ���������
���

t→ ut ◦ (Id+ tV ) ��
 �
������� �� t = 0 � ������� ���� W 1,p(Ω): ."�B�=C2

���������
���

t→ B(ut) ◦ (Id+ tV ) ��
 �
������� �� t = 0 � ������� ���� W 2,1(Ω)� ."�B�=!2

�

B(u0) ∈W 2,1(Ω) ."�B�=>2

4� � ����� .���� J">K2

=>
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5 ������ "�2� 7�		
�
�� $�� ut ∈W 1,p(Ωt) �
�� �
����
� ��{
A(ut) = f ���� Ωt

B(ut) = g ��� ∂Ωt

���� A �� B ����%��� )A'B'CD+")A'B'CC+")A'B'C@+ �� )A'B'CB+' 7�		
�
�� �� 	��� $�� t→ ut
��������� )A'B'CE+" )A'B'CF+ �� )A'B'CG+' ��
�� t→ ut ��� ��������� � ��
��(��� �� �� ������� u

′

��%��� 	�� )A'A'H+ ����%�

⎧⎨⎩
∂A
∂u u

′ = 0 ���� Ω

∂B
∂u u

′ = − ∂
∂n(B(u0) − g)V.n ��� ∂Ω

."�B�=?2

��-�� ��!�,�#�$� "�! !�""$!# �' �$����� �� %&��#�*!�%� J(Ωt)�

5���������� ����

@���� �
A��� ��� ."�"�"2 G 4� ������� ���� uΩ ���� �� ���
��� ������
��  ������ Wm,p .Ω)� )� ����
��� f �
��@���� ��� ����
��� �� �� ��
��
��� ��D
���
���
�
A�� ��� Wm,p .Ω′) ���� 
��
 ������� Ω′ ����3� �� Ω �
 � ������� ���� L1 .Ω′). 4� � �����
.���� J">K2 �

5 ������ "�0� �� ��		
�� $�� ��
����� Ω ��� ��	�����I��� �� 
� �
�� Γ �
� �
��' ��

��		
�� $�� ���		������
� t → uΩt ��� ��������� � ��
��(��� ���� W
m−1,p )Ω′) �� $�� ��

������� u′ ∈Wm−1,p )Ω)' �� ��		
�� $�� f ��� ��;���������� �� Wm−1,p )Ω′) ���� L1 )Ω′)"

� �
�� f ′ [u] �� ��;���������� �� �� 	
��� u. �� ��		
�� ��%� $�� f ′(uΩ) 	
��#�� ��� �����
$�� ��� ���� L1 )Γ)' ��
�� �� �
����
� �� R ���� R ? t→ J(uΩt) ��� ��������� � ��
��(��� ��
�� ������� ��� �
���� 	�� ?

dJ(Ω, V ) =
∫

Ω
f

′
[uΩ] (u′)dx+

∫
Γ
f(u)V.n dσ. ."�B�"#2

-�

�������
�' 4� ������� ��� �� �3��@����
 �� �������� ���� �� ������� �� �������
A��� 4� � �

J(Ωt) =
∫

Ωt

f(uΩt) dx =
∫

Ω
f(uΩt ◦ (Id+ tV )) det(Id+ tV )

′
dy. ."�B�"=2

)� �
��������

 �� �� ����
��� t → uΩt ��
��I�� ����� �� t → uΩt ◦ (Id + tV ) �
 ����
��
���
���
: �� �
���
� � �����@��� �� ��

� �������� ����
��� ���
 u′ + ∇uΩ.V. 5���� ���
�������� t → det(Id + tV )′ ��
 �
������� � �����@��� �� �
���
� divV : ��� ��@��� �������� ��
�
����
��� .������
: ������
�: ��

@����2 ���
���
 ��� t→ J(uΩt) ��
 �
������� � �����@���
�� �
���
�

dJ(Ω, V ) =
∫

Ω
f

′
[uΩ] (u′ + ∇uΩ.V )dx+

∫
Ω
f(uΩ)divV dx. ."�B�""2

4� f
′
[uΩ] (∇uΩ.V ) + f(uΩ)divV ����
 ��
�� ��� div(V f(uΩ)) �
 �� ������� ."�B�"#2 ��

�
���
 ���
���
����
 �� ."�B�""2 ��� ��� ��

@��
��� ��� ���
����

=?



�������� �

���	� �����
��� �� �����
��� 	� ��

�
�
�

��
�� 	� ��  ����
�������

	!�����
��

&�� ������������

6��� �� �3���
��: ���� ������� �� �
���
�
 ������
���� ���� ������� �� �� ����
��������
��
���@�� 
�
��� �� �&�
���: ���� ���
���� ��� ��

� �������� ��
 �
������� ��� ������
 ��
������� �
 ������������ �� �� �
���
� ���� ������
 �� ��@���
3�� ���
����� ����� �����
�� ����@���3� .<�B�<2 ���� �� �

������
��� �� �� ����
���� ����� ��
��������� ���� �����
����
��� �
���
�
� ���
������ ��
���� ��� �������� ������� ����
�� � �� A� �� �� �3���
��� )�
������� ����� ��
 ����
���

 ��� �� �����
 ����
 �� R

2 .���� A@��� "2 ��
��� � ���
�� ��
�� A@��� = �� �3���
�� = �� ������
 ��� 
�����
��� ��

���� � @���3� �
 � ����
� �� �������
����� ���
���: �� ��
 �
A�� ��� �

Ω =
{
(x, y) ∈ R

2 /− L < x < L, 0 ≤ b(x) < y < H + η(x)
}

.<�=�=2

x

y

0

(FD)

(SL)

(CG) (CD)

-L L

Ω

A@��� "

�H y = b(x) ��
 ��
���
��� �� ����: y = H + η(x) .η(x) ��������2: ����� �� �� ����
���� �����
(SL) �
 .562:.5;2 ���
 ��� ��

� ��

���� ����
� ��� �� 
�����
����

"#



���� !��
� ����
�"�� 
� �� ��	��������	 
� �� ��	����		���� 
 �	�
����

&�� ����% �('���/�% �% ") $���$��)���� �% ") 0��������%""%
��'�%�-�%�

6��� �� ����@���3�: ���� ��
���
��� �� ����� ����
������ �� ��������
��� �� �� ����1

�������� ��
���@���

)���� /!����#�#�$� �' �$�0%��

)� ����
�������� � ��������� ��
 ��
���@�� 
�
��� �� �&�
��� ����
� ��� �

E(Ω) =
∫

Ω
|∇ψ|2dxdy +

∫
Ω
ydxdy. .<�"�"2

ψ �
��A��
 �� �&�
��� � ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Δψ = 0 dans Ω
ψ = 1 sur (SL)
ψ = 0 sur (FD)
∂ψ
∂n = 0 sur (CD) ∪ (CG)

.<�"�<2

���� ��������� ��� ��� �����
���� �� ���� �����
�� ��� ��� ��

� ��

���� .562 ��
���
���
x = L �
 .5;2 ��
���
��� x = −L ��
 


 %��
�A
�� �� �3���
�� =� )� ���
����
� ψ ��

��
 ���
�����: ���� ������ ��&�����
 �� ���������
 ������ �� �&�
��� 3���@��� �� ��� �����
����
���
������
 ��
 w ���� H2(R2) 
�� ���⎧⎨⎩

w = 1 sur un voisinage de (SL)
w = 0 sur (FD)
∂w
∂n = 0 sur (CD) ∪ (CG)

.<�"�B2

���� ������� ��������� ��� �� ����� �� �������
 Ω �����
 ������
���� ���� 
�� w�
4� ���� � v = ψ − w: ����� v �
��A�⎧⎨⎩

Δv = −Δw dans Ω
v = 0 sur (SL) ∪ (FD)
∂v
∂n = 0 sur (CD) ∪ (CG)

.<�"�$2

���� ������
���� ����� �� �������� ����
�������� ��
���@�� ������ ��

� E(Ω) �

E(Ω) =
∫

Ω
|∇v|2dxdy +

∫
Ω
ydxdy. .<�"�C2

'���
����
: ���� �������� �� �
����3� ���� �����

��
 ��

����� �� �
���
�
 ������
����
���� ������� �� ��

� ����
���������
 ��
 B �� �����
 �� R

2 .���� A@��� <2 �
A�� � ���
�� �� Ω ��� �

B =
{
(x, y) ∈ R

2 /− L < x < L, b(x) < y < 2
}

.<�"�!2

"=



���� !��
� ����
�"�� 
� �� ��	��������	 
� �� ��	����		���� 
 �	�
����

Ω
x

y

0 L-L

y=b(x)
(CG)

(FD)

(SL)

(CD)

By=2

y=1
A0 A1 B0B1

A@��� <

4� � � {Ω ∪ (SL)} ⊂ B: ���
 τ ���������� ��� ��%��
���� T �� B ��� ���
 ����
(
W 1,∞(B)

)2

����� ��� ����� ���������  ��
 τad �� ���� �������� �� τ : ������
 ���� �� 
�����@�� ������J
��

(
W 1,∞(B)

)2
� ���� ��������� ��� ������� T �@�
 ��� Ω: ��� ��

� ��

���� �
 �� ����

���
��
 A��� G ���� ��������� ��� �� ������� ����� (SL) ���
� 3���F��
��� ��������� ��
���
�
�� ε �� ����
 A0 �
 ��� �� �
�����
��� �� �������� 
���
��������
 ���� ���
�� �� ����

A1 G ��3&��
3��� F > 1 �����
 ����� �� �������� ��� �� ����
���� (SL) ��������
 3���F��
���
� ���
�� �� B1 ���� �� �W�� 3��
��� = ����� ����
� ��
��� ��� (SL)T = T [(SL)] �� �������
����� �
����
� �
 ΩT = T (Ω) �� ������� �
����
�
4� �
A��
 ���������� Ωad ��� ���
����� ����������� ����� ����� ��� ���@�� ΩT �� Ω �����
T �������
 τad� +���� ���� �
A������� ��

�
 vT �� �&�
��� ���� �������
 ΩT : �1�1� ���� ��
���
���� T ���� ����� �� �&�
��� �⎧⎨⎩

ΔvT = −Δw dans ΩT

vT = 0 sur (SL) ∪ (FD)
∂vT
∂n = 0 sur (CD) ∪ (CG)

.<�"�>2

���
 �� �������
��� �����
�������� ��
 �⎧⎨⎩
vT ∈ H(ΩT )∫
ΩT

∇vT∇ϕ =
∫
ΩT

Δwϕ ϕ ∈ H(ΩT )
.<�"�?2

�H

H(ΩT ) =
{
v ∈ H1(Ω), v = 0 sur (SL) ∪ (FD)

}
)���� �1��#�� � �&'� �$����� $"#���%�

5 ������ %��� /� ������ �� ���
��� T0 ∈ τad $�� ������� �� 
���
�
 �� E(Ω).

""



���� !��
� ����
�"�� 
� �� ��	��������	 
� �� ��	����		���� 
 �	�
����

-�

�������
�'  ��
 (Tn) ��� ���
� ���������
�: τad 

��
 ������
 ���� �� 
�����@��
������J ��

(
W 1,∞(B)

)2
" 
� 	��� �������� ��� �
�� ����� )���
�� �
��� (Tn)+ ����� $�� ?{

Tn → T0 dans
(
W 1,∞(B)

)2
faible∗, T0 ∈ τad

Tn → T0 converge uniformment sur B
.<�"�=#2

�� ����� $��" �� ��
� �
�� χΩ �� �
����
� ����������� �� Ω" ��
��

χΩTn
→ χΩT0

dans L∞(B) faible∗ .<�"�==2

�� �
�� ṽTn �� 	�
�
�(� �� vTn 	�� I��
 �� ���
�� �� ΩTn" �
�� ?

ṽTn =
{
vTn dans ΩTn

0 dans B − ΩTn

.<�"�="2


� � ṽTn ∈ H1(B)" �� 	��� 
� � ?

‖ ṽTn ‖H1(B)=‖ vTn ‖H1(ΩTn )≤‖ Δw ‖L2(ΩTn )≤‖ Δw ‖L2(B)

�� 	��� ��
�� �������� ��� �
������ �
��1����� ���
�� �
��� ṽTn ����� $�� ?

ṽTn → v∗ dans H1(B) faible et L2(B) fort. .<�"�=<2

C+ �
���
�� $�� v∗ = ṽT0

7
�� ϕ ∈ D(ΩT0)" �� ��		
�� �� ϕ ��� ������ ���� ΩT0 �� �� ������� �� )@'A'CD+ $�� 	
�� n
����I (���� Suppϕ ⊂ ΩTn' ,��$����
� )@'A'H+ �������� � ΩTn ������� ��
�� ?∫

suppϕ
∇vTn∇ϕ =

∫
suppϕ

Δw.ϕ .<�"�=B2

��� 	����(� � �� ��
��� $���� n→ ∞" 
� 
������ ?∫
suppϕ

∇v∗.∇ϕ =
∫
suppϕ

Δw.ϕ .<�"�=$2

�$����
� $�� ��� ����%�� 	
�� �
�� ϕ ∈ D(ΩT0)" ���� 

���� $��

Δv∗ = −Δw dans ΩT0 .<�"�=C2

.
�� ���
�� 

����� 
��������� $�� v∗ ����%� ��� 
4
�� �
�����
�� ��� ��
���� $�� vT0 ���

∂ΩT0 �1�1�

v∗ = 0 sur (SL)T0 ∪ (FD) .<�"�=!2

��
∂v∗

∂n
= 0 sur (CD) ∪ (CG) .<�"�=>2

�� ������� �� )@'A'CC+ $��

0 =
∫
B−ΩTn

|ṽTn |2 =
∫
B

(
1 − χΩTn

) |ṽTn |2 →
∫
B

(
1 − χΩT0

)
|v∗|2 .<�"�=?2

�� $�� 

���� $�� v∗ = 0 �� ���
�� �� ΩT0 �� �
��

"<



���� !��
� ����
�"�� 
� �� ��	��������	 
� �� ��	����		���� 
 �	�
����

v∗ = 0 sur (SL)T0 car v∗ ∈ H1(B) .<�"�"#2

/� ��� ������� $��

v∗ = 0 sur (FD), .<�"�"=2

�� ����� � 	�
���� �� ������
� )@'A'CG+'

.
�� ��
�� ΔṽTn $�� �
����(� ���� Δv∗ ���� H−1(B) 0 ������� 	��� �� 
� 	���� ϕ ����

����	��� ?

H0(B) =
{
v ∈ H1(B), v = 0 sur ∂B − ((CD) ∪ (CG))

}
"

��
�� �� ��
���� �� ������� ����� H0(B) �� �
� ���� (H0(B))′ �
��� ?

〈ΔṽTn , ϕ〉(H0(B))′ .H0(B) +
∫
B
∇ṽTn .∇ϕ = 〈∂ṽTn

∂n
, ϕ〉H−1/2(∂B).H1/2(∂B)

= 0 ∀ϕ ∈ H0(B) .<�"�""2

��� 	����(� � �� ��
��� $���� n→ ∞ ���� ����� �����#�� ������
�" �� ����� ?

〈∂v
∗

∂n
, ϕ〉H−1/2(∂B).H1/2(∂B) = 0 ∀ϕ ∈ H0(B) et donc .<�"�"<2

∂v∗

∂n
= 0 sur (CD) ∪ (CG) .<�"�"B2

,�� 	
���� )@'A'AD+" )@'A'AC+" )@'A'CE+ �� )@'A'AB+ 

������ $��

v∗ = ṽT0 dans B

��� �� �
����
� vT0 �� )@'A'H+ �������� � ΩT0 ��� ���$��'

A+ /� ����� � 

����� $�� T0 ������� ����� �� E ��� τad' .
�� ��
�� ?

E(ΩTn) =
F 2

2
‖ ∇vTn ‖2

L2(ΩTn ) + ‖ y ‖2
L1(ΩTn )

=
F 2

2
‖ ∇ṽTn ‖2

L2(B) + ‖ χΩTn
y ‖2

L1(B)

-��	�#� )@'A'C@+ �� �� ��

� �� :��
�" 
� 	��� ������ ?

lim inf ‖ ∇ṽTn ‖2
L2(B)≥‖ ∇v∗ ‖2

L2(B)

�� � ��
��

lim inf E(ΩTn) ≥ F 2

2
‖ ∇v∗ ‖2

L2(B) + ‖ χΩT0
y ‖2

L1(B)

= E(ΩT0) .<�"�"$2

�� $�� ��

���� �� ���
�#
�'

"B
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����
� �� 
����	�

&�& �'��+)���� �% �1Ω2  )� �)  ��� )� ��$)��%

)� ������� Ω ��
 �
����
 ��� �� ��D
�����3���� T = Id+tV �H t ��
 �� ��
�
 ������
��
�
�� �
 V �� �3��� �� �
�����
��� �� ������ C1 ��� R

2: � �����@���� ����� �
 ��� @����
����
��
� �� ����
���� ����������� .���� �� ����@���3� <�"�=2 G �� ���
��� ���� ��
 ���� ��
���
� �
��������
 ����������� 4� ��
� ��� (SL)t = T [(SL)] �� ������� ����� �
����
� �

Ωt = T (Ω) �� ������� �
����
� ���� ������ �
����� ��� ������
 �� ������� �� ����
�������� �

E(Ωt) =
∫

Ωt

(
F 2

2
(|∇vt|2 + y

)
dx .<�<�"C2

�H
& ��
 ��������
� ���� ����
 x �� Ωt: w �� ���������
 �
A�� �� ����@���3� .<�"�=2 �
 vt ��

����
��� �� � ⎧⎨⎩

Δvt = −Δw dans Ωt

vt = 0 sur (SL)t ∪ (FD)
∂vt
∂n = 0 sur (CD) ∪ (CG)

.<�<�"!2

+���
 �� ���
��� �� �
��������

 �� E(Ω): ���
���� ������� ����� �� vt

)�)�� ��!�,���%�#� "�! !�""$!# �' �$����� �� vt

���� ������ �
�������� ��� ������� �
��������� ���� �
����� vt ���
 ������
 �� ��������
	��� t ����F ��
�
: vt ��
 ����
��� �� �������� �����
������ �{

vt ∈ H1(Ωt) et ∀ϕ ∈ H(Ωt)∫
Ωt

∇vt.∇ϕdx =
∫
Ωt

Δw.ϕdx .<�<�">2

H(Ωt) =
{
ϕ ∈ H1(Ωt) /ϕ = 0 sur (SL)t ∪ (FD)

}
4� �� �� ������� ��� �� �3��@����
 �� �������� � �������
 �� ���� Ω� 4� �D��
�� ���� E(Ωt)
�� �3��@����
 �� �������� X = (Id + tV )−1(x) �
 �� ��
� ��� vtV �� ����
��� 
�������

�
��� Ω ���

vtV (X) = vt ◦ (Id+ tV )(X)

���� �
A������� �� �W�� ϕV = ϕ◦ (Id+ tV )� )� %������� �� �� 
���������
��� ��
 det(Id+
tV )′ ��� ��
 �� ������ �
�� ����
��: (Id+ tV )′ �
��@�� �� ��
���� %��������� �� ���������
���
(Id+ tV )� 4� ��
���
 ���� �� ������X��
 ���� .<�<�">2 ����
������
 �� ������� Ω

∫
Ω

[
(Id+ tV )′−1t∇vtV .(Id+ tV )′−1t∇ϕV

]
det(Id+ tV )′dX

=
∫

Ω
Δw ◦ (Id+ tV )ϕV det(Id+ tV )′dX .<�<�"?2

7� ��
 ����� ��� ����� ϕ �
���
 H(Ωt): ϕV �
���
 H(Ω) .��� (Id+tV ) ��
 �� ��D
�����3����2
���� ���� .<�<�"?2: �� ���
 ��������� ϕV ���
��
 ��� ϕ� 4� ���
 �
��A�� ���������
 .����
�3���
�� "2 ��� ����� t 
��� ���� 0: �� � �

"$
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����
� �� 
����	�

Z vtV → v dans H(Ω):

Z (Id+ tV )′−1 → Id dans L∞(R2)2×2:

Z det(Id+ tV )′ → 1:

Z Δw ◦ (Id+ tV ) → Δw dans L2(B)

���� ����� ����� ���������
��� t �→ (Id+ tV )′ ��� ��
 �
������� ���� �������� ��� ��
�����
L∞(R2)2×2 �
 � ���� �
���
� [V ′] .���� �� �3���
�� "2 �
 ���� ������� ��� ��@��� �� �
����
���
�� ���������

d

dt
(Id+ tV )′−1|t=0 = −[V ′]

6���
�� ���
 ��� �
���
�
� ���������� ��� �� �
����
��� ��� �������
���� ���
����
�����
���
���
 .���� �3���
�� "2 ��� ���������
��� t �→ det(Id+ tV )′ ��
 �
������� ���� L∞(R2)2×2

����
d

dt
det(Id+ tV )′|t=0 = div V .<�<�<#2

�H div V �
��@�� �� �����@���� �� V.
*� ����
��&��
 ��� 
���
���� .<�<�"?2 ����
���� � t �
 � 0: �� ���
�� @�Y�� � 
��
 �� ���
��
���� ��� �� ���
���


vtV − v

t
.<�<�<=2

��
 ����
 ���� H(Ω) �
 � ��� ����
� ω ������ ���� H(Ω)�
	��� �������� ��� �� �
��������

 �� vt �� t = 0: ���� �
��������� �� ���
���


vt − v

t
.<�<�<"2

��
vt − v

t
=
vt − vtV

t
+
vtV − v

t
.<�<�<<2

)� ������ ��
�
���
 ���
�� ��� �� �������� 
���� �� ������ ������ �� ��
���
���
.<�<�<<2 ������@� ���� ω ���� H1(B) �
 �� ����� ."1B2 ��

 �� �������� �3���
�� .���� J">K2
���
�� ��� ��� ������� 
���� ������@� ���� gradV ���� L2(B). 4� �� �
���
 �� �
���
�

������
 �

5 ������ %�"� �
�� �
�� ��	����
��� ��
������� V " ���		������
� t �→ vt �� R ���� L2(B)
��� ��������� �� t = 0" �� �� ������� ��� �
���� 	�� ?

v′ = ω − grad v.V .<�<�<B2

/
������
 �� �
���
�
: �� ����� ."1B2 �
 �� 
3
����� ."�!2 �� �3���
�� ": ���� ����� ��
�
���
�
 ������
 �

����������� %�%� �
�� �
�� ��	����
��� ��
������� V " ���		������
� �� R ���� R $�� � t
���
��� E(Ωt) ��� ��������� �� t = 0" �� ������� ?

dE(Ω, V ) =
∫

(SL)

[
F 2

2

(
∂v

∂n

)2

+ y(x)

]
V.n dσ. .<�<�<$2

"C
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K y = y(x) ��	������� ���$����
� �� �� ������� ����� (SL) �� n = (−y′(x), 1) 1√
1+(y′(x))2

��

������� �������� $�� ��� ��� �
�
��'

����� �� ����
��� v = ψ−w ����
� �� ����@���3� <�"�=: ���� �����
 ��
�����: ������������
�� dE(Ω, V ) �� ����
��� �� �� ����
��� �� ������
 ψ: ���
 �

����������� %�$� �
�� �
�� ��	����
��� ��
������� V " ���		������
� �� R ���� R $�� � t
���
��� E(Ωt) ��� ��������� �� t = 0" �� ������� ?

dE(Ω, V ) =
∫

(SL)

[
F 2

2

(
∂ψ

∂n

)2

+ y(x)

]
V.n dσ. .<�<�<C2

���� ����� ����� �� �
���
�
 ������
 �

����������� %�-� 7� S(Ωt) ��� ������ �� �

���� Ωt" ��
��" 	
�� �
�� ��	����
��� ��
�������

V " ���		������
� �� R ���� R $�� � t ���
��� S(Ωt) ��� ��������� �� t = 0" �� ������� ?

dS(Ω, V ) =
∫

(SL)
V.n dσ. .<�<�<!2

)�)�� �$���#�$� �&�('�%��!��

6��� �� ����@���3�: ���� ���
���� ��� �� ������� ����� ��
 �� 
�������� �� �
 ��������

�� ��� 
���@�� ��
 �
�
�������� G ���� ����� �

����������� %�2� 7
�� ψ �� �
����
� �� @'A'@" ��
��

F 2

2

(
∂ψ

∂n

)2

+ y(x) = cte, x ∈ [−L,L] ⇐⇒ dE(Ω, V ) = 0∀ V ��	����
��� ��
�������
.<�<�<>2

-�

�������
�' ,� ���� )=⇒+ ��� �������" ��� 
� 	��� ������ ���� �� ������
� )@'@'@E+ ?

dE(Ω, V ) =
∫

(SL)

[
F 2

2

(
∂ψ

∂n

)2

+ y(x)

]
V.n dσ =

[
F 2

2

(
∂ψ

∂n

)2

+ y(x)

] ∫
(SL)

V.n dσ

.<�<�<?2
�� �


� �� �
�����
� �� �� �
��������
� �� ������ ��� �
���� 	��

dS(Ω, V ) = 0 .<�<�B#2

��
��

dE(Ω, V ) = 0,∀ V ��	����
��� ��
������� .<�<�B=2

7�		
�
�� 
��������� $��

dE(Ω, V ) = 0,∀ V ��	����
��� ��
������� .<�<�B"2

"!



���� !��
� 	���
�"�� 
� �� 
���
��	����	 
� �� �
�	���
� ���
� 
 �"�����
��

�� 

���
�� $�� �� ���� )⇐=+ ��� ����' �� �;��" �� ���
	 �� ������� = ��� � �����(���� �����
�� ��� ��� 	
���� (−L, 1) �� (L, 1)" 
� 	��� �
�� ��
���� ��� �
����
� ���� D(Ω) ����� $�� ?

V =
(
∂h

∂y
,−∂h

∂x

)
.<�<�B<2

,� ������
� )@'@'BA+ �
��� ��
�� ?∫
(SL)

[
F 2

2

(
∂ψ

∂n

)2

+ y(x)

] (
∂h

∂y
,−∂h

∂x

)
.(−y′(x), 1) 1√

(1 + (y′(x))2
dσ = 0, ∀h ∈ D(Ω)

.<�<�BB2

⇐⇒

∫ L

−L

[
F 2

2

(
∂ψ(x, y(x))

∂n

)2

+ y(x)

] (
∂h

∂y
,−∂h

∂x

)
(−y′(x), 1)

√
(1 + (y′(x))2√
(1 + (y′(x))2

dx = 0 ∀h ∈ D(Ω)

.<�<�B$2
⇐⇒

∫ L

−L

[
F 2

2

(
∂ψ(x, y(x))

∂n

)2

+ y(x)

]
dh

dx
dx = 0 ∀h ∈ D(Ω) .<�<�BC2

:������ ��� ����(����
� 	�� 	������" �� ����� ?

〈 d
dx

[
F 2

2
(
∂ψ(x, y(x))

∂n
)2 + y(x)], h〉(D(Ω))′ .D(Ω) = 0 ∀h ∈ D(Ω) .<�<�B!2

�� $�� �
��� ?

d

dx

[
F 2

2

(
∂ψ(x, y(x))

∂n

)2

+ y(x)

]
dx = 0 ∀x ∈ [−L,L] .<�<�B>2

�� �
�� ?
F 2

2

(
∂ψ

∂n

)2

+ y(x) = cte �ur [−L,L] .<�<�B?2

&�. ����% ��$'��/�% �% ") �'�%�$��)���� �% ") 0�����#�% "�!�%
��'/��"�!�%�

)�-�� �%*$!�#��� �� %� ��������#�$�

���� ��������� ��� �� ����
�������� E(Ω) ��
���@�� 
�
��� �� �&�
��� ����
 ���� �
��1
�
� ��� ������
 �� ������� Ω ��� � ��� ���� �
��������
 Q ���������
 ������: ������������
������
� �

dE(Ω, V ) =
∫

(SL)

[
F 2

2

(
∂ψ

∂n

)2

+ y(x)

]
V.n dσ .<�B�$#2

">
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�"�� 
� �� 
���
��	����	 
� �� �
�	���
� ���
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 �"�����
��

�H n ��
 �� ������� ���
���� ����@
� ���� ����

����� �� (SL)� )� ������� �� E ��
 ���3���3

���� �� ���
����
� �� �� ��������
��� �� ������

S(Ω) =
∫

Ω
dxdy = cte .<�B�$=2

��� �������� ����
�������� Ẽ ��
 ���� ��
�����
� �

Ẽ(Ω) = E(Ω) − λS(Ω) .<�B�$"2

�
 �� �
���
� �� Ẽ ��� ������
 �� ������� Ω ��
 �

dẼ(Ω, V ) = dE(Ω, V ) − λdS(Ω, V ) .<�B�$<2

λ ��
 �� ���
������
��� �� )�@���@� �

�����
 ��� �

dS(Ω, V ) = 0 .<�B�$B2

��� ��
���
 ����� ∫
(SL)

V.n dσ = 0 .<�B�$$2

	��� ����� �� �����
��� �� ���� @����� ���
� �� Ẽ(Ω): �� �3����
 V ����� �

V = −
[
F 2

2

(
∂ψ

∂n

)2

+ y(x) − λ

]
n .<�B�$C2

)� �3��� ���� 
�� �
��������
 ����� �

dẼ(Ω, V ) = −
∫

(SL)

[
F 2

2

(
∂ψ

∂n

)2

+ y(x) − λ

]2

dσ .<�B�$!2

�
 ����
dẼ(Ω, V ) < 0 .<�B�$>2

)� ����
��� .<�B�$$2 ����� �

λ = −
∫
(SL)[

F 2

2

(
∂ψ
∂n

)2
+ y(x)]dσ∫

(SL) dσ
.<�B�$?2

4� ����
���
 ����@���
3�� ������
 � ∂Ω(0) ����
:

Vk+1(x, y) = −ε
[
F 2

2

(
∂ψ

∂n

)2

+ y(x) − λ

]
k

.nk .<�B�C#2

∂Ω(k+1) = ∂Ωk + Vk+1 .<�B�C=2

�
 �� �
��������
 �� ∂Ω(k) �D��
�
 ������� ��
���@�� 
�
��� �� �&�
����
��
��� ��� ���� �� ����
��� .<�B�C#2 �� � �
1 (x, y) ��
 �� ����
 �� �� ����
���� ∂Ω(k)

1 nk �� ������� ���
���� ��

������ �� ����
 (x, y) � �� ����
���� ∂Ω(k)

"?
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1 6��� �� ����
��� .<�B�C#2: �� ����
�

 ��
�� ����3�
� �������� k �
 �� ������� ���
 ������
��
��� ∂Ω(k):
1 ε ��
 �� ������
�� �
�� ����
�� � ����
�� � �3���� ��� �� ������ ���� ��
���� ��� ���
�
�
���������� �� Ẽ(Ω)�
53���� 

��� �� ������ �
�����
� �� �
����
��� �� �&�
��� .<�"�<2 ����� �
���
 ��� ���

��3����� ����

@���� �������@�� �H ���� �
����� �� �������� ������� �� ;����� *� ���
: ����
�� ����
��� .<�B�C#2 : ���� ����� ������ �� �����I
�� ∂ψ

∂n ��� �� ������� ������ ���� ������ �
�����
���� �� ����@���3� ������
 �� �

3��� �
����
� ���� �� �

������
��� �� ��� ����������

)�-�� ��% '% �'��!�('� �� ∂ψ
∂n

�'! (SL)�

6������ �� ������� �� ;����: �� P ��
 �� ����
 �� ���� �� Ω: ����� �� ���
 
����� �

1
2
ψ(P ) =

∫
∂Ω

[ψ(∇G).n −G(∇ψ).n] dσ .<�B�C"2

G 

��
 �� ����
��� 
�
���
���� �� )�������� �� 2D�
)� ����
���� ∂Ω ��
 �����
� �� M ���� (∂Ω)m,m = 1, 2, . . . ,M ��� ���� ������X��� ��� ���
��@���
��  �� �3���� ��� ��@���
�: ��� ����
���� ψ �
 ∂ψ∂n ���
 ������
�� ����
��
�� �
 
@����
��� ������� �

����
�� ��� ������� ��� ��@���
�� 4� ���� �

∂Ω =
M∑
m=1

(∂Ω)m

ψ(Pk) = ψk; Pk ������ �� ��@���
 (∂Ω)k .<�B�C<2

)�
���
��� .<�B�C"2 �����

��
� ������
 �

1
2
ψ(Pk) =

M∑
m=1

ψm

[∫
(∂Ω)m

(∇G).ndσ

]
−

M∑
m=1

(∇ψ.n)m

[∫
(∂Ω)m

Gdσ

]
.<�B�CB2

5���� G = 1
2π log(r), r =

−−−→
PkPm: �� ��
���
 �

πψk =
M∑
m=1

ψm

[∫
(∂Ω)m

r.n

r2
dσ

]
−

M∑
m=1

(∇ψ.n)m

[∫
(∂Ω)m

log(r)dσ

]
.<�B�C$2

����� ���
 
����� �

πψk =
M∑
m=1

Hkmψm −
M∑
m=1

(∇ψ.n)mGkm .<�B�CC2

����

Hkm =
∫

(∂Ω)m

r.n

r2
dσ et Gkm =

∫
(∂Ω)m

log(r)dσ .<�B�C!2

)� ����
��� .<�B�CC2 ��
 
��������
� � �

M∑
m=1

(Hkm − π.δkm)ψm =
M∑
m=1

(∇ψ.n)mGkm .<�B�C>2

<#
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 � ���� ��
� ��� N1: N2: N3 �
 N4 .���� N1 + N2 + N3 + N4 = M2 ������
������
 ��
������ �� ��@���
� ��
���� ��� �� �����

���
��� �� ∂Ω ��� (SL): .CD): (FD) �
 (CG)
����� �� ����
��� .<�B�C>2 ��
���
 ��
�����������
 �

A.X = B .<�B�C?2

���� X �� ���
��� ������� �� ��������
�� �

Xj = (∂ψ∂n )j , j = 1, ..., N1
= ψj , j = N1 + 1, ..., N2 +N1

= (∂ψ∂n )j , j = N2 +N1 + 1, ..., N3 +N2 +N1
= ψj , j = N3 +N2 +N1 + 1, ..., N4 +N3 +N2 +N1

A �� ��
���� ��
�
���
� �

Aij = −Gij i = 1, . . .M et j = 1, . . . , N1
= Hij − π.δij i = 1, . . . ,M et j = N1 + 1, . . . , N1 +N2
= −Gij i = 1, . . . ,M et j = N2 +N1 + 1, . . . , N3 +N2 +N1
= Hij − π.δij i = 1, . . . ,M et j = N3 +N2 +N1 + 1, . . . , N4 +N3 +N2 +N1

�
 B �� ���
��� �� ��������
�� �

Bj = −∑M
m=1(Hjm − π.δjm)ψm, j = 1, . . . , N1

=
∑M

m=1Gjm((∂ψ∂n )m, j = N1 + 1, . . . , N2 +N1

= −∑M
m=1(Hjm − π.δjm)ψm, j = N2 +N1 + 1, . . . , N3 +N2 +N1

=
∑M

m=1Gjm((∂ψ∂n )m, j = N3 +N2 +N1 + 1, . . . , N4 +N3 +N2 +N1

δkm 

��
 �� �&����� �� (�����8���

)�-�) �!*���*!���� �� ��������#�$��

���� ������� �� ��3
�� �� ����@���@����� �� �� ��������
��� �� �� ����
��������
��
���@��� )� ��������� �

��
�� ��
 ���
�����
 ��� �� ����
� ����� ������� ����� 3���F��
���
y = 1�

<=
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p=1

Domaine initial       0Ω
Surface libre initiale horizontale (SL)0   

0Calcul de l' énergie initiale E  = E(Ω  )

k=1

V  (x) = - ε  (                      + y - λ )     np
F
2

2 2Δ
Ψ

p

k k-1 k-1

p

k

p

k  k-1
(SL)    = (SL)     + V  
Nouvelle frontière libre

p

k
(SL)   est la surface libre d'équilibre     

p

k

p

k
Calcul de   E  = E(Ω  )

p

k k-1
E   < E                         p = p + 1

k kk-1
Δ = ( E   - E     ) / E

Δ < 10
-5k = k + 1

non

non

oui

oui

←

��
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	��
�	 �� �� ���	�
��� �
��� �����
�
����

����� �����	
	� ����
������

���� ��	� ��� 
��
	�� �� ����	
	� L � ��� ���
 � ��� �
 ��� �
 ���
���������� h � ��� ���
� ���� ��� �
 �����
� ����
 ������
� ��	� ����� 
������ ��� ���	����� � 

	� ������ ���
�	
��	
� �	�
	�� ����� �� � ������ 

 ���!�"�
� ��� 
�
���
 #��$� #��$ 
� #�%$ & ��� ���	�����
���� 
� ��"� !�� �

��� ��

 �
� �
	��� '�	� ����� ����� 
�������� �
� �!���
�
� �
 ��	�
	�
�������
 b 
� ��
���� ��� �
� ��	������ �	�����
� (

1) b(x) =
b3

b2 + x2

2) b(x) =
√
b2 − x2

3) b(x) =
1
2

exp(−x2)

4) b(x) = −3
4
�

�πx

5) b(x) =
1
2

exp(−x2) − 2
5

exp(−(x− 1)2

2
)

6) b(x) =
b

2
(thx+ 1)

)� *������ ����
� �
 ���!�
 �
 +��	�
 F 
� �� ��	�
	� b �
 �� !���
� ��	� �
����
�����

�,�
���	�� �	� �
� ��	�
� %�-�.�/�0 
� 1 �
� ��2��
��
� *���
� �
 �� *�����"�
 ��!�
 �3��	���!�

�!�
�	
 & �	� �� ��	�
 ��� ��	� �
����
����� �3����	���� �
 �� �	�*�

 ��!�
 
� *��
���� �	
���!�
 �
 +��	�
 ��	� 	�
 ��	�
	� �
 �3�!���
�
 ���
 � b = 0.3� '�	� *������ �
����	
�
�	
 �	� �� ��	�
 .� ��	� ����� �
����	�� � �
	� ���
�	� �	� �
 *��� (FD)� �3�!���
�
 �����
��� �3
���
����� (

b(x) =
b3

b2 + x2

��
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

-10 -5 0 5 10

surface libre

fond

F = 1.5

x

y

������ 
�

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

surface libre

fond

F = 2.4

y

x

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

f(x) =     e           -       e 1
2

4
10

-1/2x - (x-1) /2
22

������ ��

�-
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-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

surface libre

fond

F = 2.4

x

y

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

f(x) = -     sech π x3
4

f(x) =     e1
2

-1/2x2

������ ��

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

surface libre

F = 2

x

y

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

fond : f(x) =     (th x + 1)b
2

b=0.6

b=0.4

������ 
�

�.
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 1.1

 1.2

 1.3

 1.4

 1  1.5  2  2.5  3  3.5  4

η

F

b=0.3
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	�	���
 �� 
������� ��� ����
	��� 	���	�	
�� �
 �
���
�� ���
�
�
�
	��
� �� ���� ��
� �
���	����� 
� ���
�
�
 ����	�
���� �
 ��
�	�	
� �� �� ���

	�� �
 ��������
������������
 � 
� ���
�����
 �
�	���  � 
����	� � �
� ����	�� �� ���������
	�� ���� ��
!�������
� �� "#$%&' �
 (�� ) *%"+,*-%*+�.&'*�% �
 � �
� �
��	� �� /00� ����
�� ���
�1*��
���
 *�� *���	�� *���2�	�1 ��
� �� 
	
�� 13��� �
����� ��4 ���� �� ���
�����
"�����
	��� �

�2� 3�
�	�� ����1� $�
� ��	���� ������
�� �
��� 

	�	���
 �� ������	
	�� 56�/7
�� �� ��8� 9 �� ���� 	� ��
 ����	��� ������	�
�� �� 
������� ��� ����
	��� 	���	�	
�� �
 ��
���
��� ����	�
���� �
 ��
�	�	
� �� �� ���

	�� �
 ��������� �:�� ���� �� ��� ��
� ���
�����


�����
	�� ; ��

� ���

	�� �����
	��
 � B2,λ

c (R)� ���� ��

� ���
	�� ��� ��
�
	��� y0 �
 γ(x)
������������
 ������
	�����
 �
� ��
�
	��� H �
 η(x) ��<� �
�� �
 ����	
�� ��

�
� ���������	��

"�	� ����� ����	���� 
�� ������� �� ��
���	�	�8 
�� ���� �
����� �� ��4 �� �� 	���� �
	�
��4� �� 	�=�	
��2 ���8 ������� �� 
�	���� 4	�
�� >� �
����� 
��
 
�� ��

�� �� 
�� �������
	� ���

���� �2 �� ���
���� ��������
�� �2 � ��8
��� �
��
	�� 4	
� � ������
 �
����
� 3���
�
����� ��4� �� �� 	���� �
	� ��� ����	���� �������� ; 
�� ���+�	����	
2 	� �����
	���2 �
� 
�

�� �2���	� ����	
	�� 4�	

�� �
 
�� ���� �
������
"�� ���
	��� ����	��
	��� �� 
�	� 
2�� �� ��4 ��	�� ��
� 	� 
�� �2���
�	� ��8	����	�8 �� ���

��4 	� � ������� �� � �	����"�� �
���	��� �

�2 �� 
�	� ������� ��� ���� 
���
�� �2 ���	�
�
�

����� (� ?&'-*�#3 ��/� ��� 8	��� � �
���	��� �

�2 �� 
�� ������� 	� 
�� �
�	��
��� 
�����
	�� ����� *� �@%$A ��� (�%�A ?B&&) �C6����� 8	��� � 8������	D�
	�� �� 
��
E��4��D+ ��	�
�F�� 
���������
	�� 
� ����
��
� 
�� ������� �� ���� �
�����	�� <�
 ��4 ����
�
���� 4��� �� � ��	� �� ��
���� ��
�
	��� ��� 
�� 
��8��
	�� ��8��� ��
� 
�� ���� �
�����
��� 
�� 4��� ������ B	����	D�� ���

	��� ��� ����	���� �
���	��� ���

	��� ��� ������
�� ���
� ���	�
2 �� 4��� ������� ?

 �� 
�����
	��� ���
�
 ��� ���� 8	���� -�4���� ������� �

����
���� 8	��� 
�����
	��� ���
�
� �� 
�	� ������� 	� 
�� �	���� ����� 3�*?#)A#B ��� .�B�

CG



���� ��� ��	�
���� �
�������

?&$* ��� ���� ����	����� � �
���2� 
4�+�	����	���� �� �� 	���������	���� ��4
��	�� �
	�
��4	�8 
���� 8���	
2 ��4� �� 	���	��� ������� ; 
��2 ���� ��
���	���� �� ��	�
���� 
����2
��� �
���2� �	8��2 �	���
� ��4� %� 
�	� ������ 4� 4��
 
� ��
���	�� � 
�����
	��� ���
�
 ��
��	�
���� ��� 
�	�	
2 �� � ���

	�� 4�	�� �������� �������
	���2 �
 	�=�	
2�"�� ���� �� 
�	�
����� 	� �� �����4� H
%� ���
	��6�/ 4� ����
��
� 
�� 8�����	�8 ��
�
	��� �� 
�� ������� 	� 
�� 
��	����	������
�����
%� ���
	�� 6�C 4� 	�
���
�� 
�� �
���� �
��
	�� 	� 
���� ��
�
	����
%� ���
	�� 6�6� 
�� �����

	�� �� 
�� �2���	� ��
�
	�� 4�	

�� �
 
�� ���� �
����� ��	�� ��4�

� � =��� ��	�
 ������� ��� ���� 4� ����2 
�� 	���	�	
 �
��
	�� 
�������
%� ���
	�� 6�I� 4� 8	�� � �����
�	�� ���	��	�8 
�	� 4��J�

�

 ��� ������	�� �����	���

>� ����	��� � �
���2 
4� �	����	���� ��4 �� �� 	���� �
	� 	� � �
���� 	� 4�	�� ���
���� ������ �� ���
���� �����	��� �2 
�� ��
�
	�� y = b(x).>� ����
� �2 Ωγ

b 
�� ����	�
���
�	�� �2 
�� �
	�� 4���� b 	� 
�� ��
�
	�� �� 
�� ���
���� ��� γ 	� 
�� ���

���
	�� ��

�� ���� �
������ >� �



Ωγ
b =

{
(x, y) ∈ R

2/−∞ < x < +∞, b(x) < y < y0 + γ(x)
}

(x, y) 	� � �����	��
� �2�
�� 	� 4�	�� x ��� y ��� ������
	���2 
�� ���	D��
�� ��� ���	
	��
���
	��� �	���
	���� "�� �
��
	�� b(x) ���	�2 0 ≤ b(x) < y0 ��� 	� ��8
���� 4	
� � ������

�
����
� "�� �
��
	�� γ(x) 	� ��8
���� "�� ������� 	� ����
��
�� �� H
A	��� � ��

�� ���=8
��
	�� b� =�� � �
��
	�� γ : R → R 5���� �
�����7 ��� � ���
�� =���
→
u 5�����	
2 �� 
�� �
	�7 �
�� 
��
 H

��������� ��	
����� �� Ωγ
b 


div
→
u = 0 	� Ωγ

b 56�/��7

curl
→
u = 0 	� Ωγ

b 56�/�/7

#�
�
	�� 56�/��7 ��������� 
�� 	���������	�	�	
2 �� 
�� �
	�� ��
�
	�� 56�/�/7 	� 8	��� �2 
��
	���
�
	����	
2 �� 
�� ��4�

��	��
�� ���������� 


→
u.

→
ν = 0 ��� y = b(x) 56�/�C7

→
u.

→
ν = 0 ��� y = y0 + γ(x) 56�/�67

4����
→
ν 	� 
�� ��
��	�� ������ 
� 
�� ��
����2 �� Ωγ

b . #�
�
	�� 56�/�C7 �����	�� 
�� 	����+
����	�	
2 �� 
�� ��4 �
 
�� ��

�� �� 
�� ����	� Ωγ

b .
���������� 
� ������� H
>� �
����� 
��
 
�� ��4 	� ��2��
�
	����2 
�	���� ��� ���	D��
�� ��� 
��
���� ��� ��4��+

���� �� 
�� ���
����� >� 4�	
� 
���

lim
|x|→∞

→
u(x, y) = (u0, 0) 56�/�I7

CK



���� ��
�������� �� ��� �
����� �� ��
��� ��������

�����

lim
|x|→∞

γ(x) = 0 56�/�L7

��������� 
����� ��� ���� �	��
�� 


"�� �2���	� ����	
	�� �� ���
	�
	
2 �� 
�� �����	�� ������ 
�� ���� �
����� 	� 8	��� �2 H

ρ

2

∣∣∣→u ∣∣∣2 + ρgy = c 56�/�97

4���� ρ 	� 
�� ����	
2 �� 
�� �
	�� g 	� 
�� ��4�4��� ��������
	�� �
� 
� 
�� 8���	
2 ��� c
	� � ����
��
� "�	� ��
�
	�� 	� ������ ?����
��	 ��
�
	���

������������� ��	
����� 


�	����	������ ���	����� ��� ��=��� �2 ������	�8 ��� ���8
�� 
� 
�� �
��
	
2 y0� ��� ��� ����+
�	
	�� 
� u0� >� �

 H ⎧⎨⎩

→
u = u0

→
u
∗

x = y0x
∗

y = y0y
∗

"�� ��
�
	�� 56�/�97 ������� H

F 2

2

∣∣∣∣→u∗∣∣∣∣2 + y∗ = c 56�/�G7

�
� ��������	�� �� ��� ������� 	� ������ �����	��

%� 
�� �����4	�8� 4� 4�	
� ��� 
�� ���	����� 4	
��

 
�� �2���� ∗�
"�� 	���
�
	�����	
2 ��� 
�� 	���������	�	�	
2 �� 
�� �
	� ���� 
� 
� ��=�� �� ������	�
�
���� �
��
	�� Ψ �
�� 
��
 H

→
u =

⎛⎜⎝ ∂Ψ
∂y

−∂Ψ
∂x

⎞⎟⎠
#�
�
	�� 56�/�C7 4	�� �� 4�	

�� H( ∂Ψ

∂y

−∂Ψ
∂x

)
.

(
b′(x)
−1

)
= 0

��� ������� H

b′(x)
∂Ψ
∂y

+
∂Ψ
∂x

= 0 �� y = b(x).

"�	� 	� ��
	�����
 
�
∂Ψ
∂τ

= 0 �� y = b(x).

%� 
�� ���� 4�2� ��
�
	�� 56�/�67 8	��� H

∂Ψ
∂τ

= 0 �� y = 1 + γ(x)

60



���� ��
�������� �� ��� �
����� �� ��
��� ��������

>� ���
�� 
��
 Ψ 	� ����
��
 �� y = b(x) ��� y = 1 + γ(x).
"���J� 
� 
�� ����	
	�� �
 	�=�	
2� 4� ��� ����
�
� 
�� ����
��
 4�	�� ������� 	� 
�� ��
�+

	�� 56�/�97� ��� 
�� ���
�� �� Ψ �
 
�� ��
�� �� Ωγ

b .
%� ���
� �
 	�=�	
2 4� ���� H

lim
|x|→∞

Ψ(x, y) = y + k

���

lim
|x|→∞

γ(x) = 0.

"�� �
��
	�� Ψ 	� � �
���� �
��
	��� 
��� 4� ��� ������ k = 0.
-����

lim
|x|→∞

Ψ(x, y) = y 56�C�K7

>� ������� 
���� �	�	
� 	� ��
�
	�� 56�/�97 4� ��
�	� H

F 2

2
+ 1 = c

(�������� 4� ���
�� ���� 56�C�K7 
��


Ψ = 0 �� y = b(x)

���
Ψ = 1 �� y = 1 + γ(x).

"��� 
�� �
���� �
��
	�� Ψ ���	=�� H

ΔΨ = 0 	� Ωγ
b 56�C��07

Ψ = 0 �� y = b(x) 56�C���7

Ψ = 1 �� y = 1 + γ(x) 56�C��/7

lim
|x|→∞

Ψ(x, y) = y 56�C��C7

F 2

2
|�Ψ|2 (x, 1 + γ(x)) + γ(x) =

F 2

2
56�C��67

"�J	�8 	�
� ����
�
 
�� ����	
	�� 56�C��C7� 4� ��� 4�	
�

Ψ = y + ψ

4���� ψ 	� 
�� ���

���
	�� �� �
���� �
��
	���

6�



���� �������� �� ��� �
�� ��
���� �
�����

"�� ��
�
	��� 56�C��07+56�C��67 4	�� �� 4�	

�� �� H

Δψ = 0 	� Ωγ
b 56�C��I7

ψ = −b(x) �� y = b(x) 56�C��L7

ψ = −γ(x) �� y = 1 + γ(x) 56�C��97

lim
|x|→∞

ψ(x, y) = 0 56�C��G7

F 2

2
(|�ψ|2 + 2

∂ψ

∂y
+ 1) + γ(x) =

F 2

2
�� y = 1 + γ(x) 56�C��K7

�
� �����	�� �� ��� ���� ������� �������

>� 
�������� 
�� ��
�
	�� 56�C��K7 	�

γ(x) = −F
2

2

[
|∇ψ|2 (x, 1 + γ(x)) + 2

∂ψ

∂y
(x, 1 + γ(x))

]
56�6�/07

��� 4� �

 H

T (b, γ) = −F
2

2

[
|∇ψ|2 (x, 1 + γ(x)) + 2

∂ψ

∂y
(x, 1 + γ(x))

]
.

"�� ������� ��� �� ����
��
�� �� H
8	��� � �
��
	�� �� �������	�� y = b(x) 4�	�� ��������
� �� ���
����� =�� � �
��
	��
γ : R → R 5���� �
�����7 �
�� 
��
 H
T (b, γ) = γ 4	
� ψ ���	�2	�8 
�� ��
�
	��� 56�C��I7+56�C��G7�
"�	� 	� ��
	�����
 
� ����� 
�� ��
�
	�� H

T1(b, γ) = γ − T (b, γ) = 0 ��� � =��� b

3�� b = γ = 0� ψ = 0 ���	=�� ��
�
	��� 56�C��I7+56�C��K7� E� T (0, 0) = 0 ��� T1(0, 0) = 0.
"� ����� T1(b, γ) = 0� 4� 
�� 
�� 	���	�	
 �
��
	�� 
������ �
 � ��	8���
����� ��

(b, γ) = (0, 0).
 ���	��� 
�� ����8� �� ���	����� H⎧⎪⎨⎪⎩

∼
x = x

∼
y = y−b(x)

1+γ(x)−b(x)
56�6�/�7

4� 
�������� 
�� ����	� Ωγ
b 	� 
�� �����4	�8 	�=�	
� �
�	� Q H

6/



���� �������� �� ��� �
�� ��
���� �
�����

Q =
{
(x, y) ∈ R

2/−∞ < x < +∞, 0 < y < 1
}
.

>� �

 ψ(x, y) =
∼
ψ(

∼
x,

∼
y) 
���

∼
ψ ���	=�� H

Δ
∼
ψ + Pγ

b

∼
ψ = 0 	� Q 56�6�//7

∼
ψ(

∼
x, 0) = −b(∼x),

∼
x ∈ R 56�6�/C7

∼
ψ(

∼
x, 1) = −γ(∼x),

∼
x ∈ R 56�6�/67

Pγ
b 	� �� �����
�� ��=��� �2 H

Pγ
b = a1

∂2

∂
∼
x∂

∼
y

+ a2
∂2

∂
∼
y

2 + a3
∂

∂
∼
y

4����

a1 = 2
∼
y(b′ − γ′) − b′

1 + γ − b

a2 = (
a1

2
)2 − 1 +

1
(1 + γ − b)2

���

a3 =
−1

1 + γ − b
[b′′ +

∼
y(γ′′ − b′′)] +

2
(1 + γ − b)2

(γ′ − b′)[b′ +
∼
y(γ′ − b′)].

"�� 8���	��
 �����
�� ������� H

∼
∇b,γ =

⎛⎜⎜⎝
∂

∂
∼
x

+ −b′−∼
y(γ′−b′)

(1+γ−b)2
∂

∂
∼
y

1
1+γ−b

∂

∂
∼
y

⎞⎟⎟⎠
"�� ��
�
	�� 56�6�/07 4	�� �� 4�	

�� H

γ(
∼
x) =

−F 2

2
[
∣∣∣∣∼∇b,γ

∼
ψ

∣∣∣∣2 (
∼
x, 1) +

2
1 + γ − b

∂
∼
ψ

∂
∼
y

(
∼
x, 1)]

4���� γ ��� b ��� �������� 	� 
�� ����� H

B2,λ
c (R)=

⎧⎨⎩v ∈ C2,λ(R)/
∑

0≤k≤2

sup
x∈R

ec|x|
∣∣∣Dk

xv(x)
∣∣∣ <∞

⎫⎬⎭
���

∼
ψ 	� 
�� ����� H

B2,λ
c (Q) =

{
v ∈ C2,λ(Q)/ sup

k+l≤2
sup

(
∼
x,

∼
y)∈P

e
c
˛

˛

˛

∼
x

˛

˛

˛

∣∣∣Dk∼
x
Dl∼
y
v
∣∣∣ <∞

}

6C



���� �������� �� ��� �
�� ��
���� �
�����

4���� 0 < λ < 1 ��� c > 0�
"�� ���	�� �� 
���� ������ 4	�� ������ ��	���
 ��
���

���
�� �� ����� ���	� Bm,λ
c (Q) 
����
 
� �

Bm,λ
c (Q) =

{
v ∈ Cm,λ(Q)/ sup

k+l≤m
sup

(
∼
x,

∼
y)∈Q

e
c
˛

˛

˛

∼
x

˛

˛

˛

∣∣∣Dk∼
x
Dl∼
y
v
∣∣∣ <∞

}
�����
�
 ���� ��� ���� �

‖v‖m,c,λ =
∑

k+l≤m
sup

(
∼
x,

∼
y)∈Q

e
c
˛

˛

˛

∼
x

˛

˛

˛

∣∣∣Dk∼
x
Dl∼
y
v
∣∣∣ + sup

k+l=m
sup

(
∼
x,

∼
y)	=(

∼
x′,

∼
y′)

˛

˛

˛

˛

Dk∼
x
Dl∼

y
v(

∼
x,

∼
y)−Dk∼

x
Dl∼

y
v(

∼
x′,

∼
y′)

˛

˛

˛

˛

»

(
∼
x−

∼
x′)2+(

∼
y−

∼
y′)2

–λ/2

�� � ����	� ����
���

��� ��� ���	� Bm,λ
c (R) 
����
 
� �

Bm,λ
c (R) =

{
v ∈ Cm,λ(R)/

∑
0≤k≤m

sup
x∈R

ec|x|
∣∣Dk

xv(x)
∣∣ <∞

}
�����
�
 ���� ��� ���� �

‖v‖m,c,λ =
∑

0≤k≤m
sup
x∈R

ec|x|
∣∣Dk

xv
∣∣ + sup

(x,x′)∈R2

x �=x′

|Dm
x v(x)−Dm

x v(x′)|
|x−x′|λ/2

�� ���� � ����	� ����
���

$�4 4� ��� ���� 
� �
�
� 
�� ��	� ���
�
 �� 
�	� ���
	�� H

������� �� ����� �����
∼
c > 0 � ����� ����� K < 1 � ����� ����� �� ���� 
��� B �� ��
���

r0 	������
 �� ��� ������ �� B2,λ
c (R)×B2,λ

c (R) ����� c ∈]0,
∼
c [ � ��
 0 < λ < 1� ����� �����

� �����
������
 Vb �� ���� �� B2,λ
c (R)� ����� ����� � ������� g : Vb −→ B2,λ

c (R) �� 	����

C1, ��	� ���� �∀ F ∈]0,K[� {∀(b, γ) ∈ B, T1(b, γ) = 0} ⇔ {b ∈ Vb, γ = g(b).}.
����� 
 %� 
�� ���
 �
����
	���� 4� ����� ���	�2 
�� �2��
���	� �� 
�� 	���	�	
 �
��
	��


�������

����� ������	
����
�
� �� 
�� �����
�� T1 ��
� ������
 
� b �	� γ

>� ���� T1(b, γ) = γ − T (b, γ) ; 
� ���4 
�� �	F����
	��	�	
2 �� T1 4	
� ������
 
� b ���
γ� 	
 �
M��� 
� �

�2 
�� �	F����
	��	�	
2 �� T 4	
� ������
 
� b ��� γ. 3�� 
�	� 4� 
�� 
��
�����4	�8 ���
�
� H
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���� �������� �� ��� �
�� ��
���� �
�����

������� �� ����� �����
∼
c > 0 ��	� ���� ��� ��� c ∈]0,

∼
c [ ��
 λ ∈]0, 1[ ����� ����� ��

���� 
��� B �� ��
��� �0 > 0, 	������
 �� ��� ������ �� B2,λ
c (R)×B2,λ

c (R) ��	� ���� ��������

(b, γ) ∈ B � ��� ��������� ��������� ���
� �

��� ���
��� � ⎧⎨⎩
Δψ = 0 �� Ωγ

b
ψ(x, 1 + γ(x)) = −γ(x), x ∈ R

ψ(x, b(x)) = −b(x), x ∈ R

��� � ������ �������� ψ ��	� ���� �

��
∼
ψ � ��� ��������� �� ψ 
� ���������  !�!�"#� �� �� B2,λ

c (Q) �


� ��� ������� S : (b, γ) �→
∼
ψ �� 	����������� 
�$�������
�� ���� B ���� B2,λ

c (Q).

"� ����� 
�	� 
������� 4� 
�� 
�� �����4	�8 ������	
	�� 4�	�� 	� ������ 	� 
�� �����

��� ������� !��� � %�� ��� 
���
��� ����� ���
���⎧⎪⎨⎪⎩
Δv = b1 �� Q

v(
∼
x, 1) = b2(

∼
x),

∼
x ∈ R

v(
∼
x, 0) = b3(

∼
x),

∼
x ∈ R

56�6�/I7

����� (b1�b2�b3) ∈ B0,λ
c (Q)×B2,λ

c (R)×B2,λ
c (R), ���� ����� ������

∼
c > 0 ��	� ���� ��������

0 < c <
∼
c, ���
���  !�!�"&� ��� � ������ �������� v ∈ B2,λ

c (Q). '���������� ��� ��������

��� (b1, b2, b3) �−→ v �� � ��������	�� ����������� 
������ ��� 	��������
��� ���	���

 ���� �� ������� �

!���� �� �7
����
� �2 Aγ

b 
�� �	���� �����
�� ��=��� �2 H

Aγ
b : B2,λ

c (Q) → B0,λ
c (Q) ×B2,λ

c (R) ×B2,λ
c (R) = Y

v �−→ (Δv + Pγ
b v, v(., 0), v(., 1))

��� A = A0
0 � >� ����� ���	�2 
��
 H∥∥(A−Aγ

b )v
∥∥
Y ≤ L(‖b‖

B2,λ
c (R)

, ‖γ‖
B2,λ

c (R)
). ‖v‖

B2,λ
c (Q)

.

4���� L(., .) 	� � ���
	�
�
� �
��
	�� �� R
2 ���	�2	�8 L(0, 0) = 0.

>� ���� (A−Aγ
b )v = (−Pγ

b v, 0, 0) � 
���∥∥(A−Aγ
b )v

∥∥
Y =

∥∥Pγ
b v

∥∥
B0,λ

c (Q)

=

∥∥∥∥∥a1
∂2v

∂
∼
x∂

∼
y

+ a2
∂2v

∂
∼
y

2 + a3
∂v

∂
∼
y

∥∥∥∥∥
B0,λ

c (Q)

.
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���� �������� �� ��� �
�� ��
���� �
�����

>� ���� 
�� �����4	�8 ����� 4�	�� 	� ���2 
� ����� H

"���
 �� � %�� (b, γ) ∈ B2,λ
c (R) ×B2,λ

c (R).
(� ���� (a1, a2, a3) ∈ (B0,λ

c (Q))3, ����������� �

‖ai‖B0,λ
c (Q)

≤ Li(‖b‖B2,λ
c (R)

, ‖γ‖
B2,λ

c (R)
), 1 ≤ i ≤ 3

�����
Li(., .) ��� 	��������� ���	����� ��������� Li(0, 0) = 0.

"��� 4� ���� H

∥∥Pγ
b v

∥∥
B0,λ

c (Q)
≤

∥∥∥∥∥a1
∂2v

∂
∼
x∂

∼
y

∥∥∥∥∥
B0,λ

c (Q)

+

∥∥∥∥∥a2
∂2v

∂
∼
y

2

∥∥∥∥∥
B0,λ

c (Q)

+

∥∥∥∥∥a3
∂v

∂
∼
y

∥∥∥∥∥
B0,λ

c (Q)

≤ (‖a1‖B0,λ
c (Q)

+ ‖a2‖B0,λ
c (Q)

+ ‖a3‖B0,λ
c (Q)

) ‖v‖
B2,λ

c (Q)

��� 
�	�8 
�� ���
 ����� 4� ��
�	� H∥∥Pγ
b v

∥∥
B0,λ

c (Q)
≤ (L1(‖b‖B2,λ

c (R)
, ‖γ‖

B2,λ
c (R)

) + L2(‖b‖B2,λ
c (R)

, ‖γ‖
B2,λ

c (R)
)+

+L3(‖b‖B2,λ
c (R)

, ‖γ‖
B2,λ

c (R)
)) ‖v‖

B2,λ
c (Q)

E� H ∥∥(A−Aγ
b )v

∥∥
Y ≤ L(‖b‖

B2,λ
c (R)

, ‖γ‖
B2,λ

c (R)
) ‖v‖

B2,λ
c (Q)

56�6�/L7

4���� L(., .) 	� � ���
	�
�
� �
��
	�� ���	�2	�8 L(0, 0) = 0.
"�� �����
�� A ��	�8 �� 	�������	��� 4� ���4 
��
 Aγ

b 	� ���� �� 	�������	�� ��� �����
���
�� �� b ��� γ�

%����� 
�� ��
 �� 
�� 	�������	��� Isom(B2,λ
c (Q),Y) 	� ����� 
���

∃r0 > 0 ; B(A, r0) ⊂ Isom(B2,λ
c (Q),Y).

"�� ����
	�� 5 6�6�/L7 8	��� 
� H∥∥(A−Aγ
b )
∥∥
L(B2,λ

c (Q),Y)
≤ L(‖b‖

B2,λ
c (R)

, ‖γ‖
B2,λ

c (R)
).

"�� ���
	�
	
2 �� 
�� �
��
	�� L ��� L(0, 0) = 0 	���2 
��
 ��� ����� (b, γ)� Aγ
b ∈ B(A, r0)

-���� Aγ
b 	� �� 	�������	�� ���� B2,λ

c (Q) 
� Y.

"�
� 
�� ������� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Δ

∼
ψ + Pγ

b

∼
ψ = 0 	� Q

∼
ψ(

∼
x, 0) = −b(∼x) �

∼
x ∈ R

∼
ψ(

∼
x, 1) = −γ(∼x) ,

∼
x ∈ R

6L



���� �������� �� ��� �
�� ��
���� �
�����

��� � 
�	�
� ���

	�� 	� B2,λ
c (Q). "�	� 8	��� 
�� ����� �� �7 �� 
�� 
������ /�

$�4 4� ����� ����� �7� 	�� 
�� ����	��
	�� H

S : B(0, r0) ⊂ B2,λ
c (R) ×B2,λ

c (R) → B2,λ
c (Q)

(b, γ) �→
∼
ψ

	� ���
	�
�
��2 �	F����
	�����
>� ��=�� S1 ��� S2 �� �����4� H

S1 : B(0, r0) → L(B2,λ
c (Q),Y)

(b, γ) �−→ Aγ
b

���

S2 : Isom(B2,λ
c (Q),Y) → Isom(Y, B2,λ

c (Q))

L �−→ L−1

��� 4� �

 H

F(b, γ) = (0,−b(∼x),−γ(∼x) = Aγ
b

∼
ψ ∈ Y

>� ���� H
S2 ◦ S1(b, γ) = (Aγ

b )
−1 with (b, γ) ∈ B(0, r0)

���

S(b, γ) = (S2 ◦ S1(b, γ))F(b, γ) = (Aγ
b )

−1(Aγ
b

∼
ψ) =

∼
ψ.

"�� �	F����
	��	�	
2 ��
∼
ψ 	� 8	��� �2 
�� �	F����
	��	�	
2 �� S1, S2 ��� F(b, γ).

%
 	� ��	���
 
��
 F(b, γ) 	� ���
	�
�
��2 �	F����
	���� 4	
� ������
 
� b ��� γ.
S2 	� � C∞ �����
��� >� ���� 
�� ���
	�
�
� �	F����
	��	�	
2 �� S1 
� ����� �7�
>� ���� H

S1 : (b, γ) → Aγ
b = Δ + a1

∂2

∂
∼
x∂

∼
y

+ a2
∂2

∂
∼2
y

+ a3
∂

∂
∼
y
.

%
 	� �
M�	��
 
� ����� 
��
 ai 1 ≤ i ≤ 3 4�	�� ��� ��
	���� �
��
	��� 	� b, γ, b′, γ′, b′′, γ′′, ���
���
	�
�
��2 �	F����
	���� 4	
� ������
 
� b ��� γ. 3�� 
�	� 4� 
�� 
�� ���
 ����� 4�	��
	� ��	���
 
� ����� ����

"���
 �� � %�� p 
� � �������� ���	���� �� ) �����
��� ���	� �� 
����
 �� ����� �� � �����*


������
 �� ��� ������ �� R
k ) � �������� �������� ��	� ���� p(0) = 0. ���� ��� �������

P : Π
1≤i≤k

Bni,λ
c (R)−→Bn0,λ

c (R)

(g1, ......, gk) �−→ P (g1, ......, gk) ����� ni ∈ N, 1 ≤ i ≤ k, n0 = min{ni, 1 ≤ i ≤ k}

�� 	����������� 
�$�������
�� �� � �����
�����
 �� ��� ������ �� Π
1≤i≤k

Bni,λ
c (R).
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���� �������� �� ��� �
�� ��
���� �
�����

"�� ���M�	��
� a1, a2 ��� a3 ���	�2 
�� �2��
���	� �� ����� /� 
��� 
��2 ��� ���
	�
�
��2
�	F����
	���� 4	
� ������
 
� b ��� γ. "�	� 8	��� ���
	�
�
� �	F����
	��	�	
2 �� S1 4	
�
������
 
� b ��� γ. "��� 
������ / 	� �������
%� 
�� ��4 ���	�����

∼
x,

∼
y� 
�� �����
�� T (b, γ) 
�J�� 
�� ���� H

T (b, γ) = −F
2

2

⎧⎨⎩
⎡⎣∂∼

ψ

∂
∼
x

(
∼
x, 1) − γ′

(1 + γ − b)2
∂
∼
ψ

∂
∼
y

(
∼
x, 1)

⎤⎦2

+
1

(1 + γ − b)2
(
∂
∼
ψ

∂
∼
y

(
∼
x, 1))2 +

2
1 + γ − b

∂
∼
ψ

∂
∼
y

(
∼
x, 1)

⎫⎬⎭
= −F

2

2

⎧⎨⎩
⎡⎣∂∼

ψ

∂
∼
x

(
∼
x, 1) + λ1(b, γ)

∂
∼
ψ

∂
∼
y

(
∼
x, 1)

⎤⎦2

+ λ2
2(b, γ)(

∂
∼
ψ

∂
∼
y

(
∼
x, 1))2 + 2λ2(b, γ)

∂
∼
ψ

∂
∼
y

(
∼
x, 1)

⎫⎬⎭
4	
�

λ1(b, γ) = − γ′

(1 + γ − b)2
; λ2(b, γ) =

1
1 + γ − b

.

������� #� +�
�� ��� ���������� �� ��� �������"� ��� �������� T �� 	����������� '��	���


�$�������
�� �� B.
����� 


>� ���� ���4� 
��

∼
ψ 	� ���
	�
�
��2 �	F����
	���� 4	
� ������
 
� b ��� γ� (��������

	
 	� ��	���
 
��
 λ1(b, γ) ��� λ2(b, γ) ��� ���
	�
�
��2 �	F����
	���� 4	
� ������
 
� b ���
γ� >� ���
�� 
��
 T (b, γ) 	� ���
	�
�
��2 3�����
 �	F����
	���� 4	
� ������
 
� b ��� γ�
"��� T1 	� ���
	�
�
��2 �	F����
	���� �� B.
>� ���� ���J 
� 
�� �2�
��⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Δ
∼
ψ + Pγ

b

∼
ψ = 0 	� Q

∼
ψ(

∼
x, 0) = −b(∼x) �

∼
x ∈ R

∼
ψ(

∼
x, 1) = −γ(∼x) �

∼
x ∈ R

>� ����
∼
ψ|b=γ=0 = 0 	� Q ��� P0

0

∼
ψ = 0.

B�
 h ∈ B2,λ
c (R) � >� �

 b = 0 	� 
�� ������� ������ 4� ���	�� 4	
� ������
 
� γ 	� 
��

�	���
	�� h ��� 4� ����
�
� 
�� ���	��
	�� �
 γ = 0. >� �



w =
∂
∼
ψ

∂γ
|b=γ=0

>� ��
�	� ⎧⎪⎨⎪⎩
Δw + P0

0w + ∂
∂γ (Pγ

0 )|γ=0

∼
ψ|b=γ=0 · h = 0 	� Q

w(
∼
x, 0) = 0

∼
x ∈ R

w(
∼
x, 1) = −h(∼x)

∼
x ∈ R

��� 	
 �����4� 
�� 
������ H

������� !� � %�� 
� h ∈ B2,λ
c (R) ��
 w = w(h) = ∂

∼
ψ
∂γ (., 1)|b=γ=0 .h. ���� w(h) �� ���

������ �������� �� ��� ���
��� �

6G



���� �������� �� ��� �
�� ��
���� �
�����

⎧⎪⎨⎪⎩
Δw = 0 �� Q

w(
∼
x, 0) = 0,

∼
x ∈ R

w(
∼
x, 1) = −h(∼x),

∼
x ∈ R

��
 �� ���� �

‖w(h)‖
B2,λ

c (Q)
≤ k ‖h‖

B2,λ
c (R)

, k > 1 56�6�/97

����� 


3�� 
�� ��	�
���� ��� 
�	�	
2� 4� 
�� 
�� ������	
	��6�� � $�4 
� ����� 
�� 	���
��	
256�6�/97�
4� ���� 
�� ���
 ����� ������ 	� 
�� ����� H

"���
 #� � %�� h �� ��� ���	� B2,λ
c (R). ���� ��� ���	����

(
∼
x,

∼
y) �−→ h(

∼
x)

∼
y �� �� ��� ���	� B2,λ

c (Q) ��
 ������ �∥∥∥h(∼x)
∼
y
∥∥∥ ≤ k ‖h‖

B2,λ
c (R)

, ����� k > 1.

$�4 4� ��� ���� 
� ��
���	�� 
�� ����
	�� 56�6�/97�>� ��� 4�	
� H

w(
∼
x,

∼
y) = u(

∼
x,

∼
y) − h(

∼
x)

∼
y

4���� u 	� 
�� ���

	�� �� 
�� ������� H⎧⎪⎨⎪⎩
Δu = h′′(∼x)

∼
y 	� Q

u(
∼
x, 0) = 0,

∼
x ∈ R

u(
∼
x, 1) = 0,

∼
x ∈ R

>� ���� H
‖u‖

B2,λ
c (Q)

≤ k1 ‖Δu‖B0,λ
c (Q)

, k1 > 1 (evident)

≤ k1

∥∥∥h′′(∼x)
∼
y
∥∥∥
B0,λ

c (Q)

≤ k1k2 ‖h‖B2,λ
c (R)

, k2 > 1 (lemma3)

≤ k3 ‖h‖B2,λ
c (R)

where k3 = k1k2

'�	�8 ����� C 4� ��
�	� H

‖w(h)‖
B2,λ

c (Q)
≤ k3 ‖h‖ B2,λ

c (R)
+ k4 ‖h‖ B2,λ

c (R)
(k4 is given by lemma 3)

≤ k ‖h‖
B2,λ

c (R)
k = k3 + k4 > 1.

$�4 4� ��� ����
�
� ∂T1
∂γ (0, 0). >� ���� H

∂T1

∂γ
(0, 0).h = [Id− ∂T

∂γ
(0, 0)] · h , h ∈ B2,λ

c (R) 56�6�/G7

4���� Id 	� 
�� 	���
	
2 ����	�8 �� B2,λ
c (R). 4� ����
��
� ∂T

∂γ (0, 0) · h H

T (0, γ) = −F
2

2

⎧⎨⎩
⎡⎣∂∼

ψ

∂
∼
x

(., 1) − γ′

(1 + γ)2
∂
∼
ψ

∂
∼
y

(., 1)

⎤⎦2

+
1

(1 + γ)2
(
∂
∼
ψ

∂
∼
y

(., 1))2 +
2

1 + γ

∂
∼
ψ

∂
∼
y

(., 1)

⎫⎬⎭
|b=0

6K



���� �������� �� ��� �
�� ��
���� �
�����

>� ���	�� 4	
� ������
 
� γ 	� 
�� �	���
	�� h �
 γ = 0 H

∂T

∂γ
(0, 0)·h = −F

2

2

⎧⎪⎨⎪⎩2

⎡⎣∂∼
ψ

∂
∼
x

(., 1) − γ′

(1 + γ)2
∂
∼
ψ

∂
∼
y

(., 1)

⎤⎦
|b=γ=0

× ∂

∂γ

⎡⎣∂∼
ψ

∂
∼
x

(.1) − γ′

(1 + γ)2
∂
∼
ψ

∂
∼
y

(., 1)

⎤⎦ · h+

∂

∂γ
(
∂
∼
ψ

∂
∼
y

)2(., 1)|b=γ=0 · h− 2

⎡⎣∂∼
ψ

∂
∼
y |b=γ=0

(., 1)

⎤⎦2

· h− 2

⎡⎣∂∼
ψ

∂
∼
y |b=γ=0

(., 1)

⎤⎦ · h+ 2
∂

∂γ
(
∂
∼
ψ

∂
∼
y

(., 1)|b=γ=0 ) · h
⎫⎬⎭

4�	�� 8	��� H

∂T

∂γ
(0, 0).h = −F 2

⎧⎨⎩ ∂

∂γ
(
∂
∼
ψ

∂
∼
y

(., 1)|b=γ=0 ).h

⎫⎬⎭
= −F 2

⎧⎨⎩ ∂

∂
∼
y

(
∂
∼
ψ

∂γ
(., 1)|b=γ=0 ).h

⎫⎬⎭
= −F 2 ∂

∂
∼
y

(w(h)).

>� ������� ∂T
∂γ (0, 0).h �2 	
� �������	�� 	� 56�6�/G7 ��� 4� =�� H

∂T1

∂γ
(0, 0).h = [Id+ F 2∂w

∂
∼
y

].h.

����� �	�������
�
� �� ∂T1

∂γ
(0, 0) :

"� ����� 
�� 	�����	�	�	
2 �� ∂T1
∂γ (0, 0) = Id+ F 2 ∂w

∂
∼
y
, 	
 �
M��� 
� ���4 
��
 H∥∥∥∥∥F 2∂w

∂
∼
y

∥∥∥∥∥
L(B2,λ

c (R),B1,λ
c (R))

< 1

>� ���� H∥∥∥∥∥F 2∂w

∂
∼
y

∥∥∥∥∥
L(B2,λ

c (R),B1,λ
c (R))

= F 2sup
h 	=0

∥∥∥∂w
∂
∼
y

∥∥∥
B1,λ

c (R)

‖h‖
B2,λ

c (R)

≤ F 2 sup
h 	=0

‖w(h)‖
B2,λ

c (R)

‖h‖
B

2,λ
c (R)

≤ F 2 sup
h 	=0

k ‖h‖
B2,λ

c (R)

‖h‖
B

2,λ
c (R)

≤ F 2 k. (see theorem 4)

%
 �
M��� 
��
 F 2k < 1 ��� 
�� 	�����	�	�	
2 �� ∂T1
∂γ (0, 0)."��� 
�� 	�����	�	�	
2 ��

∂T1
∂γ (0, 0) 	� ��
�	��� ��� F ∈

]
0, 1√

k

[
.

"���� ���
�
� ���	��� 
�� ����� �� 
�� 
������ ��

I0



���� ����������

�
� �������	��

%� 
�	� 4��J� 4� ���� ��
���	���� � ����� ���
�
 �� ��	�
���� ��� 
�	�
����� �� 
�� ���

	��
4��� 
�� 3��
�� �
���� 
�J�� ���
�� 	� ]0,K[ ⊂ ]0, 1[� (��� ����	���2 ��� � 8	��� �����
���
���� b 	� B2,λ

c (R)� 
���� ��	�
� � 
�	�
� �
��
	�� γ 	� B2,λ
c (R) �����	�	�8 
�� ���

���
	��

�� 
�� ���� �
������ "�� ���
�
 ��
���	���� ���� ���� ��
 ����
�� 
�� ��	�
���� �� ���

	���
	� �
��� ������� %� �/9� 	
 	� ��	� 
��
 
���� 	� �� 
�	�
����� �� 
�� ���

	�� 4��� F < 1�
-�4����� 	� �
� ������ 4� ���� ������ 4	
��

 �	����	D�
	�� 
�� ������� �� ��	�
���� ���

�	�
������ 
�	�8 
�� 	���	�	
 �
��
	�� 
������ 	� �
������� �� -����� �������

$%%&' 
 ����� �� ���  �� ������� 6��

"�� ����� �� 
�	� ������	
	�� 	� 8	��� �� �����4� H
3	��
� ����	��� 
�� ����8����
� ������� H

5�7

{
Δv = f1 	� Q

v(., 1) = v(., 0) = 0 	� R

3	��
 �� ��� � 
���� ��	�
� � 4��J ���

	�� v ∈ H̃2(Q) :=
{
v ∈ H2(Q) ; v(., 1) = v(., 0) = 0

}
.

?���
�� Δ 	� �����	��� ���� ��<�	�
 �����
�� ���� H̃2(Q) 	�
� L2(Q) ��� f1���	�
��2
�����8� 
� L2(Q)� 
��� 4� ��
�	� 
��
 v 	� � �����	��� ���

	�� 	� C2,λ(Q)

"� ����� 
��
 v ∈ B2,λ
c (Q)� 4� �
�
 ���4 
��
 H

sup
k+l≤2

sup
Q
ec|x|

∣∣∣Dk
xD

l
yv

∣∣∣ <∞.

3�� 
�	� 4� 
�� 
�� ���
�
 ��
���	���� 	� ��I� 4���� 4� ������� 
�� �����
�� L �2 −Δ 5Δ
	� 
�� ������� �����
��7� >� �����
�� 
��
 
���� ��	�
�

∼
c > 0 �
�� 
��
 ��� ���� c ∈

]
0,

∼
c
[
�


�� ������� 5�7 ��� � 
�	�
� ���

	�� 	� B2,λ
c (Q) 4��� f1 	� 8	��� 	� B

0,λ
c (Q)�

>� ��

�� 
� 
�� �������8����
� ������� H⎧⎨⎩
Δv = b1 	� Q

v(x, 1) = b2(x)� x ∈ R

v(x, 0) = b3(x)� x ∈ R

>� �

 v(x, y) = v1(x, y) + h1(x, y) 4���� v1 ���	�2 H⎧⎨⎩
Δv1 = Δv − Δh1 	� Q

v1(x, 1) = b2(x)� x ∈ R

v1(x, 0) = 0� x ∈ R

>� ��
���	��
� h1 : {
v(x, 1) = b2(x) = b2(x) + h1(x, 1)
v(x, 0) = b3(x) = 0 + h1(x, 0)

	
 �
M��� 
��
 H

I�



���� ����������

h1(x, y) = (1 − y)b3(x).

"��� 4� ���� H

v(x, y) = v1(x, y) + (1 − y)b3(x)

4���� v1 ���	�2 H ⎧⎨⎩
Δv1 = b1 − Δ((1 − y)b3(x)) 	� Q

v1(x, 1) = b2(x), x ∈ R

v1(x, 0) = 0, x ∈ R

>� �

 H

v1(x, y) = v2(x, y) + h2(x, y)

4���� v2 ���	�2 H ⎧⎨⎩
Δv2 = Δv1 − Δh2 	� Q

v2(x, 1) = 0, x ∈ R

v2(x, 0) = 0, x ∈ R

>� ��
���	��
� h2(x, y) : {
v1(x, 1) = b2(x) = 0 + h2(x, 1)
v1(x, 0) = 0 = 0 + h2(x, 0)

"��� H {
h2(x, 1) = b2(x)
h2(x, 0) = 0

.

%
 �
M��� 
��
 H

h2(x, y) = b2(x)y.

"��� 4� ���� H

v1(x, y) = v2(x, y) + yb2(x)

��� H

v(x, y) = v2(x, y) + yb2(x) + (1 − y)b3(x)

4���� v2 ���	�2 H⎧⎨⎩
Δv2 = b1−Δ((1 − y)b3(x)) − Δ(yb2(x)) = F2(x, y) 	� Q

v2(x, 1) = 0, x ∈ R

v2(x, 0) = 0, x ∈ R

I/



���� ����������

%
 	� ��	���
 
��
 F2 ∈ B0,λ
c (Q) ����
�� b1 ∈ B0,λ

c (Q) ��� (b2, b3) ∈ B2,λ
c (R)×B2,λ

c (R)."���
v2 ∈ B2,λ

c (Q).>� ���
�� 
��
 v ∈ B2,λ
c (Q).

����� �� ����
 # 


>� �


u(x, y) = h(x)y

"�� �
��
	��� (x, y) �−→ h(x) ��� (x, y) �−→ y ��� 	� C2,λ(Q)� 
��� (x, y) �−→ h(x)y 	� 	�
C2,λ(Q). >� ���� ���� H

sup
(x,y)∈Q

sup
k+l≤2

ec|x|
∣∣∣Dk

xD
l
yu(x, y)

∣∣∣ <∞.

"���
u(x, y) = h(x)y ∈ B2,λ

c (Q).

$�4 4� ���4 
��
 H
‖h(x)y‖

B2,λ
c (Q)

≤ k ‖h‖
B2,λ

c (R)
.

>� ����
‖h(x)y‖

B2,λ
c (Q)

=
∑
k+l≤2

sup
(x,y)∈Q

ec|x|
∣∣∣Dk

xD
l
y(h(x)y)

∣∣∣+

sup
k+l=2

sup
(x,y)	=(x′,y′)

∣∣(Dk
xD

l
y(h(x)y)(x, y) − (Dk

xD
l
y(h(x)y)(x′, y′)

∣∣
[(x− x′)2 + (y − y′)2]λ/2

=

sup
(x,y)∈Q

ec|x| |h(x)y| + sup
(x,y)∈Q

ec|x|
∣∣h′(x)y∣∣ + sup

(x,y)∈Q
ec|x|

∣∣h′′(x)y∣∣ + sup
(x,y)∈Q

ec|x| |h(x)|+

max

{
sup

(x,y)	=(x′,y′)

|h′′(x)y − h′′(x′)y′|
[(x− x′)2 + (y − y′)2]λ/2

, sup
(x,y)	=(x′,y′)

|h′(x) − h′(x′)|
[(x− x′)2 + (y − y′)2]λ/2

}
‖h(x)y‖

B2,λ
c (Q)

≤ 2 ‖h‖
B2,λ

c (R)
+ ‖h‖

B1,λ
c (R)

+ sup
(x,y)	=(x′,y′)

|h′′(x)y − h′′(x′)y′|
[(x− x′)2 + (y − y′)2]λ/2

.

>� ���� H

sup
(x,y)	=(x′,y′)

|h′′(x)y − h′′(x′)y′|
[(x− x′)2 + (y − y′)2]λ/2

≤ sup
(x,y)	=(x′,y′)

|h′′(x)y − h′′(x′)y + h′′(x′)y − h′′(x′)y′|
[(x− x′)2 + (y − y′)2]λ/2

≤ sup
x 	=x′

|h′′(x) − h′′(x′)|
|x− x′| λ + sup

(x,y)	=(x′,y′)

|h′′(x′)| |y − y′|
|y − y′| λ

≤ ‖h‖
B2,λ

c (R)
+

∣∣y − y′
∣∣1−λ ‖h‖

B2,λ
c (R)

≤ 2 ‖h‖
B2,λ

c (R)

IC



���� ����������

"��� 4� ��
�	� H
‖h(x)y‖

B2,λ
c (Q)

≤ (4 + c) ‖h‖
B2,λ

c (R)

��� H
‖h(x)y‖

B2,λ
c (Q)

≤ k ‖h‖
B2,λ

c (R)

4���� k > 1.
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	�� �� 
�� ���	��� 
4�+�	����	���� ��4 ��
�� 	���������	��� �
	� 	��	�8	�8 ���	�
��2 �� � ���
�� ��
 ���
�� "�� ��4 
���� ����	����+

	�� 	� � 8������	D�
	�� �� 
�� �����	��� -	����D ��4 �/K� 4�	�� ���
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����2 ��2���
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��8���� �
�8��
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	8�
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���	�� 	� �	8� ����� �	8�
 ��� �� ���	���� �2 ����	���	�8 
�� ����� �� �
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	�� ��	�
 ��4�
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����	�
 �� � ���	��	� ����2 �� ��
�
�� ��
�
	�8 ���
	��� 4	
� 
�� ���� ��	8��� 4	
� �
����4	��
�	���
	����
>��� ���
 
������� 	� ������
 ��� 	� 
�� ������ ������
	�� ����� E

��� �I�� ��
�� 
��


�� 
���	��� ��
����2 ��2�� 	� �
��
��
	���2 ����	
	�� 
� ���
	�	
2 	��

 �� 
�� ���� ��4�
>��� �
�2���2 ������
	�� 	� 
�J�� 	�
� ����
�
� 
�� ��	��
�
	�� �� 
�� ���
�� 4�	� 4	
�
������
 
� 
�� 8���	
2 =��� 	� �� �
������
�� 	����
����� %� 
�� ���	D��
�� ����  ��� �
 ���
��L� ��
�� 
��
 � ��	
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��8��
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 ����
	����2 ���	=�� 
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���D ��4 	� 
�� ��	8�������� �� 
�� �
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�
 	� 
�� ���������� �� �
��8	�� 4���� 
�� ��4 ���
	��� � �
�
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�� �	�	��� 
� 
��
 �������� 	� ������
�� ��4�� "��
�
�8��
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 	� �	������� ���� 	
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	�� 	� 
�� -	����D ��4 ��� 
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 	�
������
	���� 
� 
�� A������ �
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�� !����
� �
���� 	� ��	���� $���

�� �
�8��
	�� ��	�
� 
�� ��4 	� ��	���	�2 ���
������ �2 �
�2���2�
>��� 
�� ��	� �
���� 	��	�8�� �� 
�� 4��� �
 ���� ��8�� �� 	��	������ �� �����8�
� ����+
�	�
� 	� ��
�	��� 4	
��

 ���
	�8 
�� ���
�� %� 
�	� ������� �	��
���� �2 E

�� �I0�� "�����
�I/� ��� ���� �����
�2 �2 �������� ��K�� 
�� �
���� �
��
	�� ���	
� �8�	� 	�
� � -	����D ���
� 
��8��
	�� ��������
�� "�� ��	���2 ������
���� �� 
�� ���� �
���� ���	�
����� 	� 
��
��	�
 �� 
�� �
�8��
	�� ��	�
 
�4��� 
�� 	����	�8 ��4 ; 
�	� ��	�
 	�������� 4��� �������	�8

�� ���� �
���� 	��	������
"�� 	�
�����2 ��
4��� ���	�
����� ��� 
������ �F��
� ��� 
��	� 	��
���� �� 
�� �	����
�
��	�	
2 ������� ��� ���� ����2D�� �2 B����	8�� ��� .��J��� �C9� �2 
�	�8 
������

��
��������
 ��4� ��� �	����	
2 ��� ����	
2� "��2 ���4��� 
���� 
�� �	��
��
������ 
��
 
��
�
�8��
	�� ��	�
 ��	�
� �4�2 ���� 
�� 	����	�8 �
���� �� 
�� ��8�� �� �

��J 	� ���������
��� 
��
 
�	� ��8�� ��� �� ��	�	��
�� �2 � ������ ����	�8 4��� ����	���	�8 
�� �
��	�	
2
������
��	�
	�� �� 
�� ���� ��4�
>��� 
�� �F��
� �� �	��� ������
	�� ��� �� 
�� ���� �
���� 	��	����� ��� ��
� 
�J�� 	�
�
����
�
� ������� �	

�
	��� ��2 ��	�� ������	�8 �� 
���� ������	��� ��
 
� �	
��� ����� ��
�����	
� ���� �
���� %� 
�� �����4	�8� 4� ����	�� �
 =��
 
�� ��<�� ������
���� �� 
�	� 	�
��+
��
	�� �� 
�� ���	� ��4� *�
�� 
�	�� 
�� �	���� �
��	�	
2 �� 
�� ���	� ��4 
� 
����+�	����	����
�	�

������� 	� ����2D���

�

  �����������

a, b ����
��
� ������
��	D	�8 
�� �

�� ��4 5s−17
F0, F1, G �	����	������ �
��
	��� �����	�	�8 
�� ��
����2 ��2�� ��4
g 8���	
2 ��������
	�� 5m.s−27
Gr A������ �
����
Ĝr ���	=�� A������ �
����
f, g, h ��������	D�� �
��
	��� ����������	�8 
� F0, F1, G
i, j 
�	
 ���
��� ����8 x ��� y ��	�
L∗

1, L
∗
2 �	F����
	�� �����
���

Ln �
� ����� B�8
���� ���2���	��
Nu $
����
 �
����
p ���	� �����
�� 5kg.m−1.s−27
p̃ �����
�� ���

���
	�� 5kg.m−1.s−27

IG



���� ����� �
�������

Pr !����
� �
����
q �	����	������ 4��� �
����
R1, R2 ������
��� 	��	��
	�� �� 
�� 	����
���� �� 
������ ��� ���	�
����� �F��
�
T 
������

�� 5K7
(u, v) �	����	������ ���	� �����	
2 ��������
� ����8 x ��� y ��	�
(ũ, ṽ) ���

���
	��� �� (u, v)
v ���	� �����	
2 =��� 5m−1.s−17
ve ��
����� �����	
2 =��� 5m−1.s−17
w̃ ����4	�� �����	
2 ��������

(x∗, y∗, z∗) �	����	���� �����	��
�� 5m7
(x, y, z) �	����	������ �����	��
��
xs �
�8��
	�� ��	�
 ����	���
ŷ ���	=�� ������ �����	��
�
ŷk J
� �������
	�� ����

,���) ���
���

α 	���	��
	�� �� 
�� y ��	� 4	
� ������
 
� 
�� ���
	���
β ���M�	��
 �� 
������ ������	�� 5K−17
γ ��8�� �� �

��J �� 
�� 	����	�8 ��4
λ ���
	��� 
�	
 ���
��
ρ ����	
2 5kg.m−37
ν J	����
	� �	����	
2 5m2.S−17
τ 4��� ����� �
����
ψ∗ �	����	���� ���	� �
���� �
��
	�� 5m2.S−17
ψ �	����	������ ���	� �
���� �
��
	��
θ ���	� ������	D�� 
������

��
θ̃ ���

���
	�� �� θ

.	����� ��

c ������
��	D�� ��	
	��� ���
��
w ������ 
� 
�� 4���
∂x, ∂y ���
	�� ���	��
	�� 4	
� ������
 
� x ��� y
∞ ������ 
� 
�� ��� �
����

�
� !��	� �����	���

>� ����	��� � ?�
��	���� �
	� 	��	�8	�8 �� � ��
 ���
� �
 ���� ��8�� �� 	��	����� ;

�� ���
� 	� ���
�� ��� �	�� 	� 
�� (x∗, z∗) ������ "�� 8����
�2 �� 
�� ������� 	� �J�
����
	� 3	8�� 4���� λ 	��	��
�� � ���
	��� 
�	
 ���
�� ��� α 	� 
�� ��8�� ��
4��� λ ��� 
�� y∗

��	� 4�	�� 	� ������ 
� 
�� ���
� ��� ��	�
	�8 
�4���� 
�� ��4� "�� ��

�� 	� �
���2 ���

4�+�	����	���� 	� 
�� (x∗, y∗) ������ "�� �
	� ������
	�� �� 	�
����
 ��� 
�� ����	
2 ρ� 
��
J	����
	� �	����	
2 ν� 
�� 
������ ������	�� ���M�	��
 β� ��� 
�� !����
� �
���� !��
%� 
���� �� �����	
2 ��� 
������

�� =����� v ��� T ������
	���2� 
�� ��
�
	��� �����	�	�8

�� ��4 ��� H

∇.v = 0 5I�C��7

(v.∇)v + ∇p/ρ = ν∇2v + gβ(T − T∞)λ 5I�C�/7

IK



���� ��� ����� ����

Pr(v.∇)T = ν∇2T 5I�C�C7

"���� ��
�
	��� ��� �
�<��
�� 
� 
�� ��
����2 ����	
	���

v(x∗, 0) = 0, T (x∗, 0) = Tw (4a)

v(x∗, y∗) = ve(x∗, y∗), T (x∗, y∗) = T∞ as y∗ ≡ ∞ (4b)

4���� p 	� 
�� �����
��� g 	� 
�� ��������
	�� �
� 
� 
�� 8���	
2� T∞ ��� Tw ��� 
��
����
��
 4��� 
������

�� ��� 
�� ���� �
���� 
������

�� ������
	���2� 3	����2� ve(x∗, y∗) =
a(x∗i − y∗j) + by∗i 	� 
�� ��
����� �����	
2 =��� ; i ��� j ��� 
�	
 ���
��� ����8 x∗ ��� y∗

����� ������
	���2� "�� ��
����� ��4 	� � ����	��
	�� �� � �	���� ����� ��4 5����� �
���� �7
�������� 
� 
�� �
����4	�� �	���
	�� ��� � ��
��
	�� �
�8��
	�� ��	�
 ��4 ������
��	D�� �2

�� ����
��
 �� %� � ����	�
	����2 ����
��
�� �������� 
�� ����� �
���� ��������
 ��� 
��
����� ���
 �� 
�� �
����4	�� ��������
 ��

�� ��
����� �����	
2 =��� �
��
 �

 4	
� � �	���� ���	�
	�� 4	
� ������
 
� y∗� 
��������	�8
���
	�
�
��2 
� ����
��
 ���
�� �� y∗ → ∞� %� -	����D 	����	D�
	�� 4�	�� ����������� 
� �
���	��	�8�2 ����� �
���

��� 
�� �����	
2 ��������
� ����	� ������
	���� 
� y∗ ��� 
����

� 	�=�	
2 �� y∗ → ∞�-�4����� 
�	� 	����	D�
	�� ��� �� 	��
���� �� 
�� ��	� ������
��	�
	��
�� 
�� ��4 �� ���4� �2 >	���� ��� A���4��� �IG��

x

y

0

T   >  T

α

λ

γ

w

v   , T∝∝

∝

3	8� �� EJ�
�� �� ���+��
��8���� �
�8��
	�� ��	�
 ��4�

�
� ��� ���	� "�#

"�� ���
	�
	
2 ��
�
	�� 	� ��
	�=�� �2 �����	�	�8 
�� ��4 	� 
���� �� 
�� �
���� �
��
	��
ψ∗ 4�	�� 	� ����
�� 
� 
�� �����	
2 �2 v = curl(ψ∗i ∧ j) ��� 
�� �����
�� ��� �� ��	�	��
��
�2 
�J	�8 
�� �
�� �� 5I�C�/7� %� 
�� ���	����� (x∗, y∗)� ψ∗ ��� T ��� ���� �	����	������ 
�	�8

�� ������ ν1/2(a2 + b2)−1/4� ν ��� Tw − T∞ ������
	���2� 
�� ���	� ��
�
	��� 5I�C�/7� 5I�C�C7
��� 
�� ����������	�8 ��
����2 ����	
	��� 56�7� 56�7 
�����2 
�J� 
�� �	����	������ ���� H

∇2(∇2ψ) + ψx(∇2ψ)y − ψy(∇2ψ)x +Gr(θy sinα− θx cosα) = 0 5I�6�67

∇2θ + Pr(ψxθy − ψyθx) = 0 5I�6�I7

ψ(x, 0) = ψy(x, 0) = θ(x, 0) − 1 = 0 (7a)

θ(x, y) = 0 as y → ∞ 5I�6�L7

L0



���� ��� ����� ����

ψ(x, y) = xy sin γ +
1
2
y2 cos γ as y ≡ ∞ 5I�6�97

4���� Gr = gβ(Tw − T∞)(ν1/2(a2 + b2)−1/4)3/ν2 	��	��
�� 
�� A������ �
�����
θ = (T −T∞)/(Tw −T∞) 	� 
�� ������ 
������

�� ��� γ = tan−1(2(a/b)) 	�� 	� �����	����
4	
� 
�� �
������ ��=�	
	��� 
�� ��8�� �
 4�	�� ψ ���	���� �� y → ∞� ?2 ��

	�8 γ = π/2
4�	�� ����������� 
� b = 0� 
�� 3	8� �� 8	��� � �J�
�� �� -	����D ��4� * 
�	�	�� ���

	�� 
�
#��� 5I�6�67+59�7 ����	�8 �� ���	� ��4� 	� ���	�2 ��
�� 	� 
�� �����4	�8 ���� 4�	�� 	� 	���	���
�2 
�� ��
����2 ����	
	��� H

ψ(x, y) = xF1(y) + F0(y) (8a)

θ(x, y) = G(y) (8b)

"�� ���� �� �� x ��������
 ���	� 
������

�� 	� ����	����� �2 B2��� �CK� 4�� 	������ �
�	�����2 ���	���� 4��� 
������

���
E
��
	


	�8 
���� �������	��� 	� #��� 5I�6�67� 5I�6�I7 8	��� 
�� �����4	�8 �	F����
	�� ��
�
	���
��� F1� G ��� F0 H

F IV1 + F1F
′′′
1 − F

′
1F

′′
1 = 0 (9a)

G
′′

+ PrF1G
′
= 0 5I�6�G7

F IV0 + F1F
′′′
0 − F

′′
1 F

′
0 +Gr sinα G

′
= 0 (11a)

#��� 5K�7 ��� 5���7 ��� ����	�2 	�
�8��
�� 
� 8	�� H

F
′′′
1 + F1F

′′
1 − F

′2
1 +K1 = 0 (9b)

F
′′′
0 + F1F

′′
0 − F

′
1F

′
0 +Gr sinα G+K2 = 0 (11b)

4���� K1 ��� K2 ��� ����
��
� �� 	�
�8��
	�� 
� �� ��
���	��� �2 
�� ������	��� ��
����2
����	
	��� 4�	�� ������ H

F1(0) = F0(0) = F
′
1(0) = F

′
0(0) = 0, G(0) = 1

F
′
1(∞) = sin γ, F

′′
0 (∞) = cos γ, G(∞) = 0

"�� ����
��
 K1 	� 	����	�
��2 ��
�� 
� �� sin2 γ �2 
�J	�8 
�� �	�	
 y → ∞ 	� #�� 5K�7
��� �2 
�	�8 
�� ����	
	�� F

′
1(∞) = sin γ�

��
 y sin γ−c0(sin γ)1/2� c0 � ���� ����
��
� �� 
�� ��2��
�
	� �����	�
� �� F1 ��� ���8� y� 
���
�2 
�J	�8 
�� �	�	
 y → ∞ 	� #�� 5���7 ��� �2 
�	�8 F

′′
0 (∞) = cos γ ��� F

′
0(∞) = y cos γ

4� ��
�� K2 = c0(sin γ)1/2 cos γ� ?2 ��

	�8 ŷ = y(sin γ)1/2, F1(y) = (sin γ)1/2f(ŷ), F0(y) =
g(ŷ)/ sin γ ��� G(y) = h(ŷ)� #��� 5I�6�G7� 5K�7� 5���7 ��� 
�� ����������	�8 ��
����2
����	
	��� 
�J� 
�� ������	D�� ���� H

f
′′′

+ ff
′′ − f

′2 + 1 = 0 5I�6�K7

f(0) = f
′
(0) = 0, f

′
(∞) = 1

h
′′

+ Prfh
′
= 0 5I�6��07

h(0) = 1, h(∞) = 0

g
′′′

+ fg
′′ − f

′
g
′
+Gr sinα(sin γ)−1/2 h+ c0 cos γ = 0 5I�6���7

L�



����  �!������� ����	���
 �� ��� ����� ����

g(0) = g
′
(0) = 0, g

′′
(∞) = cos γ

$�
� 
��
 
�� �������� ���	����� ���
�
 
� 
�J� γ = π/2 ��� ����4 
� ���
 #�� 5K�7 	�
� ���� 4�	�� 	� �� ���8�� ��������
 �� 
�� ��8�� γ ��� ��� 4�	�� �����	��� 
�� �����	���
��
��8���� -	����D ��4� #���	��
	�� �� #��� 5I�6�K7� 5I�6��07� ��� 5I�6���7 ������� 
��
 
��

������

�� =��� ��� 
�� 
��8��
	�� ��������
 �� 
�� ��4 ��� �
��2 ������ 
� 
�� ������
��������
 �� 
�� ��4� -��
 	� 
�������� 
���������� �2 ������ ������
	�� 4�	�� 	������� 
��
���2 ������ ��������
 �� 
�� ��4 =����
"�� �	����	
2 �� #�� 5I�6���7 ����4� 
� 
� ���J ��� 
�� ���

	�� 	� 
�� ����

g(ŷ) = Gr sinα(sin γ)−1/2g1(ŷ) + cos γ g2(ŷ) 5I�6��/7

4���� g1 ��� g2 �
�
 �� ���

	�� �� 
�� �����4	�8 �������� H

g
′′′
1 + fg

′′
1 − f

′
g
′
1 + h = 0 5I�6��C7

g1(0) = g
′
1(0) = g

′
1(∞) = 0

g
′′′
2 + fg

′′
2 − f

′
g
′
2 + c0 = 0 5I�6��67

g2(0) = g
′
2(0) = 0, g

′′
2 (∞) = 1

-����� 
�� �
���� �
��
	�� =����2 ����� H

ψ(x, y) = (sin γ)1/2[xf(ŷ) +R1g1(ŷ) +R2g2(ŷ)] (18a)

4���� R1 = Gr sinα(sin γ)−2 ��� R2 = cos γ(sin γ)−3/2� %� ���	
	�� 
� 
�� -	����D ���+
�����
� 
�� ��4 =��� ���
�	�� � �������� ��������
 4�	�� 	� �������� �� 
4� ���
� 	��
���
�2 �
�2���2 ��� ���	�
������
*�
�� ��
���	�	�8 
�� ��	���2 �����	
2 ��4 ���� 
�� �
���� �
��
	�� 5�G�7� 
�� �����
��
=��� ��2 �� ����
��
�� �2 	�
�8��
	�8 
�� �����

� ��
�
	�� 5I�C�/7 ; ��� ��
�	�� H

p(x, y) = −x
2

2
(sin γ)2 +Gr cosα

∫ y

0
G(t) dt − sin γ(f

′ − 1
2
f2) + Const (18b)

%
 	� 
� �� ��
�� 
��
 
�� ��+������ 
��8��
	�� ��������
 �� 
�� ��4 �����	
2 ��� ��
 ��2
���� �� 
�� �����
�� =����

�
� $�%�����	� �����	��� �� ��� ���	� "�#

"�� �	�	�	�8 �
�����	�� ψ = 0 ��� 
�� �
��� u = 0 	�
�����
 
�� 4��� �
 
�� �
�8��
	��
��	�
 4���� 
�� 4��� ����� �
���� ���	����� "�� ��

�� 	� 8	��� �2 H

τw =
∂u

∂y
(x, 0) = sin γ(xf

′′
(0) +R1g

′′
1 (0) +R2g

′′
2 (0)) (19a)

-����� 
�� �
�8��
	�� ��	�
 ����
	�� 4�	
�� H

xs = −(R1g
′′
1 (0) +R2g

′′
2 (0))/f

′′
(0) (19b)
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����  �!������� ����	���
 �� ��� ����� ����

"�	� 	� 
�� ���
 �������
 ���
�
 �� 
�� ���<
8�
� �F��
� �� �
�2���2 ���� ������
	�� ���
���	�
����� �� 
�� ��� �
���� �� 
�� ��
����2 ��2�� ��4� *
 
�� �
�8��
	�� ��	�
� 
�� ������
�� 
�� ����� ���
	���� ���
	�
��� �	��� ��� H

(
dx

dŷ
)ψ=0, ŷ=0 =

(R1 + c0R2)f
′′
(0) −R2g

′′
2 (0) −R1g

′′
1 (0)

3f ′′2(0)

(
dx

dŷ
)u=0, ŷ=0 =

3
2
(
dx

dŷ
)ψ=0, ŷ=0 5I�I��I7

"�� ���
 �������	�� ���4� 
��
 
�� ��
	� �� 
���� ������ 	� 
�	������ ����
��
 ; 	
 ���� ��

������ �
 ��� �� 
�� ������
��� A�� α ��� γ ; 
�	� �����4� ���� 
�� �	���� ���������� 	� x ��

�� �
���� �
��
	��� *��
��� �
��
	
2 �� ���
	�
��� 
����	��� 	�
����
 	� 
�� $
����
 �
����
4�	�� ������
��	D�� 
�� ��
� �� ���
 
������� ; 	
 	� 8	��� �2 H

Nu = −(
∂θ

∂y
)y=0 = −(sin γ)1/2

∂h

∂ŷ
|ŷ=0 = −(sin γ)1/2Nuh 5I�I��L7

4���� Nuh 	��	��
�� 
�� $
����
 �
���� ��� 
�� -	����D ��4�
"�� ��2��
�
	� �����	�
� �� 
�� ���

	��� 
� �	F����
	�� ��
�
	��� 5I�6�K7� 5I�6��07� 5I�6��C7
��� 5I�6��67 ��� ���� 
�� 4��� 	� �� ���	
�� 	����
����� "�	� 	� 
���
� ��� �
���	��� ����
+

�
	�� 	� �����
	�8 
�� �	D� �� 
�� ����

�� ����	�� !���	��� ��� ��	�
���� �� 
�� ���� ��4
5G�7 ��� 5G�7 ��2 �� �	��
���� �8�	� �� 
�� ���	� �� 
�� J��4���8� �� 
�	� �����	�
��
3�� ���8� ŷ 
�� �����4	�8 ��2��
�
	� �����	�
�� ��� ���	�2 ��
�� H

f(ŷ) � ŷ − c0 +O[(ŷ − c0)−4 exp(−1
2
(ŷ − c0)2)]

h(ŷ) �
Const

ŷ − c0
exp(−1

2
Pr(ŷ − c0)2) 5I�I��97

g1(ŷ) �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c1 + h(ŷ)
(Pr3−Pr2)(ŷ−c0)3 	� Pr < 1

c1 − h(ŷ)
ŷ−c0 	� Pr = 1

c1 + Const
(ŷ−c0)3 exp(−1

2(ŷ − c0)2) 	� Pr > 1

 ������	�8 
�� �����	�
� �� g2(ŷ) �
 ���8� ŷ� 	
 	� 
� �� ��
�� 
��
 #�� 5I�6��67 ��� �� ������
����
�2� �� ���
	���� �2 �������� ��K�� 	
� ���

	�� 	� �� 
�� ���� H

g2(ŷ) = c0f(ŷ) + f̃(ŷ) 5I�I��G7

	� 4�	�� 
�� �
��
	�� f̃ �
�
 ��
	��2 
�� ����������	�8 ����8����
� ��
�
	�� ��� 
�� ����	+

	�� f̃

′
(ŷ) = ŷ − c0 �� ŷ → ∞� !

 f̃ ′

(ŷ) = ŷ − c0 + ξ(ŷ) ��� f(ŷ) = ŷ − c0 + η(ŷ)� "����

LC



��"� #����
�$�% %����
����� �
�������

��� ���8� ŷ ��� ��
�� �	����	D�
	��� 4� ��
�	� H

ξ
′′

+ (ŷ − c0)ξ
′ − ξ = (ŷ − c0)η

′ − η

"�� ���

	�� ��� 
�	� ��
�
	�� 	� ��
8�
 �2 
�� ��
��� �� ���	�
	�� �� ������
��� 4�	��
����� 
� 
�� �����	�
� H

g2(ŷ) � c2 +
1
2
ŷ2 +O[(ŷ − c0)−3 log(ŷ − c0) exp(−1

2
(ŷ − c0)2] 5I�I��K7

"�� ����
��
� c0� c1 ��� c2 ��� ��
�	��� �2 �
���	��� ����

�
	�� �� f � g1 ��� g2 ; 4�
��
�� H c0 = 0.647900, c1 = 0.379630, c2 = 0.215395�

�
& '	����	(�� �	��������� �����	���

"�� ���8	��� �
��	�	
2 �� 
�� ���	� ���

	�� 5G�7�5G�7 	� ����	����� ����� "� �� 
�	�� 
��
���	����� (u, v, 0, p, θ) �� 
�� ���	� �
�
� ��� �
8���
�� �2 �	�

������ �
��
	
	�� (ũ, ṽ, w̃, p̃, θ̃)�
"�� �����4	�8 �	����	D�� �	�

������ ��
�
	��� ��� 
�
� ��
�	��� ���� #��� 5I�C��7+5I�C�C7 H

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∂x ∂y ∂z 0 0

(L∗ −∇2 + ux) uy 0 ∂x −Gr sinα
0 (L∗ −∇2 − ux) 0 ∂y −Gr cosα
0 0 (L∗ −∇2) ∂z 0
0 Pr.θy 0 0 (Pr.L∗ −∇2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ũ
ṽ
w̃
p̃

θ̃

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 0

5I�L�/07

-���8����
� ��
����2 ����	
	��� ��� ���
	��� �� y = 0 ��� �� y → ∞ �	��� 
�� ���	�
���	����� ��� 
�� �	�

���� ���� �
�
 ���2 
�� ���� ��
����2 ����	
	���� %� 
�� �2�
��
5I�L�/07� L∗ 	��	��
�� 
�� �	���� �	F����
	�� �����
�� u∂x + v∂y�
*� �����
�� �2 ���2 �

���� �CC�� ��L�� ����� ��4 	��
��	�	
2 	� 
4�+�	����	���� �
�8��
	��
��
����2 ��2��� ��
�� ���
�
� 	� 
�� �����
	�� �� ���	��	� ��� �
�
	����2 ����� �� ����
��

��	8�
 ��� 4	�
� ���� �������� 
� 
�� �
����4	�� �	���
	�� �
 
�� �
������ *�����	�8�2� 4�
	����
	8�
� 
�� �
��	�	
2 ������� �2 ���
�	�8 ��� ���

���
	��� ��� ���	��	� 	� z� 3
�
���+
����� ���

	��� ��� ��
8�
 4�	�� ���� 
�� ���� 
�����2	�8 ������
	��� 4	
� ������
 
� 
��
�
����4	�� �����	��
�� �� 
�� ���	� ��4� ��8��⎛⎜⎜⎜⎜⎝

ũ
ṽ
w̃
p̃

θ̃

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
xu1(ŷ) +R1u21(ŷ) +R2u22(ŷ)

v1(ŷ)/(sin γ)1/2

w1(ŷ)/(sin γ)1/2

p1(ŷ)
θ1(ŷ)/ sin γ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . exp(i(sin γ)1/2.q.z) 5I�L�/�7
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	�� �� 5I�L�/�7 	�
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�� �2�
�� 5I�L�/07 
��� ����� ��
�� ���� ���	�
��
	��� 
� 
��
�����4	�8 �	8�����
� ������� 8�����	�8 
�� ���8	��� �
��	�	
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��&� ����
���� �
���%�
� ��% 
������

⎛⎝ L∗
2D L∗

2(D
2 − q2) −Ĝrq2

L∗
2 − 3f

′ −f ′′
0

0 −Prh′
D2 + PrfD − q2

⎞⎠ .

⎛⎝ u1

v1
θ1

⎞⎠ = 0 5I�L�//7

4���� Ĝr = Gr cosα(sin γ)−3/2 	� � ���	=�� A������ �
����� D ����
��� �� 
�� ��	���
���	��
	�� 4	
� ������
 
� 
�� �����	��
� ŷ ��� L∗

2 	� 
�� �����
�� D
2 + fD + (f

′ − q2)I�
&��2 ��� ���� ������
��	�
	� ���
�� �� 
�� ��+������ ���	=�� A������ �
���� 4	�� 
�� �������
����4 � ��� 
�	�	�� ���

	�� ��� 8	��� q ��� Pr� $�
� 
��
 
�� �������	�
� ����	�8 
��� 	�
5I�L�/�7 ����� 
� � ���� �	8�����
� ������� 
��� ��� 
�� �
��	�	
2 �� -	����D ��4 ����
��
α ��� γ �� ���8�� ������ ����	�	
�2 	� 5I�L�//7� &��� 
�� �2�
�� 5I�L�//7 ��� ���� 	����
���

�� ���
 �� 
�J��4�� ��� �� ��
�� ���� 
�� �����4	�8 ����
	��� H

w1 = i(u1 + v
′
1)/q

p1 = i(f
′ − L∗

2)w1/q

u21 = (L∗
2 − 2f

′
)−1(g

′′
1v1 + g

′
1u1 − θ1) 5I�L�/C7

u22 = (L∗
2 − 2f

′
)−1(g

′′
2 v1 + g

′
2u1)

�
)  ����	��� ��������� ��� �������

"�� ���� ��4 ��� 
�� ����������	�8 �
��	�	
2 ������� ��� ������	��
�� �2 
�	�8 �
���
��+����
��� ��
��� ����� �� ������	�� �2 B�8
������ �
��
	���� "�� �������
	�� �����
ŷk 5k = 1, ..., N7 ��� �����
�� 
� �� 
�� D���� �� 
�� $
� ����� B�8
���� ���2���	��� �� 
��


�� 
�
���
�� ����� 	� �	�	�	D���
"�� ���
	�
��� �	��	�

	�� �� 
�� ���
� ŷk 	� ���2 �������	�
� 
� ������	��
� 
�� ��
����2
��2�� ��������� *� ������	��
	�� fN(ŷ) �� f(ŷ) 	� 4�	

�� 	� 
�� ���� H

fN(ŷ) = exp(−ŷ)
N∑
k=1

Ak
ŷLN (ŷ)

ŷk(ŷ − ŷk)DLN (ŷk)
5I�9�/67

4���� LN 	� 
�� $
� ����� B�8
���� ���2���	�� ��� Ak ��� ���M�	��
� 
� �� ��
���	����
"�� ������8���� �� 
�� �
���	��� ������ ��� ���� ����J�� �2 ���2	�8 
�� �
���� N ��
�������
	�� ������
%
 ��� ���� ��
�� 
��
 C0 
���� ��� 
�
���2 �
M�	��
 
� 	��
�� � 8��� ������8����� ��
�	��
���

 
����2 ��� �
���	��� �����	���
� ��� �
88��
	��� �������	�8 
�� 	���������
 ��
����
	��� ������������ ��� �� ��
�� 	� (���2 �
 ��� �60��
"�� ����	��� �F��
� �� ���+��
��8����	
2 �� 
�� ��	� �
���� ��� �
�2���2 ��
 
� �	
��	�
��	������ 0 < γ < π/2 �� ������ 5π/2 < γ < π7 ��� ���
���� *� 4� ��� ��� ���� �������	��
5�G�7� 
���� 
4� �F��
� 
��� 
� ���	�� �� |x| → ∞� ��� ������ 	������	�8�2 	����
��
 ��
x→ 0� %� 
�� ����
����� ����� 
�� �
�8��
	�� ��	�
 	� �
 
�� ���
 5ss < 07 �� 
�� ��	8	� x = 0�
>��� �
�2���2 	� �����	
� 
� ���	�
������ 
��� 4��
��� 
�� �
�8��
	�� ��	�
 	� �
 
�� ���

�� �
 
�� �	8�
 �� 
�� ��	8	� ������� 
��� 
�� ������� ��
4��� 
���� 
4� ������	����

%� 
�� ���
� 	� �
M�	��
�2 ���
��� 4�	�� ����������� 
� Gr sinα > 0.620403g
′′
2 (0)/g

′′
1 (0)�

�
�2���2 4	�� ����4���� 
�� �F��
 �� ���	�
����� �� 
�� ��� �
���� ��� 
�� �
�8��
	�� ��	�

	� 
��� �
 
�� ���
 �� 
�� ��	8	�� "�	� ��	
	��� ���
� 	� Gr sinα = 1.417841 ��� Pr = 0.7�

LI



��&� ����
���� �
���%�
� ��% 
������

3
�
�������� 	� Gr 	� ��������� ���� Gr1� � ������ ��	
	��� ���
� ������	�8 �� γ 4	�� ��
�������

(Gr2 sinα = − cos γ. sin1/2 γ(g
′′
2 (0)/g

′′
1 (0)), π/2 < γ < π) 5I�9�/I7


���� 4�	�� 
�� ���+��
��8����	
2 �� 
�� ���� �
���� ��������� �
�2���2� 3�� 
�	� ������
��	
	��� ���
� �� Gr� 
���� 	� � ������� ��
4��� �
�2���2 ��� ���+��
��8���� �F��
� ���

�������� 
�� �
�8��
	�� ��	�
 ����	�� �
 
�� ��	8	�� 	� Gr 	� ��������� �8�	�� 
�� ��4 	�
���	��
�� �2 
�� ���+��
��8���� �F��
� 	� 
�� �
�8��
	�� D���� "�� �
�8��
	�� ��	�
 �����

��� �
 
�� �	8�
 �� 
�� ��	8	��
%� ����� 
� 	��
�
��
� 
���� ���	�
� �	

�
	���� ���� �
�����	��� ��� ���4� 	� 3	8� / ���
Pr = 0.7� 3	8� /5�7 �	����2� 
�� ���� ����������	�8 
� γ = π/4 4��� ���+��
��8����	
2
	� ����
����� 
� �
�2���2� 3	8� /5�7 ��� 5�7 ��������
 
�����
����� ����� 4	
� ���	���

�F��
� �� �
�2���2 ��� ��� ��
��8����	
2 ������
	���2 4������ 
�� ��	
	��� ���� 	� ���4� 	�
3	8� /5�7� ��� 	��
�
��
�� ��� γ = 3π/4�
 ������	�8 
�� �
��	�	
2 �������� 
�� �
���	��� ������
�� ����4� 
� 
�������� 
�� �	F����+

	�� �2�
�� 5I�L�//7 
� �� ����8����
� ��
 �� �	���� ��8����	� ��
�
	��� ��� 
�� 
�J��4��
Ak� "�� ��
���	���
 �� 
�� �����	�
�� ��
�	� �
�
 ���	�� 	� ����� 
��
 � ���
�	�	�� ���

	��
��	�
��
"�� ���	��	�8 �� 
�	� ��
���	���
 8	��� 
�� ��	
	��� ����	
	��� ��� 
�� ���������� �� � ��+
������2 ��4� "�	� 	� 	��
�
��
�� 	� 3	�� C 4���� � ���
���� �� ���8	��� �
���� 	� 
�� (q, Ĝr)
����� 	� �	����2�� ��� ���� !����
� �
������ #��� �
��� ���4� 
�� �	�	�
� ���
� �� Ĝr
���
	��� 
� ���
��	�	D� 
�� ���� �� 4����
���� q� * ����
 �
���� ��	�
 (qc, Ĝrc) ��	�
� ���
���� !����
� �
����� "���� ��	
	��� ���
�� ��� �	�
�� 	� 
�� "���� � ��� 
���� �����
�� !����
�
�
������
%� Ĝr 	� ����4 Ĝrc� 
�� ��4 4	�� �� �	�����2 �
����� %� Ĝr ������� 
�	� ���
�� 
�� ��4 4	��
�� 
��
����� &�� ��� ������� 
��
 
�� ��	
	��� ���
�� Ĝrc ��� qc 	������� 4	
� 	������	�8

�� !����
� �
����� 
�	� ����� 
��
 �������	�8 
�� 
������ ��
����2 ��2�� 
�	�J���� ���
� �
��	�D	�8 �F��
 �� 
�� ��4� *��
��� �	�
	�8
	��	�8 ���

�� 	� 
��
 
�� ����
�
 qcPr

−1/3

	� �����
 ����
��
� 4�	�� �	8�	=�� 
��
 
�� ��	
	��� 4������8
� 	� ���
	����2 ������
	���� 
�

�� 
������ ��
����2 ��2�� 
�	�J����� �����	���2 ��� ����
	���2 ���8� !����
� �
������

3	8�� 65�7+5�7 	��
�
��
� 
�� ����	�
�� �
�
�

�� �� 
�� ��������2 ��4 �
 
�� 	��
��	�	
2 
���+
����� (qc, Ĝrc) ��� 
4� !����
� �
������ $�
� 
��
 
�� ��8�	

�� �� 
�� �	8���
��
	��� ���
�����
	���2 ���	
���2 �	��� 
�� �2�
�� �� ��
�
	��� 	� ����8����
�� %
 	� ���� 4��
� ��
	�8

��
 
�� ����2 ��
� �� 
�� ����	

�� w1 	� ����4��
 8���
�� 
��� 
�� �
��� ����	

����
"�� ��
����2 ��2�� ��� 
�� ����4	�� �����	
2 	� 
��� 
�	�J�� 
��� 
�� 
������ ��
����2
��2�� ��� 
���� ����������	�8 
� 
�� �
��� ��������
� �� 
�� ��������2 ��4 �����	
2�
3	8� 65�7 ���4� 
��
 
�� ����4	�� �����	
2 ���	�	
� � ����8� �� �	8� ����8 
�� ������ 
� 
��
����� 4�	�� �
88��
� 
��
 � ������� ��4 ���
�� 	� 
�� ����4	�� �	���
	���
"�	� �����	�
� ������� 
� 
�� ��������2 ��4 	
� ����
��� �
�
�

��� 3
�
�������� 	
 	� 
� ��
��
�� 
��
 
�� �
����4	�� �����	
2 �� 
�� ��������2 ��4 ��� �� ��8���
�� 4	
�	�8 10 % ��+
�	��� 
�� �
��� ��������
� ; 
�	� 	��	��
�� 
��
 
�� ��������2 ��4 	� �����2 
4�+�	����	����
	� 
�� (y, z) ������

LL



��'� ����������� (�
��� �

�
* �������	��
 +���	� !

"�� �

���� �� 
�� ����2�	� ���	� ��� �� �
����	D�� �� �����4� H "�� ���	� ��4 ���	�	
�
� �
�
�

�� �	�	��� 
� 
��
 �������� ���� � ������
	�� ��	�
� "�� �F��
� �� ���	�
����� ���
�
�2���2 ��2 ��	������ �� ������ ��� ���
���� >��� 	� �����
	
	��� 
�� �
�8��
	�� ��	�

	� �	
��� �
 
�� ���
 �� �
 
�� �	8�
 �� 
�� ��	8	� ������	�8 �� 
�� ������� ��
4��� 
���� 
4�
������	���� %
 	� 
� �� ��
�� 
��
 ���
 	� ������
�� ����
�	���2 �2 
�� -	����D ��������

�� 
�� ��4�
>��� ����	���	�8 
�� �
��	�	
2 �������� 	
 ��� ���� ��
�� 
��
 �� �������	�
� ������	D�
	��
�� 
�� �	�

������ �
��
	
	�� ����4� 
� ��	�	��
� 
�� 	��
���� �� 
�� ��8��� α ��� γ ; 
�	�
����� 
��
 
�� ��4 	��
��� �2 ���	�
����� ��� �
�2���2 ���� ��
 ���2 ��2 ���� 	� 
��
���
����� �� 
�� 	��
��	�	
2� *�	�	�
� ���
� �� 
�� ���	=�� A������ �
����� ������	�8
�� !����
� �
����� 	� ���
	��� 
� ���
��	�	D� 
�� ���	� ��4�

�
, -����� �� ����.��

���� ��

� ���
	��� ��
� 	��
�
���� ��� �
���
�� =8
���� ��� ���
�
�
� �
���	�
�� ��
��
��
���
	
� ��
� ��	���� 
� ������ �
� ��� ���2�O��� �� B�8
����� �� ��
���	��
	�� ��� ��	�
�
��	�
�8��
	�� �� A�
�� �
 �� A�
��+)����
 �
 ��
� ����	�
��� ��
��
�	 �� ��<�
 �
 �� ����	��
�� �� ��
���� ����
���� ����� �
� ��� ���2�O��� �� B�8
�����
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������ ��
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�� ������	 
�	��
��	 �� �
	����
�	��
��	 �	 ���	 ����	

	 �����
�	 ���
 ���
���	
 �	


�������
 ����������
 ��� ��
���	
 ��
��	��	
� � ��� ����
�	�
	�	�� 
	�	��	� �	�	����� �	

�	
���
	
 ����	
� �� � ��� �� ����� � � ��	 ���

	 �	 ��������
 ���
 �	
��	��	
 	��	 �	�� 	�
���� ��
	 ��������	� ���
 ������
 	� ��	���	
 ����	
� ���
���� �	 
	�	� 	� �� 
	�
�
	 �	 �	��	
������	�

 ���	���
 ���� ���!�
�� �	 
�
����� ���

���	 
������ "
#� f 	
� ��	 �������� ��$��	 
�
 �� ���	
����	 I� X �� 	�
	�!�	 �	 N + 1 �����
 ��
�����

���
 I� 	� 
� ���� ��
���	 ��
 P (f,X) �	 
	�� �����%�	 �	 �	�
� ����
�	�
 �� ���� & N ���
��'����	 ��	� f 	� ���
 �	
 �����
 �	 X� �� � "

‖ f − P (f,X) ‖L∞(I)= sup
y∈I

| f(y) − P (f,X)(y) |

≤ L(X) inf
p∈PN

‖ f − P (f,X) ‖L∞(I), (1)

(��� PN ��
���	 ��	�
	�!�	 �	
 �����%�	
 
�
 I �	 �	�
� ����
�	�
 �� ���� & N � & ��	)��	��


�	�
*� ��	
�������� ���!��	 �	 ‖ f − P (f,X) ‖L∞(I) �!�	��	 ��
 (+* ���� ����
�,�
	 �	��
�	
�	
 �����	�����
 ���� �	 �����
	�
-���	 ��
�� �� �������� infp∈PN

‖ f − P (f,X) ‖L∞(I) �	 ���	�� ��	 �	 �� 
�����
��� �	 f

�
 I� ( .�
 	�	���	� 
� f 	
� ���������	 
�
 �� ���
����	 �	 I� �	 �	
�	 �	�� �	

 /�
�� ��
����
 ��

� ���	 ��	 ρN � ��	� ρ < 1�*
-����
	 ��
�� �� ���
����	 �	 �	!	
��	 L(X) �	 ���	�� ��	 �	 �� 
���
������ �	
 �����
 
�

I�
 ���	���
 & �	� 	0	�� ��	 1 -2# 3456 � ����
� ��	� 
� X ��

��	 N + 1 �����
� L(X) 
	
�����
�	 �
���������	�	�� �� ����
 ����	 LogN ����� N �	�� �	

 ����$���
-��
 �	 ��
 �7 I 	
� !�
�� ( ��
 	�	���	 
� I = [−1, 1]� �	 �����
�	�	�� 	� LogN ��	
�
�!�	�� ��	 ���
 �� 	�
	�!�	 X �	 �����
� 
����������� ��� 	��
�����
 �	 I (��	� 	� 8+ 	�
�+*�
9	�� 	
� �	 ��
 ���
 ��	�
	�!�	 �	
 �����
 �����
�
 ���
 ��	 ��
���	 �������
����� ����
���	
�	 :��

� �

����	 ��� �����%�	
 �	 ;��	!���	0 �� ���
 ����
��	�	��� ��� �����%�	
 �	
<���!��
9	�	������ 
� �	
 �����
 
��� ����
�
 ������
����
 
�
 I� �� !�	� ��������
 & ��	 
	��	 	��
�
����� �	 I� L(X) �
�,� �� ����
 ��

� ���	 ��	 τN (��	� τ > 1*� ���
 ������
 ������
	
�	
 �	�� �����
 
������
 "

+� .��
 ��	 ���

	 �	 �������� f �	 
�����
��� ���!��	 �����	� ��	�
	�!�	 X �	 �����
 �	

=5



���� �����	
 	� �

	�	


�����	
����	 I ��� ����	
� �� �	���	�
	 ���
��������� �	 f ��
 ��	 ������	 �	 ������������

	
� �	��� ���
 �	��	� �� ���
����	 L(X) 	
� �� ���
 ���!�	 ��

�!�	� (.�
 	�	���	� ���
 ��
���	
����	 !�
�� I� X 
	
� �� 	�
	�!�	 �	 �����
 �	 ���	 ;��	!���	0 �� <���!��*
4� 9	�	������ �	 
�
����� ���!�� ���
�� ��
 (+* �	 ����	 ���
 �	 
	�
	���	�	��
 ���
 ��
����� ������� �	 ��	�
	�!�	 X �	 �����
 ���
 �	 ��
 �	 �����
��������� �	 ��������
 �������
��	 �	
 �
��
����
 �����	
 �	 
�����
���� >��
�� �	 !��
 
�
�����
 �	��	�� ��
	 �!�	��
 ����
�
� ��	 ������
	 ���	�
 �	 �� ���
����	 L(X)� ����	 �	�� 	
� �	 ��
 ���
 ��	 ������	

�	��
��	 �	 ���	 ����	

	 �7 �	
 �����
 �	 ����������� �	 �������
����� ����
���	 �	 :��



��������	�� 	� ��	 
	��	 	��
������
���
 ������
 ������
	 �����	 �	��	 ������	 �	�� ��
	 ������	 ��� ��������
 ����� �� ����
��
�	�	�� �����	 ���
�� & ����$���


���
� ��� �
� �������
� �
 ����
��


�	
 �����%�	
 �	 ����	

	 (Ln)n∈N ���
����	�� �� ������	 �	 �����%�	
 �
���������
���
 �	 �
����� 
�����
	 "

(φ,ψ) �−→
∫ +∞

0
φ(x)ψ(x)e−xdx

?�
 ��
�$	�� " ∫ +∞

0
Ln(x)Lm(x)e−xdx = δnm, (n,m) ∈ N

2 (A.1)

δnm ����� �	 
��!��	 �	 @
��	�A	
�
9���	 ����	 ������	 �	 �����%�	
 �
���������� ��
 
���
���� ��	 
	������ �	 
���

	��	 ���
	
� �� 
������	 "

nLn = (−x+ 2n− 1)Ln−1 − (n− 1)Ln−2,

L0 = 1, (A.2)

L1 = 1 − x.

�	
 �
	��	

 �	
�	
 �	 �� 
���	 (Ln)n∈N 
��� "

L0(x) = 1 ; L1(x) = 1 − x;

L2(x) = 1 − 2x+
x2

2
;

L3(x) = 1 − 3x+
3
2
x2 − 1

6
x3;

L4(x) = 1 − 4x+ 3x2 − 2
3
x3 +

1
24
x4

	�

L5(x) = 1 − 5x+ 5x2 − 5
3
x3 +

5
24
x4 − 1

120
x5.

?�
 ��
�$	�� ���������� ��0�
	���	��	 
������	 "

(xe−xL
′
n)

′ = −nLne−x, (A.3)

��� 
���
�� "
xL

′′
n + (1 − x)L

′
n + nLn = 0. (A.4)

=+
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9	
 �����%�	
 ��
�$	�� ����	�	�� "∫
Ln = −Ln+1 + Ln, (A.5)

��� 
���
�� ��

� "

L
′
n = −

n−1∑
j=0

Lj


	������ �	 ����	��	 �� �	�� �����
	� ��
 �������	 ��	� (>�4* "

(n − 1)L
′
n = (2(n − 1) − x)L

′
n−1 − (n − 1)L

′
n−2,

L
′
0 = 0, (A.6)

L
′
1 = −1,

B� �	�� ���	
� 	� ���
	� �	 
�
����� 
������ "
#��� P �� �����%�	 & ��	)��	��
 
�	�
 �	 �	�
� �� ���
 N 	� P ′ �	 �����%�	 ��
��� �	 P �
B� �	�� ��
�
	 "

P (x) =
N∑
k=0

akLk(x)

	�

P ′(x) =
N−1∑
k=0

bkLk(x).

-	 ���
� �� ��
���	 (>�C* 	� ��	 �
��
��
������ ��>!	� ����	�� "

P ′(x) = −
N−1∑
k=0

(
N∑

j=k+1

aj)Lk.

�	
 ��	)��	��
 (bk)k = 0, ..., N−1 
	 �����
	�� �	
 (ak)k = 0, ..., N �� ���	� �	 ������
����	
	� N ���
�����
 
������ "

bN−1 = −aN ,
bk = bk+1 − ak+1, k = N − 2, ..., 0

=4
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��� �	
 /�
�
 �	 Lαn(x). -��
 �	 ��� 
���� �� 
	 �
���
	
��
�	�	�� �	 ���	
���	
 �	
 /�
�
 �	 Lαn(x). �� ������	 �	 �	D���� ���
�� ���

��� ��
	
�����
�	� ���
 �	
 �
	��	

 �����%�	
 �	 ����	

	� n ≤ 10� >� �	�& 	� 	� 
��
�� �	 ��
��
������ 
����	 �	
 ���	�

 �� �����%�	 �	 ����	

	 ( ����	��	 �
	
��	 �	
�����	 	� /�
�*�
�� 	
� ��)���	 �	 
	 
���
���	
 �	 �� 
����	 �� �����%�	 ��
 �� ������	 �	 �	D���� E�	
���
	 �	������	 	
� ������	� 	��	 	
� !�
�	 
�
 �	 ��� 
��� "
-��
 �	 ��
 ����
��� �	
 �����%�	
 �	 ����	

	 ��
�$	�� �� 
	������ �	 
���

	��	 
������	 "

(n+ 1)Lαn+1(x) − (2n+ α+ 1 − x)Lαn(x) + (n+ α)Lαn−1(x) = 0 (1)

n = 0, 1, 2, ...
��	� Lαn−1(x) = 0
#����
��
 ��	 ���
 ���
 ����
	

��
 ��� /�
�
 �	 Lαn+1(x)� 9	 �����%�	 ��

��	 (�8+*

����	
 ��
�����	
 	� 
�	��	
�
�� 
	������ (+* �	�� ��
	 ��������	 ���
 n = N 	� x = xi �7 x = xi 	
� ��	 
����	 �	
LN+1(x)�
�� 
	������ (+* 
	 
����� ���

 & "

−(2N + α+ 1 − xi)LαN (xi) + (N + α)LαN−1(xi) = 0

��	 ���
 �
���
��
 ��
�
	 
��
 �� ��
�	 "

−(N + α)LαN−1(xi) + (2N + α+ 1 − xi)LαN (xi) = 0 (2)

1�
����
 �����	���� �� 
	������ (+* ���
 x = xi 	� 	� ���
��� ��
�	
 n �	 0 & N −1� �� ��	�� "
� ���
 n = 0 F

Lα1 (xi) − (α+ 1 − xi)Lα0 (xi) = 0

�� 	���
	 "
(α+ 1 − xi)Lα0 (xi) − Lα1 (xi) = 0

� ���
 n = 1 F
2Lα2 (xi) − (2 + α+ 1 − xi)Lα1 (xi) + (1 + α)Lα0 (xi) = 0

=G



���� �����	
 	� �

	�	


�� 	���
	 "
−(1 + α)Lα0 (xi) + (2 + α+ 1 − xi)Lα1 (xi) − 2Lα2 (xi) = 0

B� �!����� ���
� & �� 
�
���	 �
��������� "⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + α− xi −1 0
−(1 + α) 3 + α− xi −2 0

0 −(2 + α) 5 + α− xi −3 0
0

0 −N
0 −(N + α) 2N + α+ 1 − xi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L0

L1

L2

���
LN

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
0
0
���
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�	
 xi ����
��

	�� ���

 ����	 �	
 ���	�

 �
��
	
 �	 �� ���
��	 �
���������	 "⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + α −1 0
−(1 + α) 3 + α −2 0

0 −(2 + α) 5 + α −3 0
0

0 −N
0 −(N + α) 2N + α+ 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
-��
 �	 ��
 ��
������	
 α = 0� �	��	 ���
��	 �	��	�� 
����
���	 "⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0
−1 3 −2 0
0 −2 5 −3 0

0
0 −N

0 −N 2N + 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
$���	�	�� ���
 �	 ��
 �7 α = 0� �	
 �����
 �������
����� 
��� �	
 ���	�

 �
��
	
 ����	 ���
�
��	 �
���������	 
����
���	�

�� ������ ������������� �� 
������������

?� 
�)� �����	�	�� �	 
	��
��	
 ��	

d

dx
Lαn(x) = −Lα+1

n−1(x)

(�H5�+�4����*

.�
 ���
���	��� �� 
�)� �	 ������	
 �	
 /�
�
 �	 ����	

	 ���
 ����
 �	
 �����
 �������
��
���� �� ���	 :��

� ��	���

=I
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 ��� ���& ��� 	��
	�
�
	
�

B� 
	 �
���
	 �	 ������	
 �� ��
���	 
	����	 ��
 
����
� �� ������	 �	 �� ���������	��	
����	
��	� �$� �������	
 �� 
��!����� �	 �� 
������� �	 ���
	 �
�!���	 & �
�����
	 ��!
	�

B� ��� �����
	 ��
�� ���
���
	
 �	 ���	 �
�!���	 	� ���
����
��� 	�������	�	�� �	 �	��

���
 �	
 ��������
�

E�	 ����������� ����
	

���	 �	 �	 �
����� �� ��������	 �	 J;
�����J 	
� 	���
���	�
��	0���
	�	�� �	 !�
�
 �%��	

 �� �� ����	�	�� �� ���� ���
� ��
 �� �
	�!�	�	�� �	
�	

	 	��	��
	 ��	 ����
������ �� ���� ��
�� ��	 �	 ���	 �	 �����	 ������ ���
 �	��	 ���
	
�	
�	� �	 ������
	
�

-��
 �	 ���
	 ����
���	� ���
 
��������
 �������	
 ��	 ������	 �	 
	���� 
����� ���

���	
���	
 �	 ������� �	 �� ���������	��	 ����	
��	 ���
 ���	
���	
 �� 
�
���	 ��!
	 �������
��!
	� > ���
	 ������

���	� �	��	 ������	 ��� ��
 ��� �����
�	 ���
 �	 ���
	 �	 �
�!���	�
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SUR LA STABILITE DES SOLUTIONS DE QUELQUES
PROBLEMES A FRONTIERE LIBRE ∗
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Résumé

Nous présentons dans ce travail, deux parties indépendantes ; la première porte sur les
ondes d'obstacle, elle est constituée des quatres premiers chapitres et la deuxième porte
sur un problème de convection mixte constituant le dernier chapitre de cette thèse.
Dans la première partie, nous nous intéressons à la détermination de la frontière libre
d'équilibre d'un écoulement au dessus d'un obstacle. Cette étude permet de mieux com-
prendre la génération des vagues en zone littorale, leur déferlement ainsi que l'in�uence
des irrégularités de relief sous marin sur les ondes de surface. Nous nous intéressons à un
écoulement uniforme, irrotationnel, bidimensionnel et permanent d'un �uide parfait incom-
pressible perturbé par un obstacle placé au fond d'un canal hydraulique. Nous négligeons
les e�ets de tension super�cielle et nous tenons compte de la gravité g. Dans le premier
chapitre, nous posons le problème d'ondes à résoudre et nous décrivons la méthode de
résolution utilisée ; des détails sur cette méthode sont donnés aux deuxième et troisième
chapitres ; pour un écoulement torrentiel (nombre de Froude >1), nous avons établi un ré-
sultat d'existence d'un minimum de la fonctionnelle de l'énergie totale du système et nous
l'avons déterminé numériquement pour plusieurs formes d'obstacles choisis. Dans le qua-
trième chapitre, nous montrons en utilisant le théorème des fonctions implicites, l'existence
et l'unicité de la solution du problème pour un écoulement �uvial. Dans la deuxième partie
constituant le cinquième chapitre de cette thèse, nous nous intéressons à la détermination
des conditions de transition vers l'état 3D d'un écoulement de convection mixte au point
de stagnation 2D.

∗ Thèse de Doctorat d'état
∗∗ Directeur de thèse, Professeur Mustapha AMAOUCHE (Université de Béjaia)
Co-Directeur de thèse, Professeur Djamel-Eddine TENIOU (U.S.T.H-B)
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